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ণپاس ච໋اری...
توانسته ام او یاری به که که اکنون اوست عنایت گرو در توفیقͬ هر که را خدای سپاس

ͬ دانم م لازم خود بر رسانم انجام به دانش کسب راه در را ناچیز چند هر تلاشͬ
میرلوحͬ مجتبی آقای جناب و ͷدسترن الهام خانم سرکار بزرگوارم راهنمای اساتید از
دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ و خلق حسن با صدر سعه کمال در که

گرفتند؛ عهده بر را پایان نامه این راهنمایی وزحمت ننمودند
عهده بر را پایان نامه این مشاوره زحمت که مغاری سمیه خانم سرکار صبور استاد از

ͬ رسید؛ نم مطلوب نتیجه به پروژه این ایشان مساعدت بدون که داشتند
زحمت که زیره دکتر آقای جناب و غیاثͬ دکتر آقای جناب دلسوز و فرزانه اساتید از

شدند؛ متقبل را پایان نامه این داوری
سپاس را آنان زحمت از بخشͬ کوچ΄ترین این که باشد بنمایم را قدردانͬ و تش΄ر کمال

گوید.
ومهربانم خوب دوستان نیز و ارشد کارشناسͬ دوره در عزیزم محترم اساتید سایر از

ͬ کنم. م قدردانͬ
مرا همواره خویش حمایت های با که عزیزم مادر و پدر ویژه به خانواده ام از پایان در

دارم. را شناسͬ قدر و سپاس نهایت کرده اند پشتیبانͬ

عس΄ری راضیه
١٣٩۶ تیر

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی عس΄ری راضیه اینجانب
معامله اختیار قیمت گذاری برای ودقیق سریع روشͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،
راهنمایی تحت ، تصادفͬ شدت اندازه و تلاطم با مضاعف نمایی پرش مدل با بازاری در

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
عس΄ری راضیه
١٣٩۶ تیر

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
این در است. مالͬ ریاضیات در مطرح مباحث مهم  ترین از ی΄ͬ معامله اختیار قیمت  گذاری
برای ͬ شود، م پرداخته مضاعف نمایی پرش مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری به پایان نامه
اختیار قیمت گذاری برای فرمولͬ دارایی، قیمت فرآیند مشخصه تابع تعیین با ابتدا منظور این
به توجه با مدل این آوریم؛ مͬ دست به فوریه تبدیل روش از استفاده با مدل این تحت اروپایی
در پرش جمله وجود دلیل به دارد، بازار دی·ر مدل های به نسبت که بیش تری پذیری انعطاف

گیرد. قرار استفاده مورد مالͬ بازارهای در زیادی حد ͬ تواندتا م قیمت فرآیند

قیمت گذاری پرش، تصادفͬ، شدت تصادفͬ، تلاطم مضاعف، نمایی پرش مدل کلیدی: کلمات

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Askari, R., Dastranj, E.(2016),”The Pricing of Binary Option Using the Fast Fourier Trans-

form”, 22th Seminar on Mathematical Analysis and its Application.
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١ فصل
ومفاهیم تعاریف

مقدمه ١ . ١
مفاهیم و تعاریف ͬ پردازیم، م آتͬ فصل های در نیاز مورد وتعاریف مفاهیم معرفͬ به فصل این در

است. شده جمͽ آوری [٣٢] [٢۶]و ،[٩] ،[۶] ،[٣] ،[١] ͽمراج از فصل این

احتمال و اندازه نظریه مفاهیم ١ . ٢
را F باشد، Ω زیرمجموعه های از ناتهͬ دسته ی F و ناتهͬ مجموعه ی Ωاگر .١ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه گوییم نیم حلقه ی
،∅ ∈ F.١

آن گاه باشند، F به متعلق Cn, . . . , C٢, C١ مانند مجموعه ها از متناهͬ دنباله ی اگر .٢
n∩
i=١

Ci ∈ F .

آن گاه باشد، F به متعلق مجموعه دو C١, C٢ اگر .٣
C١ − C٢ =

n∪
i=١

Bi, Bi ∈ F ,



ومفاهیم تعاریف ٢
. i = ١,٢, . . . , n برای i ̸= j و Bi∩Bj = ∅ که

هم از جدا دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماع های صورت به بتوان را عضو دو هر تفاضل یعنͬ
نوشت.

ی را F باشد، Ω زیرمجموعه های از دسته ی ناتهͬ Fو ناتهͬ مجموعه ی Ωاگر .١ . ٢ . ٢ تعریف
هرگاه گوییم میدان ‐σ

،∅ ∈ F.١
،Cc ∈ F آن گاه C ∈ F اگر .٢

آن گاه باشند، F به متعلق . . . , C٢, C١ مانند مجموعه ها از نامتناهͬ دنباله ی اگر .٣
∞∪
i=١

Ci ∈ F ,

باشد. بسته نا متناهͬ پذیر شمارش اجتماع های تحت
توسط شده تولید σ‐میدان باشد، بازه ها تمام دسته ی F و Ω = R کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
[a, b] یا [a, b) صورت به بازه ها تمام دسته ی ͬ دهیم، م نشان B با و گوییم بورل σ‐میدان را F

آن ها انتهای و ابتدا که شعاع هایی مجموعه ی یا و هستند گویا اعداد b و a آن در که (a, b) یا
هستند. بورل مولد هم·ͬ باشند گویا اعداد

ͬ گوییم م اندازه را ( µ : F −→ [٠,+∞]) تابع باشد، نیم حلقه ی F کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
باشد زیر خواص دارای هرگاه

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ باشیم داشته A ∈ F مجموعه هر برای .١
باشد ∪

i≥١
Ai ∈ F به طوری که باشند F هم از جدا دو به دو اعضای از  دنباله ی {Ai}i≥١ اگر .٢

باشیم داشته آن گاه

µ(
∪
i≥١

Ai) =
∑
i≥١

µ(Ai),

گوییم. µ برای σ‐جمͽ پذیری خاصیت را خاصیت این که
آن زیرمجموعه های از میدان ‐σ ی F و ناتهͬ مجموعه ی ی Ω کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف

گویند. اندازه پذیر فضای را (Ω,F) مرتب زوج باشد،
ͬ نامیم. م اندازه فضای را (Ω,F , P ) سه تایی آن گاه باشد F روی اندازه ای P اگر

باشد، Ω ناتهͬ مجموعه ی زیرمجموعه های از σ‐میدان ی F کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
هرگاه ͬ نامیم م احتمال اندازه را (P : F −→ [٠, ١]) P تابع

،P (Ω) = ١ .١
باشیم داشته آن گاه باشند F ازهم جدا دو به دو ازاعضای دنباله ای {Cn}n≥١ اگر .٢

P (
∪
n≥١

Cn) =
∑
n≥١

P (Cn).



٣ احتمال و اندازه نظریه مفاهیم
ͬ نامیم. م احتمال فضای را (Ω,F , P ) سه تایی

گوییم σ‐متناهͬ ،(X,F) پذیر اندازه فضای روی را µ : F −→ [٠,+∞] اندازه .١ . ٢ . ٧ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود F هم از جدا دو به دو ازاعضای {Ai}i≥١ دنباله ی هرگاه

X =
∪
i≥١

Ai,

.µ(Ai) <∞ باشیم داشته ،i ≥ ١ هر برای و
(R,B) اندازه پذیر فضای به (Ω,F , P ) احتمال فضای از حقیقͬ اندازه پذیر تابع هر .١ . ٢ . ٨ تعریف
متغیرهای دادن نشان برای معمولا گوییم. تصادفͬ متغیر ی را بورل، مجموعه ی B که
X تصادفͬ متغیر هر برای ͬ کنیم. م استفاده X,Y, Z, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفͬ

صورت به FX : R → [٠, ١] تابع ͬ توان م
FX(x) = P (X ≤ x) = P{ω ∈ Ω|X(ω) ≤ x},

است برقرار زیر خواص FX توزیع برای ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع کردکه تعریف
∀a, b ∈ R برای .١

FX(b)−FX(a) = P (a < X < b),

است، پیوسته راست سمت از نقطه هر در و است نزولͬ غیر FX تابع .٢
. lim
x→∞

FX(x) = ١ و lim
x→−∞

FX(x) = ٠ .٣
گوییم باشند فضا این روی اندازه دو µ٢ و µ١ و اندازه پذیر فضای ی (X,A) اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف
اگر تنها و اگر ͬ شود) م داده نمایش µ١ ≪ µ٢ نماد (با هستند پیوسته مطلقاً اندازه دو این

باشیم داشته A از A هر برای
µ٢(A) = ٠ =⇒ µ١(A) = ٠.

µ٢ و µ١ و اندازه پذیر فضای ی (X,A) کنید فرض رادون‐نی΄ودیم١) (قضیه .١ . ٢ . ١ قضیه
دارد وجود f نامنفͬ اندازه پذیر تابع آن گاه µ١ ≪ µ٢ اگر باشند. A روی σ‐متناهͬ اندازه دو

باشیم داشته A از A هر برای به طوری که
µ١(A) =

∫
A
fdµ٢.

کنید. رجوع به[۶] برهان.
مجموعه ی مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه مجموعه  ی A اگر .١ . ٢ . ١٠ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان χA با را A

χA(x) =


١ x ∈ A

٠ o.w.

١Rodon-Nikodym theorem



ومفاهیم تعاریف ۴

تصادفͬ فرآیند های مفاهیم ١ . ٣
هم چنین باشد نامنفͬ تصادفͬ متغیر Y و احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
پذیر اندازه D است تابعͬ امیدشرطͬ صورت این در باشد F از σ‐میدان زیر ی D کنید فرض

ͬ دهیم م نشان E(Y |D) با و Ω روی حقیقͬ و
E(Y |D) = (Ω,F , P ) −→ (R,B),

باشیم داشته که طوری به
∀D ∈ D

∫
D
E(Y |D)dP =

∫
D
Y dP,

امیدشرطͬ خواص
X ≥ ٠ اگر .١

E(X|D) ≥ ٠, a.s.

.٢
E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s.

∀a ∈ R .٣
E(aX|D) = aE(X|D), a.s.

آن گاه D = {∅,Ω} اگر .۴
E(X|D) = E(X), a.s.

آن گاه D١ ⊂ D٢ اگر .۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.

.۶
E(E(X|D)) = E(X) a.s.

نمود قضاوت میانگین اطراف تلاطم درباره آن کم به بتوان که معیاری .١ . ٣ . ٢ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به و دارد نام واریانس

V ar(X) = E(X٢)− [E(X)]٢.

است زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر دو کوواریانس .١ . ٣ . ٣ تعریف
cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ),

.cov(X,Y ) = ٠ آن گاه باشند مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X اگر



۵ تصادفͬ فرآیند های مفاهیم
داده نشان ρ(X,Y ) نماد با که Y و X تصادفͬ متغیرهای همبستگͬ ضریب .۴ . ١ . ٣ تعریف

ͬ  شود م تعریف زیر صورت به ͬ شود م
ρ(X,Y ) =

cov(X,Y )√
V ar(x)

√
V ar(Y )

.

صورت به آن احتمال چ·الͬ اگرتابع است نرمال٢ توزیع دارای z تصادفͬ متغیر .۵ . ١ . ٣ تعریف
باشد زیر

ϕ(z) =
١

σ
√٢πe

− ١٢ ( z−µσ )٢
,

ͬ نامند. م استاندارد نرمال توزیع را σ = ٠ و µ = ٠ با نرمال توزیع
نرمال توزیع Y = ln(X) هرگاه دارد، ل‐نرمال٣ توزیع X تصادفͬ متغیر .۶ . ١ . ٣ تعریف

ͬ گیرند. م را مثبت حقیقͬ مقادیر فقط نرمال ل توزیع که است بدیهͬ باشد، داشته
به آن توزیع تابع هرگاه است، λ > ٠ با نمایی۴ توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .١ . ٣ . ٧ تعریف

باشد زیر صورت
FX(x) = λe−λx, x > ٠.

ͬ شود م تعریف زیر صورت به گشتاور ۵ مولد تابع X تصادفͬ متغیر برای .١ . ٣ . ٨ تعریف
MX(t) = E[etX ], t ∈ R.

است زیر صورت به انتگرالͬ تبدیل ی f تابع فوریه۶ تبدیل .١ . ٣ . ٩ تعریف
f(x) =

∫ +∞

−∞
F (u)eiuxdu,

آن معکوس تبدیل و
F (u) =

١
٢π

∫ +∞

−∞
f(x)e−iuxdx,

است. انتگرال پذیر و پیوسته تابع ی f که
تصادفͬ فرآیند ی تصادفͬ، متغیرهای از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر .١ . ٣ . ١٠ تعریف

،(Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیرهای از {Xi}i∈I خانواده ͬ شود. م نامیده
X : (Ω,F , P ) −→ (R,B),

ناشماراباشد. یا شمارا (I) گذار اندیس مجموعه که ͬ گوییم م تصادفͬ رافرآیندهای
٢Normal distribution
٣Log-Normal distribution
۴Exponential distribution
۵Moment generating function
۶Fourier transform



ومفاهیم تعاریف ۶
قراردهیم و باشد تصادفͬ فرآیند {Xt}t≥٠ اگر .١ . ٣ . ١١ تعریف

Ft = σ(Xs, ٠ ≤ s ≤ t),

ͬ   دهند. م نمایش F = {Ft, t ≥ ٠} صورت به آن گاه
F فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند باشد، فیلتر ی F کنید فرض .١ . ٣ . ١٢ تعریف
Ft‐اندازه پذیر ،Xt تصادفͬ متغیر عبارتͬ به Xt ∈ Ft ،t ≥ ٠ هر برای هرگاه گوییم سازگار 

باشد.
مارتینگل٧ ،F = {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفͬ فرآیند .١ . ٣ . ١٣ تعریف

کند صدق زیر خواص در که گوییم
باشد، پذیر اندازه Fn یا باشد سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .١

باشد، انتگرال پذیر Xn یعنͬ E(| Xn |) <∞ ،n هر برای .٢
باشیم داشته n ≥ ١ هر برای .٣

E(Xn+١ | Fn) = Xn. a.s.

t زمان تا که است اطلاعاتͬ براساس تنها زودرس٨ اجرای ،t زمان هر در .١۴ . ١ . ٣ تعریف
داراست. را t زمان تا اطلاعات مجموعه {Ft} که کنیم مͬ یادآوری است،

داشته t هر برای گاه هر گوییم توقف زمان {Ft} فیلتر به نسبت را τ : Ω −→ Z+
∪
{∞} تابع

باشیم
{τ ≤ t} ∈ Ft.

لوی فرآیند ۴ . ١
سال در که تصادفͬ فرآیندهای خانواده رده مهمترین از ی΄ͬ لوی ٩ فرآیند احتمال، نظریه در
اخیرنقش دهه های در است گرفته قرار مطالعه مورد لوی پل فرانسوی ریاضیدان توسط ١٩٣٠
ویژه به لوی فرآیندهای گذشته دهه دو طͬ است نموده ایفا مالͬ ریاضیات دنیای در را پررنگͬ
فرآیند لوی، فرآیند گرفتند. قرار توجه مورد بسیار معامله اختیار قیمت گذاری و ارزیابی در
پی درپی جابه جایی های که نقطه ی حرکت فرآیند این است، ثابت مستقل بانموهای تصادفͬ
برابر طول با مختلف زمان های در آماری نظر از و هستند مستقل و تصادفͬ صورت به آن

٧Martingale
٨Early Exercise Decision
٩Levy proccess



٧ پواسون فرآیند
پیوسته زمان تصادفͬ گام عنوان به است مم΄ن لوی فرآیند ی نتیجه در هستند، ی΄سان

شود. بررسͬ آنالوگ
هستند. پواسون فرآیندهای و براونͬ حرکتͬ فرآیندهای لوی، فرآیند نمونه شده ترین شناخته

باشیم داشته هرگاه شود مͬ گفته لوی فرآیند Xt تصادفͬ فرآیند .١ . ۴ . ١ تعریف
،P (X٠ = ٠) = ١ .١

گاه آن ٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tn اگر یعنͬ هستند مستقل Xt نموهای .٢
Xt٢ −Xt١ , Xt٣ −Xt٢ , . . . , Xtn −Xtn−١ ,

هستند، مستقل
است، توزیع هم Xt−s با Xt −Xs یعنͬ است ایستا فرآیندی Xt .٣

یعنͬ باشد پیوسته احتمال در فرآیند .۴
∀ε > ٠ limP (|Xt| > ε) = ٠.

لوی فرآیند از نمودارحاصل :١ . ١ ش΄ل

پواسون فرآیند ۵ . ١
N(t) هر گاه گوییم، شمارشͬ فرآیند ی را {N(t); t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .١ . ۵ . ١ تعریف

کند صدق زیر شرایط در و داده اند رخ t زمان تا که باشد پیشامدهایی کل تعداد
ͬ کند، م اختیار را نامنفͬ صحیح مقادیر N(t) .١

،N(s) ≤ N(t) آنگاه s ≤ t اگر .٢



ومفاهیم تعاریف ٨
رخ (s, t] زمانͬ فاصله در که است پیشامدهایی تعداد برابر N(t) − N(s) ، s < t برای .٣

ͬ دهند. م
ͬ شود م گفته λ > ٠ بانرخ پواسون١٠ فرآیند {N(t); t ≥ ٠} شمارش·ر فرآیند به .٢ . ۵ . ١ تعریف

باشیم داشته اگر
،N(٠) = ٠ .١

زمانͬ مقادیر و k > ٠ صحیح عدد هر برای یعنͬ باشد مستقل نموهای دارای Nt فرآیند .٢
N(t١) − N(t٠), N(t٢) − N(t١), . . . , N(tk) − تصادفͬ متغیرهای ٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tk

باشند، مستقل هم دواز دوبه N(tk−١)

شده توزیع پواسون صورت به τ طول به زمانͬ بازه در افتاده اتفاق رویدادهای تعداد .٣
tها تمام برای ͽواق در و λτدارد ومیانگین است

Pr{N(t+ τ)−N(t) = k} =
e−λτ (λτ)k

k!
, k = ٠, ١, . . .

پواسون توزیع احتمال چ·الͬ تابع از نمودارحاصل :١ . ٢ ش΄ل
تصادفͬ فرآیند از Y پرش واندازه λ > ٠ تصادفͬ شدت با مرکب پواسون فرآیند .٣ . ۵ . ١ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر صورت به {Xt}t≥٠

Xt =

N∑
i=١

Yi,

هستند. پواسون فرآیند Nt و ومستقل ی΄سان توزیع با Yi پرش های اندازه که
١٠Poisson process



٩ براونͬ حرکت

N(٠, ١) پرش با مرکب پواسون فرآیند از نمودارحاصل :١ . ٣ ش΄ل

براونͬ حرکت ۶ . ١
آنالیز مدرن، احتمال نظریه ی بنای سنگ و تصادفͬ فرآیندهای ͬ ترین اساس از براونͬ حرکت

است. دیفرانسیل معادلات و تصادفͬ
گیاه گرده های به می΄روس΄وپ توسط که (گیاه شناس)هنگامͬ براون رابرت ١٨٢٧ سال در
پیدا آن برای توجیهͬ نتوانست ولͬ شد آب در ذرات حرکت متوجه ͬ کرد، م نگاه آب در معلق
چند که بود اینشتین آلبرت این اما بودند، شده شناخته آن از قبل بسیار مول΄ول و اتم کند،
در کرده مشاهده براون که حرکتͬ که داد توضیح کرد منتشر ١٩٠۵ در که مقاله ای در بعد دهه
مول΄ول ها برخورد از حاصل نیروی جهت است، بوده گرده با آب مول΄ول های برخورد نتیجه
اصابت مورد بیشتر سمت ی از است مم΄ن مختلف زمان های در ذره و ͬ کند م تغییر مرتباً
افتخار به پدیده این ͬ شود، م ذرات اتفاقͬ حرکت موجب دو هر که دی·ر سمت از تا گیرد قرار
که است تصادفͬ فرآیند ی براونͬ حرکت است. شده نام·ذاری براونͬ حرکت براون رابرت

ندارد. وجود ای نقطه هیچ در آن مشتق و دارد پیوسته مسیرهای
هرگاه گوییم استاندارد١١ براونͬ حرکت را {Wt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند .١ . ۶ . ١ تعریف

،W٠ = ٠ .١
باشد، s− t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Ws −Wt ،٠ ≤ t ≤ s برای .٢

و مستقل ،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn برای Wtn −Wtn−١ , . . . ,Wt٢ −Wt١ تصادفͬ متغیرهای .٣
باشند، هم توزیع

ͬ گوییم. م نیز وینر١٢ فرآیند را استاندارد براونͬ حرکت

باشد براونͬ فرآیند استاندارد فیلتر {Ft}t≥٠ و براونͬ حرکت ی {Wt}t≥٠ اگر .١ . ۶ . ١ قضیه
داریم آن گاه

١١Standard Brownian motion
١٢Wiener process



ومفاهیم تعاریف ١٠
،E(WtWs) = t ،t ≤ s هر برای .١
است، مارتینگل ی {Wt}t≥٠ .٢

است. مارتینگل {W ٢
t − t} .٣

شود. رجوع [٣٢] به برهان.

استاندارد براونͬ حرکت از حاصل نمودار :۴ . ١ ش΄ل

ایتو فرآیندهای ١ . ٧
تصادفͬ غیر توابع برای دی·ران و وینر توسط ١٩٣٣ درسال بار اولین تصادفͬ انتگرال مفهوم
براونͬ حرکت به نسبت تصادفͬ ایتو ١٣انتگرال ١٩۴٢ سال در شد، تعریف براونͬ حرکت به نسبت

کرد[٢٧]. تعریف سازگار فرآیندهای برای را هندسͬ
نسبت ایتو انتگرال که تفاوت این با ͬ شود م تعریف ریمان انتگرال با مشابه ایتو انتگرال ͽواق در
ریمان انتگرال ͬ که حال در ͬ شود، م گرفته تصادفͬ متغیرهای براونͬ حرکت از نموهایی به
ی ایتو انتگرال که است ذکر شایان ͬ شود. م محاسبه dt پیش بینͬ قابل تغییرات به نسبت
معادله داریم قصد ͬ دهد، م نتیجه را حقیقͬ مقدار ی ریمان انتگرال اما است تصادفͬ متغیر
که آن جا از آوریم به دست زمان به نسبت را ͬ کند م حرکت جوی آب سط در که ذره ای حرکت
ͬ کنند م وارد آن به آب مول΄ول های و باد وزش که ضرباتͬ دلیل به نظر مورد ذره حرکت مسیر

بود، خواهد زیر صورت به آن معادله است، تصادفͬ
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه), (١ . ١)

١٣Ito



١١ ایتو فرآیندهای
مانند تصادفͬ فرآیند نوفه و هستند (٠,∞) × Ω روی شده داده حقیقͬ توابع b و σ آن در که

ͬ کند، م صدق زیر شرط سه در که است Wt

باشند. هم از مستقل Wt٢ و Wt١ ،t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای •
بستگͬ t به t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Wtn+t, . . . ,Wt١+t تصادفͬ متغیرهای توام توزیع •

باشد. نداشته
.E(Wt) = ٠ ، t ∈ (٠, T ] هر برای •

است براونͬ فرآیند است نزدی بالا ͬ های ویژگ به و است پیوسته مسیرهای دارای که فرآیندی
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt,

داریم بالا عبارت از
Xt = X٠ +

∫ t

٠ b(s, w)ds+

∫ t

٠ σ(s, w)dWs.

به است لازم {Xt}t فرآیند کردن پیدا برای بنابراین است اخیر معادله جواب Xt تصادفͬ فرآیند
بپردازیم زیر فرم به انتگرال های ∫محاسبه t

s
f(s, w)dWs(w),

یعنͬ ϕ باشد : [٠,∞)× Ω −→ R ابتدایی١۴ تابعͬ f که کنید فرض اول: گام
ϕ(t, w) = X(w)χ(a,b](t), a, b ∈ [٠,∞),

ͬ کنیم م تعریف صورت این ∫در t

a
ϕ(s, w)dWs =

∫ t

a
X(w)χ[a,b)dWs(w) = X(w)[Wb∧t(w)−Wa∧t(w)],

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که
یعنͬ باشد. [٠,∞)× Ω روی ساده١۵ تابعͬ f کنید فرض دوم: گام

f =
n∑
j=٠

ϕi,

ͬ کنیم م تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع ϕiها ∫که t

a
fdWs =

n∑
j=٠

∫ t

a
ϕidWs. (١ . ٢)

١۴Elementary function
١۵Simple function



ومفاهیم تعاریف ١٢
با توابع از رده ای ،[٠,∞) × Ω مجموعه ی روی f(t, w) توابع از P٢ رده ی .١ . ٧ . ١ تعریف

است زیر ͬ های ویژگ
است، B‐اندازه پذیر × F ،(t, w) −→ f(t, w) تابع •

باشد، Ft‐اندازه پذیر ،f(t, .) تابع ،t هر ازای به •
.E [∫ T٠ f٢(s, w)ds

]
<∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن گاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر ایتو) ایزومتری (لم .١ . ٧ . ١ لم
E

[(∫ T

s
ϕ(s, w)dWs(w)

)٢]
= E

[∫ T

s
ϕ٢(s, w)ds

]
.

کنید. رجوع [٢۶] به برهان.
به طوری که دارد وجود ساده توابع از {ϕn} دنباله ی آن گاه ،f ∈ P٢ اگر .١ . ٧ . ٢ لم

E

[∫ T

٠ | f(s)− ϕn(s) |٢ ds
]

n→∞−−−→ ٠.
کنید. رجوع [٢۶] به برهان.

کرد تعریف P٢ توابع رده برای را ایتو انتگرال ͬ توان م ∫اکنون T

s
f(s, w)dWs(w) = lim

n→∞

∫ T

s
ϕndWs(w),

آن در که
E

[∫ T

s
| f(s)− ϕn(s) |٢ ds

]
→ ٠.

ایتو فرمول ١ . ٧ . ١
انتگرال باشد، (Ω,F , P ) روی استاندارد براونͬ حرکت {Wt}t≥٠ کنید فرض .١ . ٧ . ٢ تعریف

است زیر فرم به {Xt}t تصادفͬ فرآیند درحقیقت بعدی، ی تصادفͬ
Xt(w) = X٠(w) +

∫ t

٠ u(s, w) ds+

∫ t

٠ v(s, w) dWs,

هستند. [٠,∞)× Ω −→ R روی حقیقͬ دوتابع v و u آن در که
اگر ایتو) ١‐بعدی (فرمول .١ . ٧ . ١ قضیه

dXt = u dt+ v dWt, Yt = g(t,Xt)

آن گاه
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g
∂x٢ (t,Xt)(dXt)

٢,

.dWt
٢ = dt و dtdt = dtdWt = dWtdt = ٠ این جا در که



١٣ ایتو فرآیندهای
n‐بعدی انتگرال ی dXt = u dt+v dWt کنید فرض ایتو) بعدی چند (فرمول .١ . ٧ . ٢ قضیه
تصادفͬ انتگرال ی Y (t, w) = g(t,Xt) باشد،آن گاه C٢ نگاشت ی g : [٠,∞)×R٢ −→ R٢ و

داریم و است
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g
∂xi∂xj

(t,Xt)dXidXj ,

.dWidWj = ρijdt و dtdt = dtdWi = dWidt = ٠ اینجا در که
١۶ هندسͬ براونͬ فرآیند سهام، قیمت سازی مدل اصلͬ های بلوک از ی΄ͬ .١ . ٧ . ٣ تعریف
زیر فرم به که است معمولͬ دیفرانسیل معادله طبیعͬ تعمیم درحقیقت یادشده معادله است

ͬ باشد م
dXt = µXtdt+ σXtdWt, (١ . ٣)

دانست تصادفͬ ضرایب با معمولͬ دیفرانسیل معادله را هندسͬ براونͬ فرآیند ͬ توان م ͽواق در
است زیر فرم به آن جواب که

Xt = x٠e(µ− ١۴σ٢)t+σWt . (۴ . ١)
فرض ب·یرید نظر در را W = (W١, . . . ,Wk)

T ناهمبسته و k‐بعدی وینر فرآیند .۴ . ١ . ٧ تعریف
باشیم داشته i = ١,٢, . . . , n هر برای کنید

dXi = µidt+

k∑
j=١

σijdWj(t),

انتگرال پذیر مربع و سازگار فرآیندهای σij‐ها و انتگرال پذیر و سازگار فرآیندهای µi‐ها به طوری که
به صورت این در σ = (σij)n×k و µ = [µ١, µ٢, . . . , µn]T دهید قرار ،٠ ≤ t ≤ T و ͬ باشند م

تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب
dXt = µ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt.

که شود یافت چنان α٠, α١, . . . , αn ∈ Rn بردارهای هرگاه ͬ شود م گفته آفین انتشار فرآیند
µ(t,Xt) = α٠ +

n∑
j=١

αjXj(t).

ب·یرید نطر در را زیر انتشار فرآیند .۵ . ١ . ٧ تعریف
dXt = µXtdt+ σXtdWt,

فرآیندهای مشخصه تابع است، استاندارد براونͬ حرکت Wt و تصادفͬ فرآیند Xt آن در که
است زیر صورت به آفینͬ

FX(ϕ) = E[eiϕX ].

١۶Geometric Brownian motion



ومفاهیم تعاریف ١۴
باشد انتشارآفین فرآیند (١ . ۴) تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب کنید فرض .١ . ٧ . ٣ قضیه

صورت به یعنͬ است نمایی‐خطͬ آن مشخصه تابع آن گاه
F (τ, ϕ,X١, . . . , Xn) = e[A(τ,ϕ)+D١(τ,ϕ)X١+···+Dn(τ,ϕ)Xn], (۵ . ١)

ͬ باشدو م ϕ و τ = T − t حسب بر معینͬ توابع A(τ, ϕ), D١(τ, ϕ), . . . , Dn(τ, ϕ) آن در که است
F (٠, ϕ,X١, . . . , Xn) = e[iϕXT ]. (۶ . ١)

کنید رجوع [٢٠] به برهان.
دیفرانسیلͬ معادله در {Xs}s تصادفͬ فرآیند کنید فرض ١٧( کاک ‐ فاینمن (قضیه .۴ . ١ . ٧ قضیه

کند صدق زیر
dXs = µ(s,Xs)ds+ σ(s,Xs)dWs,

Xt = x,

(١ . ٧)

زیر جزئͬ دیفرانسیل معادله چنین هم هستند. معلوم وσتوابعͬ µ درآن که
∂F

∂t
(t,Xt) + µ(t,Xt)

∂F

∂x
(t,Xt) +

١
٢σ٢(t,Xt)

∂٢F
∂x٢ (t,Xt) = ٠, (١ . ٨)

ب·یرید نظر در را زیر نهایی شرط با
F (t,X) = ϕ(X),

ͬ کند م بیان فاینمن‐کاک قضیه است مجهول تابع F و پارامتر ی T و معلوم توابعͬ ϕ که
است زیر فرم به (١ . ٨) دیفرانسیلͬ معادله جواب که

F (t,X) = E(ϕ(XT )|X(t) = x). (١ . ٩)
کنید. [٣٢]رجوع به برهان.

(٠ ≤ t ≤ T ) هر برای W (t) کنید فرض (١٨ بعدی ی گیرسانوف قضیه ) .۵ . ١ . ٧ قضیه
سازگار فرآیند θ(t) کنید فرض هم چنین باشد، (Ω,Ft, P ) احتمال فضای روی براونͬ فرآیند

ͬ کنیم م تعریف باشد. Ft فیلتر تحت
W̃ (t) =

∫ t

٠ θ(u)du+W (t),

Z(t) = exp{−
∫ t

٠ θ(u)dW (u)− ١
٢
∫ t

٠ θ٢(u)du},

١٧Feynman-Kak theorem
١٨Girsanov theorem



١۵ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به جدید احتمال اندازه ی و

P (A) =

∫
A
Z(T )dP, ∀A ∈ F .

است. براونͬ فرآیند P احتمال اندازه تحت W̃ (t) این صورت در
کنید [٣٢]رجوع به برهان.

برای W(t) = (W١(t), . . . ,Wd(t)) کنید فرض d‐بعدی) گیرسانوف قضیه ) .۶ . ١ . ٧ قضیه
کنید فرض هم چنین و باشد (Ω,Ft, P ) احتمال فضای روی d‐بعدی براونͬ فرآیند ٠ ≤ t ≤ T

کنید تعریف حال باشد Ft فیلتر روی d‐بعدی سازگار فرآیند θ(t) = (θ١(t), . . . , θd(t))

W̃j(t) =

∫ t

٠ θj(u)du+Wj(t) j = ١,٢, . . . , d

Z(t) = exp{−
∫ t

٠ θ(u)dWu −
١
٢
∫ t

٠ ||θ(u)||٢du}, (١ . ١٠)
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به جدید احتمال اندازه ی و

P̃ (A) =

∫
A
Z(T )dP, ∀A ∈ F .

d‐بعدی براونͬ فرآیند P احتمال اندازه تحت W̃ (t) = W̃١(t), . . . , W̃d(t) فرآیند این صورت  در
اسن.

کنید رجوع [٣٢] به برهان.

مالͬ ریاضͬ مفاهیم ١ . ٨
سهام سبد ١ . ٨ . ١

ریس΄ͬ دارایی تعداد θ و ریس بدون دارایی تعداد α درآن که (α, θ) مرتب زوج .١ . ٨ . ١ تعریف
سایر یا سهام  از مناسب ترکیبی پرتفوی١٩ یا سهام سبد ͬ نامیم. م سهام سبد ی را باشد
سهام، سبد تش΄یل از هدف است. کرده خریداری را آنها سرمایه گذار ی که است، دارایی ها
ͬ تواند م سهم ی سود ترتیب بدین است، سهم چند بین سرمایه گذاری ریس تقسیم کردن

کند. جبران را دی·ر سهام ضرر
است، X ∈ FT تصادفͬ متغیر ی ،T رسید سر زمان با مشروط٢٠ ادعای ی .١ . ٨ . ٢ تعریف

کند. مͬ دریافت را X تصادفͬ مقدار t = T در ادعا این دارنده
١٩Portfolio
٢٠Contingent claim



ومفاهیم تعاریف ١۶
نامیده ساده٢١ ادعای ی X مشروط ادعای باشد، پایه دارایی قیمت فرآیند ST کنید فرض

ͬ شود. م نامیده داد٢٢ قرار تابع ϕ باشد X = ϕ(ST ) صورت به هرگاه ͬ شود م
اگر گوییم P اندازه با معادل مارتینگل اندازه ی را Q احتمال اندازه .١ . ٨ . ٣ تعریف

باشند، معادل Q و P .١
P (A) = ١ ⇐⇒ Q(A) = ١,
P (A) = ٠ ⇐⇒ Q(A) = ٠.

تحت زیر شده نرمال قیمت فرآیند باشد St = [S٠
t , . . . , S

N
t ] صورت به قیمت فرآیند اگر .٢

اگر است مارتینگل Q

Zit =
Sit
S٠
t

.

پول برداشت و خارجͬ تزریق اگر تامین٢٣گوییم خود را پرتفوی سبد ی .۴ . ١ . ٨ تعریف
باشد نداشته

xt(١ + r) + ytSt+١ = xt+١)١ + r) + yt+١St+١.

t لحظه در ما سبد ارزش هرگاه ͬ گوییم م سبد استراژی را h = (x, y) پرتفوی .۵ . ١ . ٨ تعریف
باشد زیر فرم به h پرتفوی برای

V h
t = xt(١ + r) + ytSt,

قیمت ریس(فرآیند بدون دارایی فرآیند (١ + r) و t زمان در سهم هر قیمت فرآیند St که
آن در که است سبدی خودتامین، سبد استراتژی از منظور است. t زمان قرضه)در ورق
اوراق و سهام فروش از ناشͬ درآمدها و قرضه اوراق و سهام خرید به منحصر سرمایه گذاری ها

ͬ باشد. م قرضه
وجود h تامین خود مالͬ سبد اگر گوییم بازسازی قابل را X مشروط ادعای .۶ . ١ . ٨ تعریف
دهنده پوشش سبد یا کننده بازسازی h سبد صورت این در ،V h

t = X به طوری که باشد داشته
ͬ شود. م نامیده 

وسیله به بازسازی قابل مشروط، ادعای هر درآن که است بازاری کامل، بازار .١ . ٨ . ٧ تعریف
ی΄تاست. معادل مارتینگل اندازه کامل بازار ی در باشد سبد ی

فرآیندهای که است بازار اندازه معادل احتمال اندازه ی خنث٢۴ͬ، ریس اندازه .١ . ٨ . ٨ تعریف
است. مارتینگل آن تحت Dt = e−

∫ t٠ r(s)dsSt شده تنزیل قیمت
٢١Simple Contingent claim
٢٢Contract function
٢٣Self financing
٢۴risk neutral measure



١٧ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
مارتینگل اندازه Xتحت مشروط ادعای هر قیمت ، خنثͬ ریس گذاری قیمت .١ . ٨ . ٩ تعریف

است زیر فرم به (Ω,F , P ) احتمالͬ فضای با مالͬ بازار در ،Q
F (t,X) = e−r(T−t)EQ[X|Ft],

ͬ باشد. م ریس بدون بهره نرخ r آن در که
ارزش کاهش از جلوگیری بابت که است نرخͬ ،٢۵ ریس بدون بهره نرخ .١ . ٨ . ١٠ تعریف
گیرنده وام از تورم نرخ و پول زمانͬ ارزش دلیل به آینده در دریافتͬ و امروز در پرداختͬ پول
بهره نرخ بپردازید اعتبار دریافت برای که است هزینه ای ͽواق در بهره نرخ شود، مͬ دریافت
از بعد سال ی معمولا که معین تاریخ در پول حسب بر پول، روی بر پرداختن پاداش درصد

ͬ باشد. م است معین تاریخ
صندوق از پرداخت سهام سود از انتظار مورد کل مقدار نقدی٢۶، سود نرخ .١ . ٨ . ١١ تعریف
قابل یا ثابت ͬ تواند م سهام سود نرخ شرکت، استراتژی و تنظیمات به بسته سرمایه گذاری

باشد. تنظیم
بی نهایت به فرآیند ی آن طبق که است خاصیتͬ ،٢٧ میانگین به بازگشت .١ . ٨ . ١٢ تعریف
به فرآیندی چنین ͬ کند، م نوسان تعریف خوش بلند مدت میانگین ی حول و ͬ کند نم میل

است زیر ش΄ل
dyt = λ(γ − yt)dt+ σyfy(yt)dWt,

را yt بلندمدت میانگین γ و yt نظیر براونͬ فرآیند Wt تعریف، خوش تابع ی f تلاطم، σy که
میانگین به بازگشت مالͬ درامور ͬ شود. م نامیده میانگین به بازگشت نرخ λ و ͬ دهند م نشان

برود. متوسط قیمت به زمان طول در دارد تمایل سهم ی قیمت که است فرض این بر

اختیارمعامله ١ . ٨ . ٢
اختیار فروشنده از خریدار که ی بنحو فروشنده، و خریدار بین است قراردادي معامله٢٨ اختیار
خریداري مشخص زمان ی ودر معین قیمت ی در را دارایی ی فروش یا خرید حق ، معامله
مͬ اعطاء مقابل طرف به را امتیازي طرف هر قراردادها، تمام همانند نیز اینجا در ͬ کند. م
قیمت همان ͽواق در که ͬ کند م پرداخت شرط حق عنوان تحت مبلغͬ فروشنده به خریدار کند،
معین قیمت ی در را مذکور دارایی فروش یا خرید حق نیز فروشنده ͬ باشد. م معامله اختیار
خرید٢٩ اختیار را ͬ شود م داده دارایی ی خرید براي که اختیاري ͬ نماید. م اعطاء خریدار به

٢۵ Interest rate
٢۶Dividend rate
٢٧Mean reversion
٢٨Option
٢٩Call Option



ومفاهیم تعاریف ١٨
تعیین قیمت گویند. ٣٠ فروش اختیار را ͬ شود م داده دارایی ی فروش براي که اختیاري و
قیمت یا اعمال قیمت بفروشد، یا نموده خریداري را دارایی ͬ تواند م خریدار که را شده اي
دارایی فروش یا خرید حق دارد، معینͬ مدت معامله اختیار علاوه به ͬ شود م نامیده توافق٣١ͬ
داشت. خواهد ام΄ان است شده مشخص قبلا که ٣٢ انقضایی تاریخ تا فقط معین قیمت ی در
اجبار نه و اختیار این دارنده اش به که است دادی قرار اروپایی معامله اختیار .١ . ٨ . ١٣ تعریف

بفروشد. یا بخرد K قیمت به T زمان در درست دادی قرار تا ͬ دهد م را
اجبار ونه اختیار این دارنده اش به که است قراردادی آمری΄ایی معامله اختیار .١۴ . ١ . ٨ تعریف

بفروشد. یا بخرد K قیمت به T زمان به رسیدن تا زمان هر در را قراردادی تا ͬ دهد م را
برای موقعيت چهار كلͬ طور به باشد، T لحظه در دارایی قیمت ST و توافقͬ قیمت K اگر

دارد وجود اروپایی معامله اختيار ي

خريد اختيار قرارداد در خريد موقعيت .١

max{ST −K, ٠} = [ST −K]+

خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت .٢

−max{ST −K, ٠} = min{K − ST , ٠}
فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت .٣

max{K − ST , ٠} = [K − ST ]
+

فروش اختيار قرارداد در فروش موقعيت .۴

−max{K − ST , ٠} = min{ST −K, ٠}
ͬ دهند. م نشان خوبی به را حالات این ۵ . ١ ش΄ل نمودارهای

(٣٣ خرید اختیار و فروش اختیار برابری (رابطه .١۵ . ١ . ٨ تعریف

C +Ke−rT = P + S٠
٣٠Put Option
٣١Strike price
٣٢Expiration price
٣٣ Put-Call parity



١٩ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
گوییم، استاندارد معامله اختیار برای خرید اختیار و فروش اختیار برابری رابطه را فوق رابطه
سررسيد و توافقͬ قيمت با اروپایی خريد اختيار ي قيمت ͬ توان م كه ͬ دهد م نشان فوق رابطه
به دست سررسيد همان و توافقͬ قيمت همان با اروپایی فروش اختيار ی قيمت از را معين

برعكس. و آورد

اروپایی معامله اختیار فروش یا خرید از حاصل نمودار :۵ . ١ ش΄ل

شاخص با آشنایی
غیر سرمایه گذاری حتͬ و بورس در سرمایه گذاری عمل΄رد ارزیابی معیار های مهم ترین از ی΄ͬ
حرکت تغییر که است آماری معیار شاخص ی سهام شاخص است. بورس شاخص های مالͬ،
است خاصͬ محاسباتͬ روش دارای شاخص هر ͬ دهد م نشان را سهام بازار ی اقتصاد جهت و
ͬ توان م بهادار اوراق بورس بازار هر در ͬ شود م بیان مبنا ارزش از تغییر حسب بر معمولا که

نمود. محاسبه و تعریف را زیادی شاخص های کارایی و احتیاج بر بنا

S& Pشاخص
ی S& P شاخص شاخص هاست شناخته ترین از ی΄ͬ پور٣۴ اند استاندارد سهام قیمت شاخص
S& P شاخص است کرده کار به شروع ١٩۵٧ سال از که است گذاری باسرمایه مرتبط شاخص

٣۴Standard & Poor



ومفاهیم تعاریف ٢٠
جونز، داو صنعتͬ میانگین از پس ͬ آید م دست به بزرگ شرکت های سهام ۵٠٠ وزنͬ میانگین از
ازبزرگ      ترین ی΄ͬ عنوان به شاخص این است. آمری΄ا سهام شاخص بزرگترین S& P شاخص
داده جای اقتصاد تاثیرگذار شاخص های مقوله در ͬ شود م محسوب آمری΄ا اقتصاد در شاخص ها
صندوق ها دی·ر و ارز تبادل صندوق های سرمایه گذاری مشترک صندوق های از بسیاری ͬ شود م

هستند. شاخص عمل΄رد تاثیر تحت بسیار نشستگͬ باز صندوق هم چون

معامله گران انواع ١ . ٨ . ٣
بوده موفقیت آميز توجهͬ قابل طور به معاملات، اختيار و آتͬ پيمان های و آتͬ بازارهای عمل΄رد
و معامله گران انواع از كثيری تعداد جذب برای بازارها اين توانايی آن، دليل مهم ترين است.
سرمایه گذاری چنانچه که طوری به است، مبادلات انجام برای فراوان نقدينگͬ قابليت ايجاد
ندارد، قرارداد دوم طرف يافتن در مش΄لͬ معمولا˟ كند، اتخاذ را معاملاتͬ موقعيت ي بخواهد
در آربيتراژگران و سفته بازان ،ريس پوشش دهندگان ͬ توان م را معامله گران عمده گروه سه

گرفت. نظر

ریس دهندگان پوشش
به معاملات اختیار و آتͬ های پیمان آتͬ، قراردادهای از استفاده با ٣۵ریس دهندگان پوشش
یا ͬ شود.(هزینه م ناشͬ متغیر ی در آتͬ ی بالقوه حرکت از که هستند، ریس΄ͬ کاهش دنبال
ریس پوشش از ناشͬ نتیجه ی که این ولͬ ͬ شود م تضمین پایه، دارایی بابت دریافتͬ قیمت

وجودندارد). اطمینانͬ هیچ باشد، ریس پوشش عدم حالت از بهتر

سفته بازان
استفاده بازار متغیر ی در قیمت آتͬ حرکت جهت بینͬ، پیش از سوداگران٣۶ یا بازان سفته
پیش بینͬ نوع با متناسب را موقعیت هایی و ͬ روند م ریس استقبال به بازان ͬ کنند.(سفته م

ͬ کنند) م کسب قیمت ها، تغییر درباره ی خود

آربیتراژگران
سود کسب دنبال به مختلف بازار چند یا دو در متناسب موقعیت های اتخاذ با آربیتراژگران٣٧

اگر آربیتراژدارد بازارفرصت ͬ گوییم م هستند. ریس بدون
٣۵To hedge a risk
٣۶Speculation
٣٧Arbitrage



٢١ مالͬ ریاضͬ مفاهیم
،V h٠ = ٠ .١

،P (V h
T > ٠) = ١ .٢

.P (V h
T > ٠) > ٠ .٣

بدون سود کسب اجازه که خودتامین سبدی گوییم آربیتراژ وجود صورت در بنابراین
باشد. نداشته وجود بدهد را ریس

(Ω,F , P ) احتمال فضای با شده تعریف بازار قیمت گذاری) اول اساسͬ (قضیه .١ . ٨ . ١ قضیه
فاقد بازار است(یعنͬ کامل بازار صورت این در ͬ گیریم م نظر در را {St}t≥٠ قیمت فرآیند و
مارتینگل Q تحت S که باشد داشته وجود Q مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است ( آربیتراژ

باشد.
کنید. رجوع [٣٢] به برهان.

ͬ کند. م بیان را مارتینگلͬ اندازه وجود و آربیتراژ بدون بازار بین ارتباط قضیه این
مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است کامل بازار قیمت گذاری) دوم اساسͬ (قضیه .١ . ٨ . ٢ قضیه

باشد. ی΄تا
کنید. رجوع [٣٢] به برهان.





٢ فصل
مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری

پرش‐انتشار با شولز بل

مقدمه ٢ . ١
این ͬ شود م مطرح مالͬ ادبیات در که است گسترده ای مبحث معامله اختیار ارزش گذاری
به را زیادی متخصصان توجه است موسوم معامله اختیار قیمت گذاری نظریه به که مبحث
مساله حل برای ١٩٧٠ درسال شولز٢ میرن و ١فیشربل ها آن بین از که است کرده جلب خود
سبدی تش΄یل بر مبتنͬ که کردند پیشنهاد را نوینͬ راهبرد اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری
کامل بازار ی در فردی اگر که دادند نشان آن ها بود آربیتراژ بدون فضای ی در تامین خود
سودی سررسید، در ͬ تواند م بخرد قرضه ورقه و سهام ی΄سان پولͬ با اختیار، ی خرید جای به

کند. کسب را اختیار این اعمال با مشابه
و کردند مدل سازی هندسͬ وینر فرآیند ی کم با را سهام قیمت آن ها کار این انجام برای
بدهند پیشنهاد را شولز بل مدل توانستند نوسانپذیر عامل های حذف و سبد کامل پوشش با
متحول بود سهام آن ها پایه دارایی که را مالͬ مشتقات قیمت گذاری دنیای توانست مدل این
قیمت گذاری بسته فرم از استفاده با را مالͬ مشتقات که آمد وجود به ام΄ان این آن از پس کند

١Black
٢Scholes

٢٣



پرش‐انتشار با شولز بل مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری ٢۴
آن اصلͬ معایب از ی΄ͬ ͽواق در و شولز بل مدل اصلͬ فرضیات از تلاطم بودن ثابت کنیم
طور به زمان گذشت با تلاطم ͬ دهد م نشان سهام قیمت رفتار تحلیل زیرا ͬ شود م محسوب
بیان برای پایه ای عنوان به تنها مدل این امروزه که شده موجب امر این ͬ کند م تغییر تصادفͬ

.[٩] قرار گیرد استفاده مورد مدل ها سایر
عوامل از ناشͬ ناگهانͬ تغییرات خوش دست مالͬ بازار در پایه دارایی های قیمت وجود این با
برای ͬ دهد، نم پوشش را نوسانات این قیمت گذاری ها استاندارد روند که هستند گوناگون
١٩٧۶ درسال مرتون٣ مدل مدل ها این جمله از شدند مطرح زیادی مدل های مساله این حل
همراه به پواسون فرآیند دارایی، انتشار بر علاوه قیمت دینامی فرآیند مرتون مدل در بود
مسیر با مدل هایی تجربی شواهد که کرد اشاره ͽواق در است ل‐نرمال توزیع با پرش هایی
پرش‐ انتشار فرآیند هندسͬ براونͬ حرکت به پرش مولفه افزودن با لذا ͬ کند نم تایید را پیوسته
عنوان به را پرش‐انتشار فرآیند دلیل همین به نمود معرفͬ اختیار گذاری قیمت ادبیات به
دارای براونͬ مولفه بر علاوه فرآیند ها این ͬ کنند م تعریف انتشار فرآیند و پرش فرآیند از ترکیبی
دارند پرش متناهͬ تعداد متناهͬ، زمانͬ بازه هر در علاوه وبه هستند پرش ͬ های ناپیوستگ

.[٢۵] ،[٨]،[٢٣]
کلاسی روش دو است گرفته صورت مرتون و شولز بل مدل توسعه ی برای زیادی تلاش های
عدم و تلاطم درستͬ به قادرند که دارد وجود اختیارات قیمت گذاری مدل های توسعه   برای
به پرش ها کردن اضافه اول روش کنند، منعکس اختیارات معاملات بازار در را سرمایه توازن
داده توضیح فصل این در و شد پیشنهاد مرتون توسط که است پایه دارایی برای قیمت فرآیند
توسط بار اولین مدل این که گردد انتخاب تصادفͬ صورت به تلاطم دوم روش است، شده
ͬ های ویژگ از تلفیقͬ مدل بتا۴[٨] داد. خواهیم توضیح بعد فصل در که شد ارائه هستون
داد پیشنهاد بتا مدل به مشابه مدلͬ اس΄ات۵[٣٠] داد، پرش‐انتشارارائه و تصادفͬ نوسانات

گرفت. نظر در تصادفͬ را بهره نرخ خود مدل در که تفاوت این با

انتشار پرش‐ مدل تحت معامله اختیار گذاری قیمت ٢ . ٢

قیمت گذاری فرمول آوردن دست به برای شولز بل مدل مانند عاملͬ تک مدل های در
تش΄یل باعث راهبرد این انتها در و ͬ کنند م استفاده پوشش دلتا استراتژی از اروپایی اختیار
مانند دوعاملͬ مدل های در ͬ انجامد م جزئͬ دیفرانسیل معادله ی به آربیتراژ بدون سبدی

٣Merton
۴Bates
۵Scott



٢۵ انتشار پرش‐ مدل تحت معامله اختیار گذاری قیمت
فرمول آوردن دست به برای مضاعف نمایی پرش ومدل مضاعف هستون ومدل هستون مدل
توضیح تفصیل به وچهارم سوم فصل در که سریع فوریه تبدیل و مشخصه تابع از قیمت گذاری،

ͬ شود. م استفاده شد خواهد داده
ͬ است پرش بخش و انتشاری بخش شامل دارایی ل‐قیمت فرآیند پرش‐انتشار مدل های در
بل اختیار قیمت مدل داریم نظر در فصل این در لذا ͬ افتد م اتفاق پواسون زمان های در که
نظر است شده تش΄یل پرش و انتشار بخش دو از آن پایه دارایی که آوریم به د ست را شولز
دارای حالات از بعضͬ در و نبوده انتشاری سهام قیمت تغییر فرآیند کلͬ حالت در اینکه به
لذا نیست نرمال صورت به سهام بازده ل ͽمواق اکثر در هم چنین ͬ باشد م بزرگ جهش های
از بنابراین باشد داشته پایه دارایی مدل از واقعͬ تصویر ͬ تواند نم هندسͬ براونͬ فرآیند مدل
اول پرش‐انتشار روش از استفاده مزایای از ͬ کنیم م استفاده پایه دارایی برای جای·زین مدل
نشان را تلاطم لبخند یا چول·ͬ چون مهمͬ شده مشاهده خصوصیات است قادر مدل اینکه
واقعͬ بازار که معنا به این دهد توضیح را مالͬ بازار ناکامͬ ͬ تواند م پرش فرآیند اینکه دوم دهد
رویدادهای اینکه نهایت در دهد نشان واکنش زیان از جلوگیری منظور به کوتاهͬ زمان در
فرآیند ی از استفاده و ͬ کنند م بازی مالͬ تحقیقات در مهمͬ نقش مالͬ بازار در پیش بینͬ

باشد. مناسب حوادث مدل سازی برای پرش
حالت در که است پرش مولفه و شولز بل مدل مجموع پرش‐انتشار فرآیند .٢ . ٢ . ١ تعریف

ͬ شود م نوشته زیر صورت به کلͬ

Xt = µt+ σBt +

Nt∑
i=١

Yi,

دارای Nt آن در و (پرش)، ناپیوستگͬ بیانگر ∑Nt
i=١ Yi جمله و پیوستگͬ بیانگر اول جمله دو که

است. λ باشدت پواسون توزیع
ͬ کند م پیروی شولز بل مدل از سهام پایه دارایی قیمت فرآیند کنید فرض

dSt = rStdt+
√
VtStdWt (٢ . ١)

هندسͬ براونͬ Wtحرکت و فرآیند واریانس Vt پایه، دارایی St ،ریس بدون بهره نرخ r آن در که
اندازه باشد شده داده رخ λdt احتمال با [t, t + dt] زمانͬ بازه در پرش ی کنید فرض است.
به طوری که است زمان به وابسه شده داده رخ پرش احتمال ولͬ زمانͬ بازه از مستقل پرش ها

( پرش میزان J).کند ͬ م تغییر تا J میزان به پایه دارایی جدید ارزش
توزیع دارای eJ بنابراین باشد γ٢ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای Jها آن در که

صورت به دارایی قیمت برای پرش از ناشͬ تغییرات .[٢٨] بود خواهد ل‐ نرمال
داریم دهد رخ پرش ی اگر لذا است dSJ = (J − ١)SJ−dNt

SJ+ = SJ− + dSJ = SJ− + (J − ١)SJ− = JSJ− ,



پرش‐انتشار با شولز بل مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری ٢۶
است. پرش از بعد دارایی قیمت SJ+ پرش، از قبل دارایی قیمت SJ− آن در که

است زیر فرم به پرش و انتشار از ترکیبی دارایی قیمت بنابراین
dSt = rStdt+

√
VtStdWt + (J − ١)SJ−dNt. (٢ . ٢)

صورت به مرکب پواسون فرآیند همراه به پایه دارایی قیمت فرآیند برای را شولز بل مدل حال
ͬ کنیم م تعریف زیر

dSt = rStdt+
√
VtStdWt + (J − ١)SJ−dNt − E{(J − ١)StdNt} (٢ . ٣)

،λ تصادفͬ شدت با پواسون توزیع dNt هستند، مستقل و توزیع هم Jها چون طرفͬ از
E{(J − ١)StdNt} = E(J − ١)E(dNt)St = mλStdt, (۴ . ٢)

آن در که
m = E(J − ١) = eµ+

١٢γ٢
− ١,

E(dNt) = ١ · λdt+ ١).٠ − λdλdt) = λdt,

داریم (٢ . ٣) دررابطه (۴ . ٢) رابطه باجای گذاری بنابراین
dSt = (r − λm)Stdt+

√
VtStdWt︸ ︷︷ ︸

dSW

+(J − ١)SJ−dNt︸ ︷︷ ︸
dSJ

= dSW + dSJ , (۵ . ٢)

اندازه چ·الͬ تابع g(J) کنید فرض است، پرش جمله dSJ و شولز بل براونͬ جمله dSW که
است زیر فرم به g(J)dJ چ·الͬ تابع برای ،[t, t+ dt]بازه در پرش ی احتمال لذا باشد پرش

E(f) =

∫ +∞

٠
f(J)g(J)dJ. (۶ . ٢)

مدل از آن قیمت که پایه دارایی ∆ و C اروپایی خرید اختیار ی از که داریم سبدی کنید فرض
است زیر فرم به  پرتفوی این ارزش ͬ کند، م تبعیت شده ذکر

Π = C −∆St,

با است برابر پرتفوی این ارزش تغییرات و
dΠ = dΠW + dΠJ , (٢ . ٧)

ازای به dΠJ و شولز بل مدل پایه دارایی ازای به پرتفوی ارزش تغییرات dΠW آن در که
پرش. پرتفوی ارزش تغییرات



٢٧ انتشار پرش‐ مدل تحت معامله اختیار گذاری قیمت
داریم ۶ ایتو لم به بنا صورت این در

dΠW = dCW −∆dSW

= [
∂C

∂t
+
∂C

∂St
(r − λm)St +

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t ]dt+

∂C

∂St

√
VtStdWt

−∆[(r − λm)Stdt+
√
VtStdW

(١)
t ]

= [
∂C

dt
+ [

∂C

∂St
−∆](r − λm)St +

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t ]dt+ [

∂C

∂St
−∆]

√
VtStdW

(١)
t ,

(٢ . ٨)

فرضͬ چنین که کرد فرض را ∆ = ∂C
∂S ͬ توان م نظر مورد پرتفوی در تصادفͬ جمله حذف برای

داشت خواهیم فرض این با لذا است پذیر ام΄ان آربیتراژ) کامل(فاقد بازارهای در
dΠW = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t ]dt, (٢ . ٩)

داریم پرش اندازه بودن متناهͬ به توجه با
dΠJ = dCJ −∆dSJ

= [C(JS, t)− C(S, t)]dN c
t −∆(J − ١)StdN c

t ,
(٢ . ١٠)

داریم (٢ . ٧) در (٢ . ١٠) و (٢ . ٩) جای گذاری با
dΠ = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t ]dt+ [C(JS, t)− C(S, t)]dN c

t −∆(J − ١)StdN c
t , (٢ . ١١)

پوشش ͬ توان نم را سبد ارزش تغییرات دلیل همین به و نیست پیوسته و است تصادفͬ جز dN c
t

ͬ کنیم م حذف را dN c
t تصادفͬ جز (٢ . ١١) از گرفتن امید با لذا داد

E[dΠ] = E[
∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t ]E[dt] + E[C(JS, t)− C(S, t)]E[dN c

t ]

−E[
∂C

∂St
]E[(J − ١)]StE[dN c

t ],

(٢ . ١٢)

داریم E(J − ١) = m ͬ دهیم م قرار هستند مستقل پرش اندازه های احتمال که کرده ایم فرض
E[dΠ] = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t ]dt+ E[C(JS, t)− C(S, t)]λdt− ∂C

∂St
mStλdt, (٢ . ١٣)

بازده بنابراین ͬ گیریم م نظر در کوچ را آن واریانس و ناهمبسته سبدها این گونه پرش های
انتظار مورد

E[dΠ] = fΠdt = f(C −∆St)dt = fCdt− f
∂C

∂St
Stdt,

ͬ آید درم زیر به صورت (٢ . ١٢) رابطه لذا
fCdt− f

∂C

∂St
Stdt = [

∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t ]dt+ E[C(JS, t)− C(S, t)]λdt− ∂C

∂St
mStλdt,

(١۴ . ٢)
۶Lemma Ito



پرش‐انتشار با شولز بل مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری ٢٨
∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t + E[C(JS, t)]λ+

∂C

∂t
St(f −mλ)− C(S, t)(λ+ f) = ٠, (١۵ . ٢)

داریم (۶ . ٢) معادله به توجه با
∂C

∂t
+

١
٢
∂٢C
∂S٢

t

VtS
٢
t +

∂C

∂t
St(f−mλ)−C(S, t)(λ+f)+

∫ +∞

٠ C(JS, t)λg(J)dJ = ٠, (١۶ . ٢)

گوییم. پرش‐انتشار مدل تحت جزئͬ دیفرانسیل‐انتگرال معادله رای (١۶ . ٢) معادله
بازار، نوسانات تخمین بر علاوه که است این صورت به مالͬ بازارهاي در مدل این کاربرد
روش هاي ͬ توانند م کاربردي ریاضیات محققین ͬ شود. م اندازه گیري نیز بزرگ پرش هاي
پیشین روش هاي ͬ هاي ناکام از برخͬ تا دهند ارائه مدل این حل براي ریاضͬ پیشرفته ی 

.[١۵] ،[۵] شوند ͽرف غیره و بدخیمͬ هم·رایی، دقت جمله از



٣ فصل
با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری

سریع فوریه تبدیل روش از استفاده

مقدمه ٣ . ١
تصادفͬ دیفرانسیل معادله از که هستون مدل در پایه دارایی قیمت فرآیند ابتدا فصل این در
برای فرمولͬ سریع فوریه تبدیل روش از استفاده با حقیقت در ͬ کنیم م بررسͬ را ͬ کند م پیروی
شبیه با سپس است اولیه دارایی قیمت روی آن بازده که دوتایی١ معامله اختیار گذاری قیمت

ͬ آوریم. م دست به دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری برای روشͬ کارلو مونت سازی

هستون مدل ٣ . ٢
تصادفͬ از گواه بازار در شده مبادله معامله اختیار قیمت های در شده مشاهده تلاطم ال·و های
دینامی برای مدل هایی نقص ها این از رهایی برای شولز بل مدل از بعد دارند تلاطم بودن
١٩٩١و سال در استین٣[٣١] ،١٩٨٧ سال در هال‐وایت٢[١٨] جمله از دادند ارائه  تلاطم

١binary
٢Hull-White
٣Stein

٢٩



سریع فوریه تبدیل روش از استفاده با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری ٣٠
دادند. ارائه ١٩٩٣ درسال هستون۴[١۶]

تصادفͬ تلاطم مدل معروف ترین از ی΄ͬ هستون مدل تصادفͬ، تلاطم مدل های این بین در
هستون مدل در ͬ کند م تبعیت تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی از نوسانپذیری مدل این در است
تلاطم مدل این در ͬ کند م تبعیت تصادفͬ فرآیند ی از خود و نبوده ثابت سهام قیمت تلاطم
از همبسته اند ی دی·ر با که هستند انتشار فرآیند ی شامل کدام هر پایه دارایی مدل و
رفتار که است مدل این در شده تعریف میانگین به بازگشت فرآیند هستون مدل مزایای دی·ر
کشیدگͬ و چول·ͬ ویژگͬ هم چنین و ͬ  کند م توجیه مالͬ دربازار را تلاطم ها میانگین به بازگشت
معامله اختیار برای بسته، فرم با جواب بودن ودارا بردارد در را وتلاطم سهام ͬ های بازده

است. هستون مدل مزایای دی·ر از اروپایی
این به ͬ گذارد م اثر توزیع دم های سنگین روی ρ پارامتر که داد نشان هستون نمونه برای
سمت دم نتیجه در و ͬ یابد م افزایش پایه دارایی قیمت تلاطم، افزایش با ρ > ٠ اگر که شیوه
و ͬ شود، م راست سمت به چول·ͬ دارای توزیع حالت این در ͬ شود م کشیده تر توزیع راست
چپ سمت دم بنابراین ͬ یابد م کاهش پایه دارایی قیمت تلاطم، افزایش با ρ < ٠ که زمانͬ
سمت به چول·ͬ دارای توزیع حالت این در ͬ شود م فشرده چپ سمت دم و کشید ه تر توزیع

است. شده داده نشان خوبی به موضوع این ٣ . ١ ش΄ل در ͬ شود، م چپ
کرده ایم. استفاده [١۶] ͽمرج پارامترهای از نمودار این رسم برای

lnST فرآیند احتمال چ·الͬ تابع نمودار :٣ . ١ ش΄ل

براونͬ فرآیند با شده تولید فیلتر {Ft}t آن در که باشد احتمال فضای (Ω,Ft,Q) کنید فرض
قیمت St کنید فرض هم چنین و باشد خنثͬ ریس احتمال اندازه Q و ٠ ≤ t ≤ T ،t زمان در

ͬ کند م پیروی زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله از t زمان در پایه دارایی
dSt = rStdt+

√
VtStdW

(١)
t ,

dVt = k(θ − Vt)dt+
√
VtσdW

(٢)
t ,

(٣ . ١)

dW
(١)
t dW

(٢)
t = ρdt,

۴Heston



٣١ هستون مدل
،Vt تصادفͬ فرآیند مدت بلند میانگین θ تصادفͬ، تلاطم Vt ،ریس بدون بهره نرخ r درآن که
ضریب با براونͬ فرآیند دو W (٢)

t ،W (١)
t و تصادفͬ فرآیند نوسان σ ، میانگین به بازگشت نرخ k

داریم ایتو لم کارگیری به با ،Xt = lnSt ͬ دهیم م قرار باشند. مͬ ρ همبستگͬ
dXt =

١
St
dSt −

١
٢S٢

t

dS٢
t , (٣ . ٢)

داریم (٣ . ٢) جای گذاری با سپس و dS٢
t = VtS

٢
t dt ،dSt = rStdt+

√
VtStdW

(١)
t آن در که

dXt = (r − ١٢Vt)dt+
√
VtdW

(١)
t ,

dVt = k(θ − Vt)dt+
√
VtσdW

(٢)
t ,

(٣ . ٣)

dW
(١)
t dW

(٢)
t = ρdt.

كه هستند اختياراتͬ نامتعارف، یا استاندارد۵ غیر معاملات اختیار قراردادهای .٣ . ٢ . ١ تعریف
همچون بازده ها اين محاسبه كه ͬ دهند م بدست را بازده هایی قواعد، سری ي از استفاده با
توان، معامله اختیار دوتایی، معاملات نيست؛اختیار آسان و ساده استاندارد معامله اختیار

هستند. استاندارد غیر معامله اختیار از مختلفͬ انواع آسیایی معامله اختیار
دوتایی معاملات اختیار .٣ . ٢ . ٢ تعریف

T زمان در سهام قیمت که صورتͬ در معامله اختیار  نوع این صفر یا نقدی خرید اختیار .١
T زمان در سهام قیمت اگر ͬ کند نم پرداخت بازدهͬ هیچ باشد توافقͬ قیمت از پایین تر

ͬ کند. م پرداخت Q ثابت مقدار باشد توافقͬ قیمت از بالاتر
سررسيد زمان در سهام قيمت اينكه احتمال ريسك، به نسبت بي تفاوت دنياي يك  در
N(d٢) معادل گذاری ارزش تعاريف به توجه با باشد، توافقͯ قيمت از بالاتر معامله اختيار
اختيار يك است. Qe−rTN(d٢) با صفربرابر يا نقدی خريد اختيار ارزش بنابراين است.
قيمت اگر يعنͯ ͯ شود، م تعريف آن متناظر خريد اختيار مثل نيز صفر يا نقدی فروش
اين غير در و است Q معادل بازدهͯ داراي اختيار اين باشد، توافقͯ قيمت از كمتر سهام
ارزش داشت نخواهد بازدهͯ باشد، توافقͯ قيمت از بيشتر سهام قيمت چنان چه صورت

ͯ باشد. م Qe−rTN(d٢) معادل صفر يا نقد فروش اختيار

قیمت کمتراز پایه سهام اگرقیمت معامله اختیار نوع این صفر یا دارایی خرید اختیار .٢
توافقͬ قیمت از بیشتر پایه سهام اگرقیمت و ͬ کند، نم پرداخت عایدی هیچ باشد توافقͬ
ارزش گذاری ارزش تعاريف به توجه با ͬ پردازد. م سهام خود قیمت معادل مبلغͬ باشد
فروش اختيار يك در همچنين ͯ باشد. (d١)S٠e−rTNم معادل صفر يا دارايي خريد اختيار

۵Exotic options



سریع فوریه تبدیل روش از استفاده با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری ٣٢
نخواهد بازدهͯ باشد، توافقͯ قيمت از بيشتر پايه سهام قيمت چنان چه صفر يا دارايي
خواهد سهام قيمت معادل مبلغͯ آن بازدهͯ باشد توافقͯ قيمت از كمتر اگر و داشت

.[١] بود خواهد S٠e−rTN(d١) معادل نیز صفر يا دارايي فروش اختيار ارزش بود.
ͬ شود. م بررسͬ دوم نوع فصل این در

تبدیل روش با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری ٣ . ٣
سریع فوریه

T رسید سر زمان و K توافقͬ قیمت با دوتایی اختیارخرید قیمت تابع C(T,K) کنید فرض
به Q خنثͬ ریس اندازه تحت خرید اختیار قیمت گذاری تعریف، طبق صورت این در باشد.

است زیر فرم

C(T,K) = e−rTEQ[
S٠

ST −K
(ST −K)+], (۴ . ٣)

قرار (
S٠

ST −K
)(ST −K)+ = max{ S٠

ST −K
(ST −K), ٠} دارایی۶ بازده و بهره نرخ r آن در که

جای گذاری با صورت این در .K = ek و τ = T − t ،Xτ = lnSτ ،t = ٠ کنیم فرض ͬ دهیم. م
داریم (۴ . ٣) رابطه

C(T, k) =

∫ ∞

k
e−rT

eX٠
eXT − ek

(eXT − ek)qT (XT )dXT , (۵ . ٣)

وابراهیم٨ͬ[١٩] مادان٧[١٠](١٩٩٩) کارو XTاست. تصادفͬ فرآیند چ·الͬ تابع qT (XT ) آن در که
کردند تعریف زیر صورت به را خرید اختیار شده اصلاح قیمت ،α > ٠ برای ،(٢٠١٣)

C(T, k) = eαkC(T, k), (۶ . ٣)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به C(T, k) روی فوریه تبدیل

ϖT (u) =

∫ +∞

−∞
eiukC(T, k)dk. (٣ . ٧)

۶Payoff
٧Carr and Madan
٨N.I.Ibrahim



٣٣ سریع فوریه تبدیل روش با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری
داریم (٣ . ٧) در سپس و در(٣ . ۶) (۵ . ٣) باجای گذاری

ϖT (u) =

∫ +∞

−∞
e−rT eiukeαkC(T, k)dk

=

∫ +∞

−∞
e−rT eiukeαk

∫ ∞

k

eX٠
eXT − ek

(eXT − ek)qT (XT )dXTdk

=

∫ +∞

−∞
e−rT eX٠qT (XT )

∫ XT

−∞
e(iu+α)kdkdXT

=
e−rT

iu+ α

∫ +∞

−∞
e(u−iα)iXT qT (XT )S٠dXT

=
e−rTS٠
α+ iu

ψT (u− iα),

(٣ . ٨)

قیمت گذاری برای است. خنثͬ ریس احتمال اندازه تحت XT مشخصه تابع ψT آن در که
داریم فوریه تبدیل معکوس از استفاده با خرید اختیار

C(T, k) =
١

٢π
∫ +∞

−∞
e−iukϖT (u)du, (٣ . ٩)

داریم (٣ . ٩) در (۶ . ٣) جای گذاری با که
C(T, k) = e−αk

١
٢π

∫ +∞

−∞
e−iukϖT (u)du. (٣ . ١٠)

داریم (٣ . ١٠) انتگرال برای ذوزنقه ای٩ قاعده کاربردن به با

C(T, k) ≈ e−αk

π

N∑
j=١

e−iujkϖT (uj)ν, (٣ . ١١)

آن چه از استفاده با و سیمسون١٠ قاعده از استفاده با اروپایی خرید شده اصلاح قیمت بنابراین
است زیر فرم به شد خواهد گفته چهارم فصل در که

C(T, k) =
e−αkv

π

N∑
j=١

e−i
٢π
N

(j−١)(a−١)eibvjϖT (uj)
ν

٣)٣ + (−١)j − δj−١), (٣ . ١٢)

و z = ٢π
N ،uj = ν(j − ١) داریم هم چنین است ٢ از توانͬ N مقدار و N به وابسته ν آن در که

kv = −b+ z(a− ١), a = ١, · · · , N
است. کرونکر δnدلتای و

مشخصه تایع یافتن لزوم معامله اختیار قیمت گذاری برای سریع فوریه تبدیل روش از استفاده
داریم مشخصه، تابع تعریف طبق ͬ سازد م آش΄ار را

ψ(τ, u, x) = F (τ, u, x, v) = E(eiuXT |Xt = x, V = v), (٣ . ١٣)
٩Method Trapezoid

١٠Simpson



سریع فوریه تبدیل روش از استفاده با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری ٣۴
داشت خواهیم F (τ, u, x, v) تابع روی متغیره چند ایتو لم طبق

dF (τ, u, x, v) = fτdt+ fxdX + fvdV +
١
٢fvvdV dV + fxvdXdV +

١
٢fxxdXdX, (١۴ . ٣)

فایمن‐کاک١١ فرمول از یافته تعمیم فرمولͬ وهم΄اران دافͬ ،fi = ∂F
∂i , i = x, v آن در که

،dXdX = v ،dV ،dX مقادیر جای گذاری با و قضیه این اساس بر .[١٣] کردند پیشنهاد
انتگرال‐دیفرانسیل معادله صورت به F (τ, u, x, v) تابع ͬ توان م dXdV = ρσv ،dV dV = vσ٢

نوشت زیر جزئͬ
[fτ + fx(r −

١
٢v) + fvk(θ − v) +

١
٢fvv(vσ٢) + fxvσρv +

١
٢fxxv]dt = ٠. (١۵ . ٣)

داشت خواهیم آفین١٢ͬ فرآیندهای مشخصه تابع تعریف طبق
F (τ, u, x, v) = exp{G(τ, u) +H(τ, u)v + iux}, (١۶ . ٣)

زیر دیفرانسیل معادلات به (١۵ . ٣) فرمول در وقراردادن (١۶ . ٣) معادله از گیری دیفرانسیل با
ͬ رسیم م

Hτ (τ, u)−
١
٢(iu+ u٢)− kH(τ, u) +

١
٢σ٢H٢(τ, u) + iuσρH(τ, u) = ٠,

Gτ (τ, u) + riu+ kθH(τ, u) = ٠,
(٣ . ١٧)

ͬ کنیم م پیدا دست زیر جواب های به فوق ری΄اتͬ معادلات حل با
G(τ, u) = −ruI − kθ[−F١(u)e−

(٢Iuρσ+σ٢−٢k)τ٢ + u(I+u)

٢Iuρσ+σ٢−٢k ],
H(τ, u) = [−F١(u)e−

(٢Iuρσ+σ٢−٢k)t٢ + u(I+u)

٢Iuρσ+σ٢−٢k ].
(٣ . ١٨)

ͬ آید. م دست به هستون مدل مشخصه تابع (١۶ . ٣) دررابطه (٣ . ١٨) رابطه دادن قرار با

شبیه از استفاده با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری ۴ . ٣
کارلو مونت سازی

تحت براونͬ فرآیند با شده تولید فیلتر ،{Ft}t و باشد احتمال فضای (Ω,Ft,Q) کنید فرض
هستون مدل از دارایی قیمت فرآیند باشد. ٠ ≤ t ≤ T زمان در Q خنثͬ ریس احتمال اندازه

ͬ کند. م پیروی (٣ . ٣)
را اویلر سازی گسسته باروش دارایی قیمت ل·اریتم فرآیند مسیرهای داریم قصد بخش این در

١١Fyeman-Kak
١٢Affine



٣۵ کارلو مونت سازی شبیه از استفاده با دوتایی معامله اختیار قیمت گذاری
X/Y Y١ Y٢ . . . Ys مجموع
X١ n١١ n١٢ . . . n١s n١
X٢ n٢١ n٢٢ . . . n٢s n٢

Xr nr١ nr٢ . . . nrs nr

n١ n٢ . . . ns n.. = n

ti =
iT

M
که ، [t, T ] بازه از افرازی [t = t٠ < t١ < . . . < tM = T ] کنید فرض کنیم، شبیه سازی

مدل پایه دارایی فرآیندل·اریتمͬ اویلر١٣[٢۴] سازی گسسته باشد، i = ٠, ١, . . . ,M هر برای
است زیر فرم به هستون


∫ i
i−١ dXu =

∫ i
i−١(r −

١
٢Vu)du+

∫ i
i−١

√
Vudw

(١)
u ,

Xi = Xi−١ + (r − ١
٢V +

i )∆ti +
√
V +
i−١∆tiZs,

(٣ . ١٩)


∫ i
i−١ dVu =

∫ i
i−١ k(θ − Vu)du+

∫ i
i−١ σ

√
VudW

(٢)
u ,

Vi = Vi−١ + k(θ − V +
i )∆ti + σ

√
V +
i−١∆tiZv,

(٣ . ٢٠)

Z ∼ N(٠, ١) و Zs = ρZv +
√١ − ρ٢Z ، Zv ∼ N(٠, ١) ، V +

i = max(Vi, ٠) آن در که
میانگین با نرمال توزیع از تصادفͬ نمونه ی با دارایی قیمت ل·اریتم فرآیند انتشار بخش
مرتبط زیادی مسیرهای روش این تکرار با است، شده رسم Zs و Zv برای ی واریانس و صفر
ͬ کند م پیروی زیر فرمول از کارلو مونت سازی شبیه با دوتایی خرید اختیار قیمت ͬ شوند. م

C(t,XT ) =
e−r(T−t)

n

n∑
i=١

max(eX
i
T − k, ٠), (٣ . ٢١)

.M گام درهر شده سازی شبیه ارزش XT و شده سازی شبیه مسیرهایی تعداد n آن در که

١٣Euler





۴ فصل

مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری
تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش

تصادفͬ وشدت

مقدمه ١ . ۴

ͬ پردازیم، م تصادفͬ شدت و باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل معرفͬ به ابتدا فصل دراین
قیمت گذاری برای فرمولͬ مدل، در پایه دارایی قیمت فرآیند مشخصه تابع تعیین با سپس
بخش در و ͬ پردازیم م سریع فوریه تبدیل روش از استفاده با مدل این تحت اروپایی اختیار
در ͬ پردازیم، م معاملات اختیار قیمت گذاری به مونت کارلو سازی شبیه از استفاده با بعدی
و معرفͬ عددی نتایج با را مضاعف نمایی پرش مدل تحت معامله اختیار قیمت های نهایت

است. شده جمͽ آوری [١٧] ͽمرج از فصل این مطالب ͬ کنیم، م مقایسه



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ٣٨
تصادفͬ وشدت

تصادفͬ وشدت تلاطم با مضاعف نمایی پرش مدل ٢ . ۴

فرآیند با شده تولید فیلتر ٠ ≤ t ≤ T برای {Ft}t و باشد احتمال فضای (Ω,F ,Q) کنید فرض
ازمعادله t زمان در S(t) پایه دارایی ارزش است. خنثͬ ریس احتمال اندازه Q و باشد براونͬ

ͬ کند م پیروی زیر تصادفͬ دیفرانسیل

dS(t)
S(t) = (r − d− λ(t)m)dt+

√
V (t)dWs(t) + (eJ − ١)dN(t), S(٠) = S٠ > ٠

dV (t) = Kυ(θυ − V (t))dt+ ευ
√
V (t)dWυ(t), V (٠) = V٠ > ٠

dλ(t) = Kλ(θλ − λ(t))dt+ ελ
√
λ(t)dWλ(t), λ(٠) = λ٠ > ٠

(١ . ۴)

dWs(t)dWυ(t) = ρdt,

dWs(t)dWs(t) = dWυ(t)dWυ(t) = ٠,
dWs(t)dWλ(t) = dWλ(t)dWυ(t) = ٠,

،λ(t) تصادفͬ باشدت پواسون N(t)فرآیند ،ریس بدون بهره نرخ r سودنقدی، نرخ dآن در که
KλوKυ ،λ(t) شدت فرآیند مدت بلند میانگین θλ ،V(t) تلاطم فرآیند بلندمدت میانگین θυ

واریانس ελ و V(t) تلاطم فرآیند واریانس ευ پارامتر ،λ(t) V(t)و میانگین به بازگشت نرخ های
و هستند ρ ∈ (−١, ١) همبستگͬ ضریب با براونͬ فرآیند تا دو Wυ(t)،Ws(t) ،λ(t) شدت فرآیند
پارامترهای که است شده فرض هم چنین است. Wυ(t)،Ws(t) از مستقل Wλ(t) براونͬ فرآیند

هستند. مستقلͬ ثابت های θλوελ ،ευ ،θλ ،θυ ،Kλ ،Kυ

ل·اریتم توزیع پرش سایز است شده فرض آن در که مرتون١[٢۵]، مقاله در J پرش سایز برای
توزیع از کشیدگͬ ویژگͬ و است واقعͬ قیمت از بیش تر دارایی قیمت بازار، در و دارد نرمال
پرش سایز است شده فرض آن در که کو٢[٢١]، مقاله در هم چنین ͬ کند. نم تولید را بازگشتͬ
نوسان و ͬ کند م تولید را بازگشتͬ توزیع از کشیدگͬ ویژگͬ و است متقارن مضاعف نمایی توزیع

ͬ شود. م مشاهده قیمت گذاری در لبخند
پرش انتشار مدل که است شده داده نشان وانگ٣[٢٢]، و کو در تجربی آزمایش های علاوه به
بخش این در ͬ باشد م نرمال ل توزیع پرش انتشار مدل از مناسب تر متقارن مضاعف نمایی

است زیر توزیع تابع دارای که ͬ کنیم م استفاده متقارن مضاعف نمایی توزیع پرش سایز از
f(J) = p

١
µu
e
− ١
µu
J
χJ≥٠ + q

١
µd
e
− ١
µd
J
χJ≥٠, ٠ < µu < ١, µd > ٠,

١Merton
٢Kou
٣Kou and Wang



٣٩ مشخصه تابع مشتق
پرش میانگین ١

µd
، ١
µu

و پایین وپرش بالا پرش احتمال ترتیب به p+ q = ١ ،p, q ≤ ١ آن در که
و است منفͬ پرش و مثبت

m = EQ[eJ − ١] = p

١ − µu
+

q

١ + µd
− ١.

هستند. پرش متوسط
٢٠١٣ تا ١٩٨٣ سال از زمانͬ دوره ی طͬ گذشته سال ده داده های دهنده نشان (١ . ۴) نمودار
وجود پرش شدت در تغییراتͬ شده اند، گرفته ۴ ۵٠٠ پور اند استاندارد شاخص از داده ها این که
شدت از بهتر تصادفͬ پرش شدت که ͬ دهند م نشان داده   ها این ͽواق در ͬ کند م بررسͬ را دارد
است ͬ کند، م پیروی بازگشتͬ میانگین تصادفͬ فرآیند از ثابت پرش شدت که است ثابت پرش

است[١٢]. ٣٠ اطراف در پرش شدت میانگین درصد ٢ شدت با نمونه طور به

شدت مختلف سطوح از حاصل نمودار :١ . ۴ ش΄ل

مشخصه تابع مشتق ٣ . ۴
دست به را (١ . ۴) تصادفͬ دیفرانسیل معادله مشخصه تابع مشتق ͬ خواهیم م بخش این در
شدت و تلاطم با مضاعف نمایی پرش مدل تحت پایه دارایی قیمت فرآیند برای ͽواق در آوریم

ͬ آوریم[۴]. م دست به را مشخصه تابع تصادفͬ
داشت خواهیم X(t) فرآیند روی ایتو فرمول از استفاده با ،X(t) = lnS(t) دهیم مͬ ∫قرار t

٠ dX(u) =

∫ t

٠
١

S(u)
dSc(u)− ١

٢
∫ t

٠
١

S(u)٢
dSc(u)dSc(u) +

t∑
u=٠

(X(u)−X(u−)), (٢ . ۴)

درآن که
dSc(u) = (r − d− λ(t)m)S(t)dt+

√
V (t)S(t)dWs(t), (٣ . ۴)

dSc(u)dSc(u) = S(t)٢V (t)dt. (۴ . ۴)
۴S & P 500



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۴٠
تصادفͬ وشدت

از قبل دقیقا X(u) مقدار X(u−) و است (١ . ۴) دیفرانسیل معادله پیوسته جز Sc(u) از منظور
فرآیند در جهش بزرگͬ دهد رخ u لحظه در جهش ی اگر حال است u لحظه در جهش وقوع
ͬ توان م بنابراین X(u) = JX(u−) پس X(u) = lnS(u) داریم طرفͬ از است eJ برابر S(u)

نوشت
X(u)−X(u−) = (J − ١)X(u−),

پرش ی از بیش که مواردی در ،X(u) − X(u−) = ٠ آن گاه ندهد رخ پرشͬ u لحظه در اگر
داشت خواهیم دهد رخ

X(u)−X(u−) = (J − ١)X(u−)∆N(u), (۵ . ۴)

t∑
u=٠

(X(u)−X(u−)) =

t∑
u=٠

(J − ١)X(u−)∆N(u) =

∫ t

٠ (J − ١)X(u−)∆N(u), (۶ . ۴)

ͬ شود م نتیجه (٢ . ۴) معادله از مشتق گیری با وسپس (٢ . ۴) در (۶ . ۴) معادله جای گذاری با
dX(t) =

١
S(u)

dSc(u)− ١
٢

١
S(u)٢

dSc(u)dSc(u) + (J − ١)X(t−)dN(t), (٧ . ۴)

پرش مدل محاسبه اندکͬ با و (٧ . ۴) معادله در (۴ . ۴) و (٣ . ۴) معادله جای گذاری با هم چنین
ͬ آید م دست به زیر صورت به وانتشار پرش با مضاعف نمایی

dX(t) = (r − d− λ(t)m− ١٢V (t))dt+
√
V (t)dWs(t) + (J − ١)dN(t),

dV (t) = Kυ(θυ − V (t))dt+ ευ
√
V (t)dWυ(t),

dλ(t) = Kλ(θλ − λ(t))dt+ ελ
√
λ(t)dWλ(t).

(٨ . ۴)

dWs(t)dWυ(t) = ρdt,

dWs(t)dWs(t) = dWυ(t)dWυ(t) = ٠,
dWs(t)dWλ(t) = dWλ(t)dWυ(t) = ٠.

X(τ) زمان در M(Φ, X, V, λ, τ) صورت به را Q خنثͬ ریس اندازه تحت گشتاور مولد تابع
ͬ کنیم م تعریف

M(Φ, X, V, λ, τ) = EQ[eϕX(τ)] = e−rτEQ[erτeϕX(τ)]. (٩ . ۴)
داریم مشخصه تابع تعریف طبق

M(Φ, X, V, λ, τ) = EQ[eϕX(τ)|X(t) = x, V (t) = υ, λ(t) = λ, τ = T − t]. (١٠ . ۴)



۴١ مشخصه تابع مشتق
داشت خواهیم M(Φ, X, V, λ, τ) تابع روی متغیره چند ایتو فرمول از استفاده با

dM(Φ, X, V, λ, τ) = −Mτdt+MxdX +MυdV +Mλdλ+
١
٢MxxdXdX+

١
٢MυυdV dV +

١
٢Mλλdλdλ+MxυdXdV +MxλdXdλ+MυλdV dλ, (١١ . ۴)

پرش با آفین۶ͬ فرآیند های برای را فاینمن‐کاک۵ فرمول از یافته تعمیم فرمولͬ وهم΄اران دافͬ
،dXdX = V ،dλ ،dV ،dX مقادیر جای گذاری با و قضیه این اساس بر ،[١٣] کردند پیشنهاد
(١١ . ۴) رابطه در (٨ . ۴) معادله از آمده دست به dXdV = ρευV ،dλdλ = ε٢

λλ ،dV dV = ε٢
υV

نوشت زیر جزئͬ انتگرال‐دیفرانسیل معادله بصورت را M(Φ, X, V, λ, τ) تابع ͬ توان م
−Mτ + (r − d− λ(t)m− ١٢V (t))Mx +

١٢VMxx + kυ(θv − V )Mv +
١٢V ε٢

υMυυ

+ ١٢ε٢
λλMλλ + kλ(θλ − λ)Mλ + ρευVMxυ + λ

∫ +∞
−∞ (M [Φ, X + J, λ, τ, V ]−M [Φ, X, λ, τ, V ])ω(J)dJ = ٠

M(Φ, X, V, λ, τ) = eΦX

(١٢ . ۴)
ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر بصورت را بالا انتگرال است J تصادفͬ متغیر توزیع تابع ω(J) آن در که

λ

∫ +∞

−∞
[M(Φ, X + J, λ, τ, V )−M(Φ, X, λ, τ, V )]ω(J)dJ

= λ

∫ +∞

−∞
(EQ[eΦ(X+J)]− EQ[eΦX ])ω(J)dJ

= λ

∫ +∞

−∞
[EQ[eΦX(eΦJ − ١)]]ω(J)dJ (١٣ . ۴)

= λ

∫ +∞

−∞
EQ[eΦX ]EQ[(eΦJ − ١)]ω(J)dJ

= λM(Φ)U(Φ),

درآن که
U(Φ) =

∫ +∞

−∞
(eΦJ − ١)ω(J)dJ =

p

١ − Φµu
+

q

١ +Φµd
− ١.

داریم آفینͬ فرآیندهای مشخصه تابع تعریف طبق
M(Φ, X, V, λ, τ) = e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ}, (١۴ . ۴)

صدق D(Φ, ٠) = ٠ ،C(Φ, ٠) = ٠ ،B(Φ, ٠) = ٠ ،A(Φ, ٠) = ٠ اولیه مقادیر در مشخصه تابع که
داریم (١۴ . ۴) معادله از گیری دیفرانسیل با ͬ کند. م

۵Feynman-Kak
۶Affine



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۴٢
تصادفͬ وشدت

Mx = Φe{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ},

Mxx = Φ٢e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ},

Mυ = B(Φ, τ)e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ},

Mυυ = B٢(Φ, τ)e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ},

Mλ = D(Φ, τ)e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ},

Mλλ = D٢(Φ, τ)e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ},

Mxυ = ΦB(Φ, τ)e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ},

Mτ = [(r − d)Φ +Aτ (Φ, τ) +Bτ (Φ, τ)V + Cτ (Φ, τ) +Dτ (Φ, τ)λ]

e{XΦ+(r−d)τΦ+A(Φ,τ)+B(Φ,τ)V+C(Φ,τ)+D(Φ,τ)λ}.

(١۵ . ۴)

داریم (١٢ . ۴) در (١۵ . ۴) رابطه جای گزاری با
[−(r − d)Φ−Aτ (Φ, τ)−Bτ (Φ, τ)V − Cτ (Φ, τ)−Dτ (Φ, τ)λ+ (r − d)Φ

− ١
٢V Φ− λmΦ+

١
٢V Φ٢ + kυθυB(Φ, τ)− kυV B(Φ, τ) +

١
٢ε٢

υV B
٢(Φ, τ) (١۶ . ۴)

+ ρV ευΦBτ (Φ, τ) + kλθλD(Φ, τ)− kλλD(Φ, τ) +
١
٢ε٢

λλD
٢(Φ, τ) + λU(Φ)]M(Φ) = ٠

ͬ یابیم، م دست زیر معادلات دستگاه به سپس و

Aτ (Φ, τ) + Cτ (Φ, τ) = kυθυB(Φ, τ) + kλθλD(Φ, τ), (١٧ . ۴)
Bτ (Φ, τ) = − ١

٢(Φ− Φ٢)− (kυ − ρευΦ)B(Φ, τ) +
١
٢ε٢

υB
٢(Φ, τ), (١٨ . ۴)

Dτ (Φ, τ) = Λ(Φ)− kλD(Φ, τ) +
١
٢ε٢

λD
٢(Φ, τ), (١٩ . ۴)

آن در که
Λ(Φ) = U(Φ)−mΦ =

p

١ − Φµu
+

q

١ + µd
− ١ − Φ(

p

١ − µu
+

q

١ + µd
− ١).

است. Cτ (Φ, τ) = kλθλD(Φ, τ) ،Aτ (Φ, τ) = kυθυB(Φ, τ) و
و ری΄اتͬ دیفرانسیل معادله ابتدا حل، برای است ری΄اتͬ معادله (١٨ . ۴) دیفرانسیل معادله

ͬ کنیم م تعریف را آن حل روش
است زیر صورت به اول مرتبه ی ساده دیفرانسیل ری΄اتͬ معادله ی صورت .٣ . ١ . ۴ تعریف

y′(x) = q٠(x) + q١(x)y + q٢(x)y٢



۴٣ مشخصه تابع مشتق
ͬ کنیم م استفاده v = q٢y متغیر تغییر از

v′ = y′q٢ + q′٢y

= (q٠ + q١y + q٢y٢)q٢ + v
q′٢
q٢

(٢٠ . ۴)
= q٠q٢︸︷︷︸

S

+(q١ +
q′٢
q٢

)︸ ︷︷ ︸
R

v + v٢,

داریم v = −u′

u جای گذاری با
v′ = −(

u′′

u
) + v٢

شد خواهد زیر معادله شده ساده صورت به ،(٢٠ . ۴) معادله در v′ و v جای گذاری با و
u′′ −Ru′ + Su = ٠.

ͬ دهیم م قرار ری΄اتͬ معادله تعریف طبق

B(Φ, τ) = −٢O′(τ)

ε٢
υO(τ)

, (٢١ . ۴)

داریم

O′′(τ) + (kυ − ρευΦ)O
′(τ)− ε٢

υ۴ (Φ− Φ٢)O(τ) = ٠. (٢٢ . ۴)
است زیر صورت به (٢٢ . ۴) دیفرانسیلͬ معادله عمومͬ جواب

O(τ) = C١e−
١٢ϕ−τ + C٢e

١٢ϕ+τ , (٢٣ . ۴)
آن در که

ϕ± = ∓(kυ − ρευΦ) + ς,

ς =

√
(kυ − ρευΦ)٢ + ε٢

υ(Φ− Φ٢),
(٢۴ . ۴)

پس
(٢۵ . ۴)

O(τ) = C١e−
١٢ϕ−τ + C٢e

١٢ϕ+τ ,

O′(τ) = − ١٢ϕ−C١e−
١٢ϕ−τ + ١٢ϕ+C٢e

١٢ϕ+τ ,
→


O(٠) = C١ + C٢,
O′(٠) = − ١٢ϕ−C١ + ١٢ϕ+C٢,

ͬ آوریم م دست به را C٢ و Cمقدار١ بالا دستگاه حل با



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۴۴
تصادفͬ وشدت

O′(٠) = − ١
٢ϕ−(O(٠)− C٢) +

١
٢ϕ+C٢

= − ١
٢ϕ−O(٠) + ١

٢ϕ−C٢ +
١
٢ϕ+C٢

= − ١
٢ϕ−O(٠) + C٢

١
٢(ϕ− + ϕ+)

= − ١
٢ϕ−O(٠) + ١

٢C٢(−(kυ − ρευΦ) + ς + (kυ − ρευΦ+ ς))

= − ١
٢ϕ−O(٠) + C٢ς = ٠,

(٢۶ . ۴)

داریم (٢١ . ۴) در (٢۵ . ۴) جای گذاری با .C٢ = ϕ−O(٠)٢ς ، C١ = ϕ+O(٠)٢ς داریم

B(Φ, τ) = − ٢
ε٢
υ

− ١٢C١ϕ−e−
١٢ϕ−τ + ١٢C٢ϕ+e

١٢ϕ+τ

C١e−
١٢ϕ−τ + C٢e

١٢ϕ+τ

= − ٢
ε٢
υ

− ١٢ ϕ+O(٠)٢ς ϕ−e
− ١٢ϕ−τ + ١٢ ϕ−O(٠)٢ς ϕ+e

١٢ϕ+τ

ϕ+O(٠)٢ς e−
١٢ϕ−τ + ϕ−O(٠)٢ς e

١٢ϕ+τ

= − ١
ε٢
υ

−ϕ+ϕ−e−
١٢ϕ−τ + ϕ−ϕ+e

١٢ϕ+τ

ϕ+e
− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

١٢ϕ+τ

= − ١
ε٢
υ

ϕ−ϕ+(e
١٢ϕ+τ − e−

١٢ϕ−τ )

ϕ+e
− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

− ١٢ϕ+τ

= −(Φ− Φ٢) −e−
١٢ϕ−τ + e

١٢ϕ+τ

ϕ+e
− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

١٢ϕ+τ

= −(Φ− Φ٢)−e
− ١٢ϕ−τ− ١٢ϕ+τ + ١
ϕ+e

− ١٢ϕ−τ− ١٢ϕ+τ

= −(Φ− Φ٢) ١ − e−ςτ

ϕ+e−ςτ + ϕ−
.

(٢٧ . ۴)

داریم (٢٧ . ۴) در جای گذاری وسپس Aτ (Φ, τ) = kυθυB(Φ, τ) چون طرفͬ از
A(Φ, τ) = kυθυ

∫ τ

٠ B(Φ, s)ds

= kυθυ

∫ τ

٠ − ٢
ε٢
υ

O′(s)

O(s)

= −٢kυθυ
ε٢
υ

ln
[O(τ)

O(٠)
]

= −٢kυθυ
ε٢
υ

ln
[ ϕ+O(٠)٢ς e−

١٢ϕ−τ + ϕ−O(٠)٢ς ϕ+e
١٢ϕ+τ

ϕ+O(٠)٢ς + ϕ−O(٠)٢ς
] (٢٨ . ۴)

= −٢kυθυ
ε٢
υ

ln
[ϕ+e− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

١٢ϕ+τ

٢ς
]

= −٢kυθυ
ε٢
υ

ln
[ϕ+e−ςτ + ϕ−

٢ς
e

١٢ϕ+τ

]



۴۵ مشخصه تابع مشتق
= −٢kυθυ

ε٢
υ

ln
[
e

١٢ϕ+τ
(ϕ− + ϕ+e

−ςτ

٢ς
)]

= −kυθυ
ε٢
υ

[
ϕ+τ + ٢ln(ϕ− + ϕ+e

−ςτ

٢ς
)]
.

ͬ دهیم م قرار ͬ کنیم، م حل را (١٨ . ۴) ری΄اتͬ دیفرانسیل معادله سپس

D(Φ, τ) = −٢O′(τ)

ε٢
λO(τ)

, (٢٩ . ۴)

داریم
O′′(τ) + kλO

′(τ) + (Λ(Φ)
١
٢ε٢

λ)O(τ) = ٠. (٣٠ . ۴)
است زیر صورت به (٣٠ . ۴) دیفرانسیلͬ معادله عمومͬ جواب
O(τ) = C٣e−

١٢ψ−τ + C۴e
١٢ψ+τ , (٣١ . ۴)

آن در که
ψ± = ∓kλ + ξ,

ξ =

√
k٢
λ − ٢ε٢

λΛ(Φ),

(٣٢ . ۴)

پس
(٣٣ . ۴)

O(τ) = C٣e−
١٢ψ−τ + C۴e

١٢ψ+τ ,

O′(τ) = − ١٢ψ−C٣e−
١٢ψ−τ + ١٢ψ+C۴e

١٢ψ+τ ,

→


O(٠) = C٣ + C۴,
O′(٠) = − ١٢ψ−C٣ + ١٢ψ+C۴,

ͬ آوریم م دست به زیر صورت به را C۴،C٣ مقدار بالا دستگاه حل با
O′(٠) = − ١

٢ψ−(O(٠)− C۴) +
١
٢ψ+C۴

= − ١
٢ψ−O(٠) + ١

٢ψ−C۴ +
١
٢ψ+C۴

= − ١
٢ψ−O(٠) + C۴

١
٢(ψ− + ψ+) (٣۴ . ۴)

= − ١
٢ψ−O(٠) + C۴

١
٢(−kλ + ξ + kλ + ξ)

= − ١
٢ψ−O(٠) + C۴ξ = ٠,

داریم (٢٩ . ۴) (۴ . ٣٣)در جای  گذاری با .C۴ = ψ−O(٠)٢ξ ،C٣ = ψ+O(٠)٢ξ داریم

D(Φ, τ) = − ٢
ε٢
λ

− ١٢C٣ψ−e
− ١٢ψ−τ + ١٢C۴ψ+e

١٢ψ+τ

C٣e−
١٢ψ−τ + C۴e

١٢ψ+τ



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۴۶
تصادفͬ وشدت

= − ٢
ε٢
λ

− ١٢ ψ+O(٠)٢ξ ψ−e
− ١٢ψ−τ + ١٢ ψ−O(٠)٢ξ ψ+e

١٢ψ+τ

ψ+O(٠)٢ξ e−
١٢ψ−τ + ψ−O(٠)٢ξ e

١٢ψ+τ

= − ١
ε٢
λ

−ψ+ψ−e
− ١٢ψ−τ + ψ−ψ+e

١٢ψ+τ

ψ+e
− ١٢ψ−τ + ψ−e

١٢ψ+τ
(٣۵ . ۴)

= − ١
ε٢
λ

ψ−ψ+(e
١٢ψ+τ − e−

١٢ψ−τ )

ψ+e
− ١٢ϕ−τ + ψ−e

− ١٢ψ+τ

= ٢Λ(Φ) ١ − e−
١٢ψ−τ− ١٢ψ+τ

ψ+e
− ١٢ψ−τ− ١٢ψ+τ + ψ−

= ٢Λ(Φ) ١ − e−ξτ

ψ− + ψ+e−ξτ
,

داریم (٣۵ . ۴) در جای گذاری سپس و Cτ (Φ, τ) = kλθλD(Φ, τ) چون طرفͬ از
C(Φ, τ) = kλθλ

∫ τ

٠ B(Φ, s)ds

= kλθλ

∫ τ

٠ − ٢
ε٢
λ

O′(s)

O(s)
ds

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[O(τ)

O(٠)
]

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[ ψ+O(٠)٢ξ e−

١٢ψ−τ + ψ−O(٠)٢ξ e
١٢ψ+τ

ψ+O(٠)٢ξ + ψ−O(٠)٢ξ
] (٣۶ . ۴)

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[ψ+e

− ١٢ψ−τ + ψ−e
١٢ψ+τ

٢ξ
]

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[ψ+e

− ١٢ψ−τ− ١٢ψ+τ + ψ−
٢ξ

e
١٢ψ+τ

]
= −kλθλ

ε٢
λ

[
ψ+τ + ٢ln(ψ+e

−ξτ + ψ−٢ξ
)]
,

بانوسان مضاعف نمایی پرش مدل مشخصه تابع (١۴ . ۴) رابطه در (٣٧ . ۴) رابطه باقراردادن
پرش مدل تحت اختیار قیمت گذاري براي فرمولͬ بنابراین ͬ آید، م دست به تصادفͬ وشدت
برخͬ فرمول این از استفاده با بعد بخش در است. آمده دست به زیر فرم به مضاعف نمایی
به را مضاعف نمایی پرش مدل تحت اروپایی اختیار گذاري قیمت خصوص در عددي نتایج

دارد. محاسباتͬ قابلیت فرمول این که ͬ دهیم م نشان و آورده دست
A(Φ, τ) = −kυθυ

ε٢
υ

[
ϕ+τ + ٢ln(ϕ− + ϕ+e

−ςτ

٢ς
)]
,

B(Φ, τ) = −(Φ− Φ٢) ١ − eςτ

ϕ+eςτ + ϕ−
,

C(Φ, τ) = −kλθλ
ε٢
λ

[
ψ+τ + ٢ln(ψ+e

−ξτ + ψ−٢ξ
)]
,



۴٧ مشخصه تابع مشتق

D(Φ, τ) = ٢Λ(Φ) ١ − e−ξτ

ψ− + ψ+e−ξτ
,

ϕ± = ∓(kυ − ρευΦ) + ς, (٣٧ . ۴)
ς =

√
kυ − ρευΦ)٢ + ε٢

υ(Φ− Φ٢),
ψ± = ∓kλ + ξ,

ξ =

√
k٢
λ − ٢ε٢

λΛ(Φ).

به τ زمان در Q خنثͬ ریس اندازه تحت ϕ(u) = M(iu) مختلط توابع برای را مشخصه تابع
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت

M(iu,X, V, λ, τ) = EQ[eiuX(τ)|X(t) = x, V (t) = υ, λ(t) = λ, τ = T − t] (٣٨ . ۴)
داشت خواهیم M(iu,X, V, λ, τ) تابع روی متغیره چند ایتو لم از استفاده با

dM(iu,X, V, λ, τ) = −Mτdt+MxdX +MυdV +Mλdλ+
١
٢MxxdXdX

+
١
٢MυυdV dV +

١
٢Mλλdλdλ+MxυdXdV +MxλdXdλ+MυλdV dλ

(٣٩ . ۴)

پرش با آفینͬ فرآیندهای برای را فاینمن‐کاک فرمول از تعمیم یافته فرمولͬ وهم΄اران دافͬ
،dXdX = V ،dλ ،dV ،dX مقادیر جای گذاری با و قضیه این براساس ،[١٣] کردند پیشنهاد
معادله (٣٩ . ۴) در (٨ . ۴) از آمده دست به ،dXdV = ρευV ،dV dV = V ε٢

υ ،dλdλ = λε٢
λ

نوشت زیر صورت به جزئͬ انتگرال‐دیفرانسیل
−Mτ + (r − d− λ(t)m− ١٢V (t))Mx +

١٢VMxx + kυ(θv − V )Mv +
١٢ε٢
υVMυυ

+ ١٢ε٢
λλMλλ + kλ(θλ − λ)Mλ + ρευVMxυ + λ

∫ +∞
−∞ (M [iu,X + J, λ, τ, V ]−M [iu,X, λ, τ, V ])ω(J)dJ = ٠

M(iu,X, V, λ, τ) = eiuX

(۴٠ . ۴)
ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر صورت به را بالا انتگرال است. J تصادفͬ متغیر توزیع تابع ω(J) آن در که

λ

∫ +∞

−∞
[M(X + J)−M(X)]ω(J)dJ = λ

∫ +∞

−∞
(EQ[eiu(X+J)]− EQ[eiuX ])ω(J)dJ

= λ

∫ +∞

−∞
[EQ[eiuX(eiuJ − ١)]]ω(J)dJ (۴١ . ۴)

= λ

∫ +∞

−∞
EQ[eiuX ]EQ[(eiuJ − ١)]ω(J)dJ

= λM(iu)U(iu),

درآن که
U(iu) =

∫ +∞

−∞
(eiuJ − ١)ω(J)dJ =

p

١ − iuµu
+

q

١ + iuµd
− ١.



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۴٨
تصادفͬ وشدت

داریم آفینͬ فرآیندهای مشخصه تابع تعریف طبق
M(iu,X, V, λ, τ) = e{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ}, (۴٢ . ۴)

صدق D(u, ٠) = ٠ ،C(u, ٠) = ٠ ،B(u, ٠) = ٠ ،A(u, ٠) = ٠ اولیه مقادیر در مشخصه تابع که
داریم (۴٢ . ۴) معادله از گیری دیفرانسیل با ͬ کند. م

Mx = iue{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ},

Mxx = (iu)٢e{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ},

Mυ = B(u, τ)e{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ},

Mυυ = B٢(u, τ)e{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ},

Mλ = D(u, τ)e{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ},

Mλλ = D٢(u, τ)e{Xu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ},

Mxυ = iuB(u, τ)e{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ}

Mτ = [(r − d)iu+Aτ (u, τ) +Bτ (u, τ)V + Cτ (u, τ) +Dτ (u, τ)λ]

e{Xiu+(r−d)τiu+A(u,τ)+B(u,τ)V+C(u,τ)+D(u,τ)λ},

(۴٣ . ۴)

داریم (۴٠ . ۴) در (۴٣ . ۴) جای گزاری با
[−(r − d)iu−Aτ (u, τ)−Bτ (u, τ)V − Cτ (u, τ)−Dτ (u, τ)λ+ (r − d)iu

− ١
٢V iu− λmiu− ١

٢V u٢ + kυθυB(u, τ)− kυV B(u, τ) +
١
٢ε٢

υV B
٢(u, τ) (۴۴ . ۴)

+ ρV iuευΦB(u, τ) + kλθλD(u, τ)− kλλD(u, τ) +
١
٢ε٢

λλD
٢(u, τ) + λU(iu)]M(iu) = ٠,

ͬ یابیم م دست زیر معادلات دستگاه به سپس
Aτ (u, τ) + Cτ (u, τ) = kυθυB(u, τ) + kλθλ(u, τ)D(u, τ), (۴۵ . ۴)
Bτ (u, τ) = − ١

٢(ui+ u٢)− (kυ − ρευiu)B(u, τ) +
١
٢ε٢

υB
٢(u, τ), (۴۶ . ۴)

Dτ (u, τ) = Λ(iu)− kλD(u, τ) +
١
٢ε٢

λD
٢(u, τ), (۴٧ . ۴)

آن در که
Λ(iu) = U(iu)−miu =

p

١ − iuµu
+

q

١ + µd
− ١ − iu(

p

١ − µu
+

q

١ + µd
− ١).

ͬ دهیم م قرار کنیم. مͬ حل را (۴۶ . ۴) ری΄اتͬ دیفرانسیل معادله ابتدا
B(u, τ) = −٢O′(τ)

ε٢
υO(τ)

, (۴٨ . ۴)



۴٩ مشخصه تابع مشتق
داریم

O′′(τ) + (kυ − ρευiu)O
′(τ)− ε٢

υ۴ (iu+ u٢)O(τ) = ٠. (۴٩ . ۴)
است زیر صورت به (۴٩ . ۴) دیفرانسیل معادله عمومͬ جواب

O(τ) = C١e−
١٢ϕ−τ + C٢e

١٢ϕ+τ , (۵٠ . ۴)
آن در که

ϕ± = ∓(kυ − ρευiu) + ς,

ς =

√
(kυ − ρευiu)٢ + ε٢

υ(iu+ u٢),
(۵١ . ۴)

پس
(۵٢ . ۴)

O(τ) = C١e−
١٢ϕ−τ + C٢e

١٢ϕ+τ ,

O′(τ) = − ١٢ϕ−C١e−
١٢ϕ−τ + ١٢ϕ+C٢e

١٢ϕ+τ ,
→


O(٠) = C١ + C٢,
O′(٠) = − ١٢ϕ−C١ + ١٢ϕ+C٢,

ͬ آوریم م دست به را C٢ و C١ مقدار (۵٢ . ۴) دستگاه حل با
O′(٠) = − ١

٢ϕ−(O(٠)− C٢) +
١
٢ϕ+C٢

= − ١
٢ϕ−O(٠) + ١

٢ϕ−C٢ +
١
٢ϕ+C٢

= − ١
٢ϕ−O(٠) + C٢

١
٢(ϕ− + ϕ+) (۵٣ . ۴)

= − ١
٢ϕ−O(٠) + ١

٢C٢(−(kυ − ρευiu) + ς + (kυ − ρευiu+ ς))

= − ١
٢ϕ−O(٠) + C٢ς = ٠,

داریم (۴٨ . ۴) در (۵٢ . ۴) جای گذاری با .C٢ = ϕ−O(٠)٢ς ،C١ = ϕ+O(٠)٢ς داریم

B(u, τ) = − ٢
ε٢
υ

− ١٢C١ϕ−e−
١٢ϕ−τ + ١٢C٢ϕ+e

١٢ϕ+τ

C١e−
١٢ϕ−τ + C٢e

١٢ϕ+τ

= − ٢
ε٢
υ

− ١٢ ϕ+O(٠)٢ς ϕ−e
− ١٢ϕ−τ + ١٢ ϕ−O(٠)٢ς ϕ+e

١٢ϕ+τ

ϕ+O(٠)٢ς e−
١٢ϕ−τ + ϕ−O(٠)٢ς e

١٢ϕ+τ

= − ١
ε٢
υ

−ϕ+ϕ−e−
١٢ϕ−τ + ϕ−ϕ+e

١٢ϕ+τ

ϕ+e
− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

١٢ϕ+τ
(۵۴ . ۴)

= − ١
ε٢
υ

ϕ−ϕ+(e
١٢ϕ+τ − e−

١٢ϕ−τ )

ϕ+e
− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

− ١٢ϕ+τ

= −(iu+ u٢) e
١٢ϕ+τ − e−

١٢ϕ−τ

ϕ+e
− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

١٢ϕ+τ



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۵٠
تصادفͬ وشدت

= −(iu+ u٢) ١ − e−
١٢ϕ−τ− ١٢ϕ+τ

ϕ+e
− ١٢ϕ−τ− ١٢ϕ+τ + ϕ−

= −(iu+ u٢) ١ − e−ςτ

ϕ+e−ςτ + ϕ−
,

داریم (۵۴ . ۴) در جای گذاری سپس و Aτ (u, τ) = kυθυB(u, τ) چون طرفͬ از
A(u, τ) = kυθυ

∫ τ

٠ B(u, s)ds

= kυθυ

∫ τ

٠ − ٢
ε٢
υ

O′(s)

O(s)

= −٢kυθυ
ε٢
υ

ln
[O(τ)

O(٠)
]

= −٢kυθυ
ε٢
υ

ln
[ ϕ+O(٠)٢ς e−

١٢ϕ−τ + ϕ−O(٠)٢ς ϕ+e
١٢ϕ+τ

ϕ+O(٠)٢ς + ϕ−O(٠)٢ς ϕ+

]
= −٢kυθυ

ε٢
υ

ln
[ϕ+e− ١٢ϕ−τ + ϕ−e

١٢ϕ+τ

٢ς
] (۵۵ . ۴)

= −٢kυθυ
ε٢
υ

ln
[ϕ+e−ςτ + ϕ−

٢ς
e

١٢ϕ+(τ)

]
= −٢kυθυ

ε٢
υ

ln
[
e

١٢ϕ+(τ)
(ϕ− + ϕ+e

−ςτ

٢ς
)]

= −kυθυ
ε٢
υ

(
ϕ+τ + ٢ln[ϕ+e−ςτ٢ς

])
,

ͬ  دهیم م قرار کنیم، مͬ حل را (۴٧ . ۴) ری΄اتͬ دیفرانسیل معادله سپس
D(u, τ) = −٢O′(τ)

ε٢
λO(τ)

, (۵۶ . ۴)

داریم

O′′(τ) + kλO
′(τ) +

ε٢
λ٢ Λ(iu)O(τ) = ٠. (۵٧ . ۴)

است زیر صورت به (۵٧ . ۴) دیفرانسیلͬ معادله عمومͬ جواب

O(τ) = C٣e−
١٢ψ−τ + C۴e

١٢ψ+τ , (۵٨ . ۴)
آن در که

ψ± = ∓kλ + ξ,

ξ =

√
k٢
λ − ٢ε٢

λΛ(iu),

(۵٩ . ۴)



۵١ مشخصه تابع مشتق
پس

(۶٠ . ۴)
O(τ) = C٣e−

١٢ψ−τ + C۴e
١٢ψ+τ ,

O′(τ) = − ١٢ψ−e
− ١٢ψ−τC٣ + ١٢ψ+e

١٢ψ+τC۴,
→


O(٠) = C٣ + C۴,
O′(٠) = − ١٢ψ−C٣ + ١٢ψ+C۴,

ͬ آوریم م دست به زیر صورت به C۴ و C٣ مقدار بالا دستگاه حل با
O′(٠) = − ١

٢ψ−(O(٠)− C۴) +
١
٢ψ+C۴

= − ١
٢ψ−O(٠) + ١

٢ψ−C۴ +
١
٢ψ+C۴

= − ١
٢ψ−O(٠) + C۴

١
٢(ψ− + ψ+) (۶١ . ۴)

= − ١
٢ψ−O(٠) + C۴

١
٢(−kλ + ξ + kλ + ξ)

= − ١
٢ψ−O(٠) + C۴ξ = ٠,

داریم (۵۶ . ۴) در (۶٠ . ۴) باجای گذاری .C۴ = ψ−O(٠)٢ξ ،C٣ = ψ+O(٠)٢ξ داریم

D(u, τ) = − ٢
ε٢
λ

− ١٢C٣ψ−e
− ١٢ψ−τ + ١٢C۴ψ+e

١٢ψ+τ

C٣e−
١٢ψ−τ + C۴e

١٢ψ+τ

= − ٢
ε٢
λ

− ١٢ ψ+O(٠)٢ξ ψ−e
− ١٢ψ−τ + ١٢ ψ−O(٠)٢ξ ψ+e

١٢ψ+τ

ψ+O(٠)٢ξ e−
١٢ψ−τ + ψ−O(٠)٢ξ e

١٢ψ+τ

= − ١
ε٢
λ

−ψ+ψ−e
− ١٢ψ−τ + ψ−ψ+e

١٢ψ+τ

ψ+e
− ١٢ψ−τ + ψ−e

١٢ψ+τ
(۶٢ . ۴)

= − ١
ε٢
λ

ψ−ψ+(e
١٢ψ+τ − e−

١٢ψ−τ )

ψ+e
− ١٢ϕ−τ + ψ−e

− ١٢ψ+τ

= ٢Λ(iu) (١ − e−
١٢ψ−τ− ١٢ψ+τ )

ψ+e
− ١٢ψ−τ− ١٢ψ+τ + ψ−

= ٢Λ(iu) e−ξτ

ψ− + ψ+e−ξτ
,

داریم (۶٢ . ۴) در جای گذاری وسپس Cτ (u, τ) = kλθλD(u, τ) چون طرفͬ از
C(u, τ) = kλθλ

∫ τ

٠
B(Φ, s)ds

= kλθλ

∫ τ

٠
− ٢
ε٢
λ

O′(s)

O(s)
ds

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[O(τ)

O(٠)
]

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[ ψ+O(٠)٢ξ e−

١٢ψ−τ + ψ−O(٠)٢ξ e
١٢ψ+(τ)

ψ+O(٠)٢ξ + ψ−O(٠)٢ξ
] (۶٣ . ۴)



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۵٢
تصادفͬ وشدت

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[ψ+e

− ١٢ψ−(τ) + ψ−e
١٢ψ+(τ)

٢ξ
]

= −٢kλθλ
ε٢
λ

ln
[ψ+e

− ١٢ψ−τ− ١٢ψ+τ + ψ−
٢ξ

e
١٢ψ+τ

]
= −kλθλ

ε٢
λ

[
ψ+τ + ln

(ψ+e
−ξτ + ψ−٢ξ

)]
مضاعف نمایی پرش مدل مختلط مشخصه تابع (۴٢ . ۴) رابطه در (۶۴ . ۴) رابطه باقراردادن
مدل تحت اختیار قیمت گذاري براي فرمولͬ بنابراین ͬ آید. م دست به تصادفͬ وشدت بانوسان
فرمول این از استفاده با بعد بخش در است. آمده دست به زیر فرم به مضاعف نمایی پرش
را مضاعف نمایی پرش مدل تحت اروپایی اختیار گذاري قیمت خصوص در عددي نتایج برخͬ

دارد. محاسباتͬ قابلیت فرمول این که ͬ دهیم م نشان و آورده دست به

A(u, τ) = −kυθυ
ε٢
υ

(
ϕ+τ + ٢ln[ϕ+e−ςτ٢ς

])
,

B(u, τ) = −(iu+ u٢) ١ − eςτ

ϕ+eςτ + ϕ−
,

C(u, τ) = −kλθλ
ε٢
λ

[
ψ+τ + ln

(ψ+e
−ξτ + ψ−٢ξ

)]
,

D(u, τ) = ٢Λ(iu) ١ − e−ξτ

ψ− + ψ+e−ξτ
, (۶۴ . ۴)

ψ± = ∓kλ + ξ,

ξ =

√
k٢
λ − ٢ε٢

λΛ(Φ),

ϕ± = ∓(kυ − ρευiu) + ς,

ς =

√
(kυ − ρευiu)٢ + ε٢

υ(iu+ u٢).

تبدیل از استفاده با اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری ۴ . ۴
سریع فوریه

فرآیند مشخصه تابع آن در که معامله اختیار قیمت گذاری برای عددی روش ی بخش این در
١٩٩٩ سال در مدان٧ کارو توسط روش این ͬ کنیم م معرفͬ شده گرفته کار به پایه دارایی قیمت

.[١٠] شد معرفͬ سریع فوریه تبدیل برپایه
ال·وریتم این برتر سرعت سو، ی از است دلیل دو به سریع فوریه تبدیل از استفاده انگیزه

٧Carr and Madan



۵٣ سریع فوریه تبدیل از استفاده با اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری
سوی از دارد، توافقͬ قیمت های از وسیعͬ طیف برای قیمت ها محاسبه بر بالایی تاثیر که
فرم آن ها چ·الͬ تابع به نسبت و بوده معلوم ل‐قیمت، مشخصه تابع مدل ها اغلب در دی·ر
فرم موارد برخͬ در و نیست معلوم همیشه ل‐قیمت چ·الͬ تابع که صورتͬ در دارد ساده تری
ل‐قیمت مشخصه تابع از تحلیلͬ طور به که است این بر فرض روی΄رد این در دارد بسته ای
و معامله اختیار قیمت گذاری فوریه تبدیل از استفاده روش، این اصلͬ ایده ͬ شود م استفاده

است. اختیار قیمت محاسبه برای معکوس فوریه تبدیل از استفاده سپس
این در باشد T سررسید زمان و K توافقͬ قیمت با خرید اختیار قیمت تابع C(K) کنید فرض

است زیر فرم به Q خنثͬ ریس اندازه تحت خرید اختیار قیمت گذاری صورت
C(S, r, V, t,K) = EQ[e−r(T−t)(ST −K)+],

است زیر صورت به t = ٠ اولیه زمان در معامله اختیار ارزش که
c(K) = C(S, r, V, ٠,K) = EQ[e−rT (ST −K)+], (۶۵ . ۴)

باشد زیر صورت به اروپایی معامله اختیار بازده و ،ریس بدون بهره نرخ r آن در که
(ST −K)+ = max{(ST −K), ٠}.

داشت خواهیم صورت دراین k = lnK ،XT = lnST ،c(k) = c(ek) = c(K) کنیم فرض
c(k) = e−rT

∫ +∞

−∞
(eXT − ek)qT (XT )dXT

c(k) = e−rT
∫ k

−∞
(eXT − ek)qT (XT )dXT + e−rT

∫ +∞

k
(eXT − ek)qT (XT )dXT

c(k) = e−rT
∫ +∞

k
(eXT − ek)qT (XT )dXT ,

(۶۶ . ۴)

سمت به k وقتͬ کنید توجه است. XT تصادفͬ فرآیند چ·الͬ تابع qT (XT ) آن در که
شده اصلاح قیمت مدان کارو ͬ کند، م میل S٠ سمت به c(k) تابع آن گاه کند میل بی نهایت

کردند[١٠]. معرفͬ زیر صورت به را خرید اختیار
c(k) ≡ eαkc(k), ∀α > ٠ (۶٧ . ۴)

این است. St پایه دارایی قیمت مدل به وابسته و خرید قیمت شده اصلاح ضریب α آن در که
باشیم داشته که شود انتخاب طوری باید پارامتر

E(Sα+١
T ) <∞ ϖT (u)(−(α+ ١)i) <∞

شود مͬ تعریف زیر صورت به c(k) روی فوریه تبدیل
ϖT (u) =

∫ +∞

−∞
eiukc(k)dk, (۶٨ . ۴)



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۵۴
تصادفͬ وشدت

داریم (۶٨ . ۴) در سپس و (۶٧ . ۴) در (۶۶ . ۴) معادله جای گذاری با
ϖT (u) =

∫ +∞

−∞
eiuke−rT eαk

∫ +∞

k
(eXT − ek)qT (XT )dXTdk

=

∫ +∞

−∞
e−rT qT (XT )

∫ XT

−∞
(eXT − ek)eαkeiukdkdXT

=

∫ +∞

−∞
e−rT qT (XT )

∫ XT

−∞
[eXT+αk+iuk − ek+αk+iuk]dkdx

=

∫ +∞

−∞
e−rT qT (XT )[

١
α+ iu

eXT (١+α+iu) − ١
١ + α+ iu

eXT (١+α+iu)]dXT

=

∫ +∞

−∞
e−rT qT (XT )

١
(α+ iu)(١ + α+ iu)

eiXT (u−(١+α)i)

=
e−rTϕT (u− (α+ ١)i)

α٢ + α− u٢ + (٢α+ ١)u,

(۶٩ . ۴)

تبدیل معکوس تعریف، طبق است. خنثͬ ریس اندازه تحت XT مشخصه تابع ϕT آن در که
داریم زیر صورت به c(k) تابع فوریه

c(k) =
١

٢π
∫ +∞

−∞
e−iukϖT (u)du (٧٠ . ۴)

(۴ . ٧٠)داریم در (۶٧ . ۴) جای گذاری با
c(k) =

١
٢π

∫ +∞

−∞
e−αke−iukϖT (u)du

برای تقریبی انتگرال گام طول ν و uj = ν(j − ١) دادن وقرار ذوزنقه ای٨ قاعده بردن کار به با
بود خواهد زیر صورت به c(k)

c(k) ≈ e−αk

π

N∑
j=٠

e−iukϖT (uj)ν (٧١ . ۴)

راه با مقایسه در آن مزایای دلیل به سریع فوریه تبدیل روش است. ٢ از توانͬ N آن در که
در سهولت خنثͬ ریس روش با سریع فوریه تبدیل از استفاده ͬ شود، م استفاده بسته حل
به k ارزش کنیم ایجاد را z اندازه توانیم مͬ ،k مقدار N برای ͬ کند. م فراهم را محاسبات

است زیر صورت
ku = −b+ z(a− ١) a = ١, · · · , N. (٧٢ . ۴)

درآن که است [−b, b] توافقͬ قیمت ل·اریتمͬ بازه که کرد استباط ͬ توان م (٧٢ . ۴) معادله از
خواهیم uj = ν(j − ١) دادن قرار و (٧١ . ۴) معادله در (٧٢ . ۴) معادله باجای گزینͬ ،b = Nz٢

داشت
c(ku) ≈

e−αku

π

N∑
j=٠

e−izν(j−١)(a−١)eibujϖT (uj)ν (٧٣ . ۴)
٨method Trapezoid



۵۵ کارلو مونت سازی شبیه از استفاده با اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری
انتگرال آوردن دست به برای ͬ کنیم. م تعریف υz = ٢π

N سریع فوریه تبدیل اعمال منظور به
با ͬ بریم م کار به ͽجم حاصل محاسبه برای را ٩ سیمسون روش ،υ بزرگتر مقادیر با دقیق

ͬ آید م دست به زیر صورت به خرید اختیار (٧٣ . ۴) فرمول و سیمسون قانون از استفاده

c(ku) ≈
e−αku

π

N∑
j=١

e−i
٢π
N

(j−١)(a−١)eibujϖT (uj)
ν

٣ [٣ + (−١)j − Ij−١] (٧۴ . ۴)

ͬ شود م تعریف زیر صورت به که است دیری΄له تابع I درآن که

I =


١, n = ٠
٠, n ̸= ٠

سریع فوریه تبدیل روش از استفاده با خرید اختیار شده اصلاح قیمت فرمول فوق، فرمول
است.

شبیه از استفاده با اروپایی معامله اختیار قیمت گذاری ۵ . ۴
کارلو مونت سازی

ایده ͬ باشد م تصادفͬ اعداد کم به انتگرال زدن تقریب برای روشͬ کارلو مونت شبیه سازی
مشخص، احتمال چ·الͬ تابع ی اساس بر ریاضͬ امید ی به انتگرال تبدیل روش این اصلͬ
امید این تقریب برای بزرگ اعداد قانون از واستفاده چ·الͬ تابع این از تصادفͬ نمونه تولید

است. ریاضͬ
C(ST ) = e−rTEQ[(ST −K)+|F ] (٧۵ . ۴)

گسسته سازی ͬ کند، م پیروی (١ . ۴) مضاعف نمایی پرش مدل از دارایی قیمت فرآیند کنید فرض
روش این در اصلͬ ایده است دیفرانسیل معادلات تقریبی سازی شبیه برای روشͬ اویلر١٠[٢۴]
این در ٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tn = T کنید فرض است دیفرانسیل معادله از اول مرتبه تیلور بسط

داریم صورت

(٧۶ . ۴)
∫ t+∆t
t

dS(u)

S(u) =
∫ t+∆t
t (r − d− λ(t)m)du+

∫ t+∆t
t

√
V (u)dWs(u) +

∫ t+∆t
t (eJ − ١),

lnS(t+∆t)− lnS(t) = (r − d− λ+(t)m)∆t+
√
V +(t)∆tε١ + (eJ − ١)[N(t+∆t)−N(t)],

٩Simpson
١٠Euler



تصادفͬ باتلاطم مضاعف نمایی پرش مدل تحت اختیارمعامله قیمت گذاری ۵۶
تصادفͬ وشدت

∫ t+∆t
t dV (u) =

∫ t+∆t
t kυ(θυ − V (u))du+

∫ t+∆t
t ευ

√
V (u)dWv(u),

V (t+∆t)− V (t) = kυ(θυ − V +(t))∆t+ ευ
√
V +(t)∆t(ρε١ +

√١ − ρ٢ε٢),
(٧٧ . ۴)


∫ t+∆t
t dλ(u) =

∫ t+∆t
t kλ(θλ − λ(u))du+

∫ t+∆t
t ελ

√
λ(u)dWλ(u),

λ(t+∆t)− λ(t) = kλ(θλ − λ+(t))∆t+ ελ
√
λ+(t)∆tε٣,

(٧٨ . ۴)

هستند، استاندارد نرمال توزیع ε٣ ،ε٢ ،ε١ و λ+ = max(λ, ٠) ،V + = max(V, ٠) آن در که
است زیر فرم به مونت کارلو شبیه سازی از استفاده با معامله اختیار قیمت گذاری

C(t,XT = lnST ) =
e−r(T−t)

n

n∑
i=١

max(eXT
i

−K, ٠) (٧٩ . ۴)

هرگام. در شده سازی شبیه ارزش XT و شده سازی شبیه مسیرهای تعداد n آن در که

عددی نتایج ۶ . ۴
مضاعف نمایی پرش مدل تحت معامله اختیار قیمت گذاری فرمول های ͬ خواهیم م بخش دراین

کنیم. مقایسه و معرفͬ عددی رابانتایج شده   اند حاصل قبل دربخش های که
α = ،z = Π٣٠٠ ،υ = ۶٠٠۴٠٩٨ ،N = ۴٠٩٨ پارامترهای مجموعه  ی با خریدی اختیار کنید فرض
،ηu = ٠٫٠٣ ،ρ = −٠٫٢۵ ،θλ = ٠٫۶ ،kλ = ۵ ،ελ = ٠٫٣ ،ευ = ٠٫١،θυ = ٠٫۶ ،kυ = ٠٫٣ ،١٫١٨
وارزش ،d = ٠٫٠۵ نقدی سود ونرخ ،r = ٠٫٠۵ بهره ونرخ ،q = ٠٫۶ ،p = ٠٫۴ ،ηd = ٠٫١٣
داشته ،T = ٠٫۵ سررسید با ،λ٠ = ٣ اولیه وشدت ،V٠ = ٠٫١۵ اولیه وتلاطم ،S٠ = ١٠٠ اولیه
توافقͬ قیمت با سریع فوریه تبدیل قیمت گذاری فرمول در جای گذاری با صورت این در باشید
سازی شبیه مسیرهای تعداد مونت کارلو شبیه سازی در است، گرفته صورت مقایسه مختلف
مونت کارلو شبیه سازی قیمت گذاری فرمول در جای گذاری با و ∆t = ٠٫٠٠١ و ،n = ۵٠٠ شده

است. گرفته صورت مقایسه مختلف توافقͬ قیمت با
قیمت با قیمت ها ماتریس که سریع فوریه تبدیل ͬ دهد م نشان ١ . ۴ جدول در عددی نتایج
پرش مدل تحت معامله اختیار گذاری قیمت برای کارا روشͬ ͬ کند م تولید را متفاوت توافقͬ

است. مضاعف نمایی



۵٧ عددی نتایج

تبدیل و مونت کارلو سازی شبیه روش خرید اختیار قیمت گذاری مقایسه :١ . ۴ جدول
سریع فوریه

توافقͬ قیمت سریع فوریه تبدیل روش کارلو مونت شبیه سازی تفاوت
٩٠٫٢٨٣٠ ١٠٫۴۴۵٨ ١٠٫۴٣٩٧٣ ٠٫٠۵٨١۴٣
٩٢٫١٩٣٨ ٩٫۶٧٣١ ٩٫۶٧۵٢۵ −٠٫٠٢٢٢٢
٩۴٫١۴۵١ ٨٫٩٣٢۶ ٨٫٩٣١١٨ ٠٫٠١۵٨٩٩
٩۶٫١٣٧٧ ٨٫٢٢۵۴ ٨٫٢١٩٨٢ ٠٫٠۵۵٧١٢
٩٨٫١٧٢۴ ٧٫۵۵٢٢ ٧٫۵۴٨٧٧ ٠٫٠۴۵۴٣٨
١٠٠٫٢۵٠٢ ۶٫٩١٣۵ ۶٫٩١٠١۵ ٠٫٠۴٨۴٧٩
١٠٢٫٣٧٢٠ ۶٫٣٠٩۶ ۶٫٣١٠٧٢ −٠٫٠١٧٧۵
١٠۴٫۵٣٨٧ ۵٫٧۴٠٧ ۵٫٧۴١٣٣ −٠٫٠١٠٩٧
١٠۶٫٧۵١٢ ۵٫٢٠۶۵ ۵٫٢١٢۴٣ −٠٫١١٣٧٧
١٠٧٫٨٧۵٠ ۴٫٩۵٢۵ ۴٫٩۶٠٠٢ −٠٫١۵١۶١
١١٠٫١۵٨١ ۴٫۴٧٠٠ ۴٫۴٧۶٨٣ −٠٫١۵٢۵۶





۵ فصل
پیوست 

سیمسون روش
صورت وبه ∫ b

a F (x)dx انتگرال مقدار تقریب روش های از ی΄ͬ ١ سیمسون روش عددی آنالیز در
ͬ شود م تعریف زیر

∫ b

a
F (x)dx ≃ b− a

۶ [F (a) + ۴F (b+ a

٢ ) + F (b)], (١ . ۵)

با است برابر روش این در خطا مقدار

|
∫ b

a
F (x)dx− (

b− a

۶ [F (a)+۴F (b+ a

٢ )+F (b)])| ≤ |− h٣
٩٠F ۴(ξ)|, ξ ∈ [xi, xi+١]. (٢ . ۵)

انتگرال گیری بازه که صورتͬ در را ∫ b
a F (x)dx انتگرال از مناسب تقریب ی سیمسون روش

زیر به را بازه لذا نیست کوچ انتگرال گیری بازه اوقات اغلب در ͬ دهد م ما به باشد کوچ
برده کار به ها بازه زیر در را سیمسون روش حالت این در ͬ کنیم م تقسیم کوچ΄تری های بازه
صحیح، عددی n کنید فرض گویند مرکب سیمسون روش این به ͬ کنیم م ͽجم باهم را ونتایج
انتگرال تقریب فرمول گاه آن x٠ = a, x١ = a+ h, . . . , xi = b و h = b−a

n باشد دلخواه و مثبت
١Simpson

۵٩



پیوست  ۶٠
از عبارت اند مرکب سیمسون

∫ b

a
F (x)dx =

h

٣ [F (x٠) + ٢
n٢ −١∑
i=١

F (x٢i) + ۴
n٢ −١∑
i=١

F (x٢i−١) + F (xn)], (٣ . ۵)

نوشت ͬ توان م زیر صورت رابه (٣ . ۵) ∫فرمول b

a
F (x)dx ≃ h

٣ [F (x٠) + ۴F (x١) + ٢F (x٢) + · · ·+ F (xn)], (۴ . ۵)
با است برابر مرکب سیمسون روش در خطا مقدار

|
∫ b

a
F (x)dx− (

h

٣ [F (x٠) + ٢
−n٢ −١∑
i=١

F (xi) + ۴
n٢ −١∑
i=١

F (x٢i−١) + F (xn)])|,

≤ | − hk

١٨٠(b− a)F k(ξ)|, ξ ∈ [xi, xi+١].
(۵ . ۵)
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Abstract

This thesis is based on the FFT (Fast Fourier Transform) approach for the valuation of options
when the underlying asset follows the double exponential jump process with stochastic volatil-
ity and stochastic intensity. Our model captures three terms structure of stock prices, the market
implied volatility smile, and jump behavior. Via the FFT method, numerical examples using Euro-
pean call options show effectiveness of the proposed model. Meanwhile, numerical results prove
that the FFT approach is considerably correct, fast and competent.

keywords: Double exponential jump model, Stochastic volatility, Stochastic intensity, Jump, pric-
ing
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