




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

گراف ها در صفر هیچ جا جریان های
عباسͬ نسیم نگارنده:

راهنما استاد

علیشاهͬ میثم دکتر
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آ່ید... ଖندঘ و ࣹساب اساس ୀ را عاॿم  ਪی ೯دا ଘ ৎقدم
آॶمای شان، ෙय़  ইسای ଘ ৎقدم و

ا॥ت ૼن زਣඇඖی آلام آرام মࡑش
 اঃیدشان، گاه ن భࣺࡦش و

راকم. روਣতی মࡑش

ز



سپاس گزاری...

پاک بی شمار و مهربانͬ بی نهایت که را تو سپاس نیست. متصور برایت حدی را تو که ش΄ر خدایا!
موجودات تمام بر تکیه گاهͬ تو و عالم تمام بر محیطͬ که توست آن از سپاس و حمد خدایا!

شیاطین پی΄ان های محاصره در حیات محور بر وجودم که تقصیر سراپا هستم بنده ای خداوندا!
است

شناسند مͬ تو نام به مرا همه و توست آن از وجودم و توام از کسری من که ب·یر را دستم خدایا!
توام بی انتهای حد از مشتقͬ من که

استاد از آغاز در برسانم. پایان به را پایان نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که شاکرم را خدا
از پایان نامه این انجام حین در که بزرگوارم راهنمای استاد علیشاهͬ، میثم دکتر آقای جناب ارجمند،

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال بردم، بهره ارزشمندشان راهنمایی های
عبدالʓه دکتر آفای جناب و جعفری راد نادر دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از ͬ دانم م لازم همچنین

نمایم. سپاس گذاری شدند، متقبل را پایان نامه این داوری زحمت که آل هوز
دارم. را تش΄ر نهایت شدند، متحمل مرا زحمات مدت این طول در که کسانͬ تمامͬ از پایان در

عباسͬ نسیم
١٣٩۵ بهمن

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی عباسͬ نسیم اینجانب
علیشاهͬ میثم راهنمایی تحت ، گراف ها در صفر هیچ جا جریان های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

عباسͬ نسیم
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده

باشند. نامنفͬ صحیح عدد دو k و l کنید فرض همچنین باشد. گراف یG = (V,E) کنید فرض
ͬ باشد، م G یال هر به ناصفر حقیقͬ اعداد تخصیص ،l مجموع جریان ،G جهت بدون گراف برای
باشد. l برابر v به متصل یال های همه ی مقادیر مجموع ،V (G) به متعلق v رأس هر برای که به طوری
{±١, . . . ,±(k − ١)} مجموعه ی در آن مقادیر که است l مجموع جریان ی ،l مجموع k‐جریان

ͬ گیرند. م قرار
ͬ شود م بیان سپس و ͬ شود م بررسͬ منتظم گراف های در صفر مجموع جریان ابتدا پایان نامه، این در
است. صفر مجموع n)‐جریان + ٢(٣ دارای دارد، صفر مجموع جریان که n مرتبه ی از گراف ی که
پرداخته دارند، زوج مرتبه ی که r‐منتظمͬ گراف های در ی مجموع ۵‐جریان بررسͬ به نهایت، در

ͬ شود. م

منتظم گراف ،ی مجموع جریان صفر، مجموع جریان صفر، هیچ جا جریان کلیدی: کلمات

ک





مطالب فهرست

س تصاویر فهرست

ف جداول فهرست

١ تعاریف و مقدمه ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلͬ قضایای و تعاریف ١ . ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها در اساسͬ مفاهیم ١ . ١ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق ١ . ١ . ٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ جبر از مقدمه ای ١ . ١ . ٣
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر هیچ جا جریان های نظریه ی بر مقدمه ای ١ . ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١ . ٢ . ١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف ١ . ٢ . ٢

١۵ گراف ها در صفر مجموع جریان ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبرخطͬ دیدگاه از صفر مجموع جریان ٢ . ١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . بوشیت حدس و صفر مجموع حدس بودن معادل ٢ . ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم گراف های در صفر مجموع جریان ٢ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . n مرتبه ی گراف های در صفر مجموع جریان ۴ . ٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . کوچ گراف های در صفر مجموع k‐جریان های ۵ . ٢

۴٩ گراف ها در ی مجموع جریان ٣

۶١ ͽمراج

م





تصاویر فهرست

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه گراف ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣‐منتظم گرافͬ ١ . ٢
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . K۵ گراف ١ . ٣
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشͬ گرافͬ ۴ . ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جهت دار گراف ۵ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه دار درخت ۶ . ١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل تطابق ی ١ . ٧
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع ۶‐جریان با گرافͬ ٢ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵ . ٢ . ٠ لم برای مثالͬ ٢ . ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع ۴‐جریان بدون ٣‐منتظم گرافͬ ٢ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C۵ فرد دور ۴ . ٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع ٣‐جریان بدون گراف ها کوچ ترین ۵ . ٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع ۴‐جریان بدون گراف ها کوچ ترین ۶ . ٢

مجموع ۶‐جریان ی ب: صفر، مجموع ۵‐جریان بدون گراف کوچ ترین الف: ٢ . ٧
برای صفر مجموع Z۴‐جریان ی ج: الف، قسمت در شده داده گراف برای صفر

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الف. قسمت در شده داده گراف
۴۶ . . . . . . . . . . صفر مجموع ۵‐جریان بدون ١٠ و ٩ مرتبه ی از گراف هایی ٢ . ٨
۴۶ . . . . . . صفر مجموع ۴‐جریان بدون ١۴ و ١٣ مرتبه ی از دوبخشͬ گراف های ٢ . ٩
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع Z٣‐جریان بدون گرافͬ ٢ . ١٠
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . ی مجموع ٣‐جریان بدون ٣‐منتظم گرافͬ ٣ . ١

س





جداول فهرست

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع ۴‐جریان بدون گراف های ٢ . ١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع ۵‐جریان بدون گراف های ٢ . ٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . صفر مجموع ۴‐جریان بدون دوبخشͬ گراف های ٢ . ٣

ف





١ فصل
تعاریف و مقدمه

که اساسͬ و مهم قضایای همچنین و گراف ها نظریه ی در بنیادی مفاهیم و تعاریف به ابتدا فصل، این در
جریان های نظریه ی با رابطه در مختصر مقدمه ای سپس ͬ پردازیم. م ͬ باشد، م موردنیاز بعد فصول در

ͬ کنیم. م بیان گراف ها در صفر هیچ جا

کلͬ قضایای و تعاریف ١ . ١
قسمت در ͬ کنیم. م بیان را گراف ها از موردنیاز و اولیه قضایای و تعاریف بخش، این اول قسمت در
بیان را جبرخطͬ از موردنیاز تعاریف آخر، قسمت در و ͬ پردازیم م آن قضیه های و تطابق تعریف به بعد،

ͬ باشد. م [۴] و [٢٠] ،[٢۵] ،[۵] ͽمراج از برگرفته بخش، این در تعاریف تمام ͬ کنیم. م

گراف ها در اساسͬ مفاهیم ١ . ١ . ١
ی از شده تش΄یل که است (V (G) , E (G) , ψG) مرتب سه تایی ی ،G گراف١ .١ . ١ . ١ تعریف
تابع ی و (V (G) از (مجزا یال ها٣ از E (G) مجموعه ی ی رأس ها٢، از V (G) ناتهͬ مجموعه ی
ͬ دهد. م نسبت نیستند، متمایز لزوماً که رأس هایGرا از نامرتب زوج ی ،G یال هر به که ،ψG

وقوع۴
ی΄دی·ر به را v و u رأس های ،e آنگاه ،ψG (e) = uv که به طوری باشند رأس دو v و u و یال ی e اگر

١Graph
٢Vertices
٣Edges
۴Incidence function



تعاریف و مقدمه ٢

و u آنگاه ،uv ∈ E (G) اگر ͬ شوند. م نامیده e یال انتهای دو ،v و u رأس های و است کرده وصل
رأس ی روی بر ͽواق یال دو ترتیب، به همین واقعند. مشترکͬ یال روی بر یعنͬ هستند، مجاور۵ v

مجاورند. نیز مشترک
نامیده پیوندی٧ یال متمایز، انتهای دو با یال ی و طوقه۶ ی΄سان، انتهای دو با یال ی .١ . ١ . ٢ تعریف
به وجود چندگانه٨ یا موازی یال های باشد، داشته وجود یال ی از بیش رأس دو بین اگر ͬ شود. م
گراف این صورت غیر در ͬ باشد، م ساده٩ گراف باشد، چندگانه یال و طوقه فاقد که گرافͬ ͬ آیند. م
چندگانه گراف اگر و ͬ رود م به کار ساده گراف های برای معمولا˟ گراف لفظ ͬ شود. م نامیده چندگانه١٠
١ . ١ ش΄ل در چندگانه گراف های از نمونه ای ͬ شود. م استفاده چندگانه گراف لفظ از باشد، نظر مورد
دو بین همچنین است. طوقه است، کرده متصل خودش به را v٣ رأس که یالͬ است. شده داده نشان

هستند. موازی یال های که دارد وجود یال دو v۵ و v٢ رأس

v۴ v٢

v۵

v٣

v١

چندگانه گراف :١ . ١ ش΄ل

ͬ نامند. م G مرتبه١١ را آن و ͬ دهند م نشان |V (G)| = n با را G گراف رئوس تعداد .١ . ١ . ٣ تعریف
اگر ͬ نامند. م G اندازه١٢ را آن و ͬ دهند م نشان |E(G)| = m با را G گراف یال های تعداد همچنین
غیر در ͬ نامند، م متناه١٣ͬ را گراف باشند، متناهͬ گراف، ی یال های مجموعه ی و رأس ها مجموعه ی
متناهͬ گراف های پایان نامه، این در مطالعه مورد گراف های تمام است. نامتناه١۴ͬ گراف این صورت،

هستند.
رأسͬ ͬ نامند. م غیربدیه١۶ͬ را گراف ها سایر و بدیه١۵ͬ باشد، داشته رأس ی که گرافͬ .۴ . ١ . ١ تعریف

۵Adjacent
۶Loop
٧Link
٨Multiple edges
٩Simple graph

١٠Multigraph
١١Order
١٢Size
١٣Finite
١۴Infinite
١۵Trivial
١۶Nontrivial



٣ کلͬ قضایای و تعاریف

را، نباشد یالͬ هیچ دارای که گرافͬ دارد. نام تنها یا ایزوله١٧ رأس نباشد، متصل آن به یالͬ هیچ که
ͬ نامند. م ته١٨ͬ گراف

آن، یال هر که کرد رسم طریقه ای به را آن بتوان اگر ͬ شود، م نامیده ١٩مسط گراف ی .۵ . ١ . ١ تعریف
باشد. داشته برخورد دی·ر یال های با خود انتهای دو رأس های در تنها

متصل یال های تعداد برابر و ͬ شود م داده نشان dG (v) به وسیله ی G در v درجه٢٠ رأس .۶ . ١ . ١ تعریف
درجه ی بیشترین و کمترین ͬ شود. م شمرده یال دو به عنوان طوقه هر تعریف، این در ͬ باشد. م v به

ͬ شود. م داده نمایش ∆(G) و δ(G) با به ترتیب G رأس های
فرد٢٢ رأس باشد، فرد عددی اگر و زوج٢١ رأس رأس، آن باشد، زوج عددی گراف در رأسͬ درجه ی اگر

باشند. زوج آن رئوس همه ی اگر ͬ شود، م نامیده اویلری٢٣ گراف ی ͬ شود. م نامیده
گرافͬ ،١ . ٢ ش΄ل ͬ باشد. م r آن رئوس همه ی درجه ی که است گرافͬ r‐منتظم٢۴ گراف .١ . ١ . ٧ تعریف

ͬ دهد. م نشان را ٣‐منتظم

b

b

bb

b b

b b

b

b

b

b b

b

b

b

٣‐منتظم گرافͬ :١ . ٢ ش΄ل

که است گرافͬ ,a١}‐گراف، . . . , ar} ی ،{a١, . . . , ar} نامنفͬ صحیح اعداد مجموعه ی برای
ͬ باشد. م {a١, . . . , ar} مجموعه ی به متعلق آن رأس هر درجه ی

به طوری است G مانند گرافͬ ,a]‐گراف، b] ی ،١ ≤ a ≤ b که b و a صحیح عدد دو برای همچنین
باشد. a ≤ dG (v) ≤ b ،v ∈ V (G) هر برای که

١٧Isolated
١٨Empty graph
١٩Planar
٢٠Degree
٢١Even vertex
٢٢Odd vertex
٢٣Eulerian
٢۴r-regular



تعاریف و مقدمه ۴

ͬ باشد. م ١ درجه ی رأس ی به متصل یال ی آویزان٢۵، یال .١ . ١ . ٨ تعریف

باشند، شده متصل ی΄دی·ر به یال ی با متمایز، رأس دو هر آن در که ساده ای گراف .١ . ١ . ٩ تعریف
در ،K۵ از ترسیمͬ ͬ دهند. م نمایش Kn با را رأس n با کامل گراف ی ͬ شود. م نامیده کامل٢۶ گراف

است. شده داده نشان ١ . ٣ ش΄ل

b

b

b

b

b

K۵ گراف :١ . ٣ ش΄ل

مجموعه ی زیر دو به را آن رأس های مجموعه ی بتوان اگر است دوبخش٢٧ͬ گراف ی .١ . ١ . ١٠ تعریف
گراف ی از نمونه ای باشد. Y در انتها ی و X در انتها ی دارای یال هر که کرد افراز طوری Y و X

است. شده داده نشان ۴ . ١ ش΄ل در دوبخشͬ

b b b b

b b b

دوبخشͬ گرافͬ :۴ . ١ ش΄ل

مجموعه ی برابر و ͬ شود م داده نمایش NG (v) توسط G در v رأس همسایه های٢٨ .١ . ١ . ١١ تعریف
ͬ باشد. م v رأس با مجاور رئوس همه ی

اگر ͬ شود، م نوشته H ⊆ G به صورت و است G گراف از زیرگراف٢٩ ی H گراف .١ . ١ . ١٢ تعریف
باشد. E (H) ⊆ E (G) و V (H) ⊆ V (G)

٢۵Pendant edge
٢۶Complete graph
٢٧Bipartite
٢٨Neighbours
٢٩Subgraph



۵ کلͬ قضایای و تعاریف
فراگیر٣٠ زیرگراف ی را آن کند، صدق V (H) = V (G) شرط در G از H زیرگراف که صورتͬ در

ͬ نامند. م
آن، رأس های مجموعه ی که G از زیرگرافͬ باشد. V از ناتهͬ زیرمجموعه ی ی ،V ′ کنید فرض
است، ͽواق V ′ در انتهایشان دو هر که باشد G از یال هایی مجموعه ی برابر یال هایش مجموعه ی و V ′

ͬ شود. م داده نمایش G [V ′] با شده، نامیده V ′ توسط القاشده٣١ زیرگراف
آن مجموعه ی رأس های که G از زیرگرافͬ باشد. E از ناتهͬ زیرمجموعه ی ی E ′ کنید فرض حال
القاشده زیرگراف Eباشد، ′ برابر یال هایش مجموعه ی Eو ′ یال های انتهای دو رأس های مجموعه ی برابر

ͬ شود. م داده نمایش G [E ′] با شده، نامیده E ′ توسط
مشترکͬ رأس هیچ G٢ و G١ اگر باشند. G از زیرگراف هایی G٢ و G١ کنید فرض .١ . ١ . ١٣ تعریف
یال‐مجزا٣٣ به آن ها باشند، نداشته مشترکͬ یال هیچ اگر و ͬ گویند م ٣٢ مجزا را آن ها باشند، نداشته
مجموعه و V (G١) ∪ V (G٢) رأس های مجموعه با است زیرگرافͬ ،G٢ و G١ اجتماع ͬ شود. م گفته

ͬ شود. م داده نمایش G١ ∪G٢ با و E (G١) ∪ E (G٢) یال های
،V (G) = V (H) اگر ͬ شود، م نوشته G = H به صورت و ی΄سانند H و G گراف دو .١۴ . ١ . ١ تعریف
G ∼= H به صورت و ͬ گویند م ی΄ریخت٣۴ را H و G گراف دو باشد. ψG = ψH و E (G) = E (H)

وجود ϕ : E (G) → E (H) و θ : V (G) → V (H) دوسویی نگاشت های اگر ͬ شود، م داده نشان
باشیم: داشته که به طوری باشند، داشته

ψG (e) = uv ⇐⇒ ψH (ϕ (e)) = θ (u) θ (v)

به طوری است W = v٠e١v١e٢ . . . ekvk متناهͬ ناصفر دنباله ی ،G در گشت٣۵ ی .١۵ . ١ . ١ تعریف
در هستند. ei انتهای دو ،vi و vi−١ ،١ ≤ i ≤ k هر برای و بوده یال ها و رأس ها متناوباً آن جملات که
طول ،k صحیح عدد است. ,v٠)‐گشت vk) ی دی·ر به عبارتͬ یا vk تا v٠ از گشت ی ،W این صورت
اگر ͬ شود. م نامیده گذر٣۶ ی W باشند، متمایز W گشت در ek و . . . ،e٢ ،e١ یال های اگر است. W

ͬ نامند. م مسیر٣٧ ی را W باشند، متمایز نیز vk و . . . ،v١ ،v٠ رأس های یال ها، علاوه بر
باشد. داشته وجود مسیری آن رأس دو هر بین هرگاه ͬ گویند، م همبند٣٨ را G گراف .١۶ . ١ . ١ تعریف

ͬ گویند. م ناهمبند را گراف این صورت غیر در
ی همبندی، باشد. داشته Gوجود در ,u)‐مسیر v)ی اگر متصلند، یا Gهمبند از v و uرأس دو
زیرمجموعه های به V از افرازی بنابراین ͬ دهد. م تش΄یل V رأس های مجموعه روی هم ارزی رابطه ی

٣٠Spanning subgraph
٣١Induced
٣٢Disjoint
٣٣Edge-disjoint
٣۴Isomorphism
٣۵Walk
٣۶Trail
٣٧Path
٣٨Connected



تعاریف و مقدمه ۶

متعلق دو هر v و u اگر تنها و اگر همبندند v و u رأس دو آن در که دارد وجود Vω و . . . ،V٢ ،V١ ناتهͬ
باشند. ی΄سانͬ Vi مجموعه ی به

دقیقاً G گراف اگر ͬ شوند. م نامیده G مؤلفه های٣٩ G [Vω] و . . . ،G [V٢] ،G [V١] زیرگراف های
با G مؤلفه های تعداد بود. خواهد ناهمبند این صورت غیر در و است همبند باشد، داشته مؤلفه ی

ͬ شود. م داده نمایش ω (G)

Gگراف در زوج دور ͬ شود. م نامیده دور۴٠ باشد، ی΄سان آن انتهای و ابتدا که مسیری .١ . ١ . ١٧ تعریف
همچنین و v٠ = v٢k و نیستند متمایز لزوماً که ͬ باشد م G رئوس از C = (v٠, v١, . . . , v٢k) دنباله ی
E (C) با را C یال ٢k مجموعه ی هستند. G متمایز یال های vivi+١ ،i = ٠,١, . . . ,٢k − ١ برای

ͬ شود. م تعریف مشابه به طور نیز فرد دور ͬ دهیم. م نشان

باشد. نداشته فردی دور هیچ اگر تنها و اگر است دوبخشͬ گراف ی [۵] .١ . ١ . ١٨ قضیه
از متش΄ل که است (V (D) , A (D) , ψD) مرتب سه تایی ی ،D جهت دار۴١ گراف .١ . ١ . ١٩ تعریف
ی و (V (D) از (مجزا کمان ها۴٢ از A (D) مجموعه ی ی رأس ها، از V (D) ناتهͬ مجموعه ی ی
را نیستند، متمایز لزوماً که D رأس های از مرتب زوج ی ،D کمان هر به که است ψD وقوع تابع
را u ،a آنگاه ،ψD (a) = (u, v) که به طوری باشند رأس دو v و u و کمان ی a اگر ͬ دهد. م نسبت
نشان را جهت دار گراف ی ،۵ . ١ ش΄ل ͬ شود. م نامیده a سر۴۴ ،v و a دم۴٣ ،u است. کرده وصل v به

ͬ دهد. م

جهت دار گراف :۵ . ١ ش΄ل

باشد، درخت که G از فراگیری زیرگراف ͬ گویند. م درخت۴۵ را دور فاقد همبند گراف .١ . ١ . ٢٠ تعریف
ͬ شود. م نامیده G از فراگیر درخت ی

٣٩Component
۴٠Cycle
۴١Directed graph
۴٢Arcs
۴٣Tail
۴۴Head
۴۵Tree



٧ کلͬ قضایای و تعاریف

متصلند. ی΄دی·ر به ی΄تا مسیر ی با رأس دو هر درخت، در [۵] .١ . ١ . ٢١ قضیه
به مسیری ی با گراف، رأس هر که است درخت در ثابت رأس ی درخت، ریشه ی .١ . ١ . ٢٢ تعریف
رأس ریشه دی·ر، به عبارت ͬ گویند. م برگ ،ی درجه ی با رئوس به درخت، در است. متصل ریشه
r به نام ریشه ای که است درختͬ ریشه دار۴۶، درخت ی است. گراف انتهایی رأس برگ و گراف ابتدایی
رأس همسایه ی ،v پدر ͬ دهند. م نشان P (v) با را درخت ی΄تای ,v)‐مسیر r) ،v رأس هر برای دارد.
گراف فرزند بدون رئوس نیز برگ ها هستند. v رأس همسایه های دی·ر v فرزندان و است P (v) در v

است. شده داده نشان ریشه دار درخت ی ،۶ . ١ ش΄ل در هستند.
b

bb

b bb b

b bb

ریشه دار درخت :۶ . ١ ش΄ل

برآورده را ω (G− e) > ω (G) شرط که است e مانند یالͬ ،G از برش۴٧ͬ یال ی .١ . ١ . ٢٣ تعریف
سازد.

نباشد. ͽواق G از دوری هیچ روی e اگر تنها و اگر است G از برشͬ یال ی e یال [۵] .٢۴ . ١ . ١ قضیه
باشد. برشͬ یال ی آن یال هر اگر تنها و اگر است درخت همبند گراف ی [۵] .٢۵ . ١ . ١ قضیه

زیرمجموعه ی دو به را E بتوان اگر ͬ شود، م نامیده برش۴٨ͬ رأس ی ،G از v رأس .٢۶ . ١ . ١ تعریف
طوقه Gبدون اگر باشند. مشترک v رأس در Gفقط [E٢] Gو [E١] که کرد افراز طوری E٢ و E١ ناتهͬ
ω (G− v) > ω (G) شرط اگر تنها و اگر است G از برشͬ رأس ی v این صورت در باشد، غیربدیهͬ و

باشد. برقرار
ناهمبند گراف آن، حذف با اگر ͬ نامند، م پل۴٩ ی را G همبند گراف از e مانند یالͬ .١ . ١ . ٢٧ تعریف

باشد. داشته مؤلفه ی از بیش جدید گراف یعنͬ شود،
حذف گراف از باید که یال هایی تعداد اگر ͬ شود م نامیده همبند۵٠ k‐یال ،G گراف .١ . ١ . ٢٨ تعریف

باشد. k حداقل شود، ناهمبند گراف تا شوند
۴۶Rooted tree
۴٧Cute edge
۴٨Cute vertice
۴٩Bridge
۵٠k-edge connected



تعاریف و مقدمه ٨

تطابق ١ . ١ . ٢
یال های آن، عضوهای اگر ͬ شود، م نامیده G در تطابق۵١ ی E از M زیرمجموعه ی .١ . ١ . ٢٩ تعریف
v رأس M باشد، v رأس مجاور M از یالͬ اگر نباشند. مجاور G در آن ها دوتای هیچ و بوده پیوندی
ͬ شود. م نامیده M‐ناآلوده ،v این صورت غیر در ͬ نامیم، م M‐آلوده نیز را v و است کرده آلوده۵٢ را
١ . ٧ ش΄ل در کامل تطابق ی ͬ نامند. م کامل۵٣ تطابق را M تطابق باشد، M‐آلوده ،G رأس هر اگر

است. شده داده نشان

کامل تطابق ی :١ . ٧ ش΄ل

‐kفاکتوری k‐فاکتور، ͬ باشد. م گراف آن از فراگیری زیرگراف گراف ی در فاکتور۵۴ .١ . ١ . ٣٠ تعریف
ͬ پوشانند. م را رئوس همه ی که مجزاست دورهای از اجتماعͬ ٢‐فاکتور خاص، حالت در است. منتظم
یk‐فاکتورگیری۵۵ Eباشد. (G)یال های مجموعه Vو (G)رئوس مجموعه با Gگرافͬ کنید فرض

ͬ باشد. م مجزا k‐فاکتورهای به G یال های افراز ،G از

G این صورت در باشد. Y و X بخش های با دوبخشͬ گراف ی G کنید فرض [۵] .١ . ١ . ٣١ قضیه
داشته S ⊆ X هر به ازای اگر تنها و اگر ͬ کند م آلوده را X رأس های تمام که است کاملͬ تطابق دارای

باشیم:
|N (S)| ≥ |S|

باشد، k > شرط٠ با k‐منتظم دوبخشͬ گراف یG اگر [۵] هال۵۶). ازدواج (قضیه ی ١ . ١ . ٣٢ قضیه
است. کامل تطابق ی دارای این صورت در

تعداد ͬ نامیم. م فرد یا زوج را مؤلفه آن مؤلفه، ی رأس های تعداد بودن فرد یا زوج به توجه با
ͬ دهیم. م نمایش o (G) با را G فرد مؤلفه های

۵١Matching
۵٢Saturated
۵٣Perfect matching
۵۴Factor
۵۵k-factorization
۵۶Hall’s Marriage Theorem



٩ کلͬ قضایای و تعاریف

شده ارائه ١٩۴٧ سال در تات۵٧ توسط گراف، ی در کامل تطابق وجود برای کافͬ و لازم شرط ی
است.

باشیم: داشته S ⊂ V هر به ازای اگر تنها و اگر است کامل تطابق دارای G گراف [۵] .١ . ١ . ٣٣ قضیه
o (G− S) ≤ |S|

ͬ باشد. م ٢‐فاکتورگیری ی دارای ٢r‐منتظم، چندگانه ی گراف هر [٢١] .٣۴ . ١ . ١ قضیه
مانند فاکتوری G از ,a]‐فاکتور b] ی ،١ ≤ a ≤ b که b و a صحیح عدد دو برای .٣۵ . ١ . ١ تعریف
a = b ͬ که زمان باشد. a ≤ dF (v) ≤ b ،v ∈ V (G) هر برای که به طوری است شده تعریف G از F

ͬ شود. م نامیده a‐فاکتور باشد،
،١ ≤ k ≤ ٢r

٣ که باشد صحیحͬ عدد k و فرد صحیح عدد ی r ≥ ٣ کنید فرض [١٨] .٣۶ . ١ . ١ قضیه
ͬ باشد. م منتظم مؤلفه اش هر که دارد k]‐فاکتور − ١, k] r‐منتظم، گراف هر آنگاه

خطͬ جبر از مقدمه ای ١ . ١ . ٣
ͬ پردازیم. م است، نیاز مورد بعد فصول در که خطͬ جبر مقدماتͬ تعاریف به قسمت این در

عمل دو که است، بردار به نام اشیایی از مرکب V مانند مجموعه ای برداری۵٨، فضای .١ . ١ . ٣٧ تعریف
دو بودن مفروض با که است معنͬ این به بردارها ͽجم است. شده تعریف آنها روی اس΄الر ضرب و ͽجم
ͬ کند م معین است، V در نیز آن که را، x+ y مانند برداری که دارد وجود قاعده ای ،V در y و x بردار
V در x بردار هر به که است قاعده ای اس΄الر، ضرب از منظور ͬ نامند. م y و x ͽحاصل جم را بردار این و
ضریب با x بردار اس΄الر مضرب را بردار این ͬ دهد. م نسبت V در αx بردار ی ،α حقیقͬ اس΄الر هر و

ͬ نامند. م α اس΄الر
از: عبارتند برداری فضای اصول باشند. حقیقͬ اعدادی β و α و V به متعلق z و y ،x کنید فرض

بردارها) ͽجم برای جابجایی (قانون x+ y = y + x (١
بردارها) ͽجم برای شرکت پذیری (قانون (x+ y) + z = x+ (y + z) (٢

٠ + x = x + ٠ = x که به طوری ͬ دهند م نشان ٠ با را آن که دارد وجود V در عنصری (٣
ͬ نامند. م صفر بردار است، شده پذیرفته اصل به عنوان V در وجودش که را، ٠ بردار ͬ باشد. م

x+ (−x) = (−x) + x = ٠ که به طوری دارد وجود V در −x عنصر ی ،V در x هر برای (۴
ͬ نامند. م x بردار (قرینه ی) منفͬ بردار را −x بردار ͬ باشد. م

(α + β)x = αx+ βx (۵
α(x+ y) = αx+ αy (۶

(αβ)x = α(βx) (٧
١.x = x (٨

۵٧Tute
۵٨Vector space



تعاریف و مقدمه ١٠

آنگاه باشد، زیر خواص با V از غیرتهͬ زیرمجموعه ای H و برداری فضای ی V اگر .١ . ١ . ٣٨ تعریف
هرگاه: ͬ نامند، م V برداری فضای زیرفضای۵٩، ی را H

است. H به متعلق x+ y آنگاه باشند، H به متعلق y و x اگر (١
است. H به متعلق αx آنگاه باشد، اس΄الر ی α و H به متعلق x اگر (٢

اس΄الر ضرب و ͽجم جبری اعمال تحت که است زیرمجموعه ای V زیرفضای ی دی·ر، به عبارت
باشد. بسته

xn و . . . ،x٢ ،x١ کنید فرض همچنین باشد. برداری فضای ی V کنید فرض .١ . ١ . ٣٩ تعریف
بتوان را V برداری فضای به متعلق y بردار اگر باشند. اس΄الر αn و . . . ،α٢ ،α١ و V در بردارهایی
xn و . . . ،x٢ ،x١ خط۶٠ͬ ترکیب ی را y آنگاه نوشت، y = α١x١ + α٢x٢ + · · ·+ αnxn به صورت

گویند.
به متعلق xn و . . . ،x٢ ،x١ وقتͬ اگر تنها و اگر زیرفضاست، V برداری فضای از H زیرمجموعه ی

باشد. H به متعلق نیز xn و . . . ،x٢ ،x١ از خطͬ ترکیب هر باشند، H

ͬ نامند، م خط۶١ͬ مستقل را برداری فضای ی بردارهای از {x١, x٢, . . . , xn}مجموعه ی .۴١ . ١ . ٠ تعریف
کند: ایجاب α١x١ + α٢x٢ + · · ·+ αnxn = ٠ اگر

α١ = α٢ = · · · = αn = ٠.

V در بردارها از مجموعه ای {x١, x٢, . . . , xn} و برداری فضای ی V کنید فرض .۴١ . ١ . ١ تعریف
اگر: ͬ نامند م V برای پایه۶٢ ی را {x١, x٢, . . . , xn} مجموعه ی باشد.

باشد، بردارها از مستقل مجموعه ی ی {x١, x٢, . . . , xn} (١
آورد. پدید را V فضای {x١, x٢, . . . , xn} (٢

بعد۶٣ هستند، خطͬ مستقل و ͬ کنند م تولید را V برداری فضای که بردارهایی تعداد به .۴١ . ١ . ٢ تعریف
ͬ گویند. م برداری فضای

باشد: زیر خواص با W به V از تابعͬ T و باشند برداری فضاهای W و V کنید فرض .۴١ . ١ . ٣ تعریف
باشد. T (x+ y) = T (x) + T (y) ،V در y و x بردارهای همه ی به ازای الف)

باشد. T (αx) = αT (x) ،α اس΄الر هر و V در x بردار هر به ازای ب)
V برداری فضای از خطͬ تبدیل ی نمایش برای ͬ نامند. م خط۶۴ͬ تبدیل ی را T این صورت در

.T : V −→ W ͬ نویسیم م اغلب ،W برداری فضای به
۵٩Subspace
۶٠Linear combination
۶١Linearly independent
۶٢Basis
۶٣Dimension
۶۴Linear transformation



١١ صفر هیچ جا جریان های نظریه ی بر مقدمه ای

W برداری فضای به V برداری فضای از خطͬ تبدیلͬ T : V −→ W کنید فرض .۴۴ . ١ . ١ تعریف
W از زیرفضایی RT = {y : y = T (x) ; x ∈ V, y ∈ W} بردارهای مجموعه ی این صورت در باشد.
رتبه۶۶ را، ͬ باشد م T خطͬ تبدیل برد بعد که dim RT ͬ گویند. م T خطͬ تبدیل برد۶۵ آن به و است

ͬ دهند. م نشان rank (T ) با و ͬ نامند م T

W برداری فضای به V برداری فضای از خطͬ تبدیلͬ T : V −→ W کنید فرض .۴۵ . ١ . ١ تعریف
تبدیل پوچ۶٧ فضای را آن و است V از NTزیرفضایی = {x : x ∈ V, T (x) = ٠} این صورت در باشد.
با و ͬ نامند م T پوچ۶٨ͬ را، ͬ باشد م T خطͬ تبدیل پوچ فضای بعد که dim NT ͬ نامند. م T خطͬ

ͬ دهند. م نشان nul (T )

متناهͬ بعد با برداری فضای دو بین خطͬ تبدیلͬ T : V −→ W کنید فرض [٢٠] .۴۶ . ١ . ١ قضیه
این صورت: در باشد.

dimRT + dimNT = dimV

یا و
rank (T ) + nul (T ) = dimV

صفر هیچ جا جریان های نظریه ی بر مقدمه ای ١ . ٢
به سپس، و ͬ کنیم م بیان صفر هیچ جا جریان های با رابطه در مختصر تاریخچه ای ابتدا بخش، این در

ͬ باشد. م [۴] و [١] ͽمراج از برگرفته بخش، این قضایای و تعاریف ͬ پردازیم. م آن تعاریف

تاریخچه ١ . ٢ . ١
گسترش برای تات توسط ١٩۴٩ سال در بار نخستین گراف ها، برای صفر۶٩ هیچ جا جریان های نظریه ی
از .[٢٣] شد معرفͬ عمومͬ گراف های به مسط گراف های وجهͬ رنگ آمیزی به وابسته قضیه های
هستند. گراف نظریه ی در مسائل جذاب ترین از ی΄ͬ صفر هیچ جا جریان های تئوری بعد، به زمان آن
دادن ͺپاس برای ͬ دانان ریاض صفر، هیچ جا جریان های نظریه ی پیدایش آغاز از که مهمͬ بسیار مسئله ی
گراف که به طوری است، وجود) صورت (در k مانند طبیعͬ عدد کوچ ترین یافتن کرده اند، تلاش آن به
مطرح تات توسط که اصلͬ مسئله ی ͽواق در باشد. داشته صفر٧٠ هیچ جا k‐جریان ی ،G شده ی داده
وجود صفر هیچ جا k‐جریان ی ،k از مقادیری چه به ازای دلخواه، گراف ی برای که است این شد

که: ͬ گوید م تات مشهور حدس داد. ارائه را حدسͬ تات اساس، این بر دارد.
۶۵Range
۶۶Rank
۶٧Null space
۶٨Nullity
۶٩Nowhere-zero flows
٧٠Nowhere-zero k-flow



تعاریف و مقدمه ١٢

دارد. صفر هیچ جا ۵‐جریان ی پل٧١، فاقد گراف هر [٢۴] تات). ۵‐جریان (حدس ١ . ٢ . ١ حدس
کرد: بیان را قضیه ای تات، ۵‐جریان حدس پایه ی بر ای·ر٧٢ ١٩٧٩ سال در

است. صفر هیچ جا ٨‐جریان ی دارای پل، فاقد گراف هر [١۶] .١ . ٢ . ٢ قضیه
کرد: اثبات k = ۶ برای را تات ۵‐جریان حدس سیمور٧٣ ١٩٨١ سال در آن، از پس

دارد. صفر هیچ جا ۶‐جریان ی پل، فاقد گراف هر [٢٢] .١ . ٢ . ٣ قضیه
ͬ دهند م نشان که است آمده به دست نیز زیادی نتایج و شده انجام زمینه این در بسیاری تحقیقات

است. رسیده اثبات به گراف ها برخͬ برای تنها تات، ۵‐جریان حدس

تعاریف ١ . ٢ . ٢
است (D, f) دوتایی ،G برای جریان٧۴ ی باشد. گراف ی G = (V,E) کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
هر برای که است تابعͬ ،f : E⃗ −→ Z و ͬ باشد م G برای جهت گذاری ی ،D =

(
V, E⃗

)
که

یال های روی f تابع مقادیر مجموع با برابر ورودی٧۵ یال های روی f تابع مقادیر مجموع ،v ∈ V (G)

است. خروج٧۶ͬ
باشد. صفر مخالف f (e⃗) مقدار ،e⃗ ∈ E⃗ (G) هر برای که است جریانͬ ،G در صفر هیچ جا جریان
است جریانͬ G گراف برای k‐جریان باشند. نامنفͬ صحیح عدد دو k و l کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
هر به شده داده اختصاص مقادیر مطلق قدر که ͬ دهد م اختصاص صحیحͬ عدد گراف، یال هر به که

ͬ باشد. م k از کمتر یال،

است. صفر بدون k‐جریان ی صفر، هیچ جا k‐جریان
را آن از یالͬ جهت اگر باشد. صفر هیچ جا k‐جریان ی دارای G گراف کنید فرض .۶ . ١ . ٢ ملاحظه
برای دی·ری صفر هیچ جا k‐جریان کنیم، قرینه را یال آن به شده داده اختصاص مقدار و کرده برعکس
روی جهت گذاری از مستقل ،G روی صفر هیچ جا k‐جریان ی وجود بنابراین آمد. خواهد به دست G
صفر هیچ جا k‐جریان ی دارای خاص، گذاری جهت ی تحت G گراف اگر دی·ر، به عبارت است. آن
اگر همچنین داشت. خواهد صفر جا هیچ k‐جریان ی نیز، دلخواه جهت گذاری هر برای آنگاه باشد،
نیز صفر هیچ جا k)‐جریان + ١) ی گراف این آنگاه باشد، صفر هیچ جا k‐جریان ی دارای گرافͬ

دارد.
٧١Bridgeless
٧٢Jaeger
٧٣Seymour
٧۴Flow
٧۵Incoming edges
٧۶Outgoing edges



١٣ صفر هیچ جا جریان های نظریه ی بر مقدمه ای

هر به ناصفر حقیقͬ اعداد تخصیص ،٧٨l مجموع جریان ،G جهت٧٧ بدون گراف برای .١ . ٢ . ٧ تعریف
به متصل یال های همه ی مقادیر مجموع V (G) به متعلق v رأس هر برای که به طوری ͬ باشد، م G یال

باشد. l برابر v
{±١, . . . ,± (k − مجموعه ی{(١ در آن مقادیر که است l مجموع جریان ی ،٧٩lمجموع k‐جریان

ͬ گیرند. م قرار

٧٧Undirected
٧٨l-sum flow
٧٩l-sum k-flow





٢ فصل
گراف ها در صفر مجموع جریان

وقوع١ ماتریس باشد. E (G) = {e١, . . . , em} و V (G) = {v١, . . . , vn} گراف، ی G کنید فرض
آن، سطرهای٢ که است n×m ماتریسͬ ͬ شود، م داده نشان W (G) با که G جهت بدون گراف برای

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت و ͬ باشد م G یال های مجموعه ی ستونها٣، و G رئوس مجموعه ی

W (G)i,j =

١ باشند، متصل بهم vi و ej اگر
٠ اینصورت. غیر در

دارد. وجود به ی ی تناظر ی W (G) پوچ فضای از عنصر ی و G گراف در جریان بین به وضوح،
پوچ فضای از عنصر ی [c١, . . . , cm]T اگر هستند. W (G) پوچ فضای عناصر G جریان های ،ͽدر واق

آورد. بدست جریان ی در نتیجه و داد اختصاص ei به را ci مقدار ͬ توان م آنگاه باشد، W (G)

رأس هر برای که به طوری ͬ باشد، م f : E (G) −→ R تابع W (G) پوچ فضای از عنصر ی
داریم: v ∈ V (G)∑

u∈N(v)

f (uv) = ٠,

آنگاه نگیرد، صفر مقدار هرگز f اگر است. v رأس مجاور رئوس از مجموعه ای نشان دهنده ی N (v) که
است صفر مجموع جریان ی صفر، مجموع k‐جریان ͬ شود. م نامیده G برای صفر۴ مجموع جریان

ͬ باشد. م k از کمتر اعداد این مطلق قدر که است صحیحͬ اعداد آن مقادیر که
١Incidence matrix
٢Rows
٣Columns
۴Zero-sum flow



گراف ها در صفر مجموع جریان ١۶

پل فاقد گراف ی G اگر که ͬ گوید م (١ . ٢ . ١) تات ۵‐جریان حدس خطͬ جبر زبان در بنابراین
ناصفری صحیح اعداد درایه هایش که دارد وجود W (G) پوچ فضای در بردار ی آنگاه باشد، جهت دار

ͬ باشد. م ۵ از کمتر مقادیر این قدر مطلق که هستند
ͬ دهد. م نشان را صفر مجموع ۶‐جریان ی ،٢ . ١ ش΄ل

b b b b

b b

b

b b

٢ ١ ١

−٢ −٣ −٢ −١

٣−۴۵

−١ ١

صفر مجموع ۶‐جریان با گرافͬ :٢ . ١ ش΄ل

حدس مشابه که [٢] زدند صفر مجموع جریان های برای حدسͬ هم΄ارانش و اکبری ٢٠٠٩ سال در
ͬ باشد: م صفر هیچ جا جریان های برای تات ۵‐جریان

وجود W پوچ فضای در بردار ی اگر باشد. W وقوع ماتریس با جهت بدون گرافͬ G کنید فرض
که دارد وجود فضا آن در نیز بردار ی آنگاه باشند، ناصفر حقیقͬ اعداد درایه هایش که باشد داشته
حدس معادلا˟ یا ͬ باشند، م ۶ از کمتر مقادیر این مطلق قدر که هستند ناصفری صحیح اعداد درایه هایش

داریم: را صفر مجموع
آنگاه است، صفر مجموع جریان دارای که باشد گرافͬ G اگر [١] صفر). مجموع (حدس ٢ . ٠ . ١ حدس

دارد. صفر مجموع ۶‐جریان ی ،G
صفر مجموع ۵‐جریان اما دارند صفر مجموع ۶‐جریان که دارند وجود گراف هایی .٢ . ٠ . ٢ ملاحظه

ͬ پردازیم. م آن بررسͬ به ،۵ . ٢ بخش در ͬ دهد. م نشان را گراف ها این از نمونه ای ،٢ . ١ ش΄ل ندارند.
۶‐جریان ی دارای ،G آنگاه باشد، همبند ٢‐یال دوبخشͬ گراف G کنید فرض [٢] .٢ . ٠ . ٣ لم

است. صفر مجموع
سیمور قضیه ی به بنا ندارد. برشͬ یال یعنͬ است، همبند ٢‐یال دوبخشͬ گراف G کنید فرض برهان.
،G یال هر به یعنͬ دارد. صفر هیچ جا ۶‐جریان ی همبند، ٢‐یال دوبخشͬ گراف هر ،(١ . ٢ . ٣)
برای و است ۵ برابر شده داده اختصاص مقدار بیشترین که به طوری است شده داده اختصاص مقداری

ͬ باشد. م خروجͬ یال های مقادیر مجموع با برابر ورودی یال های مقادیر مجموع گراف، رأس هر
دی·ر بخش بخشGبه ی از یال ها، همه ی جهت که کرد فرض ͬ توان م کلیت، رفتن دست از بدون
درنتیجه ͬ باشند. م خروجͬ یال ها همه ی و نداریم ورودی یال اول، بخش در رأس هر برای آنگاه باشد. آن



١٧

مقادیر مجموع با ورودی یال های مقادیر مجموع چون و است صفر برابر ورودی یال های مقادیر مجموع
جهت حذف با حال باشد. صفر نیز خروجͬ یال های مقادیر مجموع باید است، برابر خروجͬ یال های
همه ی چون و ͬ کند م صدق صفر مجموع قاعده ی رأس هر در که گرفت نتیجه ͬ توان م یال ها همه ی
صفر مجموع ۶‐جریان ی ،G گراف درنتیجه ͬ باشد، م ۶ از کمتر یال ها به شده داده اختصاص مقادیر

ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین و دارد

ͬ آید: م به دست زیر نتیجه ی ،(١ . ٢ . ٣) سیمور ۶‐جریان قضیه ی و ٢ . ٠ . ٣ لم بنابر

۶‐جریان ی دارای آنگاه باشد، داشته صفر مجموع جریان دوبخشͬ گراف ی اگر [١] .۴ . ٢ . ٠ نتیجه
است. صفر مجموع

برقرارند: زیر اح΄ام [١] .۵ . ٢ . ٠ لم
ͬ باشد. م صفر مجموع ٢‐جریان ی دارای زوج، دور هر الف)

f : E (C) −→ {±١} مانند تابعͬ آنگاه باشد. C از رأس ی w و فرد دوری C کنید فرض ب)
که به طوری دارد وجود

∀v ∈ V (C) \ {w} :
∑

u∈N(v)

f (uv) = ٠

∑و
u∈N(w)

f (uw) = ٢.

P کنید فرض همچنین باشد. v٢ ∈ C٢ و v١ ∈ C١ و باشند فرد دور دو C٢ و C١ کنید فرض ج)
صفری مجموع ٣‐جریان آنگاه ͬ کند. م متصل v٢ به را v١ و است E (C٢) و E (C١) از متمایز مسیری

ͬ باشد. م ±٢ برابر E (P ) روی مقادیر و ±١ برابر E (C١) ∪ E (C٢) روی مقادیر که دارد وجود

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b b

b b

b

b

b
b

١

−١

−١
١

−١
١

١
−١

١
w

١

−١ −١
١

−١

١ −١

١

٢
−٢

−١ −١

١ ١
٢ −٢

(الف) (ب) (ج)

۵ . ٢ . ٠ لم برای مثالͬ :٢ . ٢ ش΄ل



گراف ها در صفر مجموع جریان ١٨

ش΄ل در که همان طور است. شده داده توضیح ،٢ . ٢ ش΄ل در مثال با و ͬ باشد م ساده اثبات برهان.
یال دو به را −١ و ١ مقادیر ͬ توان م است، متصل یال دو دور، ی در رأس هر به چون ͬ شود، م دیده
صدق صفر مجموع قاعده ی رأس، هر در زوج، دور ی در درنتیجه داد. اختصاص رأس هر به متصل

دارد. صفر مجموع ٢‐جریان ی زوج، دور هر بنابراین ͬ کند. م
مجموع قاعده ی که دارد وجود رأسͬ است، شده داده نشان ش΄ل در که همان طور فرد، دور هر در

ندارد. صفر مجموع جریان فرد، دور درنتیجه نیست، برقرار آن برای صفر
مورد ی تنها و دارد وجود P طول به مربوط متفاوت کمͬ مورد دو (ج)، قسمت در که شود توجه
−١ و ١ مقدار متناوب، به طور دور هر یال های به ͬ بینید م که همان طور است. شده داده نشان ش΄ل در
برای درنتیجه که گرفته اند −٢ و ٢ مقدار متناوب، به طور نیز مسیر یال های همچنین و است شده داده
مجموع ٣‐جریان ی دارای شده، داده گراف بنابراین است. برقرار صفر مجموع قاعده ی رأس، هر

است. صفر

این یال های و شده اند متصل به هم P مسیر توسط که C٢ و C١ مجزای یال فرد دور دو .۶ . ٢ . ٠ تعریف
ͬ گویند. م گراف در دمبل۵ ی را ͬ باشند م C٢ و C١ یال های از مجزا مسیر

است. شده اثبات [۶] در زیر لم

قرار دمبل ی یا زوج دور ی در G یال هر آنگاه باشد، صفر مجموع جریان با گرافͬ G اگر .٢ . ٠ . ٧ لم
دارد.

دوم، بخش در ͬ کنیم. م بررسͬ جبرخطͬ دیدگاه از را صفر مجموع جریان فصل، این اول بخش در
پس معادلند. هم با دوجهته، گراف های برای بوشیت۶ حدس و صفر مجموع حدس که ͬ دهیم م نشان
بخش در سپس، ͬ پردازیم. م منتظم گراف های در صفر مجموع جریان بررسͬ به سوم، بخش در آن، از
به پنجم، بخش در نهایت، در ͬ کنیم. م بررسͬ n مرتبه ی گراف های در را صفر مجموع جریان چهارم،

ͬ پردازیم. م کوچ گراف های در صفر مجموع k‐جریان وجود بررسͬ

جبرخطͬ دیدگاه از صفر مجموع جریان ٢ . ١
Wماتریس اگر باشد. دوبخشͬ همبندی مؤلفه ی c و رأس n با Gگرافͬ کنید فرض [١٠] .٢ . ١ . ١ قضیه

است. m− n+ c برابر W (G) پوچ فضای بعد آنگاه باشد، G وقوع

ͬ باشد: م زیر به صورت است، n×m ماتریسͬ که W برای خطͬ تبدیل برهان.

T : Rm −→ Rn

۵Dumbbell
۶Bouchet
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داریم: T خطͬ تبدیل برای ،۴۶ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با

rank (T ) + nul (T ) = m

شود: ثابت کافیست پس
rank (W ) = n− c.

یالͬ uv اگر باشد. zTW = ٠ که به طوری باشد Rn در بردار ی z = (z١, . . . , zn)
T که کنید فرض

G در رئوسͬ v و u اگر که گرفت نتیجه ͬ توان م استقرا با پس ͬ باشد. م zu + zv = ٠ آنگاه باشد، G در
داریم: آنگاه شده اند، متصل به هم r طول به مسیری توسط که باشند

zu = (−١)r zv

آنگاه: است، فرد دور دارای مؤلفه این یعنͬ نیست، دوبخشͬ که باشد مؤلفه ای دارای G اگر بنابراین

∀i : zi = ٠

مؤلفه ای دارای G اگر و است صفر برابر مؤلفه این وقوع ماتریس پوچ فضای بعد درنتیجه ͬ باشد. م
پوچ فضای بعد بنابراین ͬ باشد. م ی برابر مؤلفه این وقوع ماتریس پوچ فضای بعد آنگاه باشد، دوبخشͬ

ͬ شود. م c یعنͬ دوبخشͬ مؤلفه های تعداد برابر گراف وقوع ماتریس
ͬ باشد: م زیر به صورت است، m× n ماتریسͬ که W T برای خطͬ تبدیل

T ′ : Rn −→ Rm

همچنین ͬ باشد. م rank (W T
)
= n − c درنتیجه ͬ شود. م rank (T ′) + nul (T ′) = n بنابراین

داریم:
rank (W ) = rank

(
W T

)
پس:

rank (W ) = rank
(
W T

)
= n− c

داریم: نهایت در
nul (W ) = m− (n− c) = m− n+ c.

ͬ دهد. م ارائه دارند، صفر مجموع جریان که گراف هایی برای هندسͬ تفسیری بعدی قضیه ی
تنها و اگر دارد صفر مجموع جریان G آنگاه نباشد، دوبخشͬ گرافͬ G کنید فرض [٢] .٢ . ١ . ٢ قضیه

باشد. نداشته دوبخشͬ مؤلفه ی G\ {e} گراف ،e ∈ E (G) یال هر به ازای اگر
G که است شده فرض ابتدا ͬ باشد. م همبند G گراف کنید فرض کلیت، رفتن دست از بدون برهان.
ب·یرید: نظر در حالت دو ندارد. دوبخشͬ \Gمؤلفه ی {e} که است شده ثابت و دارد صفر مجموع جریان
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فرض ،i = ١,٢ برای همچنین باشد. H٢ و H١ مؤلفه ی دو دارای G\ {e} که کنید فرض .١ حالت
شده تعریف Hi وقوع ماتریس پوچ فضای بعد nul (Hi) و باشد mi اندازه ی و ni مرتبه ی از Hi کنید

باشد.
دوبخشͬ مؤلفه ی ی دارای ͬ باشد، م همبند H١ چون بنابراین باشد. دوبخشͬ H١ کنید فرض حال

داریم: ٢ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با درنتیجه است.
nul (H١) = m١ − n١ + ١

داریم: همچنین
nul (H٢) ≥ m٢ − n٢

درنتیجه:
nul (G\ {e}) = nul (H١) + nul (H٢)

≥ (m١ − n١ + ١) + (m٢ − n٢)

= (m١ +m٢)− (n١ + n٢) + ١

= (m− ١)− n+ ١

= m− n,

ͬ باشند. م G گراف اندازه ی و مرتبه به ترتیب، m و n که
داریم: نیست، دوبخشͬ G گراف چون است. nul (G) ≥ nul (G\ {e}) دی·ر طرف از

nul (G) = m− n

بنابراین: ͬ باشد. م m− n = nul (G) ≥ nul (G\ {e}) درنتیجه
nul (G\ {e}) = m− n.

که ͬ شود م گرفته نتیجه ͬ باشد، م nul (G\ {e}) = m − n همچنین و nul (G) = m − n چون
مجموع جریان ،G گراف چون است، تناقض که است صفر ،e یال روی G گراف پوچ فضای از عنصر هر

ͬ باشد. م ناصفر یال هر به شده داده اختصاص مقدار و دارد صفر
بنابراین: باشد. دوبخشͬ و همبند گرافͬ G\ {e} کنید فرض .٢ حالت

nul (G\ {e}) = (m− ١)− n+ ١ = m− n

داریم: ،١ حالت همانند
nul(G) = m− n

درنتیجه:
nul (G) = nul (G\ {e})

ͬ باشد. م صفر مجموع جریان بودن دارا با تناقض در ،١ حالت مانند بنابراین
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ندارد. دوبخشͬ مؤلفه ی حاصل گراف ،G گراف از یال ی حذف با ،٢ حالت و ١ حالت بنابر پس
است شده ثابت و ندارد دوبخشͬ مؤلفه ی G\ {e} گراف است شده فرض کفایت، اثبات برای حال
ی ،e یال هر برای که ͬ شود م داده نشان ابتدا کار، این برای است. صفر مجموع جریان دارای Gگراف

است. ناصفر ،e با متناظر درایه ی که دارد وجود G گراف پوچ فضای در عنصر
دور، یال های به متناوب به طور −١ و ١ مقادیر اختصاص با آنگاه گیرد، قرار زوج دور روی e یال اگر

ͬ شود. م ثابت ح΄م بلافاصله
شامل G نیست، دوبخشͬ G\ {e} مؤلفه های از هیچ ی چون آنگاه باشد، G برشͬ یال ،e اگر
به بنابراین دارد. قرار مسیر این روی e یال که ͬ باشد م P مانند مسیر ی توسط متصل فرد دور دو
اختصاص مقدار اگر دهید. اختصاص −٢ و ٢ متناوب، به طور ͬ گیرند، م قرار مسیر روی که یال هایی
و دهید −١ مسیر، یال این با مجاور دور یال دو به سپس بود، ٢ مسیر انتهایی یال ی به شده داده
داده اختصاص مقدار اگر کنید. نام·ذاری ،−١ و ١ توسط متناوب به طور را، دور باقیمانده ی یال های
یال های و دهید ١ مسیر، یال این با مجاور دور یال دو به سپس بود، −٢ مسیر انتهایی یال ی به شده
پوچ فضای در عنصر ی درنتیجه کنید. نام·ذاری ،١ و −١ توسط متناوب به طور را، دور باقیمانده ی

است. ناصفر e با متناظر درایه ی که دارد وجود G وقوع ماتریس
ͬ شود، م نامیده C که فرد دور تعدادی روی ولͬ نگیرد قرار زوجͬ دور هیچ روی e که کنید فرض حال

داریم: و نیست e شامل که دارد وجود G در C١ فرد دور که است شده ادعا گیرد. قرار
|V (C ) ∩ V (C١) | ≤ ١

ͬ باشد م e شامل آنها از ی΄ͬ که ͬ شود م حاصل فرد دور دو ͬ باشد، م همبند G چون شود، ثابت ادعا اگر
در عنصر ی وجود دادن نشان برای قبل روش درنتیجه شده اند. متصل به هم P مسیر توسط دور دو و

ͬ رود. م به کار است، ناصفر e با متناظر درایه ی که G وقوع ماتریس پوچ فضای
ͬ باشد. م صفر برابر P مسیر طول |V (C ) ∩ V (C١)| = ١ حالت در که شود توجه

همچنین دارد. وجود نباشد، e شامل که فردی دور که شود داده نشان باید ابتدا ادعا اثبات برای
و نیست e شامل که فردی دور بین مشترک رئوس تعداد که شود ثابت باید فرد، دور وجود صورت در

است. ی مساوی یا کمتر فرد، دورهای بقیه ی
C ′ مانند فردی دور ،G گراف در بنابراین ͬ باشد. م فرد دور شامل نیست، دوبخشͬ G\ {e} چون
رأس دو بنابراین باشد، |V (C ′) ∩ V (C )| > ١ که کنید فرض حال نیست. e شامل که دارد وجود
مسیری uv کمان که کنید فرض همچنین است. V (C )∩V (C ′) به متعلق که دارد وجود v و u مانند

داریم: و ͬ باشد م e شامل که است C روی
V (uv) ∩ V (C ) ∩ V (C ′) = {u, v}

ͬ باشد. م v و uرأس دو از متش΄ل که دارد وجود C ′ روی متفاوت مسیر دو ͬ باشد، م فرد دوری C ′ چون
است. فرد عددی ٢k + ١ که ͬ شود، م y١ + y٢ = ٢k + ١ آنگاه شود، نامیده y٢ و y١ مسیر دو اگر

شامل و ͬ کند م متصل v رأس به را u رأس که مسیری اگر ͬ دهند. م تش΄یل را C دور نیز، مسیر دو
ͬ باشد. م x١ + x٢ = ٢k + ١ آنگاه شود، نامیده x٢ مسیر ،C دور بقیه ی و x١ مسیر ͬ باشد، م e یال
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ͬ شود. م x١ + y٢ = ٢k + ١ بنابراین ندارد، قرار زوجͬ دور هیچ روی e یال چون همچنین
درنتیجه:

(x١ + x٢) + (x١ + y٢) = ٢k,

که: گرفت نتیجه ͬ توان م رابطه این از که
x٢ + y٢ = ٢k =⇒ x٢ ≡ y٢ (٢ پیمانه ی (به

داریم: C ′ و C دور دو بودن فرد به توجه با
x١ ≡ y١ (٢ پیمانه ی (به =⇒ x١ + y١ = ٢k

نگرفته قرار زوجͬ دور هیچ روی e یال چون ͬ باشد، م تناقض که دارد وجود e شامل زوج دور ی بنابراین
پوچ فضای در عنصر ی درنتیجه است. شده ثابت ادعا و ͬ باشد م |V (C ) ∩ V (C ′)| ≤ ١ پس است.

است. ناصفر e با متناظر درایه ی که دارد وجود G وقوع ماتریس
باشد G وقوع ماتریس پوچ فضای در بردارها همه ی مجموعه ی We و e ∈ E (G) کنید فرض حال

ͬ باشد. م برداری فضای ،We به وضوح هستند. صفر e با متناظر درایه های که
برداری فضای W چون آنگاه W ⊆ ∪e∈E(G)We اگر باشد. G وقوع ماتریس پوچ فضای W کنید فرض
که ،W ⊆ We که به طوری دارد وجود e مانند یالͬ که است مشخص است، R نامتناهͬ میدان روی
کامل اثبات و است α ∈ W\ ∪e∈E(G) We که دارد وجود α مانند عنصر ی پس است. تناقض این

ͬ شود. م

vu
e

x١

y١

y٢

C′

C x٢

بوشیت حدس و صفر مجموع حدس بودن معادل ٢ . ٢
،E (G) یال های مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با است گرافͬ G دوجهته ٧ گراف .٢ . ٢ . ١ تعریف

است: شده جهت دهͬ مم΄ن حالت چهار از ی΄ͬ به یال هر که به طوری
٧Bidirected graph



٢٣ بوشیت حدس و صفر مجموع حدس بودن معادل

b b b b b b b b

داخل٩ͬ یال ، b b جهت دهͬ با یال ی و خارج٨ͬ یال ، b b جهت دهͬ با یال ی
ͬ شود. م نامیده معمول١٠ͬ یال ی خارجͬ، یال نه و باشد داخلͬ یال نه که یال ی ͬ شود. م نامیده

با v در دم با یال های همه ی مجموعه ی ،v ∈ V (G) هر برای باشد. دوجهته گرافͬ G کنید فرض
ͬ شود. م داده نشان E− (v) با v در سر با یال های همه ی مجموعه ی و E+ (v)

باشیم: داشته ،v ∈ V (G) هر برای اگر است، G برای دوجهته جریانͬ f : E (G) −→ R ∑تابع
e∈E+(v)

f (e) =
∑

e∈E−(v)

f (e) .

صفر هیچ جا دوجهته ی k‐جریان آنگاه ب·یرد، {±١, . . . ,± (k − ١)} مجموعه ی از مقداری f اگر
ͬ شود. م نامیده

صفر هیچ جا و صفر مجموع جریان های مفاهیم یافته ی تعمیم صفر، هیچ جا دوجهته ی جریان های
هیچ جا دوجهته ی جریان آنگاه کنیم، جهت دهͬ معمولͬ به صورت را G یال های همه ی اگر هستند.
به صورت یال هایGرا همه ی اگر و است، متناظر معمولͬ صفر هیچ جا جریان با جای·ذاری، این در صفر

است. متناظر صفر، مجموع جریان با دوجهته جریان آنگاه کنیم، جهت دهͬ داخلͬ یال
داد. ارائه را ذیل جالب حدس بوشیت ،١٩٨٣ سال در

باشد، داشته صفر هیچ جا دوجهته ی جریان که دوجهته گراف هر بوشیت. حدس [۶] .٢ . ٢ . ٢ حدس
بود. خواهد صفر هیچ جا دوجهته ی ۶‐جریان ی دارای

به را ٢١۶ زی΄ا١١ سپس شود. جابجا ٢١۶ با ۶ اگر است درست فوق حدس که داد نشان بوشیت
.[٩] کرد اثبات ،١٢ با ۶ کردن جابجا با را بوشیت حدس دیواس١٢ همچنین .[٢٨] داد کاهش ٣٠

مجموع حدس که شود داده نشان کافیست بوشیت، حدس اثبات برای که ͬ دهد م نشان بعد قضیه ی
است. درست صفر

معادلند. صفر مجموع حدس و بوشیت حدس [١] .٢ . ٢ . ٣ قضیه
درستͬ و است برقرار حدس دو این از ی΄ͬ کرد فرض باید حدس، دو این بودن معادل اثبات برای برهان.

است. درست بوشیت حدس که است شده فرض ابتدا گرفت. نتیجه آن از را، دی·ر حدس
توسط ،G دوجهته ی گراف باشد. H روی صفر مجموع جریان f و جهت بدون گرافͬ H کنید فرض
به ،f تابع مقادیر همان اگر ͬ باشند. م داخلͬ یال آن، یال های همه ی که است شده ساخته طوری ،H
هیچ جا دوجهته ی جریان ،Gدوجهته ی گراف که دید ͬ توان م به سادگͬ شود، داده یال هایGاختصاص

٨Out-edge
٩In-edge

١٠Ordinary edge
١١Zyka
١٢DeVos



گراف ها در صفر مجموع جریان ٢۴

به توجه با و ͬ باشد م ∑
e∈E+(v) f (e) = ٠ نداریم، دم با یال ،v ∈ V (G) هر برای چون دارد. صفر

داریم: v ∈ V (G) هر برای درنتیجه است، ∑e∈E−(v) f (e) = ٠ نیز، f ∑مقادیر
e∈E+(v)

f (e) =
∑

e∈E−(v)

f (e)

،G برای بوشیت، حدس به توجه با بنابراین است. برقرار G برای صفر هیچ جا دوجهته ی جریان پس
۶‐جریان ی ،f ′ درنتیجه ͬ شود. م نامیده f ′ که دارد وجود صفر هیچ جا دوجهته ی ۶‐جریان ی
که گرافͬ هر یعنͬ ͬ باشد. م صحیح صفر مجموع حدس و است H جهت بدون گراف برای صفر مجموع

دارد. صفر مجموع ۶‐جریان ی باشد، صفر مجموع جریان دارای
صحیح بوشیت حدس آنگاه باشد، برقرار صفر مجموع حدس اگر که است شده داده نشان سپس

است.
G یال های همه ی جهت باشد. G روی صفر هیچ جا دوجهته ی جریان g و دوجهته گرافͬ G کنید فرض

کنید. نام·ذاری H توسط را حاصل گراف و کرده حذف را
a مقدار ،H در متناظر یال به ،( b ba ) بود، a مقدار با خارجͬ یال ،G گراف در یالͬ اگر حال
اگر ،( b b−a ) دهید، −a مقدار ،( b ba ) بود، a مقدار با داخلͬ یال اگر ،( b ba ) دهید،
با ،٢ به طول مسیری با را، H در متناظر یال ،( b ba یا b ba ) بود، a مقدار با معمولͬ یال

ͬ باشد: م زیر به صورت H یال هر برای ذیل مقادیر که ͬ کنیم م ملاحظه کنید. عوض −a و a مقادیر

G

b b b b b b b b
u v

a
u v

a
u v

a
u v

a

H

b b b b b b b bb b
u v

a
u v

−a a −a
u v u v

−a a

تنها و اگر ͬ کنند، م تعریف H برای صفر مجموع k‐جریان ی مقادیر این که دید ͬ توان م به راحتͬ
نتیجه است، برقرار صفر مجموع حدس چون حال، باشد. G برای صفر هیچ جا k‐جریان ی ،g اگر
هیچ جا دوجهته ی ۶‐جریان ی دارای ،G بنابراین دارد. صفر مجموع ۶‐جریان ی ،H که ͬ گیریم م

ͬ باشد. م صحیح بوشیت حدس و است صفر

منتظم گراف های در صفر مجموع جریان ٢ . ٣
مجموع ۵‐جریان ی دارای ٣‐منتظم، گراف هر دادند نشان هم΄ارانش و اکبری ،٢٠٠٩ سال در
دارد صفر مجموع ٣‐جریان ی r‐منتظم، گراف هر آنگاه باشد، زوج عددی r ≥ ۴ اگر و است صفر



٢۵ منتظم گراف های در صفر مجموع جریان

،(r ≥ ٣) r‐منتظم گراف هر کردند ثابت هم΄ارانش دی·ر و اکبری ،٢٠١٠ سال در آن از پس .[٢]
مجموع ۵‐جریان ی r‐منتظم، گراف هر آنگاه ،٣ | r اگر و است صفر مجموع ٧‐جریان ی دارای
مجموع ی۵‐جریان دارای ،(r ≥ ٣) r‐منتظم گراف هر که زدند حدس اساس این بر .[١] دارد صفر
باشد، r ̸= ۵ و r ≥ ٣ که r‐منتظمͬ گراف های برای را خود حدس ٢٠١٢ سال در .[١] است صفر
نیز ۵‐منتظم گراف های برای حدسشان که دادند نشان ٢٠١۶ سال در نهایت در .[٣] کردند ثابت

.[۴] ͬ باشد م درست
منتظم گراف های در صفر مجموع جریان با رابطه در شده ارائه قضایای بررسͬ به بخش این در
است. شده آورده [٢] ͽمرج در آن اثبات که است شده ارائه مقابل لم قضایا، این اثبات برای ͬ پردازیم. م
،Gدرجه ی٣گراف رئوس توسط حاصل زیرگراف و باشد همبند Gی{١,٣}‐گراف اگر [٢] .٢ . ٣ . ١ لم
f (e) ∈ {−٢,١,۴} که به طوری دارد وجود E (G) روی ،f مانند تابعͬ آنگاه باشد، همبند ٢‐یال
نیز، e آویزان یال هر برای و ͬ باشد م برقرار ،٣ درجه ی رأس هر برای صفر مجموع قاعده ی و است
باشد. شده داده اختصاص پیش از مقدار دارای باید e آویزان یال ی بعلاوه، است. f (e) ∈ {−٢,۴}

است. صفر مجموع ۵‐جریان ی دارای ٣‐منتظم گراف هر [٢] .٢ . ٣ . ٢ قضیه
گراف هر که به طوری است آمده به دست ٣‐منتظم گراف هر برای قوی تری نتیجه ی ͽواق در برهان.
و دارد قرار {٢−,١,۴} مجموعه ی در آن مقادیر که دارد صفری مجموع جریان ،G مانند ٣‐منتظم

ͬ باشد. م ۴ یا −٢ برشͬ یال هر مقدار
زیرگراف هر که است شده ساخته به گونه ای G توسط T ریشه دار درخت قضیه، این اثبات برای
یال های همه ی شامل E (T ) و است شده گرفته نظر در T رأس ی ،G همبند ٢‐یال ماکسیمال
برای صفر مجموع ۵‐جریان ی مرحله، به مرحله ،T درخت روی حرکت با حال ͬ باشد. م G برشͬ
H یال هر به ،٢ . ٣ . ١ لم از استفاده با ͬ کنیم. م شروع دارد، نام H که T ریشه ی از ͬ شود. م یافت G
یال هر و ͬ باشد م {٢−,١,۴} مجموعه ی به متعلق مقادیر این که است شده داده اختصاص مقداری
قاعده ی ،v ∈ V (H) هر برای که به طوری است گرفته ۴ یا −٢ مقدار است، متصل H به که ،G برشͬ
H ′ کنید فرض ͬ کنیم. م حرکت T مرحله ی این بعدی رأس سمت به سپس است. برقرار صفر مجموع
که دارد وجود H ′ به متصل ،G برشͬ یال ی تنها فرایند، از مرحله این در باشد. T در H مجاور رأس

شده اند. علامت گذاری ۴ یا −٢ توسط
H برای که روشͬ همان و شده اند علامت گذاری نیز H ′ یال های ،٢ . ٣ . ١ لم بردن به کار با حال،
صفر مجموع ۵‐جریان ی ،G برای روش، این ادامه ی با ͬ شود. م اجرا نیز H ′ برای شد، برده به کار

ͬ آید. م به دست

ی r‐منتظم، گراف هر آنگاه ،r ≥ ۴ و باشد زوج صحیح عدد ی r کنید فرض [٢] .٢ . ٣ . ٣ قضیه
دارد. صفر مجموع ٣‐جریان

،G ،٣۴ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با حالت، این در باشد. زوج r با r‐منتظم Gگرافͬ کنید فرض برهان.
را G رئوس همه ی که ͬ باشد م مجزایی دورهای به افراز قابل G یال های یعنͬ ͬ باشد. م ٢‐فاکتورپذیر



گراف ها در صفر مجموع جریان ٢۶

−١ و ٢‐فاکتورها از نیمͬ یال های به را ١ مقدار آنگاه باشد، زوج ٢‐فاکتورها تعداد اگر ͬ پوشانند. م
هر برای ،−١ و ١ مقادیر با صفر مجموع قاعده ی درنتیجه دهید. اختصاص دی·ر نیمه ی یال های به را

ͬ کند. م صدق G رأس
یال های به را ٢ و کرده انتخاب را F٣ و F٢ ،F١ ٢‐فاکتور سه آنگاه باشد، فرد ٢‐فاکتورها تعداد اگر
و ͬ باشد م زوج باقیمانده ٢‐فاکتورهای تعداد حال دهید. اختصاص F٣ و F٢ یال های به را −١ و F١
برقرار صفر مجموع قاعده ی ،G رأس هر برای نیز، حالت این در درنتیجه ͬ گردیم. برم اثبات ابتدای به

ͬ باشد. م صفر مجموع ٣‐جریان ی دارای ،G گراف بنابراین است.

٧‐جریان ی دارای ،G بنابراین .(r ≥ ٣) باشد r‐منتظم گرافͬ G کنید فرض [١] .۴ . ٢ . ٣ قضیه
دارد. صفر مجموع ۵‐جریان ی ،G آنگاه ،٣ | r اگر است. صفر مجموع

است. شده تعریف G′ جدید گراف ابتدا قضیه، اثبات برای برهان.
{v١, . . . , vn} و {u١, . . . , un}بخش دو با دوبخشͬ ′Gگرافͬ Vو (G) = {١, . . . , n} کنید فرض
فرض باشند. مجاور G در j و i رأس دو اگر تنها و اگر است، شده متصل vj به ui ،G′ گراف در باشد.

داریم: آنگاه باشد. uivj یال مقدار aij و باشد داشته صفر مجموع جریان ی‐k ،G′ کنید

aij ∈ {±٢±,١, . . . ,±(k − ١)}

∑و
vj∈N(ui)

aij = ٠,
∑

uj∈N(vi)

aji = ٠.

صفر مجموع −٢k)‐جریان ١) ی زیر، روش به آنگاه باشد، aij + aji ̸= ٠ ,iها، j همه ی به ازای اگر
ͬ شود. م ساخته G برای

ͬ باشد، م aij = aji و aij ̸= ٠ چون باشد. G در j و i مجاور رأس دو بین یال eij کنید فرض
این با است. شده داده اختصاص eij به bij = aij + aji بنابراین ͬ شود. م صفر مخالف نیز aij + aji

داریم: فرض
bij ∈ {±١, . . . ,± (٢k − ٢)}

ͬ شود: م یافت ∑پس
j∈N(i)

bij =
∑

vj∈N(ui)

aij +
∑

uj∈N(vi)

aji = ٠.

ͬ کند. م تعریف G برای صفر مجموع ٢k)‐جریان − ١) ی ،bij عدد یعنͬ این و
آنگاه باشد، داشته صفر مجموع k‐جریان ی ،G توسط شده ساخته ،G′ دوبخشͬ گراف اگر پس

است. صفر مجموع ٢k)‐جریان − ١) ی دارای ،G گراف
،(١ . ١ . ٣٢) هال ازدواج قضیه ی از استفاده با است، دوبخشͬ r‐منتظم گراف ی G′ چون حال
مجموعه ی Er و . . . ،E٢ ،E١ کنید فرض شوند. افراز کامل تطابق r به ͬ توانند م G′ یال های همه ی

باشند. تطابق ها این یال های



٢٧ منتظم گراف های در صفر مجموع جریان

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت f (e) و است شده فرض s = r/٣ آنگاه ،٣ | r اگر

f (e) =

٢ e ∈ E١ ∪ E٢ ∪ · · · ∪ Es,

−١ e ∈ Es+١ ∪ · · · ∪ E٣s.

داریم: G′ رأس هر برای چون است، G′ برای صفر مجموع ٣‐جریان ی ،f است بدیهͬ تعریف این با
∑
e∈Er

f (e) = (٢)
(
r

٣

)
+(−١)

(
r − r

٣

)
= (٢)

(
r

٣

)
+(−١)

(
٢r
٣

)
=

(
٢r
٣

)
+

(
−٢r
٣

)
= ٠

٣‐جریان ی دارای ،G′ دوبخشͬ گراف چون درنتیجه ͬ کند. م صدق نیز aij + aji ̸= ٠ رابطه ی در و
دارد. صفر مجموع ۵‐جریان ی ،G r‐منتظم گراف پس است، صفر مجموع

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت f (e) و است شده فرض r = ٣s+۴ آنگاه ،(٢ پیمانه ی (به r ≡ ١ اگر

f (e) =



٢ e ∈ E١ ∪ E٢ ∪ · · · ∪ Es, s > ٠

−١ e ∈ Es+١ ∪ · · · ∪ E٣s, s > ٠

٣ e ∈ E٣s+١

−١ e ∈ E٣s+٢ ∪ E٣s+٣ ∪ E٣s+۴

داریم: G′ رأس هر برای و ͬ باشد م ٣s = r − ۴ آنگاه است، r = ٣s+ ۴ چون
∑
e∈Er

f (e) = (٢)
(
r − ۴
٣

)
+ (−١)

[
(r − ۴)−

(
r − ۴
٣

)]
+ (٣) (١) + (−١) (٣)

=

(
٢r − ٨
٣

)
+

(
− (٣r − ١٢− r + ۴)

٣

)
+ (٣) + (−٣)

=

(
٢r − ٨
٣

)
+

(
− (٢r − ٨)

٣

)
+ (٣) + (−٣)

= ٠.

بالا، بحث از استفاده با که است G′ دوبخشͬ گراف برای صفر مجموع ۴‐جریان ی ،f تابع درنتیجه
ͬ دهد. م G r‐منتظم گراف برای صفر مجموع ٧‐جریان ی

تعریف زیر به صورت نیز f (e) و است شده فرض r = ٣s+۵ آنگاه ،(٢ پیمانه ی (به r ≡ ٢ اگر حال
ͬ شود: م

f (e) =



٢ e ∈ E١ ∪ E٢ ∪ · · · ∪ Es, s > o

−١ e ∈ Es+١ ∪ · · · ∪ E٣s, s > o

−٣ e ∈ E٣s+١ ∪ E٣s+٢

٢ e ∈ E٣s+٣ ∪ E٣s+۴ ∪ E٣s+۵



گراف ها در صفر مجموع جریان ٢٨

داریم: G′ رأس هر برای ∑درنتیجه
e∈Er

f (e) = (٢)
(
r − ۵
٣

)
+ (−١)

[
(r − ۵)−

(
r − ۵
٣

)]
+ (−٣) (٢) + (٢) (٣)

=

(
٢r − ١٠

٣

)
+

(
− (٣r − ١۵− r + ۵)

٣

)
+ (−۶) + (۶)

=

(
٢r − ١٠

٣

)
+

(
− (٢r − ١٠)

٣

)
+ (−۶) + (۶)

= ٠.

r‐منتظم گراف برای که ′Gاست دوبخشͬ گراف برای صفر مجموع ۴‐جریان ی نیز، f تابع بنابراین
ͬ دهد. م صفر مجموع ٧‐جریان ی ،G

v رأس m‐گسترش١٣ باشد. k درجه ی با G گراف از دلخواه رأس ی v کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ تعریف
k−m به v٢ و v دلخواه همسایه ی m به v١ اتصال و ،{v١, v٢} رأس دو با v تعویض ،١ ≤ m ≤ k که

است. v باقیمانده ی همسایه ی
که گراف هر آنگاه باشد، داشته صفر مجموع k‐جریان ی r‐منتظم، گراف هر اگر [١] .۶ . ٢ . ٣ قضیه

است. صفر مجموع k‐جریان ی دارای نیز، باشند بخشپذیر r بر درجاتش
.(ℓ > ١) باشد deg (v) = ℓr و v ∈ V (G) همچنین باشد. گراف ی G کنید فرض برهان.

درجه ی از v١ که کرد v رأس جای·زین را v٢ و v١ رأس دو ͬ توان م ،v رأس r‐گسترش ی از استفاده با
جابجا r درجه ی از {u١, . . . , uℓ} رأس ℓ با v روش، این تکرار با ͬ باشد. م (ℓ− ١) r درجه ی از v٢ و r
به متصل یال های بین تناظر ی است بدیهͬ است. شده داده نشان G′ با حاصل گراف ͬ شود. م
ی ،G′ برای صفر مجموع k‐جریان هر بنابراین دارد. وجود v به متصل یال های و {u١, . . . , uℓ}

ͬ کند. م فراهم G برای صفر مجموع k‐جریان
r‐منتظم گراف ی درنتیجه دهید. انجام را بالا روش است، r از بزرگ تر درجه اش رأسGکه هر برای
G بنابراین است. صفر مجموع k‐جریان ی دارای گراف، این فرض، از استفاده با و ͬ شود م حاصل

دارد. صفر مجموع k‐جریان ی نیز،

ی دارای ،G آنگاه بخشپذیرند، ٣ بر درجاتش همه ی که باشد گرافͬ G کنید فرض [١] .٢ . ٣ . ٧ نتیجه
ͬ باشد. م صفر مجموع ۵‐جریان

دو ͬ توان م ،v ∈ V (G) رأس هر برای ٣‐گسترش ی از استفاده با ،۶ . ٢ . ٣ قضیه ی همانند برهان.
به طوری است، ٣ (ℓ− ١) درجه ی از v٢ و ٣ درجه ی از v١ که کرد v رأس جای·زین را v٢ و v١ رأس
ͬ شود. م جابجا ٣ درجه ی از {u١, . . . , uℓ} رأس ℓ با v روش، این تکرار با ͬ باشد. م ℓ = deg(v)

٣ که
١٣m-blowing



٢٩ منتظم گراف های در صفر مجموع جریان

از استفاده با درنتیجه است. ٣‐منتظم که ͬ شود م حاصل گرافͬ رأس، هر برای فرایند این ادامه ی با
دارد. صفر مجمموع ۵‐جریان ی ،G گراف ،٢ . ٣ . ٢ قضیه ی

تحقیق، برای ندارند. صفر مجموع ۴‐جریان که دارند وجود منتظم گراف های برخͬ .٢ . ٣ . ٨ ملاحظه
۴‐جریان ی گراف این که خلف)، (فرض کنید فرض ب·یرید. نظر در را ٢ . ٣ ش΄ل در شده داده گراف
ͬ توانند نم همه ͬ باشد، م صفر رأس، ی به متصل یال سه هر مقادیر مجموع چون دارد. صفر مجموع
طرف از شود. ظاهر ٢ یا −٢ رأس، هر به متصل یال های از ی΄ͬ دقیقاً روی باید بنابراین باشند، فرد
با G یال های بنابراین شوند. ظاهر رأس ی همسای·ͬ در ͬ توانند نم نیز، ٢ قدرمطلق با عدد دو دی·ر،

ͬ دهند. م تش΄یل کامل تطابق ی ±٢ مقادیر
o (G− v) ≥ ١ درنتیجه و o (G− v) = ٣ چون ،(١ . ١ . ٣٣) تات مشهور قضیه ی از استفاده با اما
‐۴ شده، داده گراف پس ͬ آید. م به وجود تناقض درنتیجه ندارد. کامل تطابق G بنابراین ͬ باشد، م

ندارد. صفر مجموع جریان

b

b

bb

b b

b b

b

b

b

b b

b

b

b

v

صفر مجموع ۴‐جریان بدون ٣‐منتظم گرافͬ :٢ . ٣ ش΄ل

٢r ≤ q ≤ ۴r که ،q زوج صحیح عدد هر برای آنگاه باشد، r‐منتظم گرافͬ G اگر [٣] .٢ . ٣ . ٩ لم
داریم: ،u ∈ V (G) هر برای که به طوری دارد وجود f : E (G) −→ {٢,٣,۴} مانند تابعͬ ∑است،

v∈NG(u)

f (uv) = q

نامیده G′ حاصل گراف و شده اضافه G گراف به e′ = uv جدید یال ،e = uv یال هر به ازای برهان.
،G′ ،٣۴ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با ͬ باشد. م ٢r‐منتظم چندگانه ی گراف یG′ به وضوح، است. شده

ͬ باشد. م Fr و . . . ،F٢ ،F١ ٢‐فاکتورهای با ٢‐فاکتورگیری دارای
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است: شده تعریف زیر به صورت g : E(G′) −→ {١,٢} تابع ،١ ≤ i ≤ r که ،e ∈ Fi هر برای حال

g (e) =

٢, ١ ≤ i ≤ q−٢r
٢ ;

١, q−٢r
٢ < i.

∑چون
v∈NG′ (u)

g (uv) = ٢
[
(٢)

(
q − ٢r
٢

)
+ (١)

(
r − q − ٢r

٢

)]

= ٢
(
٢q − ۴r

٢ +
٢r − q + ٢r

٢

)
= ٢

(
٢q − ۴r + ۴r − q

٢

)
= ٢

(
q

٢

)
= q,

داریم: ،u ∈ V (G′) هر برای درنتیجه ∑است،
v∈NG′ (u)

g (uv) = q.

f : E (G) −→ {٢,٣,۴} تابع ،G r‐منتظم گراف برای بنابراین دارد، ٢ یا ١ مقدار G′ یال هر
،e = uv ∈ E (G) هر برای که است شده تعریف طوری

f (e) = g (e) + g (e′)

است. G′ در e′ = uv که ͬ باشد م
u ∈ V (G) هر برای پس ،∑v∈NG′ (u) g (uv) = q داریم ،u ∈ V (G′) هر برای چون ،f تعریف طبق

داریم: ∑نیز
v∈NG(u)

f (uv) = q.

به طوری دارد وجود f : E (G) −→ {٢,٣,۴} تابع یعنͬ است، آمده به دست موردنظر نتیجه ی بنابراین
داریم: ،u ∈ V (G) هر برای ∑که

v∈NG(u)

f (uv) = q.

۵‐جریان ی دارای r‐منتظم، گراف هر آنگاه ،r ̸= ۵ و r ≥ ٣ کنید فرض [٣] .٢ . ٣ . ١٠ قضیه
است. صفر مجموع

همچنین است. برقرار ح΄م ،٢ . ٣ . ٣ قضیه ی طبق آنگاه باشد، r ≥ ۴ و زوج صحیحͬ عدد r اگر برهان.
است. برقرار ح΄م نیز، ۴ . ٢ . ٣ قضیه ی به توجه با آنگاه ،٣ | r اگر
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قضیه ی بنابه آنگاه باشد. ٧‐منتظم گرافͬ G کنید فرض است. شده ثابت r = ٧ برای قضیه ابتدا
،٣۴ . ١ . ١ قضیه ی بنابه ͬ باشد. H٢م گراف۴‐منتظم H١و گراف٣‐منتظم مجزای Gاجتماع ،٣۶ . ١ . ١

شود. تجزیه H ′′
٢ و H ′

٢ ٢‐فاکتور دو به ͬ تواند م H٢

f : E (H١) −→ {٢,٣,۴} مانند تابعͬ ،٢ . ٣ . ٩ لم از استفاده با ،H١ ٣‐منتظم گراف برای حال
داریم: ،u ∈ V (H١) هر برای که به طوری دارد ∑وجود

v∈NH١ (u)

f (uv) = ٨.

قاعده ی گراف، رأس هر برای بنابراین دهید. Hاختصاص ′′
٢ Hو ′

٢ یال های٢‐فاکتورهای به را −٢ حال،
دارد. صفر مجموع ۵‐جریان ی ٧‐منتظم، گراف هر درنتیجه و است برقرار صفر مجموع

k ≤ ٢r
٣ که ،k هر برای ،٣۶ . ١ . ١ قضیه ی بنابه باشد. فرد صحیح عدد ی ،r ≥ ١١ کنید فرض حال،
هستند. منتظم مؤلفه هایش که است k]‐فاکتوری − ١, k] دارای ،G r‐منتظم گراف ͬ باشد، م

اجتماع H١ که باشد G از k]‐فاکتوری − ١, k] ،H و باشد k′ = r − k و k =
⌊٢r
٣
⌋ کنید فرض

است. H k‐منتظم مؤلفه های اجتماع H٢ و H k)‐منتظم − ١) مؤلفه های
چون حال

٢k′ = ٢ (r − k) = ٢r − ٢k

= ٢r − ٢
⌊
٢r
٣

⌋
≥ ۶r

٣ − ۴r
٣

=
٢r
٣ ≥

⌊
٢r
٣

⌋
پس است،

k ≤ ٢k′.

داریم: r هر برای کلͬ حالت در
٢r − ٢
٣ ≤

⌊
٢r
٣

⌋
.

چون

٢k′ = ٢ (r − k) = ٢r − ٢k = ٢r − ٢
⌊
٢r
٣

⌋
≤ ٢r − ٢

(
٢r − ٢
٣

)
= ٢r −

(
۴r − ۴
٣

)
=
۶r
٣ −

(
۴r − ۴
٣

)
=
٢r
٣ +

۴
٣

داریم: همچنین و ͬ باشد م

٢k − ۴ = ٢
⌊
٢r
٣

⌋
− ۴ ≥ ٢

(
٢r − ٢
٣

)
− ۴,
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دهیم: نشان کافیست ،٢k′ ≤ ٢k − ۴ دادن نشان برای درنتیجه
٢r
٣ +

۴
٣ ≤ ٢

(
٢r − ٢
٣

)
− ۴, (٢ . ١)

داریم: بنابراین باشد. برقرار (٢ . ١) رابطه ی کنید فرض
٢r + ۴ ≤ ٢ (٢r − ٢)− ١٢ ⇒ ٢r + ۴ ≤ ۴r − ١۶

درنتیجه:
٢r ≥ ٢٠ ⇒ r ≥ ١٠.

داریم: ،r ≥ ١٠ هر برای نهایت در است. برقرار (٢ . ١) رابطه ی ،r ≥ ١٠ هر برای بنابراین
٢k′ ≤ ٢r

٣ +
۴
٣ ≤ ٢

(
٢r − ٢
٣

)
− ۴ ≤ ٢k − ۴.

رابطه ی ،r ≥ ١٠ هر برای دادیم نشان پس
k ≤ ٢k′ ≤ ٢k − ۴ (٢ . ٢)

است. برقرار
داریم: (٢ . ٢) رابطه ی از استفاده با حال،

٢k + ۴ ≤ ۴k′ + ۴ ≤ ۴k − ۴.

که: دارد وجود ۴k′ + ۴ زوج صحیح عدد ،٢k − ٢ < ٢k + ۴ چون
٢ (k − ١) ≤ ۴k′ + ۴ ≤ ۴ (k − ١) .

هر برای که به طوری دارد، وجود f : E (H١) −→ {٢,٣,۴} مانند تابعͬ ،٢ . ٣ . ٩ لم بنابه بنابراین
داریم: ،u ∈ V (H١)∑

v∈NH١ (u)

f (uv) = ۴k′ + ۴.

دهید. اختصاص E (G) \E (H١) یال هر به را −۴ حال
داریم: نیز (٢ . ٢) رابطه ی از استفاده با همچنین

٢k ≤ ۴k′ ≤ ۴k − ٨.

که دارد وجود ۴k′ زوج صحیح عدد ،۴k − ٨ < ۴k چون
٢k ≤ ۴k′ ≤ ۴k.

هر برای که به طوری دارد وجود f = E (H٢) −→ {٢,٣,۴} مانند تابعͬ نیز، ٢ . ٣ . ٩ لم بنابه بنابراین
داریم: ،v ∈ V (H٢)∑

v∈NH٢ (u)

f (uv) = ۴k′.
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دهید. اختصاص E (G) \E (H٢) یال هر به را −۴ درنهایت
r‐منتظم، گراف هر بنابراین است. برقرار صفر مجموع قاعده ی گراف، رأس هر برای درنتیجه

است. صفر مجموع ۵‐جریان ی دارای

همچنین .(n ≥ ١) باشد، همبند n‐یال چندگانه ی گراف ی G کنید فرض [١٨ ،١٧] .٢ . ٣ . ١١ لم
باشد: زیر به صورت تابعͬ f و ٠ < θ < ١ که به طوری باشد حقیقͬ عددی θ کنید فرض

f : V (G) −→ {٠,١,٢, . . . } .

f‐فاکتور ی دارای ،G گراف آنگاه باشد، برقرار ،(iiib) یا (iiia) از ی΄ͬ و (ii) ،(i) گزاره های اگر
است.

باشد. زوج ∑v∈V (G) f (v) (i)

.∑v∈V (G) |f (v)− θdG (v)| < ٢ (ii)

.n (١− θ) ≥ ١ و nθ ≥ ١ (iiia)

m ∈ {n, n+ ١} که به طوری ،m (١− θ) ≥ ١ و باشد زوج اعداد شامل {f (v)} مجموعه ی (iiib)

.(٢ پیمانه ی m(به ≡ ١ و

اگر باشد. همبند ٢‐یال چندگانه ی [٢,۵]‐گراف ی ،G کنید فرض [۴] .٢ . ٣ . ١٢ لم

٣ |{v ∈ V (G) : dG (v) = ٢}|+ ٢ |{v ∈ V (G) : dG (v) = ٣}|

+ |{v ∈ V (G) : dG (v) = ۴}| ≤ ۴,

ͬ باشد. م ٢‐فاکتور ی دارای ،G گراف آنگاه

θ = ٢
۵ و است شده تعریف f (v) = ٢ به صورت ،v ∈ V (G) هر برای V (G) روی f تابع برهان.

داریم: درنتیجه است، f (v) = ٢ چون آنگاه باشد، k برابر گراف رئوس تعداد اگر است. شده ∑فرض
v∈V (G)

f (v) = ٢k

است. برقرار (i) گزاره ی و ͬ باشد م زوج ∑v∈V (G) f (v) بنابراین
داریم: همچنین

∑
v∈V (G)

|f (v)− θdG (v)| =
∑

v∈V (G)

∣∣∣∣٢− ٢
۵dG (v)

∣∣∣∣ = ٢
۵

∑
v∈V (G)

|۵− dG (v)| .

است: شده تعریف زیر به صورت Ti مجموعه ی ،٢ ≤ i ≤ ۵ هر برای

Ti = {v : dG (v) = i}
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∑درنتیجه:
v∈V (G)

|f (v)− θdG (v)| = ٢
۵
∑
v∈T٢

|۵− dG (v)|+ ٢
۵
∑
v∈T٣

|۵− dG (v)|

+
٢
۵
∑
v∈T۴

|۵− dG (v)|+ ٢
۵
∑
v∈T۵

|۵− dG (v)|

=
٢
۵(٣ |T٢|+ ٢ |T٣|+ |T۴|+ ٠)

=
٢
۵(٣ |{v ∈ V (G) : dG (v) = ٢}|

+ ٢ |{v ∈ V (G) : dG (v) = ٣}|

+ |{v ∈ V (G) : dG (v) = ۴}|)

≤ ٨
۵ < ٢

است. برقرار نیز (ii) گزاره ی و ∑v∈V (G) |f (v)− θdG (v)| < ٢ بنابراین
شامل {f (v)} مجموعه ی ͬ باشد، م f (v) = ٢ به صورت f تابع ،v ∈ V (G) هر برای چون حال

است. زوج اعداد
(به m ≡ ١ چون و باشد m ∈ {٢,٣} باید است همبند ٢‐یال گراف ی ،G گراف چون همچنین

بنابراین: است. m = ٣ درنتیجه ͬ باشد، م (٢ پیمانه ی

m (١− θ) = ٣
(
١− ٢

۵

)
=
٩
۵ ≥ ١

است. برقرار نیز (iiib) گزاره ی و
ͬ باشد. م ٢‐فاکتور ی دارای ،G گراف ،٢ . ٣ . ١١ لم به توجه با پس

شود. یافته تعمیم {١,٣}‐گراف، هر برای ͬ تواند م ٢ . ٣ . ١ لم که ͬ دهد م نشان بعد لم
مقدار هر برای باشد. G آویزان یال ی h و همبند {١,٣}‐گراف ی G کنید فرض [۴] .٢ . ٣ . ١٣ لم
f (h) = α که به طوری دارد وجود f : E (G) −→ {−٢,١,۴} مانند تابعͬ ،α ∈ {−٢,۴} دلخواه
مجموعه ی در آویزان یال هر مقدار و ͬ باشد م برقرار ،٣ درجه ی رأس هر در صفر مجموع قاعده ی و است

دارد. قرار {−٢,۴}
همبند ٢‐یال ماکسیمال زیرگراف هر که ب·یرید نظر در طوری Gرا از حاصل T ریشه دار درخت برهان.
که به طوری باشد، G برشͬ یال های همه ی شامل E (T ) و باشد شده گرفته نظر در T رأس ی ،G
شده ی داده آویزان یال به و ͬ باشد م همبند ٢‐یال ماکسیمال زیرگراف که است رئوسͬ از ی΄ͬ T ریشه ی
شده گرفته نظر در همبند ٢‐یال زیرگراف ی نیز، رأس ی با زیرگراف ی همچنین است. متصل h

است.
به را نظر مورد مقادیر ͬ توان م آنگاه باشد، رأس ی شامل ریشه اگر کنید. شروع T ریشه ی از حال،
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کنید فرض بنابراین باشد. برقرار صفر مجموع قاعده ی که داد اختصاص طوری ریشه به متصل یال سه
دارای حداقل دارد، نام H و است T ریشه ی با متناظر که G از همبندی ٢‐یال ماکسیمال زیرگراف که
همه ی کردن اضافه با ،H همبند ٢‐یال ماکسیمال زیرگراف از که G از زیرگرافͬ پس باشد. ٢ مرتبه ی
ͬ کند. م صدق ٢ . ٣ . ١ لم شرایط در که است گرافͬ است، شده حاصل ،H با مجاور G برشͬ یال های
{−٢,١,۴} مقادیر از ،T ریشه ی به متصل یال های به f نسبت دهͬ ی ،٢ . ٣ . ١ لم از استفاده با حال

ͬ باشد. م f (h) = α همچنین و دارند زوج مقدار آویزان یال های که داریم،
ریشه ی فرزند با متناظر که K مانند G از همبندی ٢‐یال ماکسیمال زیرگراف ی اثبات، ادامه ی در
وصل ریشه به را K که یالͬ که کنید استفاده به گونه ای را ٢ . ٣ . ١ لم دوباره و ب·یرید نظر در ͬ باشد، م T
را نظر مورد تابع ͬ توان م روند این ادامه ی با باشد. ٢ . ٣ . ١ لم در شده داده آویزان یال با متناظر ͬ کند، م

آورد. به دست G گراف یال های مجموعه ی روی

همه ی مجموعه ی ،{e١, . . . , es} ⊆ E (G) و همبند {١,۵}‐گراف ی G اگر [۴] .١۴ . ٢ . ٣ لم
تابعͬ آنگاه باشد، همبند ٢‐یال گرافͬ ،G − {e١, . . . , es} اگر همچنین و باشد G آویزان یال های
درجه ی رأس هر برای که به طوری دارد وجود f (e) ∈ {±٣±,٢±,١,±۴} با E (G) روی f مانند
ͬ باشد. م f (ei) ∈ {−٢,٢,۴} نیز، i = ١, . . . , s هر برای و است برقرار صفر مجموع قاعده ی ،۵

باشد. داشته شده داده اختصاص پیش از مقدار باید el آویزان یال ی بعلاوه،
هستند. صحیح اعدادی ،٠ ≤ q ≤ ۴ و p ≥ ٠ که به طوری باشد، s = ۵p + q کنید فرض برهان.
آویزان یال ۵p گراف، آویزان یال ۵p + q بین از ͬ باشد. م ۵p + q برابر G آویزان یال های تعداد یعنͬ
گروه هر انتهایی نقاط باشد. یال ۵ شامل گروه هر که به طوری کنید، افراز گروه p به و کرده انتخاب را
. . . ،v٢ ،v١ جدید رئوس شود. حاصل ۵ درجه ی از جدید رأس p تا کرده همانند را آویزان یال های از
توسط را حاصل چندگانه ی گراف و کرده حذف G از را باقیمانده آویزان یال q شده اند. نامیده vp و
را زیر خاصیت H است، شده حاصل آویزان یال q حذف به وسیله ی G از H چون کنید. نام·ذاری H

داراست:
٣ |{v : dH (v) = ٢}|+ ٢ |{v : dH (v) = ٣}|+ |{v : dH (v) = ۴}| ≤ ۴.

یال های همه ی به ͬ باشد. م F مانند ٢‐فاکتوری دارای H گراف ،٢ . ٣ . ١٢ لم از استفاده با بنابراین
همچنین دهید. −٢ مقدار نیز، H باقیمانده ی یال های به و دهید اختصاص را ٣ مقدار ،F ٢‐فاکتور
حذف آویزان یال q حاصل، H گراف به اگر حال گرفته اند. −٢ مقدار نیز، G شده ی حذف آویزان یال q
چون است، برقرار صفر مجموع قاعده ی حاصل، گراف ۵ درجه ی رأس هر برای کنیم، اضافه را شده

داریم: ،v مانند رأس هر ∑برای
u∈N(v)

f (uv) = ٢ (٣) + ٣ (−٢) = ٠.

باشد، {v١, . . . , vp} مجموعه ی به متعلق رأس ی حداقل شامل ،F ٢‐فاکتور از C دور ی اگر حال
٢ توسط متناوب به طور را دور این یال های مقادیر سپس بنامید. vt و کرده انتخاب را رأس ی آنگاه
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vt به متصل که دی·ری یال با و باشد vt به متصل یال ی از تناوب شروع که دهید تغییر طوری ۴ و
یابد. خاتمه است،

یال های مقادیر نباشد، {v١, . . . , vp}مجموعه ی به متعلق رأسͬ هیچ Cشامل دور ی اگر که شود توجه
ͬ کند. نم تغییر C

G آویزان یال ۵p تا کنید جدا هم از را H در {v١, . . . , vp} مجموعه ی به متصل یال ۵p سپس
و ͬ باشد م {−٢,٢,۴} مجموعه ی به متعلق که دارد مقداری آویزان، یال هر درنتیجه شود. حاصل
مانند تابعͬ بنابراین ͬ کند. م صدق صفر مجموع قاعده ی G گراف ۵ درجه ی رأس هر برای همچنین
جریان ،۵ درجه ی رأس هر برای که به طوری دارد، وجود G برای f : E (G) −→ {−٢,٢,٣,۴}

است. برقرار صفر مجموع
است: شده گرفته نظر در حالت سه لم، قسمت آخرین اثبات برای

H ͬ دانیم م که همان طور ب·یرید. نظر در را H گراف قبل، همانند باشد، f (el) = −٢ اگر (١)
یال های به مقادیر تخصیص آنگاه نباشد، F ٢‐فاکتور در el یال اگر است. F مانند ٢‐فاکتوری دارای
به و داده اختصاص را ٣ مقدار ،F ٢‐فاکتور یال های همه ی به یعنͬ ͬ باشد. م قبل همانند گراف
−٢ مقدار نیز، G شده ی حذف آویزان یال q همچنین دهید. −٢ مقدار نیز، H باقیمانده ی یال های

دارد. −٢ مقدار نیز el آویزان یال بنابراین دارند.
مقدار ،F ٢‐فاکتور یال های همه ی به آنگاه باشد، متصل vr رأس به و باشد F ٢‐فاکتور در el یال اگر
که را C دور یال های مقادیر سپس دهید. ٢ مقدار نیز، H یال های بقیه ی به و داده اختصاص را −٣

دهید. تغییر ،el از شروع با −۴ و −٢ توسط متناوب، به طور است، el یال شامل
باشد، {v١, . . . , vp} مجموعه ی در رأس ی شامل که F از دوری هر برای فرایند این که شود توجه

ͬ شود. م انجام
G آویزان یال ۵p تا کنید جدا هم از را H در {v١, . . . , vp} مجموعه ی به متصل یال ۵p سپس

دارد. −٢ مقدار el آویزان یال درنتیجه شود. حاصل
H ͬ دانیم م که همان طور ب·یرید. نظر در را H گراف قبل، همانند باشد، f(el) = ٢ اگر (٢)
آنگاه باشد، متصل vr رأس به و باشد F ٢‐فاکتور در el یال اگر است. F مانند ٢‐فاکتوری دارای
٣ مقدار ،F ٢‐فاکتور یال های همه ی به یعنͬ ͬ باشد. م قبل همانند گراف یال های به مقادیر تخصیص
شده ی حذف آویزان یال q همچنین دهید. −٢ مقدار Hنیز، باقیمانده ی یال های به و داده اختصاص را
به طور است، el یال شامل که را C دور یال های مقادیر قبل، همانند سپس دارند. −٢ مقدار نیز، G
مجموعه ی به متصل یال ۵p کردن جدا با بنابراین دهید. تغییر ،el از شروع با ۴ و ٢ توسط متناوب،

دارد. ٢ مقدار نیز el آویزان یال درنتیجه ͬ شود. م حاصل G آویزان یال ۵p ،H در {v١, . . . , vp}
و داده اختصاص را −٣ مقدار ،F ٢‐فاکتور یال های همه ی به آنگاه نباشد، F ٢‐فاکتور در el یال اگر
دارند. ٢ مقدار نیز، G شده ی حذف آویزان یال q همچنین دهید. ٢ مقدار نیز، H باقیمانده یال های به

دارد. ٢ مقدار نیز el آویزان یال بنابراین
مانند ٢‐فاکتوری دارای که ب·یرید نظر در قبل همانند را H گراف نیز، باشد f(el) = ۴ اگر (٣)
یال های به و دهید اختصاص را ٣ مقدار ،F ٢‐فاکتور یال های همه ی به قبل، مانند سپس ͬ باشد. م F
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گرفته اند. −٢ مقدار نیز، G شده ی حذف آویزان یال q همچنین دهید. −٢ مقدار نیز، H باقیمانده ی
یال شامل که را C دور یال های مقادیر آنگاه باشد، متصل vr رأس به و باشد F ٢‐فاکتور در el یال اگر
مجموعه ی به متصل یال ۵p سپس دهید. تغییر ،el از شروع با ٢ و ۴ توسط متناوب، به طور است، el
مقدار el آویزان یال درنتیجه شود. حاصل G آویزان یال ۵p تا کنید جدا هم از را H در {v١, . . . , vp}

دارد. ۴
[٠,٣]‐گراف ی ،H گراف از F یال های همه ی حذف با آنگاه نباشد، F ٢‐فاکتور در el یال اگر
از یالͬ el یا بیفتد. اتفاق است مم΄ن حالت دو el یال برای نیست. همبند لزوماً که ͬ شود م حاصل

باشد. G گراف از شده حذف آویزان یال ی یعنͬ نباشد، H گراف از یالͬ el یا باشد، H − F گراف
است. متصل el یال به که باشد H − F گراف در ٣ درجه ی از رأسͬ vt که کنید فرض اول حالت در
vi هر برای تا کنید جدا را H − F گراف در vi به متصل یال ٣ نیز، vi ∈ {v١, . . . , vp} هر برای حال،
کنید. اضافه H −F گراف به نیز را G از شده حذف آویزان یال q سپس شود. حاصل آویزان یال ٣ نیز،
یال ی نیز el که حالͬ در ͬ شود، م نامیده K که ͬ باشد م {١,٣}‐گراف ی حاصل، گراف بنابراین
دارد وجود g : E (K) −→ {−٢,١,۴} مانند تابعͬ ،٢ . ٣ . ١٣ لم از استفاده با درنتیجه است. آویزان
همچنین و دارد قرار {−٢,۴} مجموعه ی در آویزان یال هر مقدار و ͬ باشد م g (el) = −٢ که به طوری
همه ی به شده داده اختصاص مقدار از حال است. برقرار ٣ درجه ی رأس هر در صفر مجموع قاعده ی

کنید. ضرب −١ در را حاصل عدد و کرده کم تا ٢ حاصل، K گراف یال های
که F از دوری هر یال های همه ی مقادیر و دهید اختصاص را −٣ مقدار ،F ٢‐فاکتور یال های به سپس
دهید. تغییر −۴ و −٢ توسط متناوب به طور را، ͬ باشد م {v١, . . . , vp} مجموعه ی از رأس ی شامل
G گراف ۵ درجه ی رأس هر برای صفر مجموع قاعده ی و است ۴ برابر el آویزان یال مقدار روش، این با

ͬ باشد. م مطلوب نتیجه ی همان که است، برقرار
H − F گراف به را ͬ باشد م el شامل که G از شده حذف آویزان یال q آنگاه نباشد، H در el یال اگر
،٢ . ٣ . ١٣ لم از استفاده با اول، حالت مانند حال شود. Kحاصل به نام {١,٣}‐گراف ی تا کنید اضافه
هر مقدار و ͬ باشد م g (el) = −٢ که به طوری دارد وجود g : E (K) −→ {−٢,١,۴} مانند تابعͬ
٣ درجه ی رأس هر در صفر مجموع قاعده ی همچنین و دارد قرار {−٢,۴} مجموعه ی در آویزان یال
کم تا ٢ حاصل، K گراف یال های همه ی به شده داده اختصاص مقدار از نیز، حالت این در است. برقرار

کنید. ضرب −١ در را حاصل عدد و کرده
که F از دوری هر یال های همه ی مقادیر و دهید اختصاص را −٣ مقدار ،F ٢‐فاکتور یال های به سپس
دهید. تغییر −۴ و −٢ توسط متناوب به طور را، ͬ باشد م {v١, . . . , vp} مجموعه ی از رأس ی شامل
۵ درجه ی رأس هر برای صفر مجموع قاعده ی و است ۴ برابر el آویزان یال مقدار روش، این با درنتیجه

ͬ رسیم. م مطلوب نتیجه ی به نیز اینجا در که است، برقرار G گراف

است. صفر مجموع ۵‐جریان ی دارای ۵‐منتظم، گراف هر [۴] .١۵ . ٢ . ٣ قضیه
لم از استفاده با آنگاه است، ۵‐منتظم گرافͬ ،G چون باشد، همبند ٢‐یال گرافͬ G اگر برهان.
و دهید اختصاص F یال های همه ی به را ٣ مقدار بنابراین دارد. F مانند ٢‐فاکتوری گراف، ،٢ . ٣ . ١٢
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داریم: v مانند رأس هر برای درنتیجه دهید. −٢ مقدار ،G باقیمانده ی یال های همه ی ∑به
u∈N(v)

f (uv) = ٢ (٣) + ٣ (−٢) = ٠

همبند ٢‐یال گرافͬ ،G که کنیم فرض باید پس ͬ باشد. م نظر مورد صفر مجموع جریان همان این که
همبند ٢‐یال ماکسیمال زیرگراف هر که ب·یرید نظر در طوری Gرا از حاصل T ریشه دار درخت نیست.
ی همچنین باشد. G برشͬ یال های همه ی شامل E (T ) و باشد شده گرفته نظر در T رأس ی ،G

است. شده گرفته نظر در همبند ٢‐یال زیرگراف ی نیز، رأس ی با زیرگراف
ͬ باشد. م همبند ٢‐یال گرافͬ درجه ی۵، رئوس توسط حاصل زیرگراف که کنید Tشروع ریشه ی از حال،
با ͬ باشد. م T ریشه ی با متناظر که است G از همبندی ٢‐یال ماکسیمال گراف زیر H کنید فرض
،H با مجاور G برشͬ یال های همه ی کردن اضافه با H از که G از زیرگرافͬ برای ،١۴ . ٢ . ٣ لم از استفاده
داریم، {±٣±,٢±,١,±۴} مقادیر از ریشه به متصل یال های به نسبت دهͬ ی است، شده حاصل

ͬ باشد. م {−٢,٢,۴} مجموعه ی به متعلق که است مقداری دارای آویزان، یال هر که به طوری
T ریشه ی فرزند با متناظر که ،K مانند G از همبندی ٢‐یال ماکسیمال زیرگراف ی حال،
اضافه را ͬ باشند م K با مجاور که G برشͬ یال های همه ی K زیرگراف به ب·یرید. نظر در را ͬ باشد، م
و ریشه به متصل یال های به نسبت دهͬ ی که کنید استفاده به گونه ای را ١۴ . ٢ . ٣ لم دوباره و کنید
ͬ آید م به دست G گراف برای صفری مجموع ۵‐جریان روند، این ادامه ی با شود. حاصل ،K زیرگراف

ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین و

nمرتبه ی گراف های در صفر مجموع جریان ۴ . ٢
مجموع جریان بررسͬ بخش این هدف ب·یرید. نظر در دارد، صفر مجموع جریان که رأس n با گرافͬ Gرا
صفر مجموع +n)‐جریان ٢(٣ دارای ،G آنگاه باشد زوج n اگر که است n مرتبه ی گراف های در صفر

است. صفر مجموع +n)‐جریان ٢(٢ دارای ،G آنگاه باشد فرد n اگر و است
‐(٢k + ٣) دارای ،G آنگاه .(k ≥ ١) باشد ٢k)‐منتظم + ١) گرافͬ G کنید فرض [١] .١ . ۴ . ٢ لم

داریم: e یال هر برای که به طوری است، f مانند صفری مجموع جریان
f (e) ∈ {−٢k,١,٢k + ٢}

است. شده تعریف G′ جدید گراف ابتدا لم، اثبات برای ،۴ . ٢ . ٣ قضیه ی همانند برهان.
{v١, . . . , vn} و {u١, . . . , un} بخش دو با دوبخشͬ گرافͬ G′ و V (G) = {١, . . . , n} کنید فرض

باشند. مجاور G در j و i رأس دو اگر تنها و اگر است، شده متصل vj به ui ،G′ گراف در باشد.
،(١ . ١ . ٣٢) هال ازدواج قضیه ی از استفاده با ͬ باشد، م ٢k)‐منتظم + ١) دوبخشͬ گراف G′ چون
به کرده، انتخاب را تطابق ها این از تا k شوند. افراز کامل تطابق ٢k + ١ به ͬ توانند م G′ یال های
یال هر بنابراین دهید. −k مقدار نیز باقیمانده یال های به و دهید اختصاص k + ١ مقدار آنها یال های
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اثبات در که همان طور حال ͬ باشد. م {−k, k + ١} مجموعه ی به متعلق مقداری دارای G′ گراف از
داریم: ،e ∈ E (G) یال هر برای شد، انجام ۴ . ٢ . ٣ قضیه ی

f (e) ∈ {(k + ١)− k, (k + ١) + (k + ١) ,−k − k} = {−٢k,١,٢k + ٢} .

رأس هر برای اگر باشد. مثبت صحیح عدد ی k و گراف ی G کنید فرض [١] .٢ . ۴ . ٢ نتیجه
مجموع ٢k)‐جریان + ٣) دارای ،G آنگاه باشد، برقرار ٢k + ١ | deg (v) رابطه ی ،v ∈ V (G)

داریم: e ∈ E (G) یال هر برای که به طوری است، f مانند صفری

f (e) ∈ {−٢k,١,٢k + ٢}

،v ∈ V (G)رأس هر برای یعنͬ ͬ شود. م استفاده ۶ . ٢ . ٣ قضیه ی اثبات ایده ی همان از اثبات در برهان.
نهایت در و ͬ شود م استفاده ،v رأس ٢k)‐گسترش + ١) از است، ٢k + ١ از بزرگ تر درجه اش که
٢k)‐منتظم + ١) حاصل، گراف درنتیجه ͬ شود. م ٢k + ١ با برابر حاصل، رئوس همه ی درجه ی
به متعلق آن، یال های مقادیر که است صفری مجموع ٢k)‐جریان + ٣) دارای ،١ . ۴ . ٢ لم بنابر و است

ͬ باشد. م {−٢k,١,٢k + ٢} مجموعه ی

f : E (G) −→ Γ تابع ،(Γ,+) آبل١۵ͬ گروه و G جهت بدون گراف برای Γ‐جریان١۴ .٣ . ۴ . ٢ تعریف
ͬ باشد. م صفر Γ در v به متصل یال های مقادیر مجموع ،v ∈ V (G) هر برای که به طوری است،

ͬ باشد. م ناصفر گراف، یال هر مقدار که است Γ‐جریانͬ صفر، مجموع Γ‐جریان

ͬ باشد. م صفر مجموع جریان ساده بیان به صفر، مجموع R‐جریان .۴ . ۴ . ٢ ملاحظه
‐(٢k + ٢(١ دارای ،G آنگاه باشد، صفر مجموع ١+Z٢k‐جریان دارای ،Gگراف اگر [١] .۵ . ۴ . ٢ قضیه

است. نیز صفر مجموع جریان
که g مانند تابعͬ باشد. G گراف برای صفر مجموع ١+Z٢k‐جریان ی ،f تابع کنید فرض برهان.

داریم: ،e یال هر برای که است شده گرفته نظر در طوری g : E (G) −→ {١, . . . ,٢k}

g (e) = f (e) (٢k + ١ پیمانه ی (به

یال هایی تعداد و V (G١) = V (G) که است به گونه ای G توسط شده ساخته G١ جدید گراف حال
e = vivj ∈ E (G) یال هر به شده داده اختصاص g (e) مقدار با برابر ͬ کند، م متصل vj به را vi که

است. شده داده نشان Q (e) با یال ها این مجموعه ی و ͬ باشد م
مجموع ،v ∈ V (G)رأس هر برای بنابراین ͬ باشد، م صفر مجموع ١+Z٢k‐جریان دارای ،Gگراف چون

١۴Γ-flow
١۵Abelian group
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ͬ باشد. م بخشپذیر ٢k + ١ بر یعنͬ است، صفر برابر ،٢k + ١ پیمانه ی به ،v به متصل یال های مقادیر
گراف ،٢ . ۴ . ٢ نتیجه ی از استفاده با بنابراین هستند، بخشپذیر ٢k + ١ بر G١ رئوس درجات تمام پس

ͬ باشد: م زیر به صورت و ͬ شود م نامیده f١ که است صفری مجموع ٢k)‐جریان + ٣) دارای ،G١

f١ : E (G١) −→ {−٢k,١,٢k + ٢} .

است: زیر به صورت h (e) کنید فرض ،e یال هر برای حال،
h (e) =

∑
e١∈Q(e)

f١ (e١) .

داریم: است بدیهͬ است، g : E (G) −→ {١, . . . ,٢k} چون
١ ≤ |g (e)| ≤ ٢k

داریم: نیز، است f١ : E (G١) −→ {−٢k,١,٢k + ٢} چون همچنین و
|f١ (ei) | ≤ ٢k + ٢,

بنابراین:
|h (e)| ≤ ٢k (٢k + ٢) = ۴k٢ + ۴k = (٢k + ٢(١ − ١.

داریم: ،G١ به متعلق e١ یال هر برای همچنین،
f١ (e١) = ١, (٢k + ١ پیمانه ی (به

داریم: نیز G به متعلق e یال هر برای بنابراین
h (e) = g (e) ̸= ٠, (٢k + ١ پیمانه ی .(به

ͬ باشد. م G برای صفر مجموع ٢k)‐جریان + ٢(١ ی ،h اینرو از

صفر مجموع جریان اما دارند صفر مجموع Z٢k‐جریان که دارند وجود گراف هایی .۶ . ۴ . ٢ ملاحظه
ندارند.

مقادیر مجموع ،C٢n+١ یال هر به ،k ̸= ٠ اختصاص با ب·یرید. نظر در را C٢n+١ فرد دور مثال برای
‐Z٢k درنتیجه است. صفر برابر ٢k پیمانه ی به که ͬ شود م ٢k برابر دور، رأس هر به متصل یال های
جریان C٢n+١ فرد دور که است شده داده نشان ۵ . ٢ . ٠ لم در قبلا́ اما ͬ آید، م بدست صفر مجموع جریان

ندارد. صفر مجموع
،ϕ : E (G) −→ Zk تابع هر به ازای اگر ͬ شود، م نامیده Zk‐قوی١۶ ،G گراف .٧ . ۴ . ٢ تعریف
رابطه ی ،e ∈ E (G) یال هر برای که به طوری باشد، داشته وجود f : E (G) −→ Zk مانند تابعͬ

شود. صفر رأس هر بر ͽواق یال های مقادیر مجموع و باشد برقرار f (e) ̸= ϕ (e)
١۶Zk-strong
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b

b

b

b

b

k

k

k

k k

C۵ فرد دور :۴ . ٢ ش΄ل

ͬ باشد. م Zk‐قوی ،k هر به ازای به وضوح یال، بدون گراف ی .٨ . ۴ . ٢ ملاحظه
Zk‐جریان Zk‐قوی، گراف ی ،ϕ ≡ ٠ جای·ذاری با که دید ͬ توان م به آسانͬ .٩ . ۴ . ٢ ملاحظه

دارد. صفر مجموع
در k‐پوش١٧ عمل·ر ی باشد. گراف ی G و مثبت صحیح عدد ی k کنید فرض .١٠ . ۴ . ٢ تعریف

که: به طوری ͬ باشد م G گراف به جدید یال تعدادی جای·ذاری ،G
است، k از کمتر شده جای·ذاری یال های تعداد .١

دارد. وجود جدید گراف در شده، جای·ذاری یال های شامل دمبل یا زوج دور ی .٢
اجرا G′ در ٢k)‐پوش + ١) عمل·ر ی اگر باشد. ١+Z٢k‐قوی گرافͬ G′ کنید فرض [١] .١١ . ۴ . ٢ لم

ͬ باشد. م ١+Z٢k‐قوی نیز G آنگاه شود، حاصل G جدید گراف و شود
این شامل که دمبل یا زوج دور ی C و G′ به شده جای·ذاری یال های مجموعه ی I کنید فرض برهان.

باشد. دلخواه تابعͬ ϕ : E (G) −→ Z٢k+١ و ͬ باشد م یال ها
ͬ شود. م نامیده h که دارد وجود صفر مجموع ٣‐جریان ی C برای ،۵ . ٢ . ٠ لم طبق

کنید: تعریف ،١ ≤ i ≤ ٢k + ١ هر برای
hi = ih (٢k + ١ پیمانه ی (به

مانند شده جای·ذاری یال ی برای است. ١+Z٢k‐جریان ی ،C روی hi هر که دید ͬ توان م به سادگͬ
داریم: ،e

h (e) ∈ {−١,١,٢−,٢}

اولند. به هم نسبت ٢k + ١ و h (e) بنابراین
داریم: آنگاه باشد، hi (e) = hi′ (e) اگر چون پوشاست، و به ی ی تابعͬ نیز h (e)

ih (e) = i′h (e) (٢k + ١ پیمانه ی (به
١٧k-push



گراف ها در صفر مجموع جریان ۴٢

به ی ی تابعͬ h (e) ͬ دهد م نشان که ͬ شود م i = i′ کنید، ضرب h−١ (e) در را رابطه این طرفین اگر
داریم: آنگاه باشد، hi (e) = j اگر همچنین است.

ih (e) = j ⇒ i = jh−١ (e) (٢k + ١ پیمانه ی (به
که: دارد وجود ی΄تایی i درنتیجه پوشاست. h (e) پس

hi (e) = ih (e) = ϕ (e) (٢k + ١ پیمانه ی (به
١ ≤ j ≤ ٢k + ١ که دارد وجود j ی است، ٢k + ١ از کمتر شده جای·ذاری یال های تعداد چون

داریم: e ∈ I هر برای و است
hj (e) ̸= ϕ (e) (٢k + ١ پیمانه ی (به

است: شده تعریف زیر به صورت ϕ′ : E (G′) −→ Z٢k+١ جدید تابع حال

ϕ′ (e) =

ϕ (e)− hj (e) e ∈ C ∩ E (G′)

ϕ (e) این صورت غیر در
مقادیرش که دارد وجود g′ مانند صفری مجموع ١+Z٢k‐جریان بنابراین ͬ باشد، م ١+Z٢k‐قوی ′Gگرافͬ

ͬ دهد. م اختصاص G′ یال هر به ϕ′ که است مقادیری از متفاوت ،G′ یال هر روی
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت صفر، مجموع ١+Z٢k‐جریان ی ،G گراف برای درنتیجه

g (e) =


hj (e) e ∈ I

g′ (e) + hj (e) e ∈ C\I

g′ (e) e /∈ C

داریم: e ∈ I هر برای پس است، برقرار hj (e) ̸= ϕ (e) رابطه ی ،e ∈ I هر برای چون
g (e) ̸= ϕ (e) ,

با: است برابر ،e ∈ C ∩ E (G′) هر برای ϕ′ تابع همچنین
ϕ′ (e) = ϕ (e)− hj (e)

است، g′ (e) ̸= ϕ′ (e) چون است. ϕ (e) = ϕ′ (e) + hj (e) نیز ،e ∈ C ∩E (G′) هر برای درنتیجه
داریم: e ∈ C\I هر برای بنابراین

g (e) ̸= ϕ (e) ,

هر برای پس است. برقرار g′ (e) ̸= ϕ′ (e) و ϕ′ (e) = ϕ (e) رابطه ی ،e /∈ C هر برای همچنین و
داریم: نیز e /∈ C

g (e) ̸= ϕ (e) .
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داریم: e ∈ E (G) یال هر برای درنتیجه

g (e) ̸= ϕ (e)

ͬ باشد. م ١+Z٢k‐قوی نیز، G گراف بنابراین

صفر مجموع جریان G اگر باشد. G از زیرگرافͬ H و n مرتبه ی از گرافͬ G کنید فرض [١] .١٢ . ۴ . ٢ لم
شود. حاصل +n)‐پوش، ٢) عمل·رهای از دنباله ای با H از ͬ تواند م G آنگاه باشد، داشته

H = G استقرا پایه ی است. شده استفاده |E (G)| − |E (H)| روی استقرا از اثبات در برهان.
توجه با باشد. e ∈ E (G) \E (H) و |E (H)| < |E (G)| که کنید فرض است. واض که ͬ باشد، م
زوج دور ی C اگر ͬ باشد. م e شامل که دارد وجود C مانند دمبل ی یا زوج دور ی ،٢ . ٠ . ٧ لم به
اضافه با بنابراین است. یال n+ ١ دارای آنگاه باشد، دمبل ی C اگر و است یال n دارای آنگاه باشد،
کردن اضافه درنتیجه ͬ آید. م به وجود دمبل ی یا زوج دور ی ،H گراف به یال n + ١ حداکثر کردن
H ′ گراف عمل·ر، این اعمال با ͬ باشد. م +n)‐پوش ٢) عمل·ر ی ،H به E (C) \E (H) یال های
است. H یال های تعداد از بیشتر یال هایش تعداد اما است G زیرگراف ی نیز H ′ ͬ شود. م حاصل
آید. به دست +n)‐پوش ٢) عمل·رهای از دنباله ای با H ′ از ͬ تواند م G استقرا، فرض از استفاده با

شود. حاصل +n)‐پوش ٢) عمل·رهای از دنباله ای با H از ͬ تواند م نیز G گراف بنابراین

باشد، فرد n اگر دارد. صفر مجموع جریان که است nمرتبه ی از Gگرافͬ کنید فرض [١] .١٣ . ۴ . ٢ قضیه
‐(n+ ٢(٣ دارای ،G آنگاه باشد، زوج n اگر است. صفر مجموع +n)‐جریان ٢(٢ دارای ،G آنگاه

است. صفر مجموع جریان

باشد، یال بدون و V (G) رئوس مجموعه با گرافͬ H اگر باشد. فرد n که کنید فرض ابتدا برهان.
،١٢ . ۴ . ٢ لم از استفاده با ͬ باشد. م ٢+Zn‐قوی به وضوح ،H گراف ،٨ . ۴ . ٢ ملاحظه ی به توجه با آنگاه
لم از استفاده با بنابراین شود. حاصل +n)‐پوش، ٢) ازعمل·رهای دنباله ای با H از ͬ تواند م G گراف
٢+Zn‐جریان دارای ،٩ . ۴ . ٢ ملاحظه ی به توجه با پس ͬ باشد. م ٢+Zn‐قوی نیز، G گراف ،١١ . ۴ . ٢
مجموع +n)‐جریان ٢(٢ دارای ،G گراف ،۵ . ۴ . ٢ قضیه ی از استفاده با درنتیجه است. صفر مجموع

است. صفر
جدید، گراف مرتبه ی اینصورت در کنید. اضافه G گراف به جدیدی تنهای رأس باشد، زوج n اگر
+n)‐جریان ٢(٣ دارای جدید، گراف اثبات، اول قسمت به توجه با بنابراین ͬ باشد. م فرد و n + ١

است. صفر مجموع +n)‐جریان ٢(٣ دارای نیز، G گراف درنتیجه است. صفر مجموع
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کوچ گراف های در صفر مجموع k‐جریان های ۵ . ٢
پیش فرض، k ی برای ولͬ دارند صفر مجموع جریان که رأس تعداد کمترین با گراف هایی بخش این در
برنامه ی جستجوی از استفاده با نتایج این از بسیاری ͬ کنیم. م مطالعه را ندارند صفر مجموع k‐جریان

آمده اند. بدست کامپیوتری
٣‐جریان ی ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای و دارند رأس ۵ از کمتر که گراف هایی همه     ی

دارند. صفر مجموع
مجموع ٣‐جریان که دارد وجود ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای که ۵ مرتبه ی از گراف دو دقیقاً
که ۶ مرتبه ی از گراف ١۵ دقیقاً شده اند. داده نشان ۵ . ٢ ش΄ل در و است ٨ آنها اندازه ی ندارند. صفر

ندارند. صفر مجموع ٣‐جریان که دارد وجود ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای

b

b

b

b

b

b b

b b

b

صفر مجموع ٣‐جریان بدون گراف ها کوچ ترین :۵ . ٢ ش΄ل

۴‐جریان ی ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای و دارند رأس ۶ از کمتر که گراف هایی همه ی
دارند. صفر مجموع

ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای که ٧ مرتبه ی از گراف ی دقیقاً و ۶ مرتبه ی از گراف ی دقیقاً
شده اند. داده نشان ۶ . ٢ ش΄ل در آنها ندارند. صفر مجموع ۴‐جریان که دارد وجود

b b

b b

b

b

b b

b b

b

b b

صفر مجموع ۴‐جریان بدون گراف ها کوچ ترین :۶ . ٢ ش΄ل
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هستند. صفر مجموع ۵‐جریان ی دارای گراف ها، همه ی که ͬ رسد به نظر م ابتدا در .١ . ۵ . ٢ ملاحظه
است. درست ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای که رأس ٨ تا گراف های برای این درحقیقت

است. شده داده نشان ٢ . ٧ ش΄ل در که ͬ باشد م T گراف نقض مثال کوچ ترین
باشیم: داشته باید باشد، داشته وجود T برای صفر مجموع ۵‐جریان ی اگر ͽدرواق

x+ a+ b = ٠ , y + b− a = ٠

که: ͬ کند م ایجاب این
x+ y = −٢b , x− y = −٢a

باید بنابراین
x ≡ y (٢ پیمانه ی (به

و
|x| ̸= |y|

باشند. متمایز |z| و |y| ،|x| باید و (٢ پیمانه ی (به x ≡ y ≡ z که ͬ بینیم م مشابه، به طور باشد.
ندارد. وجود باشد، داشته را نظر مورد ویژگͬ که عددی سه هیچ {±٣±,٢±,١,±۴} مجموعه ی در

ندارد. صفر مجموع ۵‐جریان ی ،T بنابراین
اما ͬ باشد. نم نیز صفر مجموع Z۵‐جریان دارای ،T که کرد ثابت ͬ توان م مشابه استدلالͬ از استفاده با

دارد. صفر مجموع ۶‐جریان ی است، شده داده نشان ٢ . ٧ ش΄ل در که همان طور

تنها و اگر دارد، صفر هیچ جا Zk‐جریان گراف، ی که است شده ثابت [٢۴] ͽمرج در .٢ . ۵ . ٢ ملاحظه
باشد. داشته صفر هیچ جا k‐جریان اگر

درست صفر مجموع جریان های برای واقعیت این که ͬ دهد م نشان ،٢ . ٧ ش΄ل در شده داده نشان مثال
۴‐جریان ولͬ است صفر مجموع Z۴‐جریان دارای ،T ͬ بینید م ٢ . ٧ ش΄ل در که همان طور نیست،

ندارد. صفر مجموع

ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای که ١٠ مرتبه ی از ی΄ͬ دقیقاً و ٩ مرتبه ی از گراف ی دقیقاً
شده اند. داده نشان ٢ . ٨ ش΄ل در آنها ندارند. صفر مجموع ۵‐جریان که دارد وجود

۵‐جریان که دارد وجود ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای که ١١ مرتبه ی از گراف هفت دقیقا
ندارند. صفر مجموع

ی ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای و دارند رأس ١٣ از کمتر که دوبخشͬ گراف های همه ی
دارند. صفر مجموع ۴‐جریان

وجود ͬ باشند، م صفر مجموع جریان دارای که ١۴ مرتبه ی از گراف ی و ١٣ مرتبه ی از گراف ی فقط
نشان ٢ . ٩ ش΄ل در و دارند، صفر مجموع ۵‐جریان هردو، اما ندارند، صفر مجموع ۴‐جریان که دارد

شده اند. داده
شده اند. بیان مختصر به طور ٢ . ٣ و ٢ . ٢ ،٢ . ١ جداول در آمده، به دست نتایج
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صفر مجموع ۶‐جریان ی ب: صفر، مجموع ۵‐جریان بدون گراف کوچ ترین الف: :٢ . ٧ ش΄ل
قسمت در شده داده گراف برای صفر مجموع Z۴‐جریان ی ج: الف، قسمت در شده داده گراف برای

الف.

b b b b

b

b

b

b

b

b b b b b

b

b

b

b

b

صفر مجموع ۵‐جریان بدون ١٠ و ٩ مرتبه ی از گراف هایی :٢ . ٨ ش΄ل

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b b

b

b

b

b

b

b

b

bb

b

b

صفر مجموع ۴‐جریان بدون ١۴ و ١٣ مرتبه ی از دوبخشͬ گراف های :٢ . ٩ ش΄ل

همان طور است. شده داده نشان صفر مجموع Z٣‐جریان بدون گرافͬ ،٢ . ١٠ ش΄ل در .٣ . ۵ . ٢ ملاحظه
یال، ی حذف با همچنین و ͬ باشد م فرد دور دارای چون نیست دوبخشͬ شده داده گراف ͬ بینید، م که
دارد. صفر مجموع جریان ،٢ . ١ . ٢ قضیه ی طبق بنابراین ندارد، دوبخشͬ مؤلفه ی نیز حاصل گراف
Z٣ در ناصفر عضو سه هر مجموع که شود توجه است. ٣ برابر ،v رأس به جز رئوس همه ی درجه ی



۴٧ کوچ گراف های در صفر مجموع k‐جریان های

صفر مجموع ۴‐جریان بدون گراف های :٢ . ١ جدول

اندازه صفر مجموع ۴‐جریان بدون غیری΄ریخت همبند گراف های تمام تعداد n
n مرتبه ی از

١٠ ١ ١١٢ ۶
١٠ ١ ٨۵٣ ٧

صفر مجموع ۵‐جریان بدون گراف های :٢ . ٢ جدول

اندازه صفر مجموع ۵‐جریان بدون غیری΄ریخت همبند گرافهای تمام تعداد n
n مرتبه ی از

١٢ ١ ٢۶١٠٨٠ ٩
١٣ ١ ١١٧١۶۵٧١ ١٠

١۵ یا ١۴ ٧ ١٠٠۶٧٠٠۵۶۵ ١١

صفر مجموع ۴‐جریان بدون دوبخشͬ گراف های :٢ . ٣ جدول

اندازه صفر مجموع ۴‐جریان بدون غیری΄ریخت همبند دوبخشͬ گرافهای تمام تعداد n
n مرتبه ی از

١٨ ١ ٢٢۴١٧٣٠ ١٣
١٩ ١ ٣١١٩٣٣٢۴ ١۴

٢١ یا ٢٠ ۵ ۵٧۵٢۵٢١١٢ ١۵

‐Z٣ ی شده داده گراف اگر بنابراین ،(٣ پیمانه ی (به باشند برابر هم با اگر تنها و اگر است صفر برابر
.(٣ پیمانه ی (به باشند داشته ی΄سان مقدار باید یال ها همه ی آنگاه باشد، داشته صفر مجموع جریان
شود. صفر ͬ تواند نم ،Z٣ در v به متصل یال دو مقادیر مجموع پس است، ٢ برابر v رأس درجه ی چون

ندارد. صفر مجموع Z٣‐جریان شده، داده گراف درنتیجه



گراف ها در صفر مجموع جریان ۴٨

b b

b b

b b b
v

صفر مجموع Z٣‐جریان بدون گرافͬ :٢ . ١٠ ش΄ل



٣ فصل
گراف ها در ی مجموع جریان

دارند، زوج مرتبه ی که r‐منتظمͬ گراف های در ی مجموع جریان های بررسͬ به فصل این در
ͬ پردازیم. م

هر به ناصفر حقیقͬ اعداد تخصیص ،١ی مجموع جریان ،G جهت بدون گراف برای .٣ . ٠ . ١ تعریف
متصل یال های همه ی مقادیر مجموع ،V (G) به متعلق v رأس هر برای که به طوری ͬ باشد، م G یال

باشد. ی با برابر v به

ͬ باشد: م زیر به صورت آن مقادیر که است ی مجموع جریان ی ،٢ی مجموع k‐جریان

f (e) ∈ {±١, . . . ,±(k − ١)}

صفر مجموع ۵‐جریان ی دارای ،(r ≥ ٣) r‐منتظم گراف هر شد، گفته قبلا́ که همان طور
کنیم. بررسͬ r‐منتظم گراف های در را ی مجموع جریان ͬ خواهیم م حال است.

زوج مرتبه ی که r‐منتظمͬ گراف های در ی مجموع ۵‐جریان بررسͬ به فصل، این در بنابراین،
ͬ پردازیم. م دارند،

زوج G مرتبه ی باید باشد، ی مجموع k‐جریان دارای ،G گراف اگر که شود توجه .٣ . ٠ . ٢ ملاحظه
باشد.

١One-sum flow
٢One-sum k-flow
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داریم: است، ی مجموع جریان ی ،G برای f ∑چون
u∈NG(v)

f (uv) = ١

∑بنابراین:
v∈V (G)

∑
u∈NG(v)

f (uv) =
∑

v∈V (G)

١ = |V (G)|

شمارش بار دو یال هر یال ها، تعداد شمارش در بنابراین است، متصل رأس دو به یال هر چون همچنین
داریم: پس ͬ شود، ∑م

v∈V (G)

∑
u∈NG(v)

f (uv) = ٢
∑

e∈E(G)

f (e)

است: برقرار زیر رابطه ی درنتیجه

|V (G)| =
∑

v∈V (G)

∑
u∈NG(v)

f (uv) = ٢
∑

e∈E(G)

f (e) .

باشد. زوج |V (G)| باید بنابراین

b

b

bb

b b

b b

b

b

b

b b

b

b

b

v

ی مجموع ٣‐جریان بدون ٣‐منتظم گرافͬ :٣ . ١ ش΄ل

ͬ باشد. نم ی مجموع ٣‐جریان دارای ،٣ . ١ ش΄ل در شده داده ٣‐منتظم گراف .٣ . ٠ . ٣ ملاحظه
به شده داده اختصاص مقادیر باید باشد، ی مجموع ٣‐جریان ی دارای شده داده گراف اگر

باشد. {±٢±,١} مجموعه ی به متعلق یال ها،



۵١

باید کند، صدق ی مجموع قاعده ی رأس هر در اینکه برای بنابراین است، متصل یال سه رأس، هر به
یال های به طور هر را مقادیر این ب·یرند. −٢ و ٢ ،١ یا −١ و ١ ،١ مقادیر رأس، هر به متصل یال سه
یال های به اگر مثلا́ ͬ کند. نم صدق آن در ی مجموع جریان که دارد وجود رأسͬ دهیم، اختصاص گراف
جریان که دارد وجود رأس ی نهایت در شود، داده اختصاص ١ و −٢ ،٢ مقادیر ،v رأس به متصل

نیست. برقرار آن برای ی مجموع
زیر اح΄ام آنگاه باشد، زوج مرتبه ی از همبند r‐منتظم گراف ی G کنید فرض [۴] .۴ . ٣ . ٠ قضیه

برقرارند:
مجموع ۴‐جریان ی دارای ،G گراف آنگاه باشد، r = ۴k + ٢ یا فرد صحیح عدد ی r اگر (i)

ͬ باشد. م ی
ͬ باشد. م ی مجموع ۵‐جریان ی دارای ،G آنگاه باشد، r = ۴k اگر (ii)

ب·یرید. نظر در فرد صحیح عدد ی را r ابتدا باشد. V (G) = {١, . . . , n} کنید فرض برهان.
شده تعریف توسطGطوری Y = {y١, . . . , yn} Xو = {x١, . . . , xn} بخش دو Bبا دوبخشͬ گراف
ij ∈ E (G) اگر تنها و اگر است xiyj ∈ E (B) ͬ باشد، م ١ ≤ i, j ≤ n که j و i هر برای که است
پس دارد. کامل تطابق ی B ،١ . ١ . ٣٢ قضیه ی طبق و ͬ باشد م r‐منتظم گرافͬ B بنابراین باشد.

ͬ باشد. م Fr و . . . ،F٢ ،F١ ١‐فاکتورهای دارای
تعریف زیر به صورت g : E (B) −→

{
±١

٢ ,±
٣
٢
} تابع ،١ ≤ i ≤ r که e ∈ E (Fi) هر برای حال

است: شده
داریم: باشد، ،r = ۴k + ١ اگر

g (e) =

−٣
٢ , ١ ≤ i ≤ k;

١
٢ , k < i ≤ r.

داریم: باشد، ،r = ۴k + ٣ اگر همچنین

g (e) =

٣
٢ , ١ ≤ i ≤ k + ١;
−١
٢ , k + ١ < i ≤ r.

داریم: u ∈ V (B) هر برای که است واض∑
v∈NB(u)

g (uv) =
١
٢ .

داریم: باشد، r = ۴k + ١ اگر ∑چون
v∈NB(u)

g (uv) = (k)

(
−٣
٢

)
+ (r − k)

(
١
٢

)

=

(
−٣k
٢

)
+ (۴k + ١− k)

(
١
٢

)
=

−٣k + ٣k + ١
٢ =

١
٢
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داریم: نیز، باشد r = ۴k + ٣ اگر همچنین ∑و
v∈NB(u)

g (uv) = (k + ١)
(
٣
٢

)
+ (r − k − ١)

(
−١
٢

)

=

(
٣k + ٣

٢

)
+ (۴k + ٣− k − ١)

(
−١
٢

)
=
٣k + ٣− ٣k − ٢

٢ =
١
٢

باشیم: داشته ،ij ∈ E (G) هر برای که کنید تعریف طوری را f : E (G) −→ {±٣±,١} تابع حال

f (ij) = g (xiyj) + g (xjyi)

داریم: i ∈ V (G) هر برای یعنͬ ͬ آید. م به دست مطلوب نتیجه ی ،f برای تعریف این ∑با
j∈NG(i)

f (ij) = ١.

است. ی مجموع ۴‐جریان ی دارای ،G r‐منتظم گراف باشد، فرد عددی r اگر پس
اعداد تخصیص با آنگاه باشد، ٢‐منتظم گرافͬ ،G اگر باشد. زوج صحیحͬ عدد r کنید فرض حال
است. برقرار ی مجموع قاعده ی G رأس هر برای متناوب، به طور ،G یال های به ٢ و −١ صحیح

دارد. ی مجموع ٣‐جریان ی ،G ٢‐منتظم گراف درنتیجه
اضافه G گراف به را e′ = ij جدید یال ،e = ij ∈ E (G) یال هر به ازای آنگاه باشد، r = ۴k اگر
مجزای یال پوشای زیرگراف دو شامل G′ گراف شود. حاصل G′ ٨k‐منتظم چندگانه ی گراف تا کنید
است. F٢k و . . . ،F٢ ،F١ ٢‐فاکتورهای به افراز قابل H١ و ͬ باشند م ی΄ریخت G با که است H٢ و H١

ͬ شود: م حاصل زیر به صورت G′′ ۴k)‐منتظم + ٢) چندگانه ی گراف

G′′ = G′\E (F١) ∪ · · · ∪ E (F٢k−١)

هر برای f تابع اگر است، همبند ٢‐یال گرافͬ ،G′′ چون ͬ باشد. م H٢ ۴k‐منتظم گراف شامل که
قسمت های از استفاده با آنگاه باشد، θ = ١

٢ و شود تعریف f (i) = ٢k + ١ به صورت ،i ∈ V (G′′)

حال ͬ باشد. م G′′
٢ و G′′

١ ٢k)‐فاکتور + ١) دو به افراز قابل G′′ گراف ،٢ . ٣ . ١١ لم از (iiia) و (ii) ،(i)
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت g : E (G′) −→ {−٢,١,٣} تابع ،e ∈ E (G′) هر برای

g (e) =


−٢, e ∈ E (F١) ∪ · · · ∪ E (Fk−٢) ∪ E

(
G′′

١
)
;

١, e ∈ E (Fk−١) ∪ E (Fk) ∪ E (Fk+١) ∪ E
(
G′′

٢
)
;

٣, e ∈ E (Fk+٢) ∪ · · · ∪ E (F٢k−١) .

داریم: i ∈ V (G′) هر برای ∑به وضوح
j∈NG′ (i)

g (ij) = ١
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∑چون:
j∈NG′ (i)

g (ij) = (−٢) (٢k − ۴+ ٢k + ١) + (١) (۶+ ٢k + ١) + (٣) (٢k − ۴)

= (−٢) (۴k − ٣) + (١) (٢k + ٧) + (٣) (٢k − ۴)

= −٨k + ۶+ ٢k + ٧+ ۶k − ١٢

= ١.

داشته e ∈ E (G) هر برای که کنید تعریف طوری را f : E (G) −→ {−۴,−١,١,٢,۴} تابع حال
باشیم:

f (e) = g (e) + g (e′)

داریم: i ∈ V (G) هر برای بنابراین ͬ باشد. م ١ یا −٢ مقدار دارای e′ ∑که
j∈NG(i)

f (ij) = ١

است. ی مجموع ۵‐جریان ی دارای G گراف یعنͬ است، مطلوب نتیجه ی همان که
صحیح عدد هر که شود توجه ابتدا باشد. r ̸= ۶,١٠,١۴,٢٢ و r = ۴k + ٢ که کنید فرض حال

ͬ شود. م نوشته ١٢k + ١٠ یا ١٢k + ۶ یا ١٢k + ٢ به صورت ،۴k + ٢ فرم به
هر برای f تابع اگر است، همبند ٢‐یال گرافͬ ،G چون باشد. r = ١٢k+٢ کنید فرض ابتدا پس
،(i) قسمت های از استفاده با آنگاه باشد، θ = ١

٢ و شود تعریف f (i) = ۶k+١ به صورت ،i ∈ V (G)

دی·ر، طرف از ͬ باشد. م H٢ و H١ ۶k)‐فاکتور + ١) دو دارای G گراف ،٢ . ٣ . ١١ لم از (iiia) و (ii)
مؤلفه هایش که است T نام به ۴k]‐فاکتوری − ١,۴k] دارای H٢ گراف ،٣۶ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با
مؤلفه های اجتماع ،T٢ و T ۴k)‐منتظم − ١) مؤلفه های اجتماع ،T١ کنید فرض هستند. منتظم
٢‐فاکتورهای با ٢‐فاکتورگیری دارای ،T٢ گراف ،٣۴ . ١ . ١ قضیه ی به توجه با باشد. T ۴k‐منتظم

ͬ باشد. م F٢k و . . . ،F٢ ،F١
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت g : E (G) \E (T١) −→ {−١,٢−,٢−,٣} تابع حال

g (e) =



−٣, e ∈ E (H٢) \E (T ) ;

−٢, e ∈ E (Fi) , ١ ≤ i ≤ k − ١;

−١, e ∈ E (Fi) , k ≤ i ≤ ٢k;

٢, e ∈ E (H١) .

شده اند. مقداردهͬ این صورت به T١ یال های سپس
L دوبخشͬ گراف باشد. V (T١) = {١, . . . , q} که کرد فرض ͬ توان م کلیت، رفتن دست از بدون
و i هر برای که است شده تعریف طوری Y = {y١, . . . , yq} و X = {x١, . . . , xq} بخش دو با
بنابراین باشد. ij ∈ E (T١) اگر تنها و اگر است xiyj ∈ E (L) ͬ باشد، م ١ ≤ i, j ≤ q که ،j
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،F ′
٢ ،F ′

١ ١‐فاکتورهای دارای ،١ . ١ . ٣٢ قضیه ی از استفاده با و است ۴k)‐منتظم − ١) گرافͬ L

تابع است، ١ ≤ i ≤ ۴k − ١ که به طوری ،e ∈ E (F ′
i ) هر برای حال ͬ باشد. م F ′

۴k−١ و . . .
است: شده تعریف زیر به صورت g′ : E (L) −→

{−١
٢ ,

−٣
٢
}

g′ (e)

−٣
٢ , ١ ≤ i ≤ k − ٢;
−١
٢ , k − ١ ≤ i ≤ ۴k − ١.

داریم: i ∈ V (L) هر برای ∑به وضوح
j∈NL(i)

g′ (ij) =
−۶k + ۵

٢

∑چون:
j∈NL(i)

g′ (ij) =

(
−٣
٢

)
(k − ٢) +

(
−١
٢

)
(٣k + ١)

=

(
−٣k
٢

)
+ (٣) +

(
−٣k
٢

)
+

(
−١
٢

)
=

−۶k + ۵
٢

برای که است شده تعریف طوری f : E (G) −→ {−١,٢−,٢−,٣} مانند تابعͬ G گراف برای حال
داریم: e ∈ E (G) \E (T١) هر

f (e) = g (e)

داریم: e = ij ∈ E (T١) هر برای و
f (e) = g′ (xiyj) + g′ (xjyi)

،i ∈ V (G) هر برای ∑درنتیجه
j∈NG(i)

f (ij) = ١

چون: ͬ باشد، ∑م
j∈NG(i)

f (ij) = (٢) (۶k + ١) + (−٢) (٢k − ٢) + (−١) (٢k + ٢) + (−٣) (٢k + ١)

= (١٢k + ٢) + (−۴k + ۴) + (−٢k − ٢) + (−۶k − ٣)

= ١.

برقرار ی مجموع قاعده ی ،G r‐منتظم گراف رأس هر در آنگاه باشد، r = ١٢k + ٢ اگر بنابراین
است. ی مجموع ۴‐جریان ی دارای G درنتیجه و است

هر برای f تابع اگر است، همبند ٢‐یال گرافͬ ،G چون باشد. r = ١٢k + ۶ کنید فرض حال
قسمت های از استفاده با آنگاه باشد، θ = ١

٢ و شود تعریف f (i) = ۶k + ٣ به صورت ،i ∈ V (G)
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طرف از ͬ باشد. م H٢ و H١ ۶k)‐فاکتور + ٣) دو دارای G گراف ،٢ . ٣ . ١١ لم از (iiia) و (ii) ،(i)
که است T نام به ۴k]‐فاکتوری + ١,۴k + ٢] دارای H٢ گراف ،٣۶ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با دی·ر،
اجتماع ،T٢ و T ۴k)‐منتظم + ١) مؤلفه های اجتماع ،T١ کنید فرض هستند. منتظم مؤلفه هایش
با ٢‐فاکتورگیری دارای ،T٢ گراف ،٣۴ . ١ . ١ قضیه ی به توجه با باشد. T ۴k‐منتظم + ٢ مؤلفه های

ͬ باشد. م F٢k+١ و . . . ،F٢ ،F١ ٢‐فاکتورهای
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت g : E (G) \E (T١) −→ {−١,٢−,٢−,٣} تابع حال

g (e) =



−٣, e ∈ E (H٢) \E (T ) ;

−٢, e ∈ E (Fi) , ١ ≤ i ≤ k;

−١, e ∈ E (Fi) , k + ١ ≤ i ≤ ٢k + ١;

٢, e ∈ E (H١) .

اند. شده مقداردهͬ این صورت به نیز T١ یال های سپس
L دوبخشͬ گراف باشد. V (T١) = {١, . . . , q} که کرد فرض ͬ توان م کلیت، رفتن دست از بدون
و i هر برای که است شده تعریف طوری Y = {y١, . . . , yq} و X = {x١, . . . , xq} بخش دو با
بنابراین باشد. ij ∈ E (T١) اگر تنها و اگر است xiyj ∈ E (L) ͬ باشد، م ١ ≤ i, j ≤ q که ،j
،F ′

٢ ،F ′
١ ١‐فاکتورهای دارای ،١ . ١ . ٣٢ قضیه ی از استفاده با و است ۴k)‐منتظم + ١) گرافͬ L

تابع است، ١ ≤ i ≤ ۴k + ١ که به طوری ،e ∈ E (F ′
i ) هر برای حال ͬ باشد. م F ′

۴k+١ و . . .
است: شده تعریف زیر به صورت g′ : E (L) −→

{−١
٢ ,

−٣
٢
}

g′ (e)

−٣
٢ , ١ ≤ i ≤ k − ١;
−١
٢ , k ≤ i ≤ ۴k + ١.

داریم: v ∈ V (L) هر برای ∑به وضوح
v∈NL(u)

g′ (uv) =
−۶k + ١

٢

∑چون:
v∈NL(u)

g′ (uv) =

(
−٣
٢

)
(k − ١) +

(
−١
٢

)
(٣k + ٢)

=

(
−٣k
٢

)
+

(
٣
٢

)
+

(
−٣k
٢

)
+ (−١)

=
−۶k + ١

٢

برای که است شده تعریف طوری f : E (G) −→ {−١,٢−,٢−,٣} مانند تابعͬ G گراف برای حال
داریم: e ∈ E (G) \E (T١) هر

f (e) = g (e)
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داریم: e = ij ∈ E (T١) هر برای و
f (e) = g′ (xiyj) + g′ (xjyi)

،i ∈ V (G) هر برای ∑درنتیجه
j∈NG(i)

f (ij) = ١

چون: ͬ باشد، ∑م
j∈NG(i)

f (ij) = (٢) (۶k + ٣) + (−٢) (٢k) + (−١) (٢k + ٢) + (−٣) (٢k + ١)

= (١٢k + ۶) + (−۴k) + (−٢k − ٢) + (−۶k − ٣)

= ١.

برقرار ی مجموع قاعده ی ،G r‐منتظم گراف رأس هر در آنگاه باشد، r = ١٢k + ۶ اگر بنابراین
است. ی مجموع ۴‐جریان ی دارای G درنتیجه و است

برای f تابع اگر است، همبند ٢‐یال گرافͬ ،G چون باشد. r = ١٢k + ١٠ کنید فرض سپس،
قسمت های از استفاده با آنگاه باشد، θ = ١

٢ و شود تعریف f (i) = ۶k + ۵ به صورت ،i ∈ V (G) هر
طرف از ͬ باشد. م H٢ و H١ ۶k)‐فاکتور + ۵) دو دارای G گراف ،٢ . ٣ . ١١ لم از (iiia) و (ii) ،(i)
که است T نام به ۴k]‐فاکتوری + ١,۴k + ٢] دارای H٢ گراف ،٣۶ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با دی·ر،
اجتماع ،T٢ و T ۴k)‐منتظم + ١) مؤلفه های اجتماع ،T١ کنید فرض هستند. منتظم مؤلفه هایش
با ٢‐فاکتورگیری دارای ،T٢ گراف ،٣۴ . ١ . ١ قضیه ی به توجه با باشد. T ۴k‐منتظم + ٢ مؤلفه های

ͬ باشد. م F٢k+١ و . . . ،F٢ ،F١ ٢‐فاکتورهای
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت g : E (G) \E (T١) −→ {−١,٢−,٢−,٣} تابع حال

g (e) =



−٣, e ∈ E (H٢) \E (T ) ;

−٢, e ∈ E (Fi) , ١ ≤ i ≤ k + ٢;

−١, e ∈ E (Fi) , k + ٣ ≤ i ≤ ٢k + ١;

٢, e ∈ E (H١) .

اند. شده مقداردهͬ این صورت به نیز T١ یال های سپس
L دوبخشͬ گراف باشد. V (T١) = {١, . . . , q} که کرد فرض ͬ توان م کلیت، رفتن دست از بدون
و i هر برای که است شده تعریف طوری Y = {y١, . . . , yq} و X = {x١, . . . , xq} بخش دو با
بنابراین باشد. ij ∈ E (T١) اگر تنها و اگر است xiyj ∈ E (L) ͬ باشد، م ١ ≤ i, j ≤ q که ،j
،F ′

٢ ،F ′
١ ١‐فاکتورهای دارای ،١ . ١ . ٣٢ قضیه ی از استفاده با و است ۴k)‐منتظم + ١) گرافͬ L

تابع است، ١ ≤ i ≤ ۴k + ١ که به طوری ،e ∈ E(F ′
i ) هر برای حال ͬ باشد. م F ′

۴k+١ و . . .
است: شده تعریف زیر به صورت g′ : E (L) −→

{−١
٢ ,

−٣
٢
}

g′ (e)

−٣
٢ , ١ ≤ i ≤ k − ٢;
−١
٢ , k − ١ ≤ i ≤ ۴k + ١.
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داریم: v ∈ V (L) هر برای ∑به وضوح
v∈NL(u)

g′ (uv) =
−۶k + ٣

٢

چون:
∑

v∈NL(u)

g′ (uv) =

(
−٣
٢

)
(k − ٢) +

(
−١
٢

)
(٣k + ٣)

=

(
−٣k
٢

)
+ (٣) +

(
−٣k
٢

)
+

(
−٣
٢

)
=

−۶k + ٣
٢

برای که است شده تعریف طوری f : E (G) −→ {−١,٢−,٢−,٣} مانند تابعͬ G گراف برای حال
داریم: e ∈ E (G) \E (T١) هر

f (e) = g (e)

داریم: e = ij ∈ E (T١) هر برای و

f (e) = g′ (xiyj) + g′ (xjyi)

،i ∈ V (G) هر برای ∑درنتیجه
j∈NG(i)

f (ij) = ١

چون: ͬ باشد، ∑م
j∈NG(i)

f (ij) = (٢) (۶k + ۵) + (−٢) (٢k + ۴) + (−١) (٢k − ٢) + (−٣) (٢k + ١)

= (١٢k + ١٠) + (−۴k − ٨) + (−٢k + ٢) + (−۶k − ٣)

= ١.

برقرار ی مجموع قاعده ی ،G r‐منتظم گراف رأس هر در آنگاه باشد، r = ١٢k + ١٠ اگر بنابراین
است. ی مجموع ۴‐جریان ی دارای G درنتیجه و است

r ∈ {۶,١٠,١۴,٢٢} و r = ۴k+ ٢ که به طوری است r‐منتظم گرافͬ G که کنید فرض اکنون
f (i) = ٢k+١ به صورت ،i ∈ V (G) هر برای f تابع اگر است، همبند ٢‐یال گرافͬ ،G چون باشد.
G گراف ،٢ . ٣ . ١١ لم از (iiia) و (ii) ،(i) قسمت های از استفاده با آنگاه باشد، θ = ١

٢ و شود تعریف
ͬ باشد. م G٢ و G١ ٢k)‐فاکتور + ١) دو دارای

‐[t− ١, t] دارای G٢ است، ١ ≤ t ≤ ٢r
٣ که t هر برای ،٣۶ . ١ . ١ قضیه ی از استفاده با دی·ر، طرف از

‐(t− ١) مؤلفه های اجتماع ،T١ کنید فرض هستند. منتظم مؤلفه هایش که است T نام به فاکتوری
باشد. T t‐منتظم مؤلفه های اجتماع ،T٢ و T منتظم
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ͬ باشد. م [١,٢]‐فاکتور ی دارای است، ٣‐منتظم گرافͬ که G٢ آنگاه باشد، r = ۶ اگر
کنید: تعریف زیر به صورت را f : E (G) −→ {−٢,١,٢,٣} تابع

f (e) =



−٢ e ∈ E (G١)

٣ e ∈ E (G٢) \E (T )

١ e ∈ E (T١)

٢ e ∈ E (T٢)

ͬ باشد. م [١,٢]‐فاکتور ی دارای است، ۵‐منتظم گرافͬ که G٢ آنگاه باشد، r = ١٠ اگر
کنید: تعریف زیر به صورت را f : E (G) −→ {−١,١,٣−,٢} تابع

f (e) =



−٢ e ∈ E (G١)

٣ e ∈ E (G٢) \E (T )

−١ e ∈ E (T١)

١ e ∈ E (T٢)

توجه با ͬ باشد. م [٣,۴]‐فاکتور ی دارای است، ٧‐منتظم گرافͬ G٢که آنگاه باشد، r = ١۴ اگر
است. T ′

٢ و T ′
١ ٢‐فاکتور دو دارای T٢ ۴‐منتظم گراف ،٣۴ . ١ . ١ قضیه ی به

کنید: تعریف زیر به صورت را f : E (G) −→ {−٢,٢−,١−,٣} تابع

f (e) =



٢ e ∈ E (G١)

−١ e ∈ E (G٢) \E (T )

−٣ e ∈ E (T١)

−٢ e ∈ E
(
T ′
١
)

−٣ e ∈ E
(
T ′
٢
)

ͬ باشد. م [٢,٣]‐فاکتور ی دارای است، ١١‐منتظم گرافͬ که G٢ آنگاه باشد، r = ٢٢ اگر
کنید: تعریف زیر به صورت را f : E (G) −→ {−٣,١,٢,٣} تابع

f (e) =



٢ e ∈ E (G١)

−٣ e ∈ E (G٢) \E (T )

٣ e ∈ E (T١)

١ e ∈ E (T٢)

داریم: ،i ∈ V (G) هر برای حالت ها، همه ی در ∑درنتیجه
j∈NG(i)

f (ij) = ١
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ͬ باشد. م مطلوب نتیجه ی همان که
است. ی مجموع ۵‐جریان ی دارای دارد، زوج مرتبه ی که r‐منتظم گراف هر بنابراین

دادند: ارائه را زیر حدس هم΄ارانش و اکبری ،٢٠١۶ سال در اساس این بر
مجموع ۴‐جریان ی دارای دارد، زوج مرتبه ی که همبند ۴k‐منتظم گراف هر [۴] .۵ . ٣ . ٠ حدس

ͬ باشد. م ی
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Aabstract

LetG = (V,E) be a graph. Assume that l and k are two non-negative integer numbers.
An l-sum flow on a graph G is an assigment of non-zero real numbers to the edges of G
such that for every vertex v of G the sum of values of all edges incident with v equals l.
An l-sum k-flow is an l-sum flow with values from the set {±1, . . . ,±(k − 1)}.

In this thesis, we first study zero-sum flow in regular graphs. Next, we show that a
graph of order n with a zero-sum flow has a zero-sum (n + 3)2-flow. Finally, we prove
that every r-regular graph of even order admits a one-sum 5-flow.

keywords: Nowhere-zero flow; Zero-sum flow; One-sum flow; Regular graph
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