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سپاس گزاری

اکنون آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی کران لطف با که را ح΄یم خداوندگار سپاس
بر برسانم، انجام به دانش کسب راه در را ناچیز چند هر تلاشͬ توانسته ام او یاری با که
قدردانͬ ͷدسترن الهام دکتر خانم سرکار بزرگوارم، راهنمای استاد از ͬ دانم م لازم خود
جز پایان نامه این نگارش و آموخت بنده به را کردن پژوهش صحیح نحوه ی که نمایم
جناب از همچنین نبود. میسر ایشان بی دریغ حمایت های و ارزنده راهنمایی های با
بهتر در سزایی به سهم خود، سازنده پیشنهاد با که میرلوحͬ مجتبی سید دکتر آقای

ͬ نمایم. م سپاس گزاری داشتند، پایان نامه این شدن
بنده مشوق همواره زندگͬ دوران تمام در که همسرم ویژه به خانواده ام، از پایان، در
قدرشناسͬ و سپاس نهایت گردید، مهم این تحقق باعث ایشان حمایت ΁بی ش و بودند

دارم. را

نمازی شیوا
١٣٩۶ خرداد

ح



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی نمازی شیوا اینجانب
اختیار معامله قیمت گذاری ΁ریس موضعͬ مینیمم سازی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، مارکوفͬ ناکامل بازار های در
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
نمازی شیوا
١٣٩۶ خرداد

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
از درجه ای با اقتصادی فعالیت هر اصولا است. سرمایه گذار مهم دغدغه های از ی΄ͬ ΁ریس
آن مدیریت مم΄ن راه تنها و کرد حذف کاملا را آن ͬ توان نم هیچ گاه که است همراه ΁ریس
΁ریس کردن مینیمم برای را ΁ریس موضعͬ مینیمم سازی روش پایان نامه، این در است.
فرض اینجا در ͬ کنیم. م بررسͬ پیوسته زمان مارکوف رژیم‐سوئیچینگ مدل ΁ی تحت سبد
سهام قیمت فرایند و کند سرمایه گذاری ͬ تواند م سهام و پول بازار در فقط سرمایه گذار ͬ کنیم م
رانش نرخ بهره، نرخ ͬ کند. م تبعیت هندسͬ براونͬ حرکت مارکوف رژیم‐سوئیچینگ مدل از
قیمت گذاری از پس است. شده بندی مدل پیوسته زمان مارکوف زنجیر با سهام قیمت تلاطم و

ͬ کنیم. م مشخص ی΄تا طور به را بهینه استراتژی بازار، این در اروپایی اختیارمعامله های

مینیمم سازی تصادفͬ، تلاطم پرش‐انتشار، فرایندهای سوئیچینگ، رژیم کلیدی: کلمات
قیمت گذاری. ،΁ریس موضعͬ

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Namazi. S, Dastranj. E, (2016), ”Power Options Pricing in a Financial Market with stochas-

tic Analysis Tools”, 47th Annual Iranian Mathematics conference Kharazmi university.

2. Namazi. S, Dastranj. E, (2017), ”Locally risk minimizing option pricing under the Marko-

vian incomplete markets”, 22th Seminar on Mathematical Analysis and its Applications,

Bonab university.
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١ فصل
مقدمات و مفاهیم

مقدمه ١ . ١
و مفاهیم برخͬ بیان به خلاصه به طور پایان نامه، این بهتر درک برای که برآنیم فصل این در
مشخص روشنͬ به که مواردی جز به فصل این در ارائه شده مطالب بپردازیم. اولیه اصطلاحات

اند. شده گرفته [٣٠] و [٢٧] ،[٨] ،[٢] ͽمراج از است، شده

احتمال و اندازه نظریه مفاهیم ١ . ٢
از شاخه ای احتمال نظریه دی·ر، عبارت به است. تصادفͬ رویدادهای مطالعه ی احتمال، نظریه
متغیرهای را احتمال تئوری هسته ی دارد. سروکار تصادفͬ وقایع تحلیل با که است ریاضیات

ͬ دهند. م تش΄یل پیشامدها و تصادفͬ فرایندهای تصادفͬ،
باشد، Ω زیرمجموعه های از ناتهͬ دسته ای F و ناتهͬ مجموعه  ای Ω کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه است Ω روی σ‐میدان١ ΁ی F
،Ω ∈ F .١

،Ac ∈ F آنگاه A ∈ F اگر .٢
١σ-field



مقدمات و مفاهیم ٢
. ∞∪
i=1

Ai ∈ F آنگاه A1, A2, A3, · · · ∈ F اگر .٣
توسط شده تولید σ‐میدان باشد، بازه ها تمام دسته ی F و (Rn (یا Ω = R اگر .١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ دهند. م نشان B با و گویند ٢ بورل σ‐میدان را F

{Ft}t∈I نماد با و گویند ٣ فیلتر ΁ی را σ‐میدان ها از صعودی دسته ی هر .١ . ٢ . ٣ تعریف
شمارش ناپذیر یا شمارش پذیر ͬ تواند م که است اندیس گذار مجموعه ی I آن در که ͬ دهند م نمایش

باشد.
باشد، Ω ناتهͬ مجموعه ی زیرمجموعه های از σ‐میدان ΁ی F کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف

هرگاه گوییم اندازه۴ ΁ی را µ : F → [0,+∞] ،µ تابع
،0 ≤ µ(A) ≤ ∞ باشیم داشته A ∈ F مجموعه هر برای .١

، ∪
n≥1

An ∈ F به طوری که باشند F هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥1 اگر .٢
باشیم داشته آن گاه

µ(
∪
n≥1

An) =
∑
n≥1

µ(An).

باشد، آن زیرمجموعه های از σ‐میدانͬ ،F و ناتهͬ مجموعه  ای Ω کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
گویند. اندازه پذیر۵ فضای ΁ی را (Ω,F) مرتب زوج

ͬ نامیم. م اندازه۶ فضای را (Ω,F , µ) سه تایی آن گاه باشد F روی اندازه ای µ اگر
نقطه ای (جرم دیراک٧ اندازه باشد. اندازه پذیر فضای ΁ی (Ω,F) کنیم فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر صورت به A ∈ F مجموعه هر برای x ∈ E نقطه ΁ی به مربوط دیراک)

δx(A) =


1 x ∈ A,

0 x /∈ A.

روی رادن٨ اندازه .E ⊂ Rd و باشد Rd روی بورل σ‐میدان ،B کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
.µ(B) <∞ ،B ∈ B فشرده اندازه پذیر مجموعه ی هر برای به طوری که است µ اندازه ΁ی (E,B)
هرگاه ͬ شود م نامیده σ‐متناه٩ͬ ،E ⊂ Rd اندازه پذیر مجموعه ی روی µ اندازه .١ . ٢ . ٨ تعریف

.µ(Ei) <∞ که گونه ای به باشد داشته وجود بورل مجموعه های به E از {En, n ∈ N} افراز
٢Borel
٣Filter
۴Measure
۵Measurable space
۶Measure space
٧Dirac measure
٨Radon measure
٩σ-finite



٣ احتمال و اندازه نظریه مفاهیم
برای هرگاه گوییم اندازه پذیر١٠ را f : (Ω,F) → (Y,B) ،f مقدار حقیقͬ تابع .١ . ٢ . ٩ تعریف

باشیم داشته B σ‐میدان از B هر
f−1(B) = {ω ∈ Ω : f(ω) ∈ B} ∈ F .

را f : Ω → C اندازه پذیر تابع باشد، اندازه فضای ΁ی (Ω,F , µ) کنیم فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف
هرگاه ͬ نامیم م مربع١١ͬ انتگرال پذیر یا ∫L2‐انتگرال پذیر

Ω
|f |2 dµ <∞.

روی علامت دار١٢ اندازه ΁ی باشد. اندازه پذیر فضای ΁ی (Ω,F) کنید فرض .١ . ٢ . ١١ تعریف
هرگاه است ν : F → [−∞,∞] چون تابعͬ (Ω,F)

،ν(∅) = 0 .١
ͬ پذیرد، م را ±∞ مقادیر از ی΄ͬ حداکثر ν .٢

، ∪
n≥1

An ∈ F به طوری که باشند F در هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥1 اگر .٣
باشیم داشته آن گاه

ν(
∪
n≥1

An) =
∑
n≥1

ν(An).

است. علامت دار اندازه ΁ی اندازه، هر بنابراین
آنگاه باشد، متناهͬ آن ها از ی΄ͬ حداقل و بوده (Ω,F) روی اندازه دو µ2 و µ1 اگر .١ . ٢ . ١ مثال

است. علامت دار اندازه ΁ی ν = µ1 − µ2

ͬ که قسم به باشد تابعͬ f : Ω → [−∞,∞] و باشد (Ω,F) روی اندازه ΁ی µ اگر .١ . ٢ . ٢ مثال
است. علامت دار اندازه ΁ی ν(E) =

∫
E fdµ آنگاه باشد متناهͬ ∫ f−dµ و ∫ f+dµ از ی΄ͬ

باشد، Ω ناتهͬ مجموعه ی زیرمجموعه های از σ‐میدان ΁ی F کنید فرض .١ . ٢ . ١٢ تعریف
هرگاه گوییم احتمال١٣ اندازه ΁ی را P : F → [0, 1] ،P تابع

،P (Ω) = 1 .١
، ∪
n≥1

An ∈ F به طوری که باشند F در هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥1 اگر .٢
باشیم داشته آن گاه

P (
∪
n≥1

An) =
∑
n≥1

P (An).

١٠Measurable function
١١Square integrable
١٢Signed measure
١٣Probability measure



مقدمات و مفاهیم ۴
ͬ نامیم. م احتمال١۴ فضای را (Ω,F , P ) سه تایی

احتمال فضای ΁ی را {Ft}t≥0 فیلتر به شده مجهز (Ω,F , P ) احتمال فضای .١ . ٢ . ١٣ تعریف
ͬ دهند. م نشان (Ω,F , {Ft}t≥0, P ) با و ͬ نامند م فیلترشده١۵

این روی دی·ری احتمال اندازه Q و احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنید فرض .١۴ . ١ . ٢ تعریف
باشد، فضا

A ∈ F هر برای اگر
P (A) = 0 ⇒ Q(A) = 0,

A ∈ F هر برای اگر همچنین .Q≪ P ͬ نویسیم م و است پیوسته ١۶ مطلقا P به نسبت Q آنگاه
P (A) = 0 ⇔ Q(A) = 0,

.Q ∼ P ͬ نویسیم م و هستند ١٧ معادل اندازه های P و Q گوییم
صورت این در Xباشد. از زیرمجموعه ای A و ناتهͬ Xمجموعه ای کنید فرض .١۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به x ∈ X هر برای را 1A : X → {0, 1} یعنͬ ،X در A مشخصه تابع

1A(x) =


1 x ∈ A,

0 x ∈ X −A.

مجموعه هر ͬ توان م و نیست الزامͬ ولͬ است معمول تر چند هر {0, 1} مجموعه انتخاب البته
X−Aعضو هر به و ΁ی عدد A مجموعه عضو هر به تابع این کرد. انتخاب نیز را دی·ر عضوی دو

ͬ دهد. م رانسبت صفر مقدار ندارند تعلق A به ولͬ هستند X به متعلق که عناصری یعنͬ

تصادفͬ فرایندهای مفاهیم ١ . ٣
تصادفͬ فرایند ١ . ٣ . ١

΁ی را (R,B) اندازه پذیر فضای به (Ω,F , P ) احتمال فضای از اندازه پذیر تابع هر .١ . ٣ . ١ تعریف
گوییم. تصادف١٨ͬ متغیر

با که X توسط شده تولید σ‐میدان باشد، تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١ . ٣ . ٢ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به ͬ شود م داده نشان F(X) نماد
F(X) = {X−1(A) : A ∈ B}.

١۴Probability space
١۵Filtered probability space
١۶Absolutely continuous measure
١٧Equivalent measure
١٨Random variable



۵ تصادفͬ فرایندهای مفاهیم
نامیده تصادفͬ فرایند ΁ی تصادفͬ، متغیرهای از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر .١ . ٣ . ٣ تعریف

ͬ شود. م

مسیر ،ω ∈ Ω هر برای باشد. (Ω,F) روی تصادفͬ فرایند {Xt}t≥0 کنید فرض .۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م نامیده فرایند مسیر که ͬ کند م تعریف را زمان از تابعͬ X(ω) : t→ Xt(ω)

از یقین به قریب آن مسیرهای اگر ͬ نامیم م کادلاگ١٩ را X تصادفͬ فرایند .۵ . ١ . ٣ تعریف
باشد. چپ حد دارای و پیوسته راست

نقطه ΁ی t ∈ [0, T ] اگر ب·یرید. نظر در را f : [0, T ] → R کادلاگ تابع .۶ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م نامیده t نقطه در f تابع پرش٢٠ ∆f(t) = f(t)−f(t−) مقدار باشد، f تابع ناپیوستگͬ

مجموعه یعنͬ باشد، ناپیوسته شمارا مجموعه ΁ی در ͬ تواند م حداکثر f کادلاگ تابع
.[١٣] است شمارش پذیر {t ∈ [0, T ], f(t)− f(t−) ̸= 0}

برای هرگاه ͬ گوییم م سازگار٢١ {Ft}t فیلتر به نسبت را {Xt}t≥0 تصادفͬ فرایند .١ . ٣ . ٧ تعریف
باشد. اندازه پذیر ،Ft به نسبت Xt ،t ≥ 0 هر

است. سازگار آن به نسبت X تصادفͬ فرایند که است فیلتری کوچ΁ ترین طبیعͬ، فیلتر

Z و F از σ‐میدان زیر ΁ی D و احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنید فرض .١ . ٣ . ٨ تعریف
‐D تصادفͬ متغیر ΁ی D شرط به Z امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ تصادفͬ، متغیری

داریم D ∈ D هر برای و ͬ دهیم م نشان E(Z|D) با را آن که است (Ω,F) روی ∫اندازه پذیر
D
E(Z|D) dP =

∫
D
Z dP.

(Ω,F) روی T تصادفͬ متغیر باشد. اندازه پذیر فضای ΁ی (Ω,F) ͬ کنیم م فرض .١ . ٣ . ٩ تعریف
ͬ شود م نامیده {Ft}t≥0 به نسبت توقف٢٢ زمان ΁ی ͬ کند، م اختیار [0,∞] در را خود مقادیر که

.{T ≤ t} ∈ Ft باشیم داشته t ≥ 0 هر برای هرگاه

فیلتر به نسبت Tn ،n ≥ 1 ،n هر برای و تصادفͬ فرایند ΁ی {Xt} کنیم فرض .١ . ٣ . ١٠ تعریف
به و ͬ دهیم م نشان XTn(t) نماد با را Tn با شده متوقف فرایند باشد. توقف زمان {Ft}t≥0

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت
∀ω ∈ Ω, XTn(ω) = XTn∧t(ω).

١٩Cadlag Process
٢٠Jump
٢١Adapted to the filtration
٢٢Stopping time



مقدمات و مفاهیم ۶
باشد. [a, b] ⊂ R از افراز ΁ی P = {a = t1 < t2 < · · · < tn+1 = b} کنید فرض .١ . ٣ . ١١ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر صورت به P بر f تابع تغییر

V arP (f) =

n∑
i=1

|f(ti+1)− f(ti)|.

ͬ شود. م نامیده متناه٢٣ͬ باتغییر [a, b] بازه بر f تابع آنگاه باشد متناهͬ supP V arP (f) اگر
باتغییر f تابع آنگاه باشد متناهͬ باتغییر بازه، هر بر و شده تعریف R یا [a, b] بازه بر f تابع اگر

است. متناهͬ
متناهͬ باتغییر ،΁ی احتمال با آن مسیرهای هرگاه گویند متناهͬ باتغییر را تصادفͬ فرایند

ͬ شود. م خوانده نامتناهͬ باتغییر فرایند صورت این غیر در باشد

مارتینگل ها ١ . ٣ . ٢
گوییم مارتینگل٢۴ {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت را {Mt}t∈Z+ تصادفͬ فرایند .١ . ٣ . ١٢ تعریف

هرگاه
باشد، سازگار {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت {Mt}t∈Z+ .١

باشد، انتگرال پذیر Mt ،t هر برای .٢
E(Mt+1|Ft) =Mt, a.s.. ٢۵ باشیم داشته t ≥ 1 هر برای .٣

است. آن فعلͬ مقدار مارتینگل، ΁ی آینده مقدار برای پیش·و بهترین دی·ر، بیان به
این در مارتینگل ΁ی {Mt}t∈[0,T ] و احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنید فرض .١ . ٣ . ١٣ تعریف
اندازه ΁ی Q ،Q ∼ P به طوری که باشد فضا این روی دی·ری احتمال اندازه Q اگر باشد. فضا
باشد. مارتینگل نیز Q به نسبت {Mt}t∈[0,T ] فرایند هرگاه است P معادل٢۶ مارتینگل احتمال
΁ی را (Ω,F , P ) احتمال فضای روی {Xt}t∈[0,T ] مقدار حقیقͬ تصادفͬ فرایند .١۴ . ١ . ٣ تعریف
موجود ،{Tn}n≥1 مانند توقف زمان های از صعودی دنباله ای هرگاه گوییم موضع٢٧ͬ مارتینگل

باشد. مارتینگل XTn(t) شده متوقف فرایند ،n هر برای و ،Tn ↗ T باشد به طوری که،
وجود موضعͬ مارتینگل های اما است موضعͬ مارتینگل ΁ی مارتینگل هر که است روشن

نیستند. مارتینگل که دارند
٢٣Finite variation
٢۴Martingale
٢۵Almost surely
٢۶Equivalent martingale measure
٢٧Local martingale



٧ تصادفͬ فرایندهای مفاهیم
و M موضعͬ مارتینگل هرگاه، گویند نیم مارتینگل٢٨ ΁ی را X سازگار فرایند .١۵ . ١ . ٣ تعریف

به طوری که باشند داشته وجود A متناهͬ باتغییر فرایند
X(t) = X(0) +M(t) +A(t), M(0) = A(0) = 0.

برای نیست. آسان تعریف، از استفاده با فرایند ΁ی بودن نیم مارتینگل اثبات کلͬ طور به
ͬ کند. م ساده تر را تشخیص کار که است شده ثابت قضایایی نیم مارتینگل ها شناسایی

ͬ پرازیم. م قضایا این از پاره ای معرفͬ به ادامه در
باشد فشرده مجموعه روی متناهͬ تغییر کادلاگ مسیرهای با سازگار فرایند ΁ی S اگر •

.[١۶] است مارتینگل نیم ΁ی S آنگاه
نیم مارتینگل ΁ی S آنگاه باشد کادلاگ مسیرهای با انتگرال پذیر مارتینگل ΁ی S اگر •

.[١۶] است
΁ی S آنگاه باشد کادلاگ مسیرهای با مربعͬ انتگرال پذیر موضعͬ مارتینگل ΁ی S اگر •

.[١۶] است نیم مارتینگل
آن ها به پایان نامه این در که فرایندهایی تمامͬ ͬ آید، م ادامه در که گزاره هایی به توجه با

هستند. نیم مارتینگل ͬ پردازیم م
است. نیم مارتینگل ΁ی متناهͬ تغییر فرایند هر .١ . ٣ . ١ گزاره

کنید. رجوع [٢٨] به برهان.
است. نیم مارتینگل ΁ی مربعͬ مارتینگل  انتگرال پذیر هر .١ . ٣ . ٢ گزاره

کنید. رجوع [٢٨] به برهان.

ͬ ها ویژگ و تعریف براونͬ: حرکت ١ . ٣ . ٣
آنالیز مدرن، احتمال نظریه ی بنای سنگ و تصادفͬ فرایندهای ͬ ترین اساس از براونͬ حرکت
به را هستند معلق آب در که گیاهان گرده نامنظم حرکت است. دیفرانسیل معادلات و تصادفͬ
میلادی ١٨٢٧ تابستان در بار نخستین برای که اس΄اتلندی گیاه شناس ،٢٩ براون روبرت افتخار
سال در نامیدند. ٣٠ بروانͬ حرکت کرد، مشاهده را آب در معلق گیاهان گرده نامنظم حرکت
مل΄ول های سوی از گرده دانه های بمباران را حرکت این علت ٣١ انیشتن آلبرت میلادی ١٩٠۵

٢٨Semi martingale
٢٩Robert Brown
٣٠Brownian motion
٣١Albert Einstein



مقدمات و مفاهیم ٨
دارای مایعات یا و گازها در موجود مول΄ول های و ذرات دی·ر، عبارت به کرد. معرفͬ مایع
تغییر ی΄دی·ر با برخورد با و کنند حرکت ͬ توانند م راستایی هر در یعنͬ هستند، نامنظمͬ حرکت
بسیار براونͬ حرکت کاربرد دامنه آن از پس ͬ گویند. م براونͬ حرکت حرکت، این به دهند جهت
در است. شده نیز سهام قیمت مدل سازی مانند مالͬ ریاضیات مباحث وارد حتͬ و رفته فراتر
براونͬ حرکت ال·وی آمری΄ایی، نابغه و برجسته ͬ دان ریاض ٣٢ وینر نوربرت میلادی ١٩١٨ سال
امروز که را براونͬ حرکت مطلوب فرایند میلادی ١٩٢٣ سال در وی کرد. بررسͬ کامل به طور را

.[٣] است بیان قابل زیر صورت به که ساخت ریاضͬ فرم به را ͬ شود م گفته نیز وینر فرایند
براونͬ فرایند ΁ی را (Ω,F , P ) احتمال فضای بر {Wt}t≥0 تصادفͬ فرایند .١۶ . ١ . ٣ تعریف

کند صدق زیر ͬ های ویژگ در هرگاه گوییم استاندارد براونͬ حرکت یا استاندارد٣٣
،W0 = 0 .١

صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Wt −Ws تصادفͬ متغیر ،s ≤ t که s و t هر ازای به .٢
باشد، t− s واریانس و

مستقل ،0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn برای Wtn −Wtn−1 , . . . ,Wt2 −Wt1 تصادفͬ متغیرهای .٣
باشند. هم توزیع و

است. زیر شرح به براونͬ فرایند اساسͬ ویژگͬ دو
داریم ،0 ≤ s ≤ t هر برای که معنͬ این به است مارتینگل ΁ی براونͬ حرکت .١

E[Wt|Fs] =Ws.

برهان.
E[Wt|Fs] = E[Wt −Ws +Ws|Fs],

= E[Wt −Ws|Fs] + E[Ws|Fs],

= 0 +Ws =Ws.

.E[WsWt] = min{s, t} ،0 ≤ s ≤ t هر برای همچنین و
داشت خواهیم s < t برای برهان.

E[WtWs] = E[(Wt −Ws +Ws)Ws],

= E[Wt −Ws]E[Ws] + E[W 2
s ],

= 0 + s = s.

٣٢Norbert Wiener
٣٣Standard Brownian motion



٩ تصادفͬ فرایندهای مفاهیم
.t ∧ s = min{s, t} آن در که E[WtWs] = t ∧ s بنابراین

و نامنظم بسیار براونͬ حرکت مسیرهای است. پیوسته مسیرهای دارای براونͬ حرکت .٢
اند. نامتناهͬ تغییر آن مسیرهای و نیست مشتق پذیر مثال برای اند. پیش بینͬ غیرقابل

ͬ ها ویژگ و تعریف پواسون: فرایند ۴ . ١ . ٣
کل تعداد Nt هر گاه گوییم، شمارشͬ فرایند ΁ی را {Nt}t≥0 تصادفͬ فرایند .١ . ٣ . ١٧ تعریف

کند. صدق زیر شرایط در و داده اند رخ t زمان تا که باشد پیشامدهایی
ͬ کند، م اختیار را نامنفͬ صحیح مقادیر Nt (١

،Ns ≤ Nt آنگاه s ≤ t اگر (٢
ͬ دهند. م رخ (s, t] زمانͬ فاصله در که است پیشامدهایی تعداد برابر Nt−Ns ،s < t برای (٣
گوییم λ ≥ 0 پارامتر با پواسون٣۴ فرایند ΁ی را {Nt}t≥0 شمارشͬ فرایند .١ . ٣ . ١٨ تعریف

باشیم داشته هرگاه
،N0 = 0 (١

s ≤ t زمانͬ مقدار هر و k صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مانا نموهای دارای Nt فرایند (٢
P [Nt+∆ −Nt = k] = P [Ns+∆ −Ns = k], باشیم داشته ∆ > 0 و

زمانͬ مقادیر و k > 0 صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مستقل نمو های دارای Nt فرایند (٣
Ntk −Ntk−1

و . . . و Nt2 −Nt1 و Nt1 −Nt0 تصادفͬ متغیرهای 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tk

باشند. مستقل هم از دو به دو
آنگاه باشد، پواسون فرایند ΁ی Nt کنید فرض .١ . ٣ . ٣ گزاره

.P{Nt <∞} = 1 است متناهͬ Nt ،t > 0 هر برای .١
است. ΁ی پرش اندازه ی و ثابت قطعه قطعه  تابعͬ t→ Nt(ω) مسیر ،ω هر برای .٢

(کادلاگ). است. چپ حد دارای و پیوسته راست از ،t→ Nt(ω) مسیرهای .٣
.P{Nt = Nt−} = 1 ،t > 0 هر برای .۴

است، پیوسته احتمال در Nt .۵
∀t > 0, Ns

P−−−−→
s→t

Nt.

٣۴Poisson Process



مقدمات و مفاهیم ١٠
است. λt پارامتر با پواسون توزیع دارای ،Nt ،t > 0 هر برای .۶

یعنͬ است، مارکوف ویژگͬ دارای Nt .٧
∀s < t E[f(Nt)|Nu, u ≤ s] = E[f(Nt)|Ns].

کنید. رجوع [٣۶] به برهان.
احتمال با سو ΁ی از ͬ رسند، م نظر به متناقض (۴) و (٣)،(٢) ͬ های ١ . ٣ . ١. ویژگ ملاحظه
پرش ها با تنها فرایند ͽواق (در است ناپیوسته پواسون فرایند از مسیر هر که ͬ شود م ثابت ΁ی
پیوسته ΁ی احتمال با Nt ،t شده داده نقطه هر در دی·ر سوی از و ͬ یابد) م وضعیت تغییر
است حقیقت این از ناشͬ و توجه قابل پرشͬ فرایندهای تمامͬ با برخورد در نکته این است!

است. صفر اندازه با مجموعه ای فرایند، ناپیوستگͬ نقاط که

مرکب پواسون فرایند ۵ . ١ . ٣
بتوان هرگاه گوییم، ٣۵ مرکب پواسون فرایند ΁ی را {Xt}t≥0 تصادفͬ فرایند .١ . ٣ . ١٩ تعریف
پواسون فرایند ΁ی Nt آن در که داد، نشان Xt =

∑Nt
i=1 Yi به صورت t ≥ 0 هر ازای به را آن

دنباله و Nt فرایند و هستند، هم توزیع و مستقل متغیر های از خانواده ای {Yi, i = 1, 2, . . . } و
ͬ شوند. م فرض مستقل {Yi, i = 1, 2, . . . }

یافته جبران پواسون فرایند ۶ . ١ . ٣
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را Nt پواسون فرایند شده مرکزی نسخه .١ . ٣ . ٢٠ تعریف

Ñt = Nt − λt,

ͬ شود. م نامیده Nt جبران گر {λt}t≥0 و یافته٣۶ جبران پواسون فرایند {Ñt}t≥0

داریم و دارد مستقل نموهای Ñt پواسون، فرایند مانند
E[Nt|Ns, s ≤ t] = E[Nt −Ns +Ns|Ns],

= E[Nt −Ns|Ns] +Ns,

= λ(t− s) +Ns.

فرایند برخلاف و نیست مقدار صحیح یافته، جبران پواسون فرایند است. مارتینگل Ñt لذا
بود. نخواهد شمارشͬ فرایند پواسون،

٣۵Compound Poisson Process
٣۶Compensated Poisson process



١١ تصادفͬ فرایندهای مفاهیم

تصادفͬ اندازه های ١ . ٣ . ٧
آنگاه باشد پرش زمان های دنباله T1, T2, . . . اگر ب·یرید. نظر در را Nt پواسون شمارشͬ فرایند
این ͬ شمارد. م را [s, t] در پرش ها تعداد Nt − Ns و است t و صفر بین پرش های تعداد Nt

هر برای ͬ کند، م تعریف زیر صورت به [0, T ] روی ،M تصادفͬ پرش اندازه ΁ی شمارش، نوع
کنید فرض A ⊂ R+ اندازه پذیر مجموعه

M(ω,A) = #{i ≥ 1, Ti(ω) ∈ A}.

با A کراندار مجموعه هر برای M(A) است. مقدار صحیح و مثبت اندازه ΁ی M(ω, .) آنگاه
است. تصادفͬ اندازه ΁ی بنابراین است وابسته ω به M(ω, .) اندازه است. متناهͬ ،΁ی احتمال
که E[M(A)] = λ|A| یعنͬ است، M تصادفͬ اندازه مقدار متوسط پواسون، فرایند ی λ شدت
M تصادفͬ پرش اندازه از استفاده با را Nt پواسون فرایند حال است. A ΃لب اندازه |A| آن در

ͬ کنیم م تعریف
Nt(ω) =M(ω, [0, t]) =

∫
[0,t]

M(ω,ds).

مجزای فواصل برای است. انتقال قابل M پرش اندازه ͬ های ویژگ به پواسون فرایند ͬ های  ویژگ
داریم [t1, t

′
1], . . . , [tn, t

′
n]

تصادفͬ متغیر ΁ی و ͬ باشد م [tk, t
′
k] در پواسون فرایند پرش های تعداد M([tk, t

′
k]) .١

است. λ(t′k − tk) پارامتر با پواسون
M([tj , t

′
j ]) ,M([tiو t

′
i]) تصادفͬ متغیرهای ،i ̸= j ،[tj , t′j ] و [ti, t

′
i] مجزای فاصله دو برای .٢

هستند. مستقل
λ|A| پارامتر با پواسون توزیع دارای M(A) ،A پذیر اندازه مجموعه هر برای کلͬ طور به .٣

است. A ΃لب اندازه |A| = ∫A dx که است
ساخت مرتبط Ñt یافته جبران پواسون فرایند به تصادفͬ اندازه ΁ی ͬ توان م مشابه طور به

M̃(ω,A) =M(ω,A)−
∫
A
λdt =M(ω,A)− λ|A|.

است شمارشͬ) (اندازه مقدار صحیح نه M̃ ،M خلاف بر .E[M̃(A)] = 0 که ͬ کنیم م ملاحظه
است. علامت دار اندازه ΁ی بل΄ه مثبت، نه و

(مثبت) رادن اندازه µ و E ⊂ Rd احتمال، فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنید فرض .١ . ٣ . ٢١ تعریف
تصادفͬ اندازه ،µ شدت اندازه با E روی پواسون٣٧ تصادفͬ اندازه ΁ی باشد. (E,A) روی

٣٧Poisson random measure



مقدمات و مفاهیم ١٢
چون مقداری صحیح

M :Ω×A → N,

(ω,A) →M(ω,A),

به طوری که است
برای است. E روی مقدار صحیح رادن اندازه ΁ی M(ω, .) ،ω ∈ Ω همه (تقریبا) برای .١
مقدار صحیح تصادفͬ متغیر ΁ی M(A) <∞ ،A ⊂ E کراندار اندازه پذیر مجموعه ی هر

است.
با پواسون تصادفͬ متغیر ΁ی M(., A) =M(A) ،A ⊂ E اندازه پذیر مجموعه ی هر برای .٢

است. µ(A) پارامتر
M(A1),M(A2), . . . ,M(An) ،A1, A2, . . . , An ∈ A هم از جدا اندازه پذیر مجموعه های برای .٣

هستند. مستقل
به وابسته شمارشͬ اندازه صورت به ͬ توان م را E روی پواسون تصادفͬ اندازه هر ͽواق در

داد. نشان E در نقاط از تصادفͬ دنباله ΁ی
.M(ω,A) =

∑
i≥1 1A(Ti(ω)) ،A ∈ A هر برای به طوری که دارد وجود {Ti(ω), i ≥ 1} دنباله

یعنͬ است، {Ti}i≥1 تصادفͬ نقاط در ͽواق دیراک نقطه ای جرم های از مجموع ΁ی M بنابراین
M =

∑
i≥1

δTi(ω).

اندازه از µ شدت اندازه تفریق از ،M̃ یافته٣٨ جبران پواسون تصادفͬ اندازه .١ . ٣ . ٢٢ تعریف
یعنͬ ͬ شود م حاصل M

M̃(A) =M(A)− µ(A).

مجزای فشرده مجموعه های برای که ͬ شود م نتیجه پواسون تصادفͬ اندازه تعریف از
.[۴] هستند مستقل M̃(A1), M̃(A2), . . . , M̃(An) ،A1, A2, . . . , An ∈ A

پرش‐انتشار فرایندهای ١ . ٣ . ٨
است. زیر فرم به تصادفͬ فرایند ΁ی {Xt}t∈[0,T ] کنید فرض .١ . ٣ . ٢٣ تعریف

Xt = X0 +

∫ t

0
f(s)ds+

∫ t

0
g(s)dWs +

∫ t

0

∫
E
h(s, y)p(ds,dy),

g(t) و f(t) است. p(ds,dy) پواسون تصادفͬ اندازه از مستقل براونͬ حرکت ΁ی Wt آن در که
΁ی h(s, y) .E [∫ T

0 g(s)2dt
]
< ∞ داریم و هستند پیش بینͬ غیرقابل پیوسته ی فرایندهای

نامیده پرش‐انتشار فرایند ΁ی Xt صورت این در است. انتگرال پذیر پیش بینͬ قابل   فرایند
ͬ شود. م

٣٨Compensated Poisson random measure



١٣ تصادفͬ فرایندهای مفاهیم

مربعͬ تغییرات ١ . ٣ . ٩
صورت به که است سازگاری کادلاگ فرایند X نیم مارتینگل مربعͬ تغییرات .٢۴ . ١ . ٣ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر
⟨X,X⟩t := |Xt|2 − 2

∫ t

0
Xu−dXu.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به Y و X نیم مارتینگل های مربعͬ تغییرات همچنین
⟨X,Y ⟩t := XY −

∫ t

0
Xu−dYu −

∫ t

0
Yu−dXu.

به علاوه است. افزایشͬ و سازگار کادلاگ، فرایند ΁ی X مربعͬ تغییرات فرایند .١ . ٣ . ١ قضیه
.⟨X,X⟩0 = X2

0 .١
.∆ ⟨X,X⟩ = (∆X)2 .٢

طوری که به باشد [0, T ] افرازهای از دنباله ای πn = (tn0 = 0 < tn1 < · · · < tnn+1 = T ) اگر .٣
هم·رایی آنگاه |πn| = supk |tnk − tnk−1| → 0 ،n→ ∞ وقتͬ

0≤ti≤t∑
ti∈πn

(Xti+1 −Xti)
2 → ⟨X,X⟩t ,

است. ی΄نواخت t به نسبت
کنید. رجوع [٢٨] به برهان.

و است ⟨X,X⟩ پیوسته بخش بیانگر ⟨X,X⟩c فرایند ،X نیم مارتینگل برای .٢۵ . ١ . ٣ تعریف
داریم

⟨X,X⟩t = ⟨X,X⟩ct +
∑

0≤s≤t

(∆X(s))2.

مربعͬ تغییرات ͬ های ویژگ .۴ . ١ . ٣ گزاره
است. افزایشͬ فرایند ΁ی (⟨X,X⟩t)t∈[0,T ] •

است. وابسته X پرش های به ∆ ⟨X,X⟩t = |∆Xt|2 رابطه با ⟨X,X⟩ پرش های •
باشد. پیوسته X اگر تنها و اگر است پیوسته مسیرهای دارای ⟨X,X⟩ •

.⟨X,X⟩ = 0 آنگاه باشد داشته متناهͬ تغییر با مسیرهای و پیوسته X اگر •
.a.s. ،X = X0 تقریبا آنگاه ⟨X,X⟩ = 0 و مارتینگل ΁ی X اگر •

کنید. رجوع [٢٨] به برهان.



مقدمات و مفاهیم ١۴
آن در که ⟨B,B⟩t = σ2t آنگاه ،Bt = σWt اگر براونͬ). حرکت مربعͬ (تغییرات ۵ . ١ . ٣ گزاره

است. استاندارد براونͬ فرایند W
کنید. رجوع [٢٨] به برهان.

تعریف از باشد پواسون فرایند ΁ی ،N اگر پواسون). فرایند مربعͬ (تغییرات ١ . ٣ . ١ مثال
.⟨N,N⟩t = Nt که ͬ شود م دیده سادگͬ به (٢۴ . ١ . ٣)

با [0, T ]× Rd روی M پواسون تصادفͬ اندازه پواسون). انتگرال مربعͬ (تغییرات ١ . ٣ . ٢ مثال
عنوان به را X فرایند ب·یرید. نظر در را ψ : [0, T ] × Rd → R تصادفͬ تابع و µ(dsdy) شدت

ͬ کنیم. م تعریف M به نسبت ψ انتگرال

Xt =

∫ t

0

∫
R
ψ(s, y)M(dsdy).

ͬ شود. م داده زیر صورت به X مربعͬ تغییرات
⟨X,X⟩t =

∫ t

0

∫
R
|ψ(s, y)|2M(dsdy).

ایتو حسابان ۴ . ١
ایتو انتگرال ١ . ۴ . ١

به دست زمان به نسبت را ͬ کند م حرکت جوی آب ͹سط در که ذره ای حرکت معادله ͬ خواهیم م
و باد وزش که ضرباتͬ دلیل به ،(T > 0) و t ∈ [0, T ] ،t لحظه در ذره م΄ان که آن جا از آوریم.
زیر صورت به آن معادله است)، (تصادفͬ نیست مشخص ͬ کند م وارد آن به آب مول΄ول های

بود. خواهد
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه), (١ . ١)

Zt مانند تصادفͬ فرایند نوفه و هستند [0,∞)×Ω روی شده داده حقیقͬ توابع σ و b آن در که
ͬ کند. م صدق زیر شرط سه در که است

باشند. هم از مستقل Zt2 و Zt1 ،t1 ̸= t2 که t1, t2 ∈ [0, T ] هر برای •
بستگͬ t به t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Ztn+t, . . . , Zt1+t تصادفͬ متغیرهای توام توزیع •

باشد. نداشته
.E(Zt) = 0 ،t ∈ (0, T ] هر برای •



١۵ ایتو حسابان
رابطه گسسته سازی با است. [0, T ] فاصله از افرازی 0 = t0 < t1 < · · · < tm = T کنید فرض

داریم (١ . ١)
Xtk+1

−Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkZk.

ͬ توان م لذا است. براونͬ فرایند است پیوسته مسیرهای دارای که ͬ ها ویژگ این با فرایندی تنها
نوشت

Xt = X0 +

k−1∑
j=0

b(tj , Xj)∆tj +

k−1∑
j=0

σ(tj , Xj)∆Wj .

داشت خواهیم باشد داشته وجود ∆t→ 0 وقتͬ بالا عبارت راست طرف حد اگر
Xt = X0 +

∫ t

0
b(s, ω)ds+

∫ t

0
σ(s, ω)dWs.

زیر فرم به انتگرال هایی محاسبه به است لازم Xt فرایند کردن پیدا برای روشنͬ به بنابراین
∫بپردازیم T

s
f(t, ω)dWt(ω),

برای است. [0,∞) × Ω روی حقیقͬ تابعͬ f و استاندارد بعدی ΁ی براونͬ فرایند Wt(ω) که
ͬ داریم. برم را زیر گام های هدف این به رسیدن

یعنͬ باشد ٣٩ ابتدایی تابعͬ ϕ : [0,∞)× Ω → R کنیم فرض اول: گام
ϕ(t, ω) = X(ω)1(a,b](t), a, b ∈ [0,∞).

ͬ کنیم م تعریف صورت این ∫در t

a
ϕ(s, ω)dWs =

∫ t

a
X(ω)1[a,b)dWs(ω) = X(ω)[Wb∧t(ω)−Wa∧t(ω)],

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که
یعنͬ باشد. [0,∞)× Ω روی ۴٠ ساده تابعͬ f کنیم فرض دوم: گام

f =

n∑
j=0

ϕi,

ͬ کنیم م تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع ها ϕi ∫که t

a
fdWs =

n∑
j=0

∫ t

a
ϕidWs. (١ . ٢)

با توابع از رده ای ،[0,∞) × Ω مجموعه ی روی f(t, ω) توابع از P2 رده ی .١ . ۴ . ١ تعریف
است زیر ͬ های ویژگ

٣٩Elemintary function
۴٠Simple function



مقدمات و مفاهیم ١۶
است، B‐اندازه پذیر × F ،(t, ω) → f(t, ω) تابع •
باشد، Ft‐اندازه پذیر ،f(t, .) تابع ،t هر ازای به •

.E [∫ T
0 f2(s, ω)ds

]
<∞ ،T ≥ 0 هر برای •

آن گاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, ω) تابع اگر ایتو). ایزومتری (لم ١ . ۴ . ١ لم
E

[(∫ T

s
ϕ(t, ω)dWt(ω)

)2
]
= E

[∫ T

s
ϕ2(t, ω)dt

]
.

کنید. رجوع [٢٧] به برهان.
به طوری که دارد وجود ساده توابع از {ϕn}n دنباله ی آن گاه ،f ∈ P2 اگر .٢ . ۴ . ١ لم

E

[∫ T

0
|ϕ(s)− fn(s)|2ds

]
n→∞−−−→ 0.

کنید. رجوع [٢٧] به برهان.
برای زیرا کنیم تعریف f ∈ P2 هر برای را ∫ T

s f(t, ω)dWt ͬ توانیم م اکنون سوم: گام
میل f به که است موجود {ϕn}n مانند ابتدایی توابع از دنباله ای قبل لم به توجه با ،f ∈ P2

کرد تعریف ͬ توان م پس ͬ کند. ∫م T

0
fdWt = lim

n→∞

∫ T

0
ϕndWt.

نامند. ایتو۴١ انتگرال را اخیر انتگرال که

ایتو فرمول ٢ . ۴ . ١
بعد ΁ی حالت در ایتو فرمول

تصادفͬ دیفرانسیل معادله دارای کلͬ حالت در براونͬ حرکت ΁ی پایه ی بر تصادفͬ فرایند ΁ی
dXt = µ(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dWt,

براونͬ حرکت توسط شده ایجاد فیلتر با سازگار فرایندهای σ(Xt, t) و µ(Xt, t) آن در که است
دارای f(Xt, t) فرایند آنگاه ،۴٢ f(x, t) ∈ C2([0,∞) × R) که باشد تابعͬ f اگر ͬ باشند. م Wt

ͬ شود م شناخته ایتو۴٣ فرمول به که ͬ باشد م زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله
df(x, t) =

∂f

∂t
(x, t)dt+

∂f

∂x
(x, t)dXt +

1

2

∂2f

∂x2
(x, t)(dXt)

2.

۴١Itö integral
است. مشتق پذیر بار دو [0,∞)× R روی f ۴٢یعنͬ

۴٣Itôs formula



١٧ ایتو حسابان
ͬ شود م محاسبه زیر قوانین مطابق (dXt)

2 = (dXt).(dXt) که
dWt.dWt = dt, dt.dt = dt.dWt = dWt.dt = 0.

داشت خواهیم بنابراین
df(x, t) =

(
∂f

∂t
+ µ(x, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(x, t)

∂2f

∂x2

)
dt+ σ(x, t)

∂f

∂x
dWt.

کلͬ حالت در ایتو فرمول
باشد زیر صورت به برداری تصادفͬ فرایند ΁ی X کنید فرض

X =


X1

X2...
Xn

 ,

ͬ کند م پیروی زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله از Xi مؤلفه ی هر آن در که

dXi = µi(Xt, t)dt+

d∑
j=1

σij(Xt, t)dWj(t),

اگر

W =


W1

W2...
Wd

 ,

و برداری، براونͬ حرکت ΁ی را

µ =


µ1

µ2...
µn

 ,

ماتریس همچنین رانش، بردار را

σ =


σ11 σ12 . . . σ1d

σ21 σ22 . . . σ2d... ... ... ...
σn1 σn2 . . . σnd

 ,



مقدمات و مفاهیم ١٨
نشان زیر صورت به را X برداری تصادفͬ فرایند ͬ توان م آنگاه کنیم، تعریف انتشار ماتریس را

داد
dXt = µ(Xt, t)dt+ σ(Xt, t)dWt,

فرایند آنگاه باشد، f(x, t) ∈ C2([0,∞) × Rn) که ͬ کنیم م فرض به گونه ای را f تابع اکنون
شناخته بعدی چند ایتو فرمول به که ͬ باشد م زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله دارای f(Xt, t)

ͬ شود م
df(x, t) =

∂f

∂t
dt+

n∑
i=1

∂f

∂xi
dXi +

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂2f

∂xixj
dXidXj .

یعنͬ براونͬ، حرکت های بودن مستقل فرض با
dWi.dWi = dt, i = 1, 2, . . . , d,

dWi.dWj = 0, i ̸= j.

ͬ آید م در زیر صورت به ایتو فرمول

df(x, t) =

∂f
∂t

+

n∑
i=1

µi
∂f

∂xi
+

1

2

n∑
i,j=1

Cij
∂2f

∂xixj

dt+

n∑
i=1

σi
∂f

∂xi
dWi.

ماتریس با σi آن در که
σi =

[
σi1 σi2 . . . σid

]
,

ͬ شود. م تعریف C = σσt ماتریس با نیز C دهیم، قرار σ ماتریس ترانهاده را σt اگر و
یعنͬ باشند، وابسته براونͬ حرکت های اگر ولͬ

dWi.dWi = dt, i = 1, 2, . . . , d,

dWi.dWj = ρijdt, i ̸= j.

ͬ یابد م تغییر زیر صورت به ایتو فرمول حالت این در

df(x, t) =

∂f
∂t

+

n∑
i=1

µi
∂f

∂xi
+

1

2

n∑
i,j=1

σiσjρij
∂2f

∂xixj

dt+

n∑
i=1

σi
∂f

∂xi
dWi.

پرش‐انتشار فرایندهای برای ایتو فرمول
باشد زیر صورت به پرش با انتشار فرایند ΁ی X کنید فرض

Xt = X0 +

∫ t

0
f(s)ds+

∫ t

0
g(s)dWs +

∫ t

0

∫
E
h(s, y)p(ds,dy).



١٩ ایتو حسابان
داریم C1,2 به متعلق f : [0, T ]× R → R تابع هر برای بنابراین

f(t,Xt)− f(0, X0) =

∫ t

0

(
∂f

∂s
(s,Xs) +

∂f

∂x
(s,Xs)f(s) +

1

2

∂2f

∂x2
(s,Xs)g

2(s)

)
ds

+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs)g(s)dWs +

Nt∑
i=1

(f(ti, Xti−(1 + h(ti, Yi)))− f(ti, Xti−)).

اندازه تغییر ٣ . ۴ . ١
با نامنفͬ تصادفͬ متغیر ΁ی Z و احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنیم فرض .١ . ۴ . ١ قضیه

ͬ کنیم م تعریف A ∈ F برای باشد. E[Z] = 1

P̃ (A) =

∫
A
Z dP.

آنگاه باشد، نامنفͬ تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر این، بر علاوه است. احتمال اندازه ΁ی P̃ آنگاه
Ẽ[X] = E[XZ].

داریم باشد، مثبت تصادفͬ متغیر Z اگر همچنین
Ẽ[Y ] = E

[
Y

Z

]
.

کنید. رجوع [٣٣] به برهان.
باشد. P معادل احتمال اندازه P̃ و احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنیم فرض .٢ . ۴ . ١ تعریف

که باشد مثبتͬ تصادفͬ متغیر Z اگر
P̃ (A) =

∫
A
Z dP.

ͬ نویسیم م و ͬ نامیم م P به نسبت P̃ رادون‐نی΄ودیم۴۴ مشتق را Z آنگاه
Z =

dP̃

dP
.

(Ω,F) روی شده تعریف معادل احتمال اندازه های P̃ و P اگر (رادون‐نی΄ودیم). ٢ . ۴ . ١ قضیه
و E[Z] = 1 به طوری که دارد وجود Z مثبت تصادفͬ متغیر آنگاه باشند،

P̃ (A) =

∫
A
Z dP, ∀A ∈ F .

کنید. رجوع [٣٣] به برهان.
کنید فرض و باشند (Ω,F) روی شده تعریف معادل احتمال اندازه های Q و P اگر .٣ . ۴ . ١ لم
MZ اگر وتنها اگر است Q‐مارتینگل ΁ی M سازگار و کادلاگ فرایند آنگاه .Zt = EP

[
dQ
dP |F

]
باشد. P‐مارتینگل ΁ی

۴۴Radon-Nikodym



مقدمات و مفاهیم ٢٠
کنید. رجوع [٢٨] به برهان.

روی براونͬ حرکت ΁ی ،0 ≤ t ≤ T ،W (t) کنیم فرض بعدی). تک ۴۵ (گیرسانوف ٣ . ۴ . ١ قضیه
همچنین باشد. براونͬ حرکت برای فیلتر ΁ی ،0 ≤ t ≤ T ،F(t) و (Ω,F , P ) احتمال فضای

کنیم تعریف و باشد سازگار F(t) فرایند ΁ی θ(t) کنیم فرض
Z(t) = exp

{
−
∫ t

0
θ(u)dW (u)− 1

2

∫ t

0
θ2(u)du

}
,

W̃ (t) =

∫ t

0
θ(u)du+W (t).

اگر
E

[∫ t

0
θ2(u)Z2(u)du

]
<∞,

W̃ ،P̃ احتمال اندازه تحت ،E[Z] = 1 ،P احتمال اندازه تحت آنگاه ،Z = Z[T ] دهیم قرار و
است. براونͬ حرکت ΁ی

کنید. رجوع [٣٣] به برهان.
،W (t) =

(
W1(t),W2(t), . . . ,Wd(t)

) کنیم فرض d‐بعدی). (گیرسانوف ۴ . ۴ . ١ قضیه
،0 ≤ t ≤ T ،F(t) و (Ω,F , P ) احتمال فضای روی d‐بعدی براونͬ حرکت ΁ی ،0 ≤ t ≤ T

΁ی ،θ(t) = (θ1(t), θ2(t), . . . , θd(t)) کنیم فرض همچنین باشد. براونͬ حرکت برای فیلتر ΁ی
کنیم تعریف و باشد سازگار F(t) d‐بعدی فرایند

Z(t) = exp

{
−
∫ t

0
θ(u)dW (u)− 1

2

∫ t

0
θ2(u)du

}
,

W̃j(t) =

∫ t

0
θj(u)du+Wj(t).

است. براونͬ حرکت ΁ی W̃ ،P̃ احتمال اندازه تحت (٣ . ۴ . ١) قضیه شرایط گرفتن نظر در با
کنید. رجوع [٣٣] به برهان.

΁ی P تحت X و معادل احتمال اندازه های Q و P اگر .(۴۶ (گیرسانوف‐میر ۵ . ۴ . ١ قضیه
و بود خواهد Q تحت نیم مارتینگل ΁ی X آنگاه باشد، X = M + A تجزیه با نیم مارتینگل

آن در که دارد X = L+ C فرم به تجزیه ای
Lt =Mt −

∫ t

0

1

Zs
d ⟨Z,M⟩s ,

است. متناهͬ تغییرات با فرایند ΁ی Q تحت C = X − L و Q‐مارتینگل ΁ی
۴۵Girsanov
۴۶Girsanov-Meyer



٢١ ایتو حسابان

فاینمن‐کاک قضیه های ۴ . ۴ . ١
باشد زیر مرزی مقدار مسئله ی برای جوابی F کنیم فرض (فاینمن‐کاک۴٧). ۶ . ۴ . ١ قضیه

∂F
∂t (t, x) + µ(t, x)∂F∂x (t, x) +

1
2σ

2(t, x)∂
2F

∂x2 (t, x) = 0,

F (T, x) = ϕ(x).

فرایند که کنیم فرض همچنین
σ(s,Xs)

∂F

∂x
(s,Xs),

است. زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب X آن در که است ۴٨L2 به متعلق
dXs = µ(Xs, s)ds+ σ(Xs, s)dWs,

Xt = x.

ͬ باشد. م زیر صورت به نمایشͬ دارای F صورت این در
F (t, x) = E[ϕ(XT )|Xt = x].

کنید. رجوع [٢٣] به برهان.
مرزی مقدار مسئله ی برای جوابی F کنیم فرض شده). تنزیل (فاینمن‐کاک ٧ . ۴ . ١ قضیه

باشد زیر
∂F
∂t (t, x) + µ(t, x)∂F∂x (t, x) +

1
2σ

2(t, x)∂
2F

∂x2 (t, x)− rF (t, x) = 0,

F (T, x) = ϕ(x).

فرایند که کنیم فرض همچنین
σ(s,Xs)

∂F

∂x
(s,Xs),

است. زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب X آن در که است L2 به متعلق
dXs = µ(Xs, s)ds+ σ(Xs, s)dWs,

Xt = x.

۴٧Feynman-Kac
کند. صدق زیر شرایط در هرگاه است، L2[a, b] کلاس به متعلق f ۴٨فرایند

∫ b

a
E[f2(s)]ds <∞ •

باشد. سازگار FW
t فیلتر با f فرایند •
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ͬ باشد. م زیر صورت به نمایشͬ دارای F صورت این در

F (t, x) = e−r(T−t)E[ϕ(XT )|Xt = x].

کنید. رجوع [٢٣] به برهان.
در که باشد اروپایی اختیار ΁ی قیمت V کنیم فرض فاینمن‐کاک). (کاربرد ٨ . ۴ . ١ قضیه

ͬ کند م صدق زیر مرزی مقدار مسئله ی
∂V
∂t (t, s) + µ(t, s)∂V∂s (t, s) +

1
2σ

2(t, s)∂
2V
∂s2

(t, s) = 0,

V (T, s) = P (s).

قیمت و باشد استاندارد براونͬ فرایند Wt اگر است. T زمان در اختیار بازده P (s) آن در که
کند پیروی زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله از پایه دارایی

dSt = µ(t, St)dt+ σ(t, St)dWt,

است. زیر صورت به نمایشͬ دارای V آنگاه
V (t, St) = E[P (ST )|St = s].

داریم ،V برای ایتو فرمول بنابر برهان.
dV (t, St) =

∂V (t, St)

∂t
dt+

∂V (t, St)

∂St
dSt +

1

2

∂2V (t, St)

∂S2
t

(dSt)
2.

ͬ گیریم م نتیجه فوق معادله در آن جای·ذاری و ،dSt تصادفͬ دیفرانسیل معادله به توجه با
dV (t, St) =

(
∂V (t, St)

∂t
+ µ(t, St)

∂V (t, St)

∂St
+

1

2
σ2(t, St)

∂2V (t, St)

∂S2
t

)
dt+σ(t, St)

∂V (t, St)

∂St
dWt.

فرض به توجه با
∂V (t, St)

∂t
+ µ(t, St)

∂V (t, St)

∂St
+

1

2
σ2(t, St)

∂2V (t, St)

∂S2
t

= 0.

بنابراین
dV (t, St) = σ(t, St)

∂V (t, St)

∂St
dWt,

نوشت ͬ توان م تساوی طرف دو از انتگرال گیری با
V (t, St) = V (T, ST )−

∫ T

t
σ(u, Su)

∂V (u, Su)

∂Su
dWu,

داریم dWt ∼ N(0, dt) و σ(t, St)∂V (t,St)
∂St

∈ L2 اینکه به توجه با
E

[∫ T

t
σ(u, Su)

∂V (u, Su)

∂Su
dWu|St = s

]
= 0,



٢٣ مالͬ مفاهیم
بنابراین و

V (t, St) = E[V (T, ST )|St = s].

داریم ،V (T, ST ) = P (ST ) اینکه به توجه با
V (t, St) = E[P (ST )|St = s].

۴٩ دید دولینز‐ نمایی فرمول
Z نیم مارتینگل اینصورت در ،X0 = 0 باشد، نیم مارتینگل ΁ی X کنید فرض .٩ . ۴ . ١ قضیه

معادله در که
Zt = 1 +

∫ t

0
Zs−dXs

داریم و است) (منحصربه فرد دارد وجود ͬ کند م صدق
Zt = exp

{
Xt −

1

2
⟨X,X⟩t

} ∏
0<s≤t

(1 + ∆Xs) exp

{
−∆Xs +

1

2
(∆Xs)

2

}
.

هم·راست. آن ها متناهͬ حاصلضرب آن در که
کنید. رجوع [٢٨] به برهان.

نیم مارتینگل ͬ دهیم، م نشان ε(X) با که ،X0 = 0 ،X نیم مارتینگل تصادفͬ نمایی .٣ . ۴ . ١ تعریف
معادله جواب که است Z

Zt = 1 +

∫ t

0
Zs−dXs

عنوان با تصادفͬ نمایی ͬ کند. م مشخص ε(X) برای کلͬ فرمول ΁ی فوق قضیه ͬ باشد. م
ͬ شود. م شناخته نیز تصادفͬ دولینز‐دید

مالͬ مفاهیم ۵ . ١
اختیارمعامله ١ . ۵ . ١

T زمان تا را آن باشید داشته قصد و بخرید S0 قیمت به را سهامͬ ،t = 0 لحظه در کنید فرض
است، تصادفͬ سهام قیمت نوسانات که آنجایی از بفروشید. ST قیمت به سپس و دارید نگه
قیمت کاهش علت به که دارد وجود ام΄ان این پس نیست. معلوم ST مقدار ،t = 0 لحظه در

شوید. متضرر سهام
۴٩Doléans-Dade exponential



مقدمات و مفاهیم ٢۴
در بپردازید، را π0 مبل; ،t = 0 لحظه در اگر ب·یرید: نظر در صورت بدین مالͬ قرارداد ΁ی
بفروشید. K شده تعیین پیش از قیمت به را خود سهام تمایل) صورت (در ͬ توانید م T لحظه

است مم΄ن حالت دو ،T لحظه در قراردادی، چنین انعقاد صورت در
ST مبل; پرداخت با و ͬ فروشید م قرارداد طرف به K قیمت به را سهام ،ST < K اگر .١

بود. خواهد شما عایدی K − ST سود و ͬ کنید م خریداری بازار از را سهام
بود. خواهد صفر برابر شما عایدی و کرد نخواهید اعمال را قرارداد ،ST ≥ K چنانچه .٢

max{K − ST , 0} تصادفͬ مبل; ،t = 0 زمان در π0 تعیینͬ مبل; پرداخت با دی·ر عبارت به
اروپایی فروش اختیار مالͬ، ریاضیات در قراردادی چنین کرد. خواهید دریافت T زمان در را
آن، دارنده به که است قراردادی معامله۵٠ اختیار از ما منظور کلͬ طور به ͬ شود. م نامیده
مشخص تاریخ در معین قیمت به را قرارداد موضوع دارایی فروش یا خرید الزام) (نه حق
فروش.۵٢ اختیار و خرید۵١ اختیار کرد، تقسیم دسته دو به را معامله اختیار ͬ توان م ͬ دهد. م
قیمت با را قرارداد موضوع دارایی که ͬ دهد م را حق این آن دارنده به (فروش) اختیارخرید
خرید اختیار های از ΁ی هر (بفروشد). کند خریداری آن از قبل یا مشخص تاریخ در و معین
در فقط اروپایی۵٣ اختیار کرد. تقسیم آمری΄ایی و اروپایی حالت دو به ͬ توان م را فروش و
از قبل زمان هر در ͬ توان م را آمری΄ایی۵۴ اختیار که حالͬ در است، اجرا قابل سررسید تاریخ

کرد. اجرا سررسید در یا و سررسید،
و خرید نیز معامله اختیار قرضه، اوراق و سهام نظیر پایه دارایی بر علاوه مالͬ بازارهای در
آن عادلانه ی قیمت تعیین معامله، اختیار گذاری قیمت مسأله حل از منظور ͬ شود. م فروش

ͬ شود. م داده نشان πt با که است t ∈ [0, T ] لحظه ی در
بازده هͬ سررسید، تاریخ در پایه دارایی قیمت بودن تصادفͬ به توجه با ͬ خواهیم م اکنون
فرض کنیم. بررسͬ کلͬ حالت در را اروپایی اختیارمعامله های در سرمایه گذار سرمایه ی
و توافقͬ قیمت را K اگر ͬ باشد. نم دخیل اینجا در سرمایه گذاری اولیه مبل; که ͬ کنیم م
اختیار ΁ی در خرید موقعیت از حاصل بازده بدانیم، سررسید زمان در پایه دارایی قیمت را ST

از است عبارت اروپایی خرید
max{ST −K, 0}.

ترتیب به است کرده اتخاذ اروپایی خرید اختیار ΁ی در فروش موقعیت که سرمایه گذاری بازده
بود خواهد زیر

−max{ST −K, 0} = min{K − ST , 0}.

۵٠Option
۵١Call option
۵٢Put option
۵٣European option
۵۴American option



٢۵ مالͬ مفاهیم
کرده اتخاذ اروپایی فروش اختیار ΁ی در خرید موقعیت که سرمایه گذاری بازده ترتیب این به

ͬ باشد م زیر صورت به است
max{K − ST , 0}.

است. زیر صورت به اروپایی فروش اختیار داد قرار در فروش موقعیت دارنده بازده همچنین

−max{K − ST , 0} = min{ST −K, 0}.

استاندارد، اختیارمعامله های بر علاوه ͬ دهند. م نشان را حالات این (١ . ١) ش΄ل نمودارهای

اروپایی. معاملات اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهͬ :١ . ١ ش΄ل

یا استاندارد غیر اختیارمعامله قراردادهای دارد. وجود نیز غیراستاندارد اختیارمعامله های
ͬ دهند م دست به را بازده هایی قواعد، سری ΁ی از استفاده با که هستند اختیاراتͬ نامتعارف،
اختیارات جمله از نیست. آسان و ساده استاندارد اختیارمعامله همچون بازده ها این محاسبه که
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برد. نام را ۵٧ ͽمان و ۵۶ گذشته به متکͬ اختیار ،۵۵ آسیایی اختیار ͬ توان م استاندارد غیر

معامله اختیار ͬ باشند. م ۵٨ توان معاملات اختیار استاندارد، غیر اختیارات از دی·ر دسته ای
m > 0 از توانͬ با پایه دارایی قیمت به وابسته آن، بازدهͬ که است اختیاری استاندارد، توان
بازده بدانیم، توافقͬ قیمت را K و T > 0 سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت ST اگر است.

از است عبارت استاندارد m‐ام توان خرید اختیار از حاصل

max{Sm
T −Km, 0}.

از است عبارت استاندارد m‐ام توان فروش اختیار از حاصل بازده ترتیب، همین به و

max{Km − Sm
T , 0}.

معامله های اختیار به نسبت که توجه ای قابل نفوذ قدرت دلیل به توان اختیارمعامله های
برای زیرا نموده اند. جلب را سرمایه گذاران و معامله اختیار خریداران توجه دارند، معمولͬ
بخصوص بهتر بازدهͬ داشتن دلیل به توان اختیارمعامله های بازار، در تیزبین سرمایه گذار ΁ی
ͬ کند. م عمل معمولͬ معامله های اختیار از توانمندتر شاخص ها، و خارجͬ ارز تبادلات بازار در

در پایه دارایی آن موجب به که است قراردادی استاندارد، مالͬ مشتق ΁ی .١ . ۵ . ١ تعریف
ی΄ͬ معامله اختیار قرارداد گیرد. قرار معامله مورد مشخص شده توافق قیمت با معلوم زمان

است. مالͬ مشتقات انواع از

مشخص کاری انجام عدم یا انجام که است احتمالͬ ۵٩΁ریس کلͬ به طور .٢ . ۵ . ١ تعریف
عنوان به را ΁ریس مالͬ ادبیات در گردد. ناخواسته و ناخوشایند پیامدهای و زیان به منجر
ͬ ها بده یا دارایی ها ارزش در تغییر باعث معمولا که ͬ کنند م تعریف منتظره ای غیر رویدادهای

ͬ شود. م

مشخص قبل از ͽقط به طور سررسید در آن ها سود میزان که را دارایی هایی .٣ . ۵ . ١ تعریف
ͬ نامند. م ریس΄ͬ دارایی های اختیارمعامله و سهام مانند نباشد

در آن سود میزان سرمایه گذاری هنگام که است دارایی ،΁ریس بدون دارایی .۴ . ۵ . ١ تعریف
و بانک ها در اشخاص سرمایه گذاری سپرده های مانند ͬ شود م مشخص ͽقط به طور سررسید

قرضه. اوراق
۵۵Asian option
۵۶Look back option
۵٧Barrier option
۵٨Power option
۵٩Risk



٢٧ مالͬ مفاهیم

سهام سبد ٢ . ۵ . ١
است مالͬ مشتقات و بهادار اوراق از مجموعه ای سرمایه گذاری، مجموعه .۵ . ۵ . ١ تعریف
مجموعه به هستند. جداگانه ای ΁ریس و بازده دارای کدام هر مشتقات و اوراق این که

ͬ شود. م گفته ۶٠ پرتفوی یا مالͬ سبد مالͬ، اصطلاح در سرمایه گذاری
متناهͬ Ω نمونه ای فضای ͬ کنیم م فرض ͬ گیریم. م نظر در را (Ω,F , P ) احتمال فضای
با را اطلاعات جریان این ما و ͬ یابد م افزایش بازار به ͽراج ما اطلاعات زمان گذشت با باشد.
تا بازار از ما اطلاعات از است عبارت Ft شهودی لحاظ به ͬ دهیم. م نشان {Ft}t∈[0,T ] فیلتر

.FT = F و F0 = {∅,Ω} ͬ شود م فرض معمولا .t زمان
بدون دارایی ی΄ͬ ͬ شود، م فروش و خرید دارایی دو تنها بازار در ͬ کنیم م فرض همچنین
به را دارایی دو این قیمت سهام). (مثلا ریس΄ͬ دارایی دی·ری و قرضه) ورق (مثلا ΁ریس
΁ی تنها اینجا در ͬ دهیم. م نشان S(1)

t و S(0)
t Ft‐سازگار و مثبت تصادفͬ فرایندهای با ترتیب

از بیش بازار در که حالتͬ به را نتایج تمام ͬ توان م که حالͬ در گرفته ایم نظر در ریس΄ͬ دارایی
یعنͬ ͬ کنند، م نرمال را بازار سهولت برای معمولا داد. تعمیم است موجود ریس΄ͬ دارایی ΁ی
نرمال شده ی قیمت بدین ترتیب ͬ کنند. م تقسیم ΁ریس بدون دارایی قیمت به را قیمت ها تمام
است. St = S

(1)
t

S
(0)
t

برابر ریس΄ͬ دارایی نرمال شده ی قیمت و ΁ی برابر همواره ΁ریس بدون دارایی
بود. خواهد نرمال شده قیمت قیمت، از ما منظور پس این از

.φt = (ξt, ηt) که است φ = {φt}t∈[0,T ] چون ͬ پذیری پیش بین تصادفͬ فرایند مالͬ سبد ΁ی

ͬ دهد. م نشان را مالͬ سبد در موجود قرضه اورق تعداد ηt و سهام تعداد ξt ،t زمان در
.t ∈ [0, T ] هر برای φt ∈ Ft−1 یعنͬ φ بودن ͬ پذیر پیش بین

t لحظه در .Vt = ξtSt + ηt که V = {Vt}t∈[0,T ] تصادفͬ فرایند از است عبارت مالͬ سبد ارزش
آن ارزش که ͬ شود م تعیین φt+1 ،φ بودن ͬ پذیر پیش بین از استفاده با قیمت ها، مشاهده از پس
سرمایه سبد تعیین از قبل و قیمت ها مشاهده از پس t+1 لحظه در است. ξt+1St + ηt+1 برابر
روی مالͬ سبد این از حاصل عایدی پس ͬ باشد. م ξt+1St+1 + ηt+1 مالͬ سبد ارزش جدید،
تصادفͬ فرایند عنوان به عایدی تعریف بنابراین .ξt+1(St+1 − St) با است برابر (t, t + 1] بازه

ͬ رسد. م نظر به مناسب GT (φ) =
∑t−1

i=0 ξi+1(Si+1 − Si) که G = {Gt}t∈[0,T ]

سرمایه گذاری ها آن در که است ͬ ای مال سبد خودتأمین، استراتژی ΁ی از منظور .۶ . ۵ . ١ تعریف
باشد. قرضه اوراق و سهام فروش از ناشͬ درآمدها و قرضه اوراق و سهام خرید به منحصر

برابر t لحظه در مالͬ سبد ارزش که ͬ کنیم م توجه مفهوم این ریاضͬ فرمول بندی برای
ͬ شود، م ξt+1St + ηt+1 ارزش به جدید مالͬ سبد تش΄یل صرف مبل; این و ξtSt + ηt با است

هرگاه ͬ گوییم م خودتأمین را φ = (ξ, η) مالͬ سبد
∀t ∈ [0, T ], ∆ξtSt +∆ηt = 0,

۶٠Portfolio
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بودن ثابت با است معادل تعریف این که کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به .∆ξt = ξt+1 − ξt که
معادل مالͬ سبد بودن خودتأمین دقیق تر، عبارت به .C(φ) := V (φ)−G(φ) هزینه ی فرایند

بنویسیم که این با است
∀t ∈ [0, T ], Ct(φ) = ثابت = V0(φ).

آربیتراژ ٣ . ۵ . ١
هر برای که φ خودتأمین مالͬ سبد از است عبارت آربیتراژ۶١، فرصت ΁ی .٧ . ۵ . ١ تعریف

،t ∈ [0, T ]

P (Vt(φ) ≥ 0) = 1,

P (VT (φ) > V0(φ)) ̸= 0.

΁ریس شدن متحمل بدون سود، آوردن به دست ام΄ان آربیتراژ، فرصت شهودی طور به
با بورس ΁ی در سهامͬ اگر است. سرمایه گذاران برای جذاب استراتژی ΁ی آربیتراژ است.
جوش و جنب به آربیتراژکننده رسد، فروش به متفاوت قیمت با دی·ر بورسͬ در و قیمت ΁ی
و افزایش پایین قیمت های درنتیجه بفروشد، بالا قیمت با و بخرد پایین قیمت به که ͬ افتد، م
قاعدتا برسند. تعادل به قیمت ها که ͬ یابد م ادامه زمانͬ تا روند این و ͬ یابد م کاهش بالا قیمت
عمل وارد سرعت به آربیتراژکننده ها وگرنه باشند ی΄سان قیمت دارای باید ی΄سان سبدهای

ͬ رساند. م تعادل به را قیمت ها آن ها، عمل΄رد و شده
‐FT و نامنفͬ تصادفͬ متغیر ΁ی جز نیست چیزی مشروط۶٢، ادعای ΁ی .٨ . ۵ . ١ تعریف

اندازه پذیر.
φ خودتأمین مالͬ سبد هرگاه ͬ نامیم م دست یافتن۶٣ͬ را H مشروط ادعای .٩ . ۵ . ١ تعریف

که باشد موجود
VT (φ) = H, a.s.

ͬ شود. م نامیده H برای ۶۴΁ریس پوشش ΁ی φ صورت این در
غیر در باشد. دست یافتنͬ مشروط، ادعای هر هرگاه ͬ نامیم م کامل را بازار .١٠ . ۵ . ١ تعریف

است. ناکامل بازار صورت این
اندازه اگر فقط و اگر است آربیتراژ از عاری مدل قیمت گذاری). اول اساسͬ (قضیه ١ . ۵ . ١ قضیه

باشد. موجود مارتینگل احتمال
۶١Arbitrage opportunity
۶٢Contingent claim
۶٣attainable
۶۴Hedging



٢٩ مالͬ مفاهیم
کنید. رجوع [۵] به برهان.

(وجود ریاضͬ مفهوم ΁ی و آربیتراژ) بدون بازار (وجود اقتصادی مفهوم ΁ی بین قضیه این
ͬ کند. م ایجاد ارتباط مارتینگل) احتمال اندازه

آنگاه باشد، آربیتراژ از عاری بازار کنیم فرض قیمت گذاری). دوم اساسͬ (قضیه ٢ . ۵ . ١ قضیه
باشد. منحصربفرد مارتینگل احتمال اندازه اگر تنها و اگر است کامل بازار

کنید. رجوع [۵] به برهان.
بازده های مورد در اطمینان عدم اندازه گیری برای معیاری سهم، ΁ی تلاطم۶۵ .١١ . ۵ . ١ تعریف
سال ΁ی طول در سهم بازده معیار انحراف سهم ΁ی قیمت تلاطم ͽواق در است. سهم آن

است.
که پولͬ از استفاده بابت قرض گیرنده، توسط که است نرخͬ بهره۶۶، نرخ .١٢ . ۵ . ١ تعریف
معینͬ مدت برای پول مبلغͬ هرگاه خاص، طور به ͬ شود. م پرداخت گرفته، قرض دهنده از
دریافتͬ مبل; از بیش ͬ پردازد، م دهنده وام به گیرنده وام آینده در که مبلغͬ شود، داده وام
مبل; مابه التفاوت نسبت صورت به ͬ توان م را بهره نرخ یا اضافͬ پرداخت این بود. خواهد اولیه
ترتیب بدین کرد. بیان دریافتͬ پول کل به معین دوره ΁ی پایان در بازپرداخت مبل; و دریافتͬ
برابر سالانه بهره نرخ گردد، دریافت ریال ١٠۵ سال پایان در و شود داده وام ریال ١٠٠ هرگاه

(١٠۵-١٠٠)/٠/٠=١٠٠۵ درصد. ۵ با بود خواهد
همان منظور نشود، مشخص آن مدت هرگاه و ͬ شود م محاسبه سال ΁ی برای بهره نرخ معمولا

است. سالانه دوره
جمله این مفهوم درک مالͬ تحلیل های و تجزیه اساس و پایه تنزیل). (نرخ ١٣ . ۵ . ١ تعریف
با سرمایه گذاری ΁ی برابر آتͬ سال های در دارایی قیمت برای شده پیش بینͬ رقم هر که است
دارایی ارزش محاسبات، در زمان عامل حذف برای ͬ باشد. م حال زمان در سالانه سود نرخ
تبدیل روز ارزش به e−rt تنزیل ضریب از استفاده با ͬ گردد م کسب آتͬ سال های در که را
سرمایه گذاری بهره نرخ عنوان به محاسبات در که r سالانه بهره نرخ حالت این در ͬ نماییم. م
لذا .[٢۵] ͬ گیرند م نظر در تنزیل نرخ عنوان به را ͬ باشد م ΁ریس بدون بورس بازار ΁ی در
تعریف زیر صورت به را تنزیل فرایند باشد. R(t) سازگار فرایند ΁ی بهره، نرخ کنید فرض

ͬ کنیم م
D(t) = e−

∫ t
0 R(s)ds.

باشیم داشته هرگاه گوییم خنث۶٧ͬ ΁ریس اندازه را Q احتمال اندازه .١۴ . ۵ . ١ تعریف
۶۵Volatility
۶۶Interest rate
۶٧Risk neutral measure
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باشند. معادل احتمال اندازه دو P و Q .١

باشد. مارتینگل Q تحت D(t)S(t) شده تنزیل دارایی قیمت فرایند .٢
ͬ باشد. م e−rt تنزیل نرخ بهره، نرخ بودن ثابت صورت در



٢ فصل
تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری

سوئیچینگ رژیم مدل

تحقیق پیشینه ٢ . ١
(سهام) پایه دارایی بازار ساختاری ش΄ست های روی بر تجربی مطالعات اکثر اخیر سال های در
،(١٩٧٨) سهام بازار ورش΄ستگͬ ،(١٩٧-١٩٧٣۴) خام نفت قیمت افزایش است. یافته تمرکز
از نمونه ای شرقͬ(١٩٩٧)، آسیای کشورهای در مالͬ بحران یا و کویت(١٩٩٠) به عراق حمله
این ͬ تواند م که مدلͬ ͬ شود. م مالͬ زمانͬ سری فرایند در تغییر موجب که است رخدادهایی

است. سوئیچینگ رژیم مدل کند اندازه گیری و دهد توضیح را تغییر
مهم، متغیر چندین از پیچیده زمانͬ سری های خواص موثر به طور سوئیچینگ رژیم مدل
اقتصاد رسیده، پژوهش های و تحقیقات ͬ کند. م محاسبه را غیره و ارز نرخ و بهره نرخ جمله از
مدل ها سایر به نسبت را مدل این برتری و داده توسعه سوئیچینگ رژیم مدل های با را سنجͬ

است. کرده ثابت
مورد مشتقات و سهام بازارهای در گسترده طور به سوئیچینگ رژیم مدل ترتیب بدین
وجود ١ هیشیما است. رژیم رفتار تغییرات گرفتن نظر در اصلͬ، ایده ی گرفت. قرار استفاده
تغییر و کرد بررسͬ یافته توسعه اقتصاد ͷپن سهام بازار بازده ی در را سوئیچینگ رژیم احتمالͬ

١Hichima



سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری ٣٢
ارایه مقاله ی از حاصله نتایج داد. تشخیص سهام بازارهای نوسانات تمامͬ در را رژیم رفتار
ͬ باشد. م مالͬ بازار هر در رژیم ΁ی از بیش وجود برای قوی مدرک ΁ی ٢ وانگ توسط شده
با که مدل هایی وسیله به پایه دارایی های قیمت های پویای تغییرات انصافا، که: کرد بیان او
حضور نتیجه در شوند. توصیف ͬ توانند م بهتر شده اند، ترکیب سوئیچینگ رژیم مولفه ی ΁ی
شده مشاهده پدیده این بارها است. شده تصدیق خوبی به بازار پویایی در سوئیچینگ رژیم
در معناداری تغییر ΁ی به معمولا تجارت چرخه توسعه و بحران بین تغییر مرحله ΁ی که است
نشان دهنده ی تغییرات این ͬ شود. م منجر مالͬ شاخص های دی·ر و بهره نرخ سهام، بازگشتͬ

است. معین دوره ای و چرخه ای ال·وهای
با قیمت گذاری خطای است. شده کمتری توجه سوئیچینگ رژیم با اختیارات ارزیابی در اما
ͬ کند، م کنترل را پایه دارایی بازدهͬ سوئیچینگ رژیم فرایند ΁ی که زمانͬ بل΁‐شولز معادله
تلاطم اثر سوئیچینگ رژیم با اختیارات قیمت گذاری علاوه، به ͬ شود. م داده نشان خوبی به
تدارک را کننده ی دل·رم حمایت های نتایج این ͬ دهد. م نشان را تجربی مطالعات اکثر در
اصلͬ اجزای محاسبه ی در کافͬ اندازه ی به و است اهمیت پر ارزیابی، ΁تکنی این که ͬ بیند م

است. غنͬ اختیار قیمت معاملات
روش های گذشته پژوهش های است. ͹واض سوئیچینگ رژیم مدل های سر پشت بینش
پژوهش ها این در داده اند. توسعه سوئیچینگ رژیم مدل پارامترهای تخمین برای را اقتصادی
نسبت را متغیر چندین از زمانͬ سری های رفتار سوئیچینگ رژیم مدل های که است شده ثابت
با سوئیچینگ رژیم مدل ΁ی روی بر ٣ همیلتون ͬ کنند. م توصیف بهتر رژیمͬ تک مدل به
احتمال پایه ی بر را ل·اریتمͬ نمایی درست تابع ΁ی او کرد. مطالعه رژیم هر در ثابت گام های
با ۴ گرای و همیلتون کرد. ماکسیمم را آن سپس و ساخت پارامترها تخمین برای رژیم ها در
شرطͬ صورت به خاص رژیم در بودن احتمال برحسب را تخمین مسئله، کردن مدل دوباره

کردند. ساده مشاهده، قابل داده های روی
سوئیچینگ، رژیم مدل که داد نشان و کرد مطالعه بهره، نرخ های روی بر (١٩٩۶) گرای
گارچ مدل ΁ی یا و است ثابت واریانس آن در که مدل هایی از بهتر را نوسانات ͬ های پیش بین
΁ی نیازمند اختیارات دقیق قیمت گذاری که داد نشان او نتایج ͬ دهد. م نشان رژیمͬ تک ۵
ورودی کلید نوسانات پیش بینͬ که زیرا است پایه دارایی بازگشتͬ برای سوئیچینگ رژیم فرایند

است. مشتقات ارزیابی روش های همه ی برای
اختیار قیمت از تقریبی برای که رژیم دو حالت برای را جمله ای ͷپن درخت ΁ی ۶ بولن
اختیارات روی بر ٧ الیوت و بافینگتون کرد. طراحͬ شود، استفاده ͬ تواند م وآمری΄ایی اروپایی

٢Wang
٣Hamilton
۴Gray
۵Garch
۶Bollen
٧Buffingron and Elliott



٣٣ مقدمه
معادلات از سیستم ΁ی به و کردند مطالعه سوئیچینگ رژیم مدل با آمری΄ایی و اروپایی
΁ریس قیمت گذاری اصل ب΄ارگیری با اختیار قیمت در شولز ΁بل معادله شبیه جزئͬ دیفرانسیل
کران شرایط دقت با که جزئͬ دیفرانسیل معادله از سیستمͬ روی بر ٨ یاو یافتند. دست خنثͬ
تقریبی روش های توسعه ی به و کرده بررسͬ ͬ کند، م انتخاب اختیار قیمت تقریب برای را هموار

است. پرداخته

مقدمه ٢ . ٢
تجزیه در اصلͬ مباحث از ٩ اختیارات قیمت گذاری کردیم، اشاره اول فصل در که همان گونه
استوار پایه دارایی مدل بر اختیارات مدل سازی که آن جا از است. مالͬ مشتقات تحلیل و
قیمت رفتار اقتصادی، رژیم های مفهوم و مارکوف فرایند خواص از استفاده با نخست لذا، است
١٠ سوئیچینگ رژیم مدل را بدست آمده مدل و ͬ کنیم م مدل سازی را (سهام) پایه دارایی
در نوین و پویا مدل ΁ی مذکور، پایه ی دارایی روی توان اختیار ΁ی بستن با سپس ͬ نامیم م
جزئͬ دیفرانسیل معادله ی ΁ی در مذکور مدل ͬ کنیم م ثابت و ͬ آوریم م بدست مشتقات بازار

است. صادق ١١

پیوسته زمان مارکوف زنجیر ٢ . ٣
و باشد (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر ΁ی ،t ≥ 0 هر برای ،Xt کنید فرض
تصادفͬ فرایند ΁ی {Xt, t ≥ 0} مجموعه ی صورت این در ب·یرد. S مجموعه از را خود مقادیر

است. S حالت فضای روی
مجموعه ی در مقادیرش با ،(Ω,F , P ) احتمال فضای روی {Xt, t ≥ 0} تصادفͬ فرایند ΁ی
اگر است، پیوسته١٣ زمان مارکوف زنجیر ͬ شود)، م نامیده حالت١٢ فضای (که S شمارشͬ
از متناظر مجموعه ی و 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn < tn+1 زمان های از متناهͬ دنباله ی هر برای

باشد. برقرار زیر رابطه ی ،S در i1, i2, . . . , in−1, i, j حالات
P (Xtn+1 = j|Xt1 = i1, . . . , Xtn = i) = P (Xtn+1 = j|Xtn = i) (٢ . ١)

آن در که
P (Xt1 = i1, . . . , Xtn−1 = in−1, Xtn = i) > 0.

٨Yao et al
٩Option pricing

١٠Regime switching
١١Partial differential equation
١٢State space
١٣Continuous-time Markov chain



سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری ٣۴
،0 ≤ s ≤ t ،s هر برای و ͬ شود م نامیده مارکوف خاصیت (٢ . ١) رابطه
P (s, i, t, j) := P (Xt = j|Xs = i), i, j ∈ S, (٢ . ٢)

j حالت به فرایند انتقال احتمال بیانگر P (s, i, t, j) ͬ باشد. م ١۴ زنجیر انتقال (احتمال) تابع
باشد. i حالت در s زمان در که وقتͬ است t زمان در

i, j ∈ S هر برای باشد. مارکوف زنجیر ΁ی از انتقال تابع P (s, i, t, j) کنید فرض .٢ . ٣ . ١ گزاره
داریم 0 ≤ s ≤ t و

P (s, i, t, j) ≥ 0 .١
∑
j∈S

P (s, i, t, j) = 1 .٢
P (s, i, t, j) = δij .٣

داریم 0 ≤ s ≤ v ≤ t و ،i, j ∈ S هر برای .۴
P (s, i, t, j) =

∑
k∈S

P (s, i, v, j)P (v, k, t, j)

معمولا نیست، محاسبه قابل موارد بیشتر در پیوسته زمان انتقال احتمال تابع که آن جا از
احتمال تابع نه ͬ شود م مشخص ١۵ انتقال نرخ های حسب بر پیوسته زمان مارکوف زنجیر

آن. انتقال
شرط در (٢ . ٣ . ١) گزاره شرایط بر علاوه اگر است، ١۶ استاندارد انتقال تابع ΁ی .٢ . ٣ . ١ تعریف

باشد صادق نیز زیر
lim
t↓s

P (s, i, t, j) = δij .

s ≥ 0 و i ̸= j حالت دو هر برای آنگاه باشد، استاندارد تابع ΁ی P (s, i, t, j) کنید فرض حال
داشت خواهیم

است. منفͬ و موجود qii = lim
t→s+

P (s,i,t,j)−1
t−s .١

است. متناهͬ و نامنفͬ موجود، qij = lim
t→s+

P (s,i,t,j)
t−s .٢

ͬ شود). م نامیده انتقال نرخ qij) .qi(s) := −qii(s) > 0 که ،∑
j ̸=i

qij(s) < qi(s) .٣
[0,∞] روی شده تعریف مقدار حقیقͬ تابع qij کنید فرض ،i, j ∈ S هر برای .٢ . ٣ . ٢ تعریف

t ≥ 0 و i, j هر برای اگر است ناهم·ن انتقال نرخ ماتریس ،Q(t) := [qij ] ماتریس باشد.
١۴The chain’s transition (probability) function
١۵The transition rates
١۶Standard transition function



٣۵ سوئیچینگ رژیم
qij(t) ≥ 0 i ̸= j, .١

0 ≤ qi(t) := −qii(t) <∞, .٢
∑
j∈S

qij(t) ≤ 0. .٣

گوییم. ١٧ محافظه کار را Q(t) تابع آنگاه ،∑
j∈S

qij(t) = 0 ،t ≥ 0 و i ∈ S اگر
هم·ن ،Q ماتریس آن گاه ،(qij(t) = qij (یعنͬ باشد t از مستقل Q(t) برای qij مولفه ی هر اگر
هم·ن انتقال نرخ ماتریس ΁ی از نیز پایان نامه این در .Q := [qij ] داریم و ͬ شود م نامیده

است. شده استفاده زیر شرایط با محافظه کار
qij ≥ 0, i ̸= j, (٢ . ٣)
qii ≥ 0, qii = −

∑
j ̸=i

qij . (۴ . ٢)

سوئیچینگ رژیم ۴ . ٢
(رفتار پایه دارایی ΁دینامی آن واسطه به که ͬ شوند م حوادثͬ دستخوش پارامترها از بسیاری

ͬ کند. م تغییر چشم گیری طور به سری)
طولانͬ کافͬ اندازه به دوره های برای مالͬ زمانͬ سری های در و کلانͬ اقتصاد هر در مطلب این
جنگ، چون رخدادهایی نتیجه در ͬ تواند م زمانͬ سری فرایند در تغییراتͬ چنین ͬ شود. م دیده
در بی ثباتͬ .[٢٩] آید پدید غیره و ح΄ومتͬ سیاست های در مهم تغییرات مالͬ، بحران های
در است. شده تعریف دی·ر رژیم به رژیم ΁ی از معادله ΁ی در سوییچ عنوان به اغلب مدل،
وجود ͬ کنند م تغییر پارامترها که زمان هایی مورد در کمͬ اطلاعات است مم΄ن تحقیقات اکثر
سری در را رژیم ΁ی فقط که گرفتند نظر در را مدل هایی محققین برخͬ ابتدا در باشد. داشته
آن ها در سوییچ احتمال که شد طراحͬ رژیم ΁ی از بیش با مدل هایی سپس باشد، دارا داده ها
دارد را آن قابلیت مدل این شد. معرفͬ سوئیچینگ رژیم مدل با وابستگͬ این و است وابسته
را کار ایده ی نخست .[٢٢] ب·یرد نظر در را اقتصادی رژیم های تکراری و متناوب تغییرات که
ایران خودرو شرکت ͬ کنیم. م بیان کلͬ حالت در را مدل سپس و ͬ دهیم م نشان مثال ΁ی با
٢ . ١ ش΄ل در که همانطور که اندیشید تدابیری محصولاتشان خرید به افراد میل افزایش برای

شد. شرکت این سهام قیمت ΁دینامی در چشم گیری ش΄ست به منجر ͬ بینید م

١٧Conservative



سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری ٣۶

١٣٧۶-١٣٩٠ سال های طͬ ایران خودرو شرکت سهام :٢ . ١ ش΄ل

کنیم. توصیف زیر هندسͬ براونͬ فرایند با را سهم این قیمت رفتار که کنید فرض حال
dSt = µStdt+ σStdWt (۵ . ٢)

در ͬ باشد. م هندسͬ براونͬ فرایند W و پایه دارایی نوسان پذیری σ و بهره نرخ µ آن در که
کردیم. فرض ثابت را نوسان پذیری و بهره نرخ اینجا

در را فوق نمودار در موجود ش΄ست باید چ·ونه که است آن ͬ رسد م ذهن به که سوالͬ
کنیم؟ لحاظ مدل سازی

١٣٨٢ سال از قبل تا داده ها عموما کرده اند، تغییر مولفه ها حادثه این طͬ که ب·وییم ͬ توانیم م
ͬ کنند. م تبعیت زیر مدل از

dSt = µ1Stdt+ σ1StdWt (۶ . ٢)
ͬ شوند. م مدل زیر صورت به داده ها ،١٣٨٢ سال از بعد و

dSt = µ2Stdt+ σ2StdWt (٢ . ٧)
مدل ها این در پیش بینͬ نحوه ی اما ͬ باشد م نمودار برای خوبی توصیف فوق دینامی΁ های لذا،
تغییر ͬ تواند م نیز آینده در که است ͹واض کرده، تغییر گذشته در فرایند ΁ی اگر نیست. معلوم
عنوان به را رژیم در تغییر ͬ توان م بنابراین شود. گرفته نظر در پیش بینͬ در باید این و کند

گرفت. نظر در تصادفͬ متغیر ΁ی
رژیم که است، گرفته قرار Xt مشاهده ی قابل غیر تصادفͬ متغیر تأثیر تحت فرایند کنیم فرض
بدین Xt = 2 و ͬ باشد م اول رژیم در فرایند یعنͬ Xt = 1 صورت این در ͬ شود. م نامیده
را (٢ . ٧) و (۶ . ٢) معادلات توضیحات، این با دارد. قرار دوم رژیم در فرایند که معناست



٣٧ سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری
نوشت زیر صورت به ͬ توان م

dSt = µXtStdt+ σXtStdWt (٢ . ٨)
σ2 و µ2 برابر ترتیب به دوم رژیم در و σ1 و µ1 برابر ترتیب به اول رژیم در σXt و µXt آن در که

ͬ باشد. م
ͬ توانیم م و کردیم طراحͬ بالا صورت به رژیم دو برای را پایه دارایی ΁دینامی ترتیب بدین

آوریم دست به زیر صورت به نیز رژیم متناهͬ تعداد هر برای را پایه دارایی ΁دینامی
dSt = µXtStdt+ σXtStdWt

متغیر ΁ی برای مدل ساده ترین هستیم. Xt تصادفͬ متغیر برای فرایندی توصیف نیازمند حال
است. مارکوف زنجیر مقدار‐گسسته تصادفͬ

گیریم. مͬ نظر در گسسته پیوسته‐مقدار زمان تصادفͬ متغیر ΁ی را Xt پایان نامه این در
بیابید. [١٨] و [١] منابع در ͬ توانید م را زمینه این در تکمیلͬ بحث

سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری ۵ . ٢
اول اساسͬ قضیه طبق ندارد. وجود آربیتراژ فرصت یعنͬ است، ١٨ کارا بازار که ͬ کنیم م فرض
فرض است. ارز هم معادل، مارتینگل اندازه ΁ی وجود با آربیتراژ فرصت عدم قیمت گذاری،
دو شامل مالͬ بازار همچنین است، شده داده (Ω,F , P ) خنثͬ ΁ریس احتمال فضای ͬ کنیم م
ͬ گیریم م نظر در را زیر صورت به Bt غیرریس΄ͬ دارایی دی·ری و St ریس΄ͬ دارایی ی΄ͬ دارایی،

dBt = rXtBtdt

dSt = rXtStdt+ σXtStdWt

(٢ . ٩)

{Xt, t ≥ 0} مقدار پیوسته‐متناهͬ زمان مارکوف زنجیر با اقتصادی وضعیت های آن ها، در که
که ͬ کنیم م فرض شود، کاسته مسئله کلیت از آنکه بدون حال ͬ گردد. م معین

Xt ∈ {e1, e2, . . . , eM}, ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ RM

ͬ باشد م زیر ΁دینامی ودارای
Xt = X0 +

∫ t

0
QXs ds+Mt, (٢ . ١٠)

رابطه در همچنین، ͬ باشد. م Xt برای پیوسته زمان نیم‐مارتینگل نمایش (٢ . ١٠) عبارت
نمایش زیر صورت به که دارند بستگͬ اقتصاد از {Xt, t ≥ 0} به نوسان پذیری و بهره نرخ (٢ . ٩)

١٨efficient



سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری ٣٨
ͬ شوند م داده

rXt = (r1, r2, . . . , rM )

σXt = (σ1, σ2, . . . , σM )

زیر صورت به K توافقͬ قیمت و T سررسید با توان خرید اختیار ΁ی قیمت ،t ∈ [0, T ] زمان در
ͬ باشد م

V (St, t, T,Xt) = EQ[e−
∫ T
t ru duV (T ) | St = s,Xt = x],

= EQ[e−
∫ T
t ru du(ST

m −Km)+ | St = s,Xt = x].
(٢ . ١١)

داریم ،Ṽ (St, t,Xt) = e−
∫ T
0 ru duV (St, t, T,Xt) کنیم فرض حال

Ṽ (St, t,Xt) = EQ[e−
∫ T
0 ru du(St

m −Km)+ | St = s,Xt = x],

= EQ[e−
∫ T
0 ru du(St

m −Km)+ | Gt],
(٢ . ١٢)

.[٩] است Q اندازه تحت مارتینگل ΁ی Ṽ نتیجه در .Gt = σ{Su, Xu : u ≤ t} آن در که
ͬ دهیم م قرار

Ṽ (St, t) = (Ṽ (St, t, e1), . . . , Ṽ (St, t, eM )),

است). داخلͬ ضرب نماد < ., . > آن در (که ،Ṽ (St, t,Xt) =< Ṽ (St, t), Xt > بنابراین
داریم Ṽ برای ایتو فرمول بردن کار به با

Ṽ (St, t,Xt) =Ṽ (St, 0, Xt) +

∫ t

0

∂Ṽ

∂u
du+

∫ t

0

∂Ṽ

∂S
(ruSu du+ σuSudWu)

+
1

2

∫ t

0

∂2Ṽ

∂S2
(σuSu)

2 du+

∫ t

0
< Ṽ , dXs > .

(٢ . ١٣)

دی·ر عبارت به
dṼt =

∂Ṽ

∂t
dt+ rtSt

∂Ṽ

∂S
dt+

1

2
σt

2St
2∂

2Ṽ

∂S2
dt+ σtSt

∂Ṽ

∂S
dWt+ < Ṽ , dXt > . (١۴ . ٢)

است مارتینگل است، (تصادفͬ) دیفرانسیلͬ نمایش دارای که X تصادفͬ فرایند .١ . ۵ . ٢ لم
باشد زیر صورت به آن تصادفͬ دیفرانسیل نمایش اگر فقط و اگر

dXt = g(t)dWt

باشد. نداشته dt برحسب عبارتͬ یعنͬ
کنید. رجوع [۵] به برهان.

آن که به توجه با
dXt = QXt dt+ dMt (١۵ . ٢)



٣٩ سوئیچینگ رژیم مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری
حسب بر عبارات که ͬ کنیم م استنباط (١ . ۵ . ٢) لم به توجه با همچنین است، مارتینگل Mt و

لذا ͬ باشند. م صفر برابر (١۴ . ٢) رابطه در dt

∂Ṽ

∂t
+ rtSt

∂Ṽ

∂S
+

1

2
σt

2S2
t

∂2Ṽ

∂S2
+ < Ṽ ,QXt >= 0. (١۶ . ٢)

داریم اخیر رابطه در ،Ṽ = e−
∫ T
0 ru duV جای·ذاری با

∂(e−
∫ T
0 ru duV )

∂t
+ rtSt

∂(e−
∫ T
0 ru duV )

∂S

+
1

2
σt

2S2
t

∂2(e−
∫ T
0 ru duV )

∂S2
+ < (e−

∫ T
0 ru du)V ), QXt >= 0.

آن در که
∂(e−

∫ T
0 ru duV )

∂t
=
∂(e−

∫ T
0 ru du)

∂t
V + e−

∫ T
0 ru du∂V

∂t

= −rtV e−
∫ T
0 ru du + e−

∫ T
0 ru du∂V

∂t

نتیجه در
e−

∫ T
0 ru du(−rtV +

∂V

∂t
+ rtSt

∂V

∂S
+

1

2
σt

2S2
t

∂2V

∂S2
+ < V,QXt >) = 0. (٢ . ١٧)

و Xt = ei گرفتن نظر در با
rXi = ri

σXi = σi

همچنین
Vi = V (St, t, T, ei), V = (V1, V2, . . . , VM )

ͬ کند. م صدق زیر سوئیچینگ رژیم دیفرانسیل معادله در V
− riVi +

∂Vi
∂t

+ riSt
∂Vi
∂S

+
1

2
σi

2S2
t

∂2Vi
∂S2

+ < V, Qei >= 0, (٢ . ١٨)
ͬ باشد. م خطͬ سهموی جزیی دیفرانسیل معادله ΁ی معادله  این





٣ فصل
مینیمم سازی مسئله مدل بندی

΁ریس موضعͬ

مقدمه ٣ . ١
فرض مدل این در است. ١ بل΁‐شولز مدل کامل، بازار مثال های شناخته شده ترین از ی΄ͬ
ͬ کند م صدق dBt = rBtdt عادی دیفرانسیل معادله در ΁ریس بدون دارایی قیمت ͬ شود م
معادله با ریس΄ͬ دارایی قیمت ΁دینامی همچنین است. بهره نرخ معرف r ثابت عدد که

تصادفͬ دیفرانسیل
dSt = αStdt+ σStdWt,

است. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی استاندارد براونͬ فرایند ΁ی Wt آن در که ͬ شود م توصیف
مدل محاسن از ͬ شود. م نامیده تلاطم σ و بهره نرخ α که هستند ثابت اعداد α, σ > 0

معامله اختیار قیمت تابع ͬ توان م معامله های اختیار از بسیاری برای که است این بل΁‐شولز
با همخوانͬ در مدل این که ͬ دهد م نشان تجربی شواهد اما آورد. بدست تحلیلͬ طور به را
این از تعمیم هایی موارد از بسیاری در علت همین به نیست. موفق چندان بازار واقعیت های
کرد. اشاره تصادفͬ تلاطم مدل به ͬ توان م آن ها میان از که ͬ گیرد م قرار استفاده مورد مدل

١Black-Scholes



΁ریس موضعͬ مینیمم سازی مسئله مدل بندی ۴٢
دی·ر عبارت به ͬ شود. م گرفته نظر در مثبت تصادفͬ فرایند ΁ی عنوان به تلاطم مدل این در

تصادفͬ دیفرانسیل معادله در ریس΄ͬ دارایی قیمت که ͬ شود م فرض
dSt = µtStdt+ σtStdWt,

مختلف انتخاب های با است. مثبت تصادفͬ فرایند ΁ی خود، {σt}0≤t≤T آن در که ͬ کند م صدق
ͬ آیند. م بدست مختلفͬ تصادفͬ تلاطم مدل های σt فرایند برای

دارایی قیمت ΁دینامی ٣ . ٢
زمان مالͬ مدل باشد. شده فیلتر احتمال فضای (Ω,F , {Ft}, P ) و ،T > 0 ͬ کنیم م فرض

ͬ گیریم. م نظر در را ٣ سهام و ٢ پول بازار حساب دارایی، دو از متش΄ل پیوسته
متناهͬ حالت فضای با پیوسته زمان مارکوف زنجیر {Xt, t ∈ [0, T ]} ͬ کنیم م فرض

ͬ باشد م زیر صورت به آن زنجیر انتقال احتمال که باشد χ := {1, 2, . . . , N}

P (Xt+δt = j | Xt = i) = qijδt+ o(δt), i ̸= j;

P (Xt+δt = i | Xt = i) = 1 + qiiδt+ o(δt).

است زیر شرایط با محافظه کار هم·ن انتقال نرخ ماتریس Q = [qij ] کنید فرض همچنین
qij ≥ 0, i ̸= j,

qii ≥ 0, qii = −
N∑
j=1

qij .

صورت به را ∆ij ،i ̸= j که ،i, j ∈ χ برای ،[١۵] ͽمرج در شده ارائه توضیحات به توجه با
΁ی هر که ͬ دهیم م نشان اعدادحقیقͬ از باز راست کران و بسته چپ کران متوالͬ بازه های

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را h : χ× R → RN تابع ͬ باشد. م qij برابر طولͬ دارای

h(i, z) =


j − i, z ∈ ∆ij ,

0, otherwise.

صورت به مارکوف زنجیر از نمایشͬ
dXt =

∫
R
h(Xu−, z)P (dz, dt),

که است m(dz)dt شدت با پواسون تصادفͬ اندازه ΁ی P (dz,dt) آن در که ͬ گیریم، م نظر در
ͬ باشد. م R روی ΃لب اندازه m(dz)

٢Money market account
٣Stock



۴٣ دارایی قیمت ΁دینامی

΁ریس بدون دارایی مدل ٣ . ٢ . ١
نظر در زیر صورت به را پول بازار حساب مدل باشد. ΁ریس بدون دارایی Bt ͬ کنیم م فرض

ͬ گیریم م
dBt = rtBtdt, B0 = 1.

صورت به مارکوف زنجیر حسب بر و است شناور بهره نرخ rt آن در که
rXt = (r1, r2, . . . , rN )

.i = 1, 2, . . . , N هر برای ri > 0 که ͬ شود م نوشته

ریس΄ͬ دارایی مدل ٣ . ٢ . ٢
سوئیچینگ رژیم فرایند از آن قیمت که باشد مربعͬ انتگرال پذیر St ریس΄ͬ دارایی ͬ کنیم م فرض

ͬ کند م پیروی تصادفͬ، نوسانات تحت مارکوف
dSt
St−

= µtdt+
√
σtdW

1
t +

∫ ∞

−1
y(N(dy,dt)− v(dy)dt), (٣ . ١)

dσt = (α− λm)σtdt+ βσtdW
2
t + (eJ − 1)σt−dNt,

همچنین ͬ باشند، م ρ همبستگͬ ضریب با استاندارد براونͬ حرکت دو W 2
t و W 1

t آن در که
پرش اندازه معرف اندازه پذیر، تابع ΁ی y هستند. مفروض ثابت مقادیر ρ ∈ (−1, 1) و α, β > 0

تصادفͬ اندازه N(dy,dt) باشد. پرش اندازه توزیع f(y) ͬ کنیم م فرض .∫∞
−1 y

2v(dy) < ∞ و
دهیم قرار اگر ͬ باشد. م v(dy)dt = λf(y)dydt شدت اندازه با پواسون

Ñ(dy,dt) = N(dy, dt)− v(dy)dt

بر و است سهام قیمت رانش نرخ µt است. جبران یافته پواسون تصادفͬ اندازه Ñ(dy, dt) آنگاه
ͬ شود. م نوشته µXt = (µ1, µ2, . . . , µN ) صورت به مارکوف زنجیر حسب

همچنین است. براونͬ حرکت های از مستقل پواسون فرایند ΁ی ،λ تشدید پارامتر با {Nt}0≤t≤T

اندازه معرف هم توزیع، و مستقل تصادفͬ های متغیر از دنباله ای ،1 ≤ i ≤ Nt هر ازای به eJi
eJi بنابراین باشند. γ2 واریانس و κ میانگین با نرمال توزیع دارای ها Ji آن در که است پرش

.m = E[eJ − 1] = eκ+
1
2
γ2 − 1 و بود خواهند نرمال ΃ل توزیع دارای ها

ͬ باشند. م W 2
t و W 1

t از مستقل همچنین و هستند مستقل دو به دو Xt و N(dy, dt) ،P (dz, dt)
مارتینگل اندازه ی یافتن به اکنون ͬ گیریم. م نظر Wدر 2 Wو 1 توسط شده تولید فیلتر را Ft

معادل، مارتینگل اندازه ی وجود قیمت گذاری، اول اساسͬ قضیه طبق زیرا ͬ پردازیم م معادل
اندازه گیرسانوف قضیه از استفاده با باید منظور بدین ͬ کند م تضمین را آربیتراژ بدون بازار وجود
گیرسانوف قضیه باشد. صفر Q به نسبت S ΁دینامی رانش ضریب که بیابیم به گونه ای را Q



΁ریس موضعͬ مینیمم سازی مسئله مدل بندی ۴۴
به Q به نسبت را W 2 ΁دینامی اما ͬ کند م مشخص ی΄تا طور به Q به نسبت را W 1 ΁دینامی
اندازه های W 2 رانش ضریب برای مختلف انتخاب های با بنابراین ͬ کند. نم تعیین ی΄تا طور
مدل این در بازار قیمت گذاری، دوم اساسͬ قضیه بنابر پس ͬ آید. م بدست متفاوتͬ مارتینگل

است. ناکامل

مینیمال مارتینگل اندازه ٣ . ٣
{FX}t∈[0,T ] و {Fσ}t∈[0,T ] ،{FS}t∈[0,T ] کنید ͬ کنیم.فرض م تعیین را مدل اطلاعاتͬ ساختار ابتدا
ͬ دهیم م قرار t ∈ [0, T ] هر برای باشند. X و σ ،S توسط شده تولید طبیعͬ فیلترهای
‐F و مقدار حقیقͬ فرایند ͬ کنیم م فرض گذشته همچون .Ht = Ft

S ∨ gT و gt = Ft
X ∨ Ft

σ

آن جا از باشد. (سهام) ریس΄ͬ دارایی نرمال شده ی قیمت نشان دهنده ی {St}0≤t≤T سازگار
مارتینگل نیم ΁ی (١ . ٣ . ٢) گزاره طبق لذا است مربعͬ مارتینگل  انتگرال پذیر P تحت St که

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را S̃ شده تنزیل سهام قیمت فرایند بود. خواهد
S̃t = e−

∫ t
0 rsdsSt,

ͬ باشد م زیر فرم به تجزیه دارای که
S̃t = S̃0 +Mt +At,

داریم (٣ . ١) معادله به توجه با
Mt =

∫ t

0
S̃u−

√
σudW

1
u +

∫ t

0

∫ ∞

−1
S̃u−yÑ(dy, du), (٣ . ٢)

At =

∫ t

0
S̃u−(µu − ru)du, (٣ . ٣)

سازگار و پیوسته فرایند ΁ی A ،M0 = 0 و است مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل ΁ی P تحت M که
.A0 = 0 و است متناهͬ تغییرات با

زیر خاصیت دو با باشد P معادل مارتینگل اندازه ی P̂ ͬ کنیم م فرض .٣ . ٣ . ١ تعریف
.P = P̂ ،F0 روی .١

،L0 = 0 و است M بر ۴ عمود قویا و مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل P تحت که L فرایند هر .٢
ͬ نامند. م مینیمال۵ مارتینگل اندازه را P̂ باشد. P̂‐مارتینگل ΁ی

.⟨L,M⟩ = 0 داریم و است مارتینگل ΁ی M و L مارتینگل دو حاصلضرب ۴یعنͬ
۵Minimal martingale measure



۴۵ مینیمال مارتینگل اندازه
.([١١])At =

∫ t
0 αud⟨M⟩u که است موجود α = {αt}0≤t≤T ͬ پذیر پیش بین فرایند که داد نشان ͬ توان م

با است برابر M مارتینگل مربعͬ تغییرات طرفͬ از
⟨M⟩t =

⟨∫ t

0
S̃u−

√
σudW

1
u +

∫ t

0

∫ ∞

−1
S̃u−yÑ(dy,du)

⟩
=

∫ t

0
S̃2
u−σudt+

∫ t

0

∫ ∞

−1
S̃2
u−y

2v(dy)du

=

∫ t

0
S̃2
u−

(
σu +

∫ ∞

−1
y2v(dy)

)
du.

است زیر فرم به دیفرانسیلͬ نماد با که
d ⟨M⟩t = S̃2

t−

(
σt +

∫ ∞

−1
y2v(dy)

)
dt

.At =
∫ t
0 αud⟨M⟩u نوشت ͬ توان م ،αu = µu−ru

S̃u− (σu+
∫∞
−1 y

2v(dy))
برای پس

نیز را P̂ چ·الͬ ͬ کند، م مشخص P̂ ی΄تایی و وجود برای را شرایطͬ این که بر علاوه زیر قضیه
ͬ کند. م مشخص P به نسبت

اگر تنها و اگر است موجود P̂ .٣ . ٣ . ١ قضیه
Gt = exp

(
−
∫ t

0
αsdMs −

1

2

∫ t

0
αs

2d⟨M⟩u
)
, 0 ≤ t ≤ T (۴ . ٣)

وسیله ی به ی΄تا به طور P̂ شرایط، این تحت باشد. مربعͬ انتگرال پذیر P‐مارتینگل ΁ی
ͬ شود. م تعیین dP̂

dP = GT

کنید. رجوع [١١] به برهان.
داشت. خواهیم (۴ . ٣) در αu جای·ذاری با

Gt = exp

{
−
∫ t

0

µs − rs

S̃s−(σs +
∫∞
−1 y

2v(dy))

(
S̃s−

√
σsdW

1
s +

∫ ∞

−1
S̃s−y(N(dy,ds)− v(dy)ds)

)

− 1

2

∫ t

0

(µs − rs)
2

S̃2
s−(σs +

∫∞
−1 y

2v(dy))2

(
S̃2
s−σsds+

∫ ∞

−1
S̃2
s−y

2v(dy)ds

)}

=exp

{∫ t

0

−(µs − rs)
√
σs

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
dW 1

s − 1

2

∫ t

0

(µs − rs)
2σs

(σs +
∫∞
−1 y

2v(dy))2
ds

+

∫ t

0

∫ ∞

−1

(µs − rs)y

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
v(dy)ds−

∫ t

0

∫ ∞

−1

(µs − rs)y

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
N(dy, ds)

− 1

2

∫ t

0

∫ ∞

−1

(µs − rs)
2y2

(σs +
∫∞
−1 y

2v(dy))2
v(dy)ds

}
.

فرض منظور این برای است. مربعͬ انتگرال پذیر P‐مارتینگل ΁ی Gt ͬ دهیم م نشان حال
P ∗ تعریف، طبق ͬ نامیم. م P ∗ را آن و است موجود مینیمال مارتینگل اندازه ΁ی ͬ کنیم م

همچنین است. مارتینگل P ∗ تحت S̃ و است P معادل مارتینگل اندازه ی
dP ∗

dP
∈ L2(Ω,H, P ).
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تعیین زیر پیوسته ی راست از مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل وسیله ی به مارتینگلͬ اندازه چنین

ͬ شود. م
Gt = E

[
dP ∗

dP

∣∣∣∣Ht

]
.

قضیه طرفͬ از است. M = S̃ − S̃0 + (−A) فرم به M برای دوب‐میر تجزیه ی ،P ∗ تحت
حسب بر ͬ تواند م متناهͬ تغییرات با ͬ پذیر پیش بین فرآیند که ͬ دهد م نشان گیرسانوف‐میر

یعنͬ شود. محاسبه Gt

−At =

∫ t

0

1

Gs−
d ⟨M,G⟩s .

انتگرال پذیر مارتینگل ΁ی P تحت S اگر .(۶ گالچوک‐کونیتا‐واتانابه (تجزیه ٣ . ٣ . ٢ قضیه
که LH = {LH

t }0≤t≤T مربعͬ انتگرال پذیر P‐مارتینگل آنگاه ،H ∈ L2(Ω,F , P ) و باشد مربعͬ
ͬ کند م صدق زیر شرط در که θH ͬ پذیر پیش بین فرایند و LH

0 = 0

E

[∫ t

0
θ2ud ⟨M⟩u +

(∫ t

0
|θudAu|

)2
]
<∞. (۵ . ٣)

به طوری که موجودند
H = H0 +

∫ T

0
θHu dSu + LH

T ,

است. عمود قویا ∫ θdS بر LH به علاوه
کنید. رجوع [١١] به برهان.

به طوری که دارد وجود β = (βt)0≤t≤T ͬ پذیر پیش بین فرایند فوق، تجزیه طبق
Gt = 1 +

∫ t

0
βsdMs + Lt,

مارتینگل اندازه ΁ی P ∗ چون است. M بر عمود قویا و مربعͬ انتگرال پذیر P‐مارتینگل ،L که
لم طبق و است P‐مارتینگل ∗ ،L مینیمال، مارتینگل اندازه تعریف طبق است، مینیمال

داشت خواهیم نتیجه در است. P‐مارتینگل ،LG ،(٣ . ۴ . ١)
⟨L,L⟩ = ⟨L,G⟩ = 0,

داریم پس L ≡ 0 بنابراین
Gt = 1 +

∫ t

0
βsdMs,

و
dAt = − βt

Gt−
d ⟨M,M⟩ .

بنابراین
Gt = 1−

∫ t

0
Gs−

dAs

d ⟨M⟩s
dMs.

۶Galtchouk-Kunita-Watanabe decomposition



۴٧ مینیمال مارتینگل اندازه
ͬ دهیم م قرار

dYs = − dAs

d ⟨M⟩s
dMs.

داریم فوق رابطه در (٣ . ٣) و (٣ . ٢) جای·ذاری با

Yt =
−(µt − rt)

(√
σtdW

1
t +

∫∞
−1 yÑ(dy, dt)

)
σt +

∫∞
−1 y

2v(dy)
,

داشت خواهیم پس
Gt = 1 +

∫ t

0
Gs−dYs. (۶ . ٣)

دارد وجود (۶ . ٣) برای ی΄تا جواب ΁ی دولینز‐دید نمایی فرمول از
Gt = eY

c
t −

1
2
⟨Y c,Y c⟩

∏
u≤t

(1 +∆Yu).

موجود P̂ ،(٣ . ٣ . ١) قضیه طبق و است مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل ΁ی P تحت Gt بنابراین
ͬ شود. م تعیین dP̂

dP = GT وسیله ی به ی΄تا طور به و است
اندازه ی ΁ی P̂ روشنͬ به است. مینیمال مارتینگل اندازه ΁ی P̂ ͬ دهیم م نشان ادامه در
و مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل P تحت ،(L′

0 = 0) L′ کنید فرض و است P معادل مارتینگل
.⟨L′

,M
⟩
= 0 یعنͬ باشد M بر عمود قویا

⟨
L

′
, G
⟩
t
=

∫ t

0
GS−d

⟨
L

′
, Y
⟩
s
= −

∫ t

0
Gs−

dAs

d ⟨M⟩s
d
⟨
L

′
,M
⟩
s
= 0.

مارتینگل اندازه ΁ی P̂ بنابراین است. مارتینگل ΁ی P̂ تحت L′ گیرسانوف‐میر، قضیه طبق
است. ی΄تا مینیمال

داریم گیرسانوف قضیه از
dSt
St−

= µtdt+
√
σtdŴ

1
t +

∫ ∞

−1
y(N(dy,dt)− v(dy)dt), (٣ . ٧)

dσt = (α− λm)σtdt+ βσtdŴ
2
t + (eJ − 1)σt−dNt, (٣ . ٨)

آن در که
Ŵ 1

t =W 1
t +

∫ t

0

(µs − rs)
√
σs

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
ds,

Ŵ 2
t =W 2

t + ρ

∫ t

0

(µs − rs)
√
σs

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
ds,

هستند. P̂ تحت استاندارد براونͬ حرکت دو
باشد برقرار زیر شرط باید مینیمال، مارتینگل اندازه علامت دارشدن از اجتناب برای

(µt − rt)y

σt +
∫∞
−1 y

2v(dy)
< 1, for a.s. t ∈ [0, T ] and y > −1. (٣ . ٩)



΁ریس موضعͬ مینیمم سازی مسئله مدل بندی ۴٨

قیمت گذاری فرمول استخراج ۴ . ٣
فرصت ͬ کنیم م فرض ͬ پردازیم. م اروپایی معامله های اختیار قیمت گذاری به بخش این در
΁ی وجود با آربیتراژ فرصت عدم قیمت گذاری، اول اساسͬ قضیه طبق ندارد. وجود آربیتراژ
اندازه عنوان به را مینیمال مارتینگل اندازه اینجا، در است. هم ارز معادل، مارتینگل اندازه

ͬ آوریم. م بدست را جزئͬ دیفرانسیل معادله و ͬ کنیم م انتخاب معادل
است زیر صورت به K توافقͬ قیمت و T سررسید با اروپایی خرید اختیار ΁ی قیمت t زمان در

C(t, T ) = EP̂ [e−
∫ T
t rsds(ST −K)+ | Ht].

برای ایتو فرمول بردن کار به با .V (t, St, σt, Xt) = e−
∫ t
0 rsdsC(t, St, σt, Xt) کنیم فرض حال

داریم V (t, St, σt, Xt)

dV (t, St, σt, Xt) =− rte
−

∫ t
0 rsdsC(t, St− , σt− , Xt−)dt+ e−

∫ t
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∫ ∞
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3
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∫∞
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∫ ∞
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0 rsds(C(t, St−(1 + y), σt, Xt−)− C(t, St− , σt− , Xt−))ṽ(dy)dt

+

∫ ∞
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0 rsds(C(t, St−(1 + y), σt, Xt−)− C(t, St− , σt− , Xt−))N̂(dy, dt)
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∫
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+

∫
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۴٩ قیمت گذاری فرمول استخراج
و است جبران یافته پواسون تصادفͬ اندازه ،P̃ (dz,dt) = P (dy,dt)−m(dz)dt آن در که

N̂(dy, dt) = N(dy, dt)− ṽ(dy)dt.

آن در که
ṽ(dy)du =

(
1− (µu − ru)y

σu +
∫∞
−1 y

2v(dy)

)
v(dy)du.

C(t, St, σt, Xt) برای جزئͬ دیفرانسیل معادله بنابراین است، مارتینگل P̂ تحت V (t, St, σt, Xt) چون
ͬ آید. م در زیر صورت به
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+

N∑
j=1

C(t, St− , σt, j)qXt− ,j = 0,

.C(T, ST , σT , XT ) = (ST −K)+ مرزی شرایط با
ͬ کند م صدق زیر معادله در اروپایی معامله اختیار تنزیل شده قیمت بنابراین

V (t, St, σt, Xt) = V (0, S0, σ0, X0) +

∫ t

0
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∫ u
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∂S
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(٣ . ١٠)





۴ فصل
ناکامل بازارهای در ΁ریس پوشش

مارکوفͬ

مقدمه ١ . ۴
[٣۶] از دهم فصل دارد. وجود مختلفͬ روش های ناکامل بازارهای در ΁ریس پوشش برای

است. روش ها این درباره خواندنͬ بحثͬ شامل
عین در که خودتامینͬ مالͬ سبد ،H مانند مشروط ادعاهای برخͬ برای ناکامل بازار ΁ی در

نیست. موجود کند، برآورده نیز را P (VT = H) = 1 شرط حال
شده ی داده مشروط ادعای برای که است این روش ΁ی بازارها این در ΁ریس پوشش برای
در آن ها از ΁ی هیچ است مم΄ن البته که ب·یریم، نظر در را φ خودتامین سرمایه سبدهای ،H
VT (φ)−H که است آن خوب سرمایه ی سبد ΁ی صورت این در نکنند. صدق VT (φ) = H شرط
یافتن به تبدیل ما مساله ی باشد L2(P ) نرم نرم، این هرگاه کند. مینیمم نرم ΁ی به نسبت را
مناسب شرایط تحت کند. مینیمم را E[(VT (φ)−H)2] که ͬ شود م خودتامینͬ سرمایه ی سبد
است موجود P̃ معادل مارتینگل اندازه علاوه به دارد. φ̃ مانند جوابی مینیمم سازی مساله این

ͬ نامند. م ١ میانگین‐واریانس پوشش را روش این .V0(φ̃) = EP̃ [H] که
H برابر آن ها نهایی ارزش که ب·یریم نظر در را استراتژی هایی فقط که است این دی·ر روش

١Mean-variance hedging



مارکوفͬ ناکامل بازارهای در ΁ریس پوشش ۵٢
خودتامین است مم΄ن استراتژی چنین است ناکامل بازار چون اما VT (φ) = H یعنͬ است،
خوب استراتژی ΁ی حالت این در پس نباشد. ثابت آن با متناظر هزینه فرایند یعنͬ نباشد،
٣ ساندرمن و ٢ فولمر ١٩٨۶ سال در باشد». ΁کوچ هزینه اش فرایند «تغییرات که است آن
روش و بردند کار به هزینه فرایند تغییرات از معیاری عنوان به را E [(CT (φ)− Ct(φ))

2|Ft

]
روش این نمودند. معرفͬ است P‐مارتینگل ΁ی S که حالتͬ برای را ΁ریس مینیمم سازی
P تحت S که حالتͬ به ΁ریس موضعͬ مینیمم سازی نام با و ۴ شوایتزر توسط ١٩٩١ سال در
مینیمم سازی روش از آمده دست به استراتژی φ̃ اگر شد. داده تعمیم است نیم مارتینگل ΁ی
تحت گرفت. نظر در t لحظه در H ارزش عنوان به را Vt(φ̃) ͬ توان م باشد، ΁ریس موضعͬ

.Vt(φ̃) = EP̂ (H|Ft) که است موجود P̂ معادل مارتینگل اندازه مناسب شرایط
است، ساده تر ΁ریس موضعͬ مینیمم سازی روش از استفاده غالبا تصادفͬ مدل های مورد در
قضیه ی بردن کار به با ͬ توان م و ͬ شود م مشخص صریح به طور P به نسبت P̂ چ·الͬ که چرا
مینیمم سازی روش ادامه، در ما رو این از آورد. دست به P̂ تحت را تلاطم ΁دینامی گیرسانوف،

ͬ گیریم. م پیش در را ΁ریس موضعͬ

΁ریس مینیمم ساز موضعا استراتژی ٢ . ۴
تعریف، بیان از قبل دارد. اختصاص ۵ ΁ریس مینیمم ساز موضعا استراتژی تعریف به بخش این

داریم قبل فصل گذاری های نماد با است. لازم مقدمات برخͬ ذکر
S̃t = e−

∫ t
0 rsdsSt,

آن در که است S̃t = S̃0 +Mt +At فرم به تجزیه دارای که
Mt =

∫ t

0
S̃u−

√
σudW

1
u +

∫ t

0

∫ ∞

−1
S̃u−yÑ(dy, du),

و
At =

∫ t

0
S̃u−(µu − ru)du.

به طوری که φ = (ξ, η) دوبعدی فرایند از است عبارت مالͬ سبد استراتژی ΁ی .٢ . ١ . ۴ تعریف
ͬ کند. م صدق زیر شرط در که باشد ͬ پذیر پیش بین فرایند ΁ی ξ .١

E

[∫ t

0
ξ2ud ⟨M⟩u +

(∫ t

0
|ξudAu|

)2
]
<∞. (١ . ۴)

٢Föllmer
٣Sondermann
۴Schweeizer
۵Locally risk-minimizing strategy



۵٣ ΁ریس مینیمم ساز موضعا استراتژی
،E(η2) <∞ که باشد سازگار فرایند ΁ی η .٢

باشد. مربعͬ انتگرال پذیر و پیوسته راست از {Vt}0≤t≤T ارزش فرایند .٣
تعداد ηt و سهام تعداد ξt ،t زمان در که باشد مالͬ سبد استراتژی ΁ی φ = (ξ, η) کنید فرض
.Vt = ξtS̃t+ηt با است برابر سبد شده تنزیل قیمت ͬ دهد. م نشان را سبد در موجود قرضه اورق
به ازای ناکامل بازار ΁ی در باشد. مربعͬ انتگرال پذیر T زمان در H مشروط ادعای کنید فرض
P (VT = H) = 1 شرط حال عین در که خودتامینͬ مالͬ سبد ،H مانند مشروط ادعاهای برخͬ
هستیم خودتامینͬ مالͬ سبد کردن پیدا دنبال به بنابراین نیست، موجود کند، برآورده نیز را

کند مینیمم زیر رابطه از استفاده با را ͬ مانده باق ΁ریس ،t زمان هر در که
Rt(φ) = E

[
(CT (φ)− Ct(φ))

2|Ht

]
, t ≤ T

ͬ شود م تعریف زیر صورت به که است t زمان تا شده تنزیل هزینه های مجموع Ct(φ)

Ct(φ) = Vt(ξ)−
∫ t

0
ξsdS̃s.

استراتژی از است عبارت ۶ ΁کوچ آشفتگͬ ΁ی .(΁کوچ (آشفتگͬ ٢ . ٢ . ۴ تعریف
آن در که ∆ = (δ, ϵ)

است، کران دار δ .١
است، کران دار ∫ T

0 |δudAu| .٢
.δT = εT = 0 .٣

از است عبارت افراز اندازه [0, T ] بازه از τ = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = T} افراز برای
τn ⊂ τn+1 ،n هر برای هرگاه ͬ نامیم م صعودی را (τn)n∈N دنباله ی .|τ | := maxti,ti+1(ti+1− ti)

. lim
n→∞

|τn| = 0 اگر هم·راست همانͬ به دنباله این ͬ گوییم م و
از است عبارت ∆ ΁کوچ آشفتگͬ ،[0, T ] از (s, t] بازه زیر هر برای

∆ |(s,t]= (δI(s, t], ϵI(s, t]).

از τ افراز و ∆ ΁کوچ آشفتگͬ ،φ استراتژی برای .(΁ریس مینیمم ساز (موضعا ٢ . ٣ . ۴ تعریف
ͬ کنیم م تعریف ،[0, T ]

rτ [φ,∆] :=
∑

ti,ti+1∈τ

Rti(φ+∆ |(ti,ti+1))−Rti(φ)

E
[
⟨M⟩ti+1

− ⟨M⟩ti | Fti

] I(ti,ti+1].

هر و ∆ ΁کوچ آشفتگͬ هر برای هرگاه ͬ نامیم م ΁ریس مینیمم ساز موضعا را ،φ استراتژی
باشیم داشته هم·راست همانͬ به که افرازها از صعودی دنباله ی

lim inf
n→∞

rτ [φ,∆] ≥ 0, P − a.s. on Ω× [0, T ],

۶Small Perturbation



مارکوفͬ ناکامل بازارهای در ΁ریس پوشش ۵۴
ͬ شود. م ΁ریس افزایش باعث مجانبی به طور دست کم بهینه، استرتژی در تغییری هر یعنͬ

موضعا استراتژی ،φ استراتژی نما). ΁ریس مینیمم ساز موضعا (استراتژی ۴ . ٢ . ۴ تعریف
قسمت بر و باشد مارتینگل P تحت C(φ) هزینه فرایند اگر است ٧ نما ΁ریس مینیمم ساز
΁ی M و C(φ) مارتینگل دو حاصلضرب (یعنͬ باشد متعامد قویا (M (یعنͬ S̃ مارتینگل

است). مارتینگل
شده تنزیل مشروط ادعای H̃ = e−

∫ t
0 rsdsH اگر فولمر‐شوایترز). (تجزیه ی ۵ . ٢ . ۴ تعریف

صورت به ͬ توان م را H̃ باشد،
H̃ = H̃0 +

∫ T

0
ξHs dS̃s + LH

T ,

صدق (١ . ۴) شرط در که است ͬ پذیری پیش  بین فرایند ξH ،H̃0 ∈ L2(Ω,F0, P ) که کرد تجزیه
این .LH

0 = 0 و است M بر عمود قویا و مربعͬ انتگرال پذیر مارتینگل ΁ی P تحت LH
T و ͬ کند م

ͬ شود. م نامیده ٨ فولمر‐شوایترز تجزیه ی تجزیه،
΁ریس مینیمم ساز موضعا φt = (ξH , H̃0+

∫ t
0 ξ

H
s dS̃s+L

H
t − ξHt S̃t) استراتژی صورت این در

است.
استراتژی ΁ی نما، ΁ریس مینیمم ساز موضعا استراتژی که ͬ شود م مشاهده [٢۶] ͽمرج در

کند. صدق زیر شرایط در S̃ اگر است ΁ریس مینیمم ساز موضعا
است. صعودی اکیدا [0, T ] روی یقین به قریب ،[0, T ] روی ⟨M⟩ (ω) اندازه .١

است. پیوسته A .٢
شرط .E [|α ln+ |α||

]
<∞ آن در که است پیوسته مطلقا (α چ·الͬ (با ⟨M⟩ به نسبت A .٣

.E [⟨∫ αdM⟩] <∞ باشیم داشته که است این آن برای کافͬ
ͬ کنیم. م بررسͬ S̃ برای را فوق شرایط اکنون

⟨M⟩t =
⟨∫ t

0
S̃u−

√
σudW

1
u +

∫ t

0

∫ ∞

−1
S̃u−yÑ(dy, du)

⟩
=

∫ t

0
S̃2
u−σudu+

∫ t

0

∫ ∞

−1
S̃2
u−y

2v(dy)du

=

∫ t

0
S̃2
u−

(
σu +

∫ ∞

−1
y2v(dy)

)
du.

پس است. صعودی اکیدا t ∈ [0, T ] هر برای ⟨M⟩t لذا S̃2
u−

(
σu +

∫∞
−1 y

2v(dy)
)
> 0 چون

است. برقرار (١) شرط
متناهͬ تغییر با ͬ پذیر پیش بین فرایند

At =

∫ t

0
S̃u−(µu − ru)du,

٧Pseudo locally risk-minimizing strategy
٨Föllmer-Schweizer decomposition



۵۵ ΁ریس پوشش
است. برقرار نیز (٢) شرط بنابراین است. صفر پرش زمان های ΃لب اندازه زیرا است، پیوسته

ͬ دهیم م قرار
dAs

d ⟨M⟩s
=

µs − rs

S̃s(σs +
∫∞
−1 y

2v(dy))
,

و

E

[⟨∫
dAs

d ⟨M⟩s
dMu

⟩]
= E

[∫
(µs − rs)

2

S̃2
s (σs +

∫∞
−1 y

2v(dy))2
d ⟨M⟩u

]

= E

[∫
(µs − rs)

2

S̃2
s (σs +

∫∞
−1 y

2v(dy))2
d

(
S̃2
u−

(
σu +

∫ ∞

−1
y2v(dy)

)
du

)]

= E

[∫
(µs − rs)

2

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
du

]
.

زیرا است متناهͬ فوق ریاضͬ امید

E

[∫
(µs − rs)

2

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
du

]
< E

[
exp

∫
(µs − rs)

2

σs

]
<∞.

΁ریس مینیمم ساز موضعا استراتژی ما، مدل در بنابراین است. برقرار نیز (٣) شرط نتیجه در
ͬ یابیم. م را استراتژی این ادامه، در ͬ باشد. م ΁ریس مینیمم ساز موضعا استراتژی ΁ی نما

΁ریس پوشش ٣ . ۴
است زیر صورت به شده تنزیل پرتفوی برای فولمر‐شوایتزر تجزیه ی

V (φ) = V0(φ) +

∫ t

0
ϕ(s, u)dS̃u + Lt, (٢ . ۴)

داشت خواهیم نتیجه در
Lt = Vt − V0 −

∫ t

0
ϕ(s, u)dS̃u,

داشت خواهیم اخیر رابطه در (٣ . ١٠) جای·ذاری با
Lt = Vt − V0 −

∫ t

0
ϕ(s, u)dS̃u

=

∫ t

0
e−

∫ u
0 rsds∂C

∂S
Su

√
σudŴ

1
u +

∫ t

0
e−

∫ u
0 rsds∂C

∂σ
βσudŴ

2
u

+

∫ t

0

∫ ∞

−1
e−

∫ t
0 rsds(C(u, Su−(1 + y), σu, Xu−)− C(u, Su− , σu− , Xu−))N̂(dy,du)

+

∫ t

0

∫
R
e−

∫ t
0 rsds(C(u, Su− , σu, Xu− + h(Xu− , z))− C(u−, Su− , σu− , Xu−))P̃ (dz, du)

−
∫ t

0
ϕ(s, u)dS̃u.

(٣ . ۴)



مارکوفͬ ناکامل بازارهای در ΁ریس پوشش ۵۶
آن در که

Ŵ 1
t =W 1

t +

∫ t

0

(µs − rs)
√
σs

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
ds,

Ŵ 2
t =W 2

t + ρ

∫ t

0

(µs − rs)
√
σs

σs +
∫∞
−1 y

2v(dy)
ds.

داریم (٣ . ۴) در Ŵ 2
t و Ŵ 1

t جای·ذاری با
Lt = Vt − V0 −

∫ t

0
ϕ(s, u)dS̃u

=

∫ t

0
e−

∫ u
0 rsds∂C

∂S
Su

√
σudW

1
u +

∫ t

0
e−

∫ u
0 rsds∂C

∂S
Su

(µu − ru)σu
σu +

∫∞
−1 y

2v(dy)
dt

+

∫ t

0
e−

∫ u
0 rsds∂C

∂σ
βσudW

2
u +

∫ t

0
e−

∫ u
0 rsds∂C

∂σ
ρβ

(µu − ru)σ
3
2
u

σu +
∫∞
−1 y

2v(dy)
dt

+

∫ t

0

∫ ∞

−1
e−

∫ t
0 rsds(C(u, Su−(1 + y), σu, Xu−)− C(u, Su− , σu− , Xu−))N̂(dy, du)

+

∫ t

0

∫
R
e−

∫ t
0 rsds(C(u, Su− , σu, Xu− + h(Xu− , z))− C(u−, Su− , σu− , Xu−))P̃ (dz,du)

−
∫ t

0
ϕ(s, u)dS̃u.

بنابراین شود. صفر باید du به نسبت انتگرال زیر تابع است، مارتینگل ΁ی P تحت Lt چون
داریم u ∈ [0, T ] هر برای

∂C

∂S
S̃u

(µu − ru)σu
σu +

∫∞
−1 y

2v(dy)
+
∂C

∂σ
ρβ

(µu − ru)σ
3
2
u

σu +
∫∞
−1 y

2v(dy)
e−

∫ u
0 rsds − ϕ(s, u)(µt − rt)S̃u

+

∫ ∞

−1
e−

∫ u
0 rsds(C(u, Su−(1 + y), σu, Xu−)− C(u, Su− , σu− , Xu−))(v − ṽ)(dy)du = 0

داشت خواهیم نتیجه در
ϕ(s, u) =

∂C
∂S S̃uσu + ρβ ∂C

∂σ e
−

∫ u
0

rsdsσ
3
2
u +

∫∞
−1
e−

∫ u
0

rsds(C(u, Su−(1 + y), σu, Xu)− C(u−, Su− , σu− , Xu−))yv(dy)

S̃u(σu +
∫∞
−1
y2v(dy))

,

.η(s, u) = V (φ)− ϕ(s, u)S̃u و
است. ΁ریس مینیمم ساز موضعا استراتژی φ = (ϕ(s, u), V (φ)− ϕ(s, u)S̃u) بنابراین
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Aabstract

We address risk minimizing option pricing in a regime switching with stochastic volatility
model when the underlying asset price follows a general state-dependent regime-switching jump-
diffusion process. Using minimal martingale measure, an optimal hedging strategy is obtained by
the local risk minimization.
Keywords: Regime switching, Jump-diffusion processes, Stochastic volatility, Local risk mini-
mization, Option pricing.
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