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ඟو়شࢁୌقدৎ
که ای ارزنده های راهنمایی به خاطر ناظمͬ دکترعلیرضا آقای جناب گرامیم استاد از فراوان باسپاس
به عزیزم همسر همچنین و وخواهرمهربان مادر،پدر از نمودند. من به نامه پایان این نگارش درطول

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر نهایت دریغشان بی های حمایت خاطر

نوده شفائͬ مریم
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ଓฬ࠻ھدৎ
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی نوده شفائͬ مریم اینجانب
سازی بهینه مسائل حل برای کارا عصبی شب΄ه ی مدل ی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ناظمͬ علیرضا راهنمایی تحت ، نما محدب
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

نوده شفائͬ مریم
١٣٩۵ بهمن

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
بامحدودیت دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای جدید عصبی شب΄ه ی نامه پایان این در
مسائل چنین حل برای موجود عصبی باشب΄ه مقایسه در است. شده پیشنهاد نامساوی و مساوی های
تکنی های همچنین . است لایه تک ساختار و تر کم های نرون دارای شده پیشنهاد عصبی ،شب΄ه
عصبی شب΄ه ی ی است. گرفته قرار بررسͬ مورد محدب نما ریزی برنامه مسائل حل برای بهینه سازی
بهینه ی جواب که ͬ کنیم م ثابت ͬ شود. م پیشنهاد بهینه گͬ، کافͬ و لازم شرایط اساس بر بازگشتͬ و ساده
مساله بهینه جواب با هم تعادل نقطه ی و است عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی بهینه سازی مساله ی
سراسری هم·رای و بوده لیاپانوف مفهوم به سراسری پایدار پیشنهادی عصبی شب΄ه ی دارد. مطابقت
سراسری هم·رایی توضیح برای عددی های شبیه سازی است. اصلͬ بهینه سازی مساله ی جواب به
شیمͬ و تجاری های بخش در پیشنهادی مدل کاربردهای همچنین است. شده داده عصبی شب΄ه ی

اند. شده داده نشان عصبی، شب΄ه ی تأثیر دادن نشان برای

عصبی سراسری،شب΄ه هم·رایی محدب نما، برنامه ریزی بازگشتͬ، عصبی شب΄ه ی کلیدی: کلمات
مثبت. معین ،نیمه دو درجه برنامه ریزی ،مساله هم·رایی ،پایداری
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١ فصل
مصنوعͬ عصبی شب΄ه های بر مروری

پیش·فتار ١ . ١
شب΄ه های زمینه ی  در تحقیقات شروع هرچند است. جدیدی نسبتاً پدیده ی مصنوع١ͬ عصبی شب΄ه های
.[٢] پذیرفت صورت ١٩٨٠ دهه ی در آن گسترش اما ͬ گردد، برم میلادی ١٩۴٠ دهه ی به مصنوعͬ عصبی

نرون های پیاده سازی برای تلاشͬ ͽواق در و است مصنوعͬ هوش از شاخه ای مصنوعͬ شب΄ه های
یا عصبی سلول های مصنوعͬ عصبی شب΄ه ی ی در ͬ باشد. م مصنوعͬ به صورت انسان مغز عصبی
اش΄ال در عصبی سلول های کردن مرتب با و ͬ شوند م بیان ریاضͬ مدل ی به صورت نرون ها همان
ال·وها، تشخیص حافظه، در اطلاعات ذخیره ی مانند انسان مغز عمل΄ردهای از برخͬ ͬ توان م مختلف

کرد. پیاده سازی را ال·وها بین کردن برقرار ارتباط و یادگیری فرایند

این که مفهوم این به است. آنها در یادگیری قابلیت مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ویژگͬ مهمترین
شب΄ه تکرار هر در یا و زمان گذشت با و نشده برنامه ریزی ثابت و مشخص قاعده ی ی مبنای بر شب΄ه
به مربوط مصنوعͬ عصبی شب΄ه های مبحث ͬ بیند. م آموزش اصطلاح به یا ͬ کند م تغییر آن وضعیت
بنابراین است. کامپیوتری ال·وریتم های صورت به آن پیاده سازی و انسان در یادگیری قوه ی از ال·وبرداری
مش΄ل قاعده بر مبتنͬ سیستم های برای که پیچیده ای کارهای که دارند را قابلیت این عصبی شب΄ه های

ب·یرند. فرا را هستند
١Artificial Network Nearal



مصنوعͬ عصبی شب΄ه های بر مروری ٢

ی این و کند استدلال ͬ دهد م انجام که کارهایی مورد در ͬ تواند نم مصنوعͬ عصبی شب΄ه ی ی
عصبی شب΄ه ی ی اگر مثال به عنوان ͬ شود. م محسوب مصنوعͬ عصبی شب΄ه ی برای ضعف نقطه
در لذا است. داده انجام را کار این چ·ونه که دهد توضیح ͬ تواند نم آموخت، را چهره تشخیص عمل
قابلیت با عصبی شب΄ه های از مرکب که هوشمند سیستم های از دسته ای روی بر تحقیقات حاضر حال

ͬ پذیرد. م انجام است، استدلال) و توضیح قابلیت قاعده(با بر مبتنͬ سیستم های و یادگیری

برنامه ریزی و دوره گرد فروشنده ی مساله ی  حل و شب΄ه ی هاپفلید٢ معرفͬ با ١٩٨٠ دهه ی ابتدای از
آغاز توقف سال ها از پس عصبی شب΄ه های روی بر تحقیقات از گسترده ای موج آنها کم به که خطͬ
محدب برنامه ریزی مساله ی صورت به ͬ توان م را اقتصاد و صنعت در بهینه سازی مسائل از بسیاری شد،
و تجاری واحدهای در صرفه جویی موجب امر این کرد. مدل بندی غیرخطͬ محدب برنامه ریزی یا خطͬ

است. یافته رواج جامعه بخش های سایر در روش ها این از استفاده امروزه ͬ شود. م صنعتͬ

سرعت از کلاسی روش های به نسبت عصبی شب΄ه های از استفاده با بهینه سازی مسائل حل
اولیه مساله ی بهینه ی نقاط با عصبی شب΄ه ی در تعادل نقاط که ͬ شود م اثبات است. برخوردار بالاتری
مسیر معادله ی اولیه، نقطه ی هر ازای به لذا هم·راست. سراسری طور به شب΄ه همچنین و متناظرند
را مساله عصبی شب΄ه های اگرچه ͬ شود. م هم·را محدب برنامه ریزی مساله ی بهینه ی جواب به شب΄ه
ͬ کند. م جبران حدی تا را نقص این آنها بالای محاسباتͬ سرعت ولͬ ͬ کنند م حل تقریبی صورت به
دست به مساله جواب از خوبی بسیار تقریب های ͬ توان م شب΄ه ی عصبی، مناسب تعریف با همچنین

آورد.

کرد بیان این گونه ͬ توان م را بهینه سازی مسائل حل برای مطلوب عصبی شب΄ه ی ی ͬ های ویژگ
و شود هم·را ثابت نقطه ای به شب΄ه متناهͬ تکرار از بعد یعنͬ باشد، تعادل نقطه دارای شب΄ه اولا˟ که
نقطه ی به شب΄ه دلخواه اولیه  ی نقطه ی هر ازای به یعنͬ باشد پایدار مجانبی به طور شب΄ه دی·ر به عبارت
جواب تقریبی مقدار یا و دقیق مقدار با متناظر عصبی شب΄ه ی تعادل نقاط ثانیاً شود. هم·را خود تعادل
شب΄ه ی این صورت در باشد، ی΄تا بهینه ی نقطه ی دارای اولیه مساله ی اگر باشد. بهینه سازی مساله ی
به شب΄ه غیراین صورت در زیرا باشد فرد به منحصر آن تعادل نقطه ی که باشد گونه ای به باید عصبی
دست به انرژی تابع عصبی شب΄ه ی برای بتوان باید همچنین ͬ شود. م هم·را نامطلوبی تعادل نقطه ی
باشد. عصبی شب΄ه ی تعادل نقاط همان آن مینیمم نقاط و باشد لیاپانف٣ تابع ی خواص دارای که آورد
به طور شب΄ه که ͬ شود م حاصل اطمینان این صورت در باشد لیاپانف تابع ی انرژی تابع که صورتͬ در

هم·راست. تعادل نقطه به و پایدار مجانبی

ساکن نقطه دینامی΄ͬ، سیستم مانند مفاهیمͬ با همچنین و بهینه سازی مفاهیم با تا است لازم لذا
٢ John Hopfield
٣ Liapunov function



٣ کرد استفاده آنها حل در مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از ͬ توان م که مسائلͬ

مفاهیم این مرور به دوم فصل در شویم. آشنا غیره و لیاپانف تابع انرژی، تابع پایدار، مجانبی به طور
ͬ پردازیم. م

برنامه ریزی حل در آن کاربرد همچنین و جدید عصبی شب΄ه ی ی تحلیل و بررسͬ به سوم فصل در
ͬ شود. م بررسͬ روش این مش΄لات فصل این در همچنین ͬ پردازیم. م دوم درجه

پایداری فصل این در ͬ پردازیم. م سوم فصل در شده ارائه عصبی شب΄ه ی توسعه به چهارم فصل
شب΄ه ی همچنین و عصبی نرون های فصل این ادامه ی در ͬ شود. م بحث تفصیل به روش هم·رایی و

. ͬ شود م بیان کاربردی مسائل برخͬ حل برای شده ارائه مصنوعͬ عصبی

آنها حل در مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از ͬ توان م که مسائلͬ ١ . ٢
کرد استفاده

مسائل حل در که  ͬ زمان است. مصنوعͬ هوش از شاخه ای مصنوعͬ عصبی شب΄ه ی شد ذکر که همانطور
ͬ توان م نیست، آن حل به قادر نرم افزار مهندسͬ که گونه ای به هستیم مواجه داده ها از انبوهͬ حجم با
حل در ͬ توان م مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از لذا کرد. استفاده کارآمد روشͬ به عنوان مصنوعͬ هوش از
برای نرم افزاری طراحͬ در مثال به عنوان .[۴] کرد استفاده ͬ باشد، م داده زیادی تعداد دارای که مسائلͬ
خط نمونه زیادی بسیار تعداد باید کند، تایپ را دست با شده نوشته کلمه ی هر بتواند که نوری قلم ی
اما آورد. دست به را خط از استانداری نمونه ی آنها، پی΄سل به پی΄سل مقایسه با تا نمود جمͽ آوری را
شناسایی با عصبی شب΄ه ی زیرا است. نیاز نمونه اندکͬ تعداد به عصبی شب΄ه ی از استفاده با طراحͬ در
نماید. شناسایی را دی·ر نمونه ی هر و دهد تعلیم را خود ͬ تواند م ورودی نمونه های در رفته کار به ال·وی

مدام ورودی ال·وهای که است حالتͬ به مربوط مصنوعͬ عصبی شب΄ه های کاربرد موارد از دی·ر ی΄ͬ
کافͬ وضوح از که تصاویری تشخیص در مثال به عنوان ͬ باشند. م نویز دارای یا و ͬ دهند م ش΄ل تغییر
.[۴] کرد استفاده مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از ͬ توان م صدا از اختلال حذف برای یا و نیستند برخوردار

عصبی شب΄ه ی تکامل تاریخچه ی ١ . ٣
مدل اولین پیتس۵ والتر نام به ریاضیدان ی به همراه وارن م΄لوث۴ به نام نرولوژیست ی ١٩۴٣ سال در
ورودی به عنوان عناصری که بود محاسبه گر عنصر ی ساده نرون این . دادند[۵٠] ارائه را نرون ریاضͬ
خروجͬ حاصل، و ͬ داد م عبور خطͬ عمل·ر ی از را آنها و ͬ کرد م ضرب وزن به نام ثابتͬ مقادیر در را

۴ McCulloch Warren
۵ Pitts Walter
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بودند. ثابت مقادیری وزن ها مدل این در ͬ داد. م تش΄یل را نورن

مبنا این بر . نوشت[٢٨] انسان مغز در یادگیری نحوه ی در باره ی کتابی هب۶ دونالد ١٩۴٩ سال در
عصبی شب΄ه های تعلیم در بعدها و است معروف هب قانون به که داد ارائه را نرون برای یادگیری قانون

شد. استفاده آن از

قانون و کردند وصل به هم تصادفͬ به طور را نرون ها از مدلͬ [١٩] کلارک٧ و فارلͬ ١٩۵۴ سال در
هم از و تعلیم قانون این با را ورودی ال·وی دو ͬ توان م که دادند نشان و نمودند پیاده سازی را هب
روچستر٨ ناتانیال توسط مصنوعͬ عصبی نرون از مدل اولین کامپیوتر علم پیشرفت با داد. تشخیص

شد. شبیه سازی کامپیوتر از استفاده با ١٩۵٨ سال در IBM شرکت محقق

اضافه تعلیم قانون ی آن به و کرد اصلاح را پیتس و م΄لوث ساده ی نرون ١٩۵٨ سال در ٩ روزنبلات
عصبی شب΄ه های برای رسمͬ قانون اولین پرسپترون تعلیم قانون نامید. پرسپترون١٠ را نرون این و کرد

است.

ارائه را نرون از دی·ری مدل استنفورد دانش·اه از مارسین هاف١٢ و ویدرو١١ برنارد ١٩۵٩ سال در
آدلاین برای و بود تطبیق١۴ͬ” خطͬ ”عنصر حروف شده ی مختصر که شد نام گذاری آدلاین١٣ که دادند
از است. معروف α − LMS به تعلیم قانون این نمودند. بیان مشتق گیری مبنای بر تعلیم قانون ی
و ویدرو ͬ باشد. م عصبی شب΄ه ی اولین که شد ساخته مادلاین١۵ ی΄دی·ر به آدلاین چند کردن متصل

نمودند. استفاده تلفن خطوط از اکو حذف برای مادلاین عصبی شب΄ه ی از هاف
پرسپترون نام به کتابی مینس΄١۶ͬ و پاپرت بود. عصبی شب΄ه ی برای رکود دوره ی آغاز ١٩۶٩ سال
پیاده سازی پرسپترون از استفاده با ͬ توان م را AND و OR گیت های اگرچه که دادند نشان و نوشتند
اطلاعات پردازش برای عصبی شب΄ه ی از ͬ توان نم لذا و ͬ باشد نم پیاده سازی قابل XOR گیت ولͬ کرد

داشت. ادامه هشتاد دهه ی تا رکود دوره ی این کرد. استفاده

اتفاق دو سال ها این در دانست. عصبی شب΄ه ی دوباره تولد دوره ی ͬ توان م را ١٩٨۶ تا ١٩٨٢ سال
بود جان هاپفیلد توسط انرژی تابع مفهوم و بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی ارائه اول داد. رخ زمینه این در مهم

۶ Hebb Donald
٧clark and farly
٨ Rochester Nathanial
٩ Rosenblan Frank

١٠Perceptron
١١ Widrow Bernard
١٢ Hoff Marcian
١٣ADELIN
١۴Elements Linnear Adaptive
١۵MADALINE
١۶ Minsky and Papert



۵ عصبی نرون بیولوژی مدل

[٣٠](TSP)دوره گرد فروشنده ی مساله حل اتفاق، دومین همچنین . شد[٢٩] منتشر ١٩٨٢ سال در که
بهینه سازی مسائل حل برای ͬ توان م بازگشتͬ شب΄ه ی این از که داد نشان بود. هاپفیلد توسط هاپفیلد
برنامه ریزی مساله ی حل در تلاش اولین گشود. عصبی شب΄ه های در را جدیدی افق و کرد استفاده

.[۶٣] شد انجام و هاپفیلد تانک١٧ توسط و ١٩٨۶ سال در خطͬ

غیرخطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای آن از شب΄ه ی هاپفیلد اصلاح با [٣۵]١٩٨٨ سال در چا و کندی
و بود پارامتر دارای شب΄ه فعالیت تابع زیرا بود نقص هایی دارای شب΄ه این البته که کردند استفاده

ͬ شد. م هم·را مساله جواب از تقریبی به شب΄ه همچنین

اصلاح با و چا و کندی هاپفیلد، شب΄ه ی از گرفتن ایده با [۶١] هم΄اران و رودری·ز١٨ ١٩٩٠ سال در
ͬ کرد. م پیدا را مساله از دقیق تری جواب های که دادند ارائه را عصبی ای شب΄ه ی آن

از استفاده با بهینه سازی مسائل حل دسته ی جزو ͬ توان م را شد بحث تاکنون که روش هایی
حل دی·ر روش های اما برد. نام گرادیان بر مبتنͬ روش های عنوان به آن از و داد قرار عصبی شب΄ه های
بر مبتنͬ روش تصویر، روش چون روش هایی از استفاده با بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی طراحͬ مسائل، این

است. لاگرانژ ضرایب روش و دوگان

گرادیان، بر مبتنͬ روش های از استفاده با بهینه سازی مسائل حل زمینه ی در تاکنون ١٩٨۵ سال از
است. شده نوشته زیادی مقاله های لاگرانژ روش همچنین و دوگان بر مبتنͬ روش های و تصویر روش های

عصبی نرون بیولوژی مدل ۴ . ١
شده تش΄یل آکسون٢١ و سوما٢٠ یا سلولͬ جسم دندریت١٩، نام های به جداگانه بخش سه از نرون هر

ͬ دهد. م نشان را بیولوژی نرون ی مدل ١ . ١ ش΄ل است[٣].
از نمونه ی سی·نال ها این ͽواق در ͬ کنند م دریافت نرون ها دی·ر از را سی·نال ها دندریت ها،
شیمیایی تغییرات از سری ی با و عبور سیناپس٢٢ͬ فاصله طول در که هستند ال΄تری΄ͬ پالس های

ͬ کند. م تغییر آنها دامنه ی

ͽجم هم با را دندریت ها از ورودی سی·نال های یا آمده دست به سی·نال های تمام ابتدا سلولͬ جسم
١٧Tank
١٨Rodriguez-Vazquez
١٩Dendrit
٢٠Soma
٢١Axon
٢٢Gap Synaptic
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عصبی نرون بیولوژی مدل :١ . ١ ش΄ل

اصطلاحاً یا شده تحری سلول آنگاه باشد معین حد از بیشتر سی·نال ها مجموع اگر سپس و ͬ کند م
است. موجود حافظه دو عصبی نرون هر در ͬ دهد. نم نشان عکس العملͬ غیراینصورت در ͬ کند. م آتش
هورمون ها ترش بیولوژی نظر از مدت دراز حافظه ی مدت٢۴. کوتاه حافظه ی و مدت٢٣ دراز حافظه ی
در و ͬ شود م تنظیم تجزیه و تکرار اساس بر آنها ترش مقدار زمان طͬ در که است سیناپسͬ فضای در
ورودی سی·نال های همان نیز مدت کوتاه حافظه ی ͬ باشد. م وزن ها مقادیر همان ͽواق در ریاضͬ مدل

ͬ کند. م تنظیم مدت کوتاه در آن براساس را وزن ها مقادیر و دریافت اطراف محیط از که هستند

عصبی نرون ریاضͬ مدل ۵ . ١
قرار دارد نام نرون که محلͬ در شود، پردازش است قرار که اطلاعاتͬ مصنوعͬ عصبی شب΄ه ی هر در
در ͬ شود. م متصل دی·ر نرون های به ارتباط نوع ی با سی·نال ها یا اطلاعات از کدام هر ͬ گیرد. م
وزن ͬ شود. م ضرب سیناپس٢۵ͬ وزن نام به عددی در ورودی ال·وهای با اطلاعات مصنوعͬ، نرون هر
در ورودی ها حاصلضرب مجموع .[٣] ͬ نامند م بایاس٢۶ را است −١ همواره آن مقدار که ورودی اولین

ͬ شود. م نگاشته دی·ر مقدار ی به ٢٧تحری تابع توسط متناظرشان وزن های

نام به آن تحری تابع که است پیتس و م΄لوث مدل همان یا نرون اولیه ی شده توصیف مدل
است[٢]. معروف سخت٢٨ محدودکننده ی

٢٩تحری آستانه ی ی به عنوان که است نرون اولین وزن θ و net =
∑

xiwi − θ مدل این در
ͬ باشد. م −١ غیراینصورت در و است ١ خروجͬ باشد بیشتر θ مقدار از ∑xiwi اگر ͬ کند. م عمل

٢٣Memoty Term Long
٢۴MemotyTerm Short
٢۵Weight Synaptic
٢۶Bias
٢٧ Function Activation
٢٨Hard Limit
٢٩Threshold



٧ بهینه سازی و مصنوعͬ عصبی شب΄ه های

عصبی نرون ریاضͬ مدل :١ . ٢ ش΄ل

ͬ شوند. م معرفͬ سخت محدودکننده ی توابع از نوع دو زیر در

y = f(n) =

−١ n < ٠

١ n > ٠

y = f(n) =

٠ n < ٠

١ n > ٠

جای·ذین غیرخطͬ یا خطͬ از اعم دی·ری توابع با ͬ تواند م نرون ی فعالیت تابع کلͬ حالت در
پیوسته یا و گسسته ͬ تواند م نرون خروجͬ ͬ گیریم، م نظر در نرون برای که فعالیت تابع نوع به بنا شود.
و صعودی ی΄نواخت به طور تابع ی نرون هر فعالیت تابع هاپفیلد شب΄ه ی در مثال به عنوان باشد.
نامیده ٣٢لجستی یا S−ش΄ل٣١ یا سی·موئید٣٠ تابع ی اصطلاحاً که است مشتق پذیر ی΄نواخت به طور

ͬ دهد. م نشان را آن نمودار ١ . ٣ ش΄ل و ͬ شود م آورده زیر در سی·موئید تابع از نمونه ای ͬ شود. م

f(u) =
١

١ + exp(−u)

بهینه سازی و مصنوعͬ عصبی شب΄ه های ۶ . ١
ی از نمونه ای ۴ . ١ ش΄ل ͬ شود. م استفاده بازگشتͬ عصبی شب΄ه های از بهینه سازی مسائل حل برای

ͬ دهد[٣]. م نشان را بازگشتͬ شب΄ه
٣٠Sigmoid
٣١S-shap
٣٢ Logistic
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سی·موئید تابع ی از نمونه ای :١ . ٣ ش΄ل

بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی از واحد ی :۴ . ١ ش΄ل

واحد ی در شب΄ه ورودی برابر a(t + ١) شب΄ه خروجͬ ͬ شود، م ملاحظه ش΄ل در که همانطور
مقدار این باشد مشخص t = ٠ لحظه ی در اولیه مقدار باید بازگشتͬ شب΄ه ی ی است. عقب تر زمانͬ
آنگاه باشد، شب΄ه اولیه ی شرایط دهنده ی نشان p ورودی بردار اگر ͬ دهیم. م نشان a(٠) با را اولیه

داد: نشان زیر سیستم توسط ͬ توان م را بازگشتͬ عصبی +a(tشب΄ه ی ١) = f(ω(a(t)) + b),

a(٠) = p.

و تکرار هر در آن وضعیت زیرا گرفت نظر در دینامی΄ͬ سیستم ی به عنوان ͬ توان م را فوق سیستم
ͬ کند. م تغییر زمان گذشت با

هم·را شب΄ه ای باید ͬ شود م استفاده بهینه سازی مساله ی حل برای که بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی
ثابتͬ مقدار به شب΄ه خروجͬ زمان گذشت با که کرد بیان این طور ͬ توان م را شب΄ه هم·رایی باشد.
ی باید تعادل نقطه ی این ͬ نامیم. م عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی را ثابت نقطه ی این ͬ شود. م هم·را



٩ عصبی شب΄ه ی از استفاده با بهینه سازی مساله ی حل تاریخچه ی

باشد. پایدار تعادل نقطه ی

عصبی شب΄ه ی از استفاده با بهینه سازی مساله ی حل تاریخچه ی ١ . ٧
خطͬ برنامه ریزی مساله ی حل برای را بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی [۶٣] هاپفیلد و تانک ،١٩٨۶ سال در
متناظر انرژی تابع که ͬ کند م تغییر گونه ای به تکرار هر در شب΄ه وضعیت که دادند نشان و کردند معرفͬ
مینیمم نقطه ی این و ͬ رسد م خود مینیمم نقطه ی به که جایی تا ͬ یابد م کاهش ی΄نواخت به طور آن با
پیاده سازی ال΄تری΄ͬ مدار ی توسط را شب΄ه این آنها ͬ باشد. م عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی با متناظر
.[٣٠] نمودند استفاده شهر ٣٠ با دوره گرد فروشنده مساله ی حل برای شب΄ه این از همچنین کردند.
ͬ کرد نم صدق K.K.T شرایط در شب΄ه تعادل نقطه ی اینکه ویژه به بود نقص هایی دارای شب΄ه این
را خوبی بسیار انگیزه ی هاپفیلد کارهای وجود این با ͬ شد. نم حاصل مساله از مطلوبی جواب لذا و
گرفتن ایده با وچا[٣۵] کندی .[٣٩]‐[٣۵] کنند فعالیت زمینه این در تا آورد به وجود محققین برای
استفاده محدب غیرخطͬ برنامه ریزی مساله ی حل برای آن از و دادند بهبود را آن هاپفیلد ازشب΄ه ی
شب΄ه ی دلیل همین به و ͬ باشد م لیاپانف تابع ی مدل این در انرژی تابع که کردند اثبات آنها نمودند.
با متناظر شب΄ه تعادل نقاط مجموعه که کردند ثابت همچنین است. هم·را سراسری به طور عصبی

ͬ باشد. م غیرخطͬ برنامه ریزی مساله ی مینیمم نقاط

بهینه·ͬ شرایط شامل چا و کندی شب΄ه ی در تعادل نقطه ی که کردند ثابت شانبلات٣٣[۴۶] و ما
جواب های چا و کندی شب΄ه ی در جریمه پارامتر وجود دلیل به که دادند نشان همچنین است. K.K.T
مم΄ن چیزی چنین عمل در که کند میل بی نهایت به سمت جریمه پارامتر که ͬ شود م حاصل زمانͬ دقیق
بهتری تقریب جریمه پارامتر افزایش با که ͬ کند م ارائه را مساله تقریبی جواب های روش این لذا و نیست

ͬ شود. م حاصل مساله بهینه جواب از

که [۴۵] دادند ارائه را فازی دو عصبی شب΄ه ی ی شانبلات و ما جریمه، پارامتر از جلوگیری برای
هم·را مساله دقیق جواب به شب΄ه مسیر آن دوم فاز در و بود چا و کندی شب΄ه ی مشابه شب΄ه اول فاز
روش این مش΄ل ͬ داد. م ارائه چا و کندی شب΄ه ی به نسبت دقیق تری جواب های روش این لذا ͬ شد. م
لذا و داشت جریمه پارامتر از بزرگ مقدار ی انتخاب به بستگͬ شب΄ه دوم فاز پایداری که بود این در
هنوز اما بودند دقیق تر حاصل جواب های و بود یافته کاهش روش این در جریمه پارامتر تاثیر اگرچه

نبود. پارامتر از مستقل

کاملا́ که کردند سازی پیاده را عصبی شب΄ه ای لاگرانژ روش مبنای بر کنستانتینید٣۴[٨۴] و ژانگ
در عصبی شب΄ه ی این تعادل نقطه ی بود. غیرخطͬ مسائل حل به قادر و بود جریمه پارامتر از مستقل
بود. هم·را سراسری به طور حاصل شب΄ه ی همچنین و ͬ کرد م صدق دوم و اول درجه بهینه·ͬ شرایط

٣٣Shanblat and Maa
٣۴Constantinides and Zhang
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پارامتر از مستقل و تصویر٣۶ روش و گرادیان مبنای بر را شب΄ه ای پتیسن٣۵ و بوزردوم ١٩٩٣ سال در
عمل در روش این .[٧] بود کراندار متغیر های با دو درجه مسائل حل به قادر تنها که کردند ابداع جریمه

کند. حل را دو درجه و خطͬ برنامه ریزی کلͬ مسائل ͬ توانست نم اما بود کارایی روش

برای را جدیدی عصبی شب΄ه ی هم΄اران[٧۵]‐[٧۶] و اکسیا٣٧ دوگان، تصویر روش از استفاده با
اولیه مساله ی جواب به سراسری به طور شب΄ه که کردند ثابت و دادند ارائه غیرخطͬ و خطͬ مسائل حل
دوگان و اولیه مساله ی همزمان به طور که بود این در روش این بارز ویژگͬ ͬ شود. م هم·را دوگان و
فاقد عصبی شب΄ه ی دینامی΄ͬ سیستم که بود این در روش این دی·ر مزیت همچنین ͬ کرد. م حل را

بود. پنالتͬ پارامتر

دادند. ارائه نامحدب و مشتق ناپذیر مسائل برای مختلفͬ مدل های نیز هم΄اران و وانگ

کشور داخل در بهینه سازی و عصبی شب΄ه های زمینه ی در شده انجام کارهای از برخͬ به ادامه در
ͬ شود. م اشاره

مسائل حل برای را دوگان بر مبتنͬ بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی [١٣] عفتͬ و بایمانͬ ٢٠٠۵ سال در
شرایط در عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی روش این در نمودند. ارائه محدب غیرخطͬ مسائل و دو درجه
کند. حل را دوگان و اولیه مساله ی همزمان طور به تا بود قادر شب΄ه این لذا و کرده صدق دوگان قضیه

مدل های اکسیا، مدل کردن ساده تر با [۴٩] هم΄اران و مال ٢٠٠٧ و ٢٠٠۶ ،٢٠٠۵ سال های در
دوگان و اولیه مساله ی جواب به سراسری به طور که دادند ارائه دوگان بر مبتنͬ عصبی شب΄ه ی از دی·ری

بود. برخوردار بیشتری هم·رایی سرعت از اکسیا روش به نسبت روش این ͬ شد. م هم·را

عصبی شب΄ه ی تصویر، بر مبتنͬ روش از استفاده با ٢٠٠٧ سال در [١٨] هم΄اران و عفتͬ همچنین
برنامه ریزی مساله ی ابتدا روش این در نمودند. ارائه محدب برنامه ریزی مسائل حل برای را یافته ای بهبود
اولیه برنامه ریزی مساله ی جواب همان آن جواب که شده تبدیل متناظر تصویر مساله ی ی به محدب
سیستم این تعادل نقطه ی ͬ شود. م ارائه تصویر مساله ی حل برای دینامی΄ͬ سیستم سپس و است

بود. خواهد اولیه مساله ی جواب متناظراً و تصویر مساله ی جواب دینامی΄ͬ

شب΄ه ی از آن در که [١۶] نمود اشاره عفتͬ و رنجبر مقاله ی به ͬ توان م شده انجام کارهای دی·ر از
مساله ی ابتدا روش این در است. شده استفاده جریان ماکزیمم مساله ی حل برای بازگشتͬ عصبی

٣۵Pattison and Bouzerdoum
٣۶Method Projection
٣٧Xia



١١ عصبی شب΄ه ی از استفاده با بهینه سازی مساله ی حل تاریخچه ی

با خطͬ برنامه ریزی مساله ی سپس و ͬ شود م تبدیل خطͬ برنامه ریزی مساله ی ی به جریان ماکزیمم
خواهد جریان ماکزیمم مساله ی جواب شب΄ه تعادل نقطه ی ͬ شود. م حل مناسب عصبی شب΄ه ی ی

بود.

ماکزیمم مسائل حل برای کارا مدل ی هم΄اران[۵٣]‐[۵۶] و ناظمͬ ،٢٠١۵ تا ٢٠١١ سال های در
دادند. ارائه غیرخطͬ و دوم درجه هندسͬ‐برنامه ریزی برنامه ریزی مسیر، جریان‐کوتاهترین





٢ فصل
مقدمات

شده آورده شده، استفاده آن از پایان نامه این در که بهینه سازی قضایای و مفاهیم از برخͬ بخش این در
است.

محدب سازی بهینه مسائل ٢ . ١
شده آورده [٨٨] از آن حل برای وکافͬ لازم وشرایط محدب سازی بهینه مسائل از مفاهیمͬ بخش این در

است.

: هرگاه گوییم محدب مجموعه ی ی را X ⊂ Rn محدب١. مجموعه ی .٢ . ١ . ١ تعریف

∀a, b ∈ X ⇒ [a, b] ⊂ X,

آن در که

[a, b] = {x ∈ Rn | x = λa+ (١ − λ)b, ٠ ≤ λ ≤ ١}.

در باشد. غیرتهͬ و محدب مجموعه ی ی X ⊂ Rn کنید فرض محدب٢. تابع .٢ . ١ . ٢ تعریف
١ Set Convex
٢Function Convex

١٣



مقدمات ١۴

: هرگاه گوییم محدب تابع ی را f : X −→ R تابع این صورت

f(λx+ (١ − λ)y) ≤ λf(x) + (١ − λ)f(x), x, y ∈ X,

.٠ ≤ λ ≤ ١ آن در که
تعریف زیر صورت به محدب برنامه ریزی مساله ی محدب٣. ریزی برنامه مساله ی .٢ . ١ . ٣ تعریف

ͬ شود: م
(CP ) min f(x)

s.t

gi(x) ≤ ٠, i = ١, ...,m,

AX = b,

x ∈ X,

(٢ . ١)

توابعͬ gi و f و gi : Rn −→ R ،f : Rn −→ R و مساله تصمیم گیری متغیر x ∈ Rn آن در که
توابع مشتق و b = [bi]p×١ و A = [aij]p×n همچنین است. محدب مجموعه ی ی نیز X و محدب

ͬ باشد. م پیوسته f و gi
تعریف زیر ش΄ل به دو درجه برنامه ریزی مساله ی دو۴. درجه برنامه ریزی مساله ی .۴ . ٢ . ١ تعریف

ͬ شود: م

(QP ) min f(x) =
١
٢xTQx+DTx

s.t.

Ex ≤ d,

Ax = b.

(٢ . ٢)

مساله ی آنگاه باشد، مثبت نیمه معین ماتریس Q دو درجه برنامه ریزی مساله ی در اگر .۵ . ٢ . ١ قضیه
بود. خواهد محدب برنامه ریزی مساله ی ی (QP ) دوی درجه

ب·یرید: نظر در را زیر برنامه ریزی مساله ی منظم۵. نقطه ی .۶ . ٢ . ١ تعریف
(P ) min f(x)

s.t

gi(x) ≤ ٠ i = ١, ...,m,

hj(x) = ٠ j = ١, ..., p.
٣Programming Convex
۴Programming Quadratic
۵Point Regular



١۵ محدب نما توابع

ͬ کنیم: م تعریف زیر ش΄ل به را A(x) مجموعه ی

A(x) = {i | gi(x) = ٠}.

ی را ͬ کند م صدق gi(x) ≤ ٠ و hj(x) = ٠ محدودیت های در که x∗ نقطه ی این صورت در
.i ∈ A(x∗) آن در که باشند خطͬ مستقل ∇gi(x

∗) و ∇hj(x
∗) هرگاه گویند منظم نقطه ی

و شدنͬ نقطه ی x∗ کنید فرض (K.K.T (شرایط اول درجه بهینه گͬ لازم شرط .٢ . ١ . ٧ قضیه
نیز محدودیت ها منظم نقطه ی x∗ آن بر علاوه و باشد (P ) مساله ی برای مینیمم نقطه ی همچنین

که: به طوری دارند وجود µ ∈ Ep و λ ∈ Em مانند بردارهایی این صورت در باشد،
∇f(x∗) +∇h(x∗)Tλ+∇g(x∗)Tµ = ٠,

µ ≥ ٠,

µTg(x∗) = ٠.

(٢ . ٣)

هستند. کافͬ و لازم ٢ . ١ . ٧ قضیه ی شرایط ،(٢ . ١) محدب برنامه ریزی مساله ی برای .٢ . ١ . ٨ قضیه

محدب نما توابع ٢ . ٢
این مطالب ͬ دهیم. م ارائه را مربوطه قضایای و نموده معرفͬ را محدب نما توابع انواع بخش این در

است. شده جمͽ آوری [٨٨] از بخش
هرگاه ͬ شود م گفته Ω مجموعه روی شیتز لیپ پیوسته ی F : Rn → Rn تابع .[٧١] .٢ . ٢ . ١ تعریف

به طوری که باشد داشته وجود L ثابت

∀x, y ∈ Ω, ∥F (x)− F (y)∥ ≤ L∥x− y∥

ͬ دهد. م نشان را Rn از اقلیدسͬ نرم ∥.∥ آن در که
ͬ شود، م گفته نما محدب Ω محدب مجموعه ی روی f : Rn → R مشتق پذیر تابع .٢ . ٢ . ٢ تعریف

، x, y ∈ Ω جفت هر برای هرگاه

∇f(x)(y − x) ≥ ٠ =⇒ f(y) ≥ f(x)

در باشد، محدب نما Ω مجموعه ی روی و f : Rn → R مشتق پذیر تابع کنید فرض . [٧٢] .٢ . ٢ . ٣ لم
رابطه ی در x∗ ∈ Ω این صورت

∇f(x∗)(x− x∗) ≥ ٠,∀x ∈ Ω

باشد. f(x) تابع از مینیممͬ نقطه ی x∗ اگر فقط و اگر ͬ کند م صدق



مقدمات ١۶

برای هرگاه ͬ شود م گفته ی΄نواخت شبه Ω مجموعه ی روی F : Rn → Rn تابع .[٧٣] .۴ . ٢ . ٢ تعریف
، x, y ∈ Ω هر

F T (x)(y − x) ≥ ٠ =⇒ F T (y)(y − x) ≥ ٠

هرگاه ͬ شود م گفته اکید ی΄نواخت شبه Ω مجموعه ی روی F : Rn → Rn تابع .[٧٣] .۵ . ٢ . ٢ تعریف
،x, y ∈ Ω هر برای که به طوری باشد، داشته وجود r ثابت

F T (x)(y − x) ≥ ٠ =⇒ F T (y)(y − x) ≥ r∥x− y∥٢

شبه ی΄نواخت نگاشت ی گرادیانش اگر فقط و اگر است نما محدب مشتق پذیر تابع ی .[٧۴] .۶ . ٢ . ٢ لم
باشد.

(پنالتͬ) جریمه تابع روش ٢ . ٣
مطالب ͬ دهیم. م ارائه را آن از نمونه چند و نموده معرفͬ را (پنالتͬ)۶ جریمه تابع روش بخش این در

است. شده آورده [٨٨] از بخش این

ب·یرید: نظر در را زیر مساله ی

(P١) min f(x)

s.t

x ∈ S,

S کاربردها از بسیاری در است. Rn در قیدی مجموعه ی ی S و Rn روی پیوسته تابعͬ f آن در که
ͬ شود. م تعریف قیود تعدادی وسیله ی به ضمنͬ به طور

ش΄ل به نامقید مساله ی ی ،(P١) مساله ی به جای که است مبتنͬ ایده این بر جریمه تابع روش
ب·یریم: نظر در را زیر

(P٢) min f(x) + cP (x),

ͬ باشد: م زیر خواص دارای که است Rn روی تابعͬ P و مثبت ثابت ی c آن در که
است. پیوسته P (x) (١

.P (x) ≥ ٠ ،x ∈ Rn هر ازای به (٢
.P (x) = ٠ ⇐⇒ x ∈ S (٣

۶Penalty function method



١٧ (پنالتͬ) جریمه تابع روش

P که ناحیه ای در (P٢) مساله ی مینیمم نقطه ی ،c بزرگ مقادیر ازای به که ͬ شود م ملاحظه
کنند میل S شدنͬ ناحیه ی به متناظر جواب نقاط که ͬ رود م انتظار بنابراین ͬ گیرد. م قرار است کوچ
جواب نقطه ی ͬ کند، م میل بی نهایت به c که زمانͬ کنند. مینیمم سازی را f بودن، نزدی بر منوط و

ͬ کند. م میل مقید مساله ی جواب ی به جریمه مساله ی

دارند. وجود لجستی و هبر P‐نرم، دو، درجه پنالتͬ تابع مانند پنالتͬ توابع از متداولͬ مثال های
:(Quadratic)دو درجه تابع

a) P (x) =
١
٢x٢

P‐نرم: تابع
b) P (x) =

١
p
|x|p

:(Huber)هبر
c) P (x) =

١
٢x

٢ for |x| ≥ β

β|x| − β٢

٢ for |x| < β

:(Logistic)لجستی
d) P (x) = β٢Lncosh(

x

β
) β > ٠

نشان جدول راست سمت در را آنها مشتق نمودار و چپ سمت در را پنالتͬ توابع این نمودار ٢ . ١ ش΄ل
ͬ دهد. م



مقدمات ١٨

مشتق تابع نمودار و پنالتͬ تابع نمودار :٢ . ١ ش΄ل



١٩ دینامی΄ͬ سیستم های

دینامی΄ͬ سیستم های ۴ . ٢
جواب وجود ی·انگͬ و وجود اساسͬ قضیه ی و نموده معرفͬ را دینامی΄٧ͬ سیستم های بخش این در

ͬ نماییم. م ارائه را پایداری به مربوط وقضایای اولیه مقدار مساله ی

مقدمات ١ . ۴ . ٢
ب·یرید: نظر در را زیر ش΄ل به دیفرانسیل معادله ی دستگاه

dx

dt
= f(x(t), t), (۴ . ٢)

دستگاهͬ .چنین ͬ شود م نامیده ٩ حرکت یا حالت٨ یا وضعیت بردار x(t) = [xi(t)]
T ، t ≥ ٠ آن در که

ضابطه ی در آش΄ار به طور t متغیر که معنͬ این به است. ١٠ غیرخودگردان یا زمان به وابسته دستگاه ی
ͬ شود. م ظاهر f

عبارتͬ به نباشد وابسته t به صریح به طور fi اگر
dx

dt
= f(x(t)) (۵ . ٢)

نامند. زمان از مستقل یا ١١ خودگردان را سیستم دراین صورت
سیستم ی ͬ کند، م تغییر زمان تغییر با آن وضعیت بردار که دیفرانسیلͬ معادله ی دستگاه چنین به
ͬ کنیم. م استفاده زمان به نسبت x مشتق نمایش برای ẋ(t) نماد از ادامه ی در ͬ شود. م گفته دینامی΄ͬ

کنید فرض .[۵٢] اولیه) مقدار مساله ی جواب وجود ی·انگͬ و وجود اساسͬ (قضیه ی .١ . ۴ . ٢ قضیه
Rn روی پیوسته به طور تابعͬ fi هر کنید فرض و باشد x٠ نقطه ی شامل و Rn از بازی زیرمجموعه ی E
مقدار مساله ی ،a ∈ R که a > ٠ هر ازای به این صورت در ،fi ∈ C١(R) عبارتͬ به یا است مشتق پذیر

دارد: x(t) ی·انه ی جواب [−a, a] بازه ی روی زیر ẋ(t)اولیه ی = f(x(t)),

x(t٠) = x٠.

ساکن نقطه ی تعادل، نقطه ی را دینامی΄ͬ(٢ . ۵) سیستم جواب .[۵٢] تعادل١٢ نقطه ی .٢ . ۴ . ٢ تعریف
از جوابی بحرانͬ نقطه ی لذا .f(xe) = ٠ هرگاه ، ͬ دهیم م نشان xe با و ͬ نامیم م بحرانͬ نقطه ی یا

ͬ باشد. م زمان از مستقل که است ẋ(t) = f(x(t)) سیستم
٧Dynamical Systems
٨State Vector
٩Motion

١٠Nonautonomous
١١Autonomous
١٢equilibrium



مقدمات ٢٠

هرگاه ͬ شود م نامیده پایدار نقطه ی ،xe ساکن نقطه .[۵٢] پایداری١٣ .٣ . ۴ . ٢ تعریف

∀ε ≥ ٠ ∃δ > ٠ s.t ∥x(t٠)− xe∥ < δ =⇒ ∥x(t)− xe∥ < ε ∀ t ≥ t٠.

باشد پایدار هرگاه است پایدار مجانبی به طور xe ساکن نقطه مجانبی١۴[۵٢]. پایداری .۴ . ۴ . ٢ تعریف
تر روشن را پایدار به طورمجانبی ساکن ونقطه ی پایدار ساکن مفهوم ٢ . ٢ ش΄ل . limt→∞ x(t) = xe و

ͬ کند. م

پایدار مجانبی بطور ساکن نقطه ی و پایدار ساکن نقطه ی میان تفاوت :٢ . ٢ ش΄ل

نقطه پایداری و لیاپانف نظریه ی ٢ . ۴ . ٢
ͬ  شناسیم. م دینامی΄ͬ سیستم های پایداری تحلیل مورد در که است هایی روش بهترین از ی΄ͬ لیاپانف روش
کافͬ شرط روش این است. استفاده قابل مرتبه ای هر از غیرخطͬ و خطͬ سیستم های برای روش این
حل بدون عبارتͬ به ͬ دهد. م را غیرخطͬ دینامی΄ͬ سیستم ی ساکن نقطه ی مجانبی پایداری برای

کرد. بررسͬ را غیرخطͬ سیستم ساکن نقطه ی پایداری ͬ توان م سیستم، وضعیت معادلات

تعیین آنها خواص که باشند داشته وجود مسیر به وابسته توابعͬ است مم΄ن که کرد پیشنهاد لیاپانف
برای انرژی تابع به عنوان تابعͬ چنین خیر. یا ͬ شود م هم·را ساکن نقطه ی ی به مسیر آیا که ͬ کند م

است. معروف نیز لیاپانف تابع به که ͬ شود م گرفته نظر در دینامی΄ͬ سیستم

به طور دینامی΄ͬ سیستم ی بحرانͬ یا ساکن نقطه ی که ͬ کند م بیان مختصر به طور لیاپانف قضیه ی
باشد. داشته وجود نقطه این همسای·ͬ در لیاپانف تابع ی هرگاه است پایدار مجانبی

١٣ stability
١۴asymptotic stability



٢١ دینامی΄ͬ سیستم های

صدق زیر شرایط در که است E(x(t)) مانند تابعͬ انرژی تابع یا لیاپانف تابع ی [۵٢] .۵ . ۴ . ٢ تعریف
کند:

.E(x(t)) ∈ C١ عبارتͬ به باشند، پیوسته هم·ͬ آن اول مرتبه ی جزئͬ مشتقات و E(x(t)) (١
.E(xe) = ٠ و E(x(t)) > ٠ ، xe ساکن نقطه ی باز همسای·ͬ در ویژه به E(x(t)) ⩾ ٠ (٢

عبارتͬ: به است، منفͬ زمان به نسبت E(x(t)) تابع مشتق (٣
dE(xe)

dt
=

[
∇x(t)E(x(t))

]T · ẋ(t) =
[
∇x(t)E(x(t))

]T · f(x(t)) < ٠, x ∈ Ω− {xe}

.dE(xe)
dt

= ٠ داریم xe ساکن نقطه ی در و
با متناظر لیاپانف تابع ی اگر است پایدار ẋ(t) = f(x(t)) سیستم ساکن نقطه ی [۵٢] .۶ . ۴ . ٢ قضیه

باشد. داشته وجود سیستم این
تابع ی اگر است پایدار سراسری طور به ẋ(t) = f(x(t)) سیستم ساکن نقطه ی [۵٢] .٧ . ۴ . ٢ قضیه
. dE(x(t))

dt
< ٠ ،xe ساکن نقطه ی همسای·ͬ ی در و باشد داشته وجود سیستم این با متناظر لیاپانف

پایدار مجانبی به طور الزاماً ولͬ است پایدار xe آنگاه باشد، dE(x(t))
dt

≤ ٠ اگر که ͬ شود م ملاحظه
نیست.

t افزایش با آنگاه باشد، داشته وجود انرژی تابع یا لیاپانف تابع ی غیرخطͬ سیستم ی با متناظر اگر
تابع مینیمم نقطه ی این برسد. خود میزان کمترین به که جایی تا ͬ کند م پیدا کاهش انرژی تابع مقدار
تعادل حالت به نقطه این در سیستم و است دینامی΄ͬ سیستم برای ساکن نقطه ی همان ͽواق در انرژی
جای به که گرفت نتیجه ͬ توان م لذا ͬ کند. نم تغییر زمان گذشت با آن خروجͬ و ͬ رسد م خود پایدار یا
آن با متناظر انرژی تابع مینیمم است کافͬ ، دینامی΄ͬ سیستم برای ساکن نقطه ی مستقیم محاسبه ی
که ͬ افتد م اتفاق دینامی΄ͬ سیستم ساکن نقطه ی در انرژی تابع مینیمم برعکس یا و کنیم محاسبه را

ͬ کنیم. م استفاده محدب برنامه ریزی مساله ی حل برای بعدی مباحث در نتیجه این از





٣ فصل
حل برای جدید عصبی شب΄ه ی مدل ی

کلͬ حالت در دوم درجه ریزی برنامه مسائل

معرفͬ محدب دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی مدل ی بخش این در
و ͬ گردد م اثبات و بررسͬ شده ارائه عصبی شب΄ه ی مدل هم·رایی و پایداری ی΄تایی، سپس ͬ شود. م

ͬ شود. م داده نشان شده ارائه مدل کارایی عددی مثالͬ با نهایت در

اوایل از بهینه سازی در مصنوعͬ) عصبی (شب΄ه های عصبی شب΄ه های کاربرد مورد در بررسͬ و بحث
چون مواردی تا کنون، زمان آن از شده انجام پژوهش های نتایج است. شده آغاز میلادی ١٩٨٠ سال
ͬ گیرد. بر م در را غیر خطͬ برنامه ریزی و هندسͬ برنامه ریزی دوم، درجه برنامه ریزی خطͬ، برنامه ریزی
تابع ی از استفاده بهینه سازی مسائل برای مصنوعͬ عصبی شب΄ه های از استفاده در اصلͬ ایده ی
عصبی شب΄ه های مدل های کننده ی بیان دو این که است دینامی΄ͬ سیستم ی و انرژی(نامنفͬ)
معادلات دستگاه ی معمولا˟ شده بیان دینامی΄ͬ سیستم هستند. بهینه سازی مسائل متناظر مصنوعͬ
پایداری نقطه ی آغازین نقطه ی ی برای که ͬ رود م انتظار است. اول مرتبه ی غیر خطͬ دیفرانسیل
باشد. اصلͬ بهینه سازی مساله ی بهینه ی جواب آمده، به دست غیر خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه
در عصبی شب΄ه های از استفاده اساسͬ اصل بهینه سازی، مسائل با متناظر مدل ی برای بنابراین

ͬ شود: م بیان زیر به صورت مسائل اینگونه
آمده به دست غیر خطͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه تعادل نقطه ی دلخواه، آغازین نقطه ی ی ”برای

برعکس”. و است اصلͬ مساله ی بهینه ی جواب
٢٣
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دوگانͬ مدل های قسمت دو به ͬ توان م را بهینه سازی مختلف مسائل متناظر شده ی مطرح مدل های
مسائل در مهم بسیار نظریه ی دو جریمه ای توابع و دوگانͬ نظریه ی نمود. تقسیم جریمه ای مدل های و
نظریه ی در هستند. حل قابل کلاسی روش دو این مبنای بر مسائل این اکثر که هستند بهینه سازی
نظریه ی در ولͬ ͬ شود، م استفاده نظر مورد مدل معرفͬ برای گرادیانͬ مدل های از معمولا˟ جریمه ای توابع
مساله ی هر با متناظر بتوان اگر ͬ شود. م استفاده مسائل این حل برای اولیه‐دوگان مدل های از دوگانͬ
برآورده را وکافͬ لازم شرایط مساله آن حل برای روش آن که نمود ارائه را مشخصͬ روش بهینه سازی،

بسازیم. نظر مورد مساله ی برای عصبی شب΄ه ی مدل ی روش، آن با متناظر ͬ توان م آنگاه سازد،

برای شده اند. بررسͬ بهینه سازی برای گسترده ای طور به عصبی شب΄ه های گذشته، دهه های در
و دادند[٣٠] پیشنهاد خطͬ برنامه ریزی مسائل برای را عصبی شب΄ه های تانک و هاپفیلد بار اولین
مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی مدل های سایر بررسͬ جهت محققان از بسیاری توسط آنها کار .[۶٣]
برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی ی چوآ[٣۵] و کندی است. شده گرفته الهام برنامه ریزی
است متناهͬ جریمه پارامترهای شامل عصبی شب΄ه ی مدل که است شده مشخص دادند. ارائه غیرخطͬ
سال های در جریمه، پارامترهای از استفاده از جلوگیری برای ͬ کند. م تولید را تقریبی جواب های تنها و

ببینید. را [٨۴] و [٨١] ،[۶٩] ،[۶۴] ،[٢١] ،[١١] است، شده ارائه بسیاری دی·ر روش های اخیر

رگرسیون، تحلیل مهندسͬ، و علمͬ کاربردهای از گسترده ای طیف در دوم درجه برنامه ریزی مسائل
مسائل برخͬ همچنین، ͬ آیند. م وجود به غیره و ربات کنترل تصویر، بازسازی سی·نال، پردازش
کلͬ، طور به ͬ شوند. م زده تقریب دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی ی با معمولا˟ غیرخطͬ بهینه سازی

شود نوشته زیر ش΄ل به تواند مͬ دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی

Min
١
٢xTWx+ cTx

s.t

Ax = b,

x ≥ ٠.

عصبی شب΄ه های برخͬ مثال، برای شده اند. ارائه فوق مسئله ی برای عصبی شب΄ه های از بسیاری
دوگان، عصبی شب΄ه ی ساختار ساده سازی منظور به .[۶٨] و [۶٧] ،[١٣] شدند[٩]، ارائه اولیه‐دوگان
شب΄ه ی چندین تصویر، قضیه ی از استفاده با .[٣٣] و شد[۴٠] معرفͬ شده ساده دوگان عصبی شب΄ه ی
،[٢۴] ،[٢٢] ،[٢٣] شدند[١٧]، داده توسعه دوم درجه برنامه ریزی مسئله ی حل برای تصویری عصبی
در بودند. هم·را دقیق بهینه ی جواب های به کلͬ طور به که [٨٣] و [٨٠] ،[۴٧] ،[۴٢] ،[۴١] ،[٣١]
درجه برنامه ریزی مسائل حل برای را تک لایه بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی چند وانگ لیو ،[۴٢] و [۴١]
سایر به نسبت ساده تری ساختاری پیچیدگͬ تک لایه بازگشتͬ عصبی شب΄ه های دادند. پیشنهاد دوم

دارند. تصویری شب΄ه ی و لاگرانژی شب΄ه ی مانند عصبی شب΄ه های



٢۵ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

محدودیت های با زیر دوم درجه برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی شب΄ه ی چند تنها حال، به تا
است. یافته توسعه نامساوی و تساوی

Min
١
٢xTWx+ cTx

s.t

Ax = b,

Bx ≤ d.

(٣ . ١)

حقیقͬ، متقارن مثبت معین نیمه n × n ماتریس ی W ،x = (x١, x٢, ..., xn)
T ∈ Rn آن در که

.d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n ،rank(A) = m(٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn

همانند طرفه ی نامساوی و تساوی محدودیت های با هم΄اران[٧٠] و شیا و وانگ[٨۵] و ژانگ
کران∞+نیاز تا پایین∞−یا کران دادن نشان کردند. عمل دوطرفه کران محدودیت های خاص حالات
ناظمͬ[١۵] و عفتͬ است. نامساعد عصبی شب΄ه های طراحͬ برای که دارد بزرگ کافͬ اندازه به اعداد به
این با دادند. پیشنهاد عصبی شب΄ه ی ی (KKT کاراش‐کوهن‐تاکر( شرایط با مسئله این حل برای

دارد. قوی تری هم·رایی شرایط به نیاز و است بیشتری نورون های دارای عصبی شب΄ه ی این حال،

(٣ . ١) حل برای جدید عصبی شب΄ه ی ی توسعه ی نامه پایان این هدف فوق، مباحث انگیزه ی با
دارد. قوی تری هم·رایی شرایط و کمتر ساختاری پیچیدگͬ کمتر، حالت متغیرهای که است

پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل ٣ . ١
ب·یرید: نظر در را زیر کلͬ به صورت محدب دوم درجه ریزی برنامه مساله ی

Min
١
٢xTWx+ cTx

s.t

Ax = b

Bx ≤ d,

(٣ . ٢)

متقارن، مثبت نیمه معین ماتریس ی W ∈ Rn×n ،x = (x١, x٢, . . . , xn)
T ∈ Rn آن در که

است. d ∈ Rp و b ∈ Rm ،B ∈ Rp×n ، rank(A) = m (٠ < m < n) ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn

به زیر به صورت (٣ . ٢) مسئله ی بهینه ی جواب آوردن به دست برای را زیر شب΄ه عصبی مدل ͬ توان م
: [٧٩] برد کار

dx

dt
= −(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+]−Q(Ax− b)

dy

dt
= −١

٢y +
١
٢(y +Bx− d)+,

(٣ . ٣)
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آن در که
P = AT (AAT )−١A Q = AT (AAT )−١

(y +Bx− d)+ = ([y +Bx− d]+١ , [y +Bx− d]+٢ , . . . , [y +Bx− d]+m)

[y +Bx− d]+k = max{(y +Bx− d)k , ٠} k = ١, ٢, . . . ,m

که به طوری باشد موجود y∗ ≥ ٠ اگر تنها و اگر است (٣ . ٢) بهینه ی جواب x∗ [٧٩] .٣ . ١ . ١ لم
کند: صدق زیر شرایط در (x∗, y∗)T

(I − P )[Wx∗ + c+BTy∗] +Q(Ax∗ − b) = ٠ (۴ . ٣)
(y∗ +Bx∗ − d)+ − y∗ = ٠ (۵ . ٣)

محدب، بهینه سازی مسائل برای KKT شرایط [٨٨] مطابق باشد، (٣ . ٢) بهینه ی جواب x∗ اگر برهان.
ͬ کنند. م صدق زیر معادلات در که به طوری موجودند y∗ ≥ ٠ و (x∗, λ∗, y∗)

Wx∗ + c+ ATλ∗ +BTy∗ = ٠ (۶ . ٣)
Ax∗ = b (٣ . ٧)

d−Bx∗ ≥ ٠, y∗ ≥ ٠, (y∗)T (d−Bx∗) = ٠ (٣ . ٨)
که معنͬ این به هستند. معادل (٣ . ٨) و (۵ . ٣) که ͬ شود م دیده آسانͬ به

d−Bx∗ ≥ ٠, y∗ ≥ ٠, (y∗)T (d−Bx∗) = ٠ ⇐⇒ (y∗ +Bx∗ − d)+ − y∗ = ٠

داریم (۶ . ٣) از معادلند. (٣ . ٧) و (۶ . ٣) جواب های و (۴ . ٣) جواب های که ͬ دهیم م نشان ادامه، در
−A(Wx∗ + c+ ATλ∗ +BTy∗) = ٠

داریم (٣ . ٧) معادله ی با بالا معادله ی کردن ͽجم با
Ax∗ − A(Wx∗ + c)− AATλ∗ − ABTy∗ = b

بنابراین
ATλ∗ = AT (AAT )−١(Ax∗ − b)− AT (AAT )−١(Wx∗ + c+BTy∗) (٣ . ٩)

داریم (۶ . ٣) معادله ی در (٣ . ٩) جای·ذاری با
[I − AT (AAT )−١A](Wx∗ + c+BTy∗) + AT (AAT )−١(Ax∗ − b) = ٠

نوشت زیر به صورت را فوق معادله ی ͬ توان م ،Q = AT (AAT )−١ و P = AT (AAT )−١A دادن قرار با
(I − P )[Wx∗ + c+BT (y∗ +Bx∗ − d)+] +Q(Ax∗ − b) = ٠
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طرفین در A ضرب با کند صدق (۴ . ٣) معادله ی در (x∗, y∗)T که به طوری باشد موجود y∗ اگر برعکس،
داریم (۴ . ٣) معادله ی

A(I − P )[Wx∗ + c+BT (y∗ +Bx∗ − d)+] + AQ(Ax∗ − b) = ٠

داریم (۴ . ٣) از نتیجه در .Ax∗ − b = ٠ داریم پس ،AQ = I و A(I − P ) = ٠ که کنید توجه
داریم λ∗ = −(AAT )−١A(Wx∗ + c+BTy∗) دادن قرار با .(I − P )(Wx∗ + c+BTy∗) = ٠

Wx∗ + c+ ATλ∗ +BTy∗ = Wx∗ + c+BTy∗ − AT (AAT )−١A(Wx∗ + c+BTy∗)

= (I − P )(Wx∗ + c+BTy∗)

= ٠

. است شده ثابت ح΄م پس
است (٣ . ٢) مساله ی بهینه ی جواب x∗ که ͬ بینیم م آسانͬ به ،٣ . ١ . ١ لم از استفاده با .٣ . ١ . ٢ ملاحظه
ارائه عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی (x∗, y∗)T که به طوری y∗ ≥ ٠ باشد داشته وجود اگر تنها و اگر
حرکت مسیر است، هم·را تعادل نقطه ی به عصبی شب΄ه ی که زمانͬ بنابراین، باشد. (٣ . ٣) در شده

ͬ باشد. م هم·را (٣ . ٢) مساله ی بهینه ی جواب به x(t)

پایداری تحلیل ٣ . ١ . ١
است. سراسری هم·رای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی مدل که داد خواهیم نشان بخش این در

و باشد (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی (x∗, y∗)T ∈ Ωe کنید فرض [٧٩] .٣ . ١ . ٣ لم
V (x, y) =

١
٢(x− x∗)TW (x− x∗)− (x− x∗)TBTy∗ +

١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥y∗∥٢

− yTy∗ +
١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢.

(٣ . ١٠)
صورت این در

V (x, y) ≥ ١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢; (٣ . ١١)

dV

dt
≤ −∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢.

(٣ . ١٢)

و ͬ باشد م پذیر مشتق و محدب ∥(y+Bx− d)+∥٢ تابع که آنجا از داریم، (٣ . ١١) اثبات برای برهان.

∇∥(y +Bx− d)+∥٢ = ٢
[
BT (y +Bx− d)+

(y +Bx− d)+

]
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نتیجه در

∥(y +Bx− d)+∥٢ − ∥y∗∥٢ ≥ ٢(x− x∗)TBTy∗ + ٢(y − y∗)Ty∗

یعنͬ
١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥y∗∥٢ − (x− x∗)TBTy∗ − yTy∗ ≥ ٠.

داریم است، متقارن مثبت نیمه معین W ماتریس که این به توجه با و

V (x, y) ≥ ١
٢∥x− x∗∥٢ +

١
٢∥y − y∗∥٢

داریم (٣ . ١٢) اثبات برای همچنین
dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+

∂V

∂y

dy

dt

=− [W (x− x∗)−BTy∗ +BT (y +Bx− d)+ + x− x∗]T

× [(I − P )(Wx+ c+BT (y +Bx− d)+) +Q(Ax− b)]

− ١
٢ [y − (y +Bx− d)+]T × [(y +Bx− d)+ − ٢y∗ + y]

=[−W (x− x∗) + x− x∗ +BT ((y +Bx− d)+ − y∗)]T

× [(I − P )(W (x− x∗) + BT ((y +Bx− d)+ − y∗) + P (x− x∗)]

− ١
٢ [y − (y +Bx− d)+]T × [y − (y +Bx− d)+ + ٢(y +Bx− d)+ − ٢y∗]

=− (x− x∗)TW (I − P )W (x− x∗)

− (x− x∗)T ×W (I − P )BT [(y +Bx− d)+ − y∗]− (x− x∗)TWP (x− x∗)

− (x− x∗)T (I − P )W (x− x∗)− (x− x∗)T (I − P )BT [(y +Bx− d)+ − y∗]

− (x− x∗)TP (x− x∗)− [(y +Bx− d)+ − y∗]T ×B(I − P )W (x− x∗)

− [(y +Bx− d)+ − y∗]TBBT [(y +Bx− d)+ − y∗]− [(y +Bx− d)+ − y∗]T

×BP (x− x∗)− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+ − y∗]T [(y +Bx− d)+ − y]

و P (I − P ) = ٠ ،P ٢ = P ،(I − P )٢ = I − P که کنید توجه
داریم ،(y +Bx− d)+ − y = Bx− d+ (−y −Bx− d)+



٢٩ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

dV

dt
=− (x− x∗)TW (I − P )٢W (x− x∗)

− ٢(x− x∗)TW (I − P )BT [(y +Bx− d)+−y∗]− (x− x∗)TP ٢(x− x∗)

− [(y +Bx− d)+−y∗]TBBT [(y +Bx− d)+−y∗]− (x− x∗)TW (x− x∗)

− (x− x∗)TBT [(y +Bx− d)+−y∗]− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+−y∗]T × [Bx− d+ (−y −Bx+ d)+]

=− ∥(I − P )W (x− x∗) + (I − P )BT [(y +Bx− d)+−y∗] + P (x− x∗)∥٢

− (x− x∗)TW (x− x∗)− (x− x∗)TBT [(y +Bx− d)+−y∗]

− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢ + [(y +Bx− d)+−y∗]T

× [B(x− x∗) + (Bx∗ − d) + (−y −Bx− d)+]

=− ∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− (x− x∗)TW (x− x∗)− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+]T (Bx∗ − d)− (y∗T )(Bx∗ − d)

+ [(y +Bx− d)+]T (−y −Bx+ d)+ − (y∗T )(−y −Bx+ d)+

=− ∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+] +Q(Ax− b)∥٢

− (x− x∗)TW (x− x∗)− ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

+ [(y +Bx− d)+]T (Bx∗ − d)− (y∗T )(−y −Bx+ d)+

≤ −∥(I − P )[Wx+ c+BT (y +Bx− d)+]

+Q(Ax− b)∥٢ − ١
٢∥y − (y +Bx− d)+∥٢

است. تمام اثبات (۵ . ٣) از استفاده با فوق معادله ی در که

عصبی شب΄ه ی بنابراین، ͬ باشد، م لیاپانوف تابع ی (٣ . ١٠) در شده معرفͬ V (x, y) .۴ . ٣ . ١ ملاحظه
ͬ باشد. م لیاپانوف مفهوم به پایدار (٣ . ٣)

فرد به منحصر پیوسته  جواب ی ،(x(٠), y(٠)) ∈ Rn+p اولیه ی نقطه ی هر برای [٧٩] .۵ . ٣ . ١ قضیه
دارد. وجود t ≥ ٠ برای (٣ . ٣) از (x(t), y(t)) ∈ Rn+p

کنید فرض برهان.

E(x, y) = (−(I−P )(Wx+ c− (y+BX−d)+)−Q(Ax− b)− ١
٢y+

١
٢(y+Bx−d)+).



کلͬ حالت در دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای جدید عصبی شب΄ه ی مدل ی ٣٠

داریم (x, y), (x′, y′) ∈ Rn+p هر برای
∥E(x, y)− E(x′, y′)∥ ≤∥(I − P )[Wx+ c− (y +BX − d)+] +Q(Ax− b)

− (I − P )[Wx′ + c− (y′ +BX ′ − d)+]−Q(Ax′ − b)∥

+ ∥١
٢y − ١

٢(y +Bx− d)+ − ١
٢y′ +

١
٢(y′ +Bx′ − d)+∥

≤(∥(I − P )W∥+ ∥(I − P )B∥+ ∥P∥+ ∥B∥/٢)∥x− x′∥

+ (∥I − P∥+ ١)∥y − y′∥

معادله ی موضعͬ وجودی قضیه ی از است. لیپ شیتز١ پیوسته ی Rn+p روی E(x, y) رو، این از
دارد. وجود [٠, T ) روی (٣ . ٣) فرد به منحصر جواب ی ͬ شود م نتیجه [۵٢] معمولͬ دیفرانسیل

لذا است، نزولͬ تابع ی t به نسبت V که ͬ دانیم م ٣ . ١ . ٣ لم به بنا
١
٢∥x− x∗∥٢ ≤ V (x(٠), y(٠)) ≤ V (x(t), y(t)), ∀t ≥ ٠ (٣ . ١٣)

کامل را اثبات این .T = +∞ درنتیجه است. کراندار (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر ͬ دهد م نشان
ͬ کند. م

(x(٠), y(٠)) ∈ Rn+p اولیه ی نقطه ی هر برای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر [٧٩] .۶ . ٣ . ١ قضیه
(x(٠), y(٠)) ∈ اولیه ی نقطه ی هر با عصبی(٣ . ٣) شب΄ه ی ویژه، به است. هم·را تعادل نقطه ی ی به

است. مجانبی پایدار سراسری طور به دارد فرد به منحصر تعادل نقطه ی Ωe که هنگامͬ Rn+p

کنید تعریف برهان.
D(x, y) = ∥(I−P )[Wx+c+BT (y+Bx−d)+]+Q(Ax−b)∥٢+

١
٢∥y−(y+Bx−d)+∥٢.

باشد. (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی (x, y) اگر تنها و اگر D(x, y) = ٠ صورت این در

است. کراندار (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی (x(t), y(t)) حالت مسیر ͬ گیریم م نتیجه ۵ . ٣ . ١ قضیه ی اثبات از
طوری به دارند وجود (x̂, ŷ)T حدی نقطه ی و limn→∞ tn −→ ∞ با {tn} صعودی دنباله ی بنابراین،

.limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂ که

(x̂, ŷ) تعادل نقطه ی به کلͬ طور به (x(t), y(t)) حالت مسیر و (x̂, ŷ) ∈ Ωe ͬ کنیم م ثابت حال،
است. هم·را

عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی (x̂, ŷ) یعنͬ D(x̂, ŷ) = ٠ که ͬ کنیم م ثابت اول، مرحله در
y و x به نسبت ترتیب به D(x, y) چون .D(x̂, ŷ) > ٠ آنگاه نباشد، برقرار مورد این اگر است. (٣ . ٣)

،(x̂, ŷ)T از ε همسای·ͬ و q > ٠ ،ε > ٠ است، پیوسته
B((x̂, ŷ), ε) = {(x, y)T : ∥x− x̂∥+ ∥y − ŷ∥ ≤ ε}

١Lipschitz



٣١ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

.D(x, y) > q ،(x, y)T ∈ B((x̂, ŷ), ε) هر برای که طوری به دارند وجود

وجود N مثبت صحیح عدد ،limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂ اینکه به توجه با
.∥y(tn)− ŷ∥ ≤ ١

۴ε و ∥x(tn)− x̂∥ ≤ ١
۴ε ،n ≥ N هر برای که طوری به دارد

M با کران این که هستند کراندار نیز ẏ و ẋ ͬ گیریم م نتیجه (x(t), y(t)) بودن کراندار و (٣ . ٣) از
داریم n ≥ N ،t ∈ [tn −

ε

٨M , tn +
ε

٨M ] گرفتن نظر در با ͬ شود. م داده نشان

∥x(t)− x̂∥+ ∥y(t)− ŷ∥ ≤∥x(t)− x(tn)∥+ ∥y(t)− y(tn)∥+ ∥x(tn)− x̂∥+ ∥y(tn)− ŷ∥

=∥ẋ(ξ١)∥ × |t− tn|+ ∥ẏ(ξ٢)∥ × |t− tn|

+ ∥x(tn)− x̂∥+ ∥y(tn)− ŷ∥

≤٢M |t− tn|+
ε

٢ ≤ ε

.(x, y)T ∈ B((x̂, ŷ), ε) داریم n ≥ N ،t ∈ [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] هر برای رو، این از
چون .D(x(t), y(t)) > q ͬ شود م نتیجه n ≥ N ،t ∈ [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] هر برای بنابراین
است، نهایت بی t ∈ ∪n≥N [tn − ε

٨M , tn +
ε

٨M ] مجموعه ی ٢لب اندازه ی و limn→∞ tn = ∞
داریم ∫پس ∞

٠
D(x(t), y(t)) dt = ∞. (١۴ . ٣)

(٣ . ١٢) ازرابطه حال این ∫با ∞

٠
D(x(t), y(t)) dt = lim

s→∞

∫ s

٠
D(x(t), y(t)) dt

≤− lim
s→∞

∫ s

٠
V̇ (x(t), y(t)) dt

= lim
s→∞

[V (x(٠), y(٠))− V (x(s), y(s))]

≤V (x(٠), y(٠)).

(١۵ . ٣)

.(x̂, ŷ)T ∈ Ωe یعنͬ که D(x̂, ŷ) = ٠ لذا ͬ کند. م نقض را (١۴ . ٣) که

(x̂, ŷ) تعادل نقطه ی به سراسری طور به (x(t), y(t)) حالت مسیر ͬ کنیم م ثابت دوم، مرحله در
است. هم·را

٢Lebegue
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لیاپانوف تابع

V̂ (x, y) =
١
٢W (x(t)− x̂)− (x(t)− x̂)TBT ŷ +

١
٢∥(y +Bx− d)+∥٢ +

١
٢∥ŷ∥٢

− yT ŷ +
١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢

.V̂ (x̂, ŷ) = ٠ که کنید تعریف را
چون

،limn→∞ y(tn) −→ ŷ و limn→∞ x(tn) −→ x̂

.V̂ (x(tk), y(tk)) < ε که طوری به دارد وجود tk ،ε > ٠ هر ازای به

است. نزولͬ V̂ و ١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢ ≤ V̂ (x(t), y(t)) داریم ٣ . ١ . ٣ لم به بنا

داریم t ≥ tk هر برای بنابراین،

١
٢∥x(t)− x̂∥٢ +

١
٢∥y(t)− ŷ∥٢ ≤ V̂ (x(t), y(t)) ≤ V̂ (x(tk), y(tk)) ≤ ε

هم·رای (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی حالت مسیر لذا .limn→∞ y(t) = ŷ و limn→∞ x(t) = x̂ یعنͬ که
ͬ شود. م هم·را (x̂, ŷ)T تعادل نقطه ی به سراسری

نقطه ی هر با (x(t), y(t)) حالت مسیر فوق تحلیل به بنا آنگاه ،Ωe = {(x∗, y∗)} اگر ویژه، به
سراسری مجانبی پایدار عصبی شب΄ه ی این پس نمود. خواهد میل (x∗, y∗) به (x(٠), y(٠)) اولیه ی

است.

عددی مثال ٣ . ١ . ٢
ب·یرید. نظر در را زیر دوم درجه ریزی برنامه مساله ی [٧٩] .٣ . ١ . ٧ مثال

min ٣x٢
١ + ٣x٢

٢ + ۴x٢
٣ + ۵x٢

۴ + ٣x١x٢ + ۵x١x٣ + x٢x۴ − ١١x١ − ۵x۴

s.t.

٣x١ − ٣x٢ − ٢x٣ + x۴ = ٠

۴x١ + x٢ − x٣ − ٢x۴ = ٠

− x١ + x٢ ≤ −١

− ٢ ≤ ٣x١ + x٣ ≤ ۴.

(١۶ . ٣)



٣٣ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

از عبارتند متناظر های ماتریس مساله این در

W =


۶ ٣ ۵ ٠
٣ ۶ ٠ ١
۵ ٠ ٨ ٠
٠ ١ ٠ ١٠

 , c =


−١١

٠
٠
−۵

 ,

B =


−١ ١ ٠ ٠

٣ ٠ ١ ٠
−٣ ٠ −١ ٠

 , d =


−١

۴
٢

 ,

A =

[
٣ −٣ −٢ ١
۴ ١ −١ −٢

]
, b =

[
٠
٠

]
.

١٠ از استفاده با را عصبی شب΄ه ی دارد. x∗ = (٠٫۵,−٠٫۵, ١٫۵, ٠)T بهینه ی جواب مساله این
نشان را (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی که سازی شبیه نتایج تمامͬ کرده ایم. بررسͬ تصادفͬ اولیه ی نقطه ی

است. شده داده نشان ٣ . ١ ش΄ل در سازی شبیه نتایج ͬ شوند. م هم·را بهینه جواب این به ͬ دهند م

٣ . ١ . ٧ مثال در (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی مدل رفتار :٣ . ١ ش΄ل

ب·یرید. نظر در را زیر دوم درجه ریزی برنامه مسئله ی [٧٩] .٣ . ١ . ٨ مثال
min x٢

١ + x٢
٢ + x٢

٣ − ٢x١ − ٣x٢

s.t.

٢x١ + x٢ + x٣ + x۴ = ٧

x١ + x٢ + ٢x٣ + x۴ = ۶

xi ≥ ٠, i = ١, ٢, ٣, ۴.

(٣ . ١٧)
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از عبارتند متناظر ماتریسͬ های صورت

W =


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 , c =


−٢
−٣

٠
٠

 ,

A =

[
٢ ١ ١ ١
١ ١ ٢ ١

]
, b =

[
٧
۶

]
,

B = −I, d = ٠.

نقطه ی ١٠ از استفاده با را عصبی شب΄ه ی دارد. x∗ = (١, ١٫۵, ٠, ٣٫۵)T بهینه ی جواب مساله این
ͬ دهند م نشان را (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی که سازی شبیه نتایج تمامͬ کرده ایم. بررسͬ تصادفͬ اولیه ی

است. شده داده نشان ٣ . ٢ ش΄ل در سازی شبیه نتایج ͬ شوند. م هم·را بهینه جواب این به

(٣ . ١ . ٨) مثال در (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی مدل رفتار :٣ . ٢ ش΄ل

ب·یرید. نظر در را زیر دوم درجه ریزی برنامه مساله ی [٧٩] .٣ . ١ . ٩ مثال
min ١١x٢

١ + x٢
٢ + x٢

٣ − ٢x١x٢ + ۶x١x٣ − ۴x١

s.t.

٢x١ + ٢x٢ + x٣ = ٠

− x١ + x٢ ≤ ١

٣x١ + x٣ ≤ ۴

− ۶ ≤ xi ≤ ۶, i = ١, ٢, ٣.

(٣ . ١٨)



٣۵ پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مدل

از عبارتند متناظر ماتریسͬ های صورت

W =


١١ −١ ٣
−١ ١ ٠

٣ ٠ ١

 , c =


−۴

٠
٠

 ,

A =
[

٢ ٢ ١
]
, b = ٠,

B =



٣ ٠ ١
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
−١ ٠ ٠

٠ −١ ٠
٠ ٠ −١


, d =



۴
۶
۶
۶
۶
۶
۶


.

نقطه ی ١٠ از استفاده با را عصبی شب΄ه ی دارد. x∗ = (٢, ١,−۶)T بهینه ی جواب مساله این
ͬ دهند م نشان را (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی که سازی شبیه نتایج تمامͬ کرده ایم. بررسͬ تصادفͬ اولیه ی

است. شده داده نشان ٣ . ٣ ش΄ل در سازی شبیه نتایج ͬ شوند. م هم·را بهینه جواب این به

(٣ . ١ . ٩) مثال در (٣ . ٣) عصبی شب΄ه ی مدل رفتار :٣ . ٣ ش΄ل





۴ فصل
محدب غیرخطͬ برنامه ریزی مساله ی  ی حل

کارا جدید عصبی شب΄ه ی با نما

معرفͬ ١ . ۴
قیدها یا هدف تابع که هنگامͬ است بهینه سازی مساله ی توصیف برای اصطلاحͬ غیرخطͬ بهینه سازی
غیرخطͬ مساله ی ی ش΄ل به مناسبی به طور ͬ توانند م واقعͬ مسائل از بسیاری بنابراین نباشند. خطͬ
ͬ ای غیرخط مسائل چنین حل برای تلاش ها گذشته، دهه های در شوند. زده تقریب یا شده داده نمایش
غیرخطͬ مسائل حل برای مختلفͬ عددی فرآیندهای است. داشته سریعͬ پیشرفت مطلوب، به صورت

است. شده مطرح
پیشنهاد خطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای هاپفیلد و تانک توسط عصبی شب΄ه ی ی ،١٩٨۶ سال در
مساله ی حل منظور به را تکنی ها از مختلفͬ انواع دانشمندان از بسیاری بعد به زمان آن از شد.
در عصبی شب΄ه های خوب خصوصیت دلیل به کردند. مطرح زمینه این در غیرخطͬ برنامه ریزی
حساب بحث این شدن مطرح ابتدای همان از دانشمندان موازی، محاسبه ی قابلیت و سریع هم·رایی

نمودند. باز آن روی ویژه ای

به دست خوبی بسیار نتایج و شده مطالعه بهینه سازی برای گسترده ای به طور عصبی شب΄ه ی اخیراً،
مسائل حل برای را مختلفͬ عصبی شب΄ه های وانگ[٧١]‐[٧۵] و ژیا مثال، به عنوان است. آمده
تصویری عصبی شب΄ه ی [٧٧] و هم΄اران[٧۶] و ژیا دادند. توسعه غیرخطͬ یا خطͬ محدب برنامه ریزی

٣٧
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عصبی شب΄ه ی ی کاو[٨٢] و یانگ کردند. مطرح ی΄نواخت وردشͬ نامساوی مسائل حل برای را
شب΄ه ی ی وانگ[۴٢] و لیو کردند. ارائه ناپذیر مشتق غیرخطͬ برنامه ریزی مسائل حل برای تصویری
خطͬ تساوی قیود با غیرهموار محدب غیرخطͬ برنامه ریزی مسائل حل منظور به را تک لایه ای عصبی
بر بازگشتͬ عصبی شب΄ه ی ی بیان[۵]‐[۶] و ژئو ͬ تر، کل ناهموار برنامه ریزی برای کردند. مطرح
عصبی شب΄ه ی ی هم΄اران[١٠] و چنگ نمودند. مطرح شبه گرادیان و جریمه ای پارامتری روش پایه ی
و محدب نامساوی قیود با ناهموار محدب برنامه ریزی مسائل حل منظور به ناهموار بازگشتͬ مصنوعͬ
شب΄ه ی ی ژئو[٧٨] و بیان تیوخونوف، سازی، مرتب روش پایه ی بر نمودند. مطرح خطͬ تساوی قیود
عصبی شب΄ه های صورت هر به نمودند. مطرح مقید ناهموار محدب برنامه ریزی مسائل حل برای عصبی

شوند. استفاده محدب برنامه ریزی مساله ی حل برای ͬ توانستند م تنها فوق،

که کردند کشف تدریج به داشتند، توجه محدب برنامه ریزی به زیادی مدت دانشمندان ͬ که حال در
برنامه ریزی از بسیاری کاربردهای است. مهم محدب برنامه ریزی اندازه ی به نیز نما محدب برنامه ریزی
برنامه ریزی تولید، برنامه ریزی کامپیوتر، شیمͬ، کسری، برنامه ریزی مانند مختلفͬ حوزه های در محدب نما
برنامه ریزی از سخت تر بهینه سازی نوع این هرچند است. شده ارائه ببینید) را [۶] و شرکت([۵] مالͬ
به طور توانند نمͬ شده مطرح بالا در که عصبی شب΄ه های اکثر ͬ دانیم، م که همان طور است. محدب
جدید، عصبی شب΄ه ی چند سپس شوند. گرفته کار به محدب نما برنامه ریزی حل منظور به مستقیم
شب΄ه ی ی وانگ[٣٢]، و هو مثال، به عنوان شدند. مطرح محدب نما برنامه ریزی حل منظور به
گوئو کردند. ارائه متناظر محدب نمای بهینه سازی مسائل و وردشͬ نامساوی های حل برای عصبی
تساوی قیود با نما محدب بهینه سازی مسائل حل برای تک لایه ای عصبی شب΄ه ی ی هم΄اران[٢۶] و
عصبی شب΄ه ی ی هم΄اران[۴٣] و لیو ، گرادیان روش و جریمه تابع مبنای بر کردند. مطرح خطͬ
ارائه خطͬ تساوی قیود و کراندار قیدهای با محدب نما بهینه سازی مسائل حل برای بازگشتͬ تک لایه ای

است. وابسته جریمه دقیق پارامترهای به عمده ای به طور جریمه تابع که هرچند کردند،
شده ی ساده و جدید روش ی فصل این در پیچیدگͬ، کاهش منظور به و گذشته مطالب از الهام با

.[۵٧] ͬ دهیم م ارائه خطͬ قیود با محدب نما برنامه ریزی برای را عصبی شب΄ه ی

عصبی شب΄ه ی مدل ٢ . ۴
ͬ شود: م مطرح زیر به صورت نما محدب برنامه ریزی مساله ی

Min f(x)

s.t

Ax = b

(١ . ۴)

اینجا در است. نما محدب مشتق پذیر دوبار f : Rn → Rn تابع .A ∈ Rm×n و x ∈ Rn که
متمرکز دارد، بهینه جواب ی حداقل بهینه سازی مساله ی که فرض این با عصبی شب΄ه ی روش روی
است کامل سطری رتبه ی با ماتریس ی A ͬ کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون .[۵٧] ͬ شویم م



٣٩ عصبی شب΄ه ی مدل

(١ . ۴) بهینه سازی مساله ی معادل فرمول بندی بخش این در ببینید). را [۶۶] ،rank(A) = m < n)
بهینه ی جواب ی x∗ که ͬ فهمیم م ٢ . ٢ . ٣ لم از ͬ سازیم. م عصبی شب΄ه ی مدل ی و ͬ کنیم م بحث را

کند صدق زیر رابطه ی در x∗ اگر فقط و اگر است (١ . ۴) بهینه سازی مساله ی

∇f(x∗)(x− x∗) ≥ ٠, ∀x ∈ Ω = {x ∈ Rn|Ax = b}.

ویژه به ͬ دهد، م نشان خاص حالت در جز را {x ∈ Rn|Ax = b} مجموعه ی Ω نماد پس این از
کنند صدق زیر رابطه ی در که باشند داشته وجود (x∗, y∗) ∈ Rn × Rm −∇f(x∗)اگر ATy∗ = ٠,

Ax∗ − b = ٠,
(٢ . ۴)

داریم x ∈ Ω = {x ∈ Rn|Ax = b} هر برای آنگاه

∇f(x∗)(x− x∗) = y∗(Ax− Ax∗) = ٠.

این از است. (١ . ۴) بهینه سازی مساله ی بهینه ی جواب ی x∗ ،٢ . ٢ . ٣ لم از استفاده با بنابراین،
معادله ی اول فرمول از داریم. (٢ . ۴) دستگاه حل به نیاز فقط ،(١ . ۴) بهینه سازی مساله ی حل برای رو،
که است واض است، کامل سطری رتبه ی A ماتریس چون .A∇f(x∗)− AATy∗ = ٠ داریم (٢ . ۴)

پس است. معکوس پذیر AAT

y∗ = (AAT )−١A∇f(x∗). (٣ . ۴)

داریم (٢ . ۴) معادله ی در بالا فرمول کردن جای·زین با

∇f(x∗)− AT (AAT )−١A∇f(x∗) = ٠, (۴ . ۴)

که معنͬ این به

(I − AT (AAT )−١)∇f(x∗) = ٠. (۵ . ۴)

کنید فرض
P = AT (AAT )−١A,

(I − P )∇f(x∗) = ٠.
(۶ . ۴)

شود: مͬ معرفͬ زیر عصبی شب΄ه ی مدل بالا، نتایج مبنای بر

ẋ(t) = −(I − P )∇f(x(t)) (٧ . ۴)

است. همانͬ ماتریس  I ∈ Rn×n و ∇f(x) = ( ∂f
∂x١

, · · · , ∂f
∂xn

)T ،ẋ(t) = (ẋ١(t), · · · , ẋn(t))
T که
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عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی یافتن با (١ . ۴) مساله ی بهینه ی جواب که ͬ فهمیم م بالا مباحث از
باشد، برابر Ax̄ = b با (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی x̄ تعادل نقطه ی اگر دی·ر طرف از ͬ آید. م دست به  (٧ . ۴)
ضعیف شرایط محدب، به نسبت نما محدب دی·ر، عبارت به است. (١ . ۴) مساله ی بهینه ی جواب x̄ پس
مساله ی پس کنیم، حل (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی توسط را نما محدب بهینه سازی مساله ی اگر دارد. تری

کنیم. حل خاص، مورد ی به عنوان توانیم مͬ را محدب بهینه سازی

هستند. −(I−P ) ماتریس عناصر n×n{ai,j}ها شود. مͬ بررسͬ ١ . ۴ ش΄ل مدار با (٧ . ۴) معادله ی
شب΄ه ی بعلاوه ͬ کنیم. م تمرکز عصبی شب΄ه ی مطالعه ی روی بیشتر کاربردی، زمینه ی پیش دلیل به
دارد. مزیت هایی خوب واقعͬ زمان تأثیر و کمتر پیچیدگͬ دلیل به شب΄ه ها سایر به نسبت تک لایه عصبی

پیشنهادی عصبی شب΄ه ی از مداری :١ . ۴ ش΄ل

هم·رایی تحلیل و پایداری ٣ . ۴

قبل ابتدا کنیم. مͬ بحث عصبی، شب΄ه ی لیاپانوف پایداری و سراسری هم·رایی مورد در بخش این در
کنیم. مͬ بیان را لم ی هدف، به رسیدن از

شب΄ه ی برای x(t) ی΄تای موضعͬ جواب ی ،x٠ ∈ Rn ابتدایی نقطه ی هر برای [۵٧] .٣ . ١ . ۴ لم
.x(t) ∈ Ω ،t ≥ ٠ برای آنگاه باشد، x٠ ∈ Ω اگر بعلاوه، دارد. وجود x(٠) = x٠ با (٧ . ۴) عصبی



۴١ هم·رایی تحلیل و پایداری

شیتز لیپ پیوستگͬ اثبات است، Ω مجموعه ی روی پذیر مشتق پیوسته به طور ∇f(x) چون برهان.
اولیه ی مقدار مساله ی برای ی΄تا جواب ی که است بدیهͬ ͬ باشد. م واض −(I −P )∇f(x) موضعͬ

شود. مͬ اثبات لم از بخش دومین پس دارد. وجود (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی
داریم ای زنجیره قانون اساس بر .B(x(t)) = ١

٢∥Ax(t)− b∥٢ کنید فرض
dB(x(t))

dt
= Ḃ(x(t)) = ∇B(x)ẋ(t) = −(Ax(t)− b)TA(I − P )∇f(x(t)).

دی·ر، طرف از است. ثابت B(x(t)) یعنͬ است Ḃ(x(t)) = ٠ بنابراین ،A(I − P ) = ٠ چون
،t ≥ ٠ هر برای که ͬ شود م نتیجه .B(x(t)) = ٠ داریم t ≥ ٠ هر برای .B(x٠) = ٠ ، x٠ ∈ Ω برای

.x(t) ∈ Ω آنگاه ،x(٠) = x٠ ∈ Ω اگر
آن برای که است f : Rn −→ R تابع ی ، کران بی شعاعͬ طور به تابع [۵٧] .٣ . ٢ . ۴ تعریف

∥x∥ −→ ∞ =⇒ f(x) −→ ∞.

رفتار و باشد Rn روی شده تعریف نرم هر ͬ تواند م تابع این در شده استفاده نرم که باشید داشته توجه
به برای یعنͬ خیر، یا است کران بی شعاعͬ طور به که کند نمͬ مشخص لزوماً محورها راستای در تابع

به که مسیری هر راستای در باید شرط این بودن کران بی شعاعͬ طور
∥x∥ −→ ∞

گردد. بررسͬ ، شود مͬ منجر
ͬ کنیم. م معرفͬ (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی سراسری هم·رایی مبنای بر را اصلͬ نتایج اکنون

سراسری و پایدار (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی جواب ،x٠ ∈ Ω اولیه ی نقطه ی هر برای [۵٧] .٣ . ٣ . ۴ قضیه
ͬ باشد. م (١ . ۴) سازی بهینه مساله ی برای جواب ی و است لیاپانوف

وجود Ω در x(t) ی΄تای موضعͬ جواب همیشه ،x٠ ∈ Ω اولیه ی نقطه ی هر برای ٣ . ١ . ۴ لم از برهان.
بهینه سازی مساله ی بهینه ی جواب ی x∗ کنید فرض .Ax(t) = b ،t ≥ ٠ هر برای بنابراین دارد.

داریم: ۶ . ٢ . ٢ لم به بنا پس است. (١ . ۴)
∇f(x(t))(x(t)− x∗) ≥ ٠. (٨ . ۴)

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را لیاپانوف تابع ی
V (x) = f(x)− f(x∗) +

١
٢ ||x− x∗||٢

زیر به صورت را V (x) مشتق سپس .V (x) ≥ ٠ و V (x∗) = ٠ ،x ∈ Ω هر برای که است واض
ͬ کنیم: م محاسبه

dV (x(t))

dt
= ∇V (x(t))ẋ(t) = −∇f(x(t))(I − P )∇f(x(t))

−(x(t)− x∗)(I − P )∇f(x(t)).
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چون 
(I − P )٢ = (I − AT (AAT )−١A)(I − AT (AAT )−١A) = I − P

و
(x(t)− x∗)P∇f(x(t)) = ٠,

داریم:
dV (x(t))

dt
= −∇f(x(t))(I − P )٢∇f(x(t))− (x(t)− x∗)∇f(x(t)).

داریم: (٨ . ۴) براساس
dV (x(t))

dt
≤ −∇f(x(t))(I − P )٢∇f(x(t)) = −||(I − P )∇f(x(t))||٢ ≤ ٠.

مفهوم به که دارد وجود x(t) ی΄تای سراسری جواب ی ،x٠ ∈ Ω اولیه ی نقطه ی هر برای بنابراین،
است. ثابت لیاپانوف

طرف از .V (x) ≥ ١
٢∥x − x∗∥ چون است بی کران شعاعͬ به طور V که ͬ فهمیم م ،V ساختار از

زیردنباله ی که معنͬ این به است. کراندار x(t) بنابراین .dV
dt

≤ ٠ چون V (x(t)) ≤ V (x٠) دی·ر
∇fͬپیوستگ و x(t)کرانداری دلیل به .limk→∞ x(tk) = x̄ به طوری که دارد وجود x(tk) هم·رای

و M = supt≥٠||ẋ(t)|| < +∞ کنیم مͬ تعریف اکنون است. کراندار ẋ(t) که است واض
H(x) = ||(I − P )∇f(x)||٢.

.H(x̄) = ٠ ͬ کنیم م ثابت
دارند وجود δ > ٠ و ε > ٠ ،H(x) پیوستگͬ از است. H(x̄) > ٠ و H(x̄) ̸= ٠ کنید فرض

.B(x̄, δ) = {x ∈ Rn |∥ x− x̄ ∥≤ δ} که H(x) ≥ ε ،∀x ∈ B(x̄, δ) برای به طوری که
،k > N برای به طوری که دارد وجود N مثبت عدد لذا ،limk→∞ x(tk) = x̄ چون دی·ر، عبارت به

داریم: k > N و t ∈ {tk − δ
۴M , tk +

δ
۴M } که وقتͬ .||x(tk)− x̄|| ≤ δ

٢

||x(t)− x̄|| ≤ ||x(t)− x(tk)||+ ||x(tk)− x̄|| ≤ M |t− tk|+ δ
٢ ≤ δ

.H(x(t)) ≥ ε داریم t ∈ [tk − δ
۴M , tk +

δ
۴M ] هر برای یعنͬ

اندازه ی چون ͬ کنیم. م بررسͬ جلوتر را ∪k≥N [tk − δ
۴M , tk +

δ
۴M ] لب پذیر اندازه مجموعه ی

.∫∞
٠ H(x(t))dt = ∞ داریم H(x(t)) ≥ ε و است نهایت بی مجموعه این لب

بنابراین است. کراندار و صعودی V (x(t)) ،dV (x(t))

dt
≤ −H(x(t))·V (x(t)) چون دی·ر، عبارت به

داریم: پس ،limt→∞ V (x(t)) = V٠ به طوری که دارد وجود V٠ ∫ثابت ∞

٠
H(x(t))dt = lim

s→∞

∫ s

٠
H(x(t))dt ≤ − lim

s→∞

∫ s

٠
V̇ (x(t))dt

= − lim
s→∞

[V (x(s))− V (x(٠))] = −V٠ + V (x(٠)) < ∞.



۴٣ ساده عددی مثال ی

ضمن در است. (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی تعادل نقطه ی ی x̄ یعنͬ H(x̄) = ٠ بنابراین است. تناقض این
اکنون است. (١ . ۴) بهینه سازی مساله ی بهینه ی جواب x̄ بنابراین .x̄ ∈ Ω که است واض ٣ . ١ . ۴ لم از

.x(t) → x̄ ،t → +∞ که هنگامͬ ͬ کنیم م ثابت

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را V̄ دی·ر لیاپانوف تابع
V̄ (x) = f(x)− f(x̄) + ١

٢ ||x− x̄||٢.

با .dV̄
dt

≤ ٠ و است مشتق پذیر پیوسته به طور V̄ .V̄ (x) ≥ ٠ و V̄ (x̄) = ٠ که ͬ کنیم م ثابت
q ≥ ٠ ،∀ε > ٠ بنابراین .limt→∞ V̄ (x(t)) = V̄ (x̄) = ٠ لذا ،limk→∞ x(tk) = x̄ اینکه به توجه

.V̄ (x) < ε داریم t > tq هر برای به طوری که دارد وجود
به علاوه

V̄ (x) ≥ ١
٢ ||x− x̄||٢,

است: زیر صورت به t > tq برای که
١
٢ ||x− x̄||٢ ≤ V̄ (x) < ε.

بهینه ی جواب به (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی مسیرهای بنابراین .limk→∞ x(t) = x̄ که معنͬ این به
ͬ   کند. م کامل را اثبات این است. هم·را (١ . ۴) بهینه سازی مساله ی

عصبی شب΄ه ی مسیر ،x٠ ∈ Ω اولیه ی نقطه ی هر برای ،٣ . ٣ . ۴ قضیه ی اساس بر .۴ . ٣ . ۴ ملاحظه
،x٠ /∈ Ω اولیه ی نقطه ی اگر اگرچه است. (۴ . ١)هم·را بهینه سازی مساله ی بهینه ی جواب به (٧ . ۴)
انتخاب به نیاز دی·ر، عبارت به کنیم. ثابت بهینه جواب به را (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی هم·رایی ͬ توانیم نم

داریم. باشد، Ω مجموعه ی در که اولیه ای نقطه ی
از مستقیماً که داریم را زیر نتیجه ی باشد، شبه ی΄نواخت اکیداً ∇f(x) ͬ که زمان خاص حالت در

است. [۶٢] در ٣ قضیه ی اثبات شبیه زیرا ͬ کنیم؛ م حذف را اثبات ͬ آید. م به دست ٣ . ٣ . ۴ قضیه ی
به (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی این صورت در باشد، شبه ی΄نواخت اکیداً Ω در ∇f کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ نتیجه

است. هم·را (١ . ۴) مساله ی بهینه سازی جواب به نمایی صورت
قبل فصول نظری نتایج تحلیل و رسیدگͬ برای کاربرد دو و ساده عددی مثال ی فصل ادامه در
آخر بخش در نامه پایان نتیجه ی است. شده داده نشان عصبی شب΄ه ی اثر و عمل΄رد دادن نشان جهت

ͬ شود. م مشخص فصل این

ساده عددی مثال ی ۴ . ۴

را (١ . ۴) بهینه سازی مساله ی حل در (٧ . ۴) پیشنهادی عصبی شب΄ه ی اثرات که مثالͬ بخش، این
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است. شده آورده ͬ دهد، م توضیح

ب·یرید: نظر در زیر به صورت غیرخطͬ برنامه ریزی مساله از مثال ی [۵٧] .١ . ۴ . ۴ مثال
Min f(x)

s.t

Ax = b

(٩ . ۴)

آن در که
f(x) = (x١ − x٢)

٢ + (x٢ − x٣)
٢ + (x٣ − x۴)

٢ + (x۴ − x۵)
٢,

A =


١ ٢ ٣ ٠ ٠
٠ ١ ٢ ٣ ٠
٠ ٠ ١ ٢ ٣

 , b =


۶
۶
۶

 .

جواب مساله این است. آسان خیلͬ است، محدب نما f(x) هدف تابع اینکه بررسͬ مساله، این در
مساله ی این حل برای (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی از ͬ توانیم م پس دارد. x∗ = (١, ١, ١, ١, ١)T بهینه ی
Ω = {x|Ax = b} در اولیه نقطه ی هر با شب΄ه مسیر که ͬ دهد م نشان نتایج کنیم. استفاده بهینه سازی
نقطه ی با را عصبی(۴ . ٧) شب΄ه ی مسیر ٢ . ۴ ش΄ل مثلا́ بود. خواهد هم·را x∗ بهینه ی جواب برای

ͬ دهد. م نشان x٠ =
(

٢, ٢, ٠, ۴
٣ ,

١٠
٩
) اولیه ی

تجارت در کاربرد ۵ . ۴
ابتدا تجاری، تصمیمات در کاربرد از قبل .[۵٧] ͬ کنیم م معرفͬ را تجارت در کاربرد ی بخش این در

ͬ دهیم. م ارائه را آن اولیه ی مفاهیم از برخͬ

ی از بیشتر گیرنده تصمیم ͬ که هنگام است. تجارت منطقͬ تصمیم در مهم موضوعͬ بهینه سازی
تصمیمات برای منطقͬ چارچوب ی بهینه سازی دارد، سیستم در نامعلومͬ معنͬ وقتͬ یا دارد، هدف
است. زمینه این در بهینه سازی مساله ی از خوبی مثال ،کلاسی مجموعه ی انتخاب مدل است. موثر

چ·ونه بهادار، اوراق دسترسͬ به توجه با ͬ شود، م مواجه مساله ای چنین با سرمایه گذاری هر احتمالا˟
مورد در سوال، این به ͺپاس برای ͬ شود؟ م تعیین سهام سبد به بهادار اوراق ترکیب برای راه بهترین
بررسͬ ͬ دهند، م نشان ریس سط پایین ترین شرایط در را سود نظر مورد مقدار که مجموعه هایی
نرخ ͬ گیریم. م نظر در را ͬ شود م تش΄یل C و B ،A موجود سرمایه ی ٣ از که مجموعه ای شدند[٧٨].
از که آنچه مورد در بازگشت انتظار نرخ هستند. آماری مهم موضوع دو کوواریانس و بازگشت انتظار
مورد مقدار از بالاتر سهام ی ͬ که زمان ͬ گوید م داشتیم انتظار آینده ماه در سود نسبت به عنوان سهام



۴۵ تجارت در کاربرد

.١ . ۴ . ۴ مثال در x٠ =
(

٢, ٢, ٠, ۴
٣ ,

١٠
٩
) اولیه ی نقطه ی با (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی از مسیری :٢ . ۴ ش΄ل

آنها، گرایش عدم یا گرایش و سهام ها سایر مورد در سهام، دو میان کوواریانس دارد، سوددهͬ نظر
E(rC) و E(rB) ،E(rA) به سهام ها این سود انتظار مورد نسبت کنید فرض ͬ کند. م ارائه اطلاعاتͬ

است: شده داده نشان زیر صورت به سهام ها کوواریانس ماتریس دارد. اختصاص
Cov(rA, rA) Cov(rB, rA) Cov(rC , rA)

Cov(rA, rB) Cov(rB, rB) Cov(rC , rB)

Cov(rA, rC) Cov(rB, rC) Cov(rC , rC)

.

xC و xB ،xA نماد از باشد. ١ با برابر باید مجموعه در سهام ها تمام برای وزن مجموع که است واض
به کوچ΄تر واریانس سرمایه گذاری، زمینه ی در ͬ کنیم. م استفاده Cو B ،A سهام های برای ترتیب به
واریانس کاهش و مجموعه وزن مورد در اصلͬ بهینه سازی مساله ی بنابراین است. کمتر ریس معنای

ببینید): را است([٧٨] شده داده سهام سبد به بازگشت واریانس است. نظر مورد سود به نسبت

σ٢(rp) =x٢
Aσ

٢(rA) + x٢
Bσ

٢(rB) + x٢
Cσ

٢(rC) + ٢xAxBCov(rA, rB)+

٢xAxCCov(rA, rC) + ٢xBxCCov(rB, rC)
(١٠ . ۴)

:[٧٨] ͬ آید م به دست زیر صورت به مجموعه ی سود نرخ

E(rp) = xAE(rA) + xBE(rB) + xCE(rC) (١١ . ۴)
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سود و کواریانس واریانس، برای ارقام و E(rp) = ١٠٪ انتظار مورد سود مثال، این در .١ . ۵ . ۴ مثال
است. شده داده نشان زیر جدول در Cو B و A سهام نظر مورد

E(rA) E(rB) E(rC)

مقدار ۵٪ ١٠٪ ١۵٪
کوواریانس A B C

A ٠٫٢۵ ٠٫١۵ ٠٫١٧
B ٠٫١۵ ٠٫٢١ ٠٫٠٩
C ٠٫١٧ ٠٫٠٩ ٠٫٢٨

انتظار مورد سودهای :١ . ۴ جدول

ͬ شوند: م بررسͬ زیر خطͬ قیدهای با بهینه سازی مساله ی

Min σ٢(rp) =٠٫٢۵x٢
A + ٠٫٢١x٢

B + ٠٫٢٨x٢
C + ٠٫٣xAxB

+ ٠٫٣۴xAxC + ٠٫١٨xBxC

s.t

٠٫٠۵xA + ٠٫١xB + ٠٫١۵xC = ٠٫١,

xA + xB + xC = ١.

برای باشد، محدب نما باید محدب تابع ی چون است. محدب σ٢(rp) هدف تابع که است واض
برای (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی از استفاده با کنیم. استفاده (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی از ͬ توانیم م مساله این حل
x∗ = (٠٫٢۴, ٠٫۵٢, ٠٫٢۴)T تعادل نقطه ی به مسیر که ͬ دهد م نشان شبیه سازی نتایج مساله، این حل

است. ٠٫١۶۶٨ برابر مجموعه واریانس حداقل حال، ͬ شود. م هم·را

،(٠٫٢, ٠٫۶, ٠٫٢)T ،(٠٫١, ٠٫٨, ٠٫١)T اولیه ی نقاط با نظر مورد شب΄ه ی گذرای رفتار ٣ . ۴(a) ش΄ل
ͬ دهد. م نشان را (٠٫۴, ٠٫٢, ٠٫۴)T و (٠٫٣, ٠٫۴, ٠٫٣)T

(٠٫٢, ٠٫۶, ٠٫٢)T هماهنگ اولیه ی نقاط با بعدی سه سیستم در عصبی شب΄ه ی مسیر ٣ . ۴(b) ش΄ل
وزن های از ترتیب به اگر که ببینیم ͬ توانیم م ٣ . ۴ ش΄ل از ͬ دهد. م نشان را (٠٫۴, ٠٫٢, ٠٫۴)T و
استفاده ١١٪ انتظار مورد بازه مشابه شرایط در C و B ،A سهام خرید برای (٠٫٢۴, ٠٫۵٢, ٠٫٢۴)

پذیرفته ایم. را ریس ترین پایین کنیم،



۴٧ شیمͬ در کاربرد

.١ . ۵ . ۴ مثال در متفاوت ابتدایی نقطه ی با (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی گذرای رفتار :٣ . ۴ ش΄ل

شیمͬ در کاربرد ۶ . ۴
بیشتر ͬ کنیم، م بررسͬ را پیچیده شیمیایی واکنش ی وقتͬ است[٧٧]. شیمͬ زمینه ی در دی·ر کاربرد
خواهیم مطرح که روشͬ است. مهم شیمیایی تعادل محاسبه ی عمومͬ روش های و ساده توسعه ی برای
آزاد انرژی حداقل با شیمیایی تعادل روش این در دارد. کاربرد متعادل واکنش های تمام برای کرد

ͬ آید[٨٢]. م دست به سیستم

به نوع iمین از (١ ≤ i ≤ n) مول xi محتوی شیمیایی نمونه ی n حاوی ترکیب ی آزاد انرژی
ͬ شود: م بیان زیر صورت

F (x) =
n∑

i=١
fi, (١٢ . ۴)

ci = (f٠/RT )i + ،fi = xi[ci + ln( x̄i

x̄٠
)] مول، تعداد مجموعه x = (x١, x٢, · · · , xn)

T آن در که
در و است استاندارد مولال آزاد انرژی تابع F ٠/RT . x̄ =

∑n
i=١xi اتمسفر، در کل فشار P ،lnP

تحت (١٢ . ۴) مینیمم یافتن برای تعادل نقطه ی تعیین سپس ͬ آید. م دست به جدول از موارد بیشتر
است: زیر صورت به جرم توازن شرایط

∑n
i=١aijxi = bj, j = ١, ٢, · · · ,m,

یعنͬ

Ax = b,

وزن کل تعداد bj و i نمونه ی در j عنصر اتم های تعداد فرمول aij ،b ∈ Rm ،A ∈ Rm×n آن در که
عصبی شب΄ه ی از ͬ توانیم م بنابراین، است محدب (١٢ . ۴) تابع اینکه به توجه با . است j عنصر اتمͬ

کنیم. استفاده بهینه سازی مساله ی حل برای پیشنهادی



کارا جدید عصبی شب΄ه ی با نما محدب غیرخطͬ برنامه ریزی مساله ی  ی حل ۴٨

اکسیژن و هیدروژن ترکیب احتراق و گاز تعادل اجزای مورد در مثال، ی به عنوان [۵٧] .١ . ۶ . ۴ مثال
در آزاد انرژی تابع مقادیر کرد. خواهیم بحث (lnP = ٧(٣٫٩٣٢۵٠psi فشار و ٣۵٠٠K دمای در

شده اند. داده ٢ . ۴ جدول
i ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧
انواع H H٢ H٢O N N٢ NH N

F ٠/RT −١٠٫٠٢١ −٢١٫٠٩۶ −٣٧٫٩٨۶ −٩٫٨۴۶ −٢٨٫۶۵٣ −١٨٫٩١٨ −٢٨٫٠٣٢
٨ ٩ ١٠
OH O٢ O

−٢۶٫١١١ −٣٠٫۵٩۴ −١۴٫۶۴٠

آزاد انرژی تابع مقادیر :٢ . ۴ جدول

داریم: (١٢ . ۴) معادله ی در شده داده مقادیر کردن جای·زین با

Min F (x) =
n∑

i=١
cixi +

n∑
i=١

xiln(
xi

x̄
)

s.t

Ax = b,

(١٣ . ۴)

آن در که

A =


١ ٢ ٢ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ٢ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٢ ١

 , b =


٢
١
١,

 ,

c = (c١, c٢ · · · , cn)T = (− ۶١٧٫١−,٫٠٨٩٠۶۴٣−,٠۴٫٠۵۴٠,−۵٫٩١۴٢−,٠۴٫٧٢١٠,

− ١۴٫٩٨۶٢−,٠۴٢−,١٠٫٧٠٨٠−,٫١٠٠٠۶٫۶۶٢٢٫١٧٩٠−,٢٠)T .

مسیرهای که ͬ دهد م نشان شبیه سازی ͬ کنیم. م استفاده مساله حل برای (٧ . ۴) عصبی شب΄ه ی از
اولیه ی نقاط با

(٠٫٨, ٠٫۴, ٠٫١, ٠٫۴, ٠٫٢, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫٣, ٠٫١)T

و
(٠٫۴, ٠٫۶, ٠٫١, ٠٫٢, ٠٫٣, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫٢, ٠٫١)T

تعادل نقطه ی به

x∗ ≈ (٠٫٠١۴, ٠٫١۴٨, ٠٫٧٨٣, ٠٫٠٠١, ٠٫۴٨۵, ٠٫٠٠١, ٠٫٠٢٧, ٠٫٠١٨, ٠٫٠٣٧, ٠٫٠٩٧)T

هستند. هم·را



۴٩ گیری نتیجه

رفتار ،۴ . ۴ ش΄ل شد. −۴٧٫٧۶١١ برابر ترکیب آزاد انرژی و رسید تعادل به واکنش لحظه، این در
اولیه ی نقطه ی با را پیشنهادی عصبی شب΄ه ی گذرای

(٠٫٨, ٠٫۴, ٠٫١, ٠٫۴, ٠٫٢, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫١, ٠٫٣, ٠٫١)T

است. نزدی صفر به دی·ر بخش زیرا ͬ شوند، م مشخص x(t) اجزای از بخشͬ فقط ͬ دهد. م نشان

.١ . ۶ . ۴ مثال در پیشنهادی عصبی شب΄ه ی مسیر رفتار :۴ . ۴ ش΄ل

گیری نتیجه ٧ . ۴
بررسͬ نمامورد ومحدب دوم درجه ریزی برنامه مسائل حل برای عصبی شب΄ه مدل نامه،دو پایان این در
بهینه سازی مسائل جواب با عصبی شب΄ه ی مدل های تعادل نقطه ی کردیم ثابت گرفت.همچنین قرار
درجه ریزی برنامه مساله ی است. سراسری هم·رای و لیاپانف پایدار شده ارائه های مدل و است ی΄سان
مهم مساله ی دو عنوان به تساوی قیود تحت نما محدب تابع بهینه سازی مساله ی و کلͬ حالت در دوم
آخر فصل در شده بیان مدل با نیز شیمͬ و درتجارت کاربردی مساله دو شده اند. حل مدل دو این با

ͬ کنند. م بیان را شده ارائه های مدل کارایی شده حل عددی های مثال است. شده حل
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Aabstract

A new neural network is proposed in this thesis for solving quadratic programming prob-
lems with equality and inequality constraints. Comparing with the existing neural net-
works for solving such problems, the proposed neural network has fewer neurons and an
one-layer architecture.
the optimization techniques for solving pseudoconvex optimization problems are inves-
tigated. A simplified recurrent neural network is proposed according to the optimization
problem. We prove that the optimal solution of the optimization problem is just the equi-
librium point of the neural network, and vice versa if the equilibrium point satisfies the
linear constraints. The proposed neural network is proven to be globally stable in the sense
of Lyapunov and convergent to an exact optimal solution of the optimization problem. A
numerical simulation is given to illustrate the global convergence of the neural network.
Applications in business and chemistry are given to demonstrate the effectiveness of the
neural network.

Keywords: Recurrent neural network, Pseudoconvex programming, Global convergence,Neural
network, Convergence, Stability, Quadratic programming, Positive semidefinite
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