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ষیاীش...
1 خدایا...

و نخورم حسرت است، گذشته زیستن براي که لحظه اي بی ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
می داري. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مُردنی
لذت تنها تو پاي به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می دانند همه و می دانی تو
خسته ام چشمان در امید برق که توست رهایی امید از می خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ
بزنم. حرف خوب نمی توانم می کنم. احساس ریه هایم در را سعادت پاك هواي که توست خوشبختی از و می درخشد

دریاب. دریاب، کرده ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله هاي و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروي
برانگیختن از من، نگاه در امیدي برق آوردن از من، لبان بر لبخندي تحمیل از زندگی که می دانند همه و می دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

در فداکاري بی پاداش، کار بی سلاح، جهاد بی همراه، رفتن نومیدي، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
بی خامی، گستاخی بی نمود، خوبی بی ریا، ایمان بی نان، خدمت بی نام، عظمت بی عوام، مذهب بی دنیا، دین سکوت،

کن. روزي بداند، دوست بی آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی هوس، عشق بی غرور، قناعت

঒ࡣت ೯دا باز ॴوم، ඛ঺ھا ඛ঺ھا ଌୃن ඟ໋ا
ಶඍن ॥୓ت... ৯دا ૡঙه جا಻ඎিن او

شریعتی. علی دکتر از 1مناجاتی



ণپاس ච໋اری...
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

صمیمانه ، دسترنج الهام دکتر خانم سر کار خود، راهنماي استاد بی دریغ زحمات از می دانم خود وظیفه  آغاز در
نمی رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده  راهنمایی هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر

می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می زنم بوسه پایان، در
را مقدس شان وجود

اند بوده من وهمگام همراه تحصیل طول تمام در که دلبندم فرزند و مهربان همسر از
نموده اند یاري مرا ومعرفت علم کسب راه در که فرهیخته اي و فرزانه استادان از

بودند راهم بدرقه ي روح  پرورشان ودعاي خیرشان نفس که آنان از
بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرماي و سرشار عاطفه پاس به عزیزم دوستان از و

بودند. من پشتیبان
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ଓฬ ৎ࠻ھد
شاهرود، دانشگاه ریاضی علوم محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوي محمدخانی حسین اینجانب
دسترنج الهام راهنمایی تحت ، لوي فرایند یک ماکسیمم براي مارتینگلی نمایش عنوان با پایان نامه نویسنده

می شوم: متعهد

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات �

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش هاي نتایج از استفاده در �

هیچ جا در امتیازي یا مدرك نوع هیچ دریافت براي دیگري فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب �
است. نشده ارایه

یا “ شاهرود دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوي حقوق �
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “

مستخرج مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادي تمام معنوي حقوق �
می گردد. رعایت پایان نامه از

ضوابط است، شده استفاده آنها) بافت هاي (یا زنده موجود از که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت اخلاقی اصول و

استفاده) (یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در �
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداري اصل است، شده

محمدخانی حسین
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ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
و نرم افزارها رایانه اي، برنامه هاي کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوي حقوق تمام �
در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده �



چൊیده
به زمانی فرایند این می آید.پاي شمار به مالی ریاضیات در فرایند ترین پرکاربرد و ترین مهم از یکی لوي فرایند
از بازارهایی چنین تصادفی سازي مدل براي دهد. رخ قیمت ناگهانی پرش یک بازار در که شود می کشیده بورس بازار
دارد. اي ویژه اهمیت بورس بازارهاي کردن مدل جهت فرایند این پیرامون مسائل بنابراین شود می استفاده لوي فرایند
وتوزیع هاي مرکب ،پواسون پواسون فرایند هاي با آن رابطه ادامه در سپس شده معرفی فرایند خود ابتدا این رساله در
است. شده محاسبه مارتینگلی نمایش فرآیند، این ماکسیمم براي آخر ودرفصل است شده بیان تقسیم پذیر بی نهایت

کلیدي: کلمات
،متغیرتصادفی،قریب تقسیم پذیر بی نهایت پواسون، تصادفی اندازه ، تصادفی اندازه ، براونی فرایند پواسون، فرایند فرایندلوي،

توزیع ،تابع یقین به
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه 1 . 1
بخش این در است، نیاز مورد نامه پایان این بهتر درك براي اولیه اصطلاحات و مفاهیم برخی با آشنایی که آنجا از
به که مواردي جز به بخش این در شده ارائه مطالب شود. پرداخته آنها به خلاصه طور به که است شده آن بر سعی

است. شده آورده [21] و [13] و [10] مراجع از است، شده ذکر روشنی

گوییم V روي نرم یک را ∥ · ∥ : V → R تابع باشد، R روي برداري فضاي یک V کنید فرض .1 . 1 . 1 تعریف
هر گاه

،∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ V هر براي .1

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ V هر براي .2

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر براي .3

.x = ٠ اگر فقط و ∥x∥اگر = ٠ ، x ∈ V هر براي .4

آن به باشد، تام متریک فضاي d(x, y) = ∥x − y∥ متر با V هر گاه می گوییم. نرمدار فضاي (V, ∥ · ∥) به
می گوییم. باناخ فضاي



اولیه مفاهیم و تعاریف 2

پذیري اندازه و اندازه 2 . 1
می باشد. [20] مرجع از آمده، بعدي بخش و بخش این در که مفاهیمی

باشد. X هاي مجموعه زیر از ناتهی اي دسته C و ناتهی اي مجموعه X کنیم فرض

دو هر تفاضل و بسته متناهی اشتراك هاي تحت C اگر Xگوییم هاي مجموعه زیر از حلقه نیم یک را C .1
باشد. C مجزاي دو به دو اعضاي از متناهی اجتماعی با برابر C عضو

باشد. بسته تفاضل و متناهی اجتماع هاي تحت C اگر گوییم X مجموعه هاي زیر از حلقه یک را C .2

مکمل و بسته متناهی اشتراك هاي Cتحت اگر Xگوییم مجموعه هاي زیر از جبر) (نیم میدان نیم یک Cرا .3
باشد. C مجزاي دو به دو اعضاي از متناهی اجتماعی با برابر عضو هر

بسته مکمل و شمارش پذیر اجتماع هاي تحت C اگر گوییم X هاي مجموعه زیر از σ-میدان یک را C .4
باشد.

براي مناسبی الگوهاي اقلیدسی فضاهاي سایر در آنها دکارتی حاصلضرب هاي و R در بازه ها از گوناگون هاي دسته
هستند. حلقه نیم

دامنه با µ مانند تابعی C روي اندازه یک از منظور باشد، ها مجموعه زیر از دلخواه و ناتهی اي دسته C کنیم فرض
کند. صدق زیر شرایط در که به طوري است C

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در A هر براي (1

که به طوري باشد C مجزاي دوبه دو اعضاي از نامتناهی) یا (متناهی اي دنباله ،{An, n ≥ ١} هرگاه (2
.µ(∪∞

n=١An) =
∑∞

n=١ µ(An) آنگاه (∪∞
n=١An) ∈ C

شامل σ-میدان کوچکترین شمول) رابطه ي (برحسب باشد، X مجموعه هاي زیر از دلخواه اي دسته C کنیم فرض
C توسط شده تولید میدان -σ را X مجموعه هاي زیر از C

C شامل σ-جبرهاي تمام اشتراك σ(C) که است ذکر به لازم می دهیم. نشان σ(C) صورت به و می نامیم
σ-جبربورل را C توسط شده تولید σ-جبر باشد. ها بازه تمام دسته ي C و (Rn (یا X = R کنیم فرض است.
گویا اعداد a, b آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به ها بازه تمام دسته ي می دهیم. نشان B با و گوییم

Bاند. مولد همگی باشند گویا اعداد آنها انتهاي و ابتدا که شعاع هایی مجموعه ي یا و هستند

-σ را باز مجموعه هاي توسط شده تولید σ-میدان توپولوژیکی فضاي یک در کلی به طور الف) .1 . 2 . 1 ملاحظه
می دهیم. نشان B با و می نامیم بورل میدان

است. باز مجموعه هاي همه ي حاوي که است σ-میدانی کوچکترین بورل، مجموعه هاي دسته  ب)

اندازه اي µ و X مجموعه هاي زیر از میدان) یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم سازه اي C کنیم فرض .2 . 2 . 1 تعریف
گوییم متناهی -σ و µ(A) < ∞ ،C در A هر براي هرگاه گوییم متناهی ،C روي را µ اندازه باشد. C روي
،n هر براي و X = ∪∞

n=١An طوري که به باشد داشته وجود C اعضاي از {An, n ≥ ١} مانند دنباله اي هرگاه
.µ(An) <∞



3 پذیري اندازه و اندازه

σ-متناهی اي اندازه µ و X هاي مجموعه زیر از حلقه اي نیم H و ناتهی مجموعه اي X کنید فرض .3 . 2 . 1 تعریف
می کنیم. تعریف زیر صورت به را A خارجی اندازه X از A دلخواه مجموعه ي زیر براي باشد. H روي

µ∗(A) = inf{
∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂ ∪n≥١In}

µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H براي الف) .4 . 2 . 1 ملاحظه

آن گاه باشد دلخواه دنباله اي {An}n≥١ اگر ب)

µ∗(∪n≥١An) ≤
∑
n≥١

µ∗(An).

باشیم داشته H در I هر براي اگر گوییم، اندازه پذیر (µ (یا µ∗ به نسبت را X از A مجموعه ي زیر

µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A).

اندازه پذیراند. H توسط شده تولید حلقه ي عضو هر و H عضو هر الف) .5 . 2 . 1 ملاحظه

داریم X از B دلخواه مجموعه زیر هر براي آنگاه باشد، اندازه پذیر µ∗ به نسبت A اگر ب)

µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A).

ناتهی مجموعه یک از متشکل که ،(X,A) زوج از است عبارت پذیر اندازه  فضاي یک از منظور .6 . 2 . 1 تعریف
منظور می نامیم. پذیر اندازه مجموعه ي یک را A عضو هر می باشد. X مجموعه هاي زیر از A σ-میدان و X مانند
σ-میدان روي اندازه یک µ و اندازه پذیر فضاي یک (X,A) که است (X,A, µ) سه تایی اندازه، فضاي یک از

است. A
1 جا همه تقریبا است، شده تعریف (X,A, µ) اندازه  فضاي اعضاي تمام براي که خاصیتی گوییم .7 . 2 . 1 تعریف
صفر µ اندازه  داراي و پذیر اندازه نیستند، خاصیت آن داراي که نقاطی مجموعه  اگر تنها و اگر است برقرار (a.e.) یا

باشند.

یا اندازه پذیر را f : (X,A) → (Rn, B) تابع باشد، اندازه پذیر فضاي یک (X,A) کنید فرض .8 . 2 . 1 تعریف
باشیم داشته ،u ∈ B هر براي هرگاه گوییم اندازه پذیر -A

f−١(U) := {x ∈ X; f(x) ∈ U} ∈ A.

-σ کوچکترین ،Y توسط شده تولید FY σ- میدان بگیرید. نظر در را Y : (Ω, F ) → (Rn, B) تابع
هاي مجموعه شامل Ω روي میدان

Y −١(B); B ∈ B,

دیگر عبارت به می باشد،

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

است. اندازه پذیر ،FY به نسبت Y وضوح به
1Almost everywhere
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انتگرال
می دهیم نشان χA با Aرا مجموعه  ي مشخصه ي تابع باشد، A σ-میدان از دلخواه اي Aمجموعه اگر .9 . 2 . 1 تعریف

می کنیم. تعریف زیر صورت به و

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ o.w.

کنیم فرض است. متناهی مقادیرش تعداد که حقیقی، مقادیر و دلخواه دامنه با است تابعی ساده تابع .10 . 2 . 1 تعریف
نوشت می توان باشد. a١, a٢, . . . , an متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضاي روي ساده تابعی φ

هستند. مجزا ها Ai که است روشن ،Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =
∑n

i=١ aiχAi

زیر صورت به را µ اندازه ي به نسبت φ انتگرال اندازه پذیراند. Aiها بگوییم اینکه با است معادل φ پذیري اندازه
می کنیم. ∫تعریف

X

φdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).

باشد. نامنفی و پذیر اندازه تابعی f و اندازه فضاي یک (X,A, µ) می کنیم فرض .٠ ×∞ = ٠ می کنیم قرارداد
می کنیم. تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روي f ∫انتگرال

A

fdµ = sup{
∫
A

φdµ : φ ≤ f},

است. نامنفی و ساده تابعی φ آن در که

باشد A مجزاي دو به دو اعضاي از دنباله اي A١, A٢, . . . و X روي اندازه پذیر تابع f کنیم فرض .11 . 2 . 1 ملاحظه
داشت خواهیم این صورت در .A = ∪∞

i=١Ai ∫و
A

fdµ =
∞∑
i=١

∫
Ai

fdµ.

هرگاه گوییم انتگرال پذیر ،A اندازه پذیر مجموعه روي f نا منفی و اندازه پذیر تابع .1 ∫قرارداد
A

fdµ <∞.

را f+ و f− توابع f دامنه از x هر براي f با متناظر باشد، دلخواه دامنه با حقیقی تابعی f اگر .12 . 2 . 1 تعریف
می کنیم. تعریف زیر به صورت

f−(x) = max{−f(x),٠} , f+(x) = max{f(x),٠}.

تابع هر یعنی ،f = f+ − f− این صورت در می نامیم. f مثبت جزء و منفی جزء ترتیب به را f+ و f−

روشن .| f |= f+ − f− داریم همچنین نوشت. نا منفی اندازه پذیر تابع دو تفاضل به صورت می توان را اندازه پذیر
اندازه پذیرند. نیز f+ و f− آن گاه باشد، اندازه پذیر f اگر است
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انتگرال پذیر را است شده تعریف X روي که f تابع باشد. اندازه فضاي یک (X,A, µ) کنید فرض .13 . 2 . 1 تعریف
می کنیم تعریف A ∈ A هر براي این صورت در باشند. متناهی دو هر ∫ f+ و ∫ f− هرگاه ∫گوییم،

A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ.

احتمال نظریه 3 . 1
از اي شاخه به احتمال نظریه دیگر، عبارت به است. ریاضیات دیدگاه از احتمالی رویداد هاي مطالعه احتمال نظریه 
فرآیند هاي و تصادفی متغیر هاي را احتمال تئوري هسته دارد. سروکار تصادفی وقایع تحلیل با که گویند ریاضیات
پدیده هایی بررسی به تصادفی پدیده هاي توضیح بر علاوه احتمال نظریه می دهند. تشکیل پیشامد ها و تصادفی
در مثلاً می کنند، پیروي مشخص الگویی از نتایج آزمایش دفعات زیاد تکرار با ولی نیستند تصادفی لزوماً که می پردازد
بررسی مورد و بزنیم حدس را مختلف پدیده هاي وقوع احتمال می توانیم آزمایش تکرار با تاس یا سکه پرتاب آزمایش

دهیم. قرار

فضاي را Ω ،P (Ω) = ١ که طوري به (Ω,F , P ) اندازه ي فضاي از است عبارت احتمال فضاي .1 . 3 . 1 تعریف
می نامیم. احتمال اندازه را P و پیشامد را F اعضاي نمونه،

.P (A) = ٠ هرگاه می نامیم P- پوچ را A ∈ F مجموعه ي .2 . 3 . 1 تعریف

هر زیر مجموعه هاي تمام شامل F هر گاه می نامیم تام یا کامل را (Ω,F , P ) احتمال فضاي .3 . 3 . 1 تعریف
باشد. P- پوچ مجموعه ي

به P- پوچ مجموعه ي هر مجموعه هاي زیر کردن اضافه با می توان را (Ω,F , P ) احتمال فضاي هر روشنی، به
نمود. کامل F

می دهد. رخ 2 یقین به قریب A یا می دهد رخ 1 احتمال با A پیشامد می گوییم P (A) = ١ اگر .4 . 3 . 1 تعریف

هاي مجموعه زیر باشند. پذیر اندازه فضاهاي (Ωn,Fn) ، . . . ،(Ω٢,F٢) ،(Ω١,F١) کنید فرض .5 . 3 . 1 تعریف
راست Fn ⊆ Ωn و . . . ،F٢ ⊆ Ω٢ ،F١ ⊆ Ω١ رابراي Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn از F١ × F٢ × · · · × Fn

راست گوشه هاي دسته  می نامیم. پذیر اندازه گوشه  راست Fn ∈ Fn ،. . . ، F٢ ∈ F٢ ،F١ ∈ F١ براي و گوشه
Ω١ ×Ω٢ × · · · ×Ωn در تولیدشده σ-میدان است. Ω١ ×Ω٢ × · · · ×Ωn روي میدان نیم یک پذیر، اندازه
نشان F١⊗F٢⊗ · · · ⊗Fn نماد با و نامیده حاصلضربی σ-میدان را اندازه پذیر راست گوشه هاي میدان نیم توسط

می دهیم.
صورت به اندازه پذیر گوشه هاي راست نیم حلقه روي P اندازه باشد، Fi روي اندازه یک Pi ،١ ≤ i ≤ n هر براي اگر

می شود. تعریف زیر

P (F١ × F٢ × · · · × Fn) = P١(F١)× P٢(F٢)× · · · × Pn(Fn).
2almost surely
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از دسته این الحاقی σ-میدان باشد. F σ-میدان هاي زیر از اي دسته {Uα, α ∈ I} گیریم .6 . 3 . 1 تعریف
می شود. تعریف زیر صورت به ∨σ-میدان ها

α∈I

Uα = σ(
∪
α∈I

Uα)

توپولوژي اقلیدسی فضاهاي روي مفروض توپولوژي و احتمال فضاي (Ω, F, P ) از منظور جا همه پس، این از
است. R روي بورل σ-میدان نشانگر B و است بورل میدان -σ آنها روي مفروض میدان -σ و استاندارد

پیوسته مطلقا µ٢ اندازه به نسبت را µ١ اندازه باشند. (X,A) روي اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض .7 . 3 . 1 تعریف
هرگاه ،µ١ ≪ µ٢ می نویسیم و گوییم

∀A ∈ A (µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠).

باشند (X,A) روي σ-متناهی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض (3 رادون-نیکودیم مشتق ) .8 . 3 . 1 قضیه
به طوري که دارد وجود X روي f نا منفی و اندازه پذیر تابع .µ١ ≪ µ٢ به طوري که

∀A ∈ A, µ١(A) =

∫
A

f dµ٢.

ریاضی تصادفی-امید متغیر 1 . 3 . 1
آنها روي مفروض σ-میدان و استاندارد توپولوژي اقلیدسی فضاهاي روي مفروض توپولوژي رساله این سراسر در

است. بورل σ-میدان
می شود. نامیده تصادفی متغیر (Ω,F)روي پذیر اندازه و حقیقی تابع هر باشد، احتمال فضایی (Ω,F , P اگر(

می کنیم. استفاده X,Z, U, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفی متغیرهاي دادن نشان براي معمولا
احتمال فضاي آن دامنه  که اندازه پذیر است تابعی ،X = (X١, X٢, . . . , Xn) n-بعدي تصادفی بردار

داریم A ∈ Bn هر براي یعنی است Rn در آن مقادیر و (Ω,F , P )

{ω : X(ω) ∈ A} = {(X١, X٢, . . . , Xn) ∈ A} ∈ F ,

است. Rn روي بورل σ-میدان ،Bn آن در که

FX یا σ(X) بانماد که X توسط شده تولید میدان -σ باشد، تصادفی متغیر یک X کنیم فرض .9 . 3 . 1 تعریف
می شود. تعریف زیر صورت به می شود داده نشان

FX = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B}

نشان FX با را آن که X توزیع تابع باشد، (Ω,F , P ) احتمال فضاي روي تصادفی متغیري X اگر .10 . 3 . 1 تعریف
می شود. تعریف زیر صورت به ،x حقیقی عدد هر براي می دهیم،

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

می شود. نامیده تصادفی متغیر توزیع که است B روي X توسط القاشده اندازه ي PX آن در که
3Radon-Nikodym Derivation



7 احتمال نظریه
∫
Ω
XdP باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضاي روي انتگرال پذیر تصادفی متغیر یک X کنیم فرض .11 . 3 . 1 تعریف

می دهیم. نشان E(X) نماد با و می گوییم X ریاضی امید را

می شود. تعریف زیر به صورت طبیعی به طور g(X) مثل تصادفی، متغیر یک از تابعی ریاضی امید

E(g(X)) =

∫
Ω

g(X)dP.

می کنیم. تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان σ٢(X) با را X تصادفی متغیر واریانس .12 . 3 . 1 تعریف

σ٢(X) = E
[
(X − E(X))٢

]
.

آن گاه ∫
Ω

|f (X(ω)) |P (ω) <∞ و باشد اندازه پذیر f : R → R اگر کلی طور به

E [f(X)] :=

∫
Ω

f (X(ω)) P (ω) =

∫
R

f(x)PX(x).

کواریانس باشند یکی متغیر دو (اگر می نامیم. کواریانس را تصادفی متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه .13 . 3 . 1 تعریف
هستند E[Y ] = ν و E[X] = µ آنها ریاضی امید که Y و X تصادفی متغیرهاي براي شد) خواهد واریانس برابر

با است برابر کواریانس

cov(X, Y ) = E[(X − E(X)).(Y − E(Y ))] = E[(X − µ)(Y − ν)]

می شود. صفر آنها کواریانس باشند، ناهمبسته تصادفی متغیر دو چنان که

کواریانس خواص

cov(X,X) = var(X) .1

cov(X,Y ) = cov(Y,X) .2

a, b, c, d ∈ R هر براي .3

cov(X, a) = ٠ (آ)
cov(aX, bY ) = abcov(X,Y ) (ب)

cov(X + a, Y + b) = cov(X,Y ) (ج)

طبیعی عدد یک r (که E(Xr) آن گاه باشد، fX(x) احتمال تابع با تصادفی متغیر یک X اگر .14 . 3 . 1 تعریف
می گوییم. مبدا پیرامون r-ام مرتبه گشتاور را است)

MX(t) علامت با Xرا گشتاور مولد تابع باشد، fX(x) احتمال تابع با تصادفی متغیر Xیک اگر .15 . 3 . 1 تعریف
می کنیم. تعریف زیر صورت به و می دهیم نشان

MX(t) = E(etX)
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هرگاه است مستقل (Ω,F , P ) مفروض احتمال فضاي از B و A پیشامد دو .16 . 3 . 1 تعریف
P (A ∩B) = P (A) · P (B).

تولید σ- میدان هاي هر گاه گوییم مستقل را X, Y : (Ω, F, P ) → (R, B) تصادفی متغیر دو .17 . 3 . 1 تعریف
باشیم. داشته B ∈ FY و A ∈ FX هر براي که معنا این به باشند، مستقل FY و FX یعنی Y و X توسط شده

P (A ∩B) = P (A) · P (B),

(FX = {X−١(B) : B ∈ β})

صورت این در باشند، مستقل تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

E(XY ) = E(X)E(Y ).

هرگاه گوییم انتگرال پذیر را X تصادفی متغیر .18 . 3 . 1 تعریف
EX <∞

باشد. متناهی X تصادفی متغیر ریاضی امید دیگر عبارت به باشد،
می باشد. EX <∞ آن گاه باشد، E(|X|) <∞ اگر .19 . 3 . 1 نتیجه

|X| اگر است، انتگرال پذیر X تصادفی متغیر که می گیریم نتیجه 19 . 3 . 1 نتیجه و 18 . 3 . 1 تعریف به توجه با
باشد. انتگرال پذیر

تصادفی فرآیند 2 . 3 . 1
اقلیدسی فضاهاي روي مفروض میدان -σ همچنین است. (Ω, F, P ) مفروض احتمال فضاي بخش این سراسر در
فرآیند را (Ω, F, P ) مشترك احتمال فضاي روي تصادفی متغیر هاي از {Xt}t∈I خانواده  است. بورل میدان -σ

باشد). ناپذیر شمارش یا پذیر شمارش می تواند I اندیس گذار (مجموعه  می نامیم 4 تصادفی
یک X(t) ،t ∈ T هر ازاء به یعنی، است. تصادفی متغیر هاي از خانواده اي {X(t), t ∈ T} تصادفی فرآیند
اگر می خوانیم. t زمان در 5 فرآیند حالت را X(t) و نامیده زمان را T اندیس گذار مجموعه است. تصادفی متغیر
زمان پیوسته را فرآیند باشد پیوسته T اگر و نامیده، 6 زمان گسسته را فرآیند باشد، شمارا T اندیس گذار مجموعه
گسسته می تواند فضا این و نامیده 8 حالات فضاي را می کند اختیار X(t) تصادفی متغیر که مقادیري می نامیم. 7

t٠ < t١ < مانند اندیس ها از دنباله هر ازاء به هرگاه است، 9 مستقل نمو هاي داراي فرآیند گوییم باشد. پیوسته یا
مستقل X(t١)−X(t٠), X(t٢)−X(t١), . . . , X(tn)−X(tn−١) تصادفی متغیر هاي ،t٢ < · · · < tn

داراي T به متعلق هاي t تمامی براي X(t + s) −X(t) اگر است 10 ایستا نمو هاي داراي گوییم و بوده، هم از
باشد. ثابت توزیع

4Stochastic Process
5Process State
6Discrete-Time
7Continuouse-Time
8State Space
9Independent Increment

10Stationary Increment
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شرطی امید 3 . 3 . 1
و نامنفی تصادفی، متغیري Y و F از σ- میدانی زیر D کنید فرض و باشد احتمال فضایی (Ω, F, P ) کنید فرض
E(Y |D) با را آن که است (Ω,F) روي D- اندازه پذیر تصادفی متغیر Dیک شرط به Y امید باشد. انتگرال پذیر

داریم و می دهیم نشان

∀D ∈ D,

∫
D

E(Y |D)dP =

∫
D

Y dP.

می شود. تعریف زیر صورت به شرطی امید ، Y دلخواه انتگرال پذیر تصادفی متغیر براي

E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω),٠} و Y +(ω) = max{Y (ω),٠} ،ω هر براي آن در که
شرطی امید خواص

آن گاه X ≥ ٠ اگر .1
E(X|D) ≥ ٠, a.s.

.E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s. .2

a ∈ R هر براي .3
E(aX|D) = aE(X|D), a.s.

آنگاه D = {Ω, ∅} اگر .4
E(X|D) = E(X), a.s.

D١ ⊆ D٢ اگر .5
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.

.6
E(E(X|D)) = E(X), a.s.

همگرایی انواع 4 . 3 . 1
هر ازاي به گوییم،هرگاه نقطه به نقطه همگراي را تصادفی ازمتغیر هاي {Xn : n ≥ ١} دنباله .20 . 3 . 1 تعریف
به دارد.لذا بستگی ω به مسلما limn→∞Xn(ω) باشد.مقدار همگرا {Xn(ω) : n ≥ ١} عددي دنباله ω ∈ Ω

نقطه به نقطه حد X می آید.اگر دست به R در می شود مشخص limn→∞Xn(ω) از که مقداري Ω از ω هر ازاي
می کنیم استفاده زیر نماد از باشد {Xn}

Xn
p.w−−→ X.
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اعضاي تمام که نباشد چنین است ممکن باشد.البته نمونه اي فضاي اعضاي از Rخاصیتی کنید فرض .21 . 3 . 1 تعریف
.هرگاه است برقرار مطمئن تقریبا خاصیت این باشند.می گوییم خاصیت این داراي Ω نمونه اي فضاي

باشند. پیشامد یک نیستند خاصیت این داراي که -نقاطی اولا

باشد. صفر برابر پیشامد آن -احتمال ثانیا

و همگراست. X به مطمئن تقریبا Xn .گوییم باشند تصادفی متغیر هاي از دنباله اي {Xn} کنید فرض حال
می نویسیم

Xn
a.s−→ X

اگر
P(ω : Xn(ω) −→ X(ω)) = ١.

همگراست. X به احتمال در Xn .گوییم باشند تصادفی متغیر هاي از دنباله اي {Xn} کنید فرض .22 . 3 . 1 تعریف
ومی نویسیم

Xn
p−→ X

باشیم داشته ϵ > ٠ ، ازاي به هرگاه

lim
n→∞

P(|Xn −X| > ϵ) = ٠.

Φ به ضعیف بطور Φn باشند.می گوییم R روي احتمال اندازه هاي از دنباله اي {Φn} کنید فرض .23 . 3 . 1 تعریف
می نویسیم .و همگراست

Φn
w−→ Φ

باشیم، داشته f وکراندار پیوسته تابع هر براي ∫هرگاه
R
fdΦn −→

∫
R
fdΦ.

پیچش 5 . 3 . 1
حقیقی عدد هر روي که g(x)وf(x) چگالی توابع با پیوسته تصادفی متغیر دو Y Xو کنید فرض .24 . 3 . 1 تعریف

می کنیم تعریف زیر بصورت را تابع دو این 11 پیچش باشند. شده تعریف مثبت

(f ∗ g) =
∫ x

٠
f(ξ)g(x− ξ)dξ, ξ + y = x.

11Convulotion
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داشت خواهیم a ̸= b براي ،آنگاه bوa هاي ثابت با f(x) = eax, g(x) = ebx کنید :فرض مثال

(f ∗ g)(x) =
∫ x

٠
eaξeb(x−ξ)dξ

= e(bx)
∫ x

٠
e(a−b)ξdξ

=
ebx

a− b
(e(a−b)ξ) |ξ=x

ξ=٠

=
ebx(e(a−b)x − ١)

a− b

=
eax − ebx

a− b

را اندازه دو این پیچش . باشند (Rd, β(Rd))) فضاي روي احتمال اندازه دو νوµ کنید فرض .25 . 3 . 1 تعریف
می کنیم. تعریف زیر بصورت B ∈ β(Rd) هر براي

 µ ∗ ν : Rd −→ R

(µ ∗ ν)(B) =
∫
Rd×Rd IB(x+ y)(µ× ν)(d(x, y)).

هاي توزیع داراي ترتیب وبه باشند Rd روي شده وتعریف مستقل تصادفی متغیر Yدو Xو کنید فرض .26 . 3 . 1 مثال
آید. می بدست آنها توزیع پیچش بوسیله X + Y تصادفی متغیر توزیع .آنگاه باشند νوµ

B ∈ β(Rd) هر، براي

P(X + Y ∈ B) =

∫
Rd

P(X ∈ B − y|Y = y)ν(dy) =

∫
Rd

µ(B − y)ν(dy)

=

∫
Rd×Rd

Iβ(x+ y)(µ× ν)(d(x, y)) = µ ∗ ν

روي اندازه یک اندازه، دو این پیچش باشند.آنگاه (Rd, β(Rd)) روي احتمال دواندازه ν و µ اگر .27 . 3 . 1 ملاحظه
خواهدبود. Rd

داریم µ ∗ ν بودن اندازه برهان.براي

µ ∗ ν(∅) =
∫
Rd×Rd I∅(x+ y)(µ× ν)(d(x, y)) = ٠ .1

که باشند.بطوري هم از مجزا دو دوبه مجموعه هاي Bi ∈ β(Rd) ها، {Bi} کنید فرض .2
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آنگاه .B =
∪∞

i=١Bi

µ ∗ ν(B) =µ ∗ ν(∪∞
i=١Bi)

=

∫
Rd×Rd

I∪∞
i=١Bi

(x+ y)(µ× ν)(d(x, y))

=

∫
Rd×Rd

∞∑
i=١

IBi
(x+ y)(µ× ν)(d(x, y))

=
∞∑
i=١

∫
Rd×Rd

IBi
(x+ y)(µ× ν)(d(x, y))

=
∞∑
i=١

µ ∗ ν(Bi)

نسبت مجموعه این .آنگاه بگیرید نظر رادر Rd روي شده تعریف اندازه هاي تمام M١{Rd} مجموعه .28 . 3 . 1 قضیه
است. زیر خواص داراي پیچش به

µ ∗ ν = ν ∗ µ جابجایی خاصیت .الف

µ ∗ (ν ∗ λ) = (µ ∗ ν) ∗ λ پذیري شرکت خاصیت .ب

µ ∗ δ٠ = δ٠ ∗ µ = µ دراینصورت باشد دیراك اندازه δ٠ اگر ج.

شود. برهان.به[9]رجوع

مشخصه تابع 6 . 3 . 1
کنیم می تعریف زیر بصورت را Rd روي µ مانند احتمال اندازه یک مشخصه تابع .29 . 3 . 1 تعریف µ̂ : Rd −→ C

µ̂(u) =
∫
Rd e

iuxµ(dx)

P̂X یعنی آن توزیع به مربوط مشخصه تابع روي از که X مانند تصادفی متغیر یک مشخصه تابع .30 . 3 . 1 تعریف
کنیم. می تعریف زیر صورت به و میدهیم نشان ϕX با را شود می تعریف

ϕX(u) = P̂X(u) = E[eiuX ]

کرد. خواهیم بیان را مشخصه تابع ازخواص بعضی زیر قضیه در
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متغیر هاي Yn و Y و X و (Rd, β(Rd)) ، روي احتمال هاي توزیع µn و ν و µ کنید فرض .31 . 3 . 1 قضیه
.آنگاه باشند Rd روي تصادفی

داریم ،آنگاه دهیم نشان µ̂ ∗ ν نماد با را µ ∗ ν مشخصه تابع اگر .1

µ̂ ∗ ν(u) = µ̂(u) ∗ ν̂(u), δ̂٠(u) = ١.

µ = ν آنگاه µ̂ = ν̂ اگر .2

هر براي اینکه .یعنی است نامنفی و متناهی µ̂ همچنین µ̂(٠) = ١ ، است یکنواخت پیوسته تابع یک µ̂ .3
داشت خواهیم ξ١, ξ٢, · · · , ξn ∈ C و u١, u٢, · · · , un ∈ Rd

n∑
j=١

n∑
k=١

µ̂(uj − uk)ξjξk ≥ ٠.

،متناهی پیوسته u = ٠ در ϕ وهمچنین ϕ(٠) = ١ که بطوري باشد نگاشت یک ϕ : Rd −→ C اگر .4
بود. خواهد Rd روي توزیع یک مشخصه تابع µ آنگاه باشد، ونامنفی

µ̂n اگر عکس می شود.وبر همگرا µ̂ به نقطه به نقطه بطور µ̂n آنگاه باشد µهمگرا به ضعیف بطور µn اگر .5
شود. می همگرا µ به ضعیف بطور µn آنگاه همگراباشد µ̂ به نقطه به نقطه بطور

بود. خواهد Rd روي توزیع یک مشخصه تابع ϕ آنگاه باشد پیوسته u = ٠ در ϕ همچنین ، µn
p.w−−→ ϕ اگر .6

X١, X٢, · · · , Xn اینصورت در باشد. Rnd روي تصادفی متغیر یک X = (X١, X٢, · · · , Xn) ، اگر .7
باشیم. داشته Z = (Z١, Z٢, · · · , Zn) ،Zj ∈ Rd ، هر براي اگر وفقط اگر هستند مستقل

P̂X(z) =
n∏

j=١
PXj

(zj)

می آید بدست زیر X+Yبصورت مشخصه تابع آنگاه باشند Rd روي مستقل تصادفی هاي متغیر Y Xو اگر .8

P̂X+Y (u) = P̂X(u)P̂Y (u).

شود. مراجعه و[9] [6] .به برهان
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بصورت آن مشخصه تابع آنگاه باشد نرمال تصادفی متغیر احتمال تابع f(x) = ١√
٢πe

− ١
٢X

٢ اگر .32 . 3 . 1 مثال
بود. خواهد زیر

ΦX(t) = e−
١
٢ t

٢

داریم مشخصه تابع تعریف طبق زیرا

ΦX(t) = E(eitX) =E[cos(tX) + i sin(tX)] (1 . 1)
= E[cos(tX)] + iE[sin(tX)] (2 . 1)

=

∫ ∞

−∞
cos(tX)f(x)dx+ i

∫ ∞

−∞
sin(tX)f(x)dx︸ ︷︷ ︸

٠

(3 . 1)

بنابراین

ΦX(t) =

∫ ∞

−∞
cos(tX)f(x)dx (4 . 1)

داشت خواهیم (1.1 رابطه( طرفین از گیري مشتق با حال
d

dt
ΦX(t) = E[

d

dt
eitX ] =E[iXeitX ]

= E[iX(cos(tX) + i sin(tX))]

= −iE[X cos(tX)]− E[X sin(tX)]

= i

∫ ∞

−∞
X cos(tX)f(x)dx︸ ︷︷ ︸

٠

−
∫ ∞

−∞
X sin(tX)f(x)dx

= −
∫ ∞

−∞
sin(tX)

١√
٢π
e−

١
٢X

٢
dx

=

∫ ∞

−∞
sin(tX)

d

dx
f(x)dx

= sin(tX)f(x)]∞−∞︸ ︷︷ ︸
٠

−
∫ ∞

−∞
tX cos(tX)f(x)dx

= −t
∫ ∞

−∞
cos(tX)f(x)dx

می شود نتیجه بنابراین d
dt
ΦX(t) = −tΦX(t) . داشت خواهیم 4 . 1 معادله به باتوجه حال

ΦX(t) = e−
١
٢ t

٢

توقف زمان 7 . 3 . 1
هر، براي اگر نامیم، می 12 توقف زمان Fn فیلتر به نسبت را τ : Ω −→ Z+ ∪{∞} نگاشت .33 . 3 . 1 تعریف

.{τ ≤ n} ∈ Fn باشیم داشته n ∈ Z+ ∪ {∞}
12 Stopping time
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وتنها اگر است توقف زمان یک Fn فیلتر به نسبت τ آنگاه .τ : Ω −→ Z+ ∪ {∞} کنید فرض .34 . 3 . 1 قضیه
{τ = n} ∈ Fn باشیم داشته n ∈ Z+ هر براي اگر

n ∈ Z+ هر، براي دهیم می نشان باشد. توقف زمان یک τ کنید فرض برهان.ابتدا

{τ = n} ∈ Fn

.
داریم n ∈ N هر، براي همچنین {τ = ٠} = {τ ≤ ٠} زیرا

{τ = n} = {τ ≤ n}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

∩{τ ≤ n− ١}∁︸ ︷︷ ︸
∈Fn−١⊂Fn

.{τ = n} ∈ Fn بنابراین
اینصورت در .{τ = n} ∈ Fn باشیم داشته n ∈ Z+ هر، براي کنید فرض قضیه، عکس اثبات براي حال

داشت خواهیم
{τ ≤ n} =

∪
٠≤k≤n

{τ = k}.

که آنست نشان دهنده این Fk ⊂ Fn طرفی از .{τ = k} ∈ Fk پیشامد k ≤ n براي اما

{τ ≤ n} ∈ Fn

زمان اولین را است} بورل مجموعه یک A آن در {که τA := inf{t > ٠ : Xt ∈ A} .35 . 3 . 1 تعریف
می نامیم. برخورد

زیر بصورت را FT شده متوقف -جبر σ چپ، حد داراي و پیوسته راست از فرایند هر براي .36 . 3 . 1 تعریف
می کنیم تعریف

Ft = {A ∈ F : A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft, ∀ t ≥ ٠}.

مارتینگل 8 . 3 . 1
که .بطوري است ξn مانند تصادفی متغیرهاي از دنباله یک F فیلتر به نسبت 13 مارتینگل یک .37 . 3 . 1 تعریف

E(|ξn|) <∞ باشد.یعنی انتگرال پذیر ξn آنگاه n ∈ Z+ هر، براي .1

است. 14 سازگار F به نسبت ξn می گوییم حالت این باشد.در اندازه پذیر F به نسبت ξn .2

باشیم داشته n ∈ Z+ هر، وبراي .3

E[ξn+١|Fn] = ξn (a.s.)

13Martingale
14adapted
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داشت خواهیم n > m هر باشد.براي مارتینگل یک {ξn} کنید فرض .38 . 3 . 1 نتیجه

E(ξn|Fm) =E(E(ξn|Fn−١)|Fm) (a.s)

= E(ξn−١|Fm) (a.s)

= · · ·

= E(ξm+١|Fm) (a.s)

= ξm (a.s)

باشند.و صفر میانگین وداراي هم از انتگرال پذیر،مستقل تصادفی ,X٠متغیرهاي X١, · · · کنید فرض .39 . 3 . 1 مثال
دهید قرار Fn = σ(X٠ +X١ + · · ·+Xn) کنید فرض n ∈ Z+ هر براي همچنین

.ξn = X٠ +X١ + · · ·+Xn)

است.وهمچنین سازگار F به نسبت ξn که است روشن اینصورت در

است.زیرا انتگرال پذیر ξn .1

E(|ξn+١|) =E(X٠ +X١ + · · ·+Xn)

≤ E(|X٠|) + E(|X١|) + · · ·+ E(|Xn|)

≤ ∞

داریم همچنین .2

E(ξn+١|Fn) =E(Xn+١ + ξn|Fn)

= E(Xn+١|Fn) + E(ξn|Fn)

= E(Xn+١) + ξn

= ξn

است. Fn به نسبت مارتینگل یک ξn می دهد نشان واین

باشیم داشته سوم خاصیت بجاي و باشد برقرار شده تعریف شرایط مارتینگل تعریف در اگر .40 . 3 . 1 تعریف
n ∈ Z+ هر، براي

E[ξn+١|Fn)] > ξn (a.s.)

میشود. نامیده مارتینگل زیر یک ξn آنگاه
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E(|ϕ(Xt)|)باشد.آنگاه <∞ و محدب تابع یک ϕ و مارتینگل زیر یک یا Xtمارتینگل کنید فرض .41 . 3 . 1 قضیه
بود. خواهد مارتینگل زیر یک ϕ(Xt)

اینصورت در باشد مارتینگل زیر یک یا مارتینگل Xt کنید برهان:فرض

E(ϕ(Xt)|Fs)
Jencen

≥ ϕ(Xt|Fs) ≥ ϕ(Xs).

تصادفی زدن قدم 9 . 3 . 1
صحیح (عددي j وضعیت در ابتدا که بگیرید نظر در را اي ذره باشد. ازیک بزرگتر و طبیعی عددي c کنید فرض
به گام یک q = ١ − p احتمال با و راست طرف به گام یک p احتمال با بار دارد.هر قرار ( [٠, c] بازه درداخل
هرگام کنید فرض شود.همچنین می متوقف جا همان رسید c به یا صفر به ذره اینکه محض دارد.به می بر چپ طرف
فرایندي چنین کنیم، تعریف nام گام از پس ذره موقعیت را Xn صورتیکه شود.در می برداشته دیگر گام از مستقل

نامیم. می 15 تصادفی زدن قدم را

از شروع شرط به c از قبل صفر به ذره برخورد احتمال µj اگر [٠, c] فاصله در تصادفی زدن قدم در .42 . 3 . 1 قضیه
داریم آنگاه بگیریم j

µj =


c−j
c

p = q
( q
p
)j−( q

p
)c

١−( q
p
)c

p ̸= q

شود. [17]مراجعه .به برهان

یک سر بر متوالیا نفر دو باشند.این پول واحد b داراي B فرد و پول واحد a داراي A فرد کنید فرض .43 . 3 . 1 مثال
از یکی ورشکستگی تا بازي و است q برابر B برد شانس و p برابر A برد شانس کنند.درهربازي می بازي پول واحد

کرد. محاسبه را یک هر ورشکستگی احتمال توان می تصادفی زدن قدم از استفاده یابد.با می ادامه دو این
باشد. بازي بار n از پس A فرد دارایی : Xn ، کنید فرض

است. a از حرکت شروع که شد خواهد [٠, a+ b] فاصله در تصادفی زدن قدم صورت به مسئله پس
داریم لذا

Bورشکستگی احتمال = νb A ورشکستگی احتمال = µa

داشت خواهیم (42 . 3 . 1) قضیه از p = q فرض با اینصورت در

µa =
b

a+ b
νb =

a

a+ b
.

برد احتمال هر با و اولیه موجودي مقدار هر B(با و A فرد دو بازي در گیریم می نتیجه µa + νb = ١ اینکه از
باخت. خواهد را خود موجودي همه و شد خواهد ورشکست یکی زود یا )دیر هریک

15 Random walk





٢ فصل

لوي فرایند

لوي  فرایند با آن ها رابطه و فرایند چند ومعرفی لوي فرایند معرفی 1 . 2
در 1886 سال در او . می باشد لوي پل نام به بیستم قرن ریاضی دانان بزگترین از یکی نام از برگرفته لوي فرآیند نام
در سپس . کرد دریافت ریاضی رشته در را خود دکتري مدرك پاریس تکنیک پلی دانشکده در و آمد دنیا به پاریس
در که برد نام جدید احتمال تئوري پیشگامان از یکی عنوان به می توان ایشان شد.از دانشگاه همان استاد 1913 سال
مرکزي حد داد.قضیه انجام زیادي کشف هاي تصادفی فرآیند هاي تئوري در بود.او خودش آغازین مرحله در زمان آن

کرد. اثبات مشخصه توابع از استفاده می کرد،با استفاده پیچش تئوري از که لیندبرگ روش از مستقل را
هاي مهارت از استفاده درگیر او ذهن و می کرد خدمت ارتش توپ خانه بخش در لوي اول جهانی جنگ طی در

بود. هوایی حملات علیه بر دفاع به مربوط مسائل حل در ریاضی
از یکی عنوان به بعدي سال .ودر شد انتخاب لندن ریاضی انجمن افتخاري عضو یک عنوان به 1963 سال در

درگذشت. پاریس در سال1971 در ریاضیات به خدمت ها سال از پس او شد. انتخاب آکادمیک علوم اعضاي
تقسیم بار نهایت بی هاي توزیع با را آن رابطه ادامه در و پرداخت خواهیم لوي فرایند معرفی به ابتدا بخش این در

. کرد خواهیم بیان مرکب پواسون و پواسون فرایندهاي ، پذیر
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در هرگاه شود می گفته 1 لوي فرآیند Xt : (Ω,F ,P) −→ (Rd, β(R)) تصادفی، فرآیند به .1 . 1 . 2 تعریف
کند. صدق زیر شرایط

X٠ = ٠ .1

آنگاه h ≥ ٠ هر براي دیگر عبارت به باشد. داشته ثابت رشد یک ،یعنی باشد ایستا فرایند یک Xt .2
فرایندهاي از ثابت رشد خاصیت .Xt+h − Xt

d
= Xh اینکه یعنی باشد. Xh توزیع هم Xt+h − Xt

اتفاق که زمانی بازه به فقط تصادفی فرایند یک از احتمال توزیع که دهد می نشان که است خاصیتی تصادفی
باشد، ثابت رشد خاصیت داراي که باشد Xفرایندي اگر دیگر عبارت مطلق.به زمان به نه دارد بستگی افتد می
احتمال توزیع که معنی این بود.به خواهد یکسان Xt−s توزیع با Xt − Xs توزیع s < t هر، براي آنگاه
t − s برابر آن بازه طول که زمانی بازه وهر دارد بستگی t − s زمانی بازه طول به فقط Xt − Xs براي

داشت. خواهد آن با یکسان احتمال توزیع باشد

بازه دو این طول اگر باشند.حال هم از متمایز زمانی هاي بازه [t٢, t٣] و [t٠, t١] که کنید فرض مثال عنوان به
Xt٣ −Xt٢ توزیع با Xt١ −Xt٠ توزیع آنگاه باشد، ثابت رشد خاصیت داراي X فرایند و باشد برابر هم با

بود. خواهد یکسان

تصادفی، متغیرهاي آنگاه ٠ ≤ t١ ≤ t٢ · · · ≤ tn اگر، یعنی باشد. داشته مستقل رشد Xt .3

Xt٢ −Xt١ , Xt٣ −Xt٢ , · · ·Xtn −Xtn−١

باشند. مستقل هم از

ϵ > ٠ هر، براي یعنی باشد. Xt به همگرا دراحتمال Xs .4

lim
s→t

P{|Xt −Xs| > ϵ} = ٠.

باشد. چپ حد داراي و پیوسته راست از Xt از اي نمونه مسیر هر .5

�

پذیر تقسیم نهایت بی توزیع هاي 2 . 2
دارد. وجود نزدیکی بسیار رابطه پذیر تقسیم بی نهایت توزیع و لوي فرایند بین که داد خواهیم نشان بخش این در
تقسیم بینهایت تصادفی متغیر Xt ،t هر براي آنگاه باشد لوي فرایند یک X = {Xt}t≥٠ اگر داد خواهیم نشان
X = {Xt}t≥٠ لوي فرایند اینصورت در باشد پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک µ اگر عکس بر و بود. خواهد پذیر
شود می داده نمایش µ توزیع بوسیله X توزیع اینکه یعنی شد. خواهد µt برابر Xt توزیع که بطوري دارد وجود

.وبرعکس انجامید خواهد لوي فرایندهاي شناختن بهتر به تقسیم پذیر بی نهایت توزیع هاي مورد در مطالعه .بنابراین
1  levy processes
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کنیم می تعریف زیر بصورت را µ مرتبه .µ ∈M١(Rd) و n ∈ N کنید، فرض .1 . 2 . 2 تعریف

µn = µ ∗ µ ∗ · · · ∗ µ︸ ︷︷ ︸
n time

, µ٠ = δ٠.

ریشه اگر فقط و اگر شود می نامیده 2 تقسیم پذیر نهایت بی (Rd, β(Rd)) روي µ احتمال توزیع .2 . 2 . 2 تعریف
براي دیگر بیان به .ν = µ( ١

n
) باشیم داشته n ∈ N ، هر براي دیگر عبارت .به باشد ν مانند توزیع یک پیچش nام

.µ = νn بطوریکه باشد داشته وجود احتمال توزیع یک n ∈ N ، هر
PX آن توزیع اگر فقط و ،اگر شود می نامیده پذیر تقسیم بار نهایت بی Rd روي X تصادفی متغیر همچنین

باشد. چنین این

آنگاه باشد. Σ ∈ Rd×d ماتریس کواریانس و γ ∈ Rd بردار میانگین با نرمال توزیع µ کنید فرض .3 . 2 . 2 مثال
بصورت توزیع این مشخصه تابع

µ̂(u) = exp(i < u, γ > −١
٢ < u,Σu >)

عبارت که است روشن بود. خواهد

exp(
١
n
(i < u, γ > −١

٢ < u,Σu >))

بود. خواهد ١
n
Σ ماتریکس کواریانس و ١

n
γ میانگین با نرمال توزیع یک مشخصه تابع خودش که است، µ̂ ریشهnام

بود. خواهد پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک نرمال توزیع با تصادفی متغیر بنابراین

داشت خواهیم k = ٠,١, · · · ، هر براي .یعنی باشد λ بامیانگین پواسون توزیع یک µ کنید فرض .4 . 2 . 2 مثال

µ(k) = e−λ λk

k!
.

ریشه exp(λ
n
(eiu − ١)) که است بود.روشن خواهد µ̂(u) = exp(λ(eiu − ١)) بصورت آن مشخصه تابع آنگاه

توزیع با تصادفی متغیر .بنابراین است λ
n

میانگین با پواسون توزیع یک مشخصه تابع همچنین خواهدبود.و µ̂ ، ام n
بود. خواهد پذیر تقسیم بی نهایت ،توزیع پواسون

خواهد صحبت تفصیل به شمارشی فرایند هاي به مربوط بخش در پواسون فرایند مورد در که است ذکر به لازم
شد.

اگر وفقط اگر است پذیر تقسیم بینهایت µ توزیع آنگاه دهیم نشان µ̂ رابا µ توزیع مشخصه تابع اگر .5 . 2 . 2 قضیه
آنگاه µ = νn اگر دیگر عبارت باشد.به ν مانند توزیع یک مشخصه تابع ، پیچش nام ریشه µ̂ ،n ∈ N ، هر براي

.µ̂ = ν̂n

شود. رجوع برهان.به[18]
است پذیر تقسیم بار نهایت بی توزیع یک دهیم نشان آنکه براي مواقع بعضی در کند می کمک ما به قضیه این

است. پذیر تقسیم بار نهایت بی آن مشخصه تابع دهیم نشان کافیست صرفا
2 Infinitely divisible
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داشته t و s هر براي که بطوري باشد مثبت اکیدا تابع یک µ : R+ −→ R+ کنید فرض .6 . 2 . 2 قضیه
داشت خواهیم λ ∈ R براي آنگاه باشد. کراندار فشرده مجموعه هاي روي µ و .µ(t + s) = µ(t)µ(s) باشیم

.µ(t) = eλt

زیرا .ν ∼= ١ دهیم نشان است کافی .ν(t) = e−λtµ(t) کنید تعریف و .λ = ln(µ(١)) دهید قرار برهان.
داشت خواهیم اینصورت در

e−λtµ(t) = ١ =⇒ µ(t) =
١
e−λt

= eλt.

است روشن
ν(١) = e−λµ(١) = e− lnµ(١)µ(١) = ١

elnµ(١)µ(١) =
µ(١)
µ(١) = ١.

آنگاه باشد q ∈ N اگر حال

ν(q) = e−λqµ(q) =e−λq µ(١)× µ(١)× · · · × µ(١)︸ ︷︷ ︸
q times

= e−λqµ(١)q = (e−λ.µ(١))q

= ν(١)q = ١

داشت خواهیم ١
q
, q ∈ N براي حال

١ = ν(١) = ν(
q

q
) = ν(

١
q
)q =⇒ ν(

١
q
) =

q
√
١ = ١.

آنگاه باشد گویا عدد یک p
q

, (q ̸= ٠) اگر

ν(
p

q
) = ν(

١
q
)p = (١)p = ١.

نیز حالت دراین می دهیم نشان  . نوشت گویا عدد یک بصورت را t نتوان که .بطوري باشد t ≥ ٠ کنید فرض حال
.ν(t) = ١

داشت خواهیم اینصورت در .ν(t) = c ≥ ٠ ،ν(t) ̸= ١ کنید فرض ابتدا

ν(nt) = e−λntµ(nt) = e−λntµ(t+ t+ · · ·+ t︸ ︷︷ ︸
n times

)

= e−λnt µ(t)µ(t) · · ·µ(t)︸ ︷︷ ︸
n times

= (e−λtµ(t))n = (c)n.

بنابراین
ν(nt) = cn
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تناقض در ν بودن کراندار با این کند.که می میل نهایت بی به نیز cn مقدار ،آنگاه کند میل نهایت بی به n وقتی حال
است.

اینصورت در .N > nt که بطوري N ∈ N کنید انتخاب اینصورت در .ν(t) = c < ٠ کنید فرض حال
کند می میل نهایت بی سمت به n وقتی نیز حالت این در یعنی .ν(N −nt) = (−c)n −→ ∞ داشت خواهیم
.ν(t) = L که باشد،بطوري بزرگ مقدار یک L کنید فرض .حال کند اختیار را بزرگ دلخواه مقدار هر تواند می ν
کند اختیار بازه ها تمامی راروي L مقداراز هر تواند می ν پس .ν(t− p

q
) = L داریم p

q
گویاي عدد هر براي آنگاه

.ν = ١ باید پس است تناقض در ν بودن کراندار با این که

تقسیم نهایت بی تصادفی متغیر دو Y و X پذیر و تقسیم بی نهایت دوتوزیع µ٢ و µ١ کنید فرض .7 . 2 . 2 قضیه
باشند.آنگاه هم از مستقل و پذیر

بود. خواهد پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک خود پذیر تقسیم نهایت بی توزیع دو پیچش .1

خواهد پذیر تقسیم نهایت بی تصادفی متغیر یک خود پذیر تقسیم بار نهایت بی و مستقل متغیر دو مجموع .2
بود.

طبیعی وعددهاي ν٢ و ν١ هاي توزیع باشند.بنابراین پذیر تقسیم نهایت بی توزیع دو µ٢ و µ١ کنید (1).فرض برهان
داشت، خواهیم n ≥ m فرض با حال . µ٢ = νm٢ ،µ١ = νn١ که طوري به دارند وجود mو n

µ١ ∗ µ٢ = (ν١)
n ∗ (ν٢)m = (ν١ ∗ ν٢)m, m = inf {m,n}

µ١ ∗ µ٢ توزیع پس .µ١ ∗ µ٢ = (ν١ ∗ ν٢)m ، که بطوري شد یافت ν١ ∗ ν٢ توزیع و m مانند عددي یعنی
بود. خواهد پذیر تقسیم نهایت بی

خواهیم باشند.بنابراین هم از ومستقل پذیر تقسیم نهایت بی تصادفی متغیر دو Y و X کنید 2.فرض برهان
، داشت خواهیم آنگاه باشد (X, Y ) تصادفی بردار توسط القاءشده توزیع P̂ اگر .PY = µ٢

m ،PX = µ١
n داشت

P̂ = PX+Y = PX .PY = µ١
n ∗ µ٢m = (µ١ ∗ µ٢)m.

داریم پس
P̂ = (µ١ ∗ µ٢)m, m = inf {m,n}

.

یکتا و پیوسته تابع باشد.آنگاه Rd روي پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک µ اگر .1 .8 . 2 . 2 قضیه

f : Rd −→ C

که بطوري دارد، وجود
f(٠) = ٠ , µ̂(u) = ef(u).

توزیع یک دیگر عبارت .به یکتاست آن تلفیقیnام ریشه آنگاه پذیرباشد تقسیم نهایت بی توزیع یک µ اگر .2
.µ = νn که، بطوري دارد وجود ν مانند یکتا
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µ آنگاه µn −→ µ اگر دراینصورت . باشد پذیر تقسیم نهایت بی هاي توزیع از دنباله یک {µn}n∈N اگر .3
بود. خواهد پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک نیز

شود. به[18]رجوع برهان.

این و است آن پیچش nام ریشه µ
١
n آنگاه باشد پذیر تقسیم بی نهایت توزیع یک µ اگر دانیم می .9 . 2 . 2 ملاحظه

گویاي عدد هر براي همچنین  صفر). در دیراك (اندازه µ٠ = δ٠ کنیم تعریف اگر .حال یکتاست پیچش nام ریشه
کنید تعریف p

q
≥ ٠ ،

µ
p
q = (µ

١
q )p

باشد. راه گشا می تواند زیر قضیه نامنفی حقیقی عدد هر براي مفهوم این دادن بسط براي حال

بی نهایت توزیع یک µt ،t ≥ ٠ هر براي آنگاه ، باشد پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک µ اگر .10 . 2 . 2 قضیه
بود. خواهد تقسیم پذیر

µ
١
n بنابراین .µ

١
n کردیم تعریف n ∈ N هر، براي باشد.قبلا تقسیم پذیر بی نهایت توزیع µ کنید فرض . برهان

k ∈ N هر، براي بود.چون خواهد تقسیم پذیر بی نهایت  توزیع یک خودش

µ̂(u)
١
n = (µ̂(u) ١

nk
)k

باشد گویا عدد یک m
n

اگر حال
µ̂(u)

m
n = (µ̂(u) ١

n
)m

بود. خواهد تقسیم پذیر بی نهایت µt گاه آن باشد گویا عدد یک t اگر می دهد نشان این
چون همگراست t به که دارد وجود qn مانند گویا اعداد از دنباله اي آنگاه نباشد گویا عدد یک t کنیم فرض حال

ولی بود. خواهد پذیر تقسیم بی نهایت توزیع µ̂(u)qn پس گویاست qn

lim
n→∞

µ̂(u)qn −→ µ̂(u)t

بود. خواهد پذیر تقسیم بی نهایت µt که است روشن (31 . 3 . 1) قضیه به توجه با بنابراین

یک Xt ،t ≥ ٠ هر، براي باشد.آنگاه Rd روي لوي فرایند یک X = {Xt}t≥٠ کنید فرض .11 . 2 . 2 قضیه
توزیع µt آنگاه باشد X١ توزیع µ اگر، آنکه بیشتر .و بود خواهد (Rd, β(Rd)) روي پذیر تقسیم نهایت بی توزیع

بود. خواهد Xt

دهید قرار n ∈ N و t ≥ ٠ برهان:براي

Xt = (X t
n
−X٠) + (X ٢t

n
−X t

n
) + · · ·+ (X tn

n
−X t(n−١)

n

)

فرایند هاي ،آنگاه لوي هاي فرایند بودن مستقل و ایستا خاصیت .بنابر است لوي فرایند یک X = {Xt}t≥٠ چون
توزیع µ t

n
اگر بود.پس خواهند X t

n
فرایند با یکسان توزیع داراي X tn

n
−X t(n−١)

n

و X ٢t
n
−X t

n
، X t

n
−X٠

. داشت خواهیم (7 . 2 . 2) قضیه دوم قسمت توجه .با باشد Xt به مربوط توزیع µt باشد.و X t
n

فرایند به مربوط

µt = µ t
n
∗ µ t

n
∗ · · ·µ t

n︸ ︷︷ ︸
n times

= (µ t
n
)n
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بود. پذیرخواهد تقسیم نهایت بی توزیع µt که آنست دهنده نشان این که
نوشت توان می آنگاه t = p

q
یعنی باشد. گویا عدد یک t کنید فرض دوم قسمت اثبات براي حال

Xt = X p
q
= (X ١

q
−X٠) + (X ٢

q
−X ١

q
) + · · ·+ (X p

q
−X p−١

q
).

µ ١
q

توزیع با تصادفی متغیر تا p تعداد به بالا تساوي راست درسمت لوي فرایند بودن ایستا خاصیت به توجه با حال
داشت.بنابراین خواهیم

µt = µ ١
q
∗ µ ١

q
∗ · · · ∗ µ ١

q︸ ︷︷ ︸
p times

= (µ ١
q
)p = (µ)

p
q = µt.

کرد. استفاده (10 . 2 . 2) قضیه به مربوط برهان از توان می نباشد گویا عدد یک t واگر
دارد. وجود نزدیکی خیلی رابطه لوي فرایند و پذیر تقسیم نهایت بی توزیع بین که بینیم می حال

مارکف فرایند 3 . 2
مارکف هاي هستند.فرایند مارکف فرایند هاي دارند لوي هاي فرایند با نزدیکی رابطه که تصادفی فرایندهاي از یکی

هستند. تصادفی فرایندهاي از مهم رده اي

آن اصطلاحا و باشد نداشته بستگی آن گذشته به فرایند آینده هرگاه گویند مارکف را تصادفی فرایند .1 . 3 . 2 تعریف
گوییم. می حافظه بی فرایند را

کرد بیان زیر بصورت توان می T = {٠,١,٢, · · · } براي را مارکف شرط

P (Xn+١ = j|Xn = in, Xn−١ = in−١, · · · , X٠ = i٠) = P (Xn+١ = j|Xn = in).

گفته گام یک در j به in از وضعیت تغییر احتمال آن به که احتمال این · · · ،in−١ ،in و i ، n مقدار هر براي
دارد. بستگی n به کلی حالت شود،در می

متغیر Xn بودن معلوم فرض با n ∈ N هر براي که است تصادفی ازمتغیر هاي دنباله اي مارکف فرایند پس
باشد. مستقل X٠, · · · , Xn−١ از شرطی طور به Xn+١ تصادفی

حالت هاي فضاي که است تصادفی  زدن قدم گسسته حالت هاي فضاي با مارکف فرایندهاي از مهم رده یک .2 . 3 . 2 مثال
هاي گام از مستقل ام n خوردن)گام تلو (تلو تصادفی زدن قدم در است.زیرا نا منفی صحیح اعداد از مجموعه اي زیر آن

است. قبلی

آنگاه u ∈ Rd کنید، فرض همچنین مقدارباشد. Rd لوي فرایند یک X = {Xt}t≥٠ کنید فرض .3 . 3 . 2 قضیه
بود. خواهد چپ حد داراي و پیوسته راست از پذیر انتگرال مربع مارتینگل یک Mu

t = ei<u,Xt>

E(ei<u,Xt>)
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پیوسته تابع (8 . 2 . 2) قضیه از (١) قسمت طبق باشد.آنگاه پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک µ کنید فرض : برهان
که، بطوري دارد وجود η یکتا و

η : Rd −→ C

η(٠) = ٠

µ̂(u) = eη(u)

(11 . 2 . 2) قضیه از بلافاصله X١باشد. به مربوط µتوزیع و باشد لوي فرایند Xیک = {Xt}t≥٠ کنید فرض همچنین
E[ei<u,Xt>] = etη(u) بصورت Xt مشخصه تابع بنابراین بود. خواهد µt توزیع داراي Xt که شود می نتیجه

شود. می گفته X از نمایی لوي η به است ذکر به بود.لازم خواهد
که است روشن آنگاه

E[Mu
t |Fs] =E[

ei<u,Xt>

etη(u)
|Fs]

= E[e−tη(u)|Fs]E[e
i<u,Xt>|Fs]

= e−tη(u)E[ei<u,Xt−Xs+Xs>|Fs]

= e−tη(u)E[ei<u,Xt−Xs>+i<u,Xs>|Fs]

= e−tη(u)ei<u,Xs>e(t−s)η(u)

= e−tη(u)ei<u,Xs>etη(u)e−sη(u)

=
ei<u,Xs>

esη(u)

=
ei<u,Xs>

E[ei<u,Xs>]
=Mu

s

و پیوسته راست از پس است لوي فرایند یک X = {Xt}t≥٠ .چون است مارتینگل Mu
s که دهد می نشان این

می باشد. چپ حد داراي و پیوسته راست نیزاز Mu
t بنابراین می باشد چپ حد داراي

داریم، بودن پذیر انتگرال مربع براي حال

E[|Mu
t |

٢] = E[| ei<u,Xs>

E[ei<u,Xs>]
|
٢

]

=E[|e
i<u,Xt>

etη(u)
|
٢

]

=|e−٢tη(u)|E[|ei<u,Xt>|٢]

= |e−tη(u)|٢<∞.

است. آمده بدست مشخصه تابع خواص از استفاده با آخري نامساوي که
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مارکف قوي خاصیت .4 . 3 . 2 قضیه
یک τ نظربگیرید در .همچنین باشد (Ω,F , (Ft)t≥٠) روي لوي فرایند یک X = {Xt}t≥٠ کنید فرض
G = Fτ+t با سازگار لوي فرایند Yt = Xτ+t −Xτ فرایند آنگاه باشد. {τ < ∞} مجموعه روي توقف زمان

بود. خواهد X با یکسان توزیع داراي و است Fτ از مستقل Y آنکه بیشتر و بود خواهد

شود. رجوع .به[16] برهان

شمارشی فرایندهاي 4 . 2
خود که مرکب پواسون و پواسون فرایند  دو به تفصیل به ادامه در و کرده بیان را شمارشی فرایند ابتدا بخش این در

. پرداخت خواهیم هستند شمارشی فرایند نوعی

رخ t زمان تا که است پیشامد هایی کل تعداد دهنده نشان Nt آن در که {Nt}t≥٠ تصادفی فرایند .1 . 4 . 2 تعریف
شود. می گفته 3 شمارشی فرایند می کند، صدق زیر شرایط در و داده است

می کند، اختیار نامنفی صحیح مقدار Nt همواره .1

،Ns(ω) ≤ Nt(ω) آنگاه s ≤ t اگر ω ∈ Ω هر، ازاي به .2

است. داده رخ (s, t] زمانی بازه در که است پیشامد هایی تعداد دهنده نشان Nt −Ns آنگاه s ≤ t براي .3

اکیدا دنباله یک {Tn}n∈N, T٠ = ٠ و باشد تصادفی پایه یک (Ω,F ,P, (Ft)t≥٠) کنید فرض .2 . 4 . 2 مثال
.Nt =

∑
n≥١ It≥Tn کنید تعریف زیر رابصورت Nt شمارشی فرایند دنباله این با مرتبط باشد. زمان ها از صعودي

. بود خواهد t زمان تا داده رخ پیشامدهاي تعداد دهنده نشان Nt باشد،آنگاه ام n پیشامد وقوع زمان Tn اگر حال
. بود خواهد واحد یک باندازه فقط آن هاي جهش و ، ثابت قطعه قطعه آن ،نمودار صعودي فرایند این

پواسون فرایند

فاصله یک ،یا زمانی طول یک روي بر تصادفی رخداد هاي وقوع پیرامون که است شمارشگر فرایند یک پواسون فرایند
وبازه هاي می کند مشخص نمایی توزیع یک را متوالی پیشامد دو بین زمان فرایند این بررسی می شود.در تعریف مکانی
براي فرایند این است.از زمان در پیوسته فرایند یک پواسون فرایند می شوند. گرفته نظر در هم از ومستقل ،مجزا زمانی

می شود. استفاده اینترنتی سایت هاي از داده تلفنی،انتقال اکتیو،تماس هاي رادیو واپاشی سازي مدل

نشان · · · و δ٢ با را Y٣ تا Y٢ از و δ١ با را Y٢ تا Y١ از اتفاق وقوع براي انتظار زمان کنید فرض .3 . 4 . 2 تعریف
تجدید فرایند ، فرایندها از اینگونه به ،آنگاه باشند هم از مستقل و توزیع هم همگی δi, i ≥ ١ اگر حال دهیم

گوییم. می

قرار .همچنین باشد λ > ٠ پارامتر با نمایی تصادفی هاي متغیر از دنباله یک {τi}i≥١ کنید فرض .4 . 4 . 2 تعریف
شود. می گفته λ پارامتر با 4 پواسون فرایند Nt =

∑
n≥١ It≥Tn فرایند، به آنگاه .Tn =

∑n
i=١ τi ، دهید

3 Counting process
4 Poisson process
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هم از مستقل و نمایی توزیع داراي ها δi تجدید فرایند در اگر که کرد بیان چنین توان می واقع در .5 . 4 . 2 ملاحظه
می را tام لحظه تا اتفاقات تعداد Nt آن بر وعلاوه . گفت خواهیم پواسون فرایند فرایندها، از گونه این به باشند،آنگاه

. شمارد

بود. خواهد براونی فرایند یک Nt فرایند، آنگاه باشد نرمال توزیع δi توزیع اگر .6 . 4 . 2 ملاحظه

پواسون فرایند از خاصیت چند .7 . 4 . 2 قضیه

(.a.s).است متناهی ∑n≥١ It≥Tn مجموع t ≥ ٠ ، هر براي .1

. دارند واحد یک اندازه به فقط هایی جهش و ثابت قطعه قطعه Nt مسیرهاي .2

باشند. می چپ حد داراي و راست از پیوستگی داراي مسیرها .3

.P{Nt− = Nt} = ١ آنگاه t > ٠ هر براي .4

بصورت پواسون فرایند یک واریانس و ریاضی امید .5

E(Nt) = λt = V ar(Nt)

داشت، خواهیم آنگاه باشد پواسون فرایند یک {Nt}t≥٠ اگر زیرا بود. خواهد

E[Nt] =
∞∑
n=٠

np(Nt = n) =
∞∑
n=٠

n
e−λt.(λt)n

n!

= e−λt

∞∑
n=٠

(λt)n

(n− ١)!

= λt.e−λt

∞∑
n=٠

(λt)n−١

(n− ١)!

= λt.e−λt.eλt

= λt.



29 شمارشی فرایندهاي

. بود خواهد E[eiuNt ] = exp{λt(eiu − ١)} بصورت، پواسون فرایند یک مشخصه تابع .6

زیرا

ϕNt(u) = E[eiuNt ] =
∞∑
n=٠

eiunP(Nt = n)

=
∞∑
n=٠

eiun
e−λt

n!
(λt)n

= e−λt

∞∑
n=٠

eiun
(λt)n

n!

= e−λt

∞∑
n=٠

(λteiu)n

n!

= e−λteλte
iu

= exp{λt(eiu − ١)}.

خواهد پواسون فرایند یک Xt آنگاه باشد نیز شمارشی فرایند یک X = {Xt}t≥٠ لوي فرایند اگر .8 . 4 . 2 قضیه
بود.

شود. رجوع به[19] . برهان

مرکب پواسون

، احتمال تابع با شمارشی تصادفی متغیر یک N ،n = ٠,١,٢, · · · کنید فرض .9 . 4 . 2 تعریف
تصادفی متغیر هاي از دنباله اي {Xn : n = ١,٢, · · · } کنید فرض باشد.همچنین Yn = P(N = n)

مجموع توزیع Nباشند.آنگاه از مستقل Xnها که باشند.بطوري F مشترك توزیع تابع با و توزیع ،مستقل،هم نامنفی
. می نامیم مرکب توزیع را S = X١ +X٢ + · · ·+XN تصادفی متغیر هاي این

.S = ٠ داشت خواهیم آنگاه باشد N = ٠ اگر، مرکب توزیع این در که
می آید. دست به زیر بصورت کل احتمال قانون طبق S توزیع تابع

FS(x) = P(S ≤ x) =
∞∑
n=٠

P(S ≤ x|N = n)P(N = n)

=
∞∑
n=٠

P(X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x)P(N = n)

داریم (8 . 2 . 2) قضیه دوم قسمت طبق آنگاه

P(X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x) = F ∗ F ∗ · · · ∗ F︸ ︷︷ ︸
n time

(x) = F n(x)
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داراي S باشد،آنگاه پواسون توزیع داراي N اگر مثال می گیرند.براي N توزیع نام از را مرکب توزیع نام معمولا
بود. خواهد مرکب پواسون توزیع

فرض .همچنین باشند µ باتوزیع Rd روي i.i.d تصادفی متغیرهاي ها Yn ،n ∈ N کنید فرض .10 . 4 . 2 تعریف
باشند. مستقل {Yn}n∈N از و باشد.  λ نرخ با پواسون فرایند یک {Nt}t≥٠ و زمان ها از دنباله اي {Tn}n≥١ کنید

فرایند به آنگاه

Xt =
Nt∑
n=١

Yn =
∑
n≥١

YnI{Tn≤t} =
∑
n

YnI{Tn≤t}

شود. می گفته µ جهشی توزیع و λ نرخ با 5 مرکب پواسون فرایند یک

، هستند i.i.d تصادفی هاي متغیر Y١, Y٢, · · · , Yk آن، در که Sn =
∑n

k=١ Yk کنید فرض .11 . 4 . 2 مثال
.فرض داشت خواهد نمایی توزیع یک ها زمان این بین ها کند،جهش تغییر زمان اگر حال باشد. تصادفی زدن قدم
دهید قرار باشند. Y١, Y٢, · · · , Yk از مستقل و نمایی توزیع با مستقل تصادفی هاي متغیر σ١, σ٢, · · · , σk کنید
باشد.در داشته پواسون فرایند ساختار یک Nt =

∑
n I{Tn≤t} بگیرید، نظر در همچنین و .Tn =

∑n
k=١ σk

کنید تعریف اینصورت

Xt = SNt =
Nt∑
n=١

Yn =
∑
n≥١

YnI{Tn≤t}

بود. خواهد مرکب پواسون فرایند یک Xt فرایند آنگاه

بصورت آن مشخصه تابع آنگاه µ جهش توزیع λ نرخ با مرکب پواسون فرایند یک Xt =
∑Nt

n=١ Yn اگر حال
بود خواهد زیر

E(ei<µ,Xt>) =
∞∑
n=٠

E(ei<µ,
∑n

k=١ Yk|Nt=n>)P(Nt = n)

=
∞∑
n=٠

(E(ei<µ,Y >))ne−λt (λt)
n

n!

= e−λt

∞∑
n=٠

(µ̂(u)λt)n

n!

= eλt(µ̂(u)− ١)

باشد، داشته وجود گاه هر گوییم ثابت قطعه قطعه f : R+ −→ Rd پیوسته راست از تابع به .12 . 4 . 2 تعریف
کراندار بازه ي هر روي .f =

∑
n anI(tn,tn−١) که بطوري an ∈ Rd ، ثابت ومقادیر ٠ < t٠ < t١ < t٢ · · ·

. باشد tn از متناهی تعداد حداکثر شامل که Rd در

5 Compound poisson process
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مسیر با لوي فرایند Xیک = {Xt}t≥٠ اگر فقط و اگر است مرکب پواسون فرایند Xtیک فرایند .13 . 4 . 2 قضیه
(.a.s). باشد ثابت قطعه قطعه 6 نمونه اي

نرخ با پواسون فرایند یک Nt آن در که باشد مرکب پواسون فرایند یک Xt =
∑Nt

n=١ Yn کنید برهان.فرض
باشند مستقل (Nt)t>٠ به نسبت چنین هم و µ مشترك توزیع ،داراي مستقل دو به دو ها Yn چنین هم λاست.
داراي Xt رو این از .Xt = SNt بنابراین باشد آنها به مربوط تصادفی زدن قدم Sn =

∑n
k=١ Yk دهید .قرار

Xt بنابراین است حد داراي چپ واز پیوسته راست از Nt چون میگیرد انجام Nt زمان در فقط که است هایی جهش
چنین این نیز Xt، است ثابت قطعه قطعه P(Nt <∞) = ١ دلیل به Nt که آنجایی از بود.و خواهد چنین این نیز

کنید فرض بود.حال خواهد
پواسون فرایند مستقل و ثابت رشد به توجه با آنگاه ٠ < t٠ < t١ < · · · و B٠, B١, B٢, · · · ∈ β(Rd)

. داشت خواهیم تصادفی زدن قدم و

P(Xt٠ ∈ B٠, Xt١ −Xt٠ ∈ B١, · · · , Xtk −Xtk−١ ∈ BK)

=
∑

n٠,n١,nk∈N P(Nt٠ = n٠, Nt١ − Nt٠ = n١, · · · , Ntk − Ntk−١=nk
, Sn٠ ∈ B٠, Sn٠+n١ −

Sn٠ ∈ B١, · · · , Sn٠+n١+···+nk
− Sn٠+n١+···+nk−١ ∈ Bk)

=
∑

n٠,n١,nk∈N

P(Nt٠ = n٠)P(Nt١−Nt٠ = n١) · · ·P(Ntk−Ntk−١)P(Sn٠ ∈ B٠)P(Sn١ ∈ B١) · · ·P(Snk
∈ Bk)

= P(Xt٠ ∈ B٠)P(Xt١−t٠ ∈ B١) · · ·P(Xtk−tk−١) ∈ Bk.

پس
P(Xt١ −Xt٠ ∈ B٠) = P(Xt٠ ∈ Rd, Xt١ −Xt٠ ∈ B١).

نشان نتایج .این دارد ثابت رشد یک Xt .بنابراین دارند یکسانی توزیع Xt١−tو٠Xt١ −Xt٠ دهد می نشان که
دهد می

P(Xt٠ ∈ B٠, Xt١ −Xt٠ ∈ B١, · · · , Xtk −Xtk−١ ∈ BK)

= P(Xt٠ ∈ B٠)P(Xtn −Xt٠ ∈ B١) · · ·P(Xtk −Xtk−١ ∈ BK)

دارد. مستقل رشد یک Xt یعنی واین

بیان ثابت قطعه قطعه تابع یک بصورت توان می را چپ حد وداراي پیوسته راست از تابع هر چون .14 . 4 . 2 نتیجه
کرد. بیان مرکب پواسون فرایند یک از استفاده با را لوي فرایند هر توان می کرد.بنابراین

6 Sample paths





٣ فصل

لوي فرایند در ها پرش آنالیز

پذیر شمارش هاي جهش 1 . 3
(t١, t٢] بازه راروي f تابع تغییرات آنگاه ٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ ∞ و f : [٠,∞) −→ Rd اگر .1 . 1 . 3 تعریف

. می کنیم تعریف زیر بصورت

V (f : (t١, t٢]) = sup
n∑

j=١
|f(sj)− f(sj−١)|.

می شود. گرفته s٠ ≤ s١ ≤ · · · ≤ sn افراز روي سوپریموم آن در که

پذیر انتگرال مربع M و چپ حد وداراي پیوسته راست از که مارتینگل دو {Nt} {Mt}و کنید فرض .2 . 1 . 3 قضیه
خواهیم آنگاه E(Vt(N٢)) < ∞ که باشد،بطوري [٠, t] بازه روي N تغییرات دهنده نشان Vt(N) اگر باشد.

داشت
E(MtNt) = E

∑
s≤t

∆Ms∆Ns.

شود. رجوع .به[15] برهان

(Ω,F ,P) احتمال فضاي روي لويd-بعدي فرایند Xیک = (X١, X٢, · · · , Xd) کنید فرض .3 . 1 . 3 تعریف
. گوییم می 1 جهش فرایند ، آید می بدست ∆Xt = Xt −Xt− ازرابطه که ∆Xt باشد.به

1 Jump process

33
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کراندار ∑s≤t∆X
i
s مجموع است ممکن واقعا دارد.و مفهوم است لوي فرایند یک X اینکه خاطر به تعریف این

کراندار زمانی هربازه روي اما باشند. می چپ حد وداراي پیوسته راست از لوي فرایندهاي اینکه خاطر ،به نباشد
با ولی زیاد خیلی هاي جهش می باشد.آنها چپ حد وداراي پیوسته راست از X فرایند اینکه خاطر به دوباره [٠, T ]

داشت. خواهند بازه این روي متناهی تعداد
. ٠ /∈ B̄ ، هرگاه است صفر از دور کراندار B مجموعه که گوییم می B ∈ β(Rd) کنید، فرض

از صعودي اکیدا {τBn }n≥١ دنباله باشد. لوي فرایند یک X و صفر از دور کراندار مجموعه یک B کنید فرض
می کنیم تعریف زیر بصورت را توقف هاي زمان

τBn+١ = inf{t > τBn : ∆Xt ∈ B} , τB٠ = ٠.

می ا فتد. B در جهش ها این اندازه که است X جهش زمان  هاي دهنده نشان {τBn }n≥١ دنباله آنگاه
می کنیم تعریف زیر بصورت را Nt(B) شمارشی فرایند

Nt(B) =
∞∑
n=١

I{TB
n ≤t} =

∑
٠≤s≤t

IB(∆Xs).

می شمارد. را افتد می B در ها جهش این اندازه که را X جهش هاي تعداد شمارشی، فرایند این
بصورت را Nt(B) شمارشی فرایند از ν(B) پارامتر

ν(B) = E[N١(B)]

دهنده نشان ν(B) .آنگاه است زمان واحد هر در X انتظار مورد هاي جهش تعداد دهنده نشان که بگیرید. نظر در
می باشد. زمان واحد هر در B در X انتظار مورد هاي جهش

روي اندازه یک ν آنگاه .ν(B) < ∞ داشت، خواهیم آن گاه باشد صفر دوراز کراندار B مجموعه که زمانی
نگاشت ω ∈ Ω ، هر براي .زیرا بود خواهد β(Rd\{٠}) N

(.)
t (ω) : β(Rd\{٠}) −→ N ∪ {∞}

B −→ N
(B)
t (ω)

آنجایی از و شمارد. می t زمان تا را B در X هاي جهش تعداد [٠, t) زمانی بازه در ،که است شمارشی اندازه یک
بود. خواهد اندازه ν 2 یکنوا همگرایی قضیه به توجه با ν(B) = E[N١(B)] که

کنید تعریف B ∈ β(Rd) ، هر .براي باشد مقدار Rdلوي� فرایند یک X اگر .4 . 1 . 3 قضیه

N
(B)
t =

∑
s≤t

IB(∆Xs) (1 . 3)

آنگاه

بود. خواهد ν(B) پارامتر با پواسون فرایند یک N (B)
t .1

2 Monotone convergence theorem
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فرایند هاي ،آنگاه  باشند هم از مجزا دو دوبه هاي مجموعه B١, B٢, · · · , Bm ∈ β(Rd\{٠}) ، اگر .2
بود. خواهند مستقل هم از N (B١)

t , N
(B٢)
t , · · · , N (Bm)

t تصادفی،

است. شمارشی فرایند یک N (B)
t که است روشن (4 . 1 . 3) تعریف به توجه با برهان(1).

. هست نیز لوي فرایند یک فرایند این دهیم می نشان
زیرا ، N (B)

٠ = ٠
N (B)

٠ =
∑
s≤٠

IB(∆Xs) = IB(٠) = ٠.

است.زیرا چپ حد وداراي پیوسته راست از N (B)
t

∆N
(B)
t =N

(B)
t −N

(B)

t−

=
∑
s≤t

IB(∆Xs)−
∑
s<t

IB(∆Xs)

= IB(∆Xt).

داراي و پیوسته راست Xاز چون باشد.و داشته Xجهش که دارد جهش Nزمانی (B)
t که است آن دهنده نشان واین

بود. خواهد چنین این نیز N (B)
t ،بنابراین است چپ حد

-میدان σ به نسبت می شمارد،که را (s, t] زمانی بازه در ها جهش تعداد N (B)
t −N

(B)
s

رشد X .چون بود خواهد مستقل Fs به نسبت ،بنابر این  است پذیر اندازه - σ{Xu−Xv : s ≤ u < v}
داشت. خواهد مستقل رشد N (B)

t بنابراین دارد، مستقل
(٠, t−s] و (s, t]بازه هاي جهش هادر بنابراین هستند یکسان توزیع XuوXu+s−Xsداراي هاي فرایند چون
نشان داشت.واین خواهند یکسان توزیع داراي N (B)

t−s و N (B)
t − N

(B)
s نتیجه در بود. خواهند یکسان توزیع داراي

است. ثابت رشد داراي N (B)
t که است آن دهنده

فرایند یک N (B)
t (8 . 4 . 2) قضیه طبق .بنابراین است لوي همچنین شمارشی فرایند یک N (B)

t دادیم نشان
داشت خواهیم ،آنگاه باشد N (B)

t پواسون فرایند از پارامتر یک λB اگر آنکه بیشتر . است پواسون

E[N
(B)
١ ] = λB, λB = v(B).

.سپس باشند صفر از دور کراندار و هم از مجموعه هاي مجزا B,C ∈ β(Rd) کنید فرض ابتدا .(2) برهان
کرد. خواهیم اثبات بورل هاي مجموعه تمامی براي کلی رادرحالت مسئله

، دهید قرار

Mu
B(t) =

eiuN
(B)
t

E(eiuN
(B)
t )

− ١, M v
C(t) =

eivN
(C)
t

E(eivN
(C)
t )

− ١.

و M v
C(t) همچنین . هستند حدچپ وداراي پیوسته راست از هاي مارتینگل M v

C Muو
B (3 . 3 . 2) قضیه به توجه با

باشند. داشته جهش N (B)
t و N (C)

t که دارند جهش زمانی Mu
B(t)
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داشت نخواهند جهش دیگر هم با مشترك زمان هیچ در دو این ،پس ندارند اشتراك C و B چون طرفی از
داریم، .بنابراین

∆Mu
B(s)∆M

v
C(s) = ٠

داشت خواهیم (2 . 1 . 3) قضیه به توجه به حال

E[Mu
B(t).M

v
C(t)] = E[

∑
s≤t

∆Mu
B(s)∆M

v
C(s)] = ٠.

داشت خواهیم جاگذاري با حال

E[Mu
B(t).M

v
C(t)] =E[(

eiuNt(B)

E(eiuNt(B))
− ١)( eivNt(C)

E(eivNt(C))
− ١)]

= −E[( eiuNt(B)

E(eiuNt(B))
]− E[

eivNt(C)

E(eivNt(C))
] + ١

+ E[(
eiuNt(B)

E(eiuNt(B))
)(

eivNt(C)

E(eivNt(C))
)]

= −١− ١+ ١+
E(eiuNt(B)+ivNt(C))

E(eiuNt(B))E(eivNt(C))

= −١+
E(eiuNt(B)+ivNt(C))

E(eiuNt(B))E(eivNt(C))
= ٠.

داریم، بنابراین
E(eiuNt(B)+ivNt(C)) = E(eiuNt(B))E(eivNt(C)).

هاي مجموعه B١, B٢, · · · , Bm اگر بنابراین هستند. مستقل هم از Nt(B) Nt(C)و که می دهد نشان واین
هم از مستقل دو به دو Nt(B١), Nt(B٢) · · · , Nt(Bm) آنگاه باشند صفر از دور کراندار و مجزا هم از دو به دو

. بود خواهند
کنیم. می اثبات Rd\{٠} بورل هاي مجموعه زیر براي کلی حالت در را مسئله حال

که است روشن . Dn
B = {x ∈ B : |x| ≥ ١

n
} کنید تعریف سپس .B ∈ (β(Rd\{٠}) ، کنید فرض

بنابراین . B =
∪

nD
n
B همچنین هستند. صفر از دور کراندار بورل هاي مجموعه ها Dn

B

Nt(B) = lim
n→∞

Nt(D
n
B).

این از بنابراین بود. خواهد v(Dn
B) میانگین با پواسون فرایند یک Nt(D

n
B) قضیه این اول قسمت به توجه با حال

.(a.s.) گرفت رانتیجه توزیع در همگرائی می توان همگرائی
limn→∞ v(Dn

B) = v(B) میانگین با پواسون فرایند یک Nt(B) مشخصه تابع خاصیت به توجه با حال
بود. خواهد

، اگر سرانجام
B١, B٢, · · · , Bm ∈ β(Rd\{٠})
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n١, · · · , nm ∈ هر، براي و بود. خواهند هم از Nt(Dمستقل
n١
B١
), · · · , Nt(D

nm
Bm

) آنگاه، باشند هم از مستقل و
Nt(B١), Nt(B٢), · · · , Nt(Bm) که دهد می نشان این . Nt(B) ∈ σ(Nt(D

n
B) : n ∈ N) چون (N)

هستند. مستقل هم از

باشد. می Rd\{٠} روي -متناهی σ اندازه یک ν .5 . 1 . 3 قضیه

σ اندازه یک ν بنایراین .ν(B) < ∞ ،داریم باشد صفر از دور کراندار که B ∈ Rd هر، براي چون . برهان
بود. خواهد Rd\{٠} روي -متناهی

با β ∈ (Rd) روي آن تعمیم ،و است شده تعریف β ∈ (Rd\{٠}) -جبر σ روي تعریف این که کنید توجه
پذیرد. می انجام راحتی به ν{٠} = ٠ دادن قرار

شود. می گفته لوي اندازه است آمده بدست X لوي فرایند از که ν به

پواسون تصادفی اندازه 2 . 3
نگاشت باشد.به اندازه فضاي یک (E, ϵ) و احتمال فضاي یک (Ω,F ,P) کنید فرض .1 . 2 . 3 تعریف

M : Ω× ϵ −→ R

هرگاه، گوییم می 3 تصادفی اندازه

باشد. ϵ روي اندازه یک M(ω, .) ،ω ∈ Ω هر براي .1

باشد. E روي پذیر اندازه M(., A)،A ∈ ϵ هر براي .2

اندازه یک µ همچنین و باشد پذیر اندازه فضاي (E, ϵ) و احتمال فضاي یک (Ω,F ,P) کنید فرض .2 . 2 . 3 تعریف
.به باشد (E, ϵ) روي

M : Ω× ϵ −→ R

هرگاه ، گوییم µ شدت با 4 پواسون تصادفی اندازه

باشد. E[M(A)] = µ(A) پارامتر با پواسون توزیع داراي M(A) .µ(A <∞) که A ∈ ϵ هر، براي .1

M(A١),M(A٢), · · · ,M(An) تصادفی اندازه هاي A١, A٢ · · · , An هم، از جدا هاي مجموعه براي .2
. باشند مستقل هم از دو به دو

3 Random measure
4 Poisson random measure
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مجموعه زیر این روي -متناهی σ اندازه یک µ باشد.اگر Rd از پذیر اندازه مجموعه زیر E کنید فرض .3 . 2 . 3 قضیه
داشت. خواهد وجود µ باشدت E روي پواسون تصادفی اندازه یک .آنگاه باشد

تصادفی هاي متغیر از دنباله یک {Xi}i≥١ کنید فرض همچنین .µ(E) < ∞ کنید فرض ابتدا : برهان
هم .P[Xi ∈ A] = µ(A)

µ(E)
باشیم داشته A ∈ β(E) ، هر و i هر براي که ،بطوري باشند هم از مستقل

هر، براي .آنگاه باشد {Xi}i≥١ از مستقل µ(E) شدت با پواسون تصادفی متغیر یک M(E) کنید فرض چنین
بصورت شده تعریف تصادفی اندازه A ∈ β(E)

M(A) =

M(E)∑
i=١

I(A)(Xi)

بود. خواهد µ شدت با E روي پواسون تصادفی اندازه یک
هم از جدا مجموعه هاي از دنباله یک {Ei}i≥١ که بگیرید نظر در همچنین .µ(E) = ∞ کنید فرض حال
اندازه میتوانیم ، اول قسمت بنابر حال .∪iEi = E و µ(Ei) < ∞ ،i هر براي که بطوري باشد. پذیر اندازه و

. کنیم تعریف زیر بصورت Ei هر روي را Mi پواسون تصادفی
دهید قرار A ∈ β(E) هر براي

M(A) :=
∞∑
i=١

Mi(A)

بود. خواهد E روي پواسون تصادفی اندازه یک M(A) آنگاه

تابع یک f چنین هم و B ∈ ε ،µ شدت با (E, ε) روي پواسون تصادفی اندازه یک M کنید فرض .4 . 2 . 3 قضیه
، آنگاه ∫

B
|ef(x) − ١|µ(dx) <∞. ، که بطوري باشد پذیر اندازه

E[e
∫
B f(x)M(dx)] = exp[

∫
B

(ef(x) − ١)µ(dx).]

شود. رجوع .به[19] برهان

دهید قرار B ∈ β(Rd\{٠}) هر، .براي باشد مقدار Rd لوي فرایند یک X کنید فرض .5 . 2 . 3 قضیه
را ν کنیداندازه .تعریف باشد t زمان Xدر هاي جهش تعداد دهنده نشان که .Nt(B) =

∑
s≤t IB(∆Xs)

خواهد tv شدت اندازه با تصادفی پواسون اندازه یک Nt آنگاه ν(B) = E[N١(B)] بصورت β(Rd\{٠}) روي
بود

شود. رجوع .به[19] برهان
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روي تصادفی اندازه یک N : β(E)×Ω −→ R+ باشد.و Rd از مجموعه زیر یک E کنید فرض .6 . 2 . 3 قضیه
µ(B) = E[N(B)] بصورت B ∈ β(Rd) براي که باشد N از پارامتري µ ، کنید فرض وهمچنین باشد. آن

کنید فرض .همچنین باشد متناهی σ - اندازه یک آید، می بدست

باشد. B ∈ β(Rd) مستطیل هر روي پواسون تصادفی متغیر یک N(B) .1

هم از N(B١), N(B٢), · · · , N(Bn) ،آنگاه بودند هم از مجزا B١, B٢, · · · , Bn هاي مستطیل اگر .2
. باشند مستقل

بود. خواهد µ پارامتر با پواسون تصادفی اندازه یک N آنگاه

شود رجوع [19] به برهان.

پواسون تصادفی اندازه به نسبت گیري انتگرال 1 . 2 . 3
N : β(E)×Ω −→ کنید فرض همچنین باشد متناهی اندازه فضاي (E, β(E), µ) کنید فرض .7 . 2 . 3 قضیه
f : (E, β(E)) −→ (Rd, β(Rd)) بگیرید نظر در همچنین باشد µ نرخ با همراه پواسون تصادفی انداره یک N

.آنگاه باشد پذیر اندازه تابع یک

مشخصه تابع با مقدار Rd تصادفی متغیر یک Z(ω) = ∫
E
f(x)N(dx, ω) .1

E(ei<µ,z>) = exp((

∫
E

ei<µ,f(x)> − ١µ(dx)))

= exp(

∫
Rd

ei<µ,X> − ١(µf−١)dx)

بود. خواهد

µf−١(Rd) شدت واندازه µf−١

µf−١(Rd)
هاي جهش توزیع با مرکب پواسون تصادفی متغیر یک Z اینکه یعنی

بود. خواهد

خواهد fام- j مولفه f (j) آن در که .E(z) = ∫
E
f(x)µ(dx) آنگاه ∫

E
|f j(x)|µ(dx) < ∞ اگر، .2

بود.

E[|Z − E(z)|٢] =
∫
E
|f(x)|٢µ(dx) آنگاه ∫

E
|f(x)|٢µ(dx) <∞ اگر .3

متغیر Zk =
∫
Bk
f(x)N(dx, ω) آنگاه باشند، هم از مجزا مجموعه هاي B١, B٢, · · · , Bm ∈ β اگر .4

بود. خواهند هم از مستقل تصادفی هاي

متغیرهاي بوسیله Zرا توانیم می Z.بنابراین <∞ (a.s.)بنابراین . است N(E)متناهی که آنجا از برهان.
در مستطیل Cnیک

p Pهمچنین ∈ Zd،.P = (p١, p٢, · · · , pd) نقطه که کنید .فرض بزنیم تقریب ساده تصادفی



لوي فرایند در ها پرش آنالیز 40

٢−n(pj −١) < yj ≤ ٢−npj دررابطه، که y = (y١, y٢, · · · , yd) مانند نقطه هایی همه شامل ،که باشد Rd

کنید تعریف سپس باشد. Cn
p از نقطه یک ynp کنید فرض .حال باشد ، کنند می صدق

fn(x) =
∑
P∈Zd

ynp ICn
p
(f(x)).

کنید فرض چنین هم
Zn(ω) =

∫
E

fn(x)N(dx, ω).

آنگاه
|f(x)− fn(x)| ≤ ٢−n

√
d

داریم بنابراین
|Zn(ω)− Z(ω)| ≤ ٢−n

√
dN(E, ω)

که دهد می نشان این
lim
n→∞

|Zn(ω)− Z(ω)| −→ ٠ (a.s.).

چون حال
داریم .Zn(ω) =

∑
P∈Zd ynpN(f−١(Cn

p , ω))

E[ei<u,zn>] =
∏
P∈Zd

E(ei<u,ynp>N(f−١(Cn
p )))

=
∏
P∈Zd

exp(µ(f−١(Cn
p )[e

i<u,ynp> − ١])

= exp(

∫
E

ei<u,fn(x)> − ١µ(dx)).

پواسون تصادفی اندازه تعریف از استفاده با

E[ei<u,Z>] = lim
n→∞

E[ei<u,Zn>]

= exp(

∫
E

ei<u,fn(x)> − ١µ(dx))

اینکه گرفتن نظر در باشد.با f, u, z jام مختصه f (j), z(j), u(j) کنید فرض
∫

|f (j)(x)|µ(dx) <∞

که بینیم می
∂

∂u(j)

∫
ei<u,f(x)> − ١µ(dx) = i

∫
f (j)(x)ei<u,f(x)>µ(dx).
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رو این از

E(z(j)) = i−١
∂

∂u(j)
exp(

∫
ei<u,f(x)> − ١µ(dx|u=٠)

=

∫
f (j)(x)µ(dx)

که، داد نشان توان می طریق همین ∫وبه
|f(x)|٢µ(dx) ≤ ∞.

سپس

∂٢

∂u(j)
٢

∫
ei<u,f(x)> − ١µ(dx) = i٢

∫
f (j)(x)٢ei<u,f(x)>µ(dx)

آنگاه

[z(j)]٢ = i−٢
∂٢

∂u(j)
٢ exp(

∫
ei<u,f(x)> − ١µ(dx|u=٠)

= (

∫
f (j)(x)µ(dx))٢ +

∫
f (j)(x)٢µ(dx)

= E(z(j)) +

∫
f (j)(x)٢µ(dx)

کنید تعریف آنگاه باشند هم از جدا مجموعه هاي B١, B٢, · · · , Bm ، اگر سرانجام

Zk,n =

∫
Bk

fn(x)N(dx, ω), k = ١,٢, · · · ,m

بنابراین
N(Bk

∩
cnp ) که شود می نتیجه k = ١,٢, · · · ,m براي حال Zk,n =

∑
p∈Zd ynpN(Bk

∩
cnp ).

مستقل هم از ها n همه براي z١,n, z٢,n, · · · , zm,n که بینیم می p ∈ Zd همچنین هستند.و مستقل هم از
هستند. هم از هامستقل ∫

Bk
f(x)N(dx) بنابراین limn→∞ z −→

∫
Bk
f(x)N(dx). داریم هستند.حال
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لوي فرایند یک از جهش اندازه 3 . 3
می باشد.اندازه چپ حد وداراي پیوسته راست از که باشد -مقدار Rd تصادفی فرایند Xیک کنید فرض .1 . 3 . 3 تعریف

می شود تعریف زیر بصورت که باشد. می β([٠,∞)× Rd) روي، تصادفی اندازه یک ، X فرایند از جهش

JX(A) = #{t : ∆Xt ̸= ٠, (t,∆Xt) ∈ A}.

زمان دو بین Xرا هاي جهش ،تعداد جهش باشند.اندازه [s, t]×A فرم به که مجموعه هایی براي .2 . 3 . 3 ملاحظه
. بیفتد A داخل هاي جهش این اندازه که ، شمارد می tوs

جهش اندازه .بنابراین است یک برابر همواره ها جهش سایز اندازه چون شمارشی فرایندهاي براي .3 . 3 . 3 ملاحظه
باشد. (٠,∞) روي تصادفی اندازه یک تواند می

کنید، فرض تعریف کرد. زیر بصورت را لوي فرایند با رابطه در جهش اندازه باشد،آنگاه لوي فرایند X اگر
بصورت (H, β(H)) روي JX پواسون تصادفی ،اندازه X لوي فرآیند هر با متناسب H = (٠,∞)×Rd\{٠}

می شود تعریف زیر
ω ∈ Ω و A ∈ β(H) هر براي

JX(A,ω) = #{t : (t,∆Xt) ∈ A}

B ∈ β(Rd) Aکه = (٠, t]×B اگر مخصوصا . بود خواهد اندازه یک .بنابراین است شمارشی اندازه یک فقط این .
t زمان در B در X هاي پرش تعداد دهنده نشان JX((٠, t]×B) آنگاه . است صفر از دور کراندار مجموعه یک

.بنابراین بود خواهد

JX((٠, t]×B), ω) = #{t : (t,∆Xt) ∈ A} = N
(B)
t .

بصورت که را ν اندازه A ∈ β(Rd) هر براي آنگاه باشد -مقدار Rd لوي فرآیند یک X کنید فرض .4 . 3 . 3 تعریف

ν(A) = E[#{t ∈ [٠,١] : ∆Xt ̸= ٠ ∆Xt ∈ A}]

. شود می نامیده لوي اندازه ، شود می تعریف

روي پواسون تصادفی اندازه یک JX .آنگاه باشد ν لوي اندازه با لوي فرایند یک X کنید فرض .5 . 3 . 3 قضیه
بود. خواهد λ× ν شدت اندازه با (H, β(H))

Bمجموعه ∈ β(Rd)٠و ≤ s < t آن در Aکه = (s, t]×B ومستطیل .µ = λ×ν دهید، قرار برهان.
خواهیم تعریف طبق زیرا .JX(A) = Nt(B)−Ns(B) دهیم می بگیرید.نشان نظر ،رادر است صفر از کرانداردور

داشت
JX(A,ω) = #{u : (u,∆Xu) ∈ (s, t]×B}

در ∆Xu . ثانیا قرارگیرد. (s, t] زمانی بازه داخل در u اولا که شمارد می را هایی u تعداد JX(A) واقع در
گیرد. قرار B داخل
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داریم دیگر طرفی از

Nt(B)−Ns(B) =
∑
s≤t

IB(∆Xs)−
∑
v≤s

IB(∆Xv)

=
∑
s<u≤t

IB(∆Xu)

= #{u|u ∈ (s, t],∆Xu ∈ B}

= Nu(B) s.t u ∈ (s, t]

ثابت رشد خاصیت بنابر طرفی .از است ν(B) پارامتر با پواسون فرایند یک (Nt(B))t≥٠ ،(4 . 1 . 3) قضیه طبق ولی
داشت خواهیم پواسون فرآیند هاي در

P(JX(A) = k) = P(Nt(B)−Ns(B) = k)

= P(NB
t−s = k)

= e−ν(B)(t−s) [ν(B)(t− s)]k

k!

= e−µ(A) [µ(A)]
k

k!
.

شدت اندازه با پواسون توزیع داراي JX(A) که خاصیت این با است مستقل رشد با تصادفی اندازه یک JX بنابراین
باشد. می A ⊆ H مستطیل برهر µ(A)

JX(A١), JX(A٢), · · · , JX(Am) باشندآنگاه مجزا هم از دو به ,A١دو A٢, · · · , Am مستطیل هاي اگر می دهیم نشان حال
بگیریم نظر در را زیر حالت دو است کافی اثبات براي ، ها مجموعه این کردن پردازش .با شد. خواهند مستقل ازهم

این .در باشند مجزا هم از دو به دو B١, B٢, · · · , Bm که بطوري Aj = (s, t]×Bj دهید، اول:قرار حالت
حالت

JX(Aj) = Nt(Bj)−Ns(Bj)

هستند. مستقل هم از (4 . 1 . 3) ، قضیه دوم قسمت به توجه با
دو به دو (s١, t١], (s٢, t٢] · · · , (sm, tm] بازه هاي که بطوري Aj = (sj, tj]×Bj دهید دوم:قرار حالت
از (4 . 1 . 3) قضیه، اول قسمت از استفاده با JX(A١), JX(A٢), · · · , JX(Am) حالت این .در هستند مجزا هم از
تصادفی اندازه یک JX(A) (6 . 2 . 3) ، قضیه بنابر حال . دارد مستقل رشد Nt(Bj) اینکه براي هستند. مستقل هم

باشد. می µ نرخ با پواسون
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-ایتو لوي تجزیه 4 . 3
-لوي ایتو تجزیه .1 . 4 . 3 قضیه

است. زیر تجزیه داراي X .آنگاه باشد -مقدار Rd لوي فرایند یک X کنید فرض

Xt = γt+Bt +

∫
|x|≤١

x[Nt(dx)− tν(dx)] +

∫
|x|>١

xNt(dx).

تجزیه این در که

γ = E[Xt −
∫
|x|>١ xNt(dx)] ∈ Rd .1

است. A ماتریکس کواریانس با دار مرکز براونی حرکت یک Bt .2

است. Bt از مستقل مارتینگل فرآیند یک ∫|x|≤١ x[Nt(dx)− tν(dx)] .3

مستقل Bt آنگاه f.IB ∈ L٢(ν) هر براي وهمچنین B ∈ β(Rd) صفر از دور کراندار مجموعه هر براي .4
. بود خواهد ∫

B
f(x)Nt(dx) از

باشند.و ازصفر دور وکراندار هم از جدا بورل هاي مجموعه Bو٢B١ اگر .5

خواهند مستقل هم از ∫
B٢
f٢(x)Nt(dx) و ∫

B١
f١(x)Nt(dx) آنگاه، .f١.IB١ , f٢.IB٢ ∈ L٢(ν)

بود.

کند می زیرصدق درشرایط که است، لوي اندازه یک ν .6

∫
Rd

(|x|٢
∧

١)ν(dx) <∞, ν{٠} = ٠

.

شود. رجوع 4از[18] فصل به 2از[12]یا فصل به . برهان

دار دریفت لوي فرایندهاي 1 . 4 . 3
داشت. خواهیم لوي-ایتو تجزیه از استفاده با .آنگاه باشد لوي فرایند یک X اگر

Xt = γt+ t+

∫
|x|≤١

x[Nt(dx)− tν(dx)] +

∫
|x|>١

xNt(dx) (2 . 3)

ولی کرد. نظر اظهار نمی توان ∫|x|≤١ x[Nt(dx)] بودن کراندار مورد در کلی حالت در که باشیم داشته نظر در باید
همچنین . بود خواهد tν اندازه نرخ با پواسون تصادفی اندازه یک Nt ،(5 . 2 . 3) قضیه به توجه با

E[

∫
|x|≤١

x[Nt(dx)]] = t

∫
|x|≤١

xν(dx)
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بود. خواهد ∫
|x|≤١ x[Nt(dx)] <∞ (a.s.) آنگاه .∫|x|≤١ |x|ν(dx) <∞ ، اگر که دهد می نشان این

دهید، قرار آنگاه .∫|x|≤١ |x|ν(dx) <∞ درآن که بگیرید نظر در را X لوي فرایند حال

γ٠ = γ −
∫
|x|≤١

xν(dx)

داشت، خواهیم (2 . 3) رابطه در آن جاگذاري با

Xt = γ٠t+ t+

∫
Rd

x[Nt(dx)]

شود. می گفته لوي فرایند براي دریفت یک γ٠ ، بردار به

، اینصورت .در باشد مقدار Rd لوي فرایند یک X کنید فرض .2 . 4 . 3 قضیه

E[ei<u,Xt>] = exp[t(i < u, γ > −١
٢ < u,Au > +

∫
Rd

ei<u,X>−١−i < u,X > I|x|≤١ν(dx))].

فرایند سه بودن مستقل به توجه برهان.با

،γt+Bt .1

،∫|x|>١ xNt(dx) .2∫
|x|≤١ x[Nt(dx)− tν(dx)] .3

داریم (1) قسمت مورد در می آید. بدست آنها مشخصه توابع ضرب حاصل از Xt مشخصه تابع آنگاه

E[ei<u,γt+Bt>] = exp[t(i < u, γ > −١
٢ < u,Au >)].

مشخصه تابع با مرکب پواسون فرآیند یک ∫|x|>١ xNt(dx) آنگاه، (1 . 2 . 3) قضیه به توجه با ،(2) قسمت براي

exp(t

∫
|x|>١

ei<u,x> − ١ν(dx))

بود. خواهد
که، است روشن (3) قسمت مورد در ∫سرانجام

|x|≤١
x[Nt(dx)− tν(dx)]

بصورت مرکب پواسون فرآیندهاي ∫حد
١
n
<|x|≤١

x[Nt(dx)− tν(dx)]

بصورت مشخصه اي تابع آنها از هریک که می باشد.

exp(t

∫
١
n
<|x|≤١

ei<u,x> − ١ν(dx))exp(i < u, t

∫
١
n
<|x|≤١

xν(dx) >)
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داشت، خواهیم مشخصه توابع دنباله ازاین گیري .باحد دارند

exp(t

∫
|x|≤١

ei<u,x> − ١− i < u, x > ν(dx)).

شد. خواهد حاصل نظر مورد ،نتیجه بالا قسمت سه از آمده بدست مشخصه توابع باضرب حال

، بصورت آن مشخصه تابع آنگاه باشد دریفت داراي X اگر .3 . 4 . 3 قضیه

E[ei<u,Xt>] = exp[t(i < u, γ٠ >)−
١
٢ < u,Au > +

∫
Rd

(ei<u,X> − ١)ν(dx)]

بود. خواهد
دهیم قرار لوي براي آمده بدست مشخصه تابع در برهان.اگر

γ = γ٠ +

∫
١
n
<|x|≤١

xν(dx)

داشت خواهیم بنابراین
E[ei<u,Xt>] = exp[t(i < u, γ٠ > +i < u,

∫
١
n
<|x|≤١ xν(dx) > −١

٢ < u,Au >

+

∫
Rd

ei<u,X> − ١− i < u,X > I|x|≤١ν(dx))]

= exp[t(i < u, γ٠ > +i < u,
∫

١
n
<|x|≤١ xν(dx) > −١

٢ < u,Au >

+

∫
Rd

(ei<u,X> − ١)−
∫
Rd

i < u,X > I|x|≤١ν(dx))]

= exp[t(i < u, γ٠ > +i < u,
∫

١
n
<|x|≤١ xν(dx) > −١

٢ < u,Au >

+

∫
Rd

(ei<u,X> − ١)−
∫
∫
١
n<|x|≤١

i < u,X > I|x|≤١ν(dx))]

= exp[t(i < u, γ٠ >)−
١
٢ < u,Au > +

∫
Rd

(ei<u,X> − ١)ν(dx)]

خنچین لوي قضیه .4 . 4 . 3 قضیه

خواهد زیر فرم به آن مشخصه تابع آنگاه باشد (Rd, β(Rd)) روي پذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک µ اگر .1
بود

µ̂(u) = exp[(i < u, γ >)−١
٢ < u,Au > +

∫
Rd

ei<u,x>−١−i < u, x > I|x|≤١ν(dx)]

لوي اندازه یک νو γ ∈ Rd چنین، هم . است d× d ونامنفی ،متقارن مشخص ماتریس یک A آن در که
کند، می صدق زیر شرط در که است. Rd روي

∫
Rd

(|x|٢
∧

١)ν(dx) <∞ , ν(٠) = ٠
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آنگاه شده، داده γ ∈ Rd وهمچنین Rd روي νلوي اندازه d × d ونامنفی متقارن ماتریس براي برعکس: .2
بصورت آن مشخصه تابع که بطوري Rd روي µپذیر تقسیم نهایت بی توزیع یک دارد وجود

µ̂(u) = exp[(i < u, γ >)−١
٢ < u,Au > +

∫
Rd

ei<u,x>−١−i < u, x > I|x|≤١ν(dx)]

باشد. می

. یکتاست A, ν, γ بوسیله µ̂ نمایش .3

شود. رجوع به[19] برهان.

لوي درفرایندهاي اي نمونه مسیرهاي خواص 5 . 3
تعریف ٠ < a ≤ b هر .براي است شده مجهز (A, ν, γ) تایی سه به باشد،که مقدار Rd لوي فرایند X کنید فرض

کنید
D(a, b) = {x ∈ Rd : a < |x|< b}.

A ∈ β((٠, t]× Rd\{٠} هر براي باشد.یعنی X روي جهش اندازه یک J کنید فرض همچنین

J(A,ω) = #{t : (t,∆Xt) ∈ A}.

کنید، تعریف ϵ > ٠ هر، وبراي Nt(B) = J((٠, t]×B). بگیرید، درنظر همچنین

Jϵ(t, ω) = J((٠, t]×D(ϵ,∞)) = Nt(|x|> ϵ).

همچنین،
J(t, ω) = J((٠, t]×D(٠,∞)) = lim

ϵ→٠
Jϵ(t, ω)

و
Xϵ(t, ω) =

∫
(٠,t]×D(٠,∞)

xJ(d((s, x), ω) =

∫
D(٠,∞)

xNt(dx).

ν = ٠. اگر اگروفقط هستند پیوسته X از نمونه اي مسیرهاي .1 . 5 . 3 قضیه
X جهش هاي تعداد دهنده ،نشان Jϵ(t) است.بنابراین λ× ν شدت بااندازه تصادفی اندازه یک J برهان.چون

، از آن میانگین می باشد.و بزرگتر شده داده ϵ هر از ها جهش این دامنه که است، t زمان د ر

E[Jϵ(t)] = E[

∫
(٠,t]×D(ϵ,∞)

J(d((s, x), ω)] = tν({|x|> ϵ})

ν = ٠ اگر وفقط اگر نیست صفر اندازه به جهشی هیچ بنابراین می آید. بدست
(a.s) .E[F ] = ٠ اگر اگروفقط F = ٠ .آنگاه باشد F ≥ ٠ اگر که می دانیم زیرا



لوي فرایند در ها پرش آنالیز 48

بود. خواهند [٠,∞] در چگال و پذیر شمارش جهش زمان هاي آنگاه ν(Rd) = ∞ اگر، الف .2 . 5 . 3 قضیه
(a.s.)

داشت.وبیشتر خواهند صعودي باترتیب نامتناهی پذیر ،شمارش جهش زمان هاي ٠آنگاه < ν(Rd) <∞ اگر، ب
(a.s.) بود. خواهد ١

ν(Rd)
میانگین با نمایی توزیع ، جهش زمان هاي بین پریودهاي توزیع آنکه

شود. رجوع [18] 21.9از قضیه .به برهان

لوي فرآیند هاي بندي دسته 1 . 5 . 3
کرد. تقسیم توان می زیر کلاس سه به را لوي فرآیند هاي توان می شده گفته مطالب به توجه با حال

کنید فرض
.آنگاه است شده مجهز (A, ν, γ) تایی سه به باشد،که مقدار Rd لوي فرایند X

ν(Rd) و،∞> A = ٠ )اگر اول نوع .1∫
|x|≤١ |x|ν(dx) <∞ و ν(Rd) = ∞،A = ٠ )اگر دوم نوع .2

A ̸= یا٠ ∫|x|≤١ |x|ν(dx) = ∞ اگر سوم نوع .3

.ونوع هستند بادریفت لوي فرایندهاي A Bو نوع کنید توجه پوشاند. می را ممکنه ي ها حالت همه حالت سه این
باشند. می (چگال) فشرده جهش زمان هاي داراي CوB

و ν(−∞,٠) = ٠،A = ٠ اگر وتنها اگر است صعودي ،X بعدي یک لوي فرایند .3 . 5 . 3 قضیه
باشد. γ٠ ≥ ٠ دریفت یک وداراي ∫

(٠,١] xν(dx) <∞.

شود. رجوع به[18] . برهان

متناهی (٠, t] بازه روي X اي نمونه مسیر  هاي تغییرات آنگاه باشد. BیاA نوع لوي فرایند X اگر .4 . 5 . 3 قضیه
(.a.s).خواهندبود

(.a.s).بود نخواهد کراندار (٠, t] بازه روي X اي نمونه هاي مسیر تغییرات آنگاه باشد C نوع از X اگر و

شود. رجوع به[18] برهان
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مقدمه 1 . 4
انتگرال یک با برابر پذیر انتگرال مربع براونی تابع هر که کند می بیان براونی فرایند یک مورد در مارتینگلی نمایش
نمایان طبیعی بطور زمان سازي بهینه در که موقعی مالی ریاضیات باشد.ودر می براونی حرکت به نسبت تصادفی
محاسبات در مارتینگل نمایش قضیه که کرد بیان توان می کند.وهمچنین می بازي مهمی خیلی نقش شود می
برحساب آن اساس که کلارك فرمول که کرد بیان توان می براونی حرکت مورد بود.در خواهد مهم بسیار لوي تصادفی
اي نمونه مسیر از براونی حرکت یک مارتینگلی نمایش بیان براي قدرتمندي وابزار ،وسیله شده بنا مالوین دیفرانسیل
تعداد لوي هاي فرایند براي مالوین دیفرانسیل حساب تعمیم هنگام اخیرا چون بود.حال خواهد براونی توابع به وابسته
این در کنیم می سعی .بنابراین شدند ظاهر لوي هاي کلاس زیر از گوناگونی انواع براي کلارك هاي فرمول از زیادي
آوریم. بدست مارتینگلی نمایش یک صریح بطور لوي فرایند ماکسیمم براي کلارك فرمول یک از استفاده با پایان نامه

اولیه ومفاهیم تعاریف 2 . 4
(Ω,F ,P) احتمال فضاي روي که لوي فرایند یک X = {Xt}t∈[٠,T ] و مثبت حقیقی عدد یک T کنید فرض
پیوسته ،همچنین ثابت ،رشد مستقل رشد هاي خاصیت داراي .پس است لوي فرایند یک X چون باشد. شده تعریف
F فیلتر به ،که می باشد چپ حد وداراي پیوسته راست از تصادفی متغیر Xیک می باشد.وهمچنین احتمال فضاي در
.واین است  شده گرفته نظر در مساوي FT با که F -جبر، σ بگیرید نظر باشد.در مجهز شده، تولید X توسط که

49
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آن در که Ft− = Ft. داریم، t ثابت زمان هر براي چنین .هم کند می صدق معمولی شرایط در فیلتر

Ft− = ∨t≥٠Ft = σ(∪t≥٠Ft).

داد نمایش زیر بصورت توان می را X آنگاه باشد پذیر انتگرال مربع لوي فرایند یک X اگر

Xt = µt+ σWt +

∫ t

٠

∫
R
zÑ(ds, dz).

یک Ñ استاندارد، براونی حرکت یک Wt ، مثبت اکیدا حقیقی عدد یک σ ، حقیقی عدد یک µ نمایش، این در که
N پواسون تصادفی اندازه .همچنین است X Nاز پواسون تصادفی اندازه با ،متناظر مرکب پواسون تصادفی اندازه

است. Wt براونی حرکت از مستقل
روي لبگ اندازه یک λ آن در که ، می شود تعریف λ × ν. بصورت باآن متناظر مرکب پواسون تصادفی اندازه
ویژگی داراي است.که R روي σ-متناهی اندازه یک ν است.یعنی X روي لوي اندازه یک ν همچنین است. [٠, T ]

می باشد. زیر  هاي
ν{٠} = ٠,

∫
R
(١ ∧ z٢)ν(dz) <∞.

می شود، تعریف زیر بصورت Ñ مرکب پواسون تصادفی اندازه

Ñ([٠, t]× A) = N([٠, t]× A)− tν(A).

روي بورل -میدان σ یک β(R) همچنین، باشد. [٠, T ]×Ω روي بینی پیش قابل -میدان σ یک P ، کنید فرض
باشد. R

-اندازه (P × β(R)) یک ψ ،اگر شود می گفته بینی پیش قابل بورل فرایند یک ψ(t, z, ω) فرایند، به
باشد. پذیر

ψ ∈ یکتا بینی پیش قابل بورل فرایند یک دارد وجود آنگاه F ∈ L٢(Ω,F ,P) کنید فرض .1 . 2 . 4 قضیه
ϕ ∈ L٢(λ× P) یکتا بینی پیش قابل فرایند یک و L٢(λ, ν,P)

که، بطوري

F = E[F ] +

∫ T

٠
ϕ(t)dWt +

∫ T

٠

∫
R
ψ(t, z)Ñ(dt, dz).

شود. رجوع به[14] . برهان

که، بطوري t و s هر، براي باشد. زمانی بازه یک [٠, T ] و تصادفی فرایند یک {Xt} کنید، فرض .2 . 2 . 4 تعریف
کنید تعریف ٠ ≤ s < t ≤ T.

Ms,t = sups≤r≤tXr الف-

Mt =M٠,t ب-

می شود. گفته Xt فرایند ماکسیمم M٠,T =MT به، آنگاه

سعی نامه پایان این می شود.در گفته لوي فرایند ماکسیمم MT به آنگاه باشد لوي فرایند یک {Xt} اگر حال
شود. ارائه مارتینگلی نمایش یک MT براي است شده
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لوي فرایند ماکسیمم براي مارتینگلی نمایش 3 . 4
فرایند ماکسیمم براي مارتینگلی نمایش -اکون کلارك وفرمول مالوین مشتق از استفاده با نامه پایان از بخش این در

شد. خواهد محاسبه لوي
است. شده آورده براونی فرایند ماکسیمم براي مارتینگلی نمایش زیر قضیه در نمونه عنوان به

بصورت فرآیند این ماکسیمم مارتینگلی نمایش آنگاه باشد استاندارد براونی حرکت Wtیک کنید فرض .1 . 3 . 4 قضیه
بود. خواهد زیر

MT =

√
٢T
π

+

∫ T

٠
١]٢− ϕ(

Mt −Wt√
T − t

)]dWt

آن در که
ϕ(x) = P{N(٠,١) ≤ x}.

شود. رجوع به[1] . برهان

در یکی دار جهت مشتق عملگر دو ،ابتدا لوي فرایند ماکسیمم براي مارتینگلی نمایش بیان از قبل .2 . 3 . 4 تعریف
جهت مشتق هاي عملگر این کنیم. می تعریف پواسون تصادفی اندازه جهت در را ودیگري براونی حرکت جهت

ترتیب به را دار

D(١) = D(١) −→ L٠])٢, T ]× Ω)

D(٢) = D(٢) −→ L٠])٢, T ]× R× Ω)

می دهیم. نشان
F ∈ D١,٢ = D(١) ∩ D(٢) هرگاه، است پذیر مشتق مالوین یک که F گوییم می

کنیم می استفاده مالوین مشتق براي زیر نرم از همچنین

DF := (D(١)F,D(٢)F )

∥DF∥٢ = ∥D(١)F∥٢
L٢(λ×P)+∥D(٢)F∥٢

L٢(λ×ν×P)

و باشند L٢(Ω) نرم در به F همگرا که D١,٢ عناصر از دنباله یک {Fk}k≥١ و F ∈ L٢(Ω) اگر .3 . 3 . 4 لم
L٢(λ×P)× در {DFk}k≥١ وهمچنین D١,٢ به است متعلق F آنگاه supk≥١ ∥ DFk ∥<∞ اگر همچنین

همگراست. ضعیف طور DF به L٢(λ× ν × P)

شود. رجوع به[14] برهان
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لیپ توابع براي چاین قانون وهمچنین کلاسیک براونی مالوین مشتق باره در نتایج همه آنگاه F ∈ D(١) اگر
است. درست نیز پواسون تصادفی اندازه مالوین مشتق مورد در قانون این .اما اجراست قابل D(١) مورد در شیتس

اگر F = g(Xt١ , Xt٢ , · · · , Xtn) ∈ D(٢) ، کنید فرض مثال براي

(t, z) 7−→ g(Xt١ + zI[٠,t١](t) · · ·+Xtn + zI[٠,tn](t))− g(Xt١ , Xt٢ , · · · , Xtn)

باشد.آنگاه L٢(λ× ν × P) به متعلق

D
(٢)
t,z = g(Xt١ + zI[٠,t١](t) · · ·+Xtn + zI[٠,tn](t))− g(Xt١ , Xt٢ , · · · , Xtn)

آنگاه F ∈ D١,٢ اگر .4 . 3 . 4 قضیه

F = E[F ] +

∫ T

٠
E[D

(١)
t F |Ft]dWt +

∫ T

٠

∫
R
E[D

(٢)
t,z F |Ft]Ñ(dt, dz)

شود. رجوع به[14] برهان

در فرایند این ماکسیمم براي مارتینگلی نمایش آنگاه باشد پذیر انتگرال مربع لوي فرایند یک Xt اگر .5 . 3 . 4 قضیه
بود. خواهد زیر بصورت [٠, T ] بازه

MT = E[MT ] +

∫ T

٠
ϕ(t,Mt −Xt)dWt +

∫ T

٠

∫
R
ψ(t, z,Mt −Xt)Ñ(dt, dz)

آن در که
ϕ(t, y) = σF̃T (y)

و
ψ(t, z, y) = (z − y)+ + Iz>y

∫ y

٠
F̃T−t(x)(dx) + Iz≤y

∫ y

y−z

F̃T−t(x)(dx)

MT میر دوب قوي ازنامساوي استفاده با .پس است دریفت با پذیر انتگرال مربع مارتینگل یک X چون . برهان
بود. خواهد پذیر انتگرال مربع تصادفی متغیر یک نیز

داشت خواهیم آنگاه E|MT |<∞ ، اگر همچنین

E[MT |Ft] =Mt +

∫ ∞

Mt−Xt

F̃T−t(z)dz. (1 . 4)

کنید فرض .وهمچنین باشد [٠, T ] از چگال مجموعه زیر یک {tk}k≥١ کنید، فرض حال
کنید تعریف n ≥ ١ هر وبراي F =MT .

Fn = max{Xt١ , · · · , Xtn}.

.بنابراین باشد می L٢(Ω) درنرم F به همگرا Fn .پس است F بوسیله کراندار و صعودي دنباله یک {Fn}n≥١ چون
. limn→∞ Fn −→ F



53 لوي فرایند ماکسیمم براي مارتینگلی نمایش

دهیم، نشان باید پس است. مالوین پذیر مشتق یک Fn که دهیم می نشان

Fn ∈ D١,٢ = D(١)
∩

D(٢)

. آید می بدست زیر مطلب دو از واین

عبارت .1
(x١, x٢, · · · , xn) −→ max(x١, x٢, · · · , xn)

باشد. می Rn از شیتس لیپ فرمول یک

بود خواهد زیر بصورت Fn روي براونی حرکت جهت در D(١) عملگر مالوین مشتق .2

٠ ≤ |D(١)
t Fn =

n∑
k=١

σI{t≤tk}IAk
≤

n∑
k=١

σIAk
= σ.

٢ ≤ k ≤ n هر، براي که

A١ = {Fn = Xt١} , A٢ = {Fn ̸= Xt١ , Fn = Xt٢}

, · · · , Ak = {Fn ̸= Xt١ , Fn ̸= Xt٢ , · · · , Fn ̸= Xtk−١ , Fn = Xtn}

که دهد می نشان واین
sup
n≥١

∥D(١)Fn∥٢L٠])٢,T ]×Ω)
≤ σ٢T.

بود خواهد زیر بصورت Fn روي پواسون تصادفی اندازه جهت در D(٢) عملگر مالوین مشتق همچنین

٠ ≤ |D(٢)
t,z Fn|= |max{Xt١ + zI{t<t١} · · ·+Xtn + zI{t<tn} − Fn|≤ |z|.

است. شده حاصل زیر نامساوي به توجه با تساوي این که

∥max{Xt١ + zI{t<t١} · · ·+Xtn + zI{t<tn} − Fn∥٢L٠])٢,T ]×R×Ω)
≤ T

∫
R
z٢ν(dz).

آنگاه z ≥ ٠ اگر، چون

٠ ≤ max{Xt١ + zI{t<t١} · · ·+Xtn + zI{t<tn}} − Fn ≤ z.

آنگاه z < ٠ واگر،

٠ ≤Fn −max{Xt١ + zI{t<t١} · · ·+Xtn + |z|I{t<tn}}

= Fn +min{−Xt١ + zI{t<t١} · · · −Xtn + |z|I{t<tn}}

= min{Fn −Xt١ + |z|I{t<t١} · · · −Xtn + |z|I{t<tn}}

≤ |z|.
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که دهد می نشان این
sup
n≥١

∥D(٢)Fn∥٢L٠])٢,T ]×R×Ω)
≤ T

∫
R
z٢ν(dz).

بنابراین
sup
n≥١

∥DFn∥٢≤ T (σ٢ +

∫
R
z٢ν(dz).

. است پذیر مشتق مالوین یک F که آنست دهنده نشان این و
، می شود نتیجه حد یکتایی قضیه از

lim
n→∞

D
(١)
t F = σI[٠,τ ](t).

آن در که
τ = inf{t ∈ [٠, T ] : Xt =MT}

inf ∅ = . قرارداد با
کند. پیدامی دسترسی [٠, T ] بازه روي سوپریمومش مقدار به X لوي فرایند که است زمانی اولین τ بنابراین

و
D

(٢)
t,z F = sup

٠≤s≤T
{Xs + zIt<s} −MT

بنابراین
E[D

(١)
t,z F |Ft] = σP{Mt < Mt,T |Ft} = σP{MT−t > a}.

که
a =Mt −Xt

، داریم (1 . 4) معادله به توجه دار.دبا MT−t با یکسان وتوزیع Ft از مستقل Mt,T −Xt چون

E[D
(٢)
t,z F |Ft] = E[ sup

٠≤s≤T
{Xs + zIt<s} −MT |Ft]

= E[max{Mt,Mt,T + z}|Ft]− E[MT |Ft]

=Mt + E[(Mt,T + z −Mt)
+|Ft]− E[MT |Ft]

= E[(MT−t + z − a)+]−
∫ ∞

a

F̄T−t(x)dx.

که
a =Mt −Xt

چون
E[(MT−t + z − a)+] =

∫ ∞

a−z

F̄T−t(x)dx.
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داشت، خواهیم

ψ(t, z, a) =

∫ ∞

a−z

F̄T−t(x)dx−
∫ ∞

a

F̄T−t(x)dx

= I{z≥a}(z − a) + I{z≥a}

∫ a

٠
F̄T−t(x)dx

+ I{a>z≥٠}

∫ a

a−z

F̄T−t(x)dx− I{z<٠}
∫ a−z

a

F̄T−t(x)dx.

، بصورت (4 . 3 . 4) قضیه بوسیله -اکون کلارك فرمول از لوي فرایند ماکسیمم براي مارتینگل نمایش سرانجام

MT = E[MT ] +

∫ T

٠
ϕ(t,Mt −Xt)dWt +

∫ T

٠

∫
R
ψ(t, z,Mt −Xt)Ñ(dt, dz)

آمد. خواهد بدست
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Aabstract

Levy process is one of the most important and most widely used process is in financial
mathematics. This process begins when the stock market pulled down market, a sudden
jump in prices will occur. Such markets for stochastic modeling process used Levy So the
issues surrounding this procedure to model the stock markets is important. In this essay,at
first the process itself had been intruduced and then its relation with poisson, Compound
poisson process,Infinitely Divisibility was stated . In the last chapter for A Martingale
representation for the maximum of a levy process presented.
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Compound poisson process;Infinite Divisibility;levy process;Measure random Pois-

son;Poisson process ;Measure random;Random function;Random Variable;Almost surely
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