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سپاس گزاری...

دانش و علـم طریـق بــه و بخشيد ͬ مان هست که را ی΄تا پروردگار بی کران سپاس
چينͬ خوشه و نمــود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشينͬ به و شد رهنمونمان

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از
سر و سلامتͬ با را زندگͬ از مرحله این که داد را توان این من به که شاکرم را خدا
سرافرازی و عزت هرچه که ͬ سایم م او پربرکت آستان بر سر و ب·ذارم سر پشت بلندی
ͬ آورم، م فرود مادرم و پدر برابر در تعظیم سر مرتبه بلند خدای از پس اوست. از هست،
من برای خداوندی لطف و مهر تجلͬ که ͬ ستایم م را ایشان و ͬ زنم م بوسه پایشان بر

ͬ باشند. م
در که راد جعفری نادر دکتر آقای جناب شایسته، و کمالات با استاد از ͬ دانم م لازم
دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه ی کمال
این رسیدن ثمر به در مهمͬ نقش گهربارشان و ارزنده راهنمایی های با و ننمودند
دلسوز، و فرزانه اساتید از همچنین نمایم. تش΄ر و تقدیر صمیمانه داشتند، نامه پایان
که شعرباف رحیمͬ صادق دکتر و علیشاهͬ میثم دکتر قربانͬ، ابراهیم دکتر آقایان
که باشد نمایم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال شدند، متقبل را رساله این داوری زحمت

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این

شریفͬ الهه
١٣٩۵ اسفند
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چ΄یده
کاربردها ͬ ها، ویژگ از برخͬ و کرده مطالعه را گراف ترنسورسال عدد رساله این در
کران ها این از برخͬ سپس ͬ کنیم. م بیان را پارامتر این برای موجود کران های و
که همبندی گراف های ویژه به گراف ها، برای جدیدی کران های و بخشیده بهبود را
اهمیت بر تأکید به منظور ͬ دهیم. م ارائه دارند، برشͬ غیر درجه ماکسیمم با رأسͬ
قابل کران هایی ͬ شوند م ارائه رساله این در که کران هایی ترنسورسال، مسأله کاربردی
جدید کران های تساوی در که را گراف هایی تمامͬ همچنین هستند. کارآمد و محاسبه
عدد با دوبخشͬ گراف های ساختار نیز پایان در ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند، م صدق

ͬ کنیم. م بررسͬ را مشخص ترنسورسال
استقلال. عدد ترنسورسال، عدد کلیدی: کلمات

م





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Jafari RadN. and Sharifi E., Bounds on the independence number of a graph in terms

of order, size andmaximum degree, Discrete AppliedMathematics, 217 (2017), 210-

219.

2. Sharifi E. and Jafari Rad N., A note on the independence number in bipartite graphs,

AUSTRALASIAN JOURNAL OF COMBINATORICS, 66.2 (2016), 344-349.

3. Sharifi E. and Jafari Rad N., DISTANCE ROMAN DOMINATION IN RANDOM

GRAPHS, ROMANIAN JOURNALOFMATHEMATICSANDCOMPUTERSCI-

ENCE, 6 (2016), 121-125.

4. Sharifi E. and Jafari Rad N., (2016), New Bounds on the Independence Number of

Hypergraphs, The 25th Iranian Algebra Seminar, Sabzevari, Iran, 343-346.

5. Sharifi E. and Jafari Rad N., (2016), New Bounds on the Independence Number

of Hypergraphs, The 4th Seminar on Algebra and its Applications, Ardabil, Iran,

209-210.

6. Sharifi E. and Jafari Rad N., (2016), New Bounds on the Independence Number of

connected Graphs, The 4th Seminar on Algebra and its Applications, Ardabil, Iran,

211-212.

7. Sharifi E. and Jafari Rad N., (2016), New Bounds on the Independence Number of

connected Graphs, The 47th Annual Iranian Mathematics Conference, Karaj, Iran.

8. Sharifi E. and Jafari Rad N., (2016), Bounds on the Distance Roman domination

Number in graphs, The 47th Annual Iranian Mathematics Conference, Karaj, Iran.

9. Sharifi E. and Jafari Rad N., (2017), A characterization of bipartite graphs with

given transversal number, The 9thGraph Theory andAlgebraic Combinatorics Con-

ference of Iran, Tehran, Iran.

10. Jafari Rad N. and Sharifi E.,New Bounds on the Independence Number of connected

Graphs, Submitted.

س





ඒࣂش࢈ൈتار
در رأس ΁ی ͬ پردازد. م گراف ها در ترنسورسال عدد مورد در بحث به رساله، این
باشد. شده ͽواق یال آن بر نظر مورد رأس هرگاه ͬ پوشاند م را یال ΁ی گراف، ΁ی
که رئوس از مجموعه ای از است عبارت گراف در رأسͬ) (پوشش ترنسورسال ΁ی
کوچ΁ ترین اندازه با برابر گراف ترنسورسال عدد ͬ پوشاند. م را گراف یال های تمامͬ
در پرکاربرد و بنیادین مفاهیم از ی΄ͬ ترنسورسال عدد است. گراف در ترنسورسال
کرده مطالعه را گراف ترنسورسال عدد رساله این در ͬ شود. م محسوب گراف نظریه
ͬ کنیم. م بیان را پارامتر این برای موجود کران های و کاربردها ͬ ها، ویژگ از برخͬ و
ارائه پارامتر این برای جدیدی کران های و بخشیده بهبود را کران ها این از برخͬ سپس
ͬ کنند، م صدق جدید کران های تساوی در که را گراف هایی تمامͬ همچنین ͬ دهیم. م

ͬ کنیم. م دسته بندی
مانند نیاز، مورد مفاهیم و تعاریف ذکر به رساله این اول فصل در کلͬ، به طور
عدد ارتباط همچنین ͬ پردازیم. م گراف ها، در ترنسورسال عدد و ترنسورسال مفهوم
از کاربرد چند سپس ͬ کنیم. م بررسͬ گراف نظریه پارامترهای دی·ر با را ترنسورسال
دیدگاه دو از مسأله این کاربردهای ͬ کنیم. م بیان مختلف زمینه های در را مفهوم این
پیدا برای تخصیص ال·وریتم های پیچیدگͬ سپس ͬ شوند. م بررسͬ تجربی و تئوری
فصل این خاتمه، در ͬ کنیم. م بررسͬ را اندازه مینیمم با ترنسورسال مجموعه کردن

ͬ رسانیم. م پایان به ترنسورسال مفهوم از مختصر تاریخچه ای ذکر با را
انجام گراف ها ترنسورسال عدد تخمین راستای در که تلاش هایی به دوم، فصل در
ͬ کنیم. م مطرح را پارامتر این برای شده ارائه کران چندین و ͬ کنیم م اشاره است شده
فصل این در که کران هایی ترنسورسال، مسأله کاربردی اهمیت بر تأکید به منظور
به را فصل این کران های هستند. کارآمد و محاسبه قابل کران هایی ͬ شوند، م ارائه
گراف های برای (کران هایی ویژه کران های و بالا کران های پایین، کران های دسته سه

ͬ کنیم. م تقسیم بندی خاص)
ارائه گراف ها ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل و بالا کران چند سوم، فصل در
درجه ماکسیمم با رئوس تعداد و اندازه مرتبه، براساس فصل این کران های ͬ دهیم. م
ͬ کنند، م صدق کران ها این تساوی در که را گراف هایی تمامͬ سپس هستند. گراف
برای را دوم فصل در شده ارائه کران های از برخͬ کران ها این ͬ کنیم. م دسته بندی

ͬ دهند. م بهبود بزرگ درجه ماکسیمم با گراف هایی
گراف های ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل و بالا کران چند نیز چهارم فصل در



ص
کران ها این ͬ دهیم. م ارائه هستند، درجه ماکسیمم با برشͬ غیر رأسͬ دارای که همبند
گراف های تمامͬ همچنین هستند. گراف درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس نیز
اصلͬ نتایج ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند، م صدق کران ها این تساوی در که همبندی

است. [۵٩] در ترنسورسال عدد برای شده ارائه کران برای بهبودی فصل، این در
در ترنسورسال عدد مطالعه ͬ گیرد، م قرار بررسͬ مورد پنجم فصل در که آن چه
درخت ها ساختار فصل، این در است. دوبخشͬ گراف های کلͬ به طور و درخت ها
ساختار ͽواق در ͬ شود. م بررسͬ مشخص ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های و
گراف مرتبه نصف مساوی یا کم تر آن ها ترنسورسال عدد که دوبخشͬ گراف های تمام
را نردهاس‐گدم نوع از روابطͬ نتیجه، ΁ی به عنوان سپس ͬ شوند. م مشخص است،
ساختار و ͬ دهیم م ارائه م΄ملش، گراف و درخت ΁ی ترنسورسال عدد مجموع برای
فصل این نتایج ͬ کنیم. م مشخص ͬ کنند، م صدق روابط این در که را گراف هایی

است. [١١١] از تعمیمͬ
΁ی و ستاره ها به گراف یال های افراز حقیقت در ترنسورسال ΁ی که شود دقت
حقیقت، این به توجه با ستاره هاست. به گراف رأس های افراز احاطه گر، مجموعه
در ترنسورسال مفهوم با رابطه در [٩٢] و [١١] در شده ارائه نتایج ششم، فصل در
این برای ͬ دهیم. م تعمیم گراف ها این در احاطه گری مفهوم به را تصادفͬ گراف های
رومͬ r‐احاطه گری به را رومͬ r‐احاطه گری مفهوم ،k ≥ ١ هر برای ابتدا منظور،
‐k رومͬ r‐احاطه گری عدد نام به جدیدی پارامتر و ͬ دهیم م تعمیم k‐فاصله ای

این اندازه برای احتمالاتͬ کران  چند سپس ͬ کنیم. م تعریف گراف ها برای فاصله ای
در را k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری عدد نیز پایان در ͬ دهیم. م ارائه جدید پارامتر

ͬ کنیم. م بررسͬ تصادفͬ گراف های



مطالب فهرست
ث تصاویر فهرست
١ مقدمات ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادها و تعاریف ١ . ٢
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترنسورسال مسأله کاربرد ١ . ٣
٧ . ترنسورسال عدد با گراف نظریه پارامترهای دی·ر ارتباط ١ . ٣ . ١
١٧ . . . . . . . . . . حقیقͬ دنیای در ترنسورسال کاربرد ١ . ٣ . ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترنسورسال مسأله پیچیدگͬ ۴ . ١
٢٧ . . . . . . . . . . . . ترنسورسال و استقلال مفاهیم تاریخچه ۵ . ١
٢٩ ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسبه قابل پایین کران های ٢ . ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسبه قابل بالای کران های ٢ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F خانواده ٢ . ٣ . ١
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسبه قابل ویژه کران های ۴ . ٢

ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ٣
۴٩ درجه
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها از خانواده چند ٣ . ٢
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ نتایج ٣ . ٣
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٣ . ١ قضیه اثبات ۴ . ٣
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٣ . ٢ قضیه اثبات ۵ . ٣

ق



مطالب فهرست ر
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٣ . ٣ قضیه اثبات ۶ . ٣
٧۵ همبند گراف های در ترنسورسال عدد ۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف ها از خانواده هایی ٢ . ۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلͬ نتایج ٣ . ۴
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات ۴ . ۴
١٠١ دوبخشͬ گراف های در ترنسورسال عدد ۵
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۵
١٠٢ . . . . . . . . . . . . . . دوبخشͬ گراف های ترنسورسال عدد ٢ . ۵
١٠٣ . . . . . مرتبه نصف برابر ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های ٣ . ۵
١٠۴ . . . . . . . . مشخص ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های ۴ . ۵
١٠٨ . . . . . . . . . . ترنسورسال عدد برای نردهاس‐گدم روابط ۵ . ۵
١١١ گراف ها در فاصله با رومͬ احاطه گری ۶
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۶
١١٣ . . . . . . . . . . گراف ها در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری ٢ . ۶
١١٨ . . . . . تصادفͬ گراف های در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری ٣ . ۶
١٢٣ نمادها فهرست آ 
١٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرالفبایی نمادهای آ  . ١
١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الفبایی نمادهای آ  . ٢
١٢٧ ͽمراج
١۴٩ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
١۵۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
١۶٠ نمایه
١۶٠ نمایه



تصاویر فهرست
٢٢ اضافͬ. ستون سه و سطر دو با مجدد پی΄ربندی قابلیت با آرایه ΁ی ١ . ١
۴٣ . . . . . . . . . . .F خانواده به متعلق گراف های از مثال هایی ٢ . ١
۴۵ . . . . ͬ کنند. م صدق ١ . ۴ . ٢ قضیه کران تساوی در که گراف سه ٢ . ٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سخت. بلوک های ٢ . ٣

ترنسورسال عدد و ٣ حداکثر درجه ماکسیمم با مثلث‐آزاد گراف دو ۴ . ٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٩
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه. پاروی ٣ . ١
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .G١ خانواده ٣ . ٢
۵١ . . . . . . . . . .G[١]١ خانواده به متعلق گراف های از مثال هایی ٣ . ٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . .G٢,١ خانواده به متعلق گراف دو ۴ . ٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . .G٣,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی ۵ . ٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . .G۴,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی ۶ . ٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . .G۵,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی ٣ . ٧
۵۵ . . . . . . . . . . . . . .G۶,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی ٣ . ٨
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . .F٣ خانواده به متعلق گراف ΁ی ١ . ۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . .H خانواده به متعلق گراف تعدادی ٢ . ۴
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١ فصل
مقدمات

مقدمه ١ . ١
رساله، این در است. گراف نظریه در شده شناخته مسائل از ی΄ͬ ترنسورسال مسأله
این در کنیم. بررسͬ را گراف نظریه در ترنسورسال مفهوم ͽجام به طور داریم قصد
ͬ پردازیم. م گراف نظریه در مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف بیان به ١ . ٢ بخش در فصل،
به منظور ،١ . ٣ بخش در ͬ کنیم. م بیان را گراف در ترنسورسال مفهوم همچنین
مسأله از کاربرد چند بیان به رساله، این مطالعه راستای در مخاطب در انگیزه ایجاد
کاربرد و تئوری کاربرد دیدگاه دو از را مسأله این کاربردهای ͬ پردازیم. م ترنسورسال
با را مسأله این ارتباط ١ . ٣ . ١ زیربخش در واض͹ تر، به طور ͬ کنیم. م بررسͬ تجربی
چند بیان به نیز ١ . ٣ . ٢ زیربخش در ͬ کنیم. م بررسͬ گراف نظریه مسائل از دی·ر برخͬ
زیست شناسͬ صنعت، جمله از حقیقͬ دنیای در مختلف علوم در مسأله این از کاربرد
پیدا یعنͬ ترنسورسال، مسأله حل سختͬ ،۴ . ١ بخش در و ادامه در ͬ پردازیم. م غیره و
ما موضوع این که ͬ کنیم م بررسͬ را گراف ها در اندازه مینیمم با ترنسورسال کردن



مقدمات ٢
این ،۵ . ١ بخش در و خاتمه در ͬ کند. م هدایت بودن NP‐کامل به ͽراج بحث به را
تعاریف ͬ رسانیم. م اتمام به ترنسورسال مفهوم از مختصر تاریخچه ای ذکر با را فصل

است. [۵٧] ͽمرج براساس گراف با مرتبط مفاهیم سایر و فصل این در شده ارائه

نمادها و تعاریف ١ . ٢
و V (G) متناهͬ و ناتهͬ مجموعه ΁ی از است عبارت G = (V (G), E(G)) گراف١ ΁ی
است. V (G) در متمایز اعضای از نامرتب دوتایی های شامل که E(G) خانواده همچنین
،G گراف در رأس ها تعداد ͬ نامیم. م یال٣ را E(G) اعضای و رأس٢ را V (G) اعضای
نیز را G گراف یال های تعداد ͬ شود. م داده نشان n(G) با و شده نامیده گراف مرتبه۴
{u, v} ∈ E(G) مفهوم رساله، این در ͬ دهیم. م نمایش m(G) با و نامیده گراف اندازه۵
مجاور هم با v و u ͬ گوییم م e = uv ∈ E(G) اگر و داده نشان uv ∈ E(G) به صورت را

شده اند. ͽواق e بر v و u رئوس و هستند
در v با مجاور رئوس مجموعه ،NG(v) ،v رأس باز۶ همسای·ͬ از منظور G گراف در
بسته٧ همسای·ͬ .NG(v) = {u ∈ V (G) | uv ∈ E(G)} دی·ر، عبارت به است. G گراف
هر برای مشابه، به طور .NG[v] = NG(v) ∪ {v} از است عبارت نیز G گراف در v رأس
.NG[S] = NG(S)∪S همچنین و NG(S) = ∪v∈SNG(v) \S داریم ،S ⊂ V (G) مجموعه
ماکسیمم است. G گراف در v همسایه های تعداد با برابر ،degG(v) ،v رأس ΁ی درجه٨
برای ͬ دهیم. م نشان δ(G) و ∆(G) با ترتیب به را G رئوس درجه١٠ مینیمم و درجه٩

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را δG[S] نماد رئوس، از S زیرمجموعه ΁ی
δG[S] = min{degG(v) | v ∈ S}.

گراف ΁ی درجات از d١, d٢, . . . , dn مرتب دنباله براساس نیز گراف ΁ی میانͬ درجه
١graph
٢vertex
٣edge
۴order
۵size
۶open neighborhood

٧closed neighborhood
٨degree
٩maximum degree

١٠minimum degree



٣ نمادها و تعاریف
جمله با برابر ،M(G) میان١١ͬ، درجه ،n فرد مرتبه از G گراف ΁ی در ͬ شود. م تعریف
که درحالتͬ و ،M(G) = d(n+١)/٢ یعنͬ است، گراف مرتب درجات دنباله در وسط
یعنͬ ،G درجات دنباله وسط جملات میانگین با است برابر باشد زوج G گراف مرتبه
گراف، ΁ی درجات دنباله از مشهور دسته بندی ΁ی .M(G) = (dn/٢ + d(n/٢)+٢/(١
و لازم شرط دسته بندی این اساس بر .[۴٨ ،۵۶] است هاول‐ح΄یم١٢ͬ دسته بندی
درجات دنباله نامنفͬ، صحیح اعداد از S : d١ ≥ d٢ ≥ . . . ≥ dn دنباله اینکه برای کافͬ
اولین حذف از پس n − ١ طول به آمده به دست دنباله که است این باشد گراف ΁ی
دنباله کردن مرتب سپس و واحد ΁ی اندازه به بعدی جمله d١ کاهش و S از ،d١ جمله،
فرآیند به که فوق فرآیند باشد. گراف ΁ی درجات دنباله صعودی، غیر به صورت جدید
است تکرار قابل گراف ΁ی درجات دنباله روی بر زمانͬ تا است معروف هاول‐ح΄یمͬ
هستند. صفر جملات همه آن در که ͬ کند م تولید دنباله ای پایان در و d١ ≥ ١ که
با G گراف درجات دنباله از آمده به دست دنباله آخرین در باقیمانده صفرهای تعداد
به صورت را آن که ͬ شود م نامیده G گراف باقیمانده١٣ هاول‐ح΄یمͬ، فرآیند تکرار

ͬ دهیم. م نمایش R(G)

نام گذاری خاص به طور رئوس برخͬ گراف نظریه در رأس، ΁ی درجه میزان براساس
΁ی نباشد. مجاور دی·ری رأس هیچ با که است رأسͬ منفرد١۴ رأس ΁ی ͬ شوند. م
حداقل که است رأسͬ پشتیبان١۶ رأس و است ΁ی درجه با رأسͬ گراف، ΁ی در برگ١۵
دارای هرگاه گوییم قوی١٧ پشتیبان را پشتیبان رأس ΁ی باشد. مجاور برگ ΁ی با
برگ آن بر ͽواق رأس ΁ی حداقل که را یالͬ گراف ΁ی در باشد. برگ همسایه دو حداقل

ͬ نامیم. م آویخته١٨ یال باشد
،Ḡ ،G گراف م΄مل٢٠ گراف باشد. نداشته یالͬ هیچ که است گرافͬ ته١٩ͬ، گراف
و اگر مجاورند Ḡ گراف  در رأس دو به طوری که است V (G) رئوس مجموعه با گرافͬ

١١median degree
١٢Havel-Hakimi
١٣residue
١۴isolated vertex
١۵leaf
١۶support vertex

١٧strong support
١٨pendant edge
١٩null graph
٢٠complement graph



مقدمات ۴
القایی٢١ زیرگراف ،V (G) از S زیرمجموعه هر برای نباشند. مجاور G گراف در اگر تنها
ͬ کند. م مشخص را S رئوس مجموعه با G از ماکسیمال زیرگراف ،G[S] ،S توسط
حذف با G از آمده به دست گراف G− S ،G گراف رأس های از S زیرمجموعه ΁ی برای
S = {v} اگر است. G[V (G) \ S] در منفرد رأس های حذف همچنین و S رأس های

ͬ دهیم. م نمایش G− v به صورت را G− S راحتͬ برای آنگاه
u از مسیری G گراف در v و u رأس دو هر برای هرگاه گوییم همبند٢٢ را G گراف
همبند گراف در v رأس گوییم. ناهمبند٢٣ را G صورت این غیر در باشد، موجود v به
‐٢ گراف ΁ی باشد. ناهمبند G[V (G) \ {v}] گراف هرگاه است برش٢۴ͬ رأس ΁ی G
فاقد ماکسیمال القایی زیرگراف ΁ی است. برشͬ رأس فاقد همبند گرافͬ ، همبند٢۵
همبند گراف ΁ی در برش٢٧ͬ یال ΁ی مشابه، به طور گوییم. بلوک٢۶ را برشͬ رأس
گراف ΁ی در v و u رأس دو فاصله٢٨ ͬ سازد. م ناهمبند را گراف آن حذف که است یالͬ
دو بین مسیری هیچ اگر است. v و u بین مسیر کوتاه ترین اندازه با برابر ،dG(u, v) ،G
در v رأس ΁ی مرکز٢٩ از گریز .dG(u, v) = ∞ ͬ گوییم م آنگاه نباشد موجود v و u رأس

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت ،ecc(v) ،G گراف
ecc(v) = max{dG(u, v) | u ∈ V (G)}.

با برابر G گراف شعاع٣٠
rad(G) = min{ecc(v) | v ∈ V (G)}

سره القایی همبند زیرگراف هر هرگاه گوییم شعاع‐بحران٣١ͬ گراف را G گراف است.
به صورت را G گراف قطر٣٢ همچنین باشد. G شعاع از کوچ΁ تر شعاعͬ دارای G

diam(G) = max{ecc(v) | v ∈ V (G)}
٢١induced subgraph
٢٢connected
٢٣disconnected
٢۴cut vertex
٢۵٢-connected graph
٢۶block
٢٧cut edge

٢٨distance
٢٩eccentricity
٣٠radius
٣١radius-critical graph
٣٢diameter



۵ نمادها و تعاریف
هر بین فاصله ها میانگین با برابر ،D̄(G) ،G گراف متوسط٣٣ فاصله ͬ کنیم. م تعریف

دی·ر، عبارت به است. G در رأس دو

D̄(G) =
∑

u,v∈V (G)

dG(u, v)

( n٢ )
.

این در شده استفاده نمادگذاری های از برخͬ به ی΄سان سازی، به منظور ادامه در
کامل گراف و دور مسیر، ترتیب به Kn و Cn ،Pn رساله این در ͬ کنیم. م اشاره رساله
΁ی ͬ نامند. م درخت٣۴ را دور فاقد همبند گراف ΁ی ͬ کنند. م مشخص را n مرتبه از
رأس باشد. شده متمایز رئوس بقیه از آن رأس ΁ی که است درختͬ ریشه دار٣۵ درخت
آنگاه باشد، ریشه دار درخت ΁ی T اگر ͬ شود. م نامیده درخت٣۶ ریشه شده متمایز
یا Sn

ستاره٣٧ از منظور ͬ دهیم. م نمایش Tv نماد با را v رأس در ریشه دار زیردرخت
،K١,٣ کامل دوبخشͬ گراف راحتͬ، برای است. K١,n کامل دوبخشͬ گراف n‐پنجه٣٨

΁ی ͬ شود. م نامیده مرکزی٣٩ رأس ،Sn ستاره در n درجه رأس ͬ شود. م نامیده پنجه
رأس های نیز رأس دو این که است برگ غیر رأس دو دقیقا با درختͬ دوگانه۴٠ ستاره
درجه از مرکزی رأس های با دوگانه ستاره ΁ی ͬ شوند. م نامیده دوگانه۴١ ستاره مرکزی
است گرافͬ کامل۴٢ شده ش΄افته گراف ΁ی ͬ دهیم. م نمایش Sm,n به صورت را n و m

کرد افراز C خوشه ΁ی و I مستقل مجموعه ΁ی به را آن رئوس مجموعه بتوان که
کامل شده ش΄افته گراف ΁ی باشد. مجاور C در رأس هر با I در رأس هر به طوری که
C خوشه ΁ی و m اندازه از I مستقل مجموعه ΁ی به را آن رئوس مجموعه بتوان که را
،cor(G) ،G گراف تاج۴٣ از منظور ͬ دهیم. م نمایش CS(m,n) با کرد، افراز n اندازه از
را G گراف ͬ آید. م به دست G رأس هر به برگ ΁ی کردن اضافه با که است گرافͬ
مشترک درجه هرگاه گوییم r‐منتظم۴۵ را آن و ،δ(G) = ∆(G) هرگاه گوییم منتظم۴۴

٣٣average distance
٣۴tree
٣۵rooted tree
٣۶root of the tree
٣٧star
٣٨n-claw
٣٩central vertex

۴٠double-star
۴١central vertices of double-star
۴٢complete split graph
۴٣corona
۴۴regular
۴۵r-regular



مقدمات ۶
را G گراف ͬ نامیم. م م΄عبی۴۶ گراف نیز را ٣‐منتظم گراف باشد. r برابر رئوس همه
k از منظور باشد. نداشته H با ی΄ریخت القایی زیرگراف هیچ G هرگاه گوییم H‐آزاد۴٧

u, x١, . . . , xk, v مسیر با uv یال جای·زینͬ گراف، ΁ی در uv یال کردن۴٨ زیرتقسیم بار
نماد ،k ∈ N برای نویسͬ اختصار به منظور رساله، این در که است ذکر به لازم است.

ͬ کند. م مشخص را {١, . . . , k} مجموعه [k]

΁ی باشد. شده ͽواق یال آن بر v هرگاه ͬ پوشاند م را یال ΁ی G گراف در v رأس
گراف یال های تمامͬ که رئوس از مجموعه ای از است عبارت G گراف در ترنسورسال۴٩
رأس۵٠ͬ پوشش گراف، ΁ی در ترنسورسال که ͬ شویم م متذکر اینجا در ͬ پوشاند. م را
کوچ΁ ترین اندازه با برابر ،τ(G) ،G گراف ترنسورسال۵١ عدد ͬ شود. م نامیده نیز
‐τ(G) به صورت را τ(G) اندازه از ترنسورسال ΁ی است. G گراف در ترنسورسال
گراف ها از برخͬ ترنسورسال عدد برای شده شناخته مقادیر ͬ دهیم. م نشان مجموعه

است. زیر به صورت

داریم: Cn و Pn ،Sm,n ،Sn ،Kn گراف های برای .١ . ٢ . ١ مشاهده

(i) τ(Sn) = 1,

(ii) τ(Sn,m) = 2,

(iii) τ(Pn) = ⌊n
2
⌋,

(iv) τ(Cn) = ⌈n
2
⌉,

(v) τ(Kn) = n− 1.

۴۶cubic graph
۴٧H-free
۴٨subdivision
۴٩transversal

۵٠vertex cover
۵١transversal number



٧ ترنسورسال مسأله کاربرد

ترنسورسال مسأله کاربرد ١ . ٣
این کاربردهای ͬ کنیم. م اشاره ترنسورسال مسأله کاربردهای از برخͬ به بخش این در
منظور ͬ کنیم. م تقسیم تجربی کاربردهای و تئوری کاربردهای دسته دو به را مسأله
مسائل از دی·ر برخͬ حل در ترنسورسال مسأله از استفاده ͽواق در تئوری کاربرد از
با را گراف ΁ی ترنسورسال عدد ارتباط منظور، این برای است. گراف نظریه تئوری
آن به نیز عملͬ کاربردهای ͬ کنیم. م بررسͬ گراف نظریه دی·ر پارامترهای از برخͬ
از برخͬ حل در ترنسورسال مسأله از استفاده به که ͬ شود م اطلاق کاربردها از دسته

ͬ کنند. م اشاره حقیقͬ دنیای در موجود مسائل

ترنسورسال عدد با گراف نظریه پارامترهای دی·ر ارتباط ١ . ٣ . ١
اندازه است. گراف به وابسته مسائل از برخͬ حل ترنسورسال، مسأله کاربردهای از ی΄ͬ
΁ی ترنسورسال عدد اندازه با دقیق به طور گراف نظریه در موجود پارامترهای از برخͬ
پارامترهای گراف. ΁ی خوشه ای عدد و استقلال عدد مانند هستند، ارتباط در گراف
زده تخمین گراف ترنسورسال عدد توسط آن ها اندازه که هستند موجود نیز دی·ری
بخش این در گراف. احاطه گری عدد و یالͬ پوشش عدد رنگͬ، عدد مانند ͬ شوند، م

ͬ کنیم. م بررسͬ پارامترها این با را ترنسورسال عدد ارتباط

ترنسورسال عدد با استقلال عدد ارتباط
از ی΄ͬ که است گراف استقلال عدد ترنسورسال، عدد به وابسته دقیقا مفاهیم از ی΄ͬ
از S مجموعه ،G گراف در ͬ شود. م محسوب گراف نظریه در پرکاربرد و اساسͬ مفاهیم
بزرگ ترین اندازه نباشند. مجاور S در رأسͬ دو هیچ هرگاه گوییم مستقل۵٢ را رئوس
مجموعه ΁ی گوییم. ،α(G) ،G گراف استقلال۵٣ عدد را G گراف در مستقل مجموعه

گوییم. α(G)‐مجموعه ΁ی نیز را α(G) اندازه از مستقل
۵٢independent
۵٣independence number



مقدمات ٨
در مستقل مجموعه ΁ی V (G) \ S آنگاه باشد G گراف در ترنسورسال ΁ی S اگر
بنابراین یافت. دست مشاهده این به که بود کسͬ اولین گالای۵۴ بالعکس. و است G
نمود. بیان زیر به صورت را گراف ΁ی استقلال عدد و ترنسورسال عدد ارتباط ͬ توان م

داریم: آنگاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر [٣٨] .١ . ٣ . ١ قضیه
τ(G) + α(G) = n.

استقلال عدد و ترنسورسال عدد پارامتر دو که ͬ کنیم م مشاهده فوق، قضیه بنابر
تعیین پارامتر، ΁ی اندازه تعیین برای روش ΁ی و هستند وابسته هم به دقیق به طور
ادامه در همچنین و علمͬ متون در که است دلیل این به است. دی·ر پارامتر اندازه
گراف ΁ی استقلال عدد ترنسورسال، عدد به جای ͬ توان م لزوم صورت در رساله، این
مسأله دو مستقل، مجموعه و ترنسورسال مسأله دو اینکه وجود با پس کرد. بررسͬ را
مسائل به کردن نگاه مختلف روش های حقیقت در دو این اما ͬ رسند م نظر به متفاوت

ی΄دی·رند. از متفاوت نسخه دو مسائل این و هستند ی΄سان

ترنسورسال عدد با خوشه ای عدد ارتباط
بزرگ ترین مسأله با متناظر ترنسورسال مسأله شد، ذکر قبل قسمت در که همان طور
ͬ توان م نیز را مستقل مجموعه بزرگ ترین مسأله اما است. گراف در مستقل مجموعه
گراف، ΁ی در خوشه۵۵ ΁ی گرفت. نظر در گراف در خوشه بزرگ ترین مسأله با متناظر
عدد باشد. کامل مجموعه آن روی شده القا زیرگراف که است رئوس از مجموعه ای

است. G در خوشه بزرگ ترین رئوس تعداد با برابر ،ω(G) ،G گراف خوشه ای۵۶
مستقل G گراف در رئوس از مجموعه ΁ی گفت ͬ توان م استقلال مفهوم به توجه با
دو بنابراین باشد. خوشه ،Ḡ ،G م΄مل گراف در مجموعه این اگر تنها و اگر است
مسأله حل منظور به پس هستند. ی΄دی·ر م΄مل خوشه ای عدد و استقلال عدد مفهوم
به طور یا مستقل مجموعه بزرگ ترین مسأله ͬ توان م گراف ΁ی در خوشه بزرگ ترین

۵۴Gallai
۵۵clique

۵۶clique number



٩ ترنسورسال مسأله کاربرد
عبارت به گرفت. نظر در م΄مل گراف در را ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله متناظر

داریم: n مرتبه از G گراف ΁ی برای دی·ر،
ω(G) = α(Ḡ) = n− τ(Ḡ).

گراف ΁ی خوشه ای عدد برای پایین کران ΁ی [۶٠] در هم΄ارانش۵٧ و هنینگ البته،
آوردند. به دست گراف همان ترنسورسال عدد براساس

داریم: آنگاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر [۶٠] .١ . ٣ . ٢ قضیه
ω(G) ≥ n+ τ(G)

n− τ(G)
−∆(G).

ماکسیمم مرتبه، براساس ترنسورسال عدد برای کران ΁ی [٣٣] در نیز فایلویچ۵٨
کران تساوی در که را گراف هایی [٢٨] در و کرد مطرح گراف خوشه ای عدد و درجه

کرد. دسته بندی ͬ کردند، م صدق شده ارائه
داریم: آنگاه باشد، q − ١ خوشه ای عدد و n مرتبه از گرافͬ G اگر [٣٣] .١ . ٣ . ٣ قضیه

τ(G) ≤ n
(١ − ٢

q +∆(G)

)
.

و گراف مرتبه براساس ترنسورسال عدد برای کرانͬ [۶٠] در هم΄ارانش و هنینگ
[۶٠] در هم΄ارانش و هنینگ ͽواق در کردند. ارائه گراف از شده داده خوشه ΁ی اندازه

بخشیدند. بهبود را [٢٨ ،٣٣] در فایلویچ کران
که شرط این با باشد صحیح عددی p و n مرتبه از گرافͬ G اگر [۶٠] .۴ . ١ . ٣ قضیه
،degG(x) < p − |X| به طوری که باشد موجود x ∈ X رأس ،G در X خوشه هر برای

.τ(G) ≤ n(١ − ٢/p) داریم آنگاه

ترنسورسال عدد با رنگͬ عدد ارتباط
که f : V (G) → S مانند نگاشتͬ از است عبارت G گراف از آمیزی۵٩ k‐رنگ ΁ی
΁ی عنوان به را S عضو هر ͬ گیریم). م نظر در [k] مجموعه را S (معمولا |S| = k

۵٧Henning et. al.
۵٨Fajtlowicz

۵٩k-coloring



مقدمات ١٠
آمیزی رنگ را گراف ΁ی از آمیزی k‐رنگ ΁ی ͬ شوند. م نامیده ͬ کنیم. م تلقͬ رنگ
k‐رنگ را گراف ΁ی نباشند. همرنگ گراف در مجاور رأس های هرگاه گوییم مجاز۶٠
کوچ΁ ترین باشد. موجود مجازی آمیزی k‐رنگ گراف آن برای اگر گوییم پذیر۶١
گوییم. ،χ(G) ،G گراف رنگ۶٢ͬ عدد را باشد پذیر k‐رنگ G گراف به طوری که k عدد
رنگͬ کلاس های به V (G) افراز به صورت ͬ توان م را G گراف از آمیزی k‐رنگ ΁ی
آمیزی k‐رنگ ΁ی G از مجاز آمیزی k‐رنگ ΁ی بنابراین، گرفت. نظر در V١, . . . , Vk

نتیجه، در باشد. G در مستقل مجموعه ΁ی Vi کلاس ،i ∈ [k] هر برای آن در که است
در نیاز مورد رنگ تعداد کم ترین پس است. α(G) برابر حداکثر رنگͬ کلاس هر اندازه
است. گراف استقلال عدد به گراف مرتبه نسبت با برابر حداقل مجاز رنگ آمیزی ΁ی

داریم: آنگاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر [١١۴] .۵ . ١ . ٣ قضیه

χ(G) ≥ n

α(G)
=

n

n− τ(G)
.

است. دقیق کامل، گراف های برای فوق قضیه کران

ترنسورسال عدد با احاطه گری عدد ارتباط
به طوری که است S مانند رئوس از مجموعه ای ،G گراف در احاطه گر۶٣ مجموعه ΁ی
مجموعه ΁ی اندازه کوچ΁ ترین باشد. S در همسایه ای دارای S از خارج رأس هر

ͬ شود. م نامیده ،γ(G) ،G گراف احاطه گری۶۴ عدد ،G گراف در احاطه گر
در S مستقل مجموعه که ͬ یابیم درم ماکسیمال، مجموعه های مفهوم به توجه با
S ∪{v} مجموعه ،v ∈ V (G) \S رأس هر برای اگر تنها و اگر است ماکسیمال G گراف
اگر است ماکسیمال مستقل مجموعه ΁ی S مجموعه دی·ر، عبارت به نباشد. مستقل
u با v به طوری که باشد موجود u ∈ S رأس ،v ∈ V (G) \ S رأس هر برای اگر تنها و
با مستقل مجموعه ΁ی بودن ماکسیمال شرط گراف، ΁ی در بنابراین باشد. مجاور

۶٠proper coloring
۶١k-colorable
۶٢choromatic number

۶٣dominating set
۶۴domination number



١١ ترنسورسال مسأله کاربرد
مستقل مجموعه های بین ارتباط بِرج۶۵ است. ارز هم مجموعه ΁ی احاطه گری شرط
یافت. دست زیر نتیجه به و کرد بررسͬ را مینیمال احاطه گر مجموعه های و ماکسیمال
احاطه گر مجموعه ΁ی G گراف در ماکسیمال مستقل مجموعه هر [١٢] .۶ . ١ . ٣ قضیه

است. مینیمال
گراف احاطه گری عدد برای بالایی کران گراف ΁ی استقلال عدد فوق، قضیه بنابر

است:

γ(G) ≤ α(G). (١ . ١)

مجموعه ΁ی گراف، در ترنسورسال هر آنگاه باشد منفرد رأس فاقد گراف ΁ی اگر
کران نیز ترنسورسال عدد منفرد، رأس فاقد گراف ΁ی در بنابراین، است. احاطه گر

است: گراف احاطه گری عدد برای بالایی

γ(G) ≤ τ(G). (١ . ٢)

روابط از استفاده با شدند. مشخص [١١٧] در γ(G) = τ(G) که G گراف های همه
رأس فاقد گراف های احاطه گری عدد برای بالایی کران ،١ . ٣ . ١ قضیه و (١ . ٢) ،(١ . ١)
مفهوم از استفاده با اُره۶۶ توسط بار اولین نتیجه این البته، ͬ آید. م به دست منفرد

شد. ثابت مینیمال احاطه گر مجموعه های
داریم: آنگاه باشد، منفرد رأس فاقد و n مرتبه از گرافͬ G اگر [٨٩] .١ . ٣ . ٧ قضیه

γ(G) ≤ n

٢ .

ترنسورسال عدد با احاطه گر رنگͬ عدد ارتباط
شرط این با است G از مجاز آمیزی رنگ ΁ی ،G گراف از احاطه گر۶٧ آمیزی رنگ ΁ی
رنگͬ عدد کند. احاطه کامل به طور را رنگͬ کلاس ΁ی حداقل گراف در رأس هر که

۶۵Berge
۶۶Ore

۶٧dominator coloring



مقدمات ١٢
آمیزی های رنگ بین در رنگͬ کلاس تعداد کم ترین با برابر ،χd(G) ،G گراف احاطه گر۶٨

داریم: G گراف هر برای که است بدیهͬ است. G گراف احاطه گر

χ(G) ≤ χd(G). (١ . ٣)

عدد براساس گراف احاطه گر رنگͬ عدد برای بالا کران ΁ی [۴٢] در هم΄ارانش۶٩ و گرا
آوردند. به دست گراف آن ترنسورسال

داریم: n ≥ ٣ مرتبه از G همبند گراف هر برای [۴٢] .١ . ٣ . ٨ قضیه

χd(G) ≤ τ(G) + ١.

χd(Sm,n) = ٣ کرد مشاهده ͬ توان م مثال، به عنوان است. دقیق کران ΁ی بالا کران
فوق کران تساوی در دوگانه ستاره های پس .τ(Sm,n) = ٢ ،١ . ٢ . ١ مشاهده طبق و
رنگͬ عدد برای بالا کران ΁ی ،١ . ٣ . ٨ قضیه و (١ . ٣) رابطه طبق ͬ کنند. م صدق

ͬ آید: م به دست ترنسورسال عدد براساس همبند گراف های

χ(G) ≤ τ(G) + ١.

ترنسورسال عدد با یالͬ استقلال عدد ارتباط
رأس هیچ آن اعضای اگر است، G گراف در تطابق٧٠ ΁ی E(G) از M زیرمجموعه
هر هرگاه گوییم کامل٧١ تطابق G گراف در را تطابق ΁ی باشند. نداشته مشترکͬ
تطابقͬ ماکسیمم٧٢، تطابق از منظور باشد. شده ͽواق تطابق این از یالͬ بر G رأس
در یال ها تعداد است. گراف در موجود تطابق های همه بین در اندازه بزرگ ترین با
و ترنسورسال ΁ی T اگر ͬ نامیم. م ،α′(G) یال٧٣ͬ، استقلال عدد را ماکسیمم تطابق
است. M یال هر از رأس ΁ی حداقل شامل T آنگاه باشند، G گراف در تطابق ΁ی M

۶٨dominator chromatic number
۶٩Gera et. al.
٧٠matching
٧١perfect matching

٧٢maximum matching
٧٣edge independence number



١٣ ترنسورسال مسأله کاربرد
M∗ اگر به ویژه .|M | ≤ |T | داریم: T ترنسورسال هر و M تطابق هر به ازای بنابراین،

داریم: آنگاه باشند، G در مینیمم ترنسورسال ΁ی T ∗ و ماکسیمم تطابق ΁ی
α′(G) ≤ τ(G).

نتیجه به و کردند بررسͬ را فوق کران تساوی مستقل به طور ای·رواری٧۵ و ٧۴΃کونی
رسیدند. ی΄سانͬ

عدد با برابر یالͬ استقلال عدد دوبخشͬ، گراف ΁ی در [٢۶ ،٧٣] .١ . ٣ . ٩ قضیه
است. گراف ترنسورسال

ترنسورسال ΁ی تش΄یل G گراف در ماکسیمم تطابق ΁ی رئوس دی·ر، طرف از
ͬ گیریم: م نتیجه مشاهده، این براساس ͬ دهند. م G برای

τ(G) ≤ ٢α′
(G).

ترنسورسال عدد با یالͬ پوشانه ارتباط
گراف از یالͬ پوشش ΁ی ͬ شود. م نامیده یال٧۶ͬ پوشش ترنسورسال، ΁ی یالͬ مشابه
ͽواق L از یالͬ بر ،G رأس هر به طوری که است E(G) از L مانند زیرمجموعه ای ،G
دارای G گراف نیست. موجود گراف ها همه در یالͬ پوشش که شود دقت باشد. شده
با یالͬ پوشش ΁ی مینیمم٧٧، یالͬ پوشش .δ(G) > ٠ اگر تنها و اگر است یالͬ پوشش
در یال ها تعداد است. گراف در موجود یالͬ پوشش های همه بین در اندازه کوچ΁ ترین
پوشش ΁ی کلͬ، به طور ͬ نامیم. م ،τ ′(G) یال٧٨ͬ، پوشانه را یالͬ پوشش کوچ΁ ترین
برای آورد. به دست گراف در ماکسیمم تطابق ΁ی به یال هایی افزودن با ͬ توان م را یالͬ
عدد بنابراین، است. لازم متمایزی یال های مستقل، مجموعه ΁ی رأس های پوشاندن

است: گراف یالͬ پوشانه برای پایینͬ کران همواره گراف ΁ی استقلال
τ ′(G) ≥ α(G) = n(G)− τ(G).

٧۴König
٧۵Egerváry
٧۶edge covering

٧٧minimum edge covering
٧٨edge covering number



مقدمات ١۴
با و دارد ١ . ٣ . ٩ قضیه با فوق العاده ای صوری شباهت که کرد اثبات را قضیه ای ΃کونی

است. دقیق فوق کران کرد ثابت قضیه این از استفاده
با گراف استقلال عدد منفرد، رأس فاقد دوبخشͬ گراف ΁ی در [٧٢] .١ . ٣ . ١٠ قضیه

است. برابر آن یالͬ پوشانه
داریم: منفرد رأس فاقد دوبخشͬ گراف های در بنابراین

τ(G) + τ ′(G) = n(G).

ترنسورسال عدد با نابودی عدد ارتباط
مرتب غیرنزولͬ به صورت که باشد G گراف درجات دنباله d١, d٢, . . . , dn کنید فرض
به صورت را G گراف نابودی عدد [٩٣] در پپر٧٩ .d١ ≤ d٢ ≤ . . . ≤ dn بنابراین شده اند،
است k صحیح عدد بزرگ ترین با برابر ،a(G) ،G گراف نابودی٨٠ عدد کرد. تعریف زیر
نصف برابر حداکثر G نزولͬ غیر درجات دنباله از اول جمله k مجموع به طوری که
بزرگ ترین با برابر G گراف نابودی عدد متناظر، به طور باشد. دنباله درجات مجموع

به طوری که است k صحیح عدد
k∑

i=١
di ≤

n∑
i=k+١

di.

ͽدرواق k آنگاه باشد، k نابودی عدد و m اندازه از گرافͬ G اگر که ͬ کنیم م مشاهده
عدد که کرد ثابت پپر همچنین، .∑k

i=١ di ≤ m که است صحیحͬ عدد بزرگ ترین
استقلال عدد برای چندجمله ای زمان در محاسبه قابل و بالا کرانͬ گراف، ΁ی نابودی

است. گراف
.α(G) ≤ a(G) داریم G گراف هر برای [٩٣] .١ . ٣ . ١١ قضیه

ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل و پایین کران ΁ی ،١ . ٣ . ١ و ١ . ٣ . ١١ قضایای طبق
ͬ آید: م به دست گراف

τ(G) ≥ n(G)− a(G).

٧٩Pepper
٨٠annihilation number



١۵ ترنسورسال مسأله کاربرد
([٢۴] در س˼وتکویچ کران جمله (از دی·ر کران چند با را کران این خود رساله در پپر
پرسشͬ تنها داد. نشان شده ذکر کران های نسبت به را خود کران برتری و کرد مقایسه
فوق کران تساوی در که بود گراف هایی بندی رده ماند باقͬ فوق قضیه با ارتباط در که

دادند. ͺپاس نیز پرسش این به [٧۶] در پپر و لارسن٨١ ͬ کردند. م صدق

است برابر گراف نابودی عدد با G استقلال عدد ،G گراف ΁ی در [٧۶] .١ . ٣ . ١٢ قضیه
باشد. برقرار زیر شرایط از ی΄ͬ اگر تنها و اگر

،αc(G) = a(G) و a(G) ≥ n٢ •

.αc(G− v) = a(G) به طوری که باشد موجود v ∈ V (G) رأس و a(G) < n٢ •

اندازه یعنͬ است، G گراف بحران٨٢ͬ استقلال عدد ،αc(G) از منظور فوق قضیه در
باشد. ماکسیمم |I| − |NG(I)| به طوری که G گراف در I مستقل مجموعه بزرگ ترین

ترنسورسال عدد با کسری ترنسورسال عدد ارتباط
حقیقͬ مقادیر تخصیص از است عبارت گراف ΁ی در کسری٨٣ ترنسورسال ΁ی
به شده داده نسبت مقادیر مجموع یال، هر برای به طوری که گراف رأس های به نامنفͬ
،τf (G) ،G گراف کسری٨۴ ترنسورسال عدد باشد. ΁ی برابر حداقل یال آن رأس های
گراف رأس های به شده داده نسبت وزن های مجموع برای مم΄ن مقدار کم ترین با برابر

داریم: دی·ر، عبارت به است. کسری ترنسورسال ΁ی در G

τf (G) = min
{ ∑

v∈V (G)

w(v) | w : V (G) → R, w(v) ≥ ٠,∀e ∈ E(G) :
∑
v∈e

w(v) ≥ ١}.
بنابراین، کرد. فرمول بندی خطͬ مسأله ΁ی بهینه جواب به صورت ͬ توان م را پارامتر این
΁ی ترنسورسال، هر که است بدیهͬ کرد. محاسبه کارا و مؤثر به طور را آن ͬ توان م

داریم: بنابراین هست، نیز کسری ترنسورسال
٨١Larson
٨٢critical independence number
٨٣fractional transversal

٨۴fractional transversal number



مقدمات ١۶
.τf (G) ≤ τ(G) داریم G گراف هر برای .١ . ٣ . ١ نتیجه

با کسری ترنسورسال ΁ی دارای که است گرافͬ ، کونی΃‐ای·رواری٨۵ گراف ΁ی
عبارت به ͬ کنند. م دریافت را ١ و ٠ مقادیر رئوس همه آن در که است اندازه مینیمم
این تمامͬ [٧۴] در لارسن ͬ کنند. م صدق ١ . ٣ . ١ نتیجه تساوی در گراف ها این دی·ر،
دو آیا که کرد تعیین چندجمله ای زمان در ͬ توان م بنابراین، کرد. مشخص را گراف ها

خیر. یا برابرند فوق پارامتر

ترنسورسال عدد با گراف ها شانون ظرفیت ارتباط
موجود ورودی الفبای از V مجموعه ΁ی با اطلاعات انتقال برای کانال ΁ی کنید فرض
توجه با هستند. اشتباه قابل پیام دریافت در الفبا این حروف از برخͬ به طوری که باشد
΁ی اشتباهات، گراف کرد. تعریف را کانال اشتباهات گراف ͬ توان م خطاها این به
دو اگر تنها و اگر مجاورند گراف این در رأس دو است. V رئوس مجموعه با گراف

باشند. اشتباه قابل پیام دریافت در رأس دو با متناظر حرف
هیچ دارای که است S ⊆ V زیرمجموعه ΁ی k = ١ طول به خطا بدون کد ΁ی
و اگر است خطا بدون کد ΁ی S ⊆ V دی·ر عبارت به نیست. اشتباهͬ قابل حرف
صورت این در باشد. مستقل اشتباهات گراف در S با متناظر رئوس مجموعه اگر تنها
با برابر شوند ارسال خطا بدون ͬ توانند م که ΁ی طول به واژه های کد تعداد بیشترین
طول به کدهای برای ͬ توان م را استدلال همین است. اشتباهات گراف استقلال عدد
این و است S ⊆ V k مجموعه ΁ی حقیقت در k طول به کد ΁ی کرد. تکرار نیز بیشتر
لازم نباشند. اشتباه قابل S در k طول به واژه ای کد دو هیچ هرگاه خطاست بدون کد
،i ∈ [k] هر برای هرگاه شوند اشتباه است مم΄ن k طول به واژه کد دو که است ذکر به
ساختار درک برای باشند. اشتباه قابل یا و باشند برابر یا واژه ها کد حرف i‐امین

ضرب کرد. استفاده گراف ها قوی٨۶ ضرب از ͬ توان م ΁ی از بیشتر طول به کدهای
به طوری که است V (G)×V (H) رئوس مجموعه با گرافͬ ،G⊠H ،H و G گراف دو قوی

٨۵König-Egerváry graph
٨۶strong product



١٧ ترنسورسال مسأله کاربرد
یا مجاور G در v و u اگر وتنها اگر مجاورند G⊠H در (v, v

′
) و (u, u

′
) متمایز رأس دو

را خودش با G گراف قوی ضرب راحتͬ، برای باشند. برابر یا مجاور H در v
′ و u

′ و برابر
حال ͬ دهیم. م نشان Gk به صورت را خودش با G گراف قوی ضرب بار k و G٢ به صورت
واژه کد دو صورت این در باشد. مطالعه مورد کانال اشتباهات گراف G کنید فرض
مجاور Gk رئوس به عنوان v′ و v اگر وتنها اگر اشتباهند قابل v

′ و v مانند k طول به
است. α(Gk) با برابر k طول به خطای بدون کد بزرگ ترین اندازه بنابراین، باشند.
بنابراین، دارد. وجود خطا بدون k طول به واژه کد α(G)k تعداد به حداقل به وضوح

مثال، به عنوان نباشد. دقیق است مم΄ن کران این اما .α(Gk) ≥ α(G)k

α(C٢۵) = ۵ > ۴ = α(C۵)٢.

آنگاه باشند، دوری) ترتیب همین (با C۵ گراف ΁ی رأس های v١, . . . , v۵ اگر حقیقت در
هستند. اشتباه قابل غیر v۵v۴ و v۴v٢ ،v٣v۵ ،v٢v٣ ،v١v١ کدهای

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت G اشتباهات گراف با کانال ΁ی خطای بدون ظرفیت
Θ(G) = sup

k

k
√
α(Gk) = lim

k→∞
k
√

α(Gk).

[٩٩] شانون توسط بار اولین زیرا گویند، G گراف شانون٨٧ ظرفیت را فوق عبارت
.Θ(G) ≥ α(G) = n(G) − τ(G) که ͬ یابیم درم بالا مشاهدات طبق شد. معرفͬ
α(G) به را G گراف رئوس بتوان هرگاه ،Θ(G) = α(G) کرد ثابت شانون همچنین،

ستاره ها. و مسیرها کامل، گراف های مانند کرد، افراز خوشه

حقیقͬ دنیای در ترنسورسال کاربرد ١ . ٣ . ٢
انگیزه ایجاد همچنین و ترنسورسال مسأله اهمیت بر تأکید منظور به بخش این در
ͬ کنیم. م اشاره حقیقͬ دنیای در مسأله این از کاربردهایی به مبحث، این مطالعه در
زیست محاسبات زمینه در ترنسورسال مسأله کاربرد از عبارتند کاربردها این جمله از
انتقال و اطلاعات نظریه ،[٧١ ،١٠٢] شب΄ه در سرورها جای·ذاری ،[١٠۶ ،۶٩] شناسͬ

٨٧Shannon capacity



مقدمات ١٨
ما آخر، مثال در .[۵۴ ،٢٠] مجدد پی΄ربندی قابلیت با آرایه ها مسأله و [٩٩] سی·نال

ͬ کنیم. م بررسͬ را دوبخشͬ گراف های به محدود ترنسورسال مسأله کاربرد

ژن ها هم ترازسازی در ناسازگاری ͽرف

محاسباتͬ ابزار ΁ی ͬ ها توال کردن هم تراز باشد. موجود ژن ها از توالͬ چندین کنید فرض
زمینه هایی در آن  از ͬ توان م زیرا است. محاسباتͬ شناسͬ زیست رشته در مفید بسیار
پروتئین ها و ژن ها میان تکاملͬ روابط به بردن پی همچنین و DNA ͬ یابی توال مانند
نتیجه ͬ ها توال همانندی پایه بر اغلب DNA و پروتئین ها بین هم  ترازی کرد. استفاده
تعیین نیازمند هم ترازسازی ژن ها، از شده داده توالͬ ΁ی برای بنابراین، ͬ شود. م
تکامل، بحث در مثال به عنوان است. توالͬ ΁ی ͬ های زیرتوال بین مطابقت میزان
دورتر، وابستگͬ با پروتئین ها به نسبت دارند نزدی΁ تری وابستگͬ که پروتئین هایی

هستند. شبیه تری اسید آمینه ͬ های توال دارای
دو A = (A٢, B٢) و A = (A١, B١) و ژن ها از توالͬ ΁ی A = (a١, . . . , an) کنید فرض
اگر گویند ناسازگار را A = (A٢, B٢) و A = (A١, B١) زیرتوالͬ دو باشند. A از زیرتوالͬ
معمولا ΁بیولوژی آزمایش ΁ی .B١ ⊈ B٢ و A١ ⊈ B٢ ،B١ ⊈ A٢ ،A١ ⊈ A٢ اگر تنها و
بزرگ مجموعه ای و ژن ها از توالͬ ΁ی شامل نمونه، این است. نمونه ΁ی شامل
از ͬ ها زیرتوال این تکامل، بحث در مثال به عنوان که است توالͬ این ͬ های زیرتوال از
شده اند. گرفته هستند مشترک جد داشتن به مش΄وک که دور نسبت با موجوداتͬ
هم تراز هم ترازی، برنامه ΁ی از استفاده با ͬ توان م را نمونه ΁ی در موجود ͬ های زیرتوال
میزان دقت با که ͬ شود م تعیین نمره دهͬ تابع ΁ی براساس هم ترازی ΁ی کیفیت کرد.
مرتب هم ترازی نمرات براساس ͬ ها زیرتوال سپس ͬ گیرد. م اندازه را زیرتوالͬ دو تطابق
زیرتوالͬ، بیشتری تعداد یا دو بین ناسازگاری به دلیل موارد، از برخͬ در ͬ شوند. م
ناسازگاری ها، این ͽرف برای روش ΁ی ͬ آید. م به دست هم ترازی در ضعیفͬ نمرات
ناسازگاری ͽرف عنوان با روش این است. نمونه مجموعه از ͬ ها زیرتوال از برخͬ حذف



١٩ ترنسورسال مسأله کاربرد
ͬ شود. م مطرح زیر به صورت ژن ها٨٨ هم ترازسازی در

داده A از ͬ هایی زیرتوال شامل S = {e١, . . . , en} و ژن ها از A = (a١, . . . , ak) توالͬ
حذف به طوری که زیرتوالͬ تعداد کم ترین تعیین از است عبارت مسأله است. شده
ͬ های زیرتوال این مجموعه نگذارد. باقͬ ناسازگاری پیشامد دو هیچ S از آن ها

ͬ شود. م نامیده ناسازگاری ͽرف مجموعه کوچ΁ ترین شده حذف
را مسأله این ژن ها، ناسازگاری ͽرف برای جواب کوچ΁ ترین مسأله حل منظور به
را ناسازگاری گراف ابتدا ͬ کنیم. م مدل سازی گراف نظریه در مسأله ΁ی به صورت
مجموعه با برابر آن رئوس مجموعه که است گرافͬ ناسازگاری گراف ͬ کنیم. م تعریف
ͬ های زیرتوال اگر تنها و اگر هستند مجاور هم با رأس دو است. ͬ ها زیرتوال شامل نمونه
گراف GS = (VS, ES) کنید فرض دی·ر، عبارت به باشند. ناسازگار رأس دو با متناظر
و VS = {v١, . . . , vn} به طوری که باشد S پیشامدهای مجموعه به وابسته ناسازگاری
کوچ΁ ترین مسأله باشند. S در ناسازگار پیشامد دو ej و ei اگر تنها و اگر vivj ∈ ES

زیرمجموعه کوچ΁ ترین یافتن مسأله با است متناظر ژن ها ناسازگاری ͽرف برای جواب
گراف در یالͬ هیچ گراف از رئوس این حذف به طوری که ناسازگاری گراف در رئوس از
این از رأس ΁ی حداقل با ناسازگاری گراف در یال هر دی·ر، عبارت به نگذارد. باقͬ
با متناظر مجموعه C = {vi | ei ∈ S ′} و S ′ ⊆ S کنید فرض شود. پوشانده مجموعه
ناسازگاری ͽرف مجموعه کوچ΁ ترین S ′ مجموعه صورت این در باشد. GS گراف در S ′

باشد. GS در ترنسورسال کوچ΁ ترین C اگر تنها و اگر است

شب΄ه در سرورها جای·ذاری
شب΄ه ΁ی در سنجش، گوناگون شب΄ه های در اطلاعات آوری ͽجم برای تلاش در
پیوسته هم به به صورت سرور٨٩، به موسوم ناظر، دستگاه های از تعدادی کامپیوتری
ͽجم و نظارت تحت ͬ توانند م داده ها و پیام ها همه به طوری که شده اند داده قرار
΁ی در لازم م΄ان تعداد کم ترین تعیین هزینه ها، کاهش منظور به گیرند. قرار آوری

٨٨resolving conflicts in gene alignment
٨٩server



مقدمات ٢٠
مسأله منظور، بدین است. مطلوب هدف سرور، دستگاه های جای·ذاری برای شب΄ه

ͬ کنیم. م مدل سازی زیر به صورت را
با متناظر رأس هر آن در که باشد شب΄ه با متناظر گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض
کامپیوترهای بین اطلاعات انتقال توانایی رأس دو بین یال ΁ی و است کامپیوتر ΁ی
گراف در رأس تعداد کم ترین تعیین هدف، ͬ دهد. م نشان را رأس دو آن با متناظر
مسأله بنابراین، شود. پوشانده رأس ΁ی حداقل توسط یال هر به طوری که است G
گراف در ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله با متناظر شب΄ه ΁ی در سرورها جای·ذاری

است.

اطلاعات نظریه
متناظر به طور (یا استقلال مسأله کاربرد ΁ی شد، اشاره ١ . ٣ . ١ بخش در که همان طور
است. اطلاعات انتقال کانال ΁ی خطای بدون ظرفیت محاسبه ترنسورسال) مسأله
است. ترنسورسال مسأله از استفاده کانال هایی چنین در خطا ͽرف برای روش ΁ی
دسترس در اطلاعات انتقال برای سی·نال ها از مجموعه ای کنید فرض مثال، به عنوان
ͬ توانند م که هستند موجود سی·نال هایی جفت مجموعه، ΁ی در معمولا است.
حذف هدف، شوند. مغشوش سی·نال انتقال سیستم ΁ی در گیرنده ΁ی توسط
به طور شده ارسال اطلاعات تمامͬ به طوری که است مجموعه از سی·نال تعدادی
سی·نال های توانایی و ارتباطات دامنه وسعت دلیل به طرفͬ، از شوند. دریافت صحیح
سی·نال تعداد بیشترین داشتن نگه باقͬ داده، مختلف انواع انتقال امر در مختلف
΁ی در اغتشاش بردن بین از منظور به بنابراین، است. نظر مورد مجموعه در مم΄ن
سیستم در که هستیم سی·نالͬ تعداد کم ترین حذف دنبال به ما پیام، انتقال سیستم
انجام برای ͬ گردند. م اطلاعات دریافت در اغتشاش تولید به منجر و ͬ شوند م استفاده

ͬ کنیم. م مدل سازی زیر به صورت را مسأله امر، این
که باشد سی·نال انتقال سیستم با متناظر گراف ΁ی G = (V,E) گراف کنید فرض
تنها و اگر است برقرار رأس دو بین یال ΁ی است. سی·نال ΁ی با متناظر رأس هر آن در
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هدف، شوند. مغشوش گیرنده دستگاه توسط رأس دو این با متناظر سی·نال دو اگر
گراف در یالͬ هیچ آن ها حذف به طوری که است گراف در رأس تعداد کم ترین تعیین
اطلاعات انتقال سیستم ΁ی در اغتشاش بردن بین از دی·ر، عبارت به نگذارد. باقͬ

است. سیستم با متناظر گراف در ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله با متناظر

مجدد پی΄ربندی قابلیت با آرایه ها مسأله
ͬ تواند م ی΄پارچه سیستم ΁ی حاضر حال در تکنولوژی، پیشرفت سرعت به توجه با
΁ی روی بر پردازنده یا حافظه سلول های مانند ی΄سان عناصر زیادی تعداد اتصال با
و هادی نیمه آوری فن توسعه با ١٩٧٠ سال از مثال برای شود. ساخته ویفر یا تراشه
ایجاد روند VLSI شد. آغاز (VLSI) کلان٩٠ مقیاس در سازی ͽمجتم پیچیده، ارتباطات
همزمان است. منفرد تراشه ΁ی در ترانزیستور هزاران ترکیب با (IC) ٩١ͽمجتم مدار ΁ی
نیز ساخت فرآیند طول در تراشه روی خطا ایجاد احتمال تراشه، ΁ی چ·الͬ افزایش با
ͬ شود. م دشوار فزاینده ای به طور نقص بدون تراشه تولید بنابراین یافت. خواهد افزایش
آرایه های یا و حافظه ها مانند هستند، ی΄نواختͬ ساختار دارای که تراشه هایی برای
تراشه روی بر مازاد عناصر تعدادی دادن قرار مش΄ل این حل برای روش ΁ی پردازنده،
تراشه های چون شد. خواهد استفاده معیوب عناصر به جای عناصر این از است.
عناصر با معیوب عناصر جای·زینͬ هستند، معیوب عناصر از کمͬ درصد شامل معیوب
جای·زینͬ فرآیند چنین در مرحله دو ͬ دهد. م افزایش را تراشه تولید بازدهͬ مازاد
بودن معیوب تعیین برای را تراشه روی عنصر هر که است این اول گام دارد. وجود
آزمونگرهای ͬ شود. م ثبت عنصر این موقعیت باشد معیوب عنصر اگر کنیم. امتحان
به مازاد عناصر تخصیص دوم گام هستند. موجود مرحله این انجام برای افزار سخت
تراشه نقص تحمل و بازدهͬ افزایش در مرحله این اجرای است. معیوب عناصر جای
زمان دارای دارند وجود زمینه این در که بهینه ای ال·وریتم های دارد. حیاتͬ اهمیت
آن ها ͽرف به قادر ال·وریتم ها این که هستند متعددی خطاهای و محاسبات طولانͬ

٩٠very larg scale integration
٩١integrated circuit
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اضافͬ. ستون سه و سطر دو با مجدد پی΄ربندی قابلیت با آرایه ΁ی :١ . ١ ش΄ل
این تولید هزینه توجهͬ قابل به طور ͬ توانند م ناکارآمد ال·وریتم های بنابراین، نیستند.
مؤثرتر ال·وریتم ΁ی از ͬ تواند م مجدد پی΄ربندی طراحͬ اما دهند. افزایش را تراشه ها

کند. ΁کم تراشه ها این بازدهͬ افزایش به و شود ͽواق
برای ال·وریتم هایی است. شده ارائه مجدد پی΄ربندی برای مختلفͬ روش های
مورد اضافͬ ستون و ردیف از استفاده با مجدد پی΄ربندی قابلیت با آرایه ها اصلاح
پی΄ربندی قابلیت با آرایه ها از خاص رده این .[١٠٣ ،١٠١ ،٨٠] گرفته اند قرار توجه
VLSI و (RAM) تصادف٩٢ͬ دسترسͬ با حافظه ها تولید در گسترده به طور که مجدد
قالب در مازاد عناصر آن در که است مستطیلͬ آرایه ای از متش΄ل ͬ شود، م استفاده
مستطیلͬ آرایه آن در که ١ . ١ ش΄ل مانند شده اند. مرتب اضافͬ ستون های و سطر
اضافͬ ستون سه و سطر دو همراه به ی΄سان عناصر با ستون نه و سطر شش شامل
و سطرها کلͬ تعداد با مقایسه در اضافͬ ستون های و سطرها تعداد حقیقت، در است.
΁ی مجدد تنظیم هزینه است. کم بسیار مجدد پی΄ربندی قابلیت با آرایه در ستون ها
از استفاده بنابراین، است. جای·زین ستون های و سطرها تعداد با متناسب نیز آرایه
به طور است. مطلوب معیوب، عناصر اصلاح برای اضافͬ ستون و سطر تعداد کم ترین

ͬ گردد. م بیان زیر به صورت مسأله متناظر
پوشش ΁ی باشد. معیوب عناصر تعدادی شامل مستطیلͬ، آرایه ΁ی A کنید فرض
موجود ستون های از Sc مجموعه ΁ی و سطرها از Sr مجموعه ΁ی شامل A در خطا

٩٢random access memory
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و Sc از ستونͬ در یا Sr از سطری در یا A در معیوب عنصر هر به طوری که است A در
کم ترین شامل هرگاه است مینیمم A در خطا پوشش ΁ی باشد. شده ͽواق دو هر در یا
آرایه ها مجدد پی΄ربندی در خطا پوشش کوچ΁ ترین مسأله باشد. ستون و سطر تعداد

ͬ کنیم. م مدل سازی زیر به صورت دوبخشͬ گراف های از استفاده با را

GA(U∪L,E) دوبخشͬ گراف باشد. ستون n و سطر m شامل آرایه ای A کنید فرض
L = و U = {u١, . . . , um} کنید فرض ͬ سازیم. م زیر به صورت A آرایه با متناظر را
‐j و سطر i‐امین در ͽواق عنصر اگر تنها و اگر uivj ∈ E به طوری که {v١, . . . , vn}

Sc و Sr کنید فرض همچنین .C ⊆ U ∪L کنید فرض باشد. معیوب A در ستون امین
در باشند. A آرایه در C رأس های با متناظر ستون های و سطرها مجموعه ترتیب به
برای خطا پوشش کوچ΁ ترین Sr ∪ Sc که کرد مشاهده ͬ توان م آسانͬ به صورت این

باشد. GA برای مینیمم ترنسورسال ΁ی C اگر تنها و اگر است A

ذکر فوق مطالب در ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله برای که کاربردهایی بر علاوه
مختلف زمینه های در نیز دی·ری متعدد کاربردهای مسأله این برای که گفت باید شد،
گذاری کد نظریه ،[٩] تجربی طراحͬ و اطلاعات بازیابی مثال، عنوان به دارد. وجود
کامپیوتری شب΄ه های کامپیوتری، تصاویر ،[۵۵] سیستم در خطا تشخیص مسأله و
پوشش مسأله ،[۶٣] m‐وزیر مسأله ،[٩۶] RAM مانند حافظه آرایه های تعمیر و
و برق مهندسͬ نظامͬ، کاربرد مخابرات، ،[١٣] تترامینوها٩٣ با شطرنجͬ صفحه
و تجزیه و فوتوتیپ شناسایی ،΁فیلوژنتی درخت های ساختار ،[٨۴] ΁بیوانفورماتی
مانند رفاهͬ و خدماتͬ ام΄انات تخصیص همچنین و [١] ریزآرایه داده های تحلیل
جاده ای بازرسͬ و ایست ایستگاه های و نشانͬ آتش ایستگاه های اورژانس، خرید، مراکز

هستند. مسأله این دی·ر کاربردهای جمله از [۴]

٩٣tetramino
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ترنسورسال مسأله پیچیدگͬ ۴ . ١
کاربردهای دارای ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله شد، ذکر قبل بخش در که همان طور
این حل به را ما که است دلایلͬ جمله از مطلب این است. مختلف زمینه های در فراوانͬ
را ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله حل پیچیدگͬ بخش، این در ͬ کند. م ترغیب مسأله
محاسبه سختͬ که دهیم ͺپاس پرسش این به داریم قصد حقیقت در ͬ کنیم. م بررسͬ

است. چقدر دلخواه گراف ΁ی ترنسورسال عدد
کامپیوتر علوم و ریاضͬ محاسبات، نظریه از شاخه ای محاسباتͬ پیچیدگͬ نظریه
از بسیاری ͬ پردازد. م ال·وریتمͬ به صورت مسائل حل دشواری بررسͬ به که است
به طور مسأله ΁ی حل سختͬ بررسͬ هستند. بهینه سازی مسائل ما علاقه مورد مسائل
ͺپاس که تصمیم گیری مسائل در بل΄ه ͬ رود نم کار به بهینه سازی مسائل در مستقیم
دادن نشان بنابراین، ͬ رود. م کار به است (΁ی یا صفر رسمͬ (به طور خیر یا بله آن ها
ͬ کند. م محدود تصمیم گیری مسائل ناحیه به را ما خیر یا است سخت مسأله ای اینکه
ش΄ل به بهینه مقدار کردن محدود با را بهینه سازی مسأله ΁ی ͬ توانیم م معمولا ما
ترنسورسال، کوچ΁ ترین مسأله در مثال به عنوان درآوریم. تصمیم گیری مسأله ΁ی
ش΄ل این به تصمیم گیری مسأله و ͬ شود م تعیین ورودی به عنوان k مقدار و G گراف

دارد؟“. وجود k مساوی یا کم تر اندازه از G در ترنسورسالͬ ”آیا ͬ شود: م بیان
کلاس چهار به خود حل زمانͬ مرتبه به توجه با تصمیم گیری مسائل کلͬ، به طور
مرتبه با ال·وریتمͬ آن ها برای که هستند مسائلͬ آن ها از دسته ای ͬ شوند. م تقسیم
تعلق polynomial مخفف P کلاس به مسائل این ͬ باشد. م موجود چندجمله ای زمانͬ
در که است ال·وریتمͬ چندجمله ای زمانͬ ال·وریتم که است ذکر به لازم دارند.
NP کلاس باشد. ورودی اندازه از چندجمله ای تابع آن زمانͬ پیچیدگͬ حالت، بدترین
توسط که است تصمیم گیری مسائل مجموعه ،non-deterministic polynomial مخفف
کلاس که است بدیهͬ هستند. حل قابل غیرقطعͬ چندجمله ای زمانͬ ال·وریتم های
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دارد وجود نظریه این در کلاس ها این برای که سؤالͬ مهم ترین است. NP زیرکلاس P
درست ͬ تواند نم تساوی این که دارد وجود گسترده باور این P؟ = NP آیا که است این
این برای چندجمله ای زمانͬ ال·وریتم ΁ی اگر است NP‐سخت٩۴ مسأله ΁ی باشد.
کلاس مسائل از ΁ی هر برای چندجمله ای زمانͬ ال·وریتم ΁ی به تبدیل قابل مسأله
و باشد NP خانواده به متعلق اگر است NP‐کامل٩۵ مسأله ΁ی همچنین، شود. NP

‐NP و NP کلاس های زیرکلاس NP‐کامل کلاس باشد. نیز NP‐سخت حال عین در
را NP‐سخت و NP کلاس های مشترک فصل NP‐کامل کلاس ͽواق در است. سخت

ͬ دهد. م تش΄یل
این در .[٢٣] شد مطرح ١٩٧١ سال در کوک٩۶ توسط بار اولین NP‐کامل مسائل
سال در است. NP‐کامل مسأله ΁ی پذیری٩٧ تصدیق مسأله که کرد ثابت کوک مقاله
مسائل عنوان به را ترکیبیاتͬ مسائل از مسأله ΁ی و بیست ،[٧٠] در کارپ٩٨ ١٩٧٢
استفاده پذیری تصدیق مسأله از خود ادعای اثبات برای او کرد. بندی رده NP‐کامل

کوچ΁ ترین مسأله به جمله ای چند زمان در را (3-SAT) مسأله این از نمونه ای و کرد
هسته ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله آن، از پس کرد. تبدیل گراف در ترنسورسال
مسأله به ͬ توان م مسائل این جمله از گردید. NP‐سخت مسائل از بسیاری اثبات اصلͬ
ͬ ترین طولان مستقل، مجموعه بزرگ ترین خوشه، بزرگ ترین احاطه گر، مجموعه کوچ΁ ترین
مشهور و ΁کلاسی مسائل از ی΄ͬ با ما بنابراین، کرد. اشاره همیلتونͬ مسیر و گشت
خود به را ویژه ای توجه اخیر دهه های در که داریم سروکار گراف نظریه در NP‐کامل

زیر شرح به مختلف زمان های در مسأله این حل تکاملͬ سیر است. داده اختصاص
است.

ترنسورسال مسأله که کردند ثابت [٣٩] در هم΄ارانش٩٩ و گری ١٩٧۶ سال در
به طور قضیه این البته است. NP‐کامل سه، درجه ماکسیمم با گراف ها برای حتͬ

٩۴NP-hard
٩۵NP-complete
٩۶Cook
٩٧satisfiability

٩٨Karp
٩٩Garey. et. al
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درجه ماکسیمم روی محدودیت اگر شد. ثابت [۶٢] در نیز هرمان١٠٠ توسط مستقل
برای ترنسورسال مسأله حل ،١ . ٢ . ١ مشاهده به توجه با آنگاه شود، کم واحد ΁ی تنها
در درجه محدودیت بنابراین، است. بدیهͬ دو حداکثر درجه ماکسیمم با گراف هایی
خانواده برای ترنسورسال مسأله قضیه، این بنابر است. مم΄ن مقدار بهترین فوق قضیه
حقیقت این همچنین و مطلب این به توجه با است. NP‐کامل نیز م΄عبی گراف های
به دقیقا را گراف ترنسورسال عدد G گراف یال های کردن زیرتقسیم دوبار دقیقا که

یافتند. دست زیر نتایج به هم΄ارانش١٠١ و پدرسن ͬ دهد، م افزایش m(G) اندازه
با G گراف های برای حتͬ است، NP‐کامل ترنسورسال مسأله [٩١] .١ . ۴ . ١ قضیه
حداکثر دارای G در دو از بیشتر درجه از رأس هر به طوری که هفت حداقل فرد کمر

باشد. دو از بیشتر درجه از همسایه ΁ی
که است شرط این با متناظر فوق، قضیه در دو از بیشتر درجه با رئوس روی شرط
یال های شامل گرافͬ ،G در دو از بیشتر درجه با رئوس مجموعه روی شده القا زیرگراف

باشد. منفرد رأس های و مستقل
با G گراف های برای حتͬ است، NP‐کامل ترنسورسال مسأله [٩١] .٢ . ۴ . ١ قضیه
از v و u رأس دو هر برای به طوری که هفت حداقل فرد کمر و سه و دو رئوس درجه
باشند. سه درجه از همسایه ΁ی حداکثر دارای v یا u ،G در سه فاصله با و سه درجه

͹مسط گراف های برای حتͬ ترنسورسال مسأله که شد ثابت [٣٩] در همچنین،
ͬ ماند. م باقͬ NP‐کامل نیز

گراف های برای حتͬ است NP‐کامل مسأله ΁ی ترنسورسال مسأله [٣٩] .٣ . ۴ . ١ قضیه
شش. درجه ماکسیمم با ͹مسط

بر علاوه که شد داده نشان ترنسورسال، مسأله سختͬ بررسͬ برای تلاش ادامه در
محدودیت های با گراف ها از خانواده هایی برای ترنسورسال مسأله مذکور، خانواده های

١٠٠Herrmann
١٠١Pedersen et. al.
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به ͬ توان م محدودیت ها این جمله از ͬ ماند. م باقͬ NP‐کامل همچنان نیز جدید
،[٩۵] مثلث‐آزاد١٠۴ گراف های ،[٧] هندس١٠٣ͬ گراف های ،[۴٠] ١٠٢͹مسط گراف های
هستند ثابتͬ اعداد k و c > ٠ که cnk از کم تر طول به دور فاقد n مرتبه از گراف هایی
اشاره [٧٨] دوبخش١٠۶ͬ گراف های و [٧٨] ،k ≥ ۴ با k‐پنجه‐آزاد١٠۵ گراف ،[٨۶]

کرد.
ͬ گیرند. م قرار مسائلNP‐کامل رده در وسیع کاربردهای با زیادی بهینه سازی مسائل
حل قابل چندجمله ای زمان در مسائل این ،[۴٠] بودن NP‐کامل قضیه براساس
اهمیت به توجه با را مسائل این حل به نیاز امر، این اما .P = NP اینکه م·ر نیستند،
΁ی بودن NP‐کامل به بردن پی حقیقت، در ͬ سازد. نم ͽمرتف دارند که کاربردی
تخمین راستای در زیادی تلاش های بنابراین است. مسأله آن روی بر کار آغاز مسأله،
و ادامه در است. شده انجام آن ها برای کران تعیین از استفاده با مسائل این جواب
ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله حل برای شده ارائه کران های از برخͬ به ٢ فصل در

ͬ کنیم. م اشاره

ترنسورسال و استقلال مفاهیم تاریخچه ۵ . ١
سال، این در ͬ گردد. برم ١٨۴٨ سال به ترنسورسال و استقلال مفاهیم تاریخͬ ریشه
مسأله، این .[١۴] شد مطرح بزل١٠٧ نام به آلمانͬ باز ͷشطرن توسط ٨‐وزیر مسأله
΁ی هیچ به طوری که ٨×٨ ͷشطرن صفحه ΁ی در وزیر مهره ٨ دادن قرار از است عبارت
کردند. بررسͬ را مسأله این بسیاری ͬ دانان ریاض نکنند. تهدید را ی΄دی·ر مهره ها از
.[۴١] کرد ارائه ٨‐وزیر مسأله برای جواب هایی ١٨۵٠ سال اوایل در که گاس١٠٨ ازجمله
کسͬ اولین ناک حقیقت در .[٨٧] شد ارائه ١٨۵٠ سال در ناک١٠٩ توسط حل راه اولین
کرد ادعا گاس آن از پس نمود. ارائه را مسأله این برای مم΄ن جواب ٩٢ تمامͬ که بود

١٠٢planar graphs
١٠٣geometric graphs
١٠۴triangle free graphs
١٠۵k-claw free graph
١٠۶bipartite graphs

١٠٧Bezzel
١٠٨Gauss
١٠٩Nauck



مقدمات ٢٨
[٩٠] در ١١٠ پاولز و است ٨‐وزیر مسأله برای مم΄ن جواب های تمام تعداد، این که
مسأله به را ٨‐وزیر مسأله که بود کسͬ اولین نیز ١١١ لیونت کرد. ثابت را ادعا این
n‐وزیر مسأله برای حلͬ راه [۴٧] در گانتر١١٢ ١٨٧۴ سال در .[٧٩] داد تعمیم n‐وزیر

تکمیل را روش این [۴٣] در گلایشر١١٣ که داد ارائه ماتریس ΁ی دترمینان از استفاده با
΁ی در n اندازه از مستقل مجموعه ΁ی کردن پیدا مسأله از مثالͬ n‐وزیر مسأله کرد.

است. n٢ مرتبه از گراف
علاقه مندان است، نموده مطرح [١٠] در ١٨٩٢ سال در بال١١۴ رس که همان طور
بررسͬ نیز را زیر مسأله مسائل، دی·ر میان در میلادی، نوزدهم قرن اواخر در ͷشطرن

کردند.

بتوان که شده، داده نوع ΁ی از ،ͷشطرن مهره های تعداد بیشترین است مطلوب •
مهره ای دو هیچ به طوری که داد قرار n × n ͷشطرن صفحه ΁ی روی را آن ها

نکنند. تهدید را ی΄دی·ر

است. گراف ΁ی در مستقل مجموعه ΁ی اندازه بزرگ ترین تعیین از مثالͬ مسأله این
این حقیقت در شد. بررسͬ [١١٨] در یاگلم و یاگلم١١۵ توسط دقیق تر به طور مسأله این

کردند. حل ͷشطرن مهره های انواع از برخͬ برای را فوق مسأله برادر دو

١١٠Pauls
١١١Lionnet
١١٢Günther
١١٣Glaisher

١١۴Rouse Ball
١١۵Yaglom



٢ فصل
عدد برای موجود کران های از برخͬ

ترنسورسال

مقدمه ٢ . ١
قرار NP‐کامل مسائل رده در که است ترکیبیاتͬ مسائل از ی΄ͬ ترنسورسال مسأله
کران هایی آوردن به دست گراف، نظریه در اساسͬ مسائل از ی΄ͬ بنابراین، ͬ گیرد. م
توجه با است. گراف از شده داده اطلاعات براساس گراف ΁ی ترنسورسال عدد برای
در را ویژه ای توجه مسأله این دارد، وجود مسأله این برای که متعددی کاربردهای به
شد، اشاره قبل فصل در که همان طور است. داده اختصاص خود به اخیر دهه های
از بنابراین، است. تجربی مختلف زمینه های در مفهوم این کاربردهای از وسیعͬ طیف
توجهند. جالب هستند محاسبه قابل که کران هایی از دسته آن موجود، کران های بین
فصل این در که شده اند داده انتشار محاسبه قابل پایین و بالا کران های زیادی تعداد
ترنسورسال عدد اندازه تخمین کران ها، این  هدف ͬ کنیم. م اشاره آن ها از برخͬ به



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ٣٠
عدد برای محاسبه قابل پایین کران های l١, l٢, . . . , lk کنید فرض است. گراف ΁ی
پایین کران ΁ی نیز l(G) = max{l١, l٢, . . . , lk} بنابراین، باشند. G گراف ترنسورسال
u١, u٢, . . . , um اگر مشابه، به طور است. گراف ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل
u(G) = آنگاه باشند، G گراف ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل بالای کران های
گراف ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل بالای کران ΁ی نیز min{u١, u٢, . . . , um}

عدد مواردی، چنین در .l(G) = u(G) داریم G گراف های از بعضͬ برای است.
ͬ شود: م محاسبه کران ها این از مستقیم به طور G گراف ترنسورسال

τ(G) = l(G) = u(G).

نیز کاربردی دیدگاه از گراف ΁ی ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل کران های
ترنسورسال عدد سریع تر محاسبه سمت به را ما ͬ توانند م زیرا هستند. توجه جالب
از را، گراف ΁ی ترنسورسال عدد ͬ توانند م کران ها این حقیقت، در کنند. هدایت
محاسبه یا و رئوس از زیرمجموعه هایی کامپیوتری جستجوی میزان کاهش طریق
شود مشخص اگر بزنند. تخمین شده، گراف داده از زیرگراف هایی ترنسورسال عدد
از زیرمجموعه هایی تنها آنگاه ͬ گیرد، م قرار [l, u] بازه در τ(G) ،G گراف ΁ی برای که
و پایین کران های نیز موارد برخͬ در شوند. گرفته نظر در باید بازه این درون اندازه
عدد اندازه تخمین برای ͬ توانند م گراف ها، ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل بالای
پیش بینͬ قضایا موارد این در شوند. گرفته به کار جستجویی هیچ بدون ترنسورسال
[١٠٧] در ͬ گیرد. م قرار l = u که بازه ای در گراف ترنسورسال عدد که ͬ کنند م
بین از مقدار بزرگ ترین با G گراف ΁ی ترنسورسال عدد که است شده داده نشان
ترنسورسال عدد محاسبه بنابراین، است. برابر G سره زیرگراف دو ترنسورسال اعداد
اگر است. وابسته گراف آن سره زیرگراف دو ترنسورسال اعداد محاسبه به گراف ΁ی
نیست، l از بزرگ تر زیرگراف ها این ترنسورسال عدد که کنند پیش بینͬ تئوری کران های
مورد گراف ترنسورسال عدد که ͬ گیریم م نتیجه اضافͬ محاسبه هیچ به نیاز بدون آنگاه
عدد دارای زیرگراف ها این از ی΄ͬ که کنند ثابت کران ها اگر همچنین، است. l نظر



٣١ محاسبه قابل پایین کران های
است. u ترنسورسال عدد دارای نیز اصلͬ گراف آنگاه است، u ترنسورسال

عدد محاسبه راستای در که تلاش هایی از برخͬ به مختصر به طور فصل، این در
محاسبه قابل کران چند ذکر به و ͬ کنیم م اشاره است شده انجام گراف ΁ی ترنسورسال
در لارسن توسط محاسبه قابل کران های با رابطه در ͽجام مطالعه ΁ی ͬ پردازیم. م
(بخش پایین کران های دسته سه به را فصل این کران های است. شده انجام [٧۵]

ͬ کنیم. م تقسیم (۴ . ٢ (بخش ویژه کران های و (٣ . ٢ (بخش بالا کران های ،(٢ . ٢

محاسبه قابل پایین کران های ٢ . ٢
استقلال عدد و n مرتبه از گراف ها معین، α و n ازای به که کرد ثابت [١٠٩] در توران١
خوشه α⌊n/α⌋+α−n شامل گراف ها این هستند. توران گراف های اندازه، مینیمم و α

توران، نتایج به توجه با ͬ باشند. م ⌈n/α⌉ اندازه از خوشه n−α⌊n/α⌋ و ⌊n/α⌋ اندازه از
ͬ آید. م به دست زیر کران

داریم: آنگاه باشد، m اندازه و n مرتبه از گرافͬ G اگر [۵٠] .٢ . ٢ . ١ قضیه

τ(G) ≥ n−
⌊ ١

٢ +

√
١
۴ + n٢ − n− ٢m

⌋
.

مشخصه های به که است موجود گراف ترنسورسال عدد برای زیادی کران هایی
ذکر به ادامه در هستند. وابسته گراف، درجات و اندازه مرتبه، مانند گراف، بدیهͬ

ͬ پردازیم. م موارد این از برخͬ

آنگاه باشد، ∆ درجه ماکسیمم و n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر [١٧] .٢ . ٢ . ٢ قضیه
داریم:

τ(G) ≥
⌈n− ١

∆

⌉
.

است. دقیق فوق کران که کرد ثابت [١٧] در برج همچنین
١Turán



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ٣٢
آنگاه باشد، ∆ درجه ماکسیمم و n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر [۶] .٢ . ٢ . ٣ قضیه

داریم:
τ(G) ≥

⌈٢√n− ١⌉−∆.

در باشد. ∆ درجه ماکسیمم و n ≥ ٣ مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [۵] .۴ . ٢ . ٢ قضیه
داریم: صورت این

τ(G) ≥ n− ∆

٢
⌈n

٢
⌉
.

پنجه ΁ی یا و مسیر یا زوج دور ΁ی G اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی
باشد.

ͬ آید. م به دست زیر بدیهͬ کران ،τ(G) < n(G) داریم G گراف برای که آنجا از

.τ(G) ≥ δ(G) داریم G گراف هر برای .۵ . ٢ . ٢ قضیه
بنابراین، است. ستاره ها به گراف یال های افراز ͽواق در گراف ΁ی در ترنسورسال
است. شده داده نسبت کواک٢ به [١١۴] در که ͬ آید م به دست زیر کران بدیهͬ به طور

∆ درجه ماکسیمم و m اندازه از تهͬ غیر گرافͬ G کنید فرض [١١۴] .۶ . ٢ . ٢ قضیه
داریم: صورت این در باشد.

τ(G) ≥ m

∆
.

میانͬ درجه براساس ترنسورسال عدد برای پایینͬ کران های پپر و لارسن ،[٧٧] در
کردند. ارائه گراف

داریم: آنگاه باشد، M میانͬ درجه و n مرتبه از همبند Gگرافͬ اگر [٧٧] .٢ . ٢ . ٧ قضیه

τ(G) ≥ M + ١
٢ .

باشد. ستاره گراف G اگر وتنها اگر است برقرار فوق کران تساوی
٢Kwok



٣٣ محاسبه قابل پایین کران های
بهبود جدی به طور ،۵ . ٢ . ٢ کران مثال برای را، کران ها برخͬ ͬ تواند م فوق کران
v رأس ب·یرید. نظر در v جدید رأس ΁ی و Kn کامل گراف ΁ی مثال، به عنوان دهد.
باشد، n از کم تر حاصل گراف در v درجه که زمانͬ تا کنید. وصل Kn رئوس برخͬ به را
فوق کران مقاله همین در پپر و لارسن بود. خواهد ۵ . ٢ . ٢ کران از بهتر ٢ . ٢ . ٧ کران
کران تساوی در که گراف هایی همه شدند موفق آن ها همچنین بخشیدند. بهبود را

کنند. دسته بندی ͬ کنند، م صدق جدید

باشد، M میانͬ درجه و n مرتبه از ستاره غیر و همبند گرافͬ G اگر [٧٧] .٢ . ٢ . ٨ قضیه
و CS(k, k + ١) با G گراف اگر تنها و اگر است برقرار تساوی .τ(G) ≥ M/٢ + ١ آنگاه
و τ(G) = ٢ ،n ≥ به طوری که ۴ باشد همبند گرافͬ G یا و باشد ی΄ریخت CS(٣,٣) یا

.M = ٢

رأس های تعداد براساس ترنسورسال عدد برای پایین کران ΁ی پپر و لارسن همچنین
کردند. ارائه گراف برشͬ

برشͬ رأس C دارای و n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض [٧٧] .٢ . ٢ . ٩ قضیه
داریم: صورت این در باشد.

τ(G) ≥ C + ١
٢ .

فاصله یا و باشد فرد مرتبه از مسیری G اگر وتنها اگر است برقرار فوق کران تساوی
باشد. فرد G در سه حداقل درجه از رأس هر و برگ هر بین

حداقل مرتبه از القایی مسیر ΁ی دارای r شعاع به گراف هر که شد ثابت [٢٧] در
ͬ کنیم. م بیان زیر به صورت را حقیقت این ،١ . ٢ . ١ مشاهده به توجه با است. ٢r − ١

.τ(G) ≥ rad(G)− ١ داریم G گراف هر برای .٢ . ٢ . ١٠ قضیه

ماتریس به وابسته که شده اند ارائه گراف ترنسورسال عدد برای نیز کران هایی
ͬ باشند. م نظر مورد گراف مجاورت



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ٣۴
ویژه مقادیر ترتیب به p+ و p٠ ،p− و باشد n مرتبه از گرافͬ G اگر [٢۴] .٢ . ٢ . ١١ قضیه

داریم: آنگاه باشند، G مجاورت ماتریس صفر از بزرگ تر و مساوی کم تر،
τ(G) ≥ n− p٠ −min{p−, p+}.

گراف ها از برخͬ برای خوبی کران است، مشهور سوتکویچ٣ کران به که فوق کران
بنابراین، است. نامثبت ویژه مقدار چهار دارای G پترسن گراف مثال، به عنوان است.
.τ(G) = ۶ داریم پترسن گراف برای حقیقت، در .τ(G) ≥ ۶ داریم سوتکویچ کران طبق
قضیه از مستقیم نتیجه ΁ی اما ͬ کنند. م صدق کران این تساوی در نیز کامل گراف های

است. گراف مجاورت ماتریس مرتبه برحسب کرانͬ ٢ . ٢ . ١١
باشد. G مجاورت ماتریس A و n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [١٨] .٢ . ٢ . ١٢ قضیه

داریم: صورت این در
τ(G) ≥ ١

٢rank(A).

صورت این در باشد. n مرتبه از تهͬ غیر گرافͬ G کنید فرض [٨٣] .٢ . ٢ . ١٣ قضیه
داریم:

τ(G) ≥ n−min
{ n∑

i=k+١
−λmin(A)

λi(A)− λmin(A)
× [(e+ y)Tui]

٢ : y ∈ Y
}
.

،(΁ی درایه های با (برداری ΁ی تماما بردار e ،G گراف مجاورت ماتریس A آن در که
است. A ویژه مقدار کوچ΁ ترین λmin(A) و λi ویژه مقدار به وابسته نرمال ویژه بردار ui

همچنین،
Y = {y : y ≥ ٠, (e+ y)Tui = ٠, ∀i = ١, . . . , k}.

محاسبه قابل بالای کران های ٢ . ٣
ͽواق در که است زیر کران گراف ΁ی استقلال عدد برای پایین کران ͬ ترین قدیم شاید

ͬ شود. م نامیده توران۴ کران کران، این بنابراین است. توران مشهور قضیه نتیجه
٣Cvetković bound
۴Turán bound



٣۵ محاسبه قابل بالای کران های
آنگاه باشد، d̄ درجات میانگین و n مرتبه از گرافͬ G اگر [۴۵ ،١١٠] .٢ . ٣ . ١ قضیه

داریم:
α(G) ≥ n

١ + d̄
.

ͬ آید. م به دست زیر نتیجه ،١ . ٣ . ١ و ٢ . ٣ . ١ قضایای طبق

τ(G) ≤ nd̄

١ + d̄
. (٢ . ١)

آوردند. به دست را توران کران گسسته ش΄ل مستقل به طور [١١٢] وی۶ و [١٩] کارو۵
است. مشهور کارو‐وی٧ کران به زیر کران بنابراین،

داریم: G گراف برای [١١٢] .٢ . ٣ . ٢ قضیه
α(G) ≥

∑
v∈V (G)

(١ + degG(v))
−١.

کران از اندکͬ فوق کران بنابراین است، محدب تابع ΁ی ١)/١ + x) تابع که آنجا از
چندجمله ای ال·وریتم ΁ی از استفاده با داد نشان وی همچنین، است. بهتر توران
حقیقت در آورد. به دست گراف در بزرگ تر یا فوق اندازه از مستقلͬ مجموعه ͬ توان م
به است. مم΄ن کران بهترین فوق کران داد نشان ال·وریتم این از استفاده با وی
از مجزایی اجتماع G اگر تنها و اگر است برقرار ٢ . ٣ . ٢ قضیه تساوی دی·ر عبارت
در شد. منتشر کارو‐وی کران برای احتمالاتͬ اثبات ΁ی نیز [٣] در باشد. خوشه ها

باشد. G گراف برای کارو‐وی کران مقدار CW (G) کنید فرض فصل، این ادامه
بهبود را کارو‐وی کران احتمالاتͬ، روش ΁ی با تا برآمد درصدد سل΄و٨ ،[٩٨] در

ͬ آید. م به دست گراف ترنسورسال عدد برای زیر کران سل΄و تلاش نتیجه در دهد.
داریم: آنگاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر [٩٨] .٢ . ٣ . ٣ قضیه

τ(G) ≤ n− CW (G)(١ + d(v)),

۵Caro
۶Wei
٧Caro-Wei bound

٨Selkow



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ٣۶
آن در که

d(v) = max
{٠, deg(v)

deg(v) + ١ −
∑

w∈NG(v)

١
١ + deg(w)

}
.

از برخͬ به ذیل در دارند. وجود کارو‐وی کران به وابسته نیز دی·ری کران های
ͬ کنیم. م اشاره آن ها

همچنین باشد. vi رأس درجه di و n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [۵١] .۴ . ٢ . ٣ قضیه
داریم: صورت این در .qi = ١)/١ + di) کنید فرض

τ(G) ≤ n− (CW (G))٢
CW (G)−

∑
ij∈E(G)(di − dj)٢q٢

i q
٢
j

.

داریم: آنگاه باشد، m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر [٨۵] .۵ . ٢ . ٣ قضیه
τ(G) ≤ n− CW (G)− CW (G)− ١

∆(G)(∆(G) + ١) .

گراف بدیهͬ مشخصه های از گراف ΁ی درجات دنباله و اندازه و مرتبه که آنجا از
شده اند. ارائه مشخصه ها این براساس زیادی کران های هستند،

داریم: آنگاه باشد، m اندازه و n مرتبه از گرافͬ G اگر [۵٣] .۶ . ٢ . ٣ قضیه
τ(G) ≤ ١

٢
(
(n− ٢m− ١) +

√
(٢m+ n+ ٢(١ − ۴n٢).

داریم: آنگاه باشد، m اندازه و n مرتبه از گرافͬ G اگر [۵٠] .٢ . ٣ . ٧ قضیه
τ(G) = n−

⌈٢n− ٢m
⌈٢m/n⌉

⌈٢m/n⌉+ ١
⌉
= n−

⌈٢n− ٢m
⌈d̄⌉

⌈d̄⌉+ ١
⌉
,

است. G گراف درجات میانگین d̄ آن در که
داریم: آنگاه باشد، m اندازه و n مرتبه از گرافͬ G اگر [٢٢] .٢ . ٣ . ٨ قضیه

τ(G) ≤ n+m

٣ .

است. مشهور خواتال‐م΁ دیارمید٩ کران به فوق کران
٩Chvátal-McDiarmid bound



٣٧ محاسبه قابل بالای کران های
داریم: صورت این در باشد. n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض [۶] .٢ . ٣ . ٩ قضیه

τ(G) ≤ n− ⌈٢√n⌉+∆(G).

∆ درجه ماکسیمم و n ≥ ۵ مرتبه از G همبند گراف هر برای [۵] .٢ . ٣ . ١٠ قضیه
داریم:

τ(G) ≤
⌊n(∆− ١) + ١

∆

⌋
.

باشد. فرد دور یا کامل گراف G اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی

شد. برداشته ٢ . ٣ . ١٠ قضیه در مرتبه روی محدودیت ،[١٧] در البته

داریم: ∆ درجه ماکسیمم و n مرتبه از G همبند گراف هر برای [١٧] .٢ . ٣ . ١١ قضیه

τ(G) ≤
⌊n(∆− ١) + ١

∆

⌋
.

قابل ∆ بر n− ١ اگر است. دقیق فوق کران آنگاه نباشد، قسمت قابل ∆ بر n− ١ اگر
داریم: آنگاه نباشد، دور یا کامل گراف G و باشد قسمت

τ(G) ≤
⌊(n− ١)(∆− ١)

∆

⌋
.

است. دقیق نیز فوق کران

آنگاه باشد، d̄ درجات میانگین و n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر [۵٢] .٢ . ٣ . ١٢ قضیه
داریم:

τ(G) ≤ n− ٢n
(d̄+ ١ + ٢

n
) +

√
(d̄+ ١ + ٢

n
)٢ − ٨ .

داریم: آنگاه باشد، d١, . . . , dn درجات دنباله با گرافͬ G اگر [١١٣] .٢ . ٣ . ١٣ قضیه

τ(G) ≤ n− n

max{min{di + ١, i} | i = ١, . . . , n} .

است. ولش‐پاول١٠ کران به معروف کران این
١٠Welsh-Powell bound



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ٣٨
داریم: آنگاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر [١٠۵] .١۴ . ٢ . ٣ قضیه

τ(G) ≤ n− n

١ +max{δ(G′) | G′ ⊂ G}
.

است. G شده داده گراف از G′ زیرگراف G
′ ⊂ G از منظور آن در که

کران چند ،٢ . ٢ بخش مشابه است. س˼΄˼رش‐ویلف١١ کران به معروف کران این
ͬ کنیم. م ذکر گراف مجاورت ماتریس به وابسته نیز

G گراف مجاورت ماتریس ویژه مقدار بزرگ ترین λ کنید فرض [١١۵] .١۵ . ٢ . ٣ قضیه
داریم: صورت این در باشد، گراف این مرتبه n و

τ(G) ≤ nλ

١ + λ
.

G گراف مجاورت ماتریس ویژه مقدار بزرگ ترین λ کنید فرض [١١۶] .١۶ . ٢ . ٣ قضیه
صورت این در باشد. λ با متناظر نرمال ویژه بردار درایه های مجموع S و n مرتبه از

داریم:
τ(G) ≤ S٢(n− ١) + nλ

S٢ + λ
.

مرتبه از G گراف مجاورت ماتریس ویژه مقادیر λ١ ≥ . . . ≥ λn اگر [٨٢] .٢ . ٣ . ١٧ قضیه
باشد، uj i‐ام درایه (uj)i و λj با متناظر نرمال ویژه بردار uj ،j ∈ [n] برای و باشند n

داریم: آنگاه

τ(G) ≤ n− n٢
n(∆ + ١) + (∆ + ١ − λ١)max{(U+١ )٢, (U−١ )٢} ,

.U−١ = min(uj)i<٠ ١
|(uj)i| و U+١ = min(uj)i>٠ ١

(uj)i
آن در که

گراف، فاصله میانگین مانند گراف، مشخصه های دی·ر براساس کران هایی ادامه در
محاسبه قابل یا بدیهͬ نیز مشخصه ها این که ͬ دهیم م ارائه غیره و گراف باقیمانده

هستند.
١١Szekeres-Wilf bound



٣٩ محاسبه قابل بالای کران های
صورت این در باشد، n مرتبه از و همبند گرافͬ G کنید فرض [٢١] .٢ . ٣ . ١٨ قضیه
کامل گراف G اگر وتنها اگر است برقرار فوق کران تساوی .τ(G) ≤ n − D̄(G) داریم

باشد.

داریم: صورت این در باشد، n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [٣۴] .٢ . ٣ . ١٩ قضیه

τ(G) ≤ n−R(G).

داریم: آنگاه باشد، n مرتبه از گرافͬ G اگر [٣١ ،٢٧] .٢ . ٣ . ٢٠ قضیه

τ(G) ≤ n− rad(G).

ͬ کنند، م صدق فوق کران تساوی در که شعاع‐بحرانͬ گراف های همه [٣٠] در
گراف های تمامͬ شدند موفق هم΄ارانش١٢ و دلاوینا کار، این ادامه در شدند. دسته بندی

.[٢۵] کنند دسته بندی τ(G) = n(G)− rad(G) که را G

آنگاه باشد، آویخته یال p تعداد دارای و r شعاع به گرافͬ G اگر [٧٧] .٢ . ٣ . ٢١ قضیه
داریم:

τ(G) ≤ n− r − p

٢ + ١.

ͬ بخشد. م بهبود آویخته یال سه حداقل با گراف هایی برای را ٢ . ٣ . ٢٠ کران کران، این

برشͬ یال b و مؤلفه k دارای و n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [٩۴] .٢ . ٣ . ٢٢ قضیه
داریم: صورت این در باشد،

τ(G) ≤ n− b+ k

٢ .

کران تساوی آنگاه باشد، همبند گرافͬ G اگر که شد داده نشان [٩۴] در همچنین
باشد. کامل تطابق ΁ی با درختͬ G اگر تنها و اگر است برقرار فوق

١٢DeLaViña et. al.



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ۴٠
داریم: n مرتبه از G گراف برای [٢٩] .٢ . ٣ . ٢٣ قضیه

τ(G) ≤ n− max
v∈V (G)

{e(v), eh(v)},

eh(v) و دارند قرار v رأس از زوج فاصله در که است رئوسͬ تعداد با برابر e(v) آن در که
هر که e یال های تعداد یعنͬ است، v رأس به نسبت زوج افقͬ یال های تعداد با برابر

دارند. قرار v رأس از زوج فاصله در e انتهایی رأس دو

مثال، عنوان به کرد. مطرح [۴۶] در کران این با رابطه در جالبی نتایج گری·سبی١٣
در که کونی΃‐ای·رواری گراف های برای جمله ای چند زمان در سازی مشخصه ΁ی او
برای دسته بندی این که ͬ رسد م نظر به کرد. ارائه ͬ کنند م صدق فوق کران تساوی

است. نشده اثبات هنوز حدس این اما باشد، برقرار نیز کلͬ گراف های
گراف ΁ی استقلال عدد برای پایینͬ کران هم΄ارانش١۴ و لاونشتاین [٨١] در
از منظور اینجا در که کردند، ارائه ،godd(G) گراف، فرد١۵ کمر و اندازه مرتبه، براساس

است. گراف در فرد دور کوتاه ترین اندازه گراف، ΁ی فرد کمر

اگر باشد. m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض [٨١] .٢۴ . ٢ . ٣ قضیه
داریم: آنگاه ،m ≥

⌊
(godd(G)+١)n

godd(G)

⌋
− ١

٢α(G) ≥
⌈(godd(G)− ١)n

godd(G)

⌉
− ١

٢
(
m−

(⌊(godd(G) + ١)n
godd(G)

⌋
− ١)).

فوق قضیه از نتیجه ΁ی به عنوان است، ٣ حداقل گراف ΁ی فرد کمر که آنجایی از
و مرتبه براساس کران این که ͬ آید م به دست گراف ترنسورسال عدد برای بالایی کران

است. گراف اندازه

داریم: آنگاه باشد، m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر [٨١] .٢۵ . ٢ . ٣ قضیه

τ(G) ≤ ١
٣n+

١
۴m+

١
٣ .

١٣Grigsby
١۴Löwenstein et. al.

١۵odd girth



۴١ محاسبه قابل بالای کران های
٢۵ . ٢ . ٣ قضیه کران تا برآمدند صدد در [۵٩] در لاونشتاین و هنینگ ،[٨١] ادامه در
زیر به صورت را گراف ها از نامتناهͬ خانواده ΁ی آن ها راستا، این در ببخشند. بهبود را

کردند. تعریف

F خانواده ٢ . ٣ . ١
دسته بندی را τ(G) ≥ n/٣+m/۴ که G گراف های تمامͬ لاونشتاین و هنینگ [۵٩] در
ساختار در ͬ کنیم. م معرفͬ F خانواده عنوان با را گراف ها این بخش این در کردند.
K∗۴ گراف از منظور شد، معرفͬ لاونشتاین و هنینگ توسط که گراف ها از خانواده ای
این در است. گراف این از یالͬ کردن زیرتقسیم بار دو با K۴ از آمده به دست گراف
ازای به ͬ نامیم. م مقسم١۶ رأس را K∗۴ گراف در دو درجه رئوس از ΁ی هر رساله،
ی΄ریخت گراف همچنین، است. Kt با ی΄ریخت گراف Kt‐واحد١٧ ΁ی ،t ∈ {٢,٣,۴}
کلͬ، به طور ͬ دهیم. م نشان K∗۴‐واحد١٩ و C۵‐واحد١٨ با ترتیب به را K∗۴ و C۵ با
داریم: F گراف برای به طوری که است F‐واحد ΁ی حقیقت در واحد٢٠ ΁ی از منظور

F ∈ {K٢, K٣, K۴, C۵, K∗۴}.

ͬ پردازیم. م F خانواده از زیرخانواده هایی معرفͬ به ابتدا
K٣‐واحد تا k ≥ ١ از به طوری که باشد G همبند گراف های خانواده F٣ کنید فرض
G گراف در پل٢١ ΁ی را شده اضافه یال هر آمده اند. به دست یال k− ١ افزودن با مجزا

ͬ نامیم. م
K۴‐واحد ΁ی از که باشد همبندی گراف های خانواده F٢,١ کنید فرض ،k ≥ ١ برای
.F٢ = F٢,١ کنید فرض آمده اند. به دست یال k−١ افزودن و مجزا K٣‐واحد تا k−١ و
اجتماع از که باشد همبندی گراف های خانواده F١,١ کنید فرض ،k ≥ ٢ برای
آمده اند. به دست یال k − ١ افزودن و K٣‐واحد تا k − ٢ و K۴‐واحد دو از مجزایی

١۶divider vertex
١٧Kt-unit١٨C۵-unit١٩K∗۴-unit

٢٠unit
٢١bridge



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ۴٢
و K٢‐واحد ΁ی از که باشد همبندی گراف های خانواده F١,٢ کنید فرض ،k ≥ ١ برای
کنید فرض ،k ≥ ١ برای ͬ آیند. م به دست یال k− ١ افزودن و مجزا K٣‐واحد تا k− ١
مجزا K٣‐واحد تا k− ١ و C۵‐واحد ΁ی از که باشد همبندی گراف های خانواده F١,٣

دهید: قرار آمده اند. به دست یال k − ١ افزودن و
F١ =

٣∪
i=١

F١,i.

مجزایی اجتماع از که باشد همبندی گراف های خانواده F٠,١ کنید فرض ،k ≥ ٣ برای
،k ≥ ٢ برای آمده اند. به دست یال k−١ افزودن و K٣‐واحد تا k−٣ و K۴‐واحد سه از
‐K٢ ΁ی از مجزایی اجتماع از که باشد همبندی گراف های خانواده F٠,٢ کنید فرض
برای آمده اند. به دست یال k− ١ افزودن و K٣‐واحد تا k−٢ و K۴‐واحد ΁ی واحد،
΁ی از مجزایی اجتماع از که باشد همبندی گراف های خانواده F٠,٣ کنید فرض ،k ≥ ٢
آمده اند. به دست یال k − ١ افزودن و K٣‐واحد تا k − ٢ و K۴‐واحد ΁ی C۵‐واحد،

مجزایی اجتماع از که باشد همبندی گراف های خانواده F٠,۴ کنید فرض ،k ≥ ١ برای
برای آمده اند. به دست یال k−١ افزودن و مجزا K٣‐واحد تا k−١ و K∗۴‐واحد ΁ی از
مجزا K٣‐واحد تا k از که باشد همبندی گراف های خانواده F٠,۵ کنید فرض ،k ≥ ٣

دهید: قرار آمده اند. به دست یال k افزودن و
F٠ =

۵∪
i=١

F٠,i.

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را F نامتناهͬ خانواده اکنون
F =

٣∪
i=٠

Fi.

شده اند. داده نشان ٢ . ١ ش΄ل در F خانواده به متعلق گراف تعدادی
با ی΄ریخت G مؤلفه های تعداد fi(G) کنید فرض ،G گراف برای و i ∈ [٣] ازای به

باشد. Fi خانواده در گرافͬ
داریم: G گراف برای [۵٩] .٢۶ . ٢ . ٣ قضیه

١٢τ(G) ≤ ۴n(G) + ٣m(G) + ٣f٣(G) + ٢f٢(G) + f١(G),



۴٣ محاسبه قابل بالای کران های

(a)G ∈ F٣ (b)G ∈ F٢,١

(c)G ∈ F١,١ (d)G ∈ F١,٢

(e)G ∈ F١,٣ (f)G ∈ F٠,١

(g)G ∈ F٠,٢ (h)G ∈ F٠,٣

(i)G ∈ F٠,۴ (j)G ∈ F٠,۵

.F خانواده به متعلق گراف های از مثال هایی :٢ . ١ ش΄ل



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ۴۴
.G ∈ F اگر تنها و اگر است برقرار تساوی و

در که آوردند به دست را زیر نتیجه ٢۶ . ٢ . ٣ قضیه از استفاده با لاونشتاین و هنینگ
است. ٢۵ . ٢ . ٣ قضیه بهبود ͽواق

صورت این در باشد. m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض .٢ . ٣ . ١ نتیجه
داریم:

.τ(G) < ١٣n+ ١۴m آنگاه G ̸∈ F اگر •

.τ(G) = ١٣n+ ١۴m+ i١٢ آنگاه ،i ∈ {٠, ١,٢,٣} ،G ∈ Fi اگر •

محاسبه قابل ویژه کران های ۴ . ٢
عدد برای کارآمد و محاسبه قابل کران هایی ͬ شوند، م ارائه بخش این در که کران هایی
تعیین موارد، این از ΁هری در هستند. خاص محدودیت های با گراف ها ترنسورسال
قابل مسأله ΁ی خود خیر، یا هست نظر مورد محدودیت دارای شده داده گراف این که

است. چندجمله ای زمان در حل
مسیر یا دور که مثلث‐آزاد گراف های برای را کارو‐وی کران [۴۴] در گری·س٢٢

داد. بهبود نیستند، فرد مرتبه از

و n ≥ ٣ مرتبه از مثلث‐آزاد و همبند گرافͬ G کنید فرض [۴۴] .١ . ۴ . ٢ قضیه
داریم: آنگاه نباشد، فرد مرتبه از دور یا و مسیر G اگر باشد. ∆ درجه ماکسیمم

τ(G) ≥ n− CW (G)− n

∆(∆ + ١) .

گراف های از ی΄ͬ با یا و ،k ≥ ٢ ،C٢k با G اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی
باشد. ی΄ریخت ٢ . ٢ ش΄ل

٢٢Griggs



۴۵ محاسبه قابل ویژه کران های

G١ G٢ G٣

ͬ کنند. م صدق ١ . ۴ . ٢ قضیه کران تساوی در که گراف سه :٢ . ٢ ش΄ل

درجه ماکسیمم و m اندازه ،n مرتبه از G مثلث‐آزاد گراف برای [٨۵] .٢ . ۴ . ٢ قضیه
داریم: ∆

τ(G) ≤ n− CW (G)− CW (G) +m− n

∆(∆ + ١) ,

داریم: آنگاه نباشد، کامل ولͬ باشد k‐همبند گرافͬ G اگر

τ(G) ≤ n− CW (G)− kCW (G)

٢∆(∆ + ١) .

داریم: G منتظم گراف برای [٨٣] .٣ . ۴ . ٢ قضیه

τ(G) ≥ nλmax

λmax − λmin

,

مجاورت ماتریس ویژه مقدار بزرگ ترین و کوچ΁ ترین ترتیب به λmax و λmin آن در که
است. گراف مرتبه n و گراف

است. هافمن‐لواس٢٣ کران به معروف فوق کران

حداکثر درجه ماکسیمم و n مرتبه از مثلث‐آزاد گرافͬ G اگر [۶۶] .۴ . ۴ . ٢ قضیه
.τ(G) ≤ ٩n/١٣ داریم آنگاه باشد، چهار

مثلث‐آزاد گراف های ترنسورسال عدد برای کرانͬ [۵٨] در توماس٢۵ و ه΄من٢۴
مفهوم توماس و ه΄من کران بیان از قبل کردند. ارائه سه حداکثر درجه ماکسیمم با

ͬ کنیم. م بیان سه حداکثر درجه ماکسیمم با مثلث‐آزاد گراف های برای را λ(G)

٢٣Hoffman-Lovász bound
٢۴Heckman

٢۵Thomas



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ۴۶

G١ G٢

سخت. بلوک های :٢ . ٣ ش΄ل
گراف دو از ی΄ͬ با هرگاه ͬ شود م نامیده سخت٢۶ بلوک گراف ΁ی [۵٨] .١ . ۴ . ٢ تعریف
است سخت٢٧ گراف ΁ی G گراف همچنین باشد. ی΄ریخت ۴ . ٢ ش΄ل در G٢ و G١

برای باشد. سخت بلوک دو بین یالͬ یا باشد سخت بلوک ΁ی یا G بلوک هر هرگاه
است. G سخت مؤلفه های تعداد با برابر λ(G) ،G گراف

باشد، سه حداکثر درجه ماکسیمم با مثلث‐آزاد گرافͬ G اگر [۵٨] .۵ . ۴ . ٢ قضیه
داریم: آنگاه

τ(G) ≤ ١
٣)٧n+m+ λ(G)).

درجه ماکسیمم با G مثلث‐آزاد گراف برای ͬ شود م نتیجه توماس و ه΄من کران از
داریم: سه حداکثر

τ(G) ≤ ٩
١۴n. (٢ . ٢)

اولین و شد زده حدس [٢] در تاکر٣٠ و بلوباس٢٩ آلبرستون٢٨، توسط اصل در که کرانͬ
نشان هم΄ارانش و لاونشتاین [٨١] در شد. اثبات [١٠۴] در استاتون٣١ توسط بار
همچنین است. برقرار نیز درجه ماکسیمم روی محدودیت بدون ۵ . ۴ . ٢ قضیه دادند
گراف که داد نشان [٣٢] در فایلویچ است. دقیق فوق کران که کردند ثابت آن ها
٨ اندازه از ترنسورسال و مثلث فاقد و رأس ١۴ دارای P (٧,٢) یافته تعمیم پترسن
این ماند باقͬ که پرسشͬ است. مم΄ن مقدار بهترین ٩/١۴ مقدار بنابراین، است.

٢۶difficult block
٢٧difficult graph
٢٨Albertson
٢٩Bollobás

٣٠Tucker
٣١Staton



۴٧ محاسبه قابل ویژه کران های

.٩ ترنسورسال عدد و ٣ حداکثر درجه ماکسیمم با مثلث‐آزاد گراف دو :۴ . ٢ ش΄ل
دارد وجود دی·ری ٣ حداکثر درجه ماکسیمم با مثلث‐آزاد همبند گراف آیا که بود
مثلث‐آزاد گراف دو ،[۶٧] در باشد. ٩/١۴ گراف مرتبه به ترنسورسال عدد نسبت که
گراف ها این شد. ارائه ٩ ترنسورسال عدد و ١۴ مرتبه از ٣ حداکثر درجه ماکسیمم با
تنها گراف دو این که شد داده نشان نیز [٨] در شده اند. داده نشان ۴ . ٢ ش΄ل در
عدد نسبت که است ١۴ مرتبه و ٣ حداکثر درجه ماکسیمم با مثلث‐آزاد گراف های
٩/١۴ ثابت که شد اثبات [٣٧] در است. ٩/١۴ برابر گراف مرتبه به آن ها ترنسورسال

نیست. خوبی ثابت بزرگ تر همبند گراف های برای
٣ حداکثر درجه ماکسیمم با مثلث‐آزاد و همبند گراف هر برای [٣٧] .۶ . ۴ . ٢ قضیه

داریم:
τ(G) ≤ ٩

٣٠n+
٢
١۵ .

این است. بهتر ١۴ از بزرگ تر مرتبه از گراف های برای (٢ . ٢) کران از کران این
عدد نسبت با دی·ری همبند گراف هیچ که ͬ دهد م نشان [٨] نتیجه همراه به نتیجه

ندارد. وجود ٩/١۴ مرتبه به ترنسورسال
درجه ماکسیمم و n مرتبه از C۵‐آزاد و مثلث‐آزاد گرافͬ G اگر [۶۵] .٧ . ۴ . ٢ قضیه

داریم: آنگاه باشد، ∆
τ(G) ≤ n∆٢

∆٢ + ٢∆− ١ .
آنگاه ،k ≥ ٢ باشد، ٢k + ٣ با برابر حداقل G گراف فرد کمر اگر [١٠٠] .٨ . ۴ . ٢ قضیه

داریم:
τ(G) ≤ n− ٢−( k−١

k
)
( ∑
v∈V (G)

deg(v)
١

k−١
) k−١

k
.



ترنسورسال عدد برای موجود کران های از برخͬ ۴٨
با برابر حداقل فرد کمر و n مرتبه از r‐منتظم گرافͬ G اگر [١٠٠] .١ . ۴ . ٢ نتیجه

داریم: آنگاه ،k ≥ ٢ باشد، ٢k + ٣

τ(G) ≤ n
(١ − ٢ ١−k

k (r/n)
١
k

)
.

آنگاه باشد، ١+r,K١‐آزاد و m اندازه و n مرتبه از گرافͬ G اگر [٩٧] .٩ . ۴ . ٢ قضیه
داریم:

τ(G) ≥ ١
٢
(١ − r +

√
٨m+ (٢r − ٢(١).



٣ فصل
ترنسورسال عدد برای بالا کران
و اندازه مرتبه، براساس گراف ها

درجه ماکسیمم

مقدمه ٣ . ١
براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای محاسبه قابل بالای کران چند فصل این در
که را گراف هایی تمامͬ سپس ͬ دهیم. م ارائه گراف درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه،
از برخͬ کران ها این ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند، م صدق کران ها این تساوی در
،٢ . ٣ . ١ و ٢۵ . ٢ . ٣ قضایای در شده ارائه کران های مثال به عنوان را، قبلͬ کران های
در ابتدا منظور، این برای ͬ دهند. م بهبود بزرگ درجه ماکسیمم با گراف هایی برای
ͬ کنیم. م معرفͬ را فصل این در نیاز مورد مفاهیم و گراف ها از خانواده چند ٣ . ٢ بخش
خواهیم ارائه گراف ها ترنسورسال عدد اندازه برای را خود جدید کران های ٣ . ٣ بخش در



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ۵٠

دوگانه. پاروی :٣ . ١ ش΄ل

P٣ K٣ paw kite K۴

.G١ خانواده :٣ . ٢ ش΄ل
این نتایج ͬ پردازیم. م خود نتایج اثبات به ۶ . ٣ و ۵ . ٣ ،٣ . ۴ بخش های در سپس داد.

است. رساله از مستخرج ١ مقاله براساس فصل

گراف ها از خانواده چند ٣ . ٢
ͬ کنیم، م استفاده آن ها از بعد بخش های در که را گراف ها از خانواده چند بخش این در
فرض ͬ نامیم. م دوگانه١ پاروی را ٣ . ١ ش΄ل در شده داده نشان گراف ͬ کنیم. م معرفͬ

باشد. ٣ . ٢ ش΄ل در شده داده نشان گراف های خانواده G١ کنید
به طوری که: t صحیح عدد برای است. شده داده گراف ها از F خانواده کنید فرض

١ ≤ t ≤ min{ω(F ) | F ∈ F},

و اگر است F [t] به متعلق G گراف ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را F [t] جدید خانواده
آورد: به دست زیر به صورت بتوان را G اگر تنها

متمایز) لزوما (نه گراف هایی از ،F١, F٢, . . . , Fk دنباله ،k صحیح مقدار ΁ی ازای به ‐١
باشد؛ موجود ،F در

کنید. منطبق هم بر ،i ∈ [k] ها، Fi از ΁ی هر در را t اندازه از خوشه ای ‐٢
فقط باشد مشخص t اگر یا Fi(G)t  ـ واحد، به صورت ،i ∈ [k] ،Fi گراف فوق، ساختار در
G گراف در t اندازه از شده منطبق خوشه ͬ شود. م داده نشان Fi(G)‐واحد، به صورت

١double-paw



۵١ گراف ها از خانواده چند

a

b
c

d
e

f

g

h

i j

k

l
m

n

a

f g

b c

d e

a
f gb c

d e

G١ G٢ G٣

.G[١]١ خانواده به متعلق گراف های از مثال هایی :٣ . ٣ ش΄ل
Fi از ΁ی هر در t اندازه از خوشه با Qt(G) که شود دقت ͬ دهیم. م نمایش Qt(G) با را
خوشه ای Qt(G) که ͬ کنیم م فرض راحتͬ، برای بنابراین است. ی΄ریخت ،i ∈ [k] ها،
از F [t] به جای راحتͬ، برای آنگاه ،F = {F} اگر باشد. ،i ∈ [k] ها، Fi از ΁ی هر در
به عنوان ͬ دهد. م نشان را G[١]١ خانواده در گراف سه ٣ . ٣ ش΄ل ͬ کنیم. م استفاده F [t]

و {a, b, c} رئوس مجموعه با (G)P٣‐واحد دو دارای ،٣ . ٣ ش΄ل در G١ گراف مثال،
با (G١)paw‐واحد ΁ی ،{a, f, g, h} رئوس مجموعه با (G١)kite‐واحد ΁ی ،{a, d, e}
است. ،{a, l, n,m} رئوس مجموعه با (G١)K۴‐واحد ΁ی و ،{a, i, j, k} رئوس مجموعه

.Q١(G١) = {a} که کنید دقت
G١,١ کنید فرض ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را G١,١ ⊆ G[١]١ خانواده اکنون
F‐واحد، (G) ΁ی حداقل دارای G به طوری که باشد G ∈ G[١]١ گراف های خانواده
‐F (G) هر در درجه مینیمم دارای Q١(G) در موجود رأس و باشد ،F ∈ {K٣, K۴}

در درجه ماکسیمم دارای Q١(G) در موجود رأس که شود دقت باشد. ،F ∈ G١ واحد،
به عنوان است. K۴(G)‐واحد یا (G)K٣‐واحد ΁ی حداقل دارای G زیرا است، G گراف
گراف های ͬ که حال در هست نیز G١,١ خانواده به متعلق ٣ . ٣ ش΄ل در G١ گراف مثال،
Q١(G٢) = {a} ،٣ . ٣ ش΄ل در G٢ گراف در زیرا نیستند. خانواده این به متعلق G٣ و G٢

نیست. درجه مینیمم دارای {a, b, c} رئوس مجموعه با (G٢)P٣‐واحد در a رأس اما
نیست. (G٣)K۴‐واحدی یا (G٣)K٣‐واحد هیچ دارای نیز ٣ . ٣ ش΄ل در G٣ گراف

زیر به صورت را ،i ∈ {٢,٣,۴,۵,۶} ،Gi,t خانواده ،t مثبت و صحیح عدد هر برای



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ۵٢

.G٢,١ خانواده به متعلق گراف دو :۴ . ٣ ش΄ل
ͬ کنیم. م تعریف

G٢,t خانواده
به طوری که: باشد G ∈ {F,Kt+١}[t] گراف های خانواده G٢,t کنید فرض

F ∈ {Kt+۵} ∪Kt+۴[t+ ١],

،F ̸= Kt+۵ هرگاه و باشد F‐واحد (G) ΁ی و (G)١+Kt‐واحد ΁ی دقیقا دارای G و
داده نشان ۴ . ٣ ش΄ل در G٢,١ خانواده در گراف دو .Qt(G) ⊆ Qt+١(F ) ͬ دهیم م قرار

شده اند.

G٣,t خانواده
دقیقا دارای G به طوری که باشد G ∈ {F١, F٢}[t+١] گراف های خانواده G٣,t کنید فرض
شرایط دارای Qt+١(G) و F٢ و ،F١ ∈ Kt+۴[t + ١] آن در که باشد ،i = ١,٢ ،Fi(G) ΁ی

هستند. زیر

نظر در را Kt+۴ کامل گراف ͬ آید. م به دست زیر به صورت F٢ ،t ≥ ٢ ازای به (آ )
،Kt+۴ از رأس t + i به را x و کرده اضافه گراف این به را x جدید رأس ب·یرید.

.{x} ⊆ Qt+١(G) = Qt+١(F١) دهید قرار همچنین کنید. وصل ،٠ ≤ i ≤ ٣

از ی΄ͬ یا است t ≥ ٢ ازای به (آ) در شده وصف گراف F٢ ،t = ١ ازای به (ب)
ش΄ل در H۶ و H۵ گراف های در {v١, . . . , v۶} رئوس توسط شده القا زیرگراف های

.Q٢(G) = Q٢(F١) = {v١, v۶} دهید قرار همچنین .۵ . ٣



۵٣ گراف ها از خانواده چند

v٢v۵

v٣v۴

v۶ v١
v٢v۵

v٣v۴

v۶ v١

H١ H٢ H٣ H۴ H۵ H۶

.G٣,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی :۵ . ٣ ش΄ل

.G۴,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی :۶ . ٣ ش΄ل

ͬ دهد. م نشان را G٣,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی ۵ . ٣ ش΄ل

G۴,t خانواده
دقیقا دارای G به طوری که باشد G ∈ {F١, F٢}[t+١] گراف های خانواده G۴,t کنید فرض
با Kt+١ کامل گراف ΁ی از نیز F٢ و F١ ∈ Kt+۴[t + ١] آن در و است (G)F٢‐واحد ΁ی
به دست زیر به صورت دوگانه پاروی ΁ی و V (Kt+١) = {x١, . . . , xt+١} رئوس مجموعه
هر و ،{x١, . . . , xt+١} رئوس همه به را دوگانه پاروی در دو درجه رأس هر است. آمده
پایان در کنید. وصل {x١, . . . , xt} رئوس همه به را دوگانه پاروی در سه درجه رأس
همچنین کنید. وصل xt+١ به را دوگانه پاروی در سه درجه رأس ΁ی حداکثر نیز
با ی΄ریخت گراف دو ۶ . ٣ ش΄ل .Qt+١(G) = Qt+١(F١) = {x١, . . . , xt+١} دهید قرار
که آنجا از ͬ دهد. م نشان را G۴,١ خانواده به متعلق G گراف ساختار در (G)F٢‐واحد

بنابراین ندارد، (G)F١‐واحدها تعداد روی محدودیتͬ خانواده این گراف های ساختار
دارند. تعلق نیز G۴,١ خانواده به ۶ . ٣ ش΄ل گراف های



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ۵۴

.G۵,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی :٣ . ٧ ش΄ل

G۵,t خانواده
دارای G به طوری که باشد G ∈ {F١, F٢}[t + ١] گراف های خانواده G۵,t کنید فرض
F٢ گراف .F١ ∈ Kt+٣[t + ١] آن در که باشد i = ١,٢ هر برای Fi(G)‐واحد ΁ی دقیقا
تعدادی و V (Kt+١) = {x١, . . . , xt+١} رئوس مجموعه با Kt+١ کامل گراف ΁ی از نیز
در رأس t حداقل به را K٣ رأس هر است. آمده به دست زیر به صورت K٣ کامل گراف
.degF٢(x١) = . . . = degF٢(xt) > degF٢(xt+١) به طوری که کنید، وصل {x١, . . . , xt+١}

گراف تعدادی ٣ . ٧ ش΄ل .Qt+١(G) = Qt+١(F١) = {x١, . . . , xt+١} دهید قرار همچنین
ͬ دهد. م نشان را G۵,١ خانواده به متعلق

G۶,t خانواده
Kt+١ کامل گراف ΁ی از G به طوری که باشد G گراف های خانواده G۶,t کنید فرض
به صورت K٣ کامل گراف دو حداقل و V (Kt+١) = {x١, . . . , xt+١} رئوس مجموعه با
از رأس t حداقل به را K٣ گراف های از ΁ی هر از رأس هر است. آمده به دست زیر
.degG(x١) = . . . = degG(xt) > degG(xt+١) به طوری که کنید، وصل {x١, . . . , xt+١}

ش΄ل باشد. مجاور K٣ ΁ی حداقل رئوس همه با ،i ∈ [t + ١] ،xi رأس هر همچنین
ͬ دهد. م نشان را G۶,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی ٣ . ٨

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را Gt خانواده پایان در

Gt =
۶∪

i=٢
Gi,t.

اکنون است. درجه ماکسیمم با رأس t دقیقا دارای Gt خانواده در گراف هر شود دقت



۵۵ گراف ها از خانواده چند

.G۶,١ خانواده به متعلق گراف تعدادی :٣ . ٨ ش΄ل
ارائه را زیر پایین کران Gt خانواده به متعلق گراف های ترنسورسال عدد برای ͬ توان م

کرد.
داریم: ،m اندازه و n مرتبه از G ∈ Gt گراف هر برای .٣ . ٢ . ١ لم

τ(G) ≥ ١
٣
(
n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)

)
,

و ،i ∈ [t] ،degG(xi) = ∆(G) به طوری که δ∗ = δG[V (G− {x١, . . . , xt+١})] آن در که
degG(xt+١) = max{degG(v) | v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt}}.

.d = ∆(G)− degG(xt+١) همچنین
باشد. G٣,t خانواده به متعلق گرافͬ G کنید فرض کلیت، از کاستن بدون برهان.
آمده به دست (F١)Kt+۴‐واحد تا l طریق از (G)F١‐واحد ،G گراف در کنید فرض
خانواده ساختار در (آ) حالت توسط نیز (G)F٢‐واحد کنید فرض همچنین، است.
ماکسیمم و اندازه مرتبه، که کرد مشاهده ͬ توان م سادگͬ به است. آمده به دست G٣,t

با: است برابر G گراف درجه
n(G) = ٣l + t+ ۵,

m(G) = ٣l(t+ ٢) + ( t+١٢ ) + ۴t+ ۶ + i,

∆(G) = ٣l + t+ ۴.
داریم: نتیجه در .δ∗ = t+ ٣ و d = ۴ − i همچنین

١
٣
(
n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)

)
= ٢l + t+ ۴. (٣ . ١)



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ۵۶
{v١, . . . , vt+١} خوشه ΁ی ،j ∈ [l] ،{tj,١, tj,٢, tj,٣} خوشه l حداقل دارای G دی·ر، طرف از
طبق بنابراین هستند. مجزا دوبه دو خوشه ها این و است {s١, s٢, s٣, s۴} خوشه ΁ی و
خوشه های توسط شده القا یال های پوشاندن برای رأس ٢l+t+٣ تعداد ،١ . ٢ . ١ مشاهده
رئوس با را یال ها این ما کنید فرض کلیت، از کاستن بدون است. نیاز مورد مذکور
xt+١tj,٣ یال پوشاندن برای اما بپوشانیم. {s١, s٢, s٣} و {v١, . . . , vt} ،j ∈ [l] ،{tj,١, tj,٢}

بنابراین، داریم. نیاز دی·ر رأس ΁ی حداقل به

τ(G) ≥ ٢l + t+ ۴. (٣ . ٢)

ͬ شود. م نتیجه ح΄م ،(٣ . ٢) و (٣ . ١) روابط طبق
است. مشابه به صورت Gt خانواده به متعلق دی·ر گراف های ازای به اثبات

اصلͬ نتایج ٣ . ٣
کرد. خواهیم اثبات را زیر قضایای ما بعدی بخش های در

داریم: ،m اندازه و n مرتبه از G گراف هر برای .٣ . ٣ . ١ قضیه

τ(G) ≤ ١
٣
(
n+m+ ٢ −∆(G)

)
.

G١,١ خانواده به متعلق مؤلفه ای دارای G اگر تنها و اگر است برقرار بالا کران تساوی
باشند. K٣ یا K٢ با ی΄ریخت وجود، صورت در ،G مؤلفه های دی·ر و باشد

از استفاده با داریم قصد حقیقت در کرد. خواهیم اثبات را زیر قضیه ما ادامه، در
دهیم. بهبود را ٣ . ٣ . ١ قضیه گراف، ΁ی در درجه ماکسیمم با رئوس تعداد

با رأس t حداقل دارای و m اندازه ،n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ قضیه
داریم: صورت این در باشد. درجه ماکسیمم

τ(G) ≤ ١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
,



۵٧ اصلͬ نتایج
تساوی .i ∈ [t] ،degG(xi) = ∆(G) به طوری که δ∗ = δG[V (G−{x١, . . . , xt})] آن در که

.G ∈ {Kt+۴} ∪Kt+٣[t] اگر تنها و اگر است برقرار فوق
بهبود را ٣ . ٣ . ١ قضیه ٣ . ٣ . ٢ قضیه که داد نشان ͬ توان م ساده محاسبه ΁ی با
زیر گزاره درستͬ ،٣ . ٣ . ٢ قضیه از نتیجه ΁ی به عنوان .δ(G) ≥ ۴ هرگاه ͬ بخشد م

ͬ شود. م تصدیق
باشد. درجه ماکسیمم با x١, . . . , xt رأس t دقیقا با گرافͬ G کنید فرض .٣ . ٣ . ١ نتیجه

داریم: صورت، این در

τ(G) ≤ ١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
,

اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی .δ∗ = δG[V (G− {x١, . . . , xt})] آن در که
باشد. (G)٣+Kt‐واحد دو حداقل دارای G و G ∈ Kt+٣[t]

٣ . ٣ . ١ نتیجه برای بهبودی ͽواق در که کرد خواهیم اثبات نیز را زیر قضیه ادامه، در
است.

این در باشد. درجه ماکسیمم با رأس t دقیقا با گرافͬ G کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ قضیه
داریم: صورت

τ(G) ≤ ١
٣
(
n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)

)
,

.i ∈ [t] ،degG(xi) = ∆(G) به طوری که δ∗ = δG[V (G − {x١, . . . , xt+١})] آن در که
همچنین،

degG(xt+١) = max{degG(v) | v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt}},

.G ∈ Gt اگر تنها و اگر است برقرار فوق کران تساوی .d = ∆(G)− degG(xt+١) و
٣ . ٣ . ١ نتیجه ٣ . ٣ . ٣ قضیه که داد نشان ͬ توان م ساده محاسبه ΁ی با که شود دقت
٢۵ . ٢ . ٣ قضیه ،٣ . ٣ . ١ قضیه همچنین، .∆(G) > t + d + ٢ هرگاه ͬ بخشد م بهبود را



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ۵٨
٣ . ٣ . ٢ قضایای چون و ͬ دهد م بهبود ∆(G) > m/۴ + ١ که G گراف های ازای به را
را ٢۵ . ٢ . ٣ قضیه نیز قضایا این پس هستند، ٣ . ٣ . ١ قضیه برای بهبودی نیز ٣ . ٣ . ٣ و
که G گراف های برای را ٢ . ٣ . ١ قضیه ٣ . ٣ . ١ قضیه مشابه، به طور داد. خواهند بهبود

داد. خواهد بهبود ∆(G) > m/۴ + ٢

٣ . ٣ . ١ قضیه اثبات ۴ . ٣
صدق خواتال‐م΁ دیارمید کران تساوی در که را G گراف های ابتدا بخش، این در

ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند، م

تنها و اگر τ(G) = (n +m)/٣ داریم ،m اندازه و n مرتبه از G گراف برای .١ . ۴ . ٣ لم
باشد. K٣ یا K٢ با ی΄ریخت G مؤلفه هر اگر

فرض .τ(G) = (n +m)/٣ و باشد m اندازه و n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض برهان.
برهان از خود، ادعای اثبات برای باشند. G همبندی مؤلفه های G١, . . . , Gk کنید
به طوری که است موجود i ∈ [k] صحیح عدد کنید فرض ͬ کنیم. م استفاده خلف
که ͬ کنیم م ثابت m(Gi) روی استقرا با نیست. ی΄ریخت Kبا ٣ نه و K٢ با نه Gi مؤلفه

.τ(Gi) < (n(Gi) +m(Gi))/٣
برای استقرا ح΄م کنید فرض ͬ شود. م نتیجه ١ . ٢ . ١ مشاهده از استقرا اول گام
.∆(Gi) ≥ ٢ که است بدیهͬ باشد. برقرار m(Gi) از کم تر اندازه از همبند گراف های
باشد، پشتیبان رأس ΁ی x١ اگر باشد. Gi در درجه ماکسیمم با رأسͬ x١ کنید فرض

داریم: ،Gi − x١ گراف برای خواتال‐م΁ دیارمید کران طبق آنگاه

τ(Gi) ≤ ١ + τ(Gi − x١)

≤ ١ +
n(Gi)− ٢ +m(Gi)−∆(Gi)٣

<
n(Gi) +m(Gi)٣ .



۵٩ ٣ . ٣ . ١ قضیه اثبات
x١ کنید فرض ادامه در بنابراین، ͬ شود. م ثابت استقرا ح΄م پس .∆(Gi) ≥ ٢ زیرا
که: ͬ گیریم م نتیجه مشابه محاسبه ΁ی با آنگاه ،∆(Gi) > ٢ اگر نیست. پشتیبان رأس

τ(Gi) ≤ ١ + τ(Gi − x١)

≤ ١ +
n(Gi)− ١ +m(Gi)−∆(Gi)٣

<
n(Gi) +m(Gi)٣ .

در .∆(Gi) = ٢ که ͬ کنیم م فرض پس است. برقرار استقرا ح΄م نیز حالت این در
∆(Gi) = ٢ از همچنین، است. همبندی مؤلفه دو حداکثر دارای Gi − x١ نتیجه،
مؤلفه هر اگر نیست. ی΄ریخت K٣ با Gi−x١ مؤلفه های از ΁ی هیچ که ͬ گیریم م نتیجه
ی΄ریخت P۵ با Gi پس ،Gi ̸= K٣ که آنجایی از آنگاه باشد، ی΄ریخت K٢ با Gi − x١

داریم: ،١ . ٢ . ١ مشاهده طبق اما است.

τ(P۵) = ٢ <
۵ + ۴

٣ = ٣,

ͬ شود. م اثبات استقرا ح΄م نیز حالت این در و
G′٢ شاید و G′١ مؤلفه ΁ی دارای Gi − x١ که است این ͬ ماند م باقͬ که حالتͬ تنها
و G′١ روی استقرا فرض طبق اما نیست. ی΄ریخت K٣ و K٢ با G′١ به طوری که باشد

داریم: ،G′٢ برای خواتال‐م΁ دیارمید کران

τ(Gi) ≤ ١ + τ(G′١) + τ(G′٢)

< ١ +
n(G′١) +m(G′١)٣ +

n(G′٢) +m(G′٢)٣
= ١ +

n(Gi)− ١ +m(Gi)− ٢
٣

=
n(Gi) +m(Gi)٣ .

خواتال‐م΁ دیارمید کران طبق اکنون است. برقرار همواره استقرا ح΄م بنابراین،



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ۶٠
که: ͬ گیریم م نتیجه ،j ̸= i ،Gj مؤلفه هر برای

τ(G) =
k∑

j=١
τ(Gj)

<
n(Gi) +m(Gi)٣ +

∑
j ̸=i

n(Gj) +m(Gj)٣
=

n+m

٣ .

K٣ یا K٢ با ی΄ریخت G گراف مؤلفه هر بنابراین دارد. تناقض لم فرض با نتیجه این اما
بدیهͬ ،١ . ٢ . ١ مشاهده به توجه با قضیه، عکس اثبات ͬ شود. م اثبات لم ح΄م و است

است.

m اندازه و n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات را ٣ . ٣ . ١ قضیه اکنون
خواتال‐م΁ دیارمید، کران طبق باشد. درجه ماکسیمم با رأسͬ x١ کنید فرض باشد.

داریم:

τ(G) ≤ ١ + τ(G− x١)

≤ ١ +
١
٣(n− ١ +m−∆(G))

=
١
٣(n+m+ ٢ −∆(G)). (٣ . ٣)

دسته بندی ͬ کنند، م صدق فوق کران تساوی در که را گراف هایی تمامͬ ادامه در
هر و باشد G١,١ خانواده به متعلق G١ مؤلفه ΁ی دارای G کنید فرض ابتدا ͬ کنیم. م
G١ مؤلفه کنید فرض باشد. ی΄ریخت K٣ یا K٢ با وجود، صورت در ،G دی·ر مؤلفه
‐kite(G) تا n۴ paw(G)‐واحد، تا n٣ (G)K٣‐واحد، تا n٢ (G)P٣‐واحد، تا n١ دارای
که شود دقت .ni ≥ ٠ ،i ∈ [۵] هر برای به طوری که باشد، K۴(G)‐واحد تا n۵ و واحد

.n٢ + n۵ ≥ ١ داریم ،G١,١ خانواده تعریف به توجه با
فرض است، K٣ یا K٢ با ی΄ریخت وجود، صورت در ،G١ از غیر G مؤلفه هر چون
چون K٢باشد. و K٣ با ی΄ریخت مؤلفه n٧ و n۶ تعداد دارای ترتیب به G که کنید



۶١ ٣ . ٣ . ١ قضیه اثبات
که دید ͬ توان م آسانͬ به .n٢ ≥ ١ کنید فرض کلیت، از کاستن بدون ،n٢ + n۵ ≥ ١

١
٣(n+m+ ٢ −∆(G)) = n١ + n٢ + ٢n٣ + ٢n۴ + ٢n۵ + ٢n۶ + n٧ + ١. (۴ . ٣)

S به وضوح باشد. τ(G)‐مجموعه ΁ی S کنید فرض .Q١(G١) = {x١} کنید فرض
شامل S همچنین است. (G)P٣‐واحد هر در آویخته یال هر از رأس ΁ی حداقل شامل
kite(G)‐واحد paw(G)‐واحد، هر در نباشد x١ شامل که مثلثͬ هر از رأس دو حداقل
S پس هستند، x١ رأس شامل (G)K٣‐واحدها همه چون است. K۴(G)‐واحد و
را واحدها این یال های تا است (G)K٣‐واحدها رأس های از رأس n٢ + ١ حداقل شامل

داریم: مجموع در دهد. پوشش

τ(G) = |S| ≥ n١ + n٢ + ٢n٣ + ٢n۴ + ٢n۵ + ٢n۶ + n٧ + ١. (۵ . ٣)

که: ͬ گیریم م نتیجه ،(۵ . ٣) و (۴ . ٣) ،(٣ . ٣) طبق

τ(G) =
١
٣(n+m+ ٢ −∆(G)).

به طوری که: ب·یرید درنظر را G گراف ͬ گیریم. م نظر در را فوق مطلب عکس حال

τ(G) =
١
٣(n+m+ ٢ −∆(G)).

باشد، پشتیبان رأس ΁ی x١ اگر باشد. G در درجه ماکسیمم با رأسͬ x١ کنید فرض
داریم: ،G− x١ گراف برای خواتال‐م΁ دیارمید کران طبق آنگاه

τ(G) ≤ ١ + τ(G− x١)

≤ ١ +
١
٣(n− ٢ +m−∆(G))

<
١
٣(n+m+ ٢ −∆(G)),

G−x١ کنید فرض نیست. پشتیبان رأس x١ بنابراین، است. تناقض در قضیه فرض با که
Gj به طوری که باشد موجود j ∈ [k] صحیح عدد اگر باشد. G١, . . . , Gk مؤلفه k دارای
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داریم: ،١ . ۴ . ٣ لم طبق آنگاه نباشد، ی΄ریخت K٣ با نه و K٢ با نه

τ(G) ≤ ١ + τ(G− x١)

= ١ +
k∑

i=١
τ(Gi)

< ١ +
k∑

i=١
١
٣(n(Gi) +m(Gi))

= ١ +
١
٣(n− ١ +m−∆(G))

=
١
٣(n+m+ ٢ −∆(G)),

K٣ یا K٢ با G − x١ از مؤلفه هر پس، ͬ رسیم. م تناقض به قضیه فرض با دوباره و
بقیه و است G[١]١ خانواده به متعلق G′ مؤلفه ΁ی دارای G نتیجه در است. ی΄ریخت
Q١(G′) = به وضوح هستند. ی΄ریخت K٣ یا K٢ با وجود، صورت در ،G مؤلفه های
است. F‐واحد (G′) هر در درجه مینیمم دارای x١ ،F ∈ G١ هر برای همچنین، .{x١}

دارای لزوما G′ دهیم نشان است کافͬ ،G′ ∈ G١,١ کنیم ثابت این که برای بنابراین،
‐K۴(G′) و (′G)K٣‐واحد هیچ G′ کنید فرض است. K۴(G′)‐واحد یا (′G)K٣‐واحد

K٣ و K٢ با G − x١ مؤلفه های همه و نیست پشتیبان x١ چون باشد. نداشته واحدی
به طوری که گرفت نظر در S τ(G‐مجموعه − x١) ΁ی ͬ توان م پس هستند، ی΄ریخت
،١ . ۴ . ٣ لم طبق بنابراین، است. نیز τ(G)‐مجموعه ΁ی S پس باشد. NG(x١) ⊆ S

داریم:
τ(G) = τ(G− x١) =

k∑
i=١

τ(Gi) =
١
٣(n− ١ +m−∆(G)),

یا (′G)K٣‐واحد ΁ی حداقل دارای G′ که ͬ گیریم م نتیجه پس است. تناقض ΁ی که
.G′ ∈ G١,١ بنابراین، است. K۴(G′)‐واحد

٣ . ٣ . ٢ قضیه اثبات ۵ . ٣
درجه ماکسیمم با رأس t حداقل دارای و m اندازه ،n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض
فرض همچنین ͬ نامیم. م x١, . . . , xt را G گراف در درجه ماکسیمم با رئوس باشد.



۶٣ ٣ . ٣ . ٢ قضیه اثبات
داریم به وضوح .G∗ = G−{x١, . . . , xt} دهید قرار .δ∗ = δG[V (G−{x١, . . . , xt})] کنید
طبق اکنون .∆(G∗) ≥ δ(G∗) ≥ δ∗− t و m(G∗) ≤ m− (t∆(G)− ( t٢ )) ،n(G∗) ≤ n− t

ͬ گیریم: م نتیجه ،٣ . ٣ . ١ قضیه

τ(G) ≤ t+ τ(G∗)

≤ t+
١
٣
(
n(G∗) +m(G∗) + ٢ −∆(G∗)

)
≤ t+

١
٣
(
n− t+m− (t∆(G)− ( t٢ )) + ٢ − (δ∗ − t)

)
=

١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
,

است. ما نظر مورد کران همان که
ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند، م صدق فوق کران تساوی در که را گراف هایی ادامه در
با x١, . . . , xt رأس t حداقل دارای و m اندازه ،n مرتبه از گرافͬ G که کنید فرض ابتدا

کنید: فرض همچنین، باشد. درجه ماکسیمم

τ(G) =
١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
= k,

،n′ مرتبه از گرافͬ G−{x١, . . . , xt} کنید فرض .δ∗ = δG[V (G−{x١, . . . , xt})] آن در که
،v ∈ V (G)\{x١, . . . , xt} رأس تعدادی ازای به اگر باشد. ∆′ درجه ماکسیمم و m

′ اندازه
داریم: ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق آنگاه ،NG(v) ⊆ {x١, . . . , xt} باشیم داشته

τ(G) ≤ t+ τ(G− {x١, . . . , xt})

≤ t+
١
٣(n

′
+m

′
+ ٢ −∆

′
)

≤ t+
١
٣
(
n− (t+ ١) +m− (t∆(G)− ( t٢ )) + ٢ − (δ∗ − t)

)
< k.

داریم ،v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt} رأس هر برای بنابراین، است. تناقض ΁ی مطلب این
نیست. پشتیبان رأس xi ،i ∈ [t] هر برای نتیجه، ΁ی به عنوان .NG(v) ̸⊆ {x١, . . . , xt}

نباشند، مجاور xj و xi رأس دو به طوری که باشند موجود i, j ∈ [t] صحیح اعداد اگر
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بنابراین، است. m − t∆(G) + ( t٢ ) − ١ حداکثر اندازه از G − {x١, . . . , xt} گراف آنگاه
تناقض ΁ی مطلب این که ،τ(G) < k که گرفت نتیجه ͬ توان م قبل مانند محاسباتͬ با

.G[{x١, . . . , xt}] = Kt پس، است.
داشته یا degG(x) > δ∗ به طوری که باشد موجود x ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt} رأس اگر
بنابراین .∆(G− {x١, . . . , xt}) ≥ δ∗ − t+ ١ داریم آنگاه ،{x١, . . . , xt} ⊈ NG(x) باشیم
به دوباره و ،τ(G) < k که گرفت نتیجه ͬ توان م قبل مانند ساده محاسبه ΁ی با
داریم ،x ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt} هر برای که گیریم مͬ نتیجه پس میرسیم. تناقض
‐(δ∗−t) گراف ΁ی G−{x١, . . . , xt} گراف پس .degG(x) = δ∗ و {x١, . . . , xt} ⊂ NG(x)

است. منتظم
داریم: قضیه، فرض و ٣ . ٣ . ١ قضیه طبق طرفͬ از

τ(G) ≤ t+ τ(G− {x١, . . . , xt})

≤ t+
١
٣(n

′
+m

′
+ ٢ −∆

′
)

≤ t+
١
٣
(
n− t+m− (t∆− ( t٢ )) + ٢ − (δ∗ − t)

)
= τ(G).

داریم: پس
τ(G− {x١, . . . , xt}) =

١
٣(n

′
+m

′
+ ٢ −∆

′
).

ͬ گیریم م نتیجه است، منتظم G−{x١, . . . , xt} گراف که آنجایی از و ٣ . ٣ . ١ قضیه طبق
ی΄ریخت مؤلفه تعدادی دارای یا است ی΄ریخت K۴ کامل گراف با یا G − {x١, . . . , xt}

است. شده ذکر ساختار دارای G گراف نتیجه در است. K٣ با
آنگاه ،G = Kt+۴ اگر .G ∈ {Kt+۴} ∪Kt+٣[t] کنید فرض قضیه، عکس اثبات برای
کرد مشاهده ͬ توان م به سادگͬ همچنین .τ(G) = t + ٣ داریم ،١ . ٢ . ١ مشاهده طبق

که:
١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
= t+ ٣.



۶۵ ٣ . ٣ . ٣ قضیه اثبات
کنید فرض .G ∈ Kt+٣[t] که کنید فرض ادامه در پس ͬ شود. م کامل برهان بنابراین،
‐Kt+٣(G) هر به وضوح .Qt(G) = {x١, . . . , xt} و باشد (G)٣+Kt‐واحد تا l دارای G

S کنید فرض ندارند. اشتراک Qt(G) با که رئوسͬ مجموعه با است مثلثͬ شامل واحد
مثلثͬ هر از رأس دو حداقل شامل S ،١ . ٢ . ١ مشاهده طبق باشد. τ(G)‐مجموعه ΁ی
t − ١ حداقل شامل S همچنین ندارد. اشتراک Qt(G) با رئوسش مجموعه که است
بنابراین، .{x١, . . . , xt−١} ⊆ S کنید فرض کلیت، از کاستن بدون است. Qt(G) از رأس
x به طوری که است موجود e = xxt یال آنگاه ،|S| = ٢l + t − ١ اگر .|S| ≥ ٢l + t − ١
با مطلب این ندارد. Qt(G) با اشتراکͬ هیچ رئوسش مجموعه که است مثلثͬ از رأسͬ
ساده محاسبه ΁ی اکنون .τ(G) ≥ ٢l+ t نتیجه، در دارد. تناقض S بودن ترنسورسال

است: برقرار زیر رابطه G گراف در که ͬ دهد م نشان
١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
= ٢l + t.

داریم: بنابراین،

τ(G) ≥ ١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
.

داریم: قضیه، اول بخش طبق دی·ر، طرف از

τ(G) ≤ ١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
.

نتیجه، در
τ(G) =

١
٣
(
n+m+ ٣t+ ( t٢ ) + ٢ − (t∆(G) + δ∗)

)
,

است. نظر مورد نتیجه همان این و

٣ . ٣ . ٣ قضیه اثبات ۶ . ٣
درجه ماکسیمم با رأس t دقیقا دارای و m اندازه ،n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض
قرار ͬ کنیم. م مشخص x١, . . . , xt با را G گراف در درجه ماکسیمم با رئوس باشد.
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که: است رأسͬ چنان xt+١ آن در که G∗ = G− {x١, . . . , xt+١} دهید

degG(xt+١) = max{degG(v) | v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt}}.

و m(G∗) ≤ m − ((t + ١)∆(G) − d − ( t+١٢ )) ،n(G∗) ≤ n − t − ١ داریم به وضوح
باشد موجود V (G)\{x١, . . . , xt+١} در v رأس که کنید فرض ابتدا .∆(G∗) ≥ δ∗− t−١
قضیه طبق آنگاه ،NG(v) ⊂ {x١, . . . , xt+١} اگر .{x١, . . . , xt+١} ⊈ NG(v) به طوری که

داریم: ،٣ . ٣ . ١

τ(G) ≤ (t+ ١) + τ(G∗)

≤ (t+ ١) + ١
٣(n− (t+ ٢) +m− ((t+ ١)∆(G)− d− ( t+١٢ )) + ٢ − (δ∗ − t− ١))

=
١
٣(n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)),

در ͬ شود. م کامل اثبات حالت این در پس است. ما نظر مورد کران کران، این که
است. G∗ گراف در رأسͬ v نتیجه، در .NG(v) ̸⊂ {x١, . . . , xt+١} که کنید فرض ادامه

داریم: ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق .∆(G∗) ≥ δ∗ − t بنابراین،

τ(G) ≤ (t+ ١) + τ(G∗)

≤ (t+ ١) + ١
٣(n− (t+ ١) +m− ((t+ ١)∆(G)− d− ( t+١٢ )) + ٢ − (δ∗ − t))

=
١
٣(n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)),

که است این ͬ ماند م باقͬ که حالتͬ تنها ͬ آید. م به دست نظر مورد کران دوباره و
اگر است. مجاور x١, . . . , xt+١ در رئوس همه با V (G) \ {x١, . . . , xt+١} در رأس هر
فقط G گراف زیرا است، تناقض ΁ی مطلب این .degG(x١) = degG(x٢) آنگاه ،t = ١
برای چون .t ≥ ٢ ͬ گیریم م نتیجه پس است. درجه ماکسیمم با رأس t = ١ دارای
هستند موجود i, j ∈ [t] صحیح اعداد نتیجه در ،degG(xt+١) < degG(xi) داریم ،i ∈ [t]

چون .degG(xi) = degG(xj) ≤ n − ٢ پس .{xi, xj} ∩ NG(xt+١) = ∅ به طوری که



۶٧ ٣ . ٣ . ٣ قضیه اثبات
که: ͬ کنیم م مشاهده ،degG(x١) = . . . = degG(xt)

m(G∗) ≤ m− ((t+ ١)∆− d− ( t+١٢ ) +
١
٢(t− ٢) + ٢)

= m− (t+ ١)∆ + d+ ( t+١٢ )− ١
٢(t+ ٢).
داریم: ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق

τ(G) ≤ (t+ ١) + ١
٣(n− t+m− (t+ ١)∆ + d+ ( t+١٢ )− ١

٢(t+ ٢) + ١ − (δ∗ − t− ١))
<

١
٣(n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)),

ماکسیمم با رأس t دقیقا با G گراف هر برای بنابراین، است. مطلوب کران نیز این و
داریم: درجه

τ(G) ≤ ١
٣(n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)).

دسته بندی ͬ کنند م صدق فوق کران تساوی در که را گراف هایی همه ادامه، در
همچنین، باشد. درجه ماکسیمم با رأس t دقیقا با گرافͬ G کنید فرض ͬ کنیم. م

کنید: فرض
τ(G) =

١
٣(n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)) = k.

که هستند رئوسͬ چنان آن x١, . . . , xt+١ آن در که G∗ = G− {x١, . . . , xt+١} دهید قرار
و degG(xi) = ∆(G) ،i ∈ [t] برای

degG(xt+١) = max{degG(v) | v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt}}.

مجموعه با τ(G∗)‐مجموعه هر اجتماع به وضوح .d > ٠ که ͬ کنیم م مشاهده نتیجه در
باشد موجود τ(G∗)‐مجموعه ΁ی اگر است. G برای ترنسورسال ΁ی {x١, . . . , xt+١}

قضیه طبق آنگاه نباشد، τ(G)‐مجموعه ΁ی {x١, . . . , xt+١} با آن اجتماع به طوری که
ͬ گیریم: م نتیجه ،٣ . ٣ . ١

τ(G) < (t+ ١) + τ(G∗)

≤ ١
٣(n+m+ d+ ٣t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + δ∗)),
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است. برقرار زیر گزاره بنابراین است. تناقض ΁ی این و

است. τ(G)‐مجموعه ΁ی {x١, . . . , xt+١} با τ(G∗)‐مجموعه هر اجتماع .١ . ۶ . ٣ گزاره
با v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt+١} رأس وجود عدم یا وجود براساس را اثبات ما اکنون،
را Gt مختلف زیرخانواده های تا ͬ دهیم م ادامه NG(v) ⊆ {x١, . . . , xt+١} که ویژگͬ این

آوریم. به دست حالات این براساس

به طوری که باشد موجود x ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt+١} رأس کنید فرض .١ . ۶ . ٣ حالت
.NG(x) ⊆ {x١, . . . , xt+١}

داریم: ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق باشد. رأس هایی چنین تعداد l کنید فرض

τ(G) ≤ (t+ ١) + τ(G∗)

≤ (t+ ١) + ١
٣(n− (t+ l + ١) +m− ((t+ ١)∆(G)− d− ( t+١٢ )) + ٢ −∆(G∗))

=
١
٣(n− l +m+ d+ ٢t+ ( t+١٢ ) + ۴ − ((t+ ١)∆(G) + ∆(G∗))).

در و ∆(G∗) + l > δ∗ − t داریم آنگاه ،l > ١ اگر .∆(G∗) ≥ δ∗ − t − ١ شود دقت
فرض .l = ١ که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، است. تناقض ΁ی که ،τ(G) < k نتیجه
اگر .NG(x) ⊆ {x١, . . . , xt+١} که باشد V (G) \ {x١, . . . , xt+١} در رأسͬ تنها x کنید
رفته به کار نیز ٣ . ٣ . ١ قضیه در که محاسباتͬ از استفاده با آنگاه ،∆(G∗) > δ∗ − t − ١

که: ͬ گیریم م نتیجه است،

τ(G) ≤ ١
٣(n+m+ d+ ٢t+ ( t+١٢ ) + ٣ − ((t+ ١)∆(G) + ∆(G∗))) < k. (۶ . ٣)

رأس هر برای بنابراین، است. ∗δ)‐منتظم − t− ١) گرافͬ G∗ که ͬ رساند م تناقض این
ͬ دهیم م نشان اکنون .{x١, . . . , xt+١} ⊂ NG(u) و degG(u) = δ∗ داریم ،u ∈ V (G∗)

که:

G[{x١, . . . , xt+١}] = Kt+١ (٣ . ٧)



۶٩ ٣ . ٣ . ٣ قضیه اثبات
صحیح اعداد که کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت را فوق ادعای خلف برهان ΁کم به

داریم: پس نیست. مجاور xj با xi به طوری که باشند موجود i, j ∈ [t+ ١]

m(G∗) ≤ m(G)− ((t+ ١)∆(G)− d− ( t+١٢ ) + ١).

داریم: ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق

τ(G) ≤ (t+ ١) + τ(G∗)

≤ t+ ١ +
١
٣
(
n− (t+ ٢) +m− ((t+ ١)∆(G)− d− ( t+١٢ ) + ١) + ٢ − (δ∗ − t− ١))

< k,

xj با xi داریم ،i, j ∈ [t + ١] صحیح عدد دو هر برای نتیجه، در است. تناقض ΁ی که
چون ͬ کند. م اثبات را (٣ . ٧) ادعای این و است مجاور

degG(x١) = . . . = degG(xt) > degG(xt+١),

K۴ کامل گراف با یا G∗ ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق .NG(x) = {x١, . . . , xt} که ͬ یابیم درم
G بنابراین، هستند. ی΄ریخت K٣ با آن مؤلفه های که است گرافͬ یا و است ی΄ریخت

است. G٢,t خانواده به متعلق

به طوری که ندارد وجود x مانند رأسͬ هیچ V (G) \ {x١, . . . , xt+١} در .٢ . ۶ . ٣ حالت
.NG(x) ⊆ {x١, . . . , xt+١}

به طوری که است موجود v ∈ V (G)\{x١, . . . , xt+١} رأس که ͬ دهیم م نشان ما اکنون،

{x١, . . . , xt+١} ⊈ NG(v).

داریم ،v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt+١} رأس هر برای یعنͬ نباشد، چنین کنید فرض
΁ی مطلب این .d = ٠ آنگاه ،G[{x١, . . . , xt+١}] = Kt+١ اگر .{x١, . . . , xt+١} ⊆ NG(v)

بنابراین، .d > ٠ پس است، درجه ماکسیمم با رأس t دقیقا دارای G زیرا است. تناقض



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ٧٠
،degG(xi) > degG(xt+١) داریم ،i ∈ [t] هر برای که آنجا از .G[{x١, . . . , xt+١}] ̸= Kt+١

که: گرفت نتیجه ͬ توان م
m(G∗) ≤ m(G)− ((t+ ١)∆(G)− d− ( t+١٢ ) + ٢).

نتیجه، در است. تناقض ΁ی مطلب این .τ(G) < k که ͬ رساند م ٣ . ٣ . ١ قضیه اکنون
.{x١, . . . , xt+١} ⊈ NG(v) به طوری که است موجود v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt+١} رأس
اگر .G[{x١, . . . , xt+١}] = Kt+١ داریم ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق .∆(G∗) ≥ δ∗ − t بنابراین،
با v یا degG(v) > δ∗ + ١ به طوری که باشد موجود v ∈ V (G) \ {x١, . . . , xt+١} رأس
به منجر این که .∆(G∗) > δ∗ − t آنگاه نباشد، مجاور x١, . . . , xt+١ در رأس دو حداقل
رئوس از رأس t حداقل با V (G) \ {x١, . . . , xt+١} در رأس هر بنابراین، ͬ شود. م تناقض
رأس هر همچنین، است. G گراف در δ∗ + ١ یا δ∗ درجه از و است مجاور x١, . . . , xt+١

درجه که ͬ گیریم م نتیجه ما است. مجاور x١, . . . , xt+١ در رئوس همه با δ∗+ ١ درجه از
دارای G∗ ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق است. δ∗ − t− ١ شاید و δ∗ − t با برابر G∗ در G∗ رأس هر

است. زیر ساختارهای از ی΄ͬ
K٣ با ی΄ریخت مؤلفه تعدادی شاید و K۴ با ی΄ریخت مؤلفه ΁ی دقیقا دارای G∗ (آ )

است.

ی΄ریخت مؤلفه تعدادی شاید و دوگانه پاروی با ی΄ریخت مؤلفه ΁ی دقیقا دارای G∗ (ب)
است. K٣ با

K٢ با ی΄ریخت مؤلفه تعدادی شاید و K٣ با ی΄ریخت مؤلفه ΁ی حداقل دارای G∗ (پ)
است.

ͬ دهیم. م ادامه بالا ساختارهای براساس را اثبات حال
مؤلفه تعدادی شاید و K۴ با ی΄ریخت مؤلفه ΁ی دقیقا دارای G∗ (آ): ساختار
مؤلفه و K۴‐مؤلفه را K۴ با ی΄ریخت مؤلفه راحتͬ برای اینجا در است. K٣ با ی΄ریخت
کنید فرض .G∗ ̸= K۴ که ͬ دهیم م نشان ما ͬ نامیم. م K٣‐مؤلفه را K٣ با ی΄ریخت



٧١ ٣ . ٣ . ٣ قضیه اثبات
درجه آنگاه باشد، مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با G∗ در رأسͬ اگر .G∗ = K۴ که
دارای xi رأس ،i ∈ [t] هر برای که آنجا از بنابراین، است. t + ۴ برابر G در رأس این
و degG(xi) ≤ t + ۴ دی·ر، طرف از .degG(xi) > t + ۴ داریم است، درجه ماکسیمم
رأس t دقیقا با G∗ از v رأس هر که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، است. تناقض ΁ی این
،i ∈ [t] ازای به چون .degG(v) = δ∗ = t + ٣ نتیجه، در است. مجاور x١, . . . , xt+١ از
داریم پس است. مجاور G∗ رأس های همه با xi پس است، درجه ماکسیمم دارای xi

در .G∗ ̸= K۴ که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، است. تناقض ΁ی که ،degG(xt+١) = t

است. K٣‐مؤلفه ΁ی حداقل دارای G∗ نتیجه،

.degG(u) = δ∗ + ١ به طوری که باشد u رأس دارای G∗ در K۴‐مؤلفه کنید فرض

.δ∗ = t + ٣ که ͬ گیریم م نتیجه ما است. مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با u پس
اگر هستند. مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با K٣‐مؤلفه هر رأس های بنابراین،
این .d = ٠ آنگاه باشد، مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با V (K۴) \ {u} در رأس هر
پس است، درجه ماکسیمم با رأس t دقیقا دارای G زیرا است. تناقض ΁ی مطلب
آنگاه باشند، مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با V (K۴) \ {u} در رأس دو اگر .d > ٠
مجاور ،i ∈ [t] ،xi با V (K۴) \ {u} دی·ر رأس های ،degG(xi) > degG(xt+١) که آنجا از
آنگاه باشد، مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با V (K۴)\{u} در رأس ΁ی اگر هستند.
باقͬ که حالتͬ تنها هستند. مجاور ،i ∈ [t] ،xi با نیز V (K۴) \ {u} رأس های دی·ر
اگر باشند. δ∗ درجه از V (K۴) \ {u} رأس های همه کنیم فرض که است این ͬ ماند م
آنگاه ،t = ١ اگر هستند. مجاور ،i ∈ [t] ،xi با V (K۴) \ {u} رأس های همه آنگاه ،t > ١
مجاور x١ با V (K۴)\{u} در رأس دو یا نیست مجاور x٢ با V (K۴)\{u} در رأسͬ هیچ یا
خانواده به متعلق گراف های ساختار حالت ها، این است. مجاور x٢ با ی΄ͬ و هستند

ͬ کنند. م بیان را G٣,t

رأسͬ اگر باشد. δ∗ درجه از K۴‐مؤلفه در رأس هر که ͬ کنیم م فرض ادامه در
در این .δ∗ = t + ۴ آنگاه باشد، مجاور ،i ∈ [t + ١] ،xi رأس هر با K۴‐مؤلفه در



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ٧٢
است. t + ٣ با برابر حداکثر G در K٣‐مؤلفه هر در رأس هر درجه که است حالͬ
مجاور x١, . . . , xt+١ از رأس t دقیقا با K۴‐مؤلفه رأس هر پس است. تناقض ΁ی این
رأس های همه با K٣‐مؤلفه هر رأس های بنابراین، .δ∗ = t+٣ داریم نتیجه در است.
همه و xi با xt+١ چون ،degG(xt+١) ≥ t + ٣ همچنین هستند. مجاور x١, . . . , xt+١

K۴‐مؤلفه از رأسͬ هیچ آنگاه ،t > ١ اگر بنابراین است. مجاور K٣‐مؤلفه رأس های
یا نیست، مجاور x٢ با K۴‐مؤلفه از رأسͬ هیچ یا آنگاه ،t = ١ اگر نیست. مجاور xt+١ با
رأس های همه و است مجاور x٢ با به طوری که دارد وجود K۴‐مؤلفه در رأس ΁ی دقیقا
در شده تعریف گراف های ساختار حالت ها، این هستند. مجاور x١ با K۴‐مؤلفه دی·ر

ͬ کنند. م بیان را G٣,t خانواده

تعدادی شاید و دوگانه پاروی با ی΄ریخت مؤلفه ΁ی دقیقا دارای G∗ (ب) زیرحالت
کنید فرض باشد. G∗ در سه درجه از رأسͬ v١ کنید فرض است. K٣ با ی΄ریخت مؤلفه
بنابراین، است. مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با v١ پس .degG(v١) = δ∗ + ١ که
مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با G∗ در دو درجه از رأس هر همچنین .δ∗ = t+ ٣
هستند. مجاور ،i ∈ [t] ،xi با G∗ در سه درجه از دی·ر رأس های بنابراین، است.
در سه درجه از دی·ر رأس v٢ کنید فرض .degG(v١) = δ∗ که کنید فرض ادامه در
رأس های همه با v١ اگر .degG(v٢) = δ∗ که کنیم فرض ͬ توانیم م ما پس باشد. G∗

درجه دارای G∗ در دو درجه از رأس هر اما .δ∗ = t+۴ آنگاه باشد، مجاور x١, . . . , xt+١

از رأس t دقیقا با v١ بنابراین، است. تناقض ΁ی این است. G گراف در t + ٣ حداکثر
نیست. مجاور xt+١ با v١ کنید فرض کلیت، از کاستن بدون است. مجاور x١, . . . , xt+١

رأس های همه با باید G∗ در دو درجه رأس های همه نتیجه، در .δ∗ = t + ٣ پس،
با v٢ که ͬ گیریم م نتیجه ،degG(x١) = . . . = degG(xt) چون باشند. مجاور x١, . . . , xt+١

G۴,t خانواده در شده تعریف گراف های ساختار حالت ها، این است. مجاور ،i ∈ [t] ،xi

ͬ کنند. م بیان را

مؤلفه تعدادی شاید و K٣ با ی΄ریخت مؤلفه ΁ی حداقل دارای G∗ (پ) زیرحالت



٧٣ ٣ . ٣ . ٣ قضیه اثبات
‐K٣ به صورت را K٣ با ی΄ریخت مؤلفه راحتͬ برای نیز اینجا در است. K٢ با ی΄ریخت

ͬ دهیم. م نمایش K٢‐مؤلفه به صورت را K٢ با ی΄ریخت مؤلفه و مؤلفه
مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با G∗ از K٣‐مؤلفه ΁ی در δ∗ درجه از رأسͬ اگر
چون نیست. K٢‐مؤلفه ای هیچ دارای G∗ بنابراین، .δ∗ = t + ٣ داریم آنگاه باشد،
نتیجه ما است، مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با G∗ از K٣‐مؤلفه هر در رأس هر
در δ∗ درجه از رأس هر بنابراین، است. تناقض ΁ی این که .d = ٠ که ͬ گیریم م
یعنͬ است، مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های بین از رأس t دقیقا با G∗ از K٣‐مؤلفه هر
مؤلفه ای، چنین وجود صورت در ،G∗ از K٢‐مؤلفه هر رأس های نتیجه، در .δ∗ = t+٢
با G∗ از K٣‐مؤلفه هر در رأس هر اگر هستند. مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با
ͬ رسیم. م تناقض به دوباره و ،d = ٠ آنگاه باشد، مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه

است. δ∗ درجه از رأسͬ با K٣‐مؤلفه ای دارای G∗ بنابراین،
درجه از رأسͬ شامل G∗ اگر .G∗ = K٣ کنید فرض .G∗ ̸= K٣ که ͬ دهیم م نشان ما
بنابراین، است. تناقض ΁ی که ،degG(xi) ≥ t+۴ داریم i ∈ [t] برای آنگاه باشد، δ∗+١
پس .degG(xi) ≥ t+٣ داریم ،i ∈ [t] هر ازای به نتیجه، در است. δ∗ درجه از G∗ رأس هر
،degG(xt+١) = t که ͬ گیریم م نتیجه است. مجاور ،i ∈ [t] ،xi رأس با G∗ در رأس هر

.G∗ ̸= K٣ داریم نتیجه در است. تناقض ΁ی که
G∗ در K٢‐مؤلفه وجود عدم یا و وجود براساس را حالت دو ما ادامه در بنابراین،
،δ∗ = t + ٢ چون باشد. K٢‐مؤلفه دارای G∗ کنید فرض ابتدا ͬ گیریم. م نظر در
S∗ کنید فرض است. مجاور x١, . . . , xt+١ رأس های همه با K٢‐مؤلفه هر از رأس هر
‐τ(G) ΁ی S = S∗ ∪ {x١, . . . , xt+١} ،١ . ۶ . ٣ گزاره طبق باشد. τ(G∗)‐مجموعه ΁ی
x١, . . . , xt+١ از رأس t حداقل با K٣‐مؤلفه هر از رأس هر بنابراین، است. مجموعه
متعلق گراف این .degG(x١) = . . . = degG(xt) > degG(xt+١) به طوری که است مجاور

است. G۵,t خانواده به
دارای G∗ بنابراین، نباشد. K٢‐مؤلفه ای هیچ دارای G∗ که ͬ کنیم م فرض ادامه در



درجه ماکسیمم و اندازه مرتبه، براساس گراف ها ترنسورسال عدد برای بالا کران ٧۴
به وضوح باشد. τ(G∗)‐مجموعه ΁ی S∗∗ کنید فرض است. K٣‐مؤلفه دو حداقل
S = S∗∗ ∪ ،١ . ۶ . ٣ گزاره طبق است. K٣‐مؤلفه هر از رأس دو دقیقا شامل S∗∗

{x١, x٢, . . . , xt+١}\ ،i ∈ [t+١] برای به وضوح است. τ(G)‐مجموعه ΁ی {x١, . . . , xt+١}

رأس ΁ی با xi که ͬ یابیم درم ،xi ∈ S چون ͬ دهد. م پوشش را Kt+١ یال های همه {xi}

.S١ = (S \ {a}) ∪ {c} و a, b ∈ NG∗(c) کنید فرض است. مجاور V (G∗) \ S∗∗ در c

مجاور c١ ∈ V (G∗) \ S١ رأس ΁ی با xi نیست، G برای ترنسورسال ΁ی S١ \ {xi} چون
رئوس مجموعه با G از K٣‐مؤلفه ΁ی به ،c١ رأس، این آنگاه ،c١ ̸= a اگر است.
.S٢ = (S١ \ {a١}) ∪ {c١} کنید فرض .a١, b١ ∈ S١ به طوری که است متعلق ،{a١, b١, c١}

مجاور c٢ ∈ V (G∗) \ S٢ رأس ΁ی با xi نیست، G برای ترنسورسال ΁ی S٢ \ {xi} چون
رأس ΁ی با xi به طوری که دارد وجود k صحیح عدد استدلال، این ادامه با است.
.c١ = a که کنید فرض کلیت، از کاستن بدون بنابراین است. مجاور ck ∈ V (G∗) \ Sk

نیست، G برای ترنسورسال ΁ی D١ \ {xi} چون .D١ = (S١ \ {b}) ∪ {a} دهید قرار
΁ی به رأس این آنگاه ،d١ ̸= b اگر است. مجاور d١ ∈ V (G∗) \ D١ رأس ΁ی با xi پس
.a١, b١ ∈ D١ به طوری که است متعلق {a١, b١, d١} رئوس مجموعه با G از K٣‐مؤلفه

نیست، G برای ترنسورسال ΁ی D٢ \ {xi} چون .D٢ = (D١ \ {a١}) ∪ {d١} دهید قرار
صحیح عدد استدلال، این ادامه با است. مجاور d٢ ∈ V (G∗) \D٢ رأس ΁ی با xi پس
بدون بنابراین است. مجاور dk ∈ V (G∗) \Dk رأس ΁ی با xi به طوری که دارد وجود k

خانواده در شده تعریف گراف های گراف ها، این .d١ = b کنید فرض کلیت، از کاستن
هستند. G۶,t

شدند. بررسͬ ٢ حالت مختلف زیرحالت های بنابراین،
ͬ شود. م نتیجه قضیه اول قسمت و ٣ . ٢ . ١ لم از آسانͬ به قضیه عکس طرف



۴ فصل
همبند گراف های در ترنسورسال عدد

مقدمه ١ . ۴
اندازه و n مرتبه از G همبند گراف اگر که کردند اثبات [۵٩] در لاونشتاین و هنینگ
این در .τ(G) < n/٣+m/۴ آنگاه نباشد، گراف ها از مشخص خانواده ΁ی به متعلق m

دارای که چهار حداقل درجه ماکسیمم با همبند گراف های برای را فوق کران فصل،
نشان حقیقت، در داد. خواهیم بهبود هستند، درجه ماکسیمم با غیربرشͬ رأسͬ
ماکسیمم با برشͬ غیر رأس دارای m اندازه و n مرتبه از G همبند گراف اگر ͬ دهیم م

آنگاه باشد، درجه
τ(G) ≤ ١

٣n+
١
۴(m−∆(G)) +

١١
١٢ .

غیربرشͬ رأس دارای که را m اندازه و n مرتبه از G همبند گراف های همه همچنین،
و هستند درجه ماکسیمم با

τ(G) ≥ ١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

٢
٣
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مفاهیم و تعاریف ذکر به ٢ . ۴ بخش در ابتدا منظور، این برای ͬ کنیم. م دسته بندی
قضیه بهبود راستای در را خود نتایج ٣ . ۴ بخش در ͬ پردازیم. م فصل این در نیاز مورد
این نتایج ͬ پردازیم. م خود نتایج اثبات به ۴ . ۴ بخش در سپس ͬ دهیم. م ارائه ٢ . ٣ . ١

است. رساله از مستخرج ١٠ مقاله براساس فصل

گراف ها از خانواده هایی ٢ . ۴
در که ،F خانواده مبنای بر گراف ها از نامتناهͬ خانواده ΁ی و تعریف تعدادی ابتدا
پل‐ مسیر ΁ی ،G ∈ F گراف برای ͬ دهیم. م ارائه شد، معرفͬ ٢ . ٣ . ١ زیربخش
واحدی ͬ کند. م تناوب G پل های و واحدها یال های بین که است مسیری متناوب١
‐P واحد یا ،P توسط شده٢ آلوده واحد دارد، P پل‐متناوب مسیر ΁ی از یالͬ که
نیستند، پل آن انتهایی یال های که پل‐متناوب مسیر ΁ی ͬ شود. م نامیده آلوده
،P = v٠, v١, . . . , vl پل‐متناوب مسیر ΁ی برای ͬ شود. م نامیده پل‐افزوده٣ مسیر
همچنین ͬ کنیم. م مشخص Units(P ) با را P‐آلوده واحدهای در رئوس مجموعه

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را Ns(P ) مجموعه
Ns(P ) = Units(P ) \ {v١, . . . , vl−١}.

ͬ دهیم. م ارائه F خانواده مبنای بر گراف ها از نامتناهͬ خانواده ΁ی اکنون،
به طوری که j ∈ {١,٢,۵} و i ∈ {٠, ١,٢,٣} ازای به

(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)},
همبند گراف های خانواده Hi,j کنید فرض ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را Hi,j خانواده
x کردن وصل و x جدید رأس افزودن با G٠ ∈ Fi,j گراف ΁ی از G به طوری که باشد G
باشد G در درجه ماکسیمم دارای x به طوری که است آمده به دست G٠ رئوس برخͬ به

باشد. برقرار زیر فرآیند به طوری که باشد موجود kG ≥ ١ صحیح عدد و
١bridge-alternating path
٢saturated unit

٣bridge-augmenting path



٧٧ گراف ها از خانواده هایی
:A فرآیند

به طوری که باشد موجود G٠ در P ١(x٠) : x٠ = v١٠, . . . , v١٢l١+١ پل‐افزوده مسیر (١ گام
I١(x٠) ̸= ∅ آنگاه ،kG > ١ اگر همچنین .Ns(P

١(x٠)) ⊆ NG(x) آنگاه ،kG = ١ اگر
باشد. برقرار نیز ٢ گام و ،I١(x٠) = Ns(P

١(x٠)) \NG(x) آن در که
در P ٢(x١) : x١ = v٢١ , . . . , v٢٢l١+٢ پل‐متناوب مسیر ،x١ ∈ I١(x٠) رأس هر برای (٢ گام
هر برای آنگاه ،kG = ٢ اگر باشد. G٠ از پلͬ v٢١ v٢٢ به طوری که باشد موجود G٠

تعدادی برای آنگاه ،kG > ٢ اگر همچنین .Ns(P
٢(x١)) ⊆ NG(x) ،x١ ∈ I١(x٠)

هر برای .I٢(x١) = Ns(P
٢(x١)) \ NG(x) آن در که I٢(x١) ̸= ∅ ،x١ ∈ I١(x٠)

باشد. برقرار نیز ٣ گام ،I٢(x١) ̸= ∅ x١ که ∈ I١(x٠)

مانند پل‐متناوبی مسیر ،xk−١ ∈ Ik−١(xk−٢) رأس هر برای و k ≥ ٣ برای (k گام
G٠ از پلͬ vk١vk٢ به طوری که باشد موجود G٠ در P k(xk−١) : xk−١ = vk١ , . . . , vk٢lk+١
.Ns(P

k(xk−١)) ⊆ NG(x) ،xk−١ ∈ Ik−١(xk−٢) هر برای آنگاه ،kG = k اگر باشد.
در که Ik(xk−١) ̸= ∅ ،xk−١ ∈ Ik−١(xk−٢) بعضͬ برای آنگاه ،kG > k اگر همچنین

دهید: قرار آن
Ik(xk−١) = Ns(P

k(xk−١)) \NG(x),

باشد. برقرار k + ١ گام ،Ik(xk−١) ̸= ∅ که xk−١ ∈ Ik−١(xk−٢) هر برای و
است: زیر به صورت A فرآیند پایانͬ گام که شود دقت

مانند پل‐متناوبی مسیر ،xkG−١ ∈ IkG−١(xkG−٢) رأس هر برای
P kG(xkG−١) : xkG−١ = vkG١ , . . . , vkG٢lkG+١

رأس هر برای همچنین باشد. G٠ از پلͬ vkG١ vkG٢ یال به طوری که باشد موجود G٠ در
.Ns(P

kG(xkG−١)) ⊆ NG(x) داریم ،xkG−١ ∈ IkG−١(xkG−٢)

به صورت را Hi,j خانواده ،(i, j) ̸= (١,۴) به طوری که j ∈ {٣,۴} و i ∈ {٠, ١} برای
گراف از G که باشد G همبند گراف های خانواده Hi,j کنید فرض ͬ کنیم. م تعریف زیر
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.F٣ خانواده به متعلق گراف ΁ی :١ . ۴ ش΄ل

آمده به دست G٠ رئوس از برخͬ به x کردن وصل و x جدید رأس افزودن با G٠ ∈ Fi,j

دارد وجود kG ≥ ١ صحیح عدد و باشد G در درجه ماکسیمم دارای x به طوری که است
باشد. برقرار زیر فرآیندهای از ی΄ͬ حداقل به طوری که

واحد ازای به آن که شرط به باشد برقرار A فرآیند از ١, . . . , kG گام های :B فرآیند
موجود ،k ∈ [kG] ،k گام هر در P‐آلوده ای k(xk−١) F‐واحد هیچ ،F ∈ {C۵, K∗۴}

نباشد.
kG = اگر به طوری که باشد موجود ،F ∈ {C۵, K∗۴} F‐واحد، از x٠ رأس :C فرآیند

آن در که ،I١(x٠) ̸= ∅ آنگاه ،kG > ١ اگر و NG[x٠] ∩ V (F ) ⊆ NG(x) آنگاه ،١

I١(x٠) = (NG[x٠] ∩ V (F )) \NG(x).

باشد. برقرار A فرآیند از ٢, . . . , kG گام های همچنین
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را گراف ها از H نامتناهͬ خانواده اکنون

H =
٣∪

i=٠
Hi,

در گراف تعدادی .H٣ = H٣,١ و H٢ = H٢,١ ،H١ = ∪٣
j=١H١,j ،H٠ = ∪۵

j=١H٠,j آن در که
خانواده به متعلق گراف ها این حقیقت، در است. شده رسم ٢ . ۴ ش΄ل در H خانواده
شده داده نشان ١ . ۴ ش΄ل در که G٠ ∈ F٣ گراف از A فرآیند توسط که هستند H٣

آمده اند. به دست است،



٧٩ اصلͬ نتایج

x x x x

.H خانواده به متعلق گراف تعدادی :٢ . ۴ ش΄ل

اصلͬ نتایج ٣ . ۴
است. بدیهͬ زیر مشاهدات ،F خانواده در گراف ها ساختار طبق

همسای·ͬ شامل τ(G)‐مجموعه ای هیچ آنگاه ،G ∈ {C۵, K∗۴} اگر .٣ . ١ . ۴ مشاهده
نیست. رأس ΁ی بسته

نیست. G از پلͬ هیچ شامل G در دوری هیچ آنگاه ،G ∈ F \F٠,۵ اگر .٣ . ٢ . ۴ مشاهده
ͬ آید. م به دست ٢ . ٣ . ١ نتیجه از زیر نتیجه

هر از رأس τ(F ) دقیقا دارای τ(G)‐مجموعه هر آنگاه ،G ∈ F اگر .٣ . ١ . ۴ نتیجه
است. G در F‐واحد

بنابراین، باشد. F٣ خانواده در گرافͬ G کنید فرض کلیت، از کاستن بدون برهان.
G واحدهای است. آمده به دست یال k − ١ افزودن با مجزا K٣‐واحد تا k ≥ ١ از G
در F‐واحد هر از رأس τ(F ) حداقل τ(G)‐مجموعه هر پس هستند. مجزا دوبه دو
اندازه از τ(G)‐مجموعه هر بنابراین، دهد. پوشش را واحدها این یال های تا دارد G

کرد محاسبه ͬ توان م به سادگͬ دی·ر، طرف از .τ(K٣) = ٢ چون است، ٢k حداقل
داریم: ،٢ . ٣ . ١ قضیه طبق پس، .m(G) = ۴k − ١ و n(G) = ٣k

τ(G) =
١
٣n+

١
۴m+

١
۴ = ٢k.

برای اثبات دارد. G در F‐واحد هر از رأس τ(F ) دقیقا τ(G)‐مجموعه هر بنابراین،
است. برقرار مشابه به طور F خانواده در گراف ها دی·ر
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رأسͬ دارای که باشد m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض .٣ . ١ . ۴ گزاره

داریم: صورت این در است. درجه ماکسیمم با برشͬ غیر
τ(G) ≤ ١

٣n+
١
۴(m−∆(G)) +

١١
١٢ .

غیر رأس دارای که باشد m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض برهان.
از همبند گرافͬ G٠ پس .G٠ = G − x دهید قرار است. درجه ماکسیمم با x برشͬ

داریم: ،٢ . ٣ . ١ قضیه طبق است. m−∆(G) اندازه و n− ١ مرتبه
τ(G) ≤ ١ + τ(G٠)

≤ ١ +
١
٣(n− ١) + ١

۴(m−∆(G)) +
١
۴

=
١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

١١
١٢ .

ͬ شود. م اثبات زیر قضیه ادامه در است. نظر مورد کران همان این
رأسͬ دارای که باشد m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه

هستند. برقرار زیر روابط صورت این در است. درجه ماکسیمم با برشͬ غیر
داریم: ،i ∈ {٠, ١,٢,٣} ازای به الف)

τ(G) =
١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

١
٨)١٢ + i),

.G ∈ Hi اگر تنها و اگر

داریم: آنگاه ،G ̸∈ H اگر ب)
τ(G) <

١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

٢
٣ .

دقت ͬ دهد. م ارائه نیز ٢‐همبند گراف هر برای جدید کرانͬ ١ . ۴ . ۵ قضیه به وضوح
بهبود را ٢ . ٣ . ١ قضیه ،١ . ۴ . ۵ قضیه که داد نشان ͬ توان م ساده محاسبه ΁ی با شود

.∆(G) > ٣ هرگاه ͬ بخشد م



٨١ ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات

١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات ۴ . ۴
را (الف) قسمت است کافͬ منظور، این برای ͬ کنیم. م اثبات را ١ . ۴ . ٣ قضیه اکنون

کنیم. ثابت
بنابراین، باشد. m اندازه و n مرتبه از گرافͬ ،i ∈ {٠, ١,٢,٣} ،G ∈ Hi کنید فرض
C یا B ،A فرآیندهای از ی΄ͬ توسط x جدید رأس افزودن با G٠ ∈ Fi گراف از G
E(G) اعضای (G٠)τ‐مجموعه ای هیچ که ͬ دهیم م نشان ابتدا است. آمده به دست
S کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات را ادعا این خلف برهان ΁کم به ͬ دهد. نم پوشش را
دو گرفتن نظر در با اکنون ͬ پوشاند. م را E(G) اعضای که باشد (G٠)τ‐مجموعه ΁ی

ͬ بریم. م پیش را اثبات G ∈ Hi,j که j مقدار براساس حالت
به طوری که j ∈ {١,٢,۵} مقادیر از برخͬ ازای به کنید فرض .I حالت

(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)},
Kt‐واحد، ΁ی G٠ در واحد هر و است آمده به دست A فرآیند توسط G پس .G ∈ Hi,j

است. ،t ∈ {٢,٣,۴}
.I١(x٠) ⊆ S .١ . ۴ . ۴ ادعا

پل‐متناوب مسیر ΁ی ،xkG−١ ∈ IkG−١(xkG−٢) هر ازای به ،kG گام طبق برهان.
یالͬ ،l ∈ [lkG ] ،vkG٢l vkG٢l+١ به طوری که دارد وجود P kG(xkG−١) : xkG−١ = vkG١ , . . . , vkG٢lkG+١

داریم: ،xkG−١ ∈ IkG−١(xkG−٢) هر برای و است F‐واحد kG
l ΁ی از

Ns(P
kG(xkG−١)) ⊆ NG(x).

پس .NG(x) ⊆ S که ͬ گیریم م نتیجه ،x ̸∈ S و ͬ دهد م پوشش را E(G) اعضای S چون
Ns(P

kG(xkG−١)) ⊆ S. (١ . ۴)
داریم: بنابراین،

NG[v
kG٢lkG+١] ∩Ns(P

kG(xkG−١)) ⊆ S.
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داریم: است ،t ∈ {٢,٣,۴} Kt‐واحد، ΁ی F‐واحد kG

lkG
چون

∣∣∣NG[v
kG٢lkG+١] ∩Ns(P

kG(xkG−١))
∣∣∣ = ∣∣∣V (F kG

lkG
) \ {vkG٢lkG}

∣∣∣ = n(F kG
lkG

)− ١.

نتیجه ͬ پوشاند، م را vkG٢lkG−١vkG٢lkG پل S چون .vkG٢lkG ̸∈ S ،٣ . ١ . ۴ نتیجه طبق بنابراین،
داریم: ،(١ . ۴) طبق .vkG٢lkG−١ ∈ S که ͬ گیریم م

NG(v
kG٢lkG−١) ∩Ns(P

kG(xkG−١)) ⊆ S.

که: ͬ گیریم م نتیجه پس
(
NG(v

kG٢lkG−١) ∩Ns(P
kG(xkG−١))

)
∪ {vkG٢lkG−١} ⊆ S.

داریم: پس است، ،t ∈ {٢,٣,۴} Kt‐واحد، ΁ی F‐واحد kG
lkG−١ چون

∣∣∣(NG(v
kG٢lkG−١) ∩Ns(P

kG(xkG−١))
)
∪ {vkG٢lkG−١}

∣∣∣ = ∣∣∣V (F kG
lkG−١) \ {v

kG٢lkG−٢}
∣∣∣

= n(F kG
lkG−١)− ١.

ͬ پوشاند، م را vkG٢lkG−٣vkG٢lkG−٢ پل S چون .vkG٢lkG−٢ ̸∈ S ،٣ . ١ . ۴ نتیجه طبق بنابراین،
،NG(v

kG٢l+١)∩Ns(P
kG(xkG−١)) برای روند این ادامه با .vkG٢lkG−٣ ∈ S که ͬ گیریم م نتیجه

.xkG−١ = vkG١ ∈ S پس .vkG٢l−١ ∈ S که ͬ گیریم م نتیجه ،l ∈ [lkG − ٢] به طوری که
داریم: بنابراین،

IkG−١(xkG−٢) ⊆ S. (٢ . ۴)

مانند: پل‐متناوبی مسیر ،xkG−٢ ∈ IkG−٢(xkG−٣) هر برای

P kG−١(xkG−٢) : xkG−٢ = vkG−١١ , . . . , vkG−١٢l(kG−١)+١

رابطه است. F‐واحد kG−١
l از یالͬ ،l ∈ [l(kG−١)] ،vkG−١٢l vkG−١٢l+١ به طوری که دارد وجود

که: ͬ رساند م ،NG(x) ⊆ S که حقیقت این همراه به (٢ . ۴)

Ns(P
kG−١(xkG−٢)) ⊆ S.



٨٣ ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات
داریم: نتیجه در

NG[v
kG−١٢l(kG−١)+١] ∩Ns(P

kG−١(xkG−٢)) ⊆ S.

داریم: پس است. ،t ∈ {٢,٣,۴} Kt‐واحد، ΁ی F‐واحد kG−١
l(kG−١)∣∣∣NG[v

kG−١٢l(kG−١)+١] ∩Ns(P
kG−١(xkG−٢))

∣∣∣ = ∣∣∣V (F kG−١
l(kG−١)) \ {v

kG−١٢l(kG−١)}
∣∣∣

= n(F kG−١
l(kG−١))− ١.

ͬ پوشاند، م را vkG−١٢l(kG−١)−١vkG−١٢l(kG−١) پل S چون .vkG−١٢l(kG−١) ̸∈ S ،٣ . ١ . ۴ نتیجه طبق بنابراین
،NG(v

kG−١٢l+١ ) ∩ Ns(P
kG−١(xkG−٢)) برای استدلال این ادامه با .vkG−١٢l(kG−١)−١ ∈ S داریم

در .xkG−٢ = vkG−١١ ∈ S بنابراین، .vkG−١٢l−١ ∈ S که ͬ گیریم م نتیجه ،l ∈ [l(kG−١) − ١]
داریم: نتیجه

IkG−٢(xkG−٣) ⊆ S. (٣ . ۴)

به کار (٣ . ۴) و (٢ . ۴) ،(١ . ۴) روابط اثبات برای که استدلالͬ مشابه استدلال، ΁ی
.IkG−k(xkG−(k+١)) ⊆ S داریم ،k ∈ [kG − ١] هر برای که ͬ دهد م نتیجه شد، گرفته

بود. شده ادعا که همان طور .I١(x٠) ⊆ S که ͬ دهد م نتیجه k = kG − ١ بنابراین
موجود P ١(x٠) : x٠ = v١٠, . . . , v١٢l١+١ پل‐افزوده مسیر ،A فرآیند از ١ گام طبق
به ١ . ۴ . ۴ ادعای است. F‐واحد ١

l ΁ی از یالͬ ،٠ ≤ l ≤ l١ ،v١٢lv١٢l+١ به طوری که است
‐F ١٠ چون .Ns(P

١(x٠)) ⊆ S که ͬ دهد م نتیجه ،NG(x) ⊆ S که حقیقت این همراه
تعریف طبق بنابراین .V (F ١٠ ) = NG[v

١٠] پس ،t ∈ {٢,٣,۴} است، Kt‐واحد ΁ی واحد
داریم: ،Ns(P

١(x٠))

V (F ١٠ ) \ {v١١} = NG[v
١٠] ∩Ns(P

١(x٠)) ⊆ S. (۴ . ۴)

.v١١ ∈ S پس .v١٢l−١ ∈ S ،l ∈ [l١] برای که دید ͬ توان م ،١ . ۴ . ۴ ادعای اثبات مشابه
٣ . ١ . ۴ نتیجه با که ،V (F ١٠ ) ⊆ S که ͬ دهد م نتیجه (۴ . ۴) رابطه همراه به مطلب این
دی·ر، عبارت به ͬ شود. م ثابت ح΄م و باطل خلف فرض بنابراین، است. تناقض در



همبند گراف های در ترنسورسال عدد ٨۴
،(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)} و j ∈ {١,٢,۵} به طوری که G ∈ Hi,j اگر

ͬ دهد. نم پوشش را E(G) اعضای (G٠)τ‐مجموعه ای هیچ آنگاه
،(i, j) ̸= (١,۴) که j ∈ {٣,۴} مقادیر از برخͬ ازای به کنید فرض .II حالت
G که کرد فرض ͬ توان م افتاد، اتفاق I حالت در که تناقضͬ به توجه با .G ∈ Hi,j

گام های همانند C فرآیند از ٢, . . . , kG گام های است. آمده به دست C فرآیند توسط
داریم پس است. برقرار نیز حالت این در ١ . ۴ . ۴ ادعای بنابراین، هستند. A فرآیند
داریم ،F ∈ {C۵, K∗۴} F‐واحد، ΁ی در x٠ رأس ΁ی برای بنابراین، .I١(x٠) ⊆ S

خلف فرض پس است. تناقض در ٣ . ١ . ۴ مشاهده با مطلب این .NG[x٠] ∩ V (F ) ⊆ S

و j ∈ {٣,۴} به طوری که G ∈ Hi,j اگر دی·ر، عبارت به ͬ شود. م ثابت ح΄م و باطل
ͬ گیریم م نتیجه ͬ پوشاند. نم را E(G) اعضای (G٠)τ‐مجموعه ای هیچ ،(i, j) ̸= (١,۴)

داریم: ،٢ . ٣ . ١ نتیجه طبق .τ(G) = ١ + τ(G٠) که

τ(G) = ١ + τ(G٠)

= ١ +
١
٣(n− ١) + ١

۴(m−∆(G)) +
i

١٢
=

١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

١
٨)١٢ + i),

ͬ شود. م کامل قضیه از قسمت این برهان بنابراین، است. نظر مورد کران همان این و
غیربرشͬ رأس دارای که باشد m اندازه و n مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض حال

کنید: فرض همچنین، است. درجه ماکسیمم با x

τ(G) =
١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

١
٨)١٢ + i), (۵ . ۴)

G٠ پس .G٠ = G − x دهید قرار .G ∈ Hi که داد خواهیم نشان .i ∈ {٠, ١,٢,٣} که
طبق پس، .G٠ ̸∈ G کنید فرض است. m−∆(G) اندازه و n−١ مرتبه از همبند گرافͬ



٨۵ ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات
داریم: ،٢ . ٣ . ١ نتیجه

τ(G) ≤ ١ + τ(G٠)

< ١ +
١
٣(n− ١) + ١

۴(m−∆(G))

=
١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

٢
٣ ,

داریم: ،(۵ . ۴) رابطه طبق چون است، تناقض ΁ی که

τ(G) ≥ ١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

٢
٣ .

به طوری که است موجود j ∈ {٠, ١,٢,٣} صحیح عدد بنابراین، .G٠ ∈ G نتیجه، در
.G٠ ∈ Gj

ͬ پوشاند. نم کامل به طور را E(G) اعضای (G٠)τ‐مجموعه ای هیچ .٢ . ۴ . ۴ ادعا
τ(G) = آنگاه بپوشاند، را E(G) اعضای که باشد (G٠)τ‐مجموعه ΁ی اگر برهان.

داریم: ،٢ . ٣ . ١ نتیجه طبق .τ(G٠)

τ(G) = τ(G٠) = ١
٣(n− ١) + ١

۴(m−∆(G)) +
j

١٢
=

١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

١
١٢(j − ۴).

غیرمم΄ن نیز تساوی این .j − i = ١٢ که ͬ رساند م (۵ . ۴) رابطه همراه به نتیجه این
کامل به طور را E(G) اعضای (G٠)τ‐مجموعه ای هیچ بنابراین .j− i ≤ ٣ چون است،

ͬ پوشاند. نم
داریم: ،٢ . ٣ . ١ نتیجه و ٢ . ۴ . ۴ ادعای طبق

τ(G) = ١ + τ(G٠) = ١
٣n+

١
۴(m−∆(G)) +

١
٨)١٢ + j).

.G٠ ∈ Gi یعنͬ ،i = j بنابراین،
با G٠ گراف از G به طوری که دارد وجود kG صحیح عدد که ͬ دهیم م نشان اکنون
فرض است. آمده به دست C و B ،A فرآیندهای از ی΄ͬ توسط و ١,٢, . . . , kG گام های



همبند گراف های در ترنسورسال عدد ٨۶
NG(x) از رأس تعداد بیشترین دارای به طوری که باشد (G٠)τ‐مجموعه ΁ی S کنید
ͬ پوشاند. نم کامل به طور را E(G) اعضای S ،٢ . ۴ . ۴ ادعای طبق است. G گراف در
رأسͬ v١٠ کنید فرض همچنین .v١٠ ∈ NG(x) \ S کنید فرض .NG(x) \ S ̸= ∅ بنابراین،
پس است، دو حداقل مرتبه از همبند گرافͬ F‐واحد ١٠ چون باشد. F‐واحد ١٠ ΁ی از

داریم: همچنین، .NG(v
١٠) ∩ V (F ١٠ ) ̸= ∅

NG(v
١٠) ∩ V (F ١٠ ) ⊆ S, (۶ . ۴)

قرار ،v ∈ NG(v
١٠) ∩ V (F ١٠ ) هر برای .v١٠ ̸∈ S و ͬ پوشاند م را E(G٠) اعضای S چون

.Sv١٠
v = (S \ {v}) ∪ {v١٠} دهید

.NG(v) \ Sv١٠
v ̸= ∅ داریم ،v ∈ NG(v

١٠) ∩ V (F ١٠ ) رأس هر برای .٣ . ۴ . ۴ ادعا
.NG(v)\Sv١٠

v = ∅ به طوری که باشد موجود v ∈ NG(v
١٠)∩V (F ١٠ ) رأس کنید فرض برهان.

رأس هر برای طرفͬ از ͬ پوشاند. م را E(G٠) اعضای Sv١٠
v و v ̸∈ NG(x) نتیجه، در

(G٠)τ‐مجموعه ΁ی S
v١٠
v پس .|Sv١٠

v | = |S| = τ(G٠) داریم ،v ∈ NG(v
١٠) ∩ V (F ١٠ )

مطلب این است. S مجموعه نسبت به NG(x) از بیشتری رأس تعداد دارای که است
ͬ شود. م ثابت ادعا و باطل خلف فرض بنابراین، است. تناقض در S انتخاب با

S
v١٠
v یا است مجاور x با v ،v ∈ NG(v

١٠) ∩ V (F ١٠ ) رأس هر برای ،٣ . ۴ . ۴ ادعای بر بنا
با یا v ∈ NG(v

١٠) ∩ V (F ١٠ ) رأس هر دی·ر، عبارت به ͬ پوشاند. نم را E(G٠) اعضای همه
.V (G٠) \ Sv١٠

v در رأسͬ با یا است مجاور x

داریم: نتیجه، در .Iv١٠ = ∅ کنید فرض .Iv١٠ = (NG(v
١٠)∩V (F ١٠ ))\NG(x) دهید قرار

NG[v
١٠] ∩ V (F ١٠ ) ⊆ NG(x). (٧ . ۴)

که v١٠v یال صورت، این در باشد. ،t ∈ {٢,٣,۴} Kt‐واحد، ΁ی F‐واحد ١٠ کنید فرض
طبق همچنین، است. ١ طول به P ١(v١٠) پل‐افزوده مسیر ΁ی ،v ∈ NG(v

١٠) ∩ V (F ١٠ )

ͬ گیریم: م نتیجه ،(٧ . ۴)
Ns(P

١(v١٠)) = V (F ١٠ ) = NG[v
١٠] ∩ V (F ١٠ ) ⊆ NG(x).



٨٧ ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات
،F ١٠ ∈ {C۵, K∗۴} اگر است. آمده به دست B فرآیند یا A فرآیند از ١ گام توسط G پس
بنابراین، است. آمده به دست C فرآیند از ١ گام توسط G ،(٧ . ۴) رابطه طبق آنگاه

ͬ شود. م کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi

حالت دو ،G٠ ∈ Gi,j که j مقدار براساس اکنون .Iv١٠ ̸= ∅ که کنید فرض ادامه در
ͬ گیریم. م نظر در

و j ∈ {١,٢,۵} که G٠ ∈ Gi,j کنید فرض .١ حالت
(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)}.

رأس هر برای ،٣ . ۴ . ۴ ادعای طبق است. ،t ∈ {٢,٣,۴} Kt‐واحد، دارای تنها G٠ پس
.w ∈ NG٠(v) \ S

v١٠
v به طوری که است موجود w رأس ،v ∈ Iv١٠

است. G٠ از پلͬ vw یال ،w ∈ NG٠(v) \ S
v١٠
v و v ∈ Iv١٠ رأس هر برای .۴ . ۴ . ۴ ادعا

و v ∈ Iv١٠ رأس کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات را ادعا این خلف برهان ΁کم به برهان.
.w ∈ V (F ١٠ ) پس نباشد. پل vw یال به طوری که باشند موجود w ∈ NG٠(v) \ S

v١٠
v رأس

داریم: ،t ∈ {٢,٣,۴} است، Kt‐واحد ΁ی F‐واحد ١٠ چون
NG(v

١٠) ∩ V (F ١٠ ) = V (F ١٠ ) \ {v١٠}.

داریم ،Sv١٠
v تعریف طبق بنابراین .V (F ١٠ ) \ {v١٠} ⊆ S ،(۶ . ۴) رابطه طبق نتیجه، در

و v ∈ Iv١٠ هر برای بنابراین، است. تناقض ΁ی که ،w ∈ S
v١٠
v پس .V (F ١٠ ) \ {v} ⊆ S

v١٠
v

است. G٠ از پلͬ vw بنابراین، .w ̸∈ V (F ١٠ ) داریم ،w ∈ NG٠(v) \ S
v١٠
v هر

ͬ پوشاند. م را E(G٠) اعضای S همچنین، .S\{v} ⊆ S
v١٠
v داریم v ∈ Iv١٠ رأس هر برای

برای بنابراین، ͬ پوشاند. م را E(G٠) \ {vw | w ∈ NG٠(v) \ S
v١٠
v } اعضای Sv١٠

v نتیجه، در
هر چون .NG(w) ∩ V (F ) ⊆ S

v١٠
v داریم F‐واحد، ΁ی در w ∈ NG٠(v) \ S

v١٠
v رأس هر

رأس هر برای .NG(w)∩V (F ) ̸= ∅ داریم است، دو حداقل مرتبه از همبند گرافͬ واحد
دهید: قرار سپس کنید، انتخاب vw ∈ NG(w) ∩ V (F ) رأس ΁ی w ∈ NG٠(v) \ S

v١٠
v

A =
{
vw | w ∈ NG٠(v) \ Sv١٠

v

}
,



همبند گراف های در ترنسورسال عدد ٨٨
Sw
vw = (Sv١٠

v \ {vw}) ∪ {w},

و
SA =

(∩
w

Sw
vw

)
∪
{
w | w ∈ NG(v) \ Sv١٠

v

}
.

دارد وجود F‐واحد ΁ی در w ∈ NG(v)\Sv١٠
v رأس ،v ∈ Iv١٠ رأس هر برای .۵ . ۴ . ۴ ادعا

.NG(z) \ Sw
z ̸= ∅ ،z ∈ NG(w) ∩ V (F ) رأس هر ازای به به طوری که

در دلخواه رأسͬ v کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات را ادعا این خلف برهان ΁کم به برهان.
رأس F‐واحد، ΁ی در w ∈ NG(v) \ Sv١٠

v هر برای که کنید فرض همچنین باشد. Iv١٠

هر برای بنابراین، .NG(vw) \ Sw
vw = ∅ به طوری که دارد وجود vw ∈ NG(w) ∩ V (F )

دی·ر، طرف از ͬ پوشاند. م را E(G٠) اعضای SA و vw ̸∈ NG(x) داریم ،w ∈ NG(v) \ Sv١٠
v

و v١٠ ̸∈ S طرفͬ از است. (G٠)τ‐مجموعه ΁ی SA بنابراین، .|SA| = |Sv١٠
v | = τ(G٠)

NG(x) از رأس بیشتری تعداد دارای که است (G٠)τ‐مجموعه ΁ی SA پس ،v١٠ ∈ SA

΁ی در w ∈ NG(v) \ S
v١٠
v رأس پس است. تناقض در S انتخاب با مطلب این است.

در رأسͬ با یا x رأس با z ∈ NG(w)∩ V (F ) رأس هر به طوری که است موجود F‐واحد

،z ∈ NG(w)∩V (F ) هر و w ∈ NG(v)\Sv١٠
v هر برای بنابراین، است. مجاور V (G٠)\Sw

z

.NG(z) \ Sw
z ̸= ∅ داریم

در v١٢ ∈ NG(v
١١) \ S

v١٠
v١١

رأس ،۵ . ۴ . ۴ ادعای طبق باشد. Iv١٠ از رأسͬ v١١ کنید فرض
داریم ،v ∈ NG(v

١٢) ∩ V (F ١١ ) رأس هر برای به طوری که است موجود F‐واحد ١١ ΁ی
.NG(v) \ S

v١٢
v ̸= ∅

‐F ١١ چون .Iv١٢ = ∅ کنید فرض .Iv١٢ = (NG(v
١٢) ∩ V (F ١١ )) \ NG(x) دهید قرار

ادعای طبق .NG(v
١٢)∩V (F ١١ ) ̸= ∅ داریم است، دو حداقل مرتبه از همبند گرافͬ واحد

است. افزوده پل مسیر ΁ی ،v ∈ NG(v
١٢)∩V (F ١١ ) که ،P ١(v١٠) : v١٠, v١١, v١٢, v مسیر ،۴ . ۴ . ۴

.I١(v١٠) = Ns(P
١(v١٠)) \NG(x) داریم به وضوح، .I١(v١٠) = (Iv١٠ ∪ Iv١٢) \ {v

١١} دهید قرار



٨٩ ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات
و j ∈ {١,٢,۵} به طوری که G ∈ Hi,j آنگاه ،I١(v١٠) = ∅ اگر

(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)},
کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi بنابراین، است. آمده به دست A فرآیند از ١ گام توسط G و

ͬ شود. م
v٢١ ∈ I١(v١٠) رأس هر برای پس ،Iv١٢ = ∅ چون صورت این در .I١(v١٠) ̸= ∅ کنید فرض
است. مجاور w ∈ V (G٠)\Sv١٠

v٢١
رأس ΁ی با v٢١ ،٣ . ۴ . ۴ ادعای طبق .v٢١ ∈ Iv١٠ \{v

١١} داریم
v٢٢ ∈ NG(v

٢١ )\S
v١٠
v٢١

رأس ،۵ . ۴ . ۴ ادعای طبق است. G٠ از پلͬ v٢١w ،۴ . ۴ . ۴ ادعای طبق
داریم v ∈ NG(v

٢٢) ∩ V (F ٢١ ) رأس هر برای به طوری که دارد وجود F‐واحد ٢١ ΁ی در
بحث با استدلال این .Iv٢٢ = (NG(v

٢٢) ∩ V (F ٢١ )) \NG(x) دهید قرار .NG(v) \ S
v٢٢
v ̸= ∅

یافت. خواهد ادامه Iv٢٢ روی
وجود l٢ ≥ ١ صحیح عدد پس است، متناهͬ گراف ΁ی G که آنجا از ،Iv٢٢ ̸= ∅ اگر
مسیر ΁ی P ٢(v٢١ ) : v٢١ , . . . , v٢٢l١+٢ مسیر صورت، این در .Iv٢٢l٢

= ∅ به طوری که دارد
دهید: قرار است. G٠ در پل‐متناوب

I٢(v٢١ ) = ∪l٢
l=١Iv٢٢l \ {v

٢٣, v٢۵, . . . , v٢٢l١−٢}.

،I٢(v٢١ ) ̸= ∅ ،v٢١ ∈ I١(v١٠) رأس ΁ی برای اگر .I٢(v٢١ ) = Ns(P
٢(v٢١ )) \NG(x) به وضوح،

ادامه v٣١ ∈ I٢(v٢١ ) رأس هر از شروع با P ٢(v٢١ ) مسیر آوردن به دست روند مانند آنگاه
به طوری که دارد وجود kG صحیح عدد پس است، متناهͬ گراف ΁ی G٠ چون دهید.

داریم: ،vkG١ ∈ IkG−١(vkG−١١ ) هر برای
Ns(P

kG(vkG١ )) ⊆ NG(x).

،j ∈ {١,٢,۵} به طوری که G ∈ Hi,j نتیجه، در
(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)},

کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi بنابراین، است. آمده به دست A فرآیند از ١ گام توسط G و
ͬ شود. م
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،v١٣ ∈ Iv١٢ رأس هر برای ،٣ . ۴ . ۴ ادعای مشابه .Iv١٢ ̸= ∅ که کنید فرض ادامه در
ادعای مشابه ،t ∈ {٢,٣,۴} است، Kt‐واحد ΁ی F‐واحد ١١ چون .NG٠(v١٣) \ S

v١٢
v١٣

̸= ∅

ادعای اثبات مشابه است. G٠ در پلͬ wv١٣ یال ،w ∈ NG٠(v١٣) \ S
v١٢
v١٣

هر برای ،۴ . ۴ . ۴
هر برای به طوری که است موجود F‐واحد ١٢ ΁ی در v١۴ ∈ NG(v

١٣) \ S
v١٢
v١٣

رأس ،۵ . ۴ . ۴
دهید: قرار .NG(v) \ S

v١۴
v ̸= ∅ داریم v ∈ NG(v

١۴) ∩ V (F ١٢) رأس

Iv١۴ = (NG(v
١۴) ∩ V (F ١٢)) \NG(x).

گراف ΁ی G٠ چون Iv١۴ ̸= ∅ اگر یافت. خواهد ادامه Iv١۴ روی بحث با استدلال این
را زیر نتایج ٢ ≤ l ≤ l١ برای به طوری که دارد وجود l١ ≥ ٢ صحیح عدد است، متناهͬ

داریم:
S
v١٢l
v١٢l+١

= (S
v١٢l−٢
v١٢l−١

\ {v١٢l+١}) ∪ {v١٢l},

.v١٢l+١ ∈ NG(v
١٢l) ∩ V (F ١

l ) و است F‐واحد ١
l ΁ی از رأسͬ v١٢l ∈ NG٠(v١٢l−١) \ S

v١٢l−٢
v١٢l−١

که
داریم: ،٢ ≤ l ≤ l١ برای ،۴ . ۴ . ۴ و ٣ . ۴ . ۴ ادعای مشابه

.NG(v) \ S
v١٢l
v ̸= ∅ داریم v ∈ NG(v

١٢l) ∩ V (F ١
l ) رأس هر برای .۶ . ۴ . ۴ ادعا

.w ∈ NG٠(v١٢l+١) \ S
v١٢l
v١٢l+١

به طوری که است G٠ از پلͬ v١٢l+١w یال .٧ . ۴ . ۴ ادعا

دهید: قرار ،٢ ≤ l ≤ l١ − ١ برای

Iv١٢l = (NG(v
١٢l) ∩ V (F ١

l )) \NG(x),

دو حداقل مرتبه از همبند گرافͬ F‐واحد ١
l١ چون .Iv١٢l١

= ∅ و Iv١٢l ̸= ∅ به طوری که
،٧ . ۴ . ۴ و ۴ . ۴ . ۴ ادعای طبق .NG(v

١٢l١) ∩ V (F ١
l١) ̸= ∅ ͬ گیریم م نتیجه پس است،

پل‐افزوده مسیر ΁ی ،v١٢l١+١ ∈ NG(v
١٢l١)∩V (F ١

l١) که ،P ١(v١٠) : v١٠, v١١, . . . , v١٢l١+١ مسیر
دهید: قرار است. G٠ در

I١(v١٠) = ∪l١
l=٠Iv١٢l \ {v

١١, v١٣, . . . , v١٢l١−١}.
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.I١(v١٠) = Ns(P

١(v١٠)) \NG(x) به وضوح،
و j ∈ {١,٢,۵} که G ∈ Hi,j آنگاه ،I١(v١٠) = ∅ اگر

(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)},

کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi بنابراین، است. آمده به دست A فرآیند از ١ گام توسط G و
ͬ شود. م

عدد صورت، این در .I١(v١٠) ̸= ∅ داریم v٢١ ∈ I١(v١٠) رأس هر برای کنید فرض حال
ادعای طبق .v٢١ ∈ Iv٢l \ {v

١٢l+١} به طوری که است موجود l ∈ {٠, . . . , l١ − ١} صحیح
v٢١ v٢٢ ،٧ . ۴ . ۴ ادعای طبق است. مجاور v٢٢ ∈ V (G٠) \ S

v١٢l
v٢١

رأس ΁ی با v٢١ ،۶ . ۴ . ۴
آوردن به دست روند مشابه است. F‐واحد ٢١ ΁ی از رأسͬ v٢٢ پس است. G٠ از پلͬ
صحیح عدد بنابراین، دهید. ادامه v٢٢ ∈ NG٠(v٢١ ) \ S

v١٢l
v٢١

رأس از شروع با P ١(v١٠) مسیر
مسیر ΁ی P ٢(v٢١ ) : v٢١ , . . . , v٢٢l١+٢ مسیر پس .Iv٢٢l٢

= ∅ به طوری که دارد وجود l٢ ≥ ١
دهید: قرار است. G٠ در پل‐افزوده

I٢(v٢١ ) = ∪l٢
l=١Iv٢٢l \ {v

٢٣, v٢۵, . . . , v٢٢l١−٢}.

،I٢(v٢١ ) = ∅ ،v٢١ ∈ I١(v١٠) رأس هر برای اگر .I٢(v٢١ ) = Ns(P
٢(v٢١ )) \NG(x) به وضوح،

G و (i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)} ،j ∈ {١,٢,۵} که G ∈ Hi,j آنگاه
قضیه اثبات و G ∈ Hi بنابراین، است. آمده به دست A فرآیند از ٢ و ١ گام های توسط

ͬ شود. م کامل
مسیر آوردن به دست روند مانند آنگاه ،I٢(v٢١ ) ̸= ∅ ،v٢١ ∈ I١(v١٠) رأس ΁ی برای اگر
است، متناهͬ گراف ΁ی G٠ چون دهید. ادامه v٣١ ∈ I٢(v٢١ ) رأس هر از شروع با P ٢(v٢١ )

داریم vkG١ ∈ IkG−١(vkG١ ) رأس هر برای به طوری که است موجود kG صحیح عدد پس
و j ∈ {١,٢,۵} به طوری که G ∈ Hi,j پس .Ns(P

kG(vkG١ )) ⊆ NG(x)

(i, j) ̸∈ {(١,۵), (٢,٢), (٢,۵), (٣,٢), (٣,۵)}
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و G ∈ Hi بنابراین، است. آمده به دست A فرآیند از ١, . . . , kG گام های توسط G و

ͬ شود. م کامل قضیه اثبات
ادامه، در .(i, j) ̸= (١,۴) و j ∈ {٣,۴} به طوری که G٠ ∈ Gi,j کنید فرض .٢ حالت
پیروی شد، استفاده ١ حالت در P ١, . . . , P kG مسیر آوردن به دست برای که استدلالͬ از
باشد. ،t ∈ {٢,٣,۴} Kt‐واحد، ΁ی ،k ∈ [kG] F‐واحد، k

l هر کنید فرض ͬ کنیم. م
صورت این در .١ ≤ l ≤ lk آنگاه ،k ≥ ٢ اگر همچنین .٠ ≤ l ≤ l١ آنگاه ،k = ١ اگر
به دست را P ١, . . . , P kG مسیرهای تا ͬ کنیم م عمل ١ حالت در گرفته پیش روند مشابه
بنابراین، است. آمده به دست B فرآیند از ١, . . . , kG گام های توسط G نتیجه در آوریم.
کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi دی·ر، عبارت به .(i, j) ̸= (١,۴) و j ∈ {٣,۴} که G ∈ Hi,j

ͬ شود. م
هستند موجود l ∈ {٠, . . . , lk} و k ∈ [kG] صحیح اعداد کنید فرض ادامه در
در شده استفاده استدلال با .F k

l ∈ {C۵, K∗۴} آن در که ،vk٢l ∈ V (F k
l ) به طوری که

داریم. را زیر حقیقت ،١ حالت در P k مسیرهای آوردن به دست
پل‐متناوب مسیر ΁ی از رأسͬ vk٢l یا vk٢l ∈ NG(x) آنگاه ،k = ١ اگر .١ حقیقت
‐F ١٠ ΁ی به متعلق v١١v١٠ و است G٠ از پلͬ v١٢lv١٢l−١ به طوری که است P : v١٢l, v١٢l−١, . . . , v١٠

P : vk٢l, vk٢l−١, . . . , vk١ , vk−١٢t پل‐متناوب مسیر از رأسͬ vk٢l آنگاه ،k ≥ ٢ اگر است. واحد
΁ی به متعلق vk١vk−١٢t و است G٠ از پلͬ vk٢lvk٢l−١ ،vk١ ∈ I

vk−١٢t
\ {vk−١٢t+١} به طوری که است

است. F‐واحد k−١
t

ͬ گیریم م نتیجه z ∈ NG(v
k٢l) ∩ V (F k

l ) رأس هر برای ،٣ . ۴ . ۴ ادعای اثبات مشابه
قرار صورت این در .(NG[v

k٢l] ∩ V (F k
l )) \ NG(x) = ∅ کنید فرض .NG(z) \ S

vk٢l
z ̸= ∅

دهید:
I١(vk٢l) = (NG[v

k٢l] ∩ V (F k
l )) \NG(x).

به طوری که G ∈ Hi,j بنابراین، است. آمده به دست C فرآیند از ١ گام توسط G نتیجه، در
ͬ شود. م کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi دی·ر، عبارت به .(i, j) ̸= (١,۴) و j ∈ {٣,۴}
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c٢c١

c٣c۵

c۴
c١

c٢ c٣

c۴c۵

c۶

C۵‐واحد. ΁ی و K∗۴‐واحد ΁ی رئوس به برچسب دهͬ :٣ . ۴ ش΄ل
رأس هر برای کنید فرض .(NG[v

k٢l] ∩ V (F k
l )) \ NG(x) ̸= ∅ کنید فرض ادامه در

ازای به صورت این در .NG٠(v) \S
vk٢l
v ⊈ V (F k

l ) داریم ،v ∈ (NG(v
k٢l)∩V (F k

l )) \NG(x)

دارد، وجود w ∈ NG٠(v)\(V (F k
l )∪S

vk٢l
v ) رأس ،v ∈ (NG(v

k٢l)∩V (F k
l ))\NG(x) رأس هر

،v ∈ (NG(v
k٢l) ∩ V (F k

l )) \ NG(x) هر برای ،j ̸= ۵ چون است. G٠ از پلͬ vw بنابراین
حالت در P ٢, . . . , P kG مسیرهای آوردن به دست در شده گرفته به کار استدلال مشابه
Kt‐واحد، ΁ی واحد هر ادامه در ،٣ . ٢ . ۴ مشاهده طبق بنابراین ͬ کنیم. م عمل ١
گام های توسط G که ͬ رساند م ١ حقیقت همراه به مطلب این است. ،t ∈ {٢,٣,۴}
j ∈ {٣,۴} به طوری که G ∈ Hi,j بنابراین، است. آمده به دست C فرآیند از ١, . . . , kG
فرض اکنون بنابراین، ͬ شود. م کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi یعنͬ ،(i, j) ̸= (١,۴) و

است. برقرار زیر شرط که ͬ کنیم م
به طوری که دارد وجود v ∈ (NG(v

k٢l) ∩ V (F k
l )) \NG(x) رأس (⋆)

NG٠(v) \ S
vk٢l
v ⊆ V (F k

l ).

برچسب دهͬ ٣ . ۴ ش΄ل مانند K∗۴ و C۵ رئوس کنید فرض .F k
l ∈ {C۵, K∗۴} که ͬ دانیم م

باشند. شده
و vk٢l = c١ که کنید فرض کلیت، از کاستن بدون .F k

l = C۵ که کنید فرض
داریم همچنین .NG٠(c٢) \ Sc١

c٢ ⊆ V (F k
l ) و NG٠(c٢) \ Sc١

c٢ ̸= ∅ داریم ،(⋆) طبق .v = c٢

اما .c٣ ̸∈ S بنابراین، .c٣ ̸∈ S
c١
c٢ نتیجه در ،c١ ∈ S

c١
c٢ اما .NG٠(c٢) ∩ V (F k

l ) = {c١, c٣}

طرف از .c۴ ∈ S
c١
c۵ پس .c۴ ∈ S که ͬ گیریم م نتیجه ͬ پوشاند، م را c٣c۴ یال S چون

چون .NG(z) \ S
c١
z ̸= ∅ داریم z ∈ NG(c١) ∩ V (F k

l ) = {c٢, c۵} رأس هر برای دی·ر،
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ͬ گیریم: م نتیجه ،{c١, c۴} ⊆ S

c١
c۵

NG(c۵) \ Sc١
c۵ ⊈ V (F k

l ). (٨ . ۴)

جای·زین S∗ = (S\{c۴})∪{c٣} مجموعه با را S اکنون .NG(c۴)\S ⊆ V (F k
l ) کنید فرض

که ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، ͬ دهیم. م ادامه تبدیل این با را اثبات سپس ͬ کنیم. م
این .NG٠(c٢) \ (S∗)

c١
c٢ ⊈ V (F k

l ) داریم ،{c١, c٣} ⊆ (S∗)
c١
c٢ چون .NG٠(c٢) \ (S∗)

c١
c٢ ̸= ∅

ͬ گیریم م نتیجه ،(⋆) و (S∗)
c١
c٢ = (S

c١
c٢ \ {c۴}) ∪ {c٣} از چون است، تناقض ΁ی مطلب

که:
NG٠(c٢) \ (S∗)c١

c٢ ⊆ NG٠(c٢) \ Sc١
c٢ ⊆ V (F k

l ).

داریم: بنابراین،

NG(c۴) \ S ⊈ V (F k
l ). (٩ . ۴)

از ١ گام توسط G و G ∈ Hi آنگاه ،I١(c۵) = ∅ اگر .I١(c۵) = NG[c۵] \NG(x) دهید قرار
که کنید فرض ادامه، در ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین، است. آمده به دست C فرآیند
‐Kt ΁ی واحد هر ادامه در ،٣ . ٢ . ۴ مشاهده طبق بنابراین و j ̸= ۵ چون .I١(c۵) ̸= ∅

ͬ توان م ،(٩ . ۴) و (٨ . ۴) روابط و ١ حقیقت طبق پس .t ∈ {٢,٣,۴} که است، واحد
نتیجه پس گرفت. به کار ١ حالت در را P ٢, . . . , P kG مسیرهای آوردن به دست استدلال
G ∈ Hi,j بنابراین، است. آمده به دست C فرآیند از ١, . . . , kG گام های توسط G ͬ گیریم م
کامل قضیه اثبات و G ∈ Hi دی·ر، عبارت به .(i, j) ̸= (١,۴) و j ∈ {٣,۴} به طوری که

ͬ شود. م
΁ی ،vk٢l رأس که حالات این براساس اکنون .F k

l = K∗۴ که کنید فرض ادامه در
داد. خواهیم ادامه را برهان خیر، یا هست K∗۴ از مقسم رأس

رأس کنید فرض اکنون باشد. K∗۴ در مقسم رأس ΁ی vk٢l کنید فرض .١.٢ زیرحالت
بدون نباشد. مقسم رأس ΁ی v که کنید فرض باشد. (⋆) در شده داده شرح رأس ،v
NG٠(c٢) \ Sc١

c٢ ̸= ∅ ،(⋆) طبق .v = c٢ و vk٢l = c١ کرد فرض ͬ توان م کلیت، از کاستن
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اما .NG٠(c٢) ∩ V (F k

l ) = {c١, c٣, c۴} داریم همچنین، .NG٠(c٢) \ S
c١
c٢ ⊆ V (F k

l ) و
در .c٣ ̸∈ S

c١
c٢ که کنید فرض کلیت، از کاستن بدون .{c٣, c۴} ⊈ S

c١
c٢ پس ،c١ ∈ S

c١
c٢

نتیجه، در .{c۴, c۵} ⊆ S پس ͬ پوشاند، م را c٣c۵ و c٣c۴ یال های S چون .c٣ ̸∈ S نتیجه
داریم ،z ∈ NG(c١) ∩ V (F k

l ) = {c٢, c۶} رأس هر برای دی·ر، طرف از .c۵ ∈ S
c١
c۶ داریم

ͬ گیریم: م نتیجه ،c۵ ∈ S
c١
c۶ چون .NG(z) \ Sc١

z ̸= ∅

NG(c۶) \ Sc١
c۶ ⊈ V (F k

l ). (١٠ . ۴)

جای·زین S∗ = (S \ {c۵}) ∪ {c٣} با را S اکنون .NG(c۵) \ S ⊆ V (F k
l ) که کنید فرض

که: ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، ͬ دهیم. م ادامه تبدیل این با را اثبات و ͬ کنیم م

NG٠(c٢) \ (S∗)c١
c٢ ̸= ∅.

است، تناقض ΁ی مطلب این .NG٠(c٢) \ (S∗)
c١
c٢ ⊈ V (F k

l ) داریم ،c٣ ∈ (S∗)
c١
c٢ چون

داریم: ،(⋆) و (S∗)
c١
c٢ = (S

c١
c٢ \ {c۴}) ∪ {c٣} طبق چون

NG٠(c٢) \ (S∗)c١
c٢ ⊆ NG٠(c٢) \ Sc١

c٢ ⊆ V (F k
l ).

بنابراین،

NG(c۵) \ S ⊈ V (F k
l ). (١١ . ۴)

گام توسط G و G ∈ Hi آنگاه ،I١(c۶) = ∅ اگر .I١(c۶) = NG[c۶] \ NG(x) دهید قرار
کنید فرض بنابراین، ͬ شود. م کامل اثبات پس است. آمده به دست C فرآیند از ١
Kt‐واحد ΁ی واحد هر ادامه در ،٣ . ٢ . ۴ مشاهده طبق ،j ̸= ۵ چون .I١(c۶) ̸= ∅

از ͬ توان م ،(١١ . ۴) و (١٠ . ۴) روابط و ١ حقیقت طبق پس .t ∈ {٢,٣,۴} که است،
نتیجه در کرد. استفاده ١ حالت در P ٢, . . . , P kG مسیرهای آوردن به دست استدلال
اثبات بنابراین، است. آمده به دست C فرآیند از ١, . . . , kG گام های توسط G و G ∈ Hi

ͬ شود. م کامل قضیه



همبند گراف های در ترنسورسال عدد ٩۶
ͬ توان م کلیت، از کاستن بدون باشد. مقسم رأس ΁ی v که کنید فرض ادامه در
همچنین و NG٠(c۶) \ Sc١

c۶ ̸= ∅ که ͬ گیریم م نتیجه (⋆) از .v = c۶ و vk٢l = c١ کرد فرض
،c١ ∈ S

c١
c۶ اما .NG٠(c۶) ∩ V (F k

l ) = {c١, c۵} داریم طرفͬ از .NG٠(c۶) \ S
c١
c۶ ⊆ V (F k

l )

و c٣c۵ یال های S چون ،{c٣, c۴} ⊆ S بنابراین، .c۵ ̸∈ S نتیجه در .c۵ ̸∈ S
c١
c۶ پس

به طوری که z رأس هر برای دی·ر، طرف از .{c٣, c۴} ⊆ S
c١
c٢ پس ͬ پوشاند. م را c۴c۵

داریم: ،c۴ ∈ S
c١
c٢ چون .NG(z) \ Sc١

z ̸= ∅ داریم ،z ∈ NG(c١) ∩ V (F k
l ) = {c٢, c۶}

NG(c٢) \ Sc١
c٢ ⊈ V (F k

l ). (١٢ . ۴)

را S اکنون .NG(ct) \ S ⊆ V (F k
l ) به طوری که باشد موجود t ∈ {٣,۴} کنید فرض

ͬ دهیم. م ادامه تبدیل این با را اثبات و ͬ کنیم م جای·زین S∗ = (S \ {ct}) ∪ {c۵} با
داریم: ،c۵ ∈ (S∗)

c١
c٢ چون .NG٠(c۶) \ (S∗)

c١
c۶ ̸= ∅ ͬ گیریم م نتیجه بنابراین،

NG٠(c۶) \ (S∗)c١
c۶ ⊈ V (F k

l ).

داریم: (⋆) و (S∗)
c١
c۶ = (S

c١
c۶ \ {ct}) ∪ {c۵} طبق چون است، تناقض ΁ی مطلب این

NG٠(c۶) \ (S∗)c١
c۶ ⊆ NG٠(c۶) \ Sc١

c۶ ⊆ V (F k
l ).

داریم: ،t ∈ {٣,۴} ازای به پس

NG(ct) \ S ⊈ V (F k
l ). (١٣ . ۴)

گام توسط G و G ∈ Hi آنگاه ،I١(c٢) = ∅ اگر .I١(c٢) = NG[c٢] \ NG(x) دهید قرار
که کنید فرض بنابراین، ͬ شود. م کامل اثبات پس است. آمده به دست C فرآیند از ١
است، Kt‐واحد ΁ی واحد هر ادامه در ،٣ . ٢ . ۴ مشاهده طبق ،j ̸= ۵ چون .I١(c٢) ̸= ∅

استدلال ͬ توان م ،(١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) روابط و ١ حقیقت طبق پس .t ∈ {٢,٣,۴} که
G ∈ Hi بنابراین، گرفت. به کار ١ حالت مانند را P ٢, . . . , P kG مسیرهای آوردن به دست
ͬ شود. م کامل قضیه اثبات و است آمده به دست C فرآیند از ١, . . . , kG گام های از G و



٩٧ ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات
کنید فرض باشد. K∗۴ از غیر‐مقسم رأس ΁ی vk٢l کنید فرض .٢.٢ زیرحالت
داده شرح ،v رأس که حالتͬ براساس اکنون باشد. مقسم همسایه ΁ی دارای vk٢l که
کنید فرض ابتدا ͬ دهیم. م ادامه بحث به خیر یا باشد مقسم رأس ΁ی ،(⋆) در شده
و vk٢l = c٢ کرد فرض ͬ توان م کلیت، از کاستن بدون نباشد. مقسم رأس ΁ی v که
داریم همچنین .NG٠(c٣) \ Sc٢

c٣ ⊆ V (F k
l ) و NG٠(c٣) \ Sc٢

c٣ ̸= ∅ داریم ،(⋆) طبق .v = c٣

c٢ ̸∈ S اما .c۴ ̸∈ S آنگاه ،c۴ ̸∈ S
c٢
c٣ اگر .c٢ ∈ S

c٢
c٣ اما .NG٠(c٣) ∩ V (F k

l ) = {c٢, c۴, c۵}

صورت این در .c۴ ∈ S
c٢
c٣ بنابراین، ͬ پوشاند. م را c٢c۴ یال S چون است، تناقض ΁ی که

در ͬ پوشاند. م را c۵c۶ یال S چون ،c۶ ∈ S پس .c۵ ̸∈ S نتیجه در .c۵ ̸∈ S
c٢
c٣ داریم

،z ∈ NG(c٢) ∩ V (F k
l ) = {c١, c٣, c۴} رأس هر برای دی·ر، طرف از .c۶ ∈ S

c٢
c١ نتیجه

ͬ گیریم: م نتیجه ،c۶ ∈ S
c٢
c١ چون .NG(z) \ Sc٢

z ̸= ∅ داریم

NG(c١) \ Sc٢
c١ ⊈ V (F k

l ). (١۴ . ۴)

جای·زین S∗ = (S \ {c۶}) ∪ {c۵} با را S اکنون .NG(c۶) \ S ⊆ V (F k
l ) کنید فرض

که: ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، ͬ دهیم. م ادامه تبدیل این با را اثبات و ͬ کنیم م

NG٠(c٣) \ (S∗)c٢
c٣ ̸= ∅.

داریم: ،c۵ ∈ (S∗)
c٢
c٣ چون

NG٠(c٣) \ (S∗)c٢
c٣ ⊈ V (F k

l ).

نتیجه ،(⋆) و (S∗)
c٢
c٣ = (S

c٢
c٣ \ {c۶}) ∪ {c۵} طبق چون است، تناقض ΁ی مطلب این

ͬ گیریم: م
NG٠(c٣) \ (S∗)c٢

c٣ ⊆ NG٠(c٣) \ Sc٢
c٣ ⊆ V (F k

l ).

داریم: پس

NG(c۶) \ S ⊈ V (F k
l ). (١۵ . ۴)



همبند گراف های در ترنسورسال عدد ٩٨
گام توسط G و G ∈ Hi آنگاه ،I١(c١) = ∅ اگر .I١(c١) = NG[c١] \ NG(x) دهید قرار
کنید فرض بنابراین، ͬ شود. م کامل اثبات پس است. آمده به دست C فرآیند از ١
‐Kt ΁ی واحد هر ادامه در ،٣ . ٢ . ۴ مشاهده طبق ،j ̸= ۵ چون .I١(c١) ̸= ∅ که
ͬ توان م ،(١۵ . ۴) و (١۴ . ۴) روابط و ١ حقیقت طبق پس .t ∈ {٢,٣,۴} که است، واحد
بنابراین، گرفت. به کار ١ حالت مانند را P ٢, . . . , P kG مسیرهای آوردن به دست استدلال
قضیه اثبات و است آمده به دست C فرآیند از ١, . . . , kG گام های توسط G و G ∈ Hi

ͬ شود. م کامل
ͬ توان م کلیت، از کاستن بدون باشد. مقسم رأس ΁ی v که کنید فرض ادامه در
و NG٠(c١) \ S

c٢
c١ ̸= ∅ که ͬ گیریم م نتیجه (⋆) از .v = c١ و vk٢l = c٢ که کرد فرض

،c٢ ∈ S
c٢
c١ اما .NG٠(c١) ∩ V (F k

l ) = {c٢, c۶} داریم همچنین .NG٠(c١) \ Sc٢
c١ ⊆ V (F k

l )

را c۵c۶ یال S چون ،c۵ ∈ S بنابراین .c۶ ̸∈ S که ͬ گیریم م نتیجه .c۶ ̸∈ S
c٢
c١ پس

رأس هر برای دی·ر، طرف از .c۵ ∈ S
c٢
ct داریم ،t ∈ {٣,۴} ازای به پس ͬ پوشاند. م

و {c٢, c٣, c۵} ⊆ S
c٢
c۴ چون .NG(z) \ Sc٢

z ̸= ∅ داریم ،z ∈ NG(c٢) ∩ V (F k
l ) = {c١, c٣, c۴}

ͬ گیریم: م نتیجه ،t ∈ {٣,۴} ازای به ،{c٢, c۴, c۵} ⊆ S
c٢
c۵

NG(ct) \ Sc٢
ct ⊈ V (F k

l ). (١۶ . ۴)
جای·زین S∗ = (S \ {c۵}) ∪ {c۶} با را S اکنون .NG(c۵) \ S ⊆ V (F k

l ) که کنید فرض
که: ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، ͬ دهیم. م ادامه تبدیل این با را اثبات و ͬ کنیم م

NG٠(c١) \ (S∗)c٢
c١ ̸= ∅.

چون است، تناقض نیز مطلب این .NG٠(c١)\ (S∗)
c٢
c١ ⊈ V (F k

l ) داریم ،c۶ ∈ (S∗)
c٢
c١ چون

که: ͬ گیریم م نتیجه ،(⋆) و (S∗)
c٢
c١ = (S

c٢
c١ \ {c۵}) ∪ {c۶} طبق

NG٠(c١) \ (S∗)c٢
c١ ⊆ NG٠(c١) \ Sc٢

c١ ⊆ V (F k
l ).

داریم: پس
NG(c۵) \ S ⊈ V (F k

l ). (١٧ . ۴)



٩٩ ١ . ۴ . ٣ قضیه اثبات
از ١ گام توسط G و G ∈ Hi آنگاه ،I١(c٣) = ∅ اگر .I١(c٣) = NG[c٣] \NG(x) دهید قرار
کنید فرض ادامه در بنابراین، ͬ شود. م کامل اثبات پس است. آمده به دست C فرآیند
است، Kt‐واحد ΁ی واحد هر ادامه در ،٣ . ٢ . ۴ مشاهده طبق ،j ̸= ۵ چون .I١(c٣) ̸= ∅

استدلال ͬ توان م ،(١٧ . ۴) و (١۶ . ۴) روابط و ١ حقیقت طبق پس .t ∈ {٢,٣,۴} که
و G ∈ Hi بنابراین، برد. به کار ١ حالت مانند را P ٢, . . . , P kG مسیرهای آوردن به دست
ͬ شود. م کامل قضیه اثبات و است آمده به دست C فرآیند از ١, . . . , kG گام های توسط G
مقسمͬ همسایه هیچ دارای vk٢l رأس که است این است مانده باقͬ که حالتͬ تنها
نتیجه در ،{c٢, c۵} ⊆ S چون .vk٢l = c٣ کنید فرض کلیت، از کاستن بدون نباشد.

بنابراین، .{c٢, c۵} ⊆ S
c٣
c۴

NG(c۴) ∩ V (F k
l ) = {c٢, c٣, c۵} ⊆ Sc٣

c۴ .

،(⋆) در شده داده شرح ،v رأس بنابراین .NG(c۴)\Sc٣
c۴ ⊈ V (F k

l ) که ͬ گیریم م نتیجه پس
است. مقسم همسایه دارای اما است غیر‐مقسم رأس ΁ی که است c٣ از همسایه ای
NG٠(c٢) \ S

c٣
c٢ ̸= ∅ داریم ،(⋆) طبق .v = c٢ که کنید فرض کلیت، از کاستن بدون

اما .NG٠(c٢) ∩ V (F k
l ) = {c١, c٣, c۴} داریم همچنین .NG٠(c٢) \ S

c٣
c٢ ⊆ V (F k

l ) و
کنید فرض کلیت، از کاستن بدون .c١ ̸∈ S نتیجه در .c١ ̸∈ S

c٣
c٢ پس ،{c٣, c۴} ⊆ S

c٣
c٢

هر برای دی·ر، طرف از .{c۴, c۶} ⊆ S
c٣
c۵ داریم ،(⋆) طبق ،{c۴, c۶} ⊆ S چون .v = c٢ که

،{c۴, c۶} ⊆ S
c٣
c۵ چون .NG(z)\Sc٣

z ̸= ∅ داریم ،z ∈ NG(c٣)∩V (F k
l ) = {c٢, c۴, c۵} رأس

ͬ گیریم: م نتیجه

NG(c۵) \ Sc٣
c۵ ⊈ V (F k

l ). (١٨ . ۴)

جای·زین S∗ = (S \ {c۶}) ∪ {c١} با را S اکنون .NG(c۶) \ S ⊆ V (F k
l ) که کنید فرض

که: ͬ گیریم م نتیجه بنابراین، ͬ دهیم. م ادامه تبدیل این با را اثبات و ͬ کنیم م

NG٠(c٢) \ (S∗)c٣
c٢ ̸= ∅.



همبند گراف های در ترنسورسال عدد ١٠٠
است، تناقض ΁ی مطلب این .NG٠(c٢) \ (S∗)

c٣
c٢ ⊈ V (F k

l ) داریم ،c١ ∈ (S∗)
c٣
c٢ چون

که: ͬ گیریم م نتیجه ،(⋆) و (S∗)
c٣
c٢ = (S

c٣
c٢ \ {c۶}) ∪ {c١} طبق چون

NG٠(c٢) \ (S∗)c٣
c٢ ⊆ NG٠(c٢) \ Sc٣

c٢ ⊆ V (F k
l ).

داریم: بنابراین،

NG(c۶) \ S ⊈ V (F k
l ). (١٩ . ۴)

گام توسط G و G ∈ Hi آنگاه ،I١(c۵) = ∅ اگر .I١(c۵) = NG[c۵] \ NG(x) دهید قرار
فرض ادامه در بنابراین، ͬ شود. م کامل اثبات پس است. آمده به دست C فرآیند از ١
Kt‐واحد ΁ی واحد هر ادامه در ،٣ . ٢ . ۴ مشاهده طبق ،j ̸= ۵ چون .I١(c۵) ̸= ∅ کنید
ͬ توان م ،(١٩ . ۴) و (١٨ . ۴) روابط و ١ حقیقت طبق پس .t ∈ {٢,٣,۴} که است،
بنابراین گرفت. به کار ١ حالت مانند را P ٢, . . . , P kG مسیرهای آوردن به دست استدلال
قضیه اثبات و است آمده به دست C فرآیند از ١, . . . , kG گام های توسط G و G ∈ Hi

ͬ شود. م کامل



۵ فصل
گراف های در ترنسورسال عدد

دوبخشͬ

مقدمه ١ . ۵
در که همان طور است. حقیقͬ دنیای در زیادی کاربردهای دارای ترنسورسال مسأله
پی΄ربندی قابلیت با آرایه ها مسأله حل مسأله، این کاربرد ΁ی شد، اشاره ١ . ٣ . ٢ بخش
ͬ شوند. م استفاده ͽمجتم مدارهای و حافظه ها تولید در گسترده به طور که است مجدد
در ترنسورسال کوچ΁ ترین مسأله با آرایه ها این معیوب عناصر اصلاح حقیقت در
دوبخشͬ گراف های به را ترنسورسال مسأله کاربرد، این ͬ شود. م متناظر گراف ها
گراف های برای حتͬ ترنسورسال مسأله که داد نشان [٧٨] در لاولر١ ͬ کند. م محدود

است. NP‐کامل نیز دوبخشͬ
کرد مشاهده ͬ توان م آسانͬ به آنگاه باشد، n مرتبه از دوبخشͬ گراف ΁ی G اگر

١Lawler



دوبخشͬ گراف های در ترنسورسال عدد ١٠٢
[١١١] در ول΄من٢ .τ(G) = ٠ آنگاه باشد، تهͬ گرافͬ G اگر .١ ≤ τ(G) ≤ ⌊n/٢⌋ که
در کرد. بندی رده را ⌊n/٢⌋ ترنسورسال عدد با n مرتبه از دوبخشͬ گراف های ساختار
گراف های همه ساختار حقیقت، در داد. خواهیم تعمیم را بندی رده این فصل، این
در ͬ کنیم. م مشخص را ،١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋ ،k ترنسورسال عدد با n مرتبه از دوبخشͬ
ترنسورسال عدد برای نردهاس‐گدم روابط تساوی در که درخت هایی کار، این نتیجه
از مستخرج ٢ مقاله براساس فصل این نتایج ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند، م صدق

است. رساله

دوبخشͬ گراف های ترنسورسال عدد ٢ . ۵
V٢ و V١ مجزای مجموعه های با تهͬ غیر دوبخشͬ گراف ΁ی G = (V١ ∪ V٢, E) اگر
هر برای بنابراین هستند. ترنسورسال هم و مستقل مجموعه هم V٢ و V١ آنگاه باشد،

است. برقرار زیر روابط ،G دوبخشͬ گراف

١ ≤ τ(G) ≤ n

٢ ≤ α(G) ≤ n− ١. (١ . ۵)

ازای به مثال به عنوان است، ام΄ان پذیر نیز τ(G) = ٠ شد ذکر مقدمه در که طور همان
است. دست یابی قابل نیز [١, n/٢] بازه در صحیح مقادیر تمامͬ همچنین، .n(G) = ١

ͬ کنیم. م اثبات زیر گزاره در را مطلب این

از دوبخشͬ گرافͬ ،١ ≤ k ≤ n/٢ به طوری که k و n صحیح اعداد برای .٢ . ١ . ۵ گزاره
دارد. وجود k ترنسورسال عدد و n مرتبه

.١ ≤ k ≤ n/٢ به طوری که باشند دلخواهͬ صحیح اعداد k و n کنید فرض برهان.
به صورت را k با برابر ترنسورسال عدد دارای و n مرتبه از Gk,n دوبخشͬ گراف اکنون
فرض باشد. k مرتبه از دلخواه دوبخشͬ گراف ΁ی G کنید فرض ͬ سازیم. م زیر
زیر به صورت cor(G) گراف از استفاده با را Gk,n گراف .V (G) = {v١, . . . , vk} کنید

٢Volkmann



١٠٣ مرتبه نصف برابر ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های
،viui جدید یال های همراه به را u١, u٢ . . . , un−٢k جدید رأس n− ٢k تعداد ͬ سازیم. م
،n − ٢k > k که حالتͬ برای آن در که ͬ کنیم م اضافه cor(G) به ،١ ≤ i ≤ n − ٢k
که کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به ͬ شوند. م محاسبه k پیمانه به V رأس های اندیس

است. k با برابر ترنسورسال عدد و n مرتبه از دوبخشͬ گرافͬ Gk,n

کرد. خواهیم استفاده زیر نتیجه از فصل، این ادامه در
G آنگاه باشد، k اندازه از ماکسیمم تطابق با همبند گرافͬ G اگر [١١١] .٢ . ١ . ۵ قضیه

است. k اندازه از ماکسیمم تطابق با فراگیر درختͬ شامل

نصف برابر ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های ٣ . ۵
مرتبه

داریم: ١ . ٣ . ١ و ١ . ٣ . ٩ قضایای از نتیجه ΁ی به عنوان
و اگر ،τ(G) = ⌊n/٢⌋ آنگاه باشد، n مرتبه از دوبخشͬ گراف ΁ی G اگر .٣ . ١ . ۵ نتیجه

باشد. ⌊n/٢⌋ اندازه از تطابق ΁ی دارای G اگر تنها
هر ازای به اگر تنها و اگر است کامل تطابق دارای T درخت که داد نشان چانهازان٣
ول΄من .[١۶] باشد فرد مؤلفه ΁ی دقیقا دارای G[V (G) \ {v}] گراف ،v ∈ V (G) رأس
مشخص را ⌊n/٢⌋ ترنسورسال عدد با n مرتبه از دوبخشͬ گراف های ساختار [١١١] در

کرد. معرفͬ را زیر عمل·ر کار، این برای او کرد.
گراف از دلخواه رأس ΁ی v و Tw درخت از دلخواه رأسͬ w کنید فرض :O′ عمل·ر •

ͬ آید. م به دست vw یال کردن اضافه با Tw ∪K٢ از T درخت باشد. K٢ کامل
کرد. معرفͬ زیر به صورت را T ′٢ و T ′١ خانواده های سپس

΁ی و K٢ کامل گراف از T یا T = K٢ اگر تنها و اگر T ∈ T ′١ درخت .٣ . ١ . ۵ تعریف
باشد. آمده به دست O′ عمل·ر از متناهͬ دنباله

٣Chunghaisan



دوبخشͬ گراف های در ترنسورسال عدد ١٠۴
΁ی و K١ کامل گراف از T یا T = K١ اگر تنها و اگر T ∈ T ′٢ درخت .٣ . ٢ . ۵ تعریف

باشد. آمده به دست O′ عمل·ر از متناهͬ دنباله

ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های T ′٢ و T ′١ خانواده های از استفاده با ول΄من
کرد. مشخص را مرتبه نصف با برابر

این در باشد. زوج مرتبه از دوبخشͬ گراف ΁ی G کنید فرض [١١١] .٣ . ١ . ۵ قضیه
باشد. T ∈ T١ فراگیر زیردرخت دارای G اگر تنها و اگر τ(G) = n(G)/٢ صورت،

این در باشد. فرد مرتبه از دوبخشͬ گراف ΁ی G کنید فرض [١١١] .٣ . ٢ . ۵ قضیه
باشد. T ∈ T٢ فراگیر زیردرخت دارای G اگر تنها و اگر τ(G) =

(
n(G)− ٢/((١ صورت،

مشخص ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های ۴ . ۵
،τ(G) = k ترنسورسال عدد با را n مرتبه از G دوبخشͬ گراف های ساختار بخش، این در
عدد با درخت ها ساختار ابتدا منظور، این برای ͬ کنیم. م مشخص ١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋
از Tk خانواده ،١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋ ،k ازای به ͬ کنیم. م بررسͬ را مشخص ترنسورسال

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را درخت ها

΁ی از که باشد n مرتبه از T درخت های همه خانواده ،Tk کنید فرض .١ . ۴ . ۵ تعریف
آنگاه باشد، زوج n اگر ͬ آیند. م به دست زیر به صورت درخت ها از ،T١, T٢, . . . , Tk دنباله
باشد. T١ مرکزی رأس v١ کنید فرض .T١ = P٣ دهید قرار صورت این غیر در و T١ = P٢

به طور Ti+١ آنگاه ،k ≥ ٢ اگر است. گراف این مرکزی رأس P٢ رأس هر که شود دقت
ͬ آید. م به دست زیر عمل·ر از استفاده با Ti از بازگشتͬ

افزودن با Ti از Ti+١ باشد. Ti درخت از دلخواه رأس ΁ی v کنید فرض :O عمل·ر •
به دست vi+١ به v کردن وصل و {vi+١, wi+١} رئوس مجموعه با P٢ مسیر ΁ی

ͬ آید. م



١٠۵ مشخص ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های
در به طوری که کنید اضافه Tk درخت در ،i ∈ [k] ،vi رأس به برگ ni ≥ ٠ پایان، در
.∑k

i=١ ni = n− ٢k − ١ باشد، فرد n اگر و ∑k
i=١ ni = n− ٢k باشد، زوج n که حالتͬ

ͬ شوند. م نامیده Tk
مخصوص۴ رأس های v١, v٢, . . . , vk رأس های

کرد. مطرح را زیر قضیه ͬ توان م اکنون

،τ(T ) = k صورت این در باشد. n مرتبه از درختͬ T کنید فرض .١ . ۴ . ۵ قضیه
.T ∈ Tk اگر تنها و اگر ،١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋

درخت های از دنباله ΁ی از T ،Tk خانواده تعریف طبق .T ∈ Tk کنید فرض برهان.
مخصوص رأس های به برگ تعدادی کردن اضافه با و O عمل·ر براساس T١, T٢, . . . , Tk

داریم ،١ . ٢ . ١ مشاهده طبق است. ستاره ΁ی T آنگاه ،k = ١ اگر است. آمده به دست Tk

نتیجه در .k ≥ ٢ کنید فرض ادامه در پس ͬ شود. م کامل اثبات بنابراین، .τ(T ) = ١
P٢ = vi+١wi+١ مسیر کردن اضافه با O عمل·ر براساس Ti از Ti+١ ،i ∈ [k − ١] ازای به
که ͬ کنیم م اثبات ادامه در است. آمده به دست Ti رأس ΁ی به vi+١ کردن وصل و

.i ∈ [k − ١] ،τ(Ti+١) = τ(Ti) + ١
برای ترنسورسال ΁ی S∪{vi+١} به وضوح باشد. τ(Ti)‐مجموعه ΁ی S کنید فرض

داریم: دی·ر، طرف از .τ(Ti+١) ≤ τ(Ti) + ١ بنابراین، است. Ti+١ درخت

V (Ti) ∩ {vi+١, wi+١} = ∅.

ͬ گیریم م نتیجه پس ͬ پوشاند. نم Ti+١ در را vi+١wi+١ یال τ(Ti)‐مجموعه ای هیچ پس
داریم: بنابراین، .τ(Ti+١) ≥ τ(Ti) + ١ که

τ(Ti+١) = τ(Ti) + ١. (٢ . ۵)

مشاهده ͬ توان م آسانͬ به .τ(Tk) = k ͬ شود م نتیجه ،(٢ . ۵) طبق و τ(T١) = ١ چون
با Tk از T که آنجا از است. Tk برای ترنسورسال ΁ی {v١, . . . , vk} مجموعه که کرد

۴special vertices



دوبخشͬ گراف های در ترنسورسال عدد ١٠۶
΁ی {v١, . . . , vk} بنابراین است، آمده به دست ،i ∈ [k] ،vi به برگ ni ≥ ٠ کردن اضافه
است. T القایی زیرگراف ΁ی Tk اما .τ(T ) ≤ k پس هست. نیز T برای ترنسورسال

.τ(T ) = k که ͬ گیریم م نتیجه .τ(T ) ≥ τ(Tk) = k بنابراین،

هر ͬ کنیم م ثابت n روی استقرا با کرد. خواهیم اثبات را قضیه عکس ادامه در
خانواده به متعلق ،١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋ ،k با برابر ترنسورسال عدد و n مرتبه از T درخت
فرض اکنون .T = P٢ ∈ T١ آنگاه ،diam(T ) = ١ اگر .n ≥ ٢ که است بدیهͬ است. Tk

.τ(T ) = ١ ،١ . ٢ . ١ مشاهده طبق است. ستاره ΁ی T بنابراین .diam(T ) = ٢ که کنید
به دست P٢ از رأسͬ به برگ n − ٢ کردن اضافه با P٢ مسیر از T آنگاه باشد زوج n اگر
کردن اضافه با P٣ مسیر ΁ی از T آنگاه باشد، فرد n اگر .T ∈ T١ بنابراین، است. آمده
کنید فرض .T ∈ T١ بنابراین، است. آمده به دست P٣ مرکزی رأس به برگ n − ٣
طول به مسیری a, b, c, d کنید فرض است. دوگانه ستاره ΁ی T پس .diam(T ) = ٣
c, d مسیر کردن اضافه با a, b مسیر از T آنگاه باشد، زوج n اگر باشد. T درخت در سه
رأس به برگ degT (c)−٢ و b رأس به برگ degT (b)−٢ افزودن سپس و O عمل·ر براساس
به وضوح، باشد. فرد n کنید فرض بنابراین .T ∈ T٢ بنابراین، است. آمده به دست c
فرض کلیت، از کاستن بدون است. سه حداقل درجه از T مرکزی رئوس از ی΄ͬ حداقل
مسیر از T بنابراین باشد. b رأس با مجاور برگͬ b١ ̸= a کنید فرض .deg(b) ≥ ٣ کنید
برگ degT (b) − ٣ افزودن سپس و O عمل·ر براساس c, d مسیر کردن اضافه با a, b, b١

این است. T ∈ T٢ بنابراین است. آمده به دست c رأس به برگ degT (c)−٢ و b رأس به
هستند. کافͬ استقرا پایه گام برای نتایج

مرتبه از T ′ درخت هر برای ح΄م کنید فرض .diam(T ) ≥ ۴ کنید فرض اکنون
عدد و n′ < n مرتبه از T ′ درخت هر کنید فرض دی·ر، عبارت به باشد. برقرار n′

< n

دارای T کنید فرض باشد. Tk خانواده به متعلق ،١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋ ،k ترنسورسال
به برگ ها تمام قوی پشتیبان هر از T درخت در است. قوی پشتیبان رأس تعدادی
بدیهͬ آید. به دست قوی پشتیبان رأس فاقد T

′ درخت تا کرده حذف را برگ ΁ی جز



١٠٧ مشخص ترنسورسال عدد با دوبخشͬ گراف های
کرد فرض ͬ توان م باشد. τ(T‐مجموعه

′
) ΁ی S کنید فرض .τ(T ′

) ≤ τ(T ) که است
΁ی S بنابراین باشد. آویخته، یال هر پوشاندن برای پشتیبان، رأس هر شامل S که

نتیجه: در .τ(T ) ≤ τ(T
′
) پس هست. نیز T درخت برای ترنسورسال

τ(T
′
) = τ(T ) = k.

T١, T٢, . . . , Tk درخت های از دنباله ΁ی از T ′ بنابراین .T ′ ∈ Tk استقرا، فرض طبق
به دست Tk مخصوص رأس های به برگ رأس تعدادی افزودن و O عمل·ر براساس
درخت پشتیبان رأس های که کرد مشاهده ͬ توان م ،O عمل·ر به توجه با است. آمده
به برگ تعدادی افزودن با Tk از T ′ چون است. {v١, v٢, . . . , vk} از زیرمجموعه ای Tk

برخͬ به برگ تعدادی کردن اضافه با T ′ از T و است آمده به دست Tk مخصوص رأس های
بنابراین، .T ∈ Tk که ͬ گیریم م نتیجه است، آمده به دست T

′ پشتیبان رأس های از
است. برقرار هستند، قوی پشتیبان رأس دارای که درخت هایی برای ح΄م

برگ ΁ی در را T اکنون است. قوی پشتیبان رأس فاقد T که کنید فرض ادامه در
فرض .d = diam(T ) آن در که ͬ کنیم م ریشه دار x٠, x١, . . . , xd قطری مسیر از x٠

بنابراین، باشد. τ(T‐مجموعه
′
) ΁ی S کنید فرض همچنین .T ′

= T − Txd−١ کنید
V (T

′
) ∩ چون .τ(T ) ≤ τ(T

′
) + ١ پس است. T برای ترنسورسال ΁ی S ∪ {xd−١}

بنابراین، ͬ پوشاند. نم T در را xd−١xd یال τ(T‐مجموعه ای
′
) هیچ ،{xd−١, xd} = ∅

استقرا، فرض طبق .τ(T ′
) = τ(T ) − ١ = k − ١ داریم نتیجه، در .τ(T ) ≥ τ(T

′
) + ١

براساس xd−١ به xd−٢ کردن وصل و P٢ : xd−١, xd مسیر افزودن با T پس .T ′ ∈ Tk−١

ͬ شود. م کامل اثبات پس .T ∈ Tk بنابراین، است. آمده به دست O عمل·ر

قضیه از مستقیم نتیجه ΁ی به عنوان ͬ کنیم. م بیان را خود اصلͬ نتیجه اکنون،
١ ≤ k ≤ ،k ترنسورسال عدد با n مرتبه از دوبخشͬ گراف های از زیر بندی رده ،١ . ۴ . ۵

ͬ آید. م به دست ،n/٢

این در باشد. n مرتبه از همبند دوبخشͬ گراف ΁ی G کنید فرض .٢ . ۴ . ۵ قضیه



دوبخشͬ گراف های در ترنسورسال عدد ١٠٨
و باشد T ∈ Tk فراگیر درخت دارای G اگر تنها و اگر ،١ ≤ k ≤ n/٢ ،τ(G) = k صورت

نباشد. موجود k
′
> k هر برای Tk

′ به متعلق G از فراگیری درخت هیچ
است، دوبخشͬ گراف ΁ی G چون .١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋ ،τ(G) = k کنید فرض برهان.
طبق بنابراین است. k اندازه از M ماکسیمم تطابق ΁ی دارای G ،١ . ٣ . ٩ قضیه طبق
.τ(T ) = k پس است. M ماکسیمم تطابق با T فراگیر درخت شامل G ،٢ . ١ . ۵ قضیه
فراگیر درخت ΁ی دارای G که کنید فرض .T ∈ Tk ،١ . ۴ . ۵ قضیه طبق بنابراین،
از .τ(T ′

) = k
′ ،١ . ۴ . ۵ قضیه طبق صورت این در .k′

> k به طوری که باشد T ′ ∈ Tk
′

فراگیر درخت دارای G پس است. تناقض ΁ی این که ،τ(G) ≥ τ(T
′
) = k

′
> k طرفͬ،

نیست. k′ > k هر برای T ′
k به متعلق G از فراگیری درخت هیچ و است T ∈ Tk

فراگیر درخت هیچ و T ∈ Tk فراگیر درخت ΁ی دارای G کنید فرض برعکس،
بنابراین .τ(T ) = k ،١ . ۴ . ۵ قضیه طبق نباشد. ،k′

> k هر برای ،Tk′ به متعلق G

دارای G قضیه، اول بخش طبق .τ(G) = k
′
> k کنید فرض .τ(G) ≥ τ(T ) = k

بنابراین، است. قضیه فرض با تناقض ΁ی مطلب این است. T ′ ∈ Tk′ فراگیر درخت
.τ(G) = k

از G دوبخشͬ گراف های همه ساختار ٢ . ۴ . ۵ قضیه ،١ . ٣ . ٩ و ١ . ٣ . ١ قضایای طبق
ساختار همچنین و ،⌈n/٢⌉ ≤ k ≤ n − ١ هر برای ،k برابر استقلال عدد با n مرتبه
،١ ≤ k ≤ ⌊n/٢⌋ هر برای ،k برابر یالͬ پوشانه با n مرتبه از G دوبخشͬ گراف های همه

ͬ کند. م مشخص را

ترنسورسال عدد برای نردهاس‐گدم روابط ۵ . ۵
گراف تنها گراف، ΁ی رنگͬ عدد با رابطه در مطالعات همه در ،١٩۵۶ سال از قبل تا
گراف و G گراف رنگͬ عدد [٨٨] در گدم۶ و نردهاس۵ ͬ شد. م گرفته نظر در G

و ͽجم حاصل برای پایینͬ و بالا کران های آن ها کردند. بررسͬ را ،Ḡ م΄ملش،
۵Nordhaus
۶Gaddum



١٠٩ ترنسورسال عدد برای نردهاس‐گدم روابط
کران هر آن، از پس کردند. ارائه گراف مرتبه براساس χ(Ḡ) و χ(G) ضرب حاصل
یا و نامساوی ،Ḡ گراف و G گراف برای پارامتر ΁ی ضرب حاصل یا و ͽجم حاصل برای
ترنسورسال عدد برای را رابطه این بخش، این در شد. نامیده نردهاس‐گدم٧ رابطه
نردهاس‐گدم روابط تساوی در که درخت هایی همچنین، ͬ کنیم. م بررسͬ درخت ها

ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند م صدق ترنسورسال، عدد برای
قضیه طبق بنابراین، .ω(G) = ٢ آنگاه باشد، n مرتبه از دوبخشͬ گراف ΁ی G اگر

داریم: G م΄مل گراف برای ،١ . ٣ . ١

τ(Ḡ) = n− α(Ḡ) = n− ω(G) = n− ٢. (٣ . ۵)

مشاهده طبق که ͬ آوریم م به دست را زیر کران های ،(٣ . ۵) و (١ . ۵) طبق بنابراین،
هستند. دقیق ١ . ٢ . ١

داریم: آنگاه باشد، n مرتبه از دوبخشͬ گراف ΁ی G اگر .١ . ۵ . ۵ مشاهده

n− ١ ≤ τ(G) + τ(Ḡ) ≤ ٣
٢n− ٢.

داریم: مشابه، به طور

n− ٢ ≤ τ(G) · τ(Ḡ) ≤ ١
٢n٢ − n.

تساوی در ترتیب به مسیر و ستاره گراف مثال به عنوان هستند، دقیق کران ها این
ͬ کنند. م صدق فوق روابط بالای کران و پایین کران

نردهاس‐ روابط تساوی در که درخت هایی ،١ . ۴ . ۵ قضیه از نتیجه ΁ی به عنوان
ͬ کنیم. م دسته بندی ͬ کنند، م صدق ترنسورسال عدد گدم

داریم: صورت این در باشد. n مرتبه از درخت ΁ی T کنید فرض .١ . ۵ . ۵ نتیجه

τ(T ) + τ(T̄ ) = k,

٧Nordhaus-Gaddum relation



دوبخشͬ گراف های در ترنسورسال عدد ١١٠
داریم: همچنین، .T ∈ Tk−n+٢ اگر تنها و اگر ،n− ١ ≤ k ≤ ٣n/٢ − ٢

τ(G) · τ(Ḡ) = k,

.T ∈ Tk/(n−٢) اگر تنها و اگر ،n− ٢ ≤ k ≤ n٢/٢ − n



۶ فصل
گراف ها در فاصله با رومͬ احاطه گری

مقدمه ١ . ۶
هرگاه گوییم احاطه گر G گراف در را رئوس از S مجموعه ΁ی که ͬ کنیم م یادآوری
΁ی اندازه کوچ΁ ترین با برابر ،γ(G) ،G گراف احاطه گری عدد .N [S] = V (G)

f : V (G) → {٠, ١,٢} کنید فرض ،G گراف برای است. G در احاطه گر مجموعه
به طوری که باشد f توسط شده القا V (G) از مرتب افراز ΁ی (V٠, V١, V٢) و تابع ΁ی
تابع بین ΁ی به ΁ی تناظر ΁ی .Vi = {v ∈ V (G) | f(v) = i} داریم ،i = ٠, ١,٢ برای
بنابراین، دارد. وجود V (G) مجموعه از (V٠, V١, V٢) مرتب افراز و f : V (G) → {٠, ١,٢}
احاطه گر تابع f : V (G) → {٠, ١,٢} تابع .f = (V٠, V١, V٢) ͬ نویسیم م سادگͬ برای
f(v) = ٢ که v رأس ΁ی حداقل با f(u) = ٠ که u رأس هر هرگاه ͬ شود م نامیده روم١ͬ
f(V (G)) =

∑
v∈V (G) f(v) مقدار با برابر f رومͬ احاطه گر تابع ΁ی وزن باشد. مجاور

رومͬ احاطه گر تابع ΁ی وزن کم ترین ،γR(G) ،G گراف روم٢ͬ احاطه گری عدد است.
١Roman dominating function
٢Roman domination number



گراف ها در فاصله با رومͬ احاطه گری ١١٢
است. G گراف در

نامیده G گراف برای k‐فاصله ای٣ احاطه گر مجموعه ΁ی D ⊆ V (G) زیرمجموعه
داشته قرار D درون رأسͬ از k حداکثر فاصله در V (G) \D در رأس هر هرگاه ͬ شود م
عدد ،G در k‐فاصله ای احاطه گر مجموعه های همه بین در اندازه کوچ΁ ترین باشد.
گراف ها در k‐فاصله ای احاطه گری مفهوم ͬ شود. م نامیده k‐فاصله ای۴ احاطه  گری

شد. معرفͬ [۶١] در هم΄ارانش و هنینگ توسط
و صحیح عدد برای را r‐احاطه گری مفهوم [٣۶ ،٣۵] در جاکوبسن۶ و فینک۵
گراف برای r‐احاطه گر٧ مجموعه ΁ی D ⊆ V (G) مجموعه کردند. معرفͬ r مثبت
باشد. مجاور D از رأس r حداقل با V (G) \ D در رأس هر هرگاه ͬ شود م نامیده G

r‐احاطه گری٨ عدد G r‐احاطه گر مجموعه های همه بین در اندازه کوچ΁ ترین
ازای به [۶٨] در ول΄من و کامرلینگ٩ ͬ شود. م داده نمایش γr(G) با و ͬ شود م نامیده
تعمیم رومͬ r‐احاطه گری به را رومͬ احاطه گری مفهوم ،r مثبت صحیح عدد هر
هرگاه ͬ شود م نامیده روم١٠ͬ r‐احاطه گری تابع ،f : V (G) → {٠, ١,٢} تابع دادند.
تابع ΁ی وزن باشد. مجاور f(v) = ٢ که v رأس r حداقل با f(u) = ٠ که u رأس هر
‐r عدد ͬ شود. م تعریف f(V (G)) =

∑
v∈V (G) f(v) مقدار با برابر رومͬ r‐احاطه گر

r‐احاطه گر تابع ΁ی وزن کم ترین با برابر ،γrR(G) ،G گراف در روم١١ͬ احاطه گری
است. G در رومͬ

رومͬ r‐احاطه گری به را رومͬ r‐احاطه گری مفهوم ،k ≥ ١ هر برای فصل، این در
رومͬ r‐احاطه گر تابع ΁ی را f : V (G) → {٠, ١,٢} تابع ͬ دهیم. م تعمیم k‐فاصله ای

r حداقل از k حداکثر فاصله در f(u) = ٠ که u رأس هر هرگاه ͬ نامیم م k‐فاصله ای١٢

k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری تابع ΁ی وزن باشد. داشته قرار f(v) = ٢ که v رأس
در k‐فاصله ای١٣ رومͬ r‐احاطه گری عدد .f(V (G)) =

∑
v∈V (G) f(v) با است برابر

٣distance-k dominating set
۴distance-k domination number
۵Fink
۶Jacobson
٧r-dominating set
٨r-domination number

٩Kämmerling
١٠Roman r-dominating function
١١Roman r-domination number
١٢distance-k Roman r-dominating function
١٣distance-k Roman r-domination number



١١٣ گراف ها در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری

در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گر تابع ΁ی وزن کم ترین با برابر ،γ(k,r)
R (G) ،G گراف

.γ(١,r)
R (G) = γrR(G) که است بدیهͬ است. G گراف

k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری عدد برای احتمالاتͬ کران  چند فصل، این در
‐k رومͬ r‐احاطه گری عدد اندازه نیز پایان در داد. خواهیم ارائه گراف ها برای
٣ مقاله براساس فصل این نتایج ͬ کنیم. م بررسͬ تصادفͬ گراف های در را فاصله ای

است. رساله از مستخرج

گراف ها در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری ٢ . ۶
r مثبت و صحیح عدد هر برای k‐فاصله ای، رومͬ r‐احاطه گری مفهوم به توجه با
ͬ کنیم م فرض بخش این طول در بنابراین، .γ(k,r)

R (G) = n داریم ،r ≥ n/٢ به طوری که
نتیجه، در .γ(k,r)

R (G) = ٢r داریم آنگاه ،diam(G) ≤ k اگر همچنین .r < n/٢ که
برای ͬ گیریم. م نظر در را diam(G) > k که G گراف های تنها بخش این طول در
و u ̸= v به طوری که باشد u رأس های همه مجموعه Nk(v) کنید فرض ،v رأس ΁ی
کنید فرض همچنین، دارند. قرار v رأس از k حداکثر فاصله به رئوس این از ΁ی هر
نیز را Gk k‐گراف ،G گراف برای اینجا در .δk = δk(G) = min{|Nk(v)| | v ∈ V (G)}

V (Gk) = V (G) رئوس مجموعه با گرافͬ Gk
k‐گراف١۴ ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت

.G١ = G که شود دقت است. E(Gk) = {xy | dG(x, y) ≤ k} یال های مجموعه و

΁ی r آن در که باشد δ(G) ≥ r و n مرتبه از گرافͬ G کنید فرض [۴٩] .٢ . ١ . ۶ قضیه
داریم: آنگاه ،(δ(G) + ١ + ٢ ln٢)/ ln(δ(G) + ١) ≥ ٢r اگر است. مثبت و صحیح عدد

γrR(G) ≤
(٢r ln(δ(G) + ١)− ln۴ + ٢

δ(G) + ١
)
n.

به دست ٢ . ١ . ۶ قضیه از زیر قضیه بنابراین، .γ(k,r)
R (G) = γrR(Gk) که است بدیهͬ

ͬ آید. م
١۴k-graph



گراف ها در فاصله با رومͬ احاطه گری ١١۴
داریم: آنگاه ،δk ≥ r و (δk + ١ + ٢ ln٢)/ ln(δk + ١) ≥ ٢r اگر .٢ . ٢ . ۶ قضیه

γ
(k,r)
R (G) ≤

(٢r ln(δk + ١)− ln۴ + ٢
δk + ١

)
n.

مم΄ن کران بهترین مجانبی به طور ٢ . ٢ . ۶ قضیه کران که ͬ دهیم م نشان ادامه در
است.

باشیم داشته همچنین و δk ≥ r باشد، بزرگ کافͬ اندازه به n اگر .٢ . ٣ . ۶ قضیه
به طوری که: است موجود G گراف آنگاه ،(δk + ١ + ٢ ln٢)/ ln(δk + ١) ≥ ٢r

γ
(k,r)
R (G) ≥

(٢r ln(δk + ١)− ln۴ + ٢
δk + ١

)
n(١ + o(١)).

گراف مثال برای .diam(F ) ≤ k و باشد [δk ln δk] مرتبه از گرافͬ F کنید فرض برهان.
سپس .F = V (F ) دهید قرار راحتͬ برای گرفت. نظر در ͬ توان م را K[δk ln δk] کامل
به را vi رأس هر و ͬ کنیم م اضافه را V = {v١, . . . , vδk} جدید رأس های از مجموعه ای
گراف ͬ کنیم. م متصل شده اند، انتخاب F مجموعه از تصادفͬ به طور که رأس ⌈δk/r⌉

مرتبه از گرافͬ G گراف که کرد محاسبه ͬ توان م سادگͬ به ͬ نامیم. م G را آمده به دست
بالا احتمال با که ͬ کنیم م اثبات ما است. n = [δk ln δk] + δk

γ
(k,r)
R (G) ≥ ٢r ln δk

δk
n(١ + oδk(١))

= ٢r ln٢ δk(١ + oδk(١)).

‐r تابع ΁ی f یعنͬ باشد، G برای γ‐تابع
(k,r)
R ΁ی f = (D٠, D١, D٢) کنید فرض

همچنین .f(V (G)) = γ
(k,r)
R (G) به طوری که است G برای k‐فاصله ای رومͬ احاطه گر

.D١ ⊆ V و D٢ ⊆ F که کرد فرض ͬ توان م بدیهͬ به طور .⌈δk/r⌉ ≥ r کنید فرض
،|D٢| > r ln٢ δk − r ln δk ln(r ln

۴ δk) اگر ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو اکنون
بنابراین، است. مسأله مطلوب که همان طور ،f(V (G)) > ٢r ln٢ δk(١ + oδk(١)) آنگاه
پیشامد Aiاین کنید فرض .|D٢| ≤ r ln٢ δk − r ln δk ln(r ln

۴ δk) که کنید فرض ادامه در



١١۵ گراف ها در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری

بنابراین، نشود. k‐فاصله ای r‐احاطه D٢ مجموعه توسط vi ∈ V رأس ΁ی که باشد
داریم:

Pr(Ai) = Pr(|D٢ ∩Nk(vi)| ≤ r − ١)
=

r−١∑
i=٠

(
δk/r
i

)(|D٢|
i

)(|F |−|D٢|
(δk/r)−i

)( |F |
δk/r

)
≥

(|F |−|D٢|
δk/r

)( |F |
δk/r

)
≥

( |F | − |D٢| − δk
r

|F | − δk
r

) δk
r

=
(١ − |D٢|

|F | − δk
r

) δk
r .

به دست را زیر تخمین ،x < ١ برای ١ − x ≥ e−x(١ − x٢) نامساوی از استفاده با
ͬ آوریم: م

Pr(Ai) ≥ e
− r ln٢ δk−r ln δk ln(r ln۴ δk)

δk ln δk− δk
r

δk
r
(١ −

(r ln٢ δk − r ln δk ln(r ln
۴ δk)

δk ln δk − δk
r

)٢) δk
r

= e
− ln δk+ln(r ln۴ δk)

١−١/(r ln δk) (١ + oδk(١))
= e

ln(
r ln۴ δk

δk
)(١+oδk (١))(١ + oδk(١))

=
(r ln۴ δk

δk

)(١+oδk (١))
(١ + oδk(١))

≥ r ln٣ δk
δk

.

‐r ،D٢ مجموعه توسط vi ∈ V رأس ΁ی که باشد پیشامد این Ac
i اگر بنابراین،

که: ͬ گیریم م نتیجه آنگاه شود، k‐فاصله ای رومͬ احاطه

Pr(Ac
i) ≤ ١ − r ln٣ δk

δk
.



گراف ها در فاصله با رومͬ احاطه گری ١١۶
برابر |D٢ ∩Nk(V )| میانگین ب·یرید. نظر در را |D٢ ∩Nk(V )| تصادفͬ متغیر اکنون

با: است

E(|D٢ ∩Nk(V )|) =
δk∑
i=١

Pr(Ac
i) ≤ δk − r ln٣ δk.

به .|D١| ≥ r ln٣ δk به طوری که است موجود G گراف که گرفت نتیجه ͬ توان م پس
داریم: دی·ر، عبارت

f(V (G)) ≥ r ln٣ δk > ٢r ln٢ δk(١ + oδk(١)),
است. مسأله مطلوب همان این که

نتیجه پس .Pr(Ai) = ١ که است بدیهͬ آنگاه ،⌈δk/r⌉ < r اگر که شود دقت
نتیجه، در .vi ∈ D١ داریم ،i ∈ [δk] هر برای بنابراین، .Pr(Ac

i) = ٠ که ͬ گیریم م
ͬ شود. م کامل قضیه اثبات و f(V (G)) ≥ |D١| ≥ r ln٣ δk

پوقوسیان١۶ و زرویچ١۵ ͬ کنیم. م بیان r = ١ خاص حالت برای کران تعدادی ادامه، در
داریم: δ ≥ ١ درجه مینیمم با G گراف هر برای که کردند اثبات [١١٩] در

γR(G) ≤ ١)٢ − δ٢ ١
δ

(١ + δ)١+δ

)
n.

داریم: همچنین،
γR(G) ≤

(٢ ln(δ + ١)− ln۴ + ٢
δ + ١

)
n. (١ . ۶)

G کنید فرض است. مم΄ن کران بهترین (١ . ۶) کران که کردند اثبات آن ها همچنین،
چون .δk ≥ ٢ داریم ،k مثبت و صحیح عدد برای به طوری که باشد n مرتبه از گرافͬ

که: کرد استدلال ͬ توان م ،γ(k,١)
R (G) = γR(G

k)

γ
(k,١)
R (G) ≤ ١)٢ − δk٢ ١

δk

(١ + δk)١+δk

)
n.

١۵Zverovich
١۶Poghosyan



١١٧ تصادفͬ گراف های در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری

و
γ
(k,١)
R (G) ≤

(٢ ln(δk + ١)− ln۴ + ٢
δk + ١

)
n.

است. مم΄ن کران بهترین آخر کران
رئوس مجموعه با همبند گراف ΁ی G اگر که دادند نشان [١٠٨] در زو١٨ و تیان١٧

آنگاه باشد، مثبت صحیح عدد ΁ی k و V (G) = [n]

γk(G) ≤ min
(p١,p٢,...,pn)∈Qn

fG(p١, p٢, . . . , pn),

آن در که
fG(p١, p٢, . . . , pn) =

n∑
i=١

(
pi + (١ − pi)

∏
j∈Nk(i)

(١ − pj)
)
.

داریم: G گراف برای که کرد مشاهده ͬ توان م مشابه، اثبات ΁ی با
γ
(k,١)
R (G) ≤ min

(p١,p٢,...,pn)∈Qn
fG(p١, p٢, . . . , pn),

آن در که
fG(p١, p٢, . . . , pn) =

n∑
i=١

(٢pi + (١ − pi)
∏

j∈Nk(i)

(١ − pj)
)
.

تصادفͬ گراف های در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری ٣ . ۶
΁ی G(n, p) تصادفͬ گراف باشد. ٠ < p < ١ و مثبت صحیح عدد ΁ی n کنید فرض
احتمال توسط که است [n] رئوس مجموعه با گراف ها مجموعه روی احتمالاتͬ فضای
همیشه تقریبا n به وابسته پیشامد ΁ی ͬ شوند. م تعیین Pr[{i, j} ∈ E(G)] = p

΁نزدی ΁ی به نیز پیشامد وقوع احتمال بی΄ران، به طور n افزایش با هرگاه است برقرار
k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گر مجموعه هر وزن تعریف، طبق که شود دقت شود.
گراف قطر p < ١ ازای به که است شده ثابت طرفͬ از باشد. ٢r برابر حداقل باید
آنگاه ،k ≥ ٢ و ثابت p اگر بنابراین، است. دو برابر همیشه تقریبا G(n, p) تصادفͬ

١٧Tian
١٨Xu



گراف ها در فاصله با رومͬ احاطه گری ١١٨
در ͬ کنیم. م رها باز مسأله ΁ی به عنوان را k = ١ و ثابت p حالت .γ(٢,r)

R (G(n, p)) = ٢r
نباشد. ثابت p که کنید فرض ادامه

طبیعͬ عدد ΁ی d = d(n) ≥ ٢ و مثبت ثابت عدد ΁ی c کنید فرض [١۵] .٣ . ١ . ۶ قضیه
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را ،٠ < p < ١ ،p = p(n, c, d) پارامتر باشد.

pdnd−١ = log(n٢/c).

داریم: G(n, p) گراف برای صورت این در .pn/(log n)٣ → ∞ کنید فرض

lim
n→∞

Pr(diam(G) = d) = e−c/٢,

و
lim
n→∞

Pr(diam(G) = d+ ١) = ١ − e−c/٢.

ͬ آید. م به دست مستقیم به طور زیر نتیجه ،٣ . ١ . ۶ قضیه از

تصادفͬ گراف ΁ی در ،r و k ≥ ٣ دلخواه و مثبت صحیح اعداد برای .٣ . ٢ . ۶ قضیه
.γ(k,r)

R (G(n, p)) = ٢r همیشه تقریبا ،p = k

√
log(n٢/c)

nk−١ با G(n, p)

ͬ کنیم. م بررسͬ را k = ٢ حالت ادامه در

G(n, p) تصادفͬ گراف قطر ،c > √٢ برای .p = c
√

lnn
n

کنید فرض [۶۴] .٣ . ٣ . ۶ قضیه
است. دو مساوی یا کم تر همیشه تقریبا

داریم ،p ≥
√٢√ lnn

n
برای همیشه تقریبا که ͬ گیریم م نتیجه ٣ . ٣ . ۶ قضیه از

ازای به را ٣ . ٣ . ۶ قضیه در p مقدار کم ترین داریم قصد اکنون .γ(k,r)
R (G(n, p)) = ٢r

دهیم. کاهش p ≥ c
√

lnn
n

به √٢√ lnn
n

از c > ١ ثابت مقدار

هر برای صورت این در باشد. ثابت مقدار ΁ی c > ١ کنید فرض .۴ . ٣ . ۶ قضیه
همیشه تقریبا ،p ≥ c

√
lnn
n

با G(n, p) تصادفͬ گراف در ،r مثبت و صحیح عدد
.γ(٢,r)

R (G(n, p)) = ٢r



١١٩ تصادفͬ گراف های در k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری

رأس های باشد. r اندازه از زیرمجموعه ΁ی D ⊆ V (G(n, p)) کنید فرض برهان.
رأس این که احتمال ͬ کنیم. م نام گذاری v١, v٢, . . . , vr برچسب های با را D مجموعه

با: است برابر نباشد، vi ∈ D رأس از دو فاصله در u ∈ V (G(n, p)) \D

Pr(u /∈ N٢(vi)) ≤ (١ − p٢)n−٢.

u ∈ V (G(n, p))\D رأس های تعداد به طوری که باشد تصادفͬ متغیر ΁ی X کنید فرض
داریم قصد ͬ کند. م مشخص است، r از کمتر D در آن ٢‐همسایه های تعداد که را
ͬ شود. م ΁نزدی صفر به X > ٠ اینکه احتمال بی΄ران، به طور n افزایش با دهیم نشان
داشته D در ٢‐همسایه تا r از کم تر u اگر ͬ شود، م نامیده بد١٩ رأس u رأس ΁ی
خطͬ خاصیت طبق باشد. بد رأس ΁ی u که باشد پیشامد این Bu کنید فرض باشد.

داریم: میانگین، بودن

E(X) = (n− r)Pr(Bu). (٢ . ۶)

نیستند u ٢‐همسایه که D رأس های تعداد که باشد تصادفͬ متغیر Xu کنید فرض
داریم: صورت این در ͬ کند. م مشخص را

E(Xu) ≤ r(١ − p٢)n−٢

≤ re−p٢(n−٢).

بنابراین، .Pr(Xu > ٠) ≤ E(Xu) ≤ re−p٢(n−٢) داریم مارکوف، نامساوی طبق

Pr(Bu) = Pr(Xu > ٠)
≤ re−p٢(n−٢). (٣ . ۶)

١٩bad vertex



گراف ها در فاصله با رومͬ احاطه گری ١٢٠
نتیجه مارکوف نامساوی از .E(X) ≤ (n−r)re−p٢(n−٢) داریم ،(٣ . ۶) و (٢ . ۶) طبق

ͬ شود: م

Pr(X > ٠) ≤ E(X) ≤ (n− r)re−p٢(n−٢) < nre−p٢(n−٢). (۴ . ۶)

ͬ آید: م به دست p مقدار n افزایش با ،(۴ . ۶) طبق

ep
٢(n−٢) > rn ⇒ p٢(n− ٢) > ln rn

⇒ p >

√
ln rn

n− ٢
⇒ p >

√
lnn

n
.

را ep
٢(n−٢) مقدار اکنون است. ثابت مقدار ΁ی c > ١ آن در که ،p > c

√
lnn
n

کنید فرض
ͬ کنیم: م تعیین

ep
٢(n−٢) ≥ (elnn)c

٢(n−٢
n

) ≥ nc١)٢− ٢
n
). (۵ . ۶)

داریم: (۵ . ۶) و (۴ . ۶) طبق

nre−p٢(n−٢) ≤ nr

nc١)٢− ٢
n
)
=

r

nc١)٢− ٢
n
)−١ . (۶ . ۶)

نتیجه در .c١)٢ − ٢
n
) − ١ > ٠ پس، .c١)٢ − ٢

n
) > ١ داریم n افزایش با ،c٢ > ١ چون

داریم:
r

nc١)٢− ٢
n
)−١ → ٠.

احتمال بی΄ران، به طور n افزایش با ͬ گیریم م نتیجه (۶ . ۶) و (۴ . ۶) روابط از بنابراین،
ͬ کند. م میل صفر سمت به نیز Pr(X > ٠)



آ  پیوست
نمادها فهرست

غیرالفبایی نمادهای آ  . ١
∪ اجتماع
∩ اشتراک
∞ بینهایت
\ مجموعه ها تفاضل
G ⊆ H زیرگراف
G[S] S توسط القایی زیرگراف
A ⊆ B زیرمجموعه
⌈x⌉ عدد سقف
⌊x⌋ عدد کف
[n] {١, . . . , n}
Ḡ گراف م΄مل
G⊠H گراف ها قوی ضرب
A×B مجموعه ها دکارتͬ ضرب



نمادها فهرست ١٢٢

الفبایی نمادهای آ  . ٢
Gk گراف قوی ضرب بار k
Gk k‐گراف

m(G) گراف اندازه
R(G) گراف باقیمانده
τ ′(G) یالͬ پوشانه
cor(G) گراف تاج
λ(G) گراف سخت مؤلفه های تعداد
o(G) گراف فرد مؤلفه های تعداد
degG(v) رأس درجه
M(G) گراف میانͬ درجه
Cn رأس n با دور
Sn رأس n+ ١ با ستاره
Sm,n دوگانه ستاره
rad(G) گراف شعاع
Θ(G) شانون ظرفیت
γrR(G) رومͬ r‐احاطه گری عدد
γ
(k,r)
R (G) k‐فاصله ای رومͬ r‐احاطه گری عدد

γ(G) احاطه گری عدد
γR(G) رومͬ احاطه گری عدد
α(G) استقلال عدد
αc(G) بحرانͬ استقلال عدد
α′(G) یالͬ استقلال عدد
τ(G) ترنسورسال عدد
τf (G) کسری ترنسورسال عدد
ω(G) خوشه ای عدد
χ(G) رنگͬ عدد
χd(G) احاطه گر رنگͬ عدد



١٢٣ الفبایی نمادهای
a(G) نابودی عدد
dG(u, v) رأس دو فاصله
D̄(G) گراف متوسط فاصله
diam(G) گراف قطر
godd(G) گراف فرد کمر
Kn رأس n با کامل گراف
ecc(v) مرکز از گریز
∆(G) گراف درجه ماکسیمم
n(G) گراف مرتبه
Pn رأس n با مسیر
δ(G) گراف درجه مینیمم
NG(v) رأس باز همسای·ͬ
NG(S) مجموعه باز همسای·ͬ
NG[v] رأس بسته همسای·ͬ
NG[S] مجموعه بسته همسای·ͬ
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انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
F -unit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F‐واحد

H-free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H‐آزاد

k-coloring. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آمیزی k‐رنگ

k-colorable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیر k‐رنگ

k-graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k‐گراف.

NP-hard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NP‐سخت

NP-complete. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NP‐کامل.

r-regular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r‐منتظم

saturated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده
size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه
residue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باقیمانده
leaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ
difficult block . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سخت. بلوک
improvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهبود
double-paw. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه. پاروی
strong support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی پشتیبان
bridge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پل
edge covering number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالͬ پوشانه
vertex cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأسͬ پوشش



انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه ١۴٠
edge cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالͬ پوشش
minimum edge cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم یالͬ پوشش
Roman dominating function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومͬ احاطه گر تابع
corona. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاج.
transversal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترنسورسال.
fractional transversal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری ترنسورسال
matching. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق.
perfect matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل تطابق
maximum matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم تطابق
clique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه
degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
median degree. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانͬ. درجه
tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت
rooted tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه دار درخت
spanning tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراگیر درخت
characterization . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دسته بندی
degree sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجات. دنباله
cycle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور.
vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس
cut vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برشͬ. رأس
central vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی رأس
divider vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقسم رأس
isolated vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد رأس
support vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پشتیبان رأس



١۴١ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
color . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگ
proper coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز آمیزی رنگ
root of tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت. ریشه
subgraph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگراف.
induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی زیرگراف
spanning subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراگیر زیرگراف
star . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره
double-star . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه ستاره
radius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاع
strong product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی ضرب
Shannon capacity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شانون ظرفیت
r-domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r‐احاطه گری عدد
domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گری عدد
distance-k domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k‐فاصله ای احاطه گری عدد
Roman domination number. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رومͬ. احاطه گری عدد
independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استقلال عدد
critical independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بحرانͬ. استقلال عدد
edge independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالͬ استقلال عدد
transversal number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترنسورسال عدد
fractional transversal number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. ترنسورسال عدد
clique number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه ای عدد
choromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگͬ عدد
annihilation number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نابودی عدد
distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله



انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه ١۴٢
average distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متوسط فاصله
diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
Cvetković bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چتکویچ کران
color class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگͬ کلاس
girth. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر.
graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف
null graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تهͬ گراف
bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشͬ گراف
difficult graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سخت گراف
complete split graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. شده ش΄افته گراف
complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف
König-Egerváry graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کونی΃‐ای·رواری گراف
cubic graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م΄عبی. گراف
complement graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م΄مل گراف
regular graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم. گراف
eccentricity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز. از گریز
adjacency matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاورت. ماتریس
maximum degree. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه. ماکسیمم
triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث
r-dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . r‐احاطه گر مجموعه
dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گر مجموعه
distance-k dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . k‐فاصله ای احاطه گر مجموعه
independent set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل مجموعه
order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه



١۴٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه
path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
bridge-augmenting path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افزوده. پل مسیر
bridge-alternating path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پل‐متناوب مسیر
component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مؤلفه
minimum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه مینیمم
disconnected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناهمبند
connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند.
open neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز همسای·ͬ
closed neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته همسای·ͬ
edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال
pendant edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آویخته یال
cut edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برشͬ. یال





فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
adjacency matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاورت. ماتریس
annihilation number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نابودی عدد
average distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متوسط فاصله
bipartite graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوبخشͬ گراف
bridge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پل
bridge-alternating path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پل‐متناوب مسیر
bridge-augmenting path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افزوده. پل مسیر
central vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی رأس
choromatic number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگͬ عدد
clique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه
clique number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خوشه ای عدد
closed neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته همسای·ͬ
color . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگ
color class . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رنگͬ کلاس
connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند.
complement graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م΄مل گراف
complete graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل گراف
complete split graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. شده ش΄افته گراف
component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مؤلفه



فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه ١۴۶
corona. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاج.
critical independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بحرانͬ. استقلال عدد
cubic graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م΄عبی. گراف
cut edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برشͬ. یال
cut vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برشͬ. رأس
Cvetković bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چتکویچ کران
cycle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دور.
degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه
degree sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجات. دنباله
diameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطر
difficult block . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سخت. بلوک
difficult graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سخت گراف
disconnected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناهمبند
distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله
divider vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقسم رأس
dominating set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گر مجموعه
domination number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احاطه گری عدد
double-paw. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه. پاروی
double-star . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوگانه ستاره
eccentricity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکز. از گریز
edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یال
edge cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالͬ پوشش
edge covering number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالͬ پوشانه
edge independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یالͬ استقلال عدد



١۴٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه
fractional transversal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری ترنسورسال
fractional transversal number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. ترنسورسال عدد
girth. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کمر.
graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف
independence number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استقلال عدد
independent set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل مجموعه
induced subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . القایی زیرگراف
improvement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهبود
isolated vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد رأس
König-Egerváry graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کونی΃‐ای·رواری گراف
leaf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگ
matching. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق.
maximum degree. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه. ماکسیمم
maximum matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم تطابق
median degree. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میانͬ. درجه
minimum degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه مینیمم
minimum edge cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم یالͬ پوشش
null graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تهͬ گراف
open neighborhood . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز همسای·ͬ
order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه
path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر
pendant edge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آویخته یال
perfect matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل تطابق
proper coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاز آمیزی رنگ



فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه ١۴٨
radius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شعاع
regular graph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منتظم. گراف
residue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باقیمانده
rooted tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریشه دار درخت
root of tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت. ریشه
saturated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آلوده
Shannon capacity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شانون ظرفیت
size . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه
spanning subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراگیر زیرگراف
spanning tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فراگیر درخت
star . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستاره
strong product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی ضرب
strong support . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قوی پشتیبان
subgraph. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگراف.
support vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پشتیبان رأس
transversal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترنسورسال.
transversal number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترنسورسال عدد
tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درخت
triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث
unit. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد.
vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأس
vertex cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رأسͬ پوشش





نمایه
۴١ C۵‐واحد،

۵ H‐آزاد،

۴١ K∗۴‐واحد،
۴١ Kt‐واحد،

٩ آمیزی، k‐رنگ

٩ پذیر، k‐رنگ

١١٣ k‐گراف،

۵ n‐پنجه،

۵ r‐منتظم،

٢۴ NP‐سخت،

٢۴ NP‐کامل،

٢ اندازه،
٣ باقیمانده،

٣ برگ،
۴ بلوک،

۴۵ سخت، بلوک
١١٢ k‐فاصله ای، رومͬ r‐احاطه گر تابع

١١٢ رومͬ، r‐احاطه گری تابع
١١١ رومͬ، احاطه گر تابع

۵ تاج،
۶ ترنسورسال،

١۵ کسری، ترنسورسال
١٢ تطابق،

١٢ ماکسیمم، تطابق
١٢ کامل، تطابق

٨ خوشه،
٢ درجه،

٣ میانͬ، درجه
۵ درخت،

۵ ریشه دار، درخت
٢ رأس،

١١٩ بد، رأس
۴ برشͬ، رأس

۵ مرکزی، رأس
۴١ مقسم، رأس
٣ منفرد، رأس

٣ پشتیبان، رأس
۵ دوگانه، ستاره مرکزی رأس های

١۵٠



١۵١ نمایه
١٠٩ نردهاس‐گدم، رابطه

١١ احاطه گر، آمیزی رنگ
٩ مجاز، آمیزی رنگ

۵ درخت، ریشه
۶ کردن، زیرتقسیم
۴ القایی، زیرگراف

۵ ستاره،
۵ دوگانه، ستاره

۴ شعاع،
١۶ قوی، ضرب

١٧ شانون، ظرفیت
١١٢ r‐احاطه گری، عدد

١١٢ رومͬ، r‐احاطه گری عدد
١١٢ k‐فاصله ای، رومͬ r‐احاطه گری عدد

١٠ احاطه گری، عدد
١١١ رومͬ، احاطه گری عدد

١١٢ k‐فاصله ای، احاطه  گری عدد
٧ استقلال، عدد

١۴ بحرانͬ، استقلال عدد
١٢ یالͬ، استقلال عدد

۶ ترنسورسال، عدد
١۵ کسری، ترنسورسال عدد

٨ خوشه ای، عدد
٩ رنگͬ، عدد

١١ احاطه گر، رنگͬ عدد
١٣ نابودی، عدد

۴ فاصله،
۴ متوسط، فاصله

۴ قطر،
٢ درجه، ماکسیمم

١١٢ r‐احاطه گر، مجموعه
١٠ احاطه گر، مجموعه

١١٢ k‐فاصله ای، احاطه گر مجموعه
٢ مرتبه،

٧ مستقل،
٧۶ پل‐افزوده، مسیر

٧۶ پل‐متناوب، مسیر
۵ منتظم،

٢ درجه، مینیمم
۴ ناهمبند،

۴ همبند،
٢ باز، همسای·ͬ

٢ بسته، همسای·ͬ
۴١ واحد،

٧۶ شده، آلوده واحد
۵٠ دوگانه، پاروی
٣ قوی، پشتیبان

۴١ پل،



نمایه ١۵٢
١٣ یالͬ، پوشانه
۶ رأسͬ، پوشش
١٣ یالͬ، پوشش

١٣ مینیمم، یالͬ پوشش

٣۴ توران، کران
٣۶ خواتال‐م΁ دیارمید، کران

٣٨ زی΄رس‐ویلف، کران
٣۴ سوتکویچ، کران

۴۵ هافمن‐لواس، کران
٣٧ ولش‐پاول، کران

٣۵ کارو‐وی، کران
۴٠ فرد، کمر

٢ گراف،
۴ ٢‐همبند، گراف

٣ تهͬ، گراف
۴۵ سخت، گراف

۴ شعاع‐بحرانͬ، گراف
۵ کامل، شده ش΄افته گراف

۵ م΄عبی، گراف
٣ م΄مل، گراف

١۵ کونی΃‐ای·رواری، گراف
۴ مرکز، از گریز

٢ یال،
٣ آویخته، یال

۴ برشͬ، یال





Aabstract

In this thesis, we study the transversal number of graphs, and state some features,
applications and bounds available for this parameter. In order to emphasize the practical
importance of this problem, we present some efficiently computable bounds in this thesis.
Then, we will improve some of these bounds and present new bounds for graphs and
connected graphs that have a non-cut-vertex of maximum degree. Also, we characterize
the new bounds. Finally, we present a constructive characterization of bipartite graphs
with specified transversal number.
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