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١ فصل
مقدمه

عددی آنالیز درباره  کوتاه ١ . ١
ریاضیات با طرف ی از که است، کاربردی ریاضیات در مباحث زیباترین از ی΄ͬ عددی آنالیز
از پیش قرن ها مبحث این چه اگر دارد. کار و سر مهندسͬ محاسبات با دی·ر طرف از و محض
سرعت به توجه با کامپیوتر که گفت ͬ توان م جرأت به ولͬ است، شده ابداع کامپیوتر اختراع
عددی آنالیز » عددی محاسبات در است. کرده فراوانͬ کم آن پیشرفت به عملیات در زیاد
در دقت به همواره باید همچنین یابد. کاهش برنامه اجرای زمان شود سعͬ باید کاربردی»
ال·وریتم های شود. نزدی اصلͬ جواب به نهایی جواب بیشتر هرچه تا کرد توجه نیز محاسبات
پل ها، چون ساختارهایی طرح نظیر مهندسͬ علوم مسائل از بسیاری حل در عددی آنالیز
ͬ روند. م کار به نفت منابع یافتن و مل΄ول ها ساختار طراحͬ و تحلیل هوا، پیش بینͬ هواپیماها،
سریعتر، اجرا زمان کمتر، گام ها تعداد که است علاقه مند اغلب عددی آنالیز متخصص ی
حتͬ که است این  عددی آنالیز اصلͬ فایده باشد. بالاتر دقت و کوچ΄تر نیاز مورد حافظه
ی نتیجه  دارد. ما برای عددی صورت به پاسخͬ نیست، دقیق جواب دارای مسأله ͬ که زمان
صرفاً عددی بررسͬ نتیجه  که حالͬ در است، ریاضͬ تابع ی معمول حالت در تحلیلͬ، روش
است این دی·ر مهم فرق کرد. درک را ͺپاس مجانبی رفتار آن، رسم با توان مͬ که است عدد
طراحͬ در بیشتر هزینه  مقداری با اما است، تقریبی مقدار ی عددی محاسبات نتیجه که

داد. افزایش را دقت ͬ توان م ال·وریتم،



مقدمه ٢

جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات اولیه مفاهیم ١ . ٢
دیفرانسیل معادله ی به مهندسͬ علوم یا و فیزی΄ͬ ساده مسائل از بعضͬ مدل سازی در
ی به وابسته کلͬ حالت در ساده مسائل این ͽواق در ͬ کنیم. م برخورد «ODE١» معمولͬ
مهم و متنوع مسائل از بسیاری اما هستند. (x) م΄ان متغیر یا و (t) زمان متغیر مانند متغیر،
سیالات، دینامی زمینه  در مسائلͬ دارند. بستگͬ متغیر چند یا دو به مهندسͬ و فیزی΄ͬ
نفت، مهندسͬ نور، علوم ،آیرودینامی حرارت، انتقال زلزله ای)، موج (انتشار ژئوفیزی
تجزیه در که هستند مسائل این از نمونه هایی ال΄ترومغناطیسͬ، نظریه های و کوانتوم م΄انی
معادله  ͬ کنیم. م برخورد «PDE٢» جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات به آن ها وتحلیل
معروف ترین از شرودینگر معادله  و پواسن معادله  لاپلاس، معادله  حرارت، انتقال معادله  موج،
مرتبه  از جزئͬ دیفرانسیل معادله  ی ͽواق در هستند. جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات
است « u(x, t) مانند » بیشتر یا متغیره دو تابع ی آن مجهول که معادله ای از است عبارت m
ی΄ͬ و باشد شده ظاهر معادله در مستقل، متغییرهای از دوتا به نسبت جزئͬ مشتق حداقل و
معادله مثال برای باشد. نشده ظاهر آن در m از بالاتر مشتق و باشد m مرتبه  از مشتقات این از

ͬ شود: م نامیده جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادله   ی زیر
ut +

(
f(u)

)
x
= g(x, t).

جواب بی نهایت معمولا˟ کند، مͬ بیان را فیزی΄ͬ مدل ی که جزئͬ دیفرانسیل معادله  ی
دی·ر شرایط باید باشد، مسأله فیزی΄ͬ جواب دهنده   نمایش که جوابی انتخاب برای دارد.
شرایط را شرایط نوع این کنیم. منظور معادله با همراه و استخراج فیزی΄ͬ مسأله  از را جواب

است. نوع دو بر که گویند تکمیلͬ
فیزی΄ͬ، شرایط روی از صورت این در شود. تعریف t ≥ ٠ برای باید مجهول تابع اول: نوع
شرایط را شرایط گونه این است. شده داده t = ٠ در m−١ مرتبه تا آن مشتقات و مجهول تابع

ͬ گویند. م اولیه٣
مقدار صورت این در شود. تعریف فضا از ،Ω مانند میدانͬ روی باید مجهول تابع دوم: نوع
و است تعیین قابل Ω مرز روی در دو این از خطͬ ترکیب یا و آن دار جهت مشتق یا تابع این

ͬ گویند. م مرزی شرایط را شرایط اینگونه ͬ شود. م داده معادله با همراه

مرزی شرایط انواع  ١ . ٢ . ١
مهم ترین که ͬ شود م داده مختلفͬ حالت های در مسائل، در مرزی شرایط همان یا محدودیت ها

ͬ شود: م دسته بندی زیر صورت به مهندسͬ ریاضیات در آن ها
١ordinary differential equations
٢partiall differential equations
٣initial conditions



٣ جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات اولیه مفاهیم
بر مجهول تابع مقدار حسب بر فقط مرزی شرایط ͬ که صورت دیری΄له: در مرزی شرط .١
مثال برای گویند. دیری΄له۴ مرزی شرط را آن باشد، شده داده م΄ان میدان مرز روی

است. دیری΄له مرزی شرط ی از نمونه ای زیر شرط
u(−١, t) = h(t), −١ ≤ x ≤ ١.

برای است. ثابت مرزها، از برخͬ در تابع مقدار که ͬ کند م بیان دیری΄له مرزی شرط
دما دهیم، قرار یخ و آب محلول در را میله ابتدای اگر حرارت، انتقال مسأله  در نمونه

ͬ شود. م نوشته u(٠, t) = ٠ صورت به شرط یعنͬ است، صفر همواره نقطه آن در
«در مجهول تابع مشتق مقدار حسب بر فقط مرزی شرایط اگر : نیومن مرزی شرط .٢
مرزی شرط را آن باشد، شده داده « م΄ان میدان مرز روی بر نرمال بردار جهت

است. نیومن زیر مرزی شرط مثال برای نیومن۵ گویند.
ux(٠, t) = ux(L, t) = ٠, ٠ ≤ x ≤ L.

مرزی شرط حرارت انتقال مسأله  در مرزها بودن عایق فیزی΄ͬ نظر از مثال، عنوان به
ͬ کند. م ایجاد را نیومن

مقدار حسب بر مرز از قسمت هایی در مرزی شرایط اگر (مخلوط): روبین مرزی شرط .٣
شده داده نرمال بردار جهت در تابع مشتق مقدار حسب بر دی·ر قسمت های در و تابع
مرزی شرط از نمونه ای زیر شرط مثال برای روبین۶ گویند. مرزی شرط را آن باشد،

است. روبین
u(٠, t) = ux(L, t) = ٠, ٠ ≤ x ≤ L

همچنین و متناهͬ» «بازه ای بازه سر دو در تابع مقدار تفاضل اگر تناوبی: مرزی شرط .۴
مرزی شرط باشد، شده داده متناهͬ» «بازه ای بازه سر دو در تابع مشتق مقدار تفاضل

هستند. تناوبی زیر مرزی شرط دو مثال عنوان به گویند. متناوب را
u(−L, t)− u(L, t) = ٠, ux(−L, t)− u(L, t) = ٠, −L ≤ x ≤ L.

ͬ شوند: م محسوب تناوبی شرط از نمونه ای زیر شرایط ٠ ≤ x ≤ L بازه  برای یا
u(٠, t)− ux(L, t) = ٠, ux(٠, t)− ux(L, t) = ٠.

طور به ،ͽشم مانند حرارتͬ منبع که ب·یرید نظر در را L طول به میله ای نمونه برای
حرارتͬ منبع از ی΄سان فاصله ای میله انتهای و ابتدا شود. داده قرار آن وسط دقیق

۴dirichlet
۵neumann
۶robin



مقدمه ۴
نقطه دو این در (ux) دمایی تغییرات و (u) دما مقدار ،t لحظه هر در بنابراین دارند.

داریم: یعنͬ است. ی΄سان
u(٠, t) = u(L, t), ux(٠, t) = ux(L, t)

بقا) (قوانین بقا اصل معادلات ١ . ٣
معادلات اینگونه بقاست٧. قوانین به مربوط معادلات اول، مرتبه ی معادلات معروف ترین از ی΄ͬ
مدل با آن به مربوط فیزی΄ͬ پدیده های تطبیق نیستند. پیوسته جواب دارای کلͬ حالت در

است. معادلات از دسته این جذاب مباحث جمله از آن ریاضͬ
گاز حرکت مانند ب·یریم، نظر در راست خط ی راستای در را ماده ی از جریانͬ مسیر اگر
ͬ دهیم. م نشان u(x, t) با را x نقطه در t زمان در ماده مقدار چ·الͬ لوله، ی در آب جریان یا
نقطه دو این بین فاصله  در که ماده ای مقدار ب·یرید، نظر در مسیر این از را x٢ و x١ نقطه  دو

از: است عبارت دارد، قرار t زمان ∫در x٢

x١
u(x, t)dx.

با: بود خواهد برابر t+∆t و t زمان های بین در ماده این تغییر میزان ∫بنابراین x٢

x١

(
u(x, t+∆t)− u(x, t)

)
dx.

زمانͬ فاصله  در ب·یریم، نظر در t لحظه  در x نقطه  در جریان سرعت را ω(x, t) اگر دی·ر طرف از
ω(x٢, t)∆t مقدار و شده نظر مورد محدوده  وارد x١ نقطه  از ماده ω(x١, t)∆t مقدار (t, t+∆t)

باید: صورت این در است. شده خارج x٢ نقطه ∫از x٢

x١

(
u(x, t+∆t)− u(x, t)

)
dx =

(
ω(x١, t)− ω(x٢, t)

)
∆t.

ͬ شود: م نتیجه ∆t −→ ٠ وقتͬ ∫بنابراین x٢

x١
ut(x, t)dx + ω(x٢, t)− ω(x١, t) = ٠.

و ب·یریم ثابت را x١ اگر ͬ شود. م نامیده بقا اصل معادله  انتگرالͬ صورت بالا، معادله 
آنگاه: ∆x = x٢ − x١ −→ ٠

ut(x, t) + ωx(x, t) = ٠.
از u چ·الͬ با ω جریان بین ارتباط بقاست. اصل معادله  دیفرانسیلͬ صورت فوق معادله
در چ·الͬ از تابعͬ را جریان مدل ها از بسیاری در ͬ شود. م نتیجه مسأله فیزی΄ͬ مدل های

٧conservation lows



۵ ناپیوسته گالرکین روش تاریخچه
تبدیل زیر صورت به بقا اصل معادله  صورت این در .ω = f(u) مثال به طور ͬ گیرند، م نظر

شد: خواهد
ut +

(
f(u)

)
x
= ٠.

که نیست لازم حتͬ انتگرالͬ فرم در ͬ که  صورت در باشد، مشتق پذیر تابعͬ باید u معادله این در
از ناپیوسته جواب های فیزی΄ͬ پدیده های از بسیاری در دلیل همین به باشد. پیوسته جواب

موجودند. بقا اصل معادلات

ناپیوسته گالرکین روش تاریخچه ۴ . ١
جابجایی آن ها در که هستیم مواجه پدیده هایی و مش΄لات مسائل، با امروز مهندسͬ دنیای در
ͬ های پیش بین هواشناسͬ، است: متنوع بسیار مسائل این دامنه  ͬ کند. م بازی مهمͬ بسیار نقش
مدل سازی نفتͬ، جریان های شبیه سازی توربولانس، جریان های ،آکوستی گازها، دینامی جوی،
ال΄ترومغناطیس متخلخل، محیط های زیرزمینͬ، کننده  آلوده مواد انتقال عمق، کم آب های
دانشمند  ان و پژوهش گران علاقه  جهت به همین و بوده مهم بسيار مسائل این حل غيره. و
قرار هذلولوی معادلات دسته  جزء که مسائل این ͽواق در است. کرده جلب خود به را زیادی
جواب هایی باعث مرزی مقدار مسائل نوع اين هستند. مشترکͬ مش΄لات دارای ͬ گیرند، م
ͬ توان نم را جواب ها این گونه نتیجه در و هستند « شوک » پرش٨ دارای جواب ها این که ͬ شود م
عناصر روش در آورد. به دست متناهͬ تفاضلات یا و متناهͬ عناصر معمولͬ روش های توسط
متناهͬ عناصر به پیوسته متناهͬ عناصر آیا که هستیم مواجه سوال این با همیشه متناهͬ
با مسائلͬ برای پیوسته متناهͬ عناصر گفت، باید جواب در خیر؟ یا دارند برتری ناپیوسته
دارای جواب که هستیم مواجه مسائلͬ با بقاء قوانین مسائل در مناسبند. پیوسته جواب های
مسائل این گونه مناسب پیوسته متناهͬ عناصر از استفاده دیدگاه این از و است ناپیوستگͬ
توسط ͬ تواند م مرزی مقدار مسأله  ی که شده بنا پایه این بر ناپیوسته گالرکین روش نیست.
شود. حل پیوستگͬ از شرطͬ گونه هیچ بدون ی مش بندی  روی تکه ای چندجمله ای توابع

عنوان به هیل و رید توسط ١٩٧٣ سال در بار اولین برای «DG» ناپیوسته گالرکین روش
توان بودن پایین به علت البته .[٣١] شد مطرح نوترون انتقال مسأله  حل برای تکنی΄ͬ
جامعه ی سوی از ناپیوسته گالرکین روش های ٨٠ و ٧٠ ده های در افزاری نرم و محاسباتͬ
روش های کامپیوترها، محاسباتͬ توان رفتن بالا با نگرفت. قرار استقبال مورد مهندسͬ
قرار توجه مورد بسیار آن ها جالب خواص به علت کنون تا ٩٠ دهه  اوایل از ناپیوسته گالرکین
موضعͬ ناپیوسته گالرکین روش های ناپیوسته، گالرکین اولیه روش های بر علاوه گرفته اند.
١٩٧۴ سال در گرفته اند. قرار استفاده مورد و یافته توسعه اخیر سال های در نیز «LDG»
خطͬ فرارفت معادله ی برای را روش از عددی تحلیل اولین ،[٢٩] در راویارت و ل˼ساینت

٨jump



مقدمه ۶
درجه از خطͬ تکه ای چندجمله های به کارگیری با و روش این از استفاده با آن ها دادند. ارائه
برای DG روش آن از بعد آوردند. به دست معادلات این حل برای ٢p + ١ مرتبه  از خطایی ،p
مشتقات با دیفرانسیل معادلات و [٧ ،١٨ ،٢٨ ،٢٩] در معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل
در انتشار١١ همرفت و انتشار١٠ ،[١۴ ،١۵ ،١۶ ،١٧ ،٢٣ ،٢٢ ،٢۶ ،٢٧] در ٩هایپربولی جزئͬ
کوتا رانگ روش سالزانو و چاونت ١٩٨٢ سال در گرفت. قرار استفاده مورد [١٢ ،١٣ ،٣٢]
کوتا رانگ روش در دادند. توسعه و کرده ابداع بقاء قوانین مسائل برای را ناپیوسته گالرکین
زمان در پیشروی برای و ناپیوسته گالرکین روش از فضا گسسته سازی برای ناپیوسته، گالرکین
مͬ را آن کاربردهای و DG روش تاریخچه از مفصلͬ بحث ͬ شود. م استفاده کوتا رانگ روش از

کرد. دنبال آن در شده ذکر ͽمراج و [٢۴] در توان
میدان ی DG روش پسین١٣ خطای برآورد و ابرهم·رایی١٢ مطالعه  اخیر سال های در
شود استفاده ͬ تواند م ابرهم·رایی خواص شناخت است. بوده عددی آنالیز در فعال تحقیقاتͬ

برای:
گسسته سازی. از ناشͬ خطاهای برای دقیق مجانبی١۴ و ساده پسین برآورد ی ایجاد .١

کننده، محدود به نیاز که عناصری کردن پیدا برای ناپیوستگͬ تشخیص به کم .٢
دارند. مش بندی یا و پایدارسازی

در معمولͬ، دیفرانسیل معادلات برای [٧ ،۶ ،٢۵ ،٢٩] در DG روش ابرهم·رایی خواص
انتشار مسائل برای [١ ،٢ ،۴ ،۵ ،١١ ،١٩ ،٢٠ ،٢١] در و هایپربولی مسائل برای [٣ ،۵ ،٧ ،٩]
شناخته عددی راه حل پسین، خطای برآوردگر است. گرفته قرار مطالعه مورد انتشار همرفت و
اولین ͬ گیرد. م به کار دقیق جواب به نسبت خطا، از تقریبی آوردن به دست برای را شده ای
در هم΄اران و آدجرید مقاله در معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای ،DG روش ابرهم·رایی نتیجه 
ریشه های در u′ + au = ٠ معادله  برای ،p درجه DG راه حل که کردند ثابت آن ها شد. ارائه [٧]
نشان عددی محاسبات (٢+hp)Oاست. ابرهم·رایی دارای ،p+١ درجه راست رادو چندجمله ای
تعمیم قابل «ناپایدار» گذرا همرفت مسائل DG راه حل برای ابرهم·رایی، نتایج این که ͬ دهد م
خطͬ معادلات حل برای را LDG و DG روش های ابرهم·رایی خواص [٢١] در شو و چنگ است.
کردند، ثابت آن ها داده اند. قرار مطالعه مورد انتشار همرفت معادلات و بقاء قوانین بعدی ی
انتشار همرفت معادله برای متناوب١۶ شار بقاء و قوانین برای باد١۵ جهت خلاف شار از که زمانͬ

٩hyperbolic
١٠diffusion
١١convection-diffusion
١٢superconvergence
١٣a posteriori error
١۴asymptotically
١۵flux upwind
١۶alternating flux



٧ قضیه ها و تعاریف نمادها،
ابرهم·رایی مرتبه ͬ رود. م دقیق جواب از خاصͬ تصویر سمت به ابرهم·رایی شود، استفاده
p درجه تکه ای چندجمله ای های از که زمانͬ است، p+ ٣٢ برابر که، شد ثابت حالت دو هر برای
برای قوانین را DG روش ابرهم·رایی خواص [٣٠] در هم΄اران و منگ شود. استفاده ،p ≤ ١ با
پایان نامه این در شده ارائه نتایج دادند. قرار تحلیل و تجزیه مورد بعدی ی غیرخطͬ بقاء

است. وابسته ͽمرج این نتایج به زیاد بسیار
دارد. حیاتͬ بستگͬ عددی شار طراحͬ به آن، دقت و پایداری جمله از DG روش موفقیت
تفاضلات و محدود حجم طرح های در که گسترده ای تحقیقات از ͬ توانیم م را عددی شار
متناهͬ عناصر روش از رده ای ناپیوسته گالرکین روش کنیم. انتخاب گرفته اند، صورت متناهͬ
اغلب روش این در ͬ شود. م استفاده ناپیوسته کامل به طور پایه ای توابع از آن در که است
متناهͬ عناصر روش ͬ شود. م استفاده پایه ای توابع عنوان به تکه ای چندجمله ای توابع از
کارایی که دلیل این به است، جزئͬ دیفرانسیل معادلات برای مناسبی روش ناپیوسته گالرکین
روش بهبود ی ͬ آ  ید. م به دست بالا تکرارهای بدون بالا هم·رایی مرتبه  و انعطاف پذیری و
ناپیوسته گالرکین روش ایده  «LDG»است. موضعͬ ناپیوسته گالرکین روش ناپیوسته، گالرکین
پس و اول مرتبه دستگاه ی به بالا مرتبه جزئͬ مشتقات با معادله مناسب بازنویسͬ موضعͬ،

است. معادله دستگاه روی به ناپیوسته گالرکین روش اعمال آن از

قضیه ها و تعاریف نمادها، ۵ . ١
است، شده استفاده آن ها از نامه پایان این در که قضیه هایی و تعاریف نمادها، بخش این در

کرده ایم. بیان
ی از است عبارت برداری فضا زیر دو بین آفین١٧ نگاشت یا آفین تبدیل .١ . ۵ . ١ تعریف
است. بردار ی b و معکوس پذیر ماتریسͬ A که است، x −→ Ax + b به ش΄ل خطͬ تبدیل

ͬ باشد: م زیر شرایط دارای اقلیدسͬ فضای در آفین نگاشت
سه بر را راست خط ی بر نقطه سه یعنͬ، کند؛ مͬ حفظ را نقاط خطͬ هم خاصیت .١

برعکس. و ͬ نگارد م دی·ر خط ی بر ͽواق نقطه
نقطه سه p٣ و p٢ ،p١ اگر یعنͬ، ͬ کند؛ م حفظ را خط ی بر ͽواق نقاط فاصله  نسبت .٢

ͬ کند. م حفظ را |p٢−p١|
|p٣−p٢| نسبت باشند، خط ی بر ͽواق

است. [−١, ١] روی ،p درجه ١٨ لژاندر چندجمله ای دهنده نشان ،L̃p(ξ)
ͬ شود، م تعریف (١ . ١) به صورت p+ ١ درجه ١٩ راست رادو چندجمله ای .٢ . ۵ . ١ تعریف

R̃+
p+١(ξ) = L̃p+١(ξ)− L̃p(ξ) , −١ ≤ ξ ≤ ١, (١ . ١)

١٧affine mapping
١٨legendre polynomial
١٩right Radau polynomial



مقدمه ٨
همچنین دارد. −١ < ξ+٠ < · · · < ξ+p = ١, به صورت، حقیقͬ متمایز ریشه p + ١ که

ͬ کنیم، م تعریف (١ . ٢) به صورت را p+ ١ درجه چپ رادو چند جمله ای
R̃−
p+١(ξ) = L̃p+١(ξ) + L̃p(ξ) , −١ ≤ ξ ≤ ١, (١ . ٢)

دارد. −١ = ξ−٠ < · · · < ξ−p < ١ صورت، به متمایز حقیقͬ ریشه p+ ١ که ͬ کنیم، م تعریف
برقرار (١ . ٣) تعامد٢٠ رابطه  ،−١ ≤ ξ ≤ ١ که p درجه لژاندر چند جمله ای برای .٣ . ۵ . ١ تعریف

∫است، ١
−١ L̃p(ξ)L̃q(ξ) dξ =

٢
٢p+ ١δpq , p, q ≥ ٠, (١ . ٣)

ͬ شود، م تعریف زیر صورت به و ͬ باشد، م کرونکر٢١ دلتای نماد δpq که

δpq =


١, p = q,

٠, p ̸= q.

ͬ آیند. م به دست زیر صورت به [−١, ١] روی را p+ ١ درجه لژاندر چند جمله ای .۴ . ۵ . ١ تعریف

L̃p+١(ξ) =
(٢p+ ٢)!

٢p+١[(p+ ٢[!(١ ξp+١ + q̃p(ξ) , q̃p ∈ P p
(
[−١, ١]).

،[−١, ١] بازه به را Ii عنصر هر ،(۴ . ١) استاندارد آفین نگاشت از استفاده با .۵ . ۵ . ١ تعریف
ͬ دهیم، م انتقال

x(ξ, hi) =
xi + xi−١٢ +

hi٢ ξ . (۴ . ١)
ͬ آید. م به دست زیر به صورت Ii روی رادو انتقال چند جمله ای .۶ . ۵ . ١ تعریف

R±
p+١,i(x) = R̃±

p+١
(٢x− xi − xi−١

hi

)
=

(٢p+ ٢)!
hp+١
i [(p+ ٢[!(١x

p+١ + r±p (x) , r±p ∈ P p
(
[−١, ١]) .

به و ͬ دهیم م نمایش ψ±
p+١,i(x) نماد با ،Ii روی را رادو چند جمله ای ضرایب .٧ . ۵ . ١ تعریف

ͬ کنیم، م تعریف (۵ . ١)  صورت

ψ±
p+١,i(x) = cph

p+١
i R±

p+١,i(x) , cp =

[
(p+ ٢[!(١
(٢p+ ٢)! . (۵ . ١)

ͬ دهیم. م نمایش j = ٠, ١, . . . , p ،x±i,j = xi+xi−١٢ + hi٢ ξ±j با ،Ii روی را ،R±
p+١,i(x) ریشه های

٢٠orthogonality
٢١kronecker



٩ قضیه ها و تعاریف نمادها،
t و x به که v = v(x, t) و u = u(x, t) انتگرال پذیر تابع دو L٢ داخلͬ ضرب .٨ . ۵ . ١ تعریف

ͬ کنیم، م تعریف زیر به صورت وابسته اند، I = [−١, ١] بازه و Ii بازه روی
(
u(·, t), v(·, t)

)
i
=

∫
Ii

u(x, t)v(x, t) dx ,
(
u(·, t), v(·, t)

)
=

∫
I
u(ξ, t)v(ξ, t) dξ .

از: عبارتند داخلͬ ضرب این با متناظر نرم های
∥u(·, t)∥٢

i =
(
u(·, t), u(·, t)

)
i
, ∥u(·, t)∥٢ =

(
u(·, t), u(·, t)

)
.

مشتقات همه که Ii روی انتگرال پذیر مربعͬ توابع استاندارد سوبولوف فضای .٩ . ۵ . ١ تعریف
نمایش Hs(Ii) با را هستند انتگرال پذیر مربعͬ توابع ،k = ١,٢, . . . , s برای ∂ku

∂xk
یعنͬ، آن ها

ͬ شود: م مجهز زیر نرم با فضا این است. نا منفͬ صحیح عدد ی s که ͬ دهیم، م

∥u(·, t)∥٢
s,i =

s∑
k=٠

∥∥∥∥∂ku(·, t)∂xk

∥∥∥∥٢
i

.

با: است برابر I روی u(x, t) تابع سوبولوف ش΄سته نرم

∥u(·, t)∥٢
s,β =

N∑
i=١

∥u(·, t)∥٢
s,i .

سوبولوف نرم همان سوبولوف ش΄سته نرم ،s = ١,٢, . . . ، u ∈ Hs(I) اگر که کنید توجه
یعنͬ: است، استاندارد

∥u(·, t)∥٢
s =

s∑
k=٠

∥∥∂ku(·, t)
∂xk

∥∥٢
.

ͬ کنیم. م استفاده خاصͬ موارد در جزء به  ،∥u(·, t)∥ بجای ∥u∥ از پایان نامه این در
شده اند. تعریف زیر در که ͬ گیریم، م نظر در را P±

h خاص تصویری عمل·ر دو p ≥ ١ برای
در فردی به منحصر چند جمله ای ،Ii روی P−

h تحدید ،u هموار تابع هر برای .١٠ . ۵ . ١ تعریف
که: است P p(Ii)∫

Ii

(P−
h u− u)v dx = ٠ , ∀v ∈ P p−١(Ii), P−

h u(x
−
i ) = u(x−i ) . (۶ . ١)

ͬ کنیم، م تعریف (١ . ٧) به صورت P+
h تصویر مشابه ∫به طور

Ii

(P+
h u− u)v dx = ٠ , ∀v ∈ P p−١(Ii) , P+

h u(x
+
i−١) = u(x+

i−١) . (١ . ٧)

L٢ مرزی خطای یافتن برای ،LDG٢٣ و DG٢٢ روش های خطای برآورد در خاص تصاویر این
غیر در ،P ∗

h = P−
h ͬ دهیم م قرار f ′(u) ≥ ٠ اگر ͬ شود. م استفاده [٢١] مانند مقالاتͬ در بهینه،

٢٢Discontinuous Galerkin
٢٣Local Discontinuous Galerkin



مقدمه ١٠
تعریف عددی حل و (٢ . ١) دقیق جواب بین خطای ͬ کنیم. م استفاده P ∗

h = P+
h از این صورت

ϵ = u − P ∗
hu به صورت را تصویری خطای ͬ دهیم. م نمایش e = u − uh با را (۵ . ٢) در شده

ē = P ∗
hu− uh به صورت را دقیق جواب از تصویری و عددی حل بین خطای و ͬ کنیم م تعریف

در مشابه، به طور . ē = P−
h u − uh و ϵ = u − P−

h u ، f ′(u) > ٠ که حالتͬ در ͬ کنیم. م تعریف
. ē = P+

h u− uh و ϵ = u− P+
h u ،f ′(u) < ٠ که حالتͬ

استفاده مثبتͬ ثابت های دادن نشان برای C∗ و ،c, C٢, C١, C نماد های از بعد به این از
هموار دقیق جواب به است مم΄ن اما هستند، مستقل گسسته پارامترهای از که شد خواهد
عمومͬ ثابت ها همه همچنین باشند. وابسته آن ها مشتقات و (٢ . ١) جزئͬ دیفرانسیل معادلات

دهند. نشان مختلف رویداد های در را متمایزی ثابت مقدار است مم΄ن آن ها یعنͬ، هستند
،j = ٠, ١, . . . , p ، x+i,j یعنͬ ،R+

p+١ ریشه های در را uتابع هر π+ درونیابی عمل·ر .١١ . ۵ . ١ تعریف
است. π+u|Ii ∈ P p(Ii) ،u تابع هر برای و ͬ کند م درونیابی

،x+ij یعنͬ، R+
P+١ ریشه های در را u تابع هر π̂+u ∈ Pp+١ درونیابی عمل·ر .١٢ . ۵ . ١ تعریف

ͬ کند. م درونیابی x̄ ̸= x+ij که Ii در x̄ اضافͬ نقطه و ،j = ٠, ١, . . . , p
هستند. برقرار فوق عمل·رهای برای زیر ͬ های ویژگ

∀v ∈ Pp ،π+v = π̂+v = P−
h v = v .١

π+π̂+ = π+ .٢
آن جزئͬ مشتقات همه ی اگر است، «C∞ «یا هموار ،F : Rm −→ Rn تابع .١٣ . ۵ . ١ تعریف

باشند. پیوسته و موجود
همچنین ͬ کند. م مشخص x = xi نقطه در را v = v(x, t) تابع مقدار v|i نماد .١۴ . ۵ . ١ تعریف
، ͬ کنیم م تعریف xi نا پیوستگͬ نقطه در ،v تابع راست حد و چپ حد ترتیب به را v+|i و v−|i

یعنͬ:
v−
∣∣
i
= v−(xi, t) = lim

s→٠− v(xi + s, t) , v+
∣∣
i
= v+(xi, t) = lim

s→٠+ v(xi + s, t) .

با: است برابر و ͬ دهیم م نمایش 〚v〛i با را نقطه ی در پرش
〚v〛i = v+|i − v−|i.

با: است برابر ⌈v⌉ نماد همچنین
⌈v⌉ = v+ + v−

٢ .

مستقیم ͽجم این صورت در باشند. برداری فضای دو W و V که کنید فرض .١۵ . ۵ . ١ تعریف
ͬ شود: م تعریف زیر ش΄ل به فضا دو این

V ⊕W =
{
(v, w)|v ∈ V,w ∈W

}
.



١١ قضیه ها و تعاریف نمادها،
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت عدد، ی در بردار ی ضرب و بردار دو ͽجم فضا این در

(v١, w١) + (v٢, w٢) = (v١ + v٢, w١ + w٢),

α(v, w) = (αv, αw).

است، برقرار ϵ برای (١ . ٨) نامساوی .١ . ۵ . ١ قضیه
∥ϵ∥+ h∥ϵx∥+ h

١٢ ∥ϵ∥Γh
≤ Chp+١. (١ . ٨)

در است. مستقل h از و است p و u به وابسته مثبت ثابت ی C و ϵ = u − P−
h u آن در که

مشخص Ii هر مرز روی را L٢ نرم ∥·∥Γh
است. u از مستقل C ′ که C = C ′∥u∥p+١ بالا نامساوی

یعنͬ: ͬ کند، م
∥ϵ∥٢

Γh
=

N∑
i=١
(
(ϵ+i )

٢ + (ϵ−i )
٢).

کنید. مشاهده [٣۴] در را اثبات ͬ توانید م برهان.
است، برقرار ϵ برای (١ . ٩) نامساوی .٢ . ۵ . ١ قضیه

∥ϵ∥∞ ≤ Chp+١ (١ . ٩)
است. h از مستقل C و ϵ = u− P−

h u آن در که
کنید. مشاهده [٣۴] در را اثبات ͬ توانید م برهان.

ͬ آید، م به دست (١ . ١٠) به  صورت جمله ای دو بسط .٣ . ۵ . ١ قضیه

(١ + x)a = ١ + ax+

a
٢
x٢ +

a
٣
x٣ + . . . , (١ . ١٠)

ͬ باشند. م زیر صورت به  ضرایب آن در aکه
s

 =
a(a− ١)(a− ٢) . . . (a− s+ ١)

s!
.

صفر (١ . ١٠) در ضرایب همه s > n به ازای آنگاه، باشد صحیح عدد ی a = n اگر
عدد ی a اگر ͬ ماند. م باقͬ معمولͬ جمله ای دو قضیه متناهͬ فرمول فقط بنابراین و هستند،
−١ < x < ١ به ازای که ͬ آید م به دست نامتناهͬ سری ی (١ . ١٠) راست سمت نباشد، صحیح

هم·راست.
ͬ آید: م به دست زیر به صورت جمله ای دو بسط ب·یریم، نظر در a = ١٢ خاص مقدار اگر

(١ + x)
١٢ = ١ +

١
٢x− ١

٢٢ × ٢!x٢ +
١ × ٣

٢٣ × ٣!x٣ − ١ × ٣ × ۵
٢۴ × ۴! x۴ + . . . .



مقدمه ١٢
موجود c ∈ (a, b) چون نقطه ای آنگاه باشد، [a, b] بازه ی در پیوسته تابعͬ f هرگاه .۴ . ۵ . ١ قضیه

که: است
f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
,

است. معروف میانگین مقدار قضیه  به قضیه، این

فضای در y و x بردار دو هر برای که ͬ کند م بیان شوارتز کوشͬ نابرابری .۵ . ۵ . ١ قضیه
داریم: داخلͬ ضرب

|(x, y)|٢ ≤ (x, y).(y, y),

نرم به توجه با و طرفین از دوم ریشه گرفتن با همچنین است. داخلͬ ضرب (·, ·) آن در که
ͬ شود: م نوشته زیر ش΄ل به نامساوی بردارها،

|(x, y)| ≤ ∥x∥.∥y∥.

باشند. خطͬ وابسته y و x اگر فقط و اگر ͬ دهد م رخ تساوی حالت

است: زیر به صورت ∥x∥٢ = (x, x)٢ نرم برای مثلثͬ نامساوی .۶ . ۵ . ١ قضیه
∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥.

چندجمله ای ی توسط x٠, · · · , xn گره ای نقاط در ،f تابع درونیابی ͬ که زمان .٧ . ۵ . ١ قضیه
ͬ باشد. م زیر صورت به خطا باشد، شده داده n درجه

f(x)− pn(x) = f [x٠, · · · , xn, x]
n∏
i=٠

(x− xi)

است. شده تقسیم تفاضلات نماد ،f [x٠, · · · , xn, x] که
در را f که باشد n درجه  از حداکثر جمله ای چند ی pn(x) و f ∈ Cn+١ بازه  بسته روی اگر
عضو ξ بازه ، عضو x هر برای آنگاه ͬ کند، م درونیابی بازه روی x٠, · · · , xn متمایز نقطه n + ١

به طوری که: است، موجود بازه

f(x)− pn(x) =
f (n+١)(ξ)
(n+ ١)!

n∏
i=٠

(x− xi).

معکوس های مجموع که نحوی به باشند، مثبت حقیقͬ اعداد q و p و a, b > ٠ اگر .١ . ۵ . ١ لم
آنگاه: باشد، ی برابر q و p

ap

p
+
bq

q
≥ ab

است. معروف یانگ نامساوی به نامساوی این



١٣ قضیه ها و تعاریف نمادها،

گرونوال نامساوی ١ . ۵ . ١
است. موجود انتگرالͬ ش΄ل و دیفرانسیلͬ ش΄ل به گرونوال نامساوی

است، a < b که باشد [a,∞) یا [a, b) یا [a, b] ش΄ل به حقیقͬ بازه ا ی I کنید فرض .٢ . ۵ . ١ لم
اگر شده اند. تعریف I روی که باشند پیوسته مقدار حقیقͬ توابع β و u کنید فرض همچنین
کند، صدق u′(t) ≤ β(t)u(t) نامساوی در t ∈ I٠ برای و باشد مشتق پذیر «I «درون I٠ در u

زیر نامساوی t ∈ I هر برای یعنͬ است، y′(t) = β(t)y(t) معادله جواب و است کراندار u آنگاه
است. برقرار

u(t) ≤ u(a) exp
( ∫ t

a
β(s)ds

)
. (١ . ١١)

است. گرونوال نامساوی دیفرانسیلͬ ش΄ل (١ . ١١) معادله
که باشد [a,∞) یا [a, b) یا [a, b] ش΄ل به حقیقͬ اعداد روی بازه ای I کنید فرض .٣ . ۵ . ١ لم
u و β که ͬ گیریم م نظر در I روی شده تعریف مقدار حقیقͬ توابع را u و β ،α است. a < b

انتگرال پذیر I از کران دار و بسته بازه ی زیر هر روی α تابع منفͬ قسمت و هستند نیز پیوسته
باشد.

کند، صدق زیر نامساوی در t ∈ I هر برای u و باشد نامنفͬ β اگر .١
u(t) ≤ α(t) +

∫ t

a
β(s)u(s)ds,

داریم: t ∈ I هر برای آنگاه
u(t) ≤ α(t) +

∫ t

a
α(s)β(s)

( ∫ t

s
β(r)dr

)
ds. (١ . ١٢)

است، برقرار زیر نامساوی t ∈ I هر برای آنگاه باشد نانزولͬ α تابع اگر .٢
u(t) ≤ α(t)

(
e
∫ t
a β(s)ds

)
. (١ . ١٣)

ͬ گویند. م گرونوال نامساوی انتگرالͬ ش΄ل را (١ . ١٣) و (١ . ١٢) معادله
دارد، وجود است مستقل ph و h از که C مثبت ثابت ،ph ∈ Vh هر برای .٨ . ۵ . ١ قضیه

به طوری که:
∥∂xph∥ ≤ Ch−١∥ph∥, (١۴ . ١)

∥ph∥Γh
≤ Ch−

١٢ ∥ph∥, (١۵ . ١)

∥ph∥∞ ≤ Ch−
١٢ ∥ph∥. (١۶ . ١)



مقدمه ١۴
کنید. مشاهده [٣۴] در را اثبات ͬ توانید برهان. م

باد جهت خلاف طرح
ب·یرید: نظر در را زیر بعدی ی خطͬ فرارفت معادله    ی  روش، توضیح برای

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= ٠.

در ب·یرید. نظر در را دامنه از i نقطه ͬ کند. م توصیف a سرعت با x محور در را موج انتشار که
بی نهایت» منفͬ «سمت iچپ سمت دارد، وجود iنقطه ی در جهت دو تنها بعدی ی دامنه ی
در فوق معادله سیار موج جواب باشد مثبت a اگر بی نهایت». مثبت «سمت i راست سمت و
در سمت ،i راست سمت و باد جهت خلاف سمت ،i چپ سمت ͬ یابد، م انتشار راست سمت
چپ سمت در سیار موج جواب باشد، منفͬ a اگر مشابه به طور ͬ شود. م نامیده ٢۴ باد جهت
باد جهت خلاف سمت را، راست سمت و باد جهت در سمت را، چپ سمت ͬ یابد، م انتشار
باد جهت خلاف سمت در بیشتری نقاط شامل ∂u

∂x برای متناهͬ تفاضلات طرح اگر ͬ نامیم. م
ͬ شود. م نامیده باد جهت خلاف طرح طرح، آن باشد،

زیر صورت به  که است اول مرتبه باد جهت خلاف طرح باد جهت خلاف طرح ساده ترین
است:

un+١
i − uni

∆t
+ a

uni − un
i−١

∆x
= ٠ a > ٠,

un+١
i − uni

∆t
+ a

un
i+١ − uni

∆x
= ٠ a < ٠,

باد جهت خلاف عددی شارهای
است. آمده به دست متناهͬ تفاضلات طرح های از استفاده با عددی شارهای این

٢۵ گودونف شار .١
f̂ =


minuj≤u≤uj+١ f(u), uj < uj+١,
maxuj≤u≤uj+١ f(u), uj ≥ uj+١.

اُشر٢۶ انکوایست شار .٢
f̂ =

∫ uj+١

٠ min
(
f ′(u), ٠)du+

∫ uj

٠ max
(
f ′(u), ٠)du+ f(٠).

٢٧ فردریچ ل΄س شار .٣
f̂ =

١
٢
[
f(uj) + f(uj+١)− α(uj+١ − uj)

]
, α = max

u
|f ′(u)|.

٢۴downwind
٢۵Godunov
٢۶Engquist-Osher
٢٧Lax-Friedrichs



١۵ قضیه ها و تعاریف نمادها،
٢٨ موضعͬ فردریچ ل΄س شار .۴

f̂ =
١
٢
[
f(uj) + f(uj+١)− α(uj+١ − uj)

]
, α = max

(uj ,uj+١)
|f ′(u)|.

٢٩ رو شار .۵
f̂ =


f(uj), f ′(u) ≥ ٠,
f(uj+١), f ′(u) ≤ ٠.

٢٨local Lax-Friedrichs
٢٩Roe





٢ فصل
گالرکین روش خطای تحلیل و تجزیه

ناپیوسته

ناپیوسته گالرکین گسسته نیمه طرح ٢ . ١
ͬ گیریم: م نظر در (٢ . ١) به صورت متغیر، فضا ی در را غیرخطͬ بقاء قوانین

ut +
(
f(u)

)
x
= g(x, t) , x ∈ [−١, ١] , t ∈ [٠, T ], (٢ . ١)

است: زیر متناوب١ مرزی شرط و اولیه شرط دارای که
u(x, ٠) = u٠(x) , x ∈ [−١, ١], (٢ . ٢)

u(−١, t) = u(١, t) , t ∈ [٠, T ]. (٢ . ٣)
ͬ توان م و ͬ شود م گرفته نظر در کار سادگͬ برای بیشتر و نیست ضروری متناوب مرزی شرط
شرط برای ͬ آوریم م به دست که نتایجͬ گرفت. نظر در نیز را دیری΄له مرزی شرط آن بجای

است. صادق u(−١, t) = h(t) دیری΄له، مرزی
١periodic



ناپیوسته گالرکین روش خطای تحلیل و تجزیه ١٨
است. u متغیر به نسبت هموار تابعͬ ،f(u) غیرخطͬ شار تابع ͬ کنیم م فرض اینجا در
هر برای یعنͬ است، ی΄نواخت٢ مثبت پایین کران داری |f ′(u)| که ͬ کنیم م فرض همچنین

داریم: (x, t) ∈ [−١, ١]× [٠, T ]
٠ < δ ≤ f ′

(
(x, t)

)
, یا f ′

(
u(x, t)

)
≤ −δ < ٠.

است. معین زمانͬ بازه ی [٠, T ] و مثبت ثابت ی δ که
جواب که ͬ کنیم م انتخاب طوری را g(x, t) منبع و u٠(x) اولیه شرط تحلیل، و تجزیه در

باشد. [−١, ١]× [٠, T ] روی کران دار مشتقات با هموار تابع ی u(x, t) دقیق
بازه ی .[٢٢ ،٣٠] ͬ دهیم م توضیح (٢ . ١) مسأله برای را DG گسسته٣ نیمه طرح حال

ͬ کنیم: م افراز زیر صورت به  زیر بازه N به را I = [−١, ١]
Ii = [xi−١, xi], i = ١, . . . , N,

آن، در که
−١ = x٠ < x١ < · · · < xn = ١.

بزرگترین ͬ دهیم. م نشان x̄i = xi+xi−١٢ و hi = xi−xi−١ با ترتیب به را Ii زیر بازه  هر مرکز و طول
نمایش hmin = min١≤i≤N hi با را بازه زیر طول کوچ΄ترین و h = max١≤i≤N hi با را بازه زیر  طول

ͬ کنیم. م بررسͬ K ≥ ١ که ، h
hmin

≤ K ثابت طول با را منتظم مش  های این جا در ͬ دهیم. م
جزء انتگرال از استفاده و Ii روی انتگرال گیری با و v تست تابع در (٢ . ١) معادله ضرب با

داریم: جزء ∫به
Ii

utv dx−
∫
Ii

f(u)vx dx+ f(u)v−
∣∣
i
− f(u)v+

∣∣
i−١ =

∫
Ii

gv dx. (۴ . ٢)
تعریف Ii روی ،p درجه از حداکثر چند  جمله ای های فضای را V p

h تکه ای چند جمله ای های فضای
ͬ کنیم: م

V p
h =

{
v : v|Ii ∈ P p(Ii), i = ١, . . . , N},

چند جمله ای های ͬ باشد. م Ii روی p درجه از حداکثر چند جمله ای های فضای P p(Ii) اینجا در
باشند. ناپیوسته مرزی، عناصر سراسر در تا مجازند V p

h فضای
تقریب uh(·, t) ∈ V p

h تکه ای چند جمله ای از استفاده با را u(·, t) دقیق جواب بعد، مرحله در
هر برای که به طوری ،uh ∈ V p

h کردن پیدا از است عبارت DG نیمه گسسته طرح ͬ  زنیم. م
باشد. برقرار (۵ . ٢) رابطه ،i = ١, . . . , N هر برای و v ∈ V p

h∫
Ii

(uh)tv dx−
∫
Ii

f(uh)vx dx+ f̂v−
∣∣
i
− f̂v+

∣∣
i−١ =

∫
Ii

gv dx, (۵ . ٢)
٢uniform
٣semi-discrete



١٩ ناپیوسته گالرکین گسسته نیمه طرح
دو هر از uh مقدار به و است شده تعریف گره، در مقداری تک تابع ی ،f̂ |i عددی شار که

یعنͬ: است، وابسته سمت
f̂
∣∣
i
= f̂(u−h , u

+
h )
∣∣
i
.

را uh ∈ V p
h ͬ توانیم م پس باشد. Φ = {ϕj}p٠ پایه های با متناهͬ عناصر فضای   V p

h کنیم فرض
نوشت: (۶ . ٢) به صورت cij(t) ضرایب با پایه ای توابع از خطͬ ترکیب به صورت Ii بازه ی روی

uh|Ii = uhi =

p∑
j=٠

cij(t)ϕj(x). (۶ . ٢)

یعنͬ: ͬ آید، م به دست uhiها موضعͬ تقریب روی مستقیم۴ ͽجم به صورت u سراسری تقریب

uh =

N⊕
i=١

uhi .

فرض کار سادگͬ برای اینجا در باشد. داشته متفاوتͬ بعد ͬ تواند م V p
h (Ii) هر که کنید توجه

به ͬ توان م را V p
h فضای برای ساده پایه ی هستند. مساوی بعد دارای Vها p

h تمام که ͬ کنیم م
گرفت: نظر در زیر  صورت

Φ = {١, x, x٢, x٣, . . . , xp}.

قرار با و کنیم انتخاب k = ٠, . . . , p ،v = ϕk(x) ͬ توانیم م است، V p
h (Ii) برای پایه ای Φ چون

داریم: (۶ . ٢) به صورت uh دادن قرار و (۵ . ٢) معادله در دادن
∫
Ii

 p∑
j=٠

cijϕj


t

ϕk dx−
∫
Ii

f

 p∑
j=٠

cijϕj

 (ϕk)x dx+ f̂ϕ−k
∣∣
i
− f̂ϕ+k

∣∣
i−١ =

∫
Ii

gϕk dx.

مͬ قرار ϕk(x) = L̃k(x) و ͬ گیریم م نظر در را لژاندر پایه ای توابع ،Ii روی u تقریب برای
دهیم.

∫
Ii

 p∑
j=٠

cijL̃j(x)


t

L̃k(x) dx−
∫
Ii

f

 p∑
j=٠

cijL̃j(x)

(L̃k(x))
x
dx

+ f̂ L̃−
k (x)

∣∣
i
− f̂ L̃+

k (x)
∣∣
i−١ =

∫
Ii

gL̃k(x) dx.

ͬ دهیم، م انتقال [−١, ١] بازه  به زیر، آفین نگاشت با را Ii بازه  هر حال
x =

xi + xi−١٢ +
hi٢ ξ, ξ ∈ [−١, ١].

داریم: ͬ کنیم، م تعریف L̃k(ξ) = L̃k

(٢x− xi − xi−١
hi

)
و

dL̃k(ξ)

dξ
dξ =

d

dx
L̃k

(٢x− xi − xi−١
hi

)
dx.

۴direct sum



ناپیوسته گالرکین روش خطای تحلیل و تجزیه ٢٠
نوشت: ͬ توان م پس

hi٢
∫ ١
−١

 p∑
j=٠

d

dt
cijL̃j(ξ)

 L̃k(ξ) dξ −
∫ ١
−١ f(uhi)

d

dξ
L̃k(ξ) dξ + f̂ L̃k(ξ)

∣∣١
− f̂ L̃k(ξ)

∣∣
−١ =

hi٢
∫ ١
−١ gL̃k(ξ) dξ.

داریم: لژاندر توابع خاصیت بر بنا و
hi٢k + ١

d

dt
cik =

∫ ١
−١ f(uhi)

d

dξ
L̃k(ξ) dξ − f̂ L̃k(ξ)

∣∣١ + f̂ L̃k(ξ)
∣∣
−١ +

hi٢
∫ ١
−١ gL̃k(ξ) dξ.

ͬ شود: م نتیجه پس
d

dt
cik =

٢k + ١
hi

[∫ ١
−١ f(uhi)

d

dξ
L̃k dξ − f̂ L̃k

∣∣١ + f̂ L̃k
∣∣
−١ +

hi٢
∫ ١
−١ gL̃k dξ

]
. (٢ . ٧)

ب·یریم نظر در Pk ساده نویسͬ برای یا L̃k
(٢x− xi − xi−١

hi

)
به صورت را پایه ای توابع اگر

داریم: هستند، متعامد Ii روی که
d

dt
cik =

٢k + ١
٢

[∫
Ii

f(uh)P
′
k dx− f̂P−

k

∣∣
i
+ f̂P+

K

∣∣
i−١ +

∫
Ii

gPk dx

]
. (٢ . ٨)

k = ٠, . . . , p آن در که هستند معمولͬ دیفرانسیل معادله  ، (٢ . ٨) و (٢ . ٧) معادله های که
نوشت. زیر برداری فرم به ͬ توانیم م را (٢ . ٨) و (٢ . ٧) معادله های است.

d

dt
C = L.

یا (٢ . ٧) معادله های راست سمت توابع بردار L و ضرایب بردار C = (ci١, · · · , ci,k) آن در که
ͬ کنیم. م حل چهار مرتبه کلاسی کوتای رانگ روش با را معادله این است. (٢ . ٨)

به دست u(x, ٠) دقیق اولیه شرط از خاصͬ تصویر۵ از استفاده با ،uh(x, ٠) ∈ V p
h اولیه شرط

برای کنیم. انتخاب Ii مرزهای روی را f̂ داریم نیاز روش، تعریف کردن کامل برای ͬ  آید. م
ͬ کنیم. م انتخاب است، وابسته f ′(u) به که را باد جهت خلاف شار (٢ . ٣) متناوب مرزی شرایط

ͬ کنیم: م تعریف ،f ′(u) > ٠ برای

f̂
∣∣
i
=


f(u−h )|N , i = ٠,
f(u−h )|i, i = ١, . . . , N.

(٢ . ٩)

ͬ کنیم: م تعریف ،f ′(u) < ٠ برای و

f̂
∣∣
i
=


f(u+h )|i, i = ٠, . . . , N − ١,
f(u+h )|٠, i = N.

(٢ . ١٠)
۵projection



٢١ ناپیوسته گالرکین روش خطلای وتحلیل تجزیه
ͬ توان م را نتایج همان ͬ شوند، م اثبات (٢ . ٩) عددی شار برای نتایج این که با .٢ . ١ . ١ ملاحظه

کرد. اثبات جزئͬ تغییراتͬ با تنها (٢ . ١٠) عددی شار از استفاده با
برای تنها شرایط این ͬ گیریم. م نظر در را متناوب مرزی شرایط اینجا در .٢ . ١ . ٢ ملاحظه
ͬ توان م آسانͬ به کنیم، انتخاب را دی·ری مرزی شرایط اگر نیست. ضروری و است سادگͬ
شرایط به مربوط عددی شار f ′(u) > ٠ که حالتͬ در نمونه برای آورد. به دست را f̂ عددی شار

ͬ آید. م به دست (٢ . ١١) به صورت ،u(−١, t) = h(t) دیری΄له مرزی

f̂
∣∣
i
=


f
(
h(t)

)∣∣
i
, i = ٠,

f(u−h )
∣∣
i
, i = ١, . . . , N.

(٢ . ١١)

انتگرال ،uh(x, ٠) شرط با (۵ . ٢) اول مرتبه دیفرانسیل معادلات که ͬ کنیم م فرض ادامه در
دارند. دقیق

ناپیوسته گالرکین روش خطلای وتحلیل تجزیه ٢ . ٢
که ͬ کنیم م بررسͬ را ∀(x, t) ∈ [−١, ١]× [٠, T ] ، ٠ < δ ≤ f ′

(
u(x, t)

) حالت تنها بخش این در
برای نتایج که کنید توجه .ē = P−

h − uh و ϵ = u−P−
h u حالت این در است. مثبت ثابت ی δ

را حالت این بنابر این بیاید، به دست مشابه ش΄لͬ به ͬ تواند م نیز ،f ′(u(x, t)) ≤ −δ < ٠ حالت
ͬ کنیم. م حذف

تحلیل و تجزیه غیر خطͬ بقاء قوانین حل برای را DG روش [٣٠] در هم کاران و منگ
سمت به را ابرهم·رایی ،uh(x, ٠) = P−

h (x, ٠) به صورت اولیه شرط انتخاب با آن ها کرده اند.
است. شده اثبات ادامه در آمده به دست نتایج کردند. اثبات P−

h u دقیق، جواب از خاصͬ تصویر
مربوط تابعک دو به بیاوریم، به دست را روش ابرهم·رایی خاصیت این که برای .٢ . ٢ . ١ تعریف

شده اند. تعریف  (٢ . ١٣) و (٢ . ١٢) به صورت که داریم، نیاز Ii روی F (x) تابع L٢ نرم به
B−
i (F ) =

∫
Ii

F (x)
x− xi−١

hi

d

dx

(
F (x)

x− x̄i
hi

)
dx, (٢ . ١٢)

B+
i (F ) =

∫
Ii

F (x)
x− xi
hi

d

dx

(
F (x)

x− x̄i
hi

)
dx. (٢ . ١٣)

اثبات برای که هستند، زیر ویژگͬ داری (٢ . ١٣) و (٢ . ١٢) در شده تعریف تابعک های
داریم. نیاز آن ها به ابرهم·رایی

داریم: Ii روی F (x) ∈ C١ تابع هر برای .٢ . ٢ . ١ لم
B−
i (F ) =

١
۴hi

∫
Ii

F ٢(x) dx+
F ٢(xi)

۴ , (١۴ . ٢)

B+
i (F ) = − ١

۴hi
∫
Ii

F ٢(x) dx−
F ٢(xi−١)۴ . (١۵ . ٢)



ناپیوسته گالرکین روش خطای تحلیل و تجزیه ٢٢
ͬ کنیم. م اثبات را (١۴ . ٢) رابطه ی تنها ما است. شده برگرفته [٢١] مقاله از اثبات برهان.

ͬ شود. م انجام مشابه به طور (١۵ . ٢) اثبات
B−
i (F ) =

∫
Ii

F (x)
x− xi−١

hi

d

dx

(
F (x)

x− x̄i
hi

)
dx

=

∫
Ii

F (x)
x− xi−١

hi

(
F ′(x)

x− x̄i
hi

+ F (x)
١
hi

)
dx

=

∫
Ii

F (x)F ′(x)
(x− x̄i)(x− xi−١)

h٢
i

dx+

∫
Ii

F ٢(x)x− xi−١
h٢
i

dx

=
F ٢(x)

٢
(x− x̄i)(x− xi−١)

h٢
i

∣∣∣∣
Ii

−
∫
Ii

F ٢(x)
٢

(٢x− x̄i − xi−١)
h٢
i

dx

+

∫
Ii

F ٢(x)x− xi−١
h٢
i

dx

=
F ٢(xi)

۴ −
∫
Ii

F ٢(x)
٢

(٢x− x̄i − xi−١)
h٢
i

dx+

∫
Ii

F ٢(x)x− xi−١
h٢
i

dx

=
١

۴hi
∫
Ii

F ٢(x) dx+
F ٢(xi)

۴
کرده ایم. استفاده جزء به جزء انتگرال گیری از اثبات برای که

مشتقات دارای و هموار کافͬ اندازه به که باشد (٢ . ١) دقیق جواب u کنید فرض .٢ . ٢ . ١ قضیه
٠ < δ ≤ ،(x, t) ∈ [−١, ١] × [٠, T ] هر برای و f ∈ C٣ کنید فرض همچنین است. کراندار

برای (٢ . ٩) عددی شار با (۵ . ٢) از جوابی را uh است. مثبت ثابت ی δ درآن که ،f ′(u(x, t))
C مثبت ثابت پس ،uh(x, ٠) = P−

h u(x, ٠) اولیه شرط تقریب به توجه با ͬ دهیم. م قرار p ≥ ١
وجود است، مستقل h از و است وابسته max٣

m=١ |f (m)| و T معین زمان ،u دقیق جواب به که
برقرارند. (٢ . ١٨) و (٢ . ١٧) ،(١۶ . ٢) نامساوی های t ∈ [٠, T ] هر برای به طوری که دارد

∥ē∥ ≤ Ch
p+

٣٢ , (١۶ . ٢)

∥e∥ ≤ Chp+١, (٢ . ١٧)

∥et∥ ≤ Chp+١. (٢ . ١٨)
عددی شار مش بندی، از عضو هر مرزهای روی است. شده برگرفته [٣٠] مقاله از اثبات برهان.
(٢ . ١٩) به صورت v ∈ V p

h هر برای را (۵ . ٢) DG طرح ͬ گیریم. م نظر در f̂ = f(u−h ) به صورت را
ͬ نویسیم: ∫م

Ii

(uh)tv dx−
∫
Ii

f(uh)vx dx+ f(u−h )v
−|i − f(u−h )v

+|i−١ =

∫
Ii

gv dx. (٢ . ١٩)
نوشت: ͬ توان م پس است، برقرار u دقیق جواب برای فوق ضعیف فرم ∫چون

Ii

utv dx−
∫
Ii

f(u)vx dx+ f(u)v−|i − f(u)v+|i−١ =

∫
Ii

gv dx. (٢ . ٢٠)



٢٣ ناپیوسته گالرکین روش خطلای وتحلیل تجزیه
داریم: v ∈ V p

h هر برای ،(٢ . ٢٠) از (٢ . ١٩) کردن کم ∫با
Ii

etv dx =

∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
vx dx−

(
f(u)− f(u−h )

)
v−|i

+
(
f(u)− f(u−h )

)
v+|i−١,

(٢ . ٢١)

داریم: v ∈ V p
h هر برای (٢ . ٣) شرط از استفاده و Ii روی زدن ͽجم با

∫
I
etv dx =

N∑
i=١

∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
vx dx+

N∑
i=١

((
f(u)− f(u−h )

)
〚v〛
)
i
. (٢ . ٢٢)

ͬ آید: م به دست زیر تساوی v = ē دادن قرار با

LHS =

∫
I
etēdx =

N∑
i=١

∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
vx dx

+
N∑
i=١

((
f(u)− f(u−h )

)
〚ē〛
)
i
= RHS.

(٢ . ٢٣)

داریم: طرفͬ ∫از
I
etē dx =

∫
I
(ϵ+ ē)tēdx =

∫
I
ētēdx+

∫
I
ϵtē dx

=
١
٢

d

dt

∫
I
ē٢ dx+

∫
I
ϵtē dx =

١
٢

d

dt
∥ē∥٢ +

∫
I
ϵtē dx.

(٢۴ . ٢)

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت Ii هر روی را ē (٢ . ٢٣) در RHS برآورد برای
ē = ri +

Si(x)(x− x̄i)

hi
,

است. شده داده زیر لم در RHS از برآوردی .Si(x) ∈ P p−١(Ii) و است ثابت ی ri = ē(x̄i) که
است. |f ′′′| یا و |f ′′| ماکسیمم به وابسته نامنفͬ ثابت C∗ ادامه در

برقرار (٢۵ . ٢) نامساوی آنگاه باشد برقرار (١ . ٨) درونیابی خاصیت کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ لم
است.

RHS ≤
(
ζ(e) + C∗h

−٣∥e∥٢
∞
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١∥S∥+ Ch٢p+٣ (٢۵ . ٢)
هستند. uh تقریبی جواب و h از مستقل C∗ و C مثبت ثابت های و ζ(e) = C∗+C∗h

−١∥e∥∞ که
و f(u) − f(uh) غیرخطͬ عبارات برای ،u به نسبت را دوم مرتبه تیلور بسط ابتدا برهان.

ͬ نویسیم: م (٢ . ٢٧) و (٢۶ . ٢) به صورت f(u)− f(u−h )

f(u)− f(uh) = f(u)− f(u)− (uh − u)f ′(u)− ١
٢(uh − u)٢f ′′(τ)

= f ′(u)ē+ f ′(u)ϵ− ١
٢ f̃ ′′u (ϵ+ ē)٢ = λ١ + λ٢ + λ٣,

(٢۶ . ٢)
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f(u)− f(u−h ) = f(u)− f(u)− (u−h − u)f ′(u)− ١

٢(u−h − u)٢f ′′(τ)

= f ′(u)ē− + f ′(u)ϵ− − ١
٢ ˜̃
f ′′u (ϵ

− + ē−)٢ = θ١ + θ٢ + θ٣,
(٢ . ٢٧)

و f̃ ′′u = f ′′(α١u + (١ − α١)uh) توسط که هستند میانͬ مقادیر ˜̃
f ′′u و f̃ ′′u که

اندیس از که کنید توجه شده اند. داده ٠ ≤ α١, α٢ ≤ ١ که ، ˜̃f ′′u = f ′′(α٢u + (١ − α٢)u−h )
را (٢ . ٢٣) در RHS ͬ توانیم م بنابراین کرده ایم. نظر صرف ساده نمادگذاری برای (٢ . ٢٧) در i

کنیم، بازنویسͬ (٢ . ٢٨) به صورت

RHS =

٣∑
j=١

(Λj +Θj), (٢ . ٢٨)

شده اند، داده (٢ . ٢٩) به صورت Θj و Λj که

Λj =

N∑
i=١

∫
Ii

λj ēx dx, Θj =

N∑
i=١

(θj〚ē〛)i j = ١,٢,٣. (٢ . ٢٩)

ͬ آوریم: م به دست Λ١ +Θ١ برای را زیر برآورد جزء جزءبه انتگرال گیری با

Λ١ +Θ١ =

N∑
i=١

∫
Ii

λ١ēx dx+

N∑
i=١

(θ١〚ē〛)i

=

N∑
i=١

∫
Ii

f ′(u)ēēx dx+

N∑
i=١

(f ′(u)ē−〚ē〛)i

=
١
٢

N∑
i=١

(
f ′(u)(ē−)٢∣∣

i
− f ′(u)(ē+)٢∣∣

i−١ −
١
٢
∫
Ii

∂xf
′(u)ē٢ dx

)

+

N∑
i=١

(f ′(u)ē−〚ē〛)i

= − ١
٢

N∑
i=١

∫
Ii

∂xf
′(u)ē٢ dx+

N∑
i=١

f ′(ui)(ē
− − ⌈ē⌉)i〚ē〛i

≤ C∗∥ē∥٢ − ١
٢

N∑
i=١

f ′(ui)〚ē〛٢
i ≤ C∗∥ē∥٢,

(٢ . ٣٠)

بر بنا این که به توجه با کرده ایم. استفاده فوق نامساوی در f ′(u) بودن مثبت فرض از که
داریم: است، ϵ−i = ٠ ،(۶ . ١) در P−

h خاصیت

Θ٢ =

N∑
i=١

(f ′(u)ϵ−〚ē〛)i = ٠. (٢ . ٣١)

ͬ کنیم، م بازنویسͬ (٢ . ٣٢) به صورت را f ′(u) ،Λ٢ برآورد برای
f ′(u) = f ′(ui) +

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
, (٢ . ٣٢)
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چندجمله ای هر به نسبت ϵ که کنید توجه ͬ کند. م مشخص xi در را u دقیق جواب مقدار ui که
بنویسیم: زیر به صورت را Λ٢ ͬ توانیم م بنابراین است. متعامد (۶ . ١) به بنا p−١ درجه از حداکثر

Λ٢ =

N∑
i=١

∫
Ii

[
f ′(ui) +

(
f ′(u)− f ′(ui)

)]
ϵēx dx

=

N∑
i=١

∫
Ii

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ϵēx dx

=
N∑
i=١

∫
Ii

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ϵ

(
S′
i(x)

x− xi
hi

+
Si(x)

hi

)
dx.

واض ͬ کنیم. م تعریف Ii هر روی ،ϕ(x) =
x− x̄i
hi

به صورت را ϕ(x) قطعه   وار چندجمله ای
معکوس ویژگͬ با همراه شوارتز کوشͬ نامساوی از استفاده با پس ∥ϕ(x)∥∞ = ١٢ که است

داریم: (١۴ . ١)
Λ٢ ≤ C∗h∥ϵ∥

(
Ch−١∥S∥+ h−١∥S∥) ≤ C∗∥ϵ∥∥S∥ ≤ C∗h

p+١∥S∥.∣∣(f ′(u)−f ′(ui))∣∣ ≤ ،Ii بازه ی هر روی که حقیقت این و (١ . ٨) درونیابی خاصیت از همچنین که
ͬ رسیم، م Λ٢ +Θ٢ برای (٢ . ٣٣) بالا کران به بنابراین کرده ایم. استفاده ،C∗h

Λ٢ +Θ٢ ≤ C∗h
p+١∥S∥. (٢ . ٣٣)

ͬ آوریم: م به دست زیر به صورت Λ٣ +Θ٣ برای برآوردی
Λ٣ +Θ٣ =

N∑
i=١

∫
Ii

− ١
٢ f̃ ′′u (ϵ+ ē)٢ēx dx+

N∑
i=١

(− ١
٢ ˜̃
f ′′u
(
ϵ− + ē−)٢〚ē〛

)
i

≤ C∗∥e∥٢∥ēx∥+ C∗

N∑
i=١

(e−)٢i 〚ē〛i

≤ C∗∥e∥٢∥ēx∥+ C∗∥e∥٢
Γh
∥ē∥Γh

≤ C∗∥e∥∞∥e∥∥ēx∥+ C∗∥e∥∞∥e∥Γh
∥ē∥Γh

≤ C∗h
−١∥e∥∞

(
∥e∥∥ē∥+ h

١٢ ∥ϵ∥Γh
∥ē∥+ ∥ē∥٢)

≤ C∗h
p∥e∥∞∥ē∥+ C∗h

−١∥e∥∞∥ē∥٢

≤
(
C∗h

−١∥e∥∞ + C∗h
−٣∥e∥٢

∞
)
∥ē∥٢ + Ch٢p+٣.

(٣۴ . ٢)

و ∥e∥ ≤ ∥e∥∞ از سوم نامساوی در شوارتز، کوشͬ نامساوی از دوم و اول نامساوی در که
درونیابی خاصیت از پنجم نامساوی در (١۵ . ١) و (١۴ . ١) از چهارم نامساوی در ∥e∥Γh

≤ ∥e∥∞

،(٢ . ٣٠) ترکیب با کرده ایم. استفاده مستقیم به طور یانگ نامساوی از گام، آخرین در و (١ . ٨)
ͬ آوریم: م به دست (٣۴ . ٢) و (٢ . ٣٣)

RHS ≤ C∗∥ē∥٢ + C∗h
p+١∥S∥+ (C∗h

−١∥e∥∞ + C∗h
−٣∥e∥٢

∞
)
∥ē∥٢ + Ch٢p+٣

≤
(
ζ(e) + C∗h

−٣∥e∥٢
∞
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١∥S∥+ Ch٢p+٣.
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داریم: (٢ . ٢٣) در (٢۵ . ٢) و (٢۴ . ٢) جای·ذاری با
١
٢

d

dt
∥ē∥٢ ≤

∣∣∣∣∫
I
ϵtēdx

∣∣∣∣+ (ζ(e) + C∗h
−٣∥e∥٢

∞
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١∥S∥+ Ch٢p+٣. (٣۵ . ٢)

درونیابی خاصیت و شوارتز کوشͬ نامساوی و (۶ . ١) در P−
h تصویر تعامد خاصیت از استفاده با

ͬ آوریم: م به دست ∣∣∫I ϵtē dx∣∣ برای کرانͬ (١ . ٨)
∣∣∣∣∫
I
ϵtēdx

∣∣∣∣ ≤ N∑
i=١

∫
Ii

|ϵt|
(
|ri|+

∣∣∣∣Si(x)(x− x̄i)

hi

∣∣∣∣ ) dx

=

N∑
i=١

∫
Ii

|ϵt||ri| dx+

N∑
i

∫
Ii

|ϵt|
∣∣∣∣Si(x)(x− x̄i)

hi

∣∣∣∣ dx
≤

N∑
i=١

∫
Ii

|ϵt||Si(x)|
∣∣∣∣x− x̄i

hi

∣∣∣∣ dx
≤ ∥ϵt∥∥S∥∥ϕ∥∞ ≤ Chp+١∥S∥.

(٣۶ . ٢)

ͬ شود: م نتیجه (٣۶ . ٢) و (٣۵ . ٢) ترکیب با
١
٢

d

dt
∥ē∥٢ ≤

(
ζ(e) + C∗h

−٣∥e∥٢
∞
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١∥S∥+ Ch٢p+٣. (٢ . ٣٧)
نظر در کوچ کافͬ به اندازه h برای را (٢ . ٣٨) پیش فرض ما ،f(u) شار بودن غیرخطͬ بر بنا

ͬ گیریم: م
∥P±

h u− uh∥ ≤ h٢. (٢ . ٣٨)
کرد. خواهیم توجیه p ≥ ١ درجه قطعه وار چندجمله ای های برای را پیش فرض این بعداً

(٢ . ٣٨) پیش فرض از آنگاه باشد. برقرار (١ . ٩) درونیابی خاصیت کنید فرض .٢ . ٢ . ١ نتیجه
که: ͬ شود م نتیجه

∥e∥∞ ≤ Ch
٣٢ , ∥ē∥∞ ≤ Ch

٣٢ . (٢ . ٣٩)
نامساوی از استفاده و (١ . ٩) درونیابی خاصیت و (١۶ . ١) معکوس ویژگͬ از استفاده با برهان.

داریم: مثلثͬ
∥ē∥∞ ≤ Ch

− ١٢ ∥ē∥ ≤ Ch
٣٢ ,

∥e∥∞ ≤ ∥ϵ∥∞ + ∥ē∥∞ ≤ Ch
p+

١٢ + Ch
٣٢ ≤ Ch

٣٢ .
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برآوردهای آنگاه باشد، برقرار (٢ . ٣٨) پیش فرض اگر ٢ . ٢ . ٢ لم شرایط همان تحت .٢ . ٢ . ٢ نتیجه

هستند. برقرار زیر خطای
∥e∥ ≤ Chp+١, ∥ē∥ ≤ Chp+١. (۴٢ . ٠)

(٣۶ . ٢) و (٢ . ٣٣) در ∥S∥ بجای ∥ē∥ از که، تفاوت این با است ٢ . ٢ . ٢ لم ادامه در اثبات برهان.
که: داریم (٢ . ٣٧) از پس ͬ کنیم. م استفاده

١
٢

d

dt
∥ē∥٢ ≤

(
ζ(e) + C∗h

−٣∥e∥٢
∞
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١∥ē∥+ Ch٢p+٣

≤
(
(C∗ + C∗h

١٢ ) + C∗
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١∥ē∥+ Ch٢p+٣

≤ C١∥ē∥٢ + C∗h
٢p+٢,

(۴٢ . ١)

از استفاده با کرده ایم. استفاده یانگ نامساوی و (٢ . ٣٨) پیش فرض و (٢ . ٣٩) از آن در که
داریم: ē(·, ٠) = ٠ که حقیقت این و گرونوال نامساوی
∥ē∥ ≤ Chp+١.

نوشت: ͬ توان م (١ . ٨) به توجه با نتیجه در
∥e∥ ≤ ∥ē∥+ ∥ϵ∥ ≤ Chp+١ + Chp+١ ≤ Chp+١.

ابرهم·رایی خاصیت آوردن به دست برای آن به که ͬ دهیم، م ارائه S برای کرانͬ بعد لم در
داریم. نیاز

مشتقات دارای و هموار کافͬ اندازه به که باشد (٢ . ١) دقیق جواب u کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ لم
،δ < f ′

(
u(x, t)

) ،(x, t) ∈ [−١, ٠]×[١, T ] هر برای و f ∈ C٣ کنید فرض همچنین است. کراندار
قرار p ≥ ١ برای (٢ . ٩) عددی شار با (۵ . ٢) از جوابی را uh است. مثبت ثابت ی δ درآن که
نیز (٢ . ٣٨) پیش فرض اگر ،uh(x, ٠) = P−

h u(x, ٠) اولیه شرط تقریب به توجه با ͬ دهیم. م
است، برقرار (۴٢ . ٢) نامساوی t ∈ [٠, T ] هر برای آنگاه باشد، برقرار

∥S∥ ≤ Ch∥et∥+ Chp+٢, (۴٢ . ٢)
است. مستقل uh تقریبی جواب و h از C مثبت ثابت که

ͬ آوریم: م به دست (٢ . ٢١) از جزء به جزء انتگرال گیری با ∫برهان.
Ii

etv dx =−
∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
x
v dx+

(
f(u)− f(u−h )

)
v−
∣∣
i

−
(
f(u)− f(u+h )

)
v+
∣∣
i−١ −

(
f(u)− f(u−h )

)
v−
∣∣
i
+
(
f(u)− f(u−h )

)
v+
∣∣
i−١,
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داریم، v ∈ Vh هر برای ∫پس

Ii

etv dx+

∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
x
v dx+ 〚f(u)− f(uh)〛v+|i−١ = ٠. (۴٢ . ٣)

.Si(x) ∈ P p−١(Ii) و است ثابت ri که ،ē = ri+
Si(x)(x−x̄i)

hi
و u−uh = ϵ+ ē که ͬ کنیم م یادآوری

داریم، v ∈ Vh هر برای دهیم، قرار v =
Si(x)(x−xi−١)

hi
∫اگر

Ii

et
Si(x)(x− xi−١)

hi
dx+

∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
x

Si(x)(x− xi−١)
hi

dx = ٠. (۴۴ . ٢)
f(u) − f(uh) غیرخطͬ عبارت برای دوم مرتبه تیلور بسط نوشتن با .v+(xi−١) = ٠ چون

ͬ آوریم، م به دست f ′(u) = f ′(ui) +
(
f ′(u)− f ′(ui)

) به صورت f ′(u) نوشتن و u به نسبت
f(u)− f(uh) = f ′(u)ē+ f ′(u)ϵ− ١

٢f ′′ue٢

= f ′(ui)ē+
(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ē+ f ′(ui)ϵ+

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ϵ− ١

٢f ′′ue٢

= π١,i + π٢,i + π٣,i + π۴,i + π۵,i,

نوشت، (۴۵ . ٢) به صورت ͬ توان م را (۴۴ . ٢) عبارت بنابراین است. میانͬ مقدار ی f ′′u ∫که
Ii

et
Si(x)(x− xi−١)

hi
dx+

۵∑
j=١

Πji = ٠, (۴۵ . ٢)

آن، در که
Πji =

∫
Ii

(
πji
)
x

Si(x)(x− xi−١)
hi

dx, (j = ١, · · · ,۵). (۴۶ . ٢)
ͬ کنیم. م برآورد جداگانه به طور را (۴۵ . ٢) عبارت هر

داریم: ٢ . ٢ . ١ لم در B−
i ویژگͬ از استفاده با ابتدا در

Π١,i =
∫
Ii

f ′(ui)
(
ri +

Si(x)(x− x̄i)

hi

)
x

Si(x)(x− xi−١)
hi

dx

= f ′(ui)B
−
i (Si) = f ′(ui)

[ ١
۴hi

∫
Ii

S٢
i (x) dx+

S٢
i (xi)۴

]
.

(۴٢ . ٧)

ͬ آوریم: م به دست f ′(u(x, t)) ≥ δ > ٠ اینکه از استفاده و (۴۵ . ٢) در (۴٢ . ٧) دادن قرار ∫با
Ii

et
Si(x)(x− xi−١)

hi
dx = −f ′(ui)

[ ١
۴hi

∫
Ii

S٢
i (x) dx+

S٢
i (xi)۴

]
−

۵∑
j=٢

Πji

≤ − δ

۴hi
∫
Ii

S٢
i (x) dx− δ

۴S٢
i (xi)−

۵∑
j=٢

Πji.

داریم: پس
δ

۴hi
∫
Ii

S٢
i (x) dx+

δ

۴S٢
i (xi) ≤ −

∫
Ii

et
Si(x)(x− xi−١)

hi
dx−

۵∑
j=٢

Πji,
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گرفت: نتیجه ͬ توان م که

δ

۴
∫
Ii

S٢
i (x) dx ≤ hi

(
−
∫
Ii

et
Si(x)(x− xi−١)

hi
dx−

۵∑
j=٢

Πji

)
. (۴٢ . ٨)

که است واض ͬ کنیم. م تعریف ϕ١(x) = x−xi−١
hi

به صورت ،Ii هر روی را ϕ١(x) چندجمله ای 
داریم: Ii روی (۴٢ . ٨) رابطه طرفین زدن ͽجم با .∥ϕ١(x)∥∞ = ١

δ

۴∥S(x)∥٢ ≤ −h
∫
I
etS(x)ϕ١(x) dx−

۵∑
j=٢

Πj , Πj = h
N∑
i

Πji. (۴٢ . ٩)

ͬ کنیم. م برآورد ی به ی را (۴٢ . ٩) راست سمت عبارات حال
ͬ آوریم: م به دست شواتز کوشͬ نامساوی از استفاده با انتگرال عبارت برای کرانͬ ابتدا

h

∣∣∣∣ ∫
I
etS(x)ϕ١(x) dx

∣∣∣∣ ≤ h∥et∥∥S∥∥ϕ١∥∞ ≤ h∥et∥∥S∥. (۵٢ . ٠)
و (١۴ . ١) رابطه شوارتز، کوشͬ نامساوی از استفاده با ،Π٢,i برای کرانͬ ابتدا ،Π٢ برآورد برای

ͬ آوریم: م به دست |f ′(u)− f ′(ui)| ≤ C∗h

Π٢,i =
∫
Ii

[(
f ′(u)− f ′(ui)

)
x
ē+

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ēx
]
Si(x)

x− xi−١
hi

dx

≤ C∗
(
∥ē∥i + h∥ēx∥i

)
∥S∥i∥ϕ١∥i ≤ C∗∥ē∥i∥S∥i.

داریم: شوارتز کوشͬ نامساوی از استفاده با نتیجه در
Π٢ ≤ C∗h∥ē∥∥S∥. (۵٢ . ١)

داریم: (۶ . ١) در P−
h خاصیت از استفاده و جزء به جزء انتگرال گیری با

Π٣,i =
∫
Ii

f ′(ui)ϵxSi(x)
x− xi−١

hi
dx

=f ′(ui)ϵ
−S−

i (x)
x− − xi−١

hi

∣∣
i
− f ′(ui)ϵ

+S+
i (x)

x+ − xi−١
hi

∣∣
i−١

− f ′(ui)

∫
Ii

ϵ
d

dx

(
Si(x)

x− xi−١
hi

)
dx

=− f ′(ui)

∫
Ii

ϵ
d

dx

(
Si(x)

x− xi−١
hi

)
dx = ٠.

بنابراین
|Π٣| = ٠. (۵٢ . ٢)

از استفاده همچنین و (١۴ . ١) رابطه شواتز، کوشͬ نامساوی از استفاده با ابتدا ،Π۴ برآورد برای
ͬ آوریم: م به دست Π۴,i برای کرانͬ ،|f ′(u)− f ′(ui)| ≤ C∗h

Π۴,i =
∫
Ii

[(
f ′(u)− f ′(ui)

)
x
ϵ+

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ϵx
]
Si(x)

x− xi−١
hi

dx

≤ C∗
(
∥ϵ∥i + h∥ϵx∥i

)
∥S∥i.
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Π۴ برای را زیر کران (١ . ٨) درونیابی خاصیت و شوارتز کوشͬ نامساوی از استفاده با نتیجه در

ͬ آوریم: م به دست
|Π۴| ≤ C∗h

(
∥ϵ∥+ h∥ϵx∥

)
∥S∥ ≤ C∗h

p+٢∥S∥. (۵٢ . ٣)
ͬ آوریم: م به دست نهایت در و

Π۵i =
∫
Ii

١
٢
(
f ′′ue

٢)
x
Si(x)

x− xi−١
hi

dx =

∫
Ii

f ′′ueexSi(x)
x− xi−١

hi
dx

≤ C∗∥e∥i∥ex∥i∥S∥i∥ϕ١∥i ≤ C∗∥e∥i∥ex∥i∥S∥i.

داریم: شوارتز کوشͬ نامساوی از استفاده با نتیجه در
|Π۵| ≤ h

(
C∗h

−١∥e∥٢∥S∥) ≤ C∗∥e∥
(
∥ē∥+ ∥ϵ∥

)
∥S∥

≤ C∗∥e∥∞
(
∥ē∥+ ∥ϵ∥

)
∥S∥ ≤ C∗∥e∥∞

(
∥ē∥+ Chp+١)∥S∥. (۵۴ . ٢)

(٢ . ٣٩) از استفاده و (۴٢ . ٩) در (۵٢ . ٠)‐(۵۴ . ٢) دادن قرار با ،(۴٢ . ٢) خطای برآورد نهایت در
ͬ آيد. م به دست (۴٢ . ٠) و

δ

۴∥S(x)∥٢ ≤ −h
∫
I
etS(x)ϕ١(x) dx−

۵∑
j=٢

Πj

≤ h∥et∥∥S∥+ C∗h∥ē∥∥S∥+ C∗h
p+٢∥S∥+ C∗∥e∥∞

(
∥ē∥+ Chp+١)∥S∥

≤
[
h∥et∥+ C∗h

p+٢ + C∗h
p+٢ + C∗h

٣٢ (Chp+١ + Chp+١)]∥S∥
≤
(
h∥et∥+ C∗h

p+٢)∥S∥.
نوشت، ͬ توان م بنابراین

∥S∥ ≤ Ch∥et∥+ Chp+٢.

مشتقات دارای و هموار کافͬ اندازه به که باشد (٢ . ١) دقیق جواب u کنید فرض .۴ . ٢ . ٢ لم
،δ ≤ f ′

(
u(x, t)

) ،(x, t) ∈ [−١, ٠]×[١, T ] هر برای و f ∈ C٣ کنید فرض همچنین است. کراندار
قرار p ≥ ١ برای (٢ . ٩) عددی شار با (۵ . ٢) از جوابی را uh است. مثبت ثابت ی δ درآن که
نیز (٢ . ٣٨) پیش فرض اگر ،uh(x, ٠) = P−

h u(x, ٠) اولیه شرط تقریب به توجه با ͬ دهیم. م
است. برقرار (۵۵ . ٢) نامساوی t ∈ [٠, T ] هر برای باشد برقرار

∥et∥ ≤ Chp+١ + C∗h
− ١٢

√∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds. (۵۵ . ٢)

هستند. uh تقریبی جواب و h از مستقل C∗ و C ثابت های که t ∈ [٠, T ] هر برای



٣١ ناپیوسته گالرکین روش خطلای وتحلیل تجزیه
است لازم تنها بنابراین .∥ϵt(·, t)∥ ≤ Chp+١ که ͬ دانیم م (١ . ٨) درونیابی خاصیت از برهان.

کنیم: ثابت
∥ēt(·, t)∥ ≤ Chp+١ + C∗h

− ١٢

√∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds.

ͬ آوریم. م به دست ∥ē(·, ٠)∥ اولیه خطای برای کرانͬ ابتدا منظور، این به
نوشتن با است. برقرار v ∈ Vh هر برای نیز t = ٠ در (٢ . ٢٢) خطای معادله ͬ دانیم که م
به اینکه توجه با و f(u)−f(u−h ) و f(u)−f(uh) برای t = ٠ در u به نسبت دوم مرتبه تیلور بسط

داریم: ē(·, ٠) = ٠
f(u)− f(uh) = f ′(u)ϵ− ١

٢ f̃ ′′u ϵ٢ = λ١ + λ٢

f(u)− f(u−h ) = f ′(u)ϵ− − ١
٢ f̃ ′′u (ϵ−)٢ = Θ١ +Θ٢

نوشت: زیر به صورت را (٢ . ٢٢) رابطه  راست سمت
٢∑
j=١

Λj +Θj

آن، در که
Λj =

N∑
i=١

∫
Ii

λjvx dx Θj =
N∑
i=١
(
θj〚v〛

)
i

ͬ کنیم: م برآورد زیر به صورت تک تک را فوق عبارات حال

Λ١ +Θ١ =
N∑
i=١

∫
Ii

f ′(u)ϵvx dx+
N∑
i=١
(
f ′(u)ϵ−〚v〛

)
i

=
N∑
i=١

∫
Ii

f ′(ui)ϵvx dx+
N∑
i=١

∫
Ii

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ϵvx dx

≤ C∗h∥ϵ∥∥vx∥ ≤ C∗∥ϵ∥∥v∥

(۵۶ . ٢)

این که و (١۴ . ١) معکوس ویژگͬ ،P−
h تصویر ویژگͬ شوارتز، کوش نامساوی از بالا رابطه ی در که

ͬ کنیم: م برآورد زیر به صورت را Λ٢ +Θ٢ حال کرده ایم. استفاده |f ′(u)− f ′(ui)| ≤ C∗h

Λ٢ +Θ٢ =
N∑
i=١

∫
Ii

− ١
٢ f̃ ′′u ϵ٢vx dx+

N∑
i=١
(
− ١

٢ f̃ ′′u (ϵ−)٢〚v〛
)
i

≤ C∗∥ϵ∥٢∥vx∥+ C∗∥ϵ∥٢
Γh
∥v∥Γh

≤ C∗h
−١∥ϵ∥∞∥ϵ∥∥v∥+ C∗∥ϵ∥∞∥ϵ∥Γh

∥v∥Γh

≤ C∗h
−١∥ϵ∥∞

(
∥ϵ∥∥v∥+ ∥ϵ∥∥v∥

)
≤ C∗h

p∥ϵ∥∞∥v∥

(۵٢ . ٧)
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با کرده ایم. استفاده (١۵ . ١) و (١۴ . ١) معکوس ویژگͬ و شواتز کوشͬ نامساوی از آن در که

داریم: (۵٢ . ٧) و (۵۶ . ٢) ترکیب
rhs ≤ C∗

(
hp+١ + hp∥ϵ(·, ٠)∥∞)∥v∥ (۵٢ . ٨)

نوشت: زیر به صورت ͬ توان م را (٢ . ٢٢) عبارت چپ سمت دهیم، قرار v = ēt اگر
lhs =

∫
I
et(·, ٠)ēt(·, ٠) dx =

∫
I
(ϵ+ ē)tēt dx =

∫
I
ē٢
t dx+

∫
I
ϵtēt dx

= ∥ēt(·, ٢∥(٠ +

∫
I
ϵt(·, ٠)ēt(٠, t) dx.

داریم: دهیم، قرار v = ēt(·, ٠) ،(۵٢ . ٨) در همچنین و (٢ . ٢٢) در اگر
∥ēt(·, ٢∥(٠ ≤

(
∥ϵt(٠, t)∥+ C∗(h

p+١ + hp∥ϵ(·, ٠)∥∞)
)
∥ēt(·, ٠)∥,

که: ͬ شود م نتیجه پس
∥ēt(·, ٠)∥ ≤ ∥ϵt(·, ٠)∥+ C∗(h

p+١ + hp∥ϵ(·, ٠)∥∞) ≤ Chp+١, (۵٢ . ٩)
برای را ∥ēt(·, t)∥ از برآوردی حال کرده ایم. استفاده ،(١ . ٩) و (١ . ٨) درونیابی خاصیت از که

ͬ دهیم. م انجام را زیر روند کار این برای ͬ آوریم. م به دست t > ٠
داریم: t به نسبت (٢ . ٢٢) معادله از گرفتن مشتق ∫با

I
ettv dx =

N∑
i=١

∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
t
vx dx+

N∑
i=١

((
f(u)− f(u−h )

)
t
〚v〛
)
i
.

ͬ شود. م حاصل (۶٢ . ٠) رابطه ،v = ēt دادن قرار ∫با
I
ettēt dx =

N∑
i=١

∫
Ii

(
f(u)− f(uh)

)
t
(ēt)x dx+

N∑
i=١

((
f(u)− f(u−h )

)
t
〚ēt〛

)
i
. (۶٢ . ٠)

(
f(u)−f(u−h )

)
t
و (f(u)−f(uh))t غیرخطͬ عبارات برای u به نسبت را دوم مرتبه تیلور بسط

ͬ نویسیم، م (۶٢ . ٢) و (۶٢ . ١) )به صورت
f(u)− f(uh)

)
t
=
(
f ′(u)ē

)
t
+
(
f ′(u)ϵ

)
t
− (R١e٢)t

=∂tf
′(u)ē+ f ′(u)ēt + ∂tf

′(u)ϵ

+ f ′(u)ϵt − ∂tR١e٢ − ٢R١eet
=σ١ + · · ·+ σ۶,

(۶٢ . ١)

(
f(u)− f(u−h )

)
t
=
(
f ′(u)ē−

)
t
+
(
f ′(u)ϵ−

)
t
− (R٢(e−)٢)t

=∂tf
′(u)ē− + f ′(u)ē−t + ∂tf

′(u)ϵ−

+ f ′(u)ϵ−t − ∂tR٢(e−)٢ − ٢R٢e−e−t
=γ١ + · · ·+ γ۶,

(۶٢ . ٢)
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ͬ شوند. م تعریف (۶٢ . ٣) صورت به R٢ و R١ (۶٢ . ٢) و (۶٢ . ١) روابط در که

R١ =

∫ ١
٠
(١ − µ)f ′′

(
u+ µ(uh − u)

)
dµ, R٢ =

∫ ١
٠
(١ − ν)f ′′

(
u+ ν(u−h − u)

)
dν. (۶٢ . ٣)

ͬ کنیم. م فرمول بندی (۶٢ . ٣) صورت به و ͬ دهیم م نشان Υ با را (۶٢ . ٠) راست سمت

Υ = Λ١ + · · ·+ Λ۶, (۶۴ . ٢)

،j = ١, · · · ,۶ برای آن در که

Λj =
N∑
i=١

∫
Ii

σj(ēt)x dx+
N∑
i=١
(
γj〚ēt〛

)
i
, (۶۵ . ٢)

نشان (۶۶ . ٢) به صورت را (۶٢ . ٠) ͬ توان م نتیجه در کرد. خواهیم برآورد تک تک را آن ها که
داد:

١
٢

d

dt
∥ēt∥٢ ≤ Υ+ ∥ϵtt∥∥ēt∥ ≤ Υ+ Chp+١∥ēt∥, (۶۶ . ٢)

کرده ایم. استفاده (١ . ٨) از فوق نامساوی در که
را (۶٢ . ٧) برآورد (١۵ . ١) رابطه و یانگ نامساوی از استفاده با ͬ کنیم. م برآورد را Λ١ ابتدا

ͬ آوریم: م به دست Λ١ برای

Λ١ =

N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+

N∑
i=١

∂tf
′(ui)ē

−
i 〚ēt〛i

≤
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ C∗

N∑
i=١

(ē−i )
٢ + ε

N∑
i=١

〚ēt〛٢
i

≤
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ C∗∥ē∥٢

Γh
+ ε

N∑
i=١

〚ēt〛٢
i

≤
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ ε

N∑
i=١

〚ēt〛٢
i + C∗h

−١∥ē∥٢.

(۶٢ . ٧)

(۶٢ . ٧) راست سمت انتگرالͬ عبارت اولین که کنید توجه است. کوچ مثبت ثابت ی ε که
دارد وجود آن در (ēt)x و ē ترکیب چون است، پیچیده ∥ēt∥ برای کرانͬ آوردن به دست برای
و جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده با ͬ کنیم. م برآورد دی·ر عبارات با همراه را آن بعداً و
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ͬ آوریم. م به دست Λ٢ برای کرانͬ ،f ′(u) ≥ δ > ٠ اینکه

Λ٢ =
N∑
i=١

∫
Ii

f ′(u)ēt(ēt)x dx+
N∑
i=١

f ′(ui)(ē
−
t )i〚ēt〛i

≤ ١
٢
( N∑
i=١

f ′(u)(ē−t )
٢∣∣
i
− f ′(u)(ē+t )

٢∣∣
i−١
)
− ١

٢
N∑
i=١

∫
Ii

∂xf
′(u)(ēt)

٢ dx

+
N∑
i=١

f ′(ui)(ē
−
t )i〚ēt〛i

≤ − ١
٢

N∑
i=١

∫
Ii

∂xf
′(u)(ēt)

٢ dx− ١
٢

N∑
i=١

f ′(ui)〚ēt〛٢
i

≤ C∗∥ēt∥٢ − δ

٢
N∑
i=١

〚ēt〛٢
i .

(۶٢ . ٨)

داریم: آورده ایم، به دست Λ٢ و Λ١ برای که بالا برآوردهای ترکیب با
Λ١ + Λ٢ ≤

N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ C∗h

−١∥ē∥٢ + C∗∥ēt∥٢ −
( δ
٢ − ε

) N∑
i=١

〚ēt〛٢
i

≤
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ C∗h

−١∥ē∥٢ + C∗∥ēt∥٢,
(۶٢ . ٩)

به اینکه توجه با .ε = δ۴ مثال عنوان به ͬ کنیم، م انتخاب کوچ را ε ،(۶٢ . ٩) نامساوی در
،Ii عنصر هر روی

∂tf
′(u) = ∂tf

′(ui) +
(
∂tf

′(u)− ∂tf
′(ui)

)
,

∣∣∂tf ′(u)− ∂tf
′(ui)

∣∣ ≤ C∗h.

داریم: P−
h تصویر خاصیت از استفاده با و

Λ٣ =
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ϵ(ēt)x dx+

N∑
i=١

∂tf
′(ui)(ϵ

−)i〚ēt〛i

≤
N∑
i=١

∫
Ii

(
∂tf

′(u)− ∂tf
′(ui)

)
ϵ(ēt)x dx

≤ C∗h∥ϵ∥∥(ēt)x∥ ≤ C∗∥ϵ∥∥ēt∥ ≤ C∗h
p+١∥ēt∥.

(٢ . ٧٠)

استفاده (١ . ٨) درونیابی خاصیت و (١۴ . ١) رابطه شواتز، کوشͬ نامساوی از (٢ . ٧٠) در که
داریم: (١۴ . ١) رابطه و P−

h تصویر ویژگͬ از استفاده با مشابه به طور کرده ایم.
Λ۴ =

N∑
i=١

∫
Ii

f ′(u)ϵt(ēt)x dx+
N∑
i=١

f ′(ui)(ϵ
−
t )i〚ēt〛i

≤
N∑
i=١

∫
Ii

(
f ′(u)− f ′(ui)

)
ϵt(ēt)x dx

≤ C∗h∥ϵt∥∥(ēt)x∥ ≤ C∗∥ϵt∥∥ēt∥ ≤ C∗h
p+١∥ēt∥

(٢ . ٧١)
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ͬ کنیم. م برآورد را Λ۵ ،(۴٢ . ٠) از استفاده و (١۵ . ١) و (١۴ . ١) روابط از استفاده با حال

Λ۵ = −
N∑
i=١

∫
Ii

∂tR١e٢(ēt)x dx−
N∑
i=١
(
∂tR٢(e−)٢〚ēt〛

)
i

≤ C∗∥e∥٢∥(ēt)x∥+ C∗∥e∥٢
Γh
∥ēt∥Γh

≤ C∗h
−١∥e∥∞∥e∥∥ēt∥+ C∗∥e∥∞∥e∥Γh

∥ēt∥Γh

≤ C∗h
−١∥e∥∞

(
∥e∥∥ēt∥+ ∥e∥∥ēt∥

)
≤ C∗h

−١∥e∥∞∥e∥∥ēt∥

≤ C∗h
p∥e∥∞∥ēt∥.

(٢ . ٧٢)

داریم: مشابه به طور

Λ۶ = −
N∑
i=١

∫
Ii

٢R١eet(ēt)x dx−
N∑
i=١
(٢R٢e−e−t 〚ēt〛

)
i

≤ C∗∥e∥∥et∥∥(ēt)x∥+ C∗∥e∥Γh
∥ēt∥٢

Γh

≤ C∗h
−١∥e∥∞∥et∥∥ēt∥+ C∗h

−١∥e∥∞∥ēt∥٢

≤ C∗h
p∥e∥∞∥ēt∥+ C∗h

−١∥e∥∞∥ēt∥٢.

(٢ . ٧٣)

داریم: یانگ نامساوی از استفاده و (۶۶ . ٢) در (۶۴ . ٢) و (۶٢ . ٩)‐(٢ . ٧٣) کردن ͽجم با
١
٢

d

dt
∥ēt∥٢ ≤Υ+ Chp+١∥ēt∥ = Λ١ + · · ·+ Λ۶ + Chp+١∥ēt∥

≤
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ C∗h

−١∥ē∥٢ + ٢C∗h
p+١∥ēt∥

+ Chp+١∥ēt∥+ ٢C∗h
p∥e∥∞∥ēt∥+

(
C + C∗h

−١∥e∥∞
)
∥ēt∥٢

≤
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ C∗h

−١∥ē∥٢ + Ch٢p+٢ + C∥ēt∥٢

+ C٢
∗ h

٢p+٢ + C٢
∗ h

−٢∥e∥٢
∞∥ēt∥٢ +

(
C + C∗h

−١∥e∥∞
)
∥ēt∥٢

≤
N∑
i=١

∫
Ii

∂tf
′(u)ē(ēt)x dx+ C∗h

−١∥ē∥٢ + Ch٢p+٢ + ζ(e)٢∥ēt∥٢,

(٧۴ . ٢)

و t تا ٠ بازه ی روی فوق عبارت از انتگرال گیری با است. ζ(e) = (C + C∗h
−١∥e∥∞

) آن در که
داریم: (۵٢ . ٩) از استفاده با

١
٢∥ēt∥٢ ≤ E + C∗h

−١
∫ t

٠ ∥ē∥٢dt+ Ch٢p+٢ + ζ(e)٢
∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt, (٧۵ . ٢)

انتگرال t به نسبت آن از E برآورد برای است. E =
∫ t٠ ∑N

i=١
∫
Ii
∂tf

′(u)ē(ēt)x dxdt آن در که



ناپیوسته گالرکین روش خطای تحلیل و تجزیه ٣۶
ͬ گیریم: م جزء به جزء

E =
N∑
i=١

∫
Ii

∫ t

٠ ∂tf
′(u)ē(ēt)xdtdx

=

N∑
i=١

∫
Ii

{
−
∫ t

٠ ∂t
(
∂tf

′(u)ē
)
ēxdt+ ∂tf

′(u)ēēx|t٠
}
dx

=

N∑
i=١

∫
Ii

{
−
∫ t

٠ ∂t
(
∂tf

′(u)ē
)
ēxdt+

(
∂tf

′(u)ēēx
)
(t)
}
dx.

ͬ آوریم: م به دست (٢ . ٣٣) اثبات مانند وتحلیلͬ تجزیه با .ē(·, ٠) = ٠ چون

E =−
∫ t

٠
N∑
i=١

∫
Ii

(
∂٢
t f

′(u)ē+ ∂tf
′(u)ēt

)
ēx dxdt+

N∑
i=١

∫
Ii

(
∂tf

′(u)ēx
)
(t) dx

=−
∫ t

٠
N∑
i=١

∫
Ii

(
∂٢
t f

′(u)ē+ ∂tf
′(u)ēt

)(
ri + Si(x)

(x− x̄)

hi

)
x
dxdt

+
N∑
i=١

∫
Ii

(
∂tf

′(u)ē
(
ri + Si(x)

(x− x̄)

hi

)
x

)
(t) dx

≤C∗

∫ t

٠
(
∥ē∥+ ∥ēt∥

)(
Ch−١∥S∥+ h−١∥S∥)dt+ C∗∥ē∥

(
Ch−١∥S∥+ h−١∥S∥)

≤C∗h
−١
∫ t

٠
(
∥ē∥+ ∥ēt∥

)
∥S∥dt+ C∗h

−١∥ē∥∥S∥.

ͬ شود: م نتیجه پس

E ≤C∗h
−١
∫ t

٠
∥S∥

(
∥ē∥+ ∥ēt∥

)
dt+ C∗h

−١∥S∥|ē∥

≤C∗h
−١
∫ t

٠
(
Ch∥ēt∥+ Chp+٢)(∥ē∥+ ∥ēt∥

)
dt

+ C∗h
−١(Ch∥ēt∥+ Chp+٢)∥ē∥

≤C∗h
−١
∫ t

٠
(
Ch∥ēt∥∥ē∥+ Ch∥∥ēt∥٢ + Chp+٢∥ē∥+ Chp+٢∥ēt∥

)
dt

+ C∗∥ēt∥∥ē∥+ C∗h
p+١∥ē∥

≤C∗

∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt+ C∗h
p+١∥ēt∥+ Ch٢p+٢

≤C∗

∫ t

٠
∥ēt∥٢dt+ ١

۴∥ēt∥٢ + Ch٢p+٢.

(٧۶ . ٢)

نامساوی و (۴٢ . ٠) نامساوی ،(١ . ٨) درونیابی خاصیت یانگ، نامساوی از آن در که
کرده ایم. استفاده  ∥S∥ ≤ Ch∥ēt∥+ Chp+٢

کوچ کافͬ اندازه به h برای (٢ . ٣٩) گرفتن نظر در و (٧۵ . ٢) در (٧۶ . ٢) دادن قرار با



٣٧ ناپیوسته گالرکین روش خطلای وتحلیل تجزیه
ͬ آوریم: م به دست

١
۴∥ēt∥٢ ≤ C∗

∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt+ Ch٢p+٢ + C∗h
−١
∫ t

٠ ∥ē∥٢dt+ Ch٢p+٢

+ ζ(e)٢
∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt.
(٢ . ٧٧)

داریم: طرفͬ از
∫ t

٠ ζ(e)٢∥ēt∥٢dt =
∫ t

٠ (C + C∗h
−١∥e∥∞)٢∥ēt∥٢dt

= C

∫ t

٠
∥ēt∥٢dt+ C∗h

−٢
∫ t

٠
∥e∥٢

∞∥ēt∥٢dt+ C∗h
−١
∫ t

٠
∥e∥∞∥ēt∥٢dt

≤ C

∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt+ C∗h

∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt+ C∗h
١٢
∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt

≤ C

∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt.

که: ͬ شود م نتیجه (٢ . ٧٧) در فوق نامساوی دادن قرار با

١
۴∥ēt∥٢ ≤ C̃

∫ t

٠ ∥ēt∥٢dt+ C∗h
−١
∫ t

٠ ∥ē∥٢dt+ Ch٢p+٢,

گرونوال نامساوی از استفاده با نهایت در هستند. h از مستقل مثبت ثابت های C̃ و C∗ ،C که
ͬ آوریم: م به دست

∥ēt∥ ≤ Chp+١ + C∗h
− ١٢
√∫ t

٠ ∥ē(s)∥ds. (٢ . ٧٨)

داریم: ∥ϵt∥ ≤ Chp+١ اینکه و فوق نامساوی از استفاده با پس

∥et∥ ≤ ∥ϵt∥+ ∥ēt∥ ≤ Chp+١ + Chp+١ + C∗h
− ١٢
√∫ t

٠ ∥ē(s)∥ds

≤ Chp+١ + C∗h
− ١٢
√∫ t

٠ ∥ē(s)∥ds.

،(٢ . ٣٨) پیش فرض ،(٢ . ٣٩) از استفاده ،(٢ . ٣٧) در (۵۵ . ٢) و (۴٢ . ٢) دادن قرار با حالا
به دست است، ē شامل که را بعد مهم نامساوی یانگ، نامساوی به کاربردن و (۴٢ . ٠) از استفاده



ناپیوسته گالرکین روش خطای تحلیل و تجزیه ٣٨
ͬ آوریم. م

١
٢

d

dt
∥ē∥٢ ≤

(
ζ(e) + C∗h

−٣∥e∥٢
∞
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١∥S∥+ Ch٢p+٣

≤
(
ζ(e) + C∗h

−٣∥e∥٢
∞
)
∥ē∥٢ + C∗h

p+١(Ch∥et∥+ Chp+٢)+ Ch٢p+٣

≤
(
ζ(e) + C∗h

−٣∥e∥٢
∞
)
∥ē∥٢

+ C∗h
p+١
(
Ch
(
Chp+١ + C∗h

− ١٢

√∫ t

٠
∥ē(s)∥٢ds)+ Chp+٢

)
+ Ch٢p+٣

≤
(
(C∗ + C∗h

−١∥e∥∞) + C∗C
٢)∥ē∥٢ + C∗C

٢h٢p+٣

+ C٢
∗Ch

p+
٣٢
√∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds+ C∗Ch
٢p+٣ + Ch٢p+٣

≤
(
C∗ + C∗Ch

١٢ + C∗C
٢)∥ē∥٢ + C٢

∗C
(h٢p+٣

٢
+

∫ t٠ ∥ē(s)∥٢ds
٢

)
+
(
C∗C

٢ + C∗C + C
)
h٢p+٣

≤
(
C∗ + C∗C + C∗C

٢)∥ē∥٢ +
(C٢

∗C٢
∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds)
+
(
C∗C

٢ + C∗C + C +
C٢
∗C٢
)
h٢p+٣

≤C١∥ē∥٢ + C٢
∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds+ (C∗C
٢ + C∗C + C +

C٢
∗C٢
)
h٢p+٣

≤C١∥ē∥٢ + C٢
∫ t

٠
∥ē(s)∥٢ds+ C٣h٢p+٣.

که: ͬ شود م نتیجه پس
١
٢

d

dt
∥ē∥٢ ≤ C١∥ē∥٢ + C٢

∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds+ C٣h٢p+٣, (٢ . ٧٩)
برقرار (٢ . ٨٠) رابطه که کنید توجه هستند. h از مستقل مثبت ثابت های  C٣ و C٢ ،C١ که

است.
d

dt

∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds = ∥ē(t)∥٢. (٢ . ٨٠)
داریم: (٢ . ٨٠) با (٢ . ٧٩) برابر دو کردن ͽجم با

d

dt

(
∥ē∥٢ +

∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds
)

≤ (٢C١ + ١)∥ē∥٢ + ٢C٢
∫ t

٠ ∥ē(s)∥٢ds+ ٢C٣h٢p+٣

≤ C٠
(
∥ē∥٢ +

∫ t

٠
∥ē(s)∥٢ds

)
+ Ch٢p+٣,

(٢ . ٨١)

به کاربردن با هستند. h از مستقل مثبت ثابت های C = ٢C٣ و C٠ = max(٢C١ + ١,٢C٢) که
یعنͬ ͬ آید، م به دست نظر مورد نتیجه ē(·, ٠) = ٠ که حقیقت این با همراه گرونوال نامساوی

است. برقرار (٢ . ٨٢) رابطه ،t ∈ [٠, T ] هر برای
∥ē(·, t)∥ ≤ Ch

p+
٣٢ . (٢ . ٨٢)



٣٩ ناپیوسته گالرکین روش خطلای وتحلیل تجزیه
پیش فرض همه از اول ͬ شود. م کامل (٢ . ٣٨) پیش فرض کردن بررسͬ با قضیه اثبات نهایت در
(p ≥ ١) p درجه تکه وار چندجمله ای های برای .ē(·, ٠) = ٠ چون ͬ کند، م صدق t = ٠ برای
شده تعیین ثابت C آن در که ،Chp+٣٢ < ١٢h٢ که کرد انتخاب کوچ به اندازه ای را h ͬ توان م

ͬ کنیم. م تعریف (٢ . ٨٣) صورت به را t∗ است. (٢ . ٨٢) در T نهایی زمان توسط
t∗ = sup

{
s ≤ T : ∥P ∗

hu(t)− uh(t)∥ ≤ h٢, ∀t ∈ [٠, s]}, (٢ . ٨٣)
داریم: t∗ < T اگر پیوسته به طور پس

∥P ∗
hu(t

∗)− uh(t
∗)∥ = h٢.

که: ͬ شود م نتیجه (٢ . ٨٢) از اما
∥P ∗u(t∗)− uh(t

∗)∥ ≤ Chp+
٣٢ < ١

٢h٢,

است. موجه (٢ . ٣٨) پیش فرض پس است. برقرار t∗ = T همیشه بنابراین است. تناقض که

نیاز آن ها به   تحلیل و تجزیه در که را π+ و P−
h پارامتر های خواص از برخͬ بعد لم در

بخش ی به ،u−π+u درونیابی خطای که ͬ دهیم م نشان به خصوص ͬ کنیم. م بررسͬ داریم،
ͬ شود. م تقسیم بی معنͬ بخش ی و ͬ دار معن  

برقرار (٨۴ . ٢) رابطه Ii روی آنگاه باشد. ثابت t ∈ [٠, T ] و u ∈ Hp+٢ کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ لم
است.

u− π+u = ϕ+i + γ+i , (٨۴ . ٢)
آن، در که

ϕ+i (x, t) = αi(t)ψ
+
p+١,i(x) , ψ+

p+١,i(x) =
p∏
j=٠

(
x− x+i,j

)
. (٨۵ . ٢)

∥∥ϕ+i ∥∥٢
k,i

≤ C١h٢(p+١−k)
i ∥u∥٢

p+١,i , ٠ ≤ k ≤ p (٨۶ . ٢)

∥∥γ+i ∥∥٢
k,i

≤ C٢h٢(p+٢−k)
i ∥u∥٢

p+٢,i , ٠ ≤ k ≤ p+ ١ (٢ . ٨٧)
همچنین، و

∥∥π+u− P−
h u
∥∥
i
≤ C٣hp+٢

i ∥u∥p+٢,i . (٢ . ٨٨)



ناپیوسته گالرکین روش خطای تحلیل و تجزیه ۴٠
دیدن برای است. برقرار π+v = P−

h v تساوی ،v ∈ P p+١ هر برای که کنید توجه ابتدا برهان.
کنید. مراجعه [٣] به ͬ توانید م اثبات

به را درونیابی خطای V = π̂+u =
∑p

k=٠ ckxk + αix
p+١ ∈ P p+١ کردن کم و اضافه با

ͬ کنیم: م تجزیه (٢ . ٨٩)  صورت
u− π+u = V − π+u+ u− V = ϕ+i + γ+i , (٢ . ٨٩)

آن، در که
ϕ+i = V − π+u, γ+i = u− V. (٢ . ٩٠)

نوشت: ͬ توان م π+u = π+π̂+u = π+V اینکه به توجه با
ϕ+i = V − π+V = αi

(
xp+١ − π+(xp+١)) = αiψ

+
p+١,i, (٢ . ٩١)

آن، در که
ψ+
p+١,i(x) = xp+١ − π+(xp+١).

داریم: استاندارد درونیاب خطای برآورد با
∥γ+i ∥k,i ≤ C١hp+٢−k

i ∥u∥p+٢,i , ∥ϕ+i ∥k,i ≤ C٢hp+١−k
i ∥V ∥p+١,i. (٢ . ٩٢)

ͬ کنیم. م پیدا مثلثͬ نامساوی از استفاده و u کردن اضافه و کم با ∥V ∥p+١,i برای کرانͬ حال
∥V ∥p+١,i ≤ ∥V − u∥p+١,i + ∥u∥p+١,i ≤ (chi + ١)∥u∥p+١,i ≤ C∥u∥p+١,i. (٢ . ٩٣)

کردیم. ثابت را (٢ . ٨٧) تا (٨۴ . ٢) پس
بنابراین: π̂+u ∈ P p+١ که کنیم توجه باید (٢ . ٨٨) اثبات برای

P−
h π̂

+u = π+π̂+u = π+u.

داریم: استاندارد درونیاب خطای از استفاده با
∥u− π̂+u∥i ≤ C١hp+٢

i ∥u∥p+٢,i. (٩۴ . ٢)
داریم: P−

h π̂
+u = π+u از استفاده و u = u− π̂+u+ π̂+u برای P−

h بردن به کار با
P−
h u = P−

h (u− π̂+u) + P−
h (π̂+u) = P−

h (u− π̂+u) + π+u,

نتیجه: در
P−
h u− π+u = P−

h (u− π̂+u). (٩۵ . ٢)



۴١ ناپیوسته گالرکین روش خطلای وتحلیل تجزیه
ͬ نویسیم: م و ∥P−

h v∥i ≤ C٢∥v∥i که ͬ دهیم م نشان حال
∥P−

h v∥i = ∥P−
h v − v + v∥i ≤ ∥P−

h v − v∥i + ∥v∥i ≤ chp+١
i ∥v∥i + ∥v∥i ≤ C٢∥v∥i. (٩۶ . ٢)

داریم: (٩۶ . ٢) برآورد از استفاده و (٩۵ . ٢) از L٢ نرم گرفتن با
∥P−

h u− π+u∥i = ∥P−
h (u− π̂+u)∥i ≤ C٢∥u− π̂+u∥i. (٢ . ٩٧)

ͬ آوریم: م به دست (٩۴ . ٢) استاندارد درونیابی برآورد با (٢ . ٩٧) ترکیب با
∥P−

h u− π+u∥i ≤ C٣hp+٢
i ∥u∥p+٢,i.

مشتقات دارای و هموار کافͬ اندازه به که باشد (٢ . ١) دقیق جواب u کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
،δ ≤ f ′

(
u(x, t)

) ،(x, t) ∈ [−١, ٠]×[١, T ] هر برای و f ∈ C٣ کنید فرض همچنین است. کراندار
قرار p ≥ ١ برای (٢ . ٩) عددی شار با (۵ . ٢) از جوابی را uh است. مثبت ثابت ی δ درآن که
به طوری که دارد وجود C ثابت ،uh(x, ٠) = P−

h u(x, ٠) اولیه شرط تقریب به توجه با ͬ دهیم. م
است. برقرار (٢ . ٢ . ٢) نامساوی ،t ∈ [٠, T ] هر uh∥∥برای − π+u

∥∥ ≤ Ch
p+

٣٢ , ∀t ∈ [٠, T ] (٢ . ٩٨)
شود. تجزیه (٢ . ٩٩) به صورت ͬ تواند م حقیقͬ خطای این، بر علاوه

e(x, t) = αi(t)ψ
+
p+١,i(x) + ω+

i (x, t) , (٢ . ٩٩)
آن، در که

ω+
i = γ+i + π+u− uh, (٢ . ١٠٠)

و
N∑
i=١

∥∥∥∥∂kω+
i

∂xk

∥∥∥∥٢
i

≤ Ch٢(p−k)+٣ , k = ٠, ١, (٢ . ١٠١)

نهایت، در و
∥e∥٢١,B ≤ Ch٢p , ∀t ∈ [٠, T ]. (٢ . ١٠٢)

داریم: ،uh − π+u به P−
h u کردن اضافه و کم با برهان.

uh − π+u = uh − P−
h u+ P−

h u− π+u = −ē+ P−
h u− π+u.

داریم: مثلثͬ نامساوی از استفاده و فوق تساوی طرفین از L٢ نرم گرفتن uh∥∥با − π+u
∥∥ =

∥∥−ē+ P−
h u− π+u

∥∥ ≤ ∥ē∥ +
∥∥P−

h u− π+u
∥∥ .
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داریم: (٢ . ٨٨) و (١۶ . ٢) برآوردهای از استفاده uh∥∥با − π+u

∥∥ ≤ Ch
p+

٣٢ + C٣hp+٢∥u∥p+٢ ,

داریم: ∥u∥٢
p+٢ =

∑p+٢
k=٠
∥∥∂ku(·, t)

∂xk
∥∥٢ و هستند کراندار u مشتقات و u چون

∥∥uh − π+u
∥∥ ≤ Ch

p+
٣٢ + C۴hp+٢ ≤ Ch

p+
٣٢ .

به Ii روی u − π+u درونیابی خطای کردن جدا با همچنین و e به π+u کردن کم و اضافه با
داریم: (٨۴ . ٢)  صورت

e = u− π+u+ π+u− uh = ϕ+i + γ+i + π+u− uh = ϕ+i + ω+
i , (٢ . ١٠٣)

آن، در که
ω+
i = γ+i + π+u− uh.

ͬ آوریم: م به دست ،|ab| ≤ ١٢(a٢ + b٢) نامساوی و کوشͬ نامساوی بردن به کار +w∥∥با
i

∥∥٢
i
= (γ+i + π+u− uh, γ

+
i + π+u− uh)i

=
∥∥γ+i ∥∥٢

i
+ ٢(γ+i , π+u− uh)i +

∥∥π+u− uh
∥∥٢
i

≤ ٢(∥∥γ+i ∥∥٢
i
+
∥∥π+u− uh

∥∥٢
i

)
.

(١٠۴ . ٢)

حاصل زیر نتیجه (٢ . ٩٨) و (٢ . ٨٧) از استفاده و عناصر همه روی (١٠۴ . ٢) طرفین زدن ͽجم با
ͬ شود: م

N∑
i=١
∥∥ω+

i

∥∥٢
i
≤ C١h٢(p+٢) + C٢h٢p+٣ ≤ Ch٢p+٣.

شد. اثبات k = ٠ برای (٢ . ١٠١) برآورد
نامساوی و کوشͬ نامساوی از استفاده با ͬ کنیم. م ثابت k = ١ برای را (٢ . ١٠١) برآورد حال

داریم: |ab| ≤ ١٢(a٢ + b٢)∥∥∥∥∂ω+
i

∂x

∥∥∥∥٢
i

=

(
∂(γ+i + π+u− uh)

∂x
,
∂(γ+i + π+u− uh)

∂x

)
i

≤ ٢
(∥∥∥∥∂γ+i∂x

∥∥∥∥٢
i

+

∥∥∥∥∂(π+u− uh)

∂x

∥∥∥∥٢
i

)
.

(١٠۵ . ٢)

ͬ آوریم: م به دست را زیر برآورد (١۴ . ١) معکوس نامساوی از استفاده +ω∂∥∥∥∥با
i

∂x

∥∥∥∥٢
i

≤ C

(∥∥∥∥∂γ+i∂x
∥∥∥∥٢
i

+ h−٢ ∥∥π+u− uh
∥∥٢
i

)
. (١٠۶ . ٢)

داریم: (٢ . ٨٧) و (٢ . ٩٨) از استفاده با و عناصر همه روی (١٠۶ . ٢) طرفین زدن ͽجم با
N∑
i=١

∥∥∥∥∂ω+
i

∂x

∥∥∥∥٢
i

≤ C
(
h٢p+٢ + h−٢h٢p+٣) ≤ Ch٢p+١.
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که: باشیم داشته توجه باید (٢ . ١٠٢) دادن نشان برای

∥e∥٢١,β =

N∑
i=١

∥e∥٢١,i = ∥e∥٢ +

N∑
i=١

∥∥∥∥ ∂e∂x
∥∥∥∥٢
i

. (٢ . ١٠٧)

نامساوی و کوشͬ نامساوی از استفاده و L٢ نرم گرفتن و x به نسبت (٢ . ١٠٣) از گرفتن مشتق با
ͬ آید: م به دست (٢ . ١٠٨) رابطه ،|ab| ≤ ١٢(a٢ + b٢)

∥∥∥∥ ∂e∂x
∥∥∥∥٢
i

=

(
∂ϕ+i
∂x

+
∂ω+

i

∂x
,
∂ϕ+i
∂x

+
∂ω+

i

∂x

)
≤ ٢

(∥∥∥∥∂ϕ+i∂x
∥∥∥∥٢
i

+

∥∥∥∥∂ω+
i

∂x

∥∥∥∥٢
i

)
. (٢ . ١٠٨)

داریم: (٢ . ١٠١) و (٨۶ . ٢) از استفاده و عناصر همه روی (٢ . ١٠٨) رابطه طرفین زدن ͽجم با
N∑
i=١

∥∥∥∥ ∂e∂x
∥∥∥∥٢
i

≤ C٣h٢p + C۴h٢p+١. (٢ . ١٠٩)

داریم: (٢ . ١٠٧) در (٢ . ١٠٩) و (٢ . ١٧) جای·ذاری با پایان در

∥e∥٢١,β = ∥e∥٢ +
N∑
i=١

∥∥∥∥ ∂e∂x
∥∥∥∥٢
i

= C١h٢p+٢ + C٣h٢p + C۴h٢p+١ ≤ Ch٢p.

− و + اندیس های که زمانͬ است، صادق (٢ . ٢ . ٢) قضیه و (۵ . ٢ . ٢) لم نتایج .٢ . ٢ . ١ ملاحظه
این در ͬ کنیم. م حذف را آن  بنابراین است، مشابه اثبات  کنیم. جای·زین + و − با به ترتیب را
،j = ٠, ١, . . . , p ، x−i,j یعنͬ ،R−

p+١,i(x) ریشه های در را u تابع هر π− درونیابی عمل·ر حالت
است. π−u|Ii ∈ P p(Ii) و ͬ کند م درونیابی

چند جمله ای ریشه های در p جوابDGدرجه که ͬ دهد م نشان قبل قضیه نتایج .٢ . ٢ . ٢ ملاحظه
،٠ < δ ≤ f ′

(
u(x, t)

) آن در که است، O(h
p+

٣٢ ) ابرهم·رایی دارای ،p + ١ درجه راست رادو
به نسبت ،p درجه DG حل ،f ′(u(x, t)) ≤ −δ < ٠ حالت در .∀(x, t) ∈ [−١, ١] × [٠, T ]

است. O(h
p+

٣٢ ) ابرهم·رایی دارای ،π−u درونیاب چند جمله ای





٣ فصل
پسین خطای برآورد

غیرخطͬ بقاء قوانین برای درست، مجانبی و کارآمد ساده، پسین خطای برآورد بخش این در
ثابت قبل، فصل از نتایجͬ از استفاده با همچنین ͬ آوریم. م به دست عمومͬ شار تابع با (٢ . ١)
،L٢ نرم در حقیقͬ م΄انͬ خطاهای به ،t ثابت زمان در DG پسین خطای برآورد که ͬ کنیم م
نیاز آن ها به پسین خطای تحلیل و تجزیه در که را زیر نتایج ابتدا هم·راست. h → ٠ ͬ که وقت

ͬ کنیم. م اثبات داریم،
است: برقرار Ii روی p+ ١ درجه رادو چند جمله ای ضرایب برای زیر روابط .٣ . ٠ . ١ لم

∫
Ii

dψ+
p+١,i
dx

ψ+
p+١,i dx = −k١h٢p+٢

i , (٣ . ١)

∫
Ii

(ψ+
p+١,i)٢ dx =

∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥٢
i
= (٢p+ ٢)k٢h٢p+٣

i , (٣ . ٢)

،(٣ . ٢) و (٣ . ١) در که

k١ = ٢c٢p , k٢ =
k١

(٢p+ ٢)(١p+ ٣) , cp =

(
(p+ ٢(!(١
(٢p+ ٢)! . (٣ . ٣)

همچنین .L̃p(−١) = (−١)p و L̃p(١) = ١ که، ͬ دانیم م لژاندر چند جمله ای تعریف به بنا برهان.
رادو انتقال چند جمله ای برای بنابراین .R̃+

p+(١−)١ = (١−)٢p+١ و R̃+
p+(١)١ = ٠ که، ͬ دانیم م
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پس است. برقرار R+

p+١,i(xi−١) = (١−)٢p+١ و R+
p+١,i(xi) = ψ+

p+١(xi) = ٠ روابط ،Ii روی
نوشت: ͬ توان ∫م

Ii

dψ+
p+١,i
dx

ψ+
p+١,i dx =

١
٢
(
ψ+
p+١,i

)٢
(xi)−

١
٢
(
ψ+
p+١,i

)٢
(xi−١) = − ١

٢
(
ψ+
p+١,i

)٢
(xi−١)

= − ١
٢
[
cph

p+١
i R+

p+١,i(xi−١)
]٢

= − ١
٢
[
cph

p+١
i R̃+

p+٢[(١−)١
= −٢c٢ph٢p+٢

i = −k١h٢p+٢
i .

است. k١ = ٢c٢p آن، در که
داریم: (١ . ٣) تعامد رابطه به کارگیری ∫با

Ii

ψ+
p+١,i(x)ψ+

p+١,i(x) dx = c٢ph٢p+٢
i

∫
Ii

R+
p+١,i(x)R+

p+١,i(x) dx

= c٢ph٢p+٢
i

hi٢
∫
I
R̃+
p+١(ξ)R̃+

p+١(ξ)dξ

=
c٢ph٢p+٣

i٢
∫
I

[
L̃p+١(ξ)− L̃p(ξ)

] [
L̃p+١(ξ)− L̃p(ξ)

]
dξ

=
c٢ph٢p+٣

i٢
∫
I

(
L̃٢
p+١(ξ)− ٢L̃p+١(ξ)L̃p(ξ) + L̃٢

p(ξ)
)
dξ

=
c٢ph٢p+٣

i٢
∫
I

(
L̃٢
p+١(ξ) + L̃٢

p(ξ)
)
dξ

=
c٢ph٢p+٣

i٢
( ٢
٢p+ ٣ +

٢
٢p+ ١

)
= (٢p+ ٢)k٢h٢p+٣

i ,

. است کامل اثبات و k٢ =
k١

(٢p+١)(٢p+٣) که

خاص شار تابع ٣ . ٠ . ١
یعنͬ، دارد δ مانند ی΄نواختͬ مثبت پایین کران |f ′(u)| ͬ کنیم م فرض

٠ < δ ≤ f ′
(
u(x, t)

)
, ∀(x, t) ∈ [−١, ١]× [٠, T ].

f ′′ که ͬ کنیم م فرض همچنین ͬ گیرد. م قرار بحث مورد ادامه در عمومͬ شار تابع از حالتͬ
است. مثبت ثابت ی M٢ که |f ′′(u)| ≤M٢ یعنͬ، است کراندار

غیر خطͬ بقاء قوانین پسین خطای برآورد محاسبه برای را ضعیف متناهͬ عناصر فرمول حال
ͬ کنیم، م بازنویسͬ (۴ . ٣) به صورت را (٢ . ١) معادله ابتدا ͬ دهیم. م ارائه
ut + f ′(u)ux = g(x, t) , x ∈ [−١, ١] , t ∈ [٠, T ]. (۴ . ٣)

دلخواه هموار تست تابع در را آمده به دست معادله و ͬ کنیم م تقسیم f ′(u) بر را (۴ . ٣) معادله
داریم: Ii عناصر همه روی انتگرال گیری با و ͬ کنیم م ∫ضرب

Ii

uxv dx =

∫
Ii

(
g − ut
f ′(u)

)
v dx. (۵ . ٣)
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ͬ آید. م به دست (۶ . ٣) رابطه ی v = ψ+

p+١,i(x) انتخاب با و u بجای uh + e دادن قرار ∫با
Ii

exψ
+
p+١,i dx =

∫
Ii

(
g − (uh)t − et
f ′(uh + e)

− (uh)x

)
ψ+
p+١,i dx. (۶ . ٣)

داریم: ،(۶ . ٣) چپ سمت در e = αi(t)ψ
+
p+i,i(x) + ω+

i جای·ذاری با
αi

∫
Ii

dψ+
p+١,i
dx

ψ+
p+١,i dx =

∫
Ii

(
g − (uh)t − et
f ′(uh + e)

− (uh)x − (ω+
i )x

)
ψ+
p+١,i dx. (٣ . ٧)

شده تعریف مثبت ثابت k١ آن در که ،∫Ii dψ+
p+١,i
dx ψ+

p+١,i dx = −k١h٢p+٢
i ̸= ٠ به اینکه توجه با

ͬ آوریم، م به دست αi حسب بر (٣ . ٧) حل و است (٣ . ٣) در
αi = − ١

k١h٢p+٢
i

∫
Ii

(
g − (uh)t − et
f ′(uh + e)

− (uh)x − (ω+
i )x

)
ψ+
p+١,i dx. (٣ . ٨)

هر برای ͬ تواند م Ii عنصر هر روی ،e حقیقͬ خطای که ͬ دهد م نشان (٢ . ٢ . ٢) قضیه نتایج
شود. زده تقریب (٣ . ٩) به صورت E پیشرو جمله ی با ،x ∈ Ii

e(x, t) ≈ E(x, t) = ai(t)ψ
+
p+١,i(x) . (٣ . ٩)

ͬ آوریم. م به دست را aiها ادامه در
ͬ آوریم: م به دست (۶ . ٣) چپ سمت در e(x, t) = ai(t)ψ

+
p+١,i(x) دادن قرار با

ai

∫
Ii

(ψ+
p+١,i)xψ+

p+١,i dx =

∫
Ii

(
g − (uh)t − et
f ′(uh + e)

− (uh)x

)
ψ+
p+١,i dx.

داریم: Ii روی f ′(uh) با f ′(uh + E) زدن تقریب و et زمانͬ تغییر از کردن نظر صرف با حال
ai = − ١

k١h٢p+٢
i

∫
Ii

(
g − (uh)t
f ′(uh)

− (uh)x

)
ψ+
p+١,i dx . (٣ . ١٠)

ͬ آیند. م به دست (٣ . ١٠) رابطه از ،i = ١, . . . , N ، ai ثابت های
هر روی e(x, t) حقیقͬ خطای زدن تقریب از است عبارت خطا برآورد روند خلاصه به طور
توجه است. شده  داده (٣ . ١٠) در ai(t) که ،E(x, t) = ai(t)ψ

+
p+١,i(x) پیشرو جمله با Ii عنصر

ͬ آید. م به دست مرزی شرایط بدون موضعͬ و پایا مسأله های حل با خطا برآورد که کنید
از اینجا در است. کارآمد شاخص ی پسین، خطای برآورد از پذیرش قابل مؤثر اندازه

ͬ کنیم. م استفاده زیر جهانͬ کارآمد شاخص
θ(t) =

∥E∥
∥e∥

.

هم·را ی به مش بندی تحت و باشد ی به نزدی باید جهانͬ کارآمد شاخص ایدآل، حالت در
باشد.

هم·راست. L٢ نرم تحت eدقیق خطای به h→ ٠  ͬ وقت ،E خطای برآورد که ͬ دهیم م نشان

است. ی به هم·را مش بندی تحت ،θ(t) جهانͬ کارآمد شاخص که ͬ کنیم م ثابت همچنین
ͬ کنیم. م اثبات را زیر اولیه نتایج اصلͬ، نتایج توضیح از قبل
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با به ترتیب ai و αi اگر باشند. برقرار (٢ . ٢ . ١) قضیه مفروضات که کنید فرض .٣ . ٠ . ١ قضیه
t هر برای که دارد وجود h از مستقل ،C مثبت ثابت آنگاه باشند، شده داده (٣ . ١٠) و (٣ . ٨)

ͬ باشند. م برقرار (٣ . ١٢) و (٣ . ١١) نامساوی های ثابت
N∑
i=١

(ai − αi)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤ Ch٢p+٣. (٣ . ١١)

N∑
i=١

(
(ai)

٢ + (αi)
٢)∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤ Ch٢p+٢. (٣ . ١٢)

داریم: (٣ . ١٠) از (٣ . ٨) کردن کم با برهان.

ai − αi = − ١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

(
g − (uh)t
f ′(uh)

− g − (uh)t − et
f ′(uh + e)

+ (w+
i )x

)
ψ+
p+١,i dx

]
. (٣ . ١٣)

داریم: (٢ . ١) در ut = et + (uh)t جای·ذاری  با

g − (uh)t = et + f ′(u)ux, g − (uh)t − et = f ′(u)ux. (١۴ . ٣)

ͬ آید: م به دست زیر رابطه u = e+ uh از استفاده و (١۴ . ٣) با (٣ . ١٣) کردن ترکیب با

ai − αi = − ١
k١h٢p+١

i

[∫
Ii

(
et + f ′(u)ux
f ′(uh)

− ux + (ω+
i )x

)
ψ+
p+١,i dx

]
= − ١

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

(
et

f ′(uh)
+ ux

f ′(u)− f ′(uh)

f ′(uh)
+ (ω+

i )x

)
ψ+
p+١,i dx

]
.

(١۵ . ٣)

داریم: میانگین مقدار قضیه از استفاده با

f ′(u)− f ′(uh) = f ′(uh + e)− f ′(uh) = f ′′(z)e, (١۶ . ٣)

ͬ آوریم: م به دست (١۵ . ٣) در (١۶ . ٣) جای·ذاری با است. uh و u بین z که

ai − αi = − ١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

(
et

f ′(uh)
+
uxf

′′(z)

f ′(uh)
e+ (ω+

i )x

)
ψ+
p+١,i dx

]
.

داریم: طرفین از گرفتن قدرمطلق با

|ai − αi| ≤
١

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

∣∣∣∣ et
f ′(uh)

∣∣∣∣ ∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx+

∫
Ii

∣∣∣∣uxf ′′(z)f ′(uh)
e

∣∣∣∣ ∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx]
+

١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

∣∣(ω+
i )x
∣∣ ∣∣∣ψ+

p+١,i
∣∣∣ dx] .



۴٩
٠ < ١

f ′(uh)
≤ ١

δ از استفاده با و ،٠ < δ ≤ f ′(u) این که و f و uدقیق جواب بودن هموار به توجه با
داریم: است، C = max(١, ١

δ ,
M
δ ) و |uxf ′′(u)| هموار تابع بالای کران M اینکه و

|ai − αi| ≤
١

k١h٢p+٢
i

[١
δ

∫
Ii

|et|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx+
M

δ

∫
Ii

|e|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx]
+

١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

∣∣(ω+
i )x
∣∣ ∣∣∣ψ+

p+١,i
∣∣∣ dx]

≤ C

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

|et|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx+

∫
Ii

|e|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx]
+

C

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

∣∣(ω+
i )x
∣∣ ∣∣∣ψ+

p+١,i
∣∣∣ dx] .

ͬ آید: م به دست (٣ . ١٧) رابطه ی کوشͬ نامساوی از استفاده با

|ai − αi| ≤
C
∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥
i

k١h٢p+٢
i

[
∥et∥i + ∥e∥i +

∥∥(ω+
i

)
x

∥∥
i

]
. (٣ . ١٧)

داریم: (a+ b+ c)٢ ≤ ٣(a٢ + b٢ + c٢) نامساوی بردن به کار با

(ai − αi)
٢ ≤

C٢ ∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥٢
i

k٢١h۴p+۴
i

[
∥et∥i + ∥e∥i +

∥∥(ω+
i

)
x

∥∥
i

]٢

≤
٣C٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i

k٢١h۴p+۴
i

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i +

∥∥(ω+
i

)
x

∥∥٢
i

]
.

(٣ . ١٨)

داریم: ∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥٢
i
= (٢p+ ٢)k٢h٢p+٣

i از استفاده با و ∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥٢
i

در (٣ . ١٨) ضرب با

(ai − αi)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤

٣C٢ ∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥۴
i

k٢١h۴p+۴
i

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i +

∥∥(ω+
i

)
x

∥∥٢
i

]
=

٣C٢)٢p+ ٢(٢k٢٢h٢
i

k٢١

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i +

∥∥(ω+
i

)
x

∥∥٢
i

]
= Kh٢

i

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i +

∥∥(ω+
i

)
x

∥∥٢
i

]
,

(٣ . ١٩)

ͬ باشد. م (٣ . ٢٠) ش΄ل به و بوده مش طول از مستقل K ثابت که

K =
٣C٢)٢p+ ٢(٢k٢٢

k٢١
. (٣ . ٢٠)

داریم: ،h = max١≤i≤N hi این که به توجه با و عناصر همه روی (٣ . ١٩) طرفین زدن ͽجم با
N∑
i=١

(ai − αi)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤ Kh٢

∥et∥٢ + ∥e∥٢ +
N∑
i=١
∥∥(ω+

i

)
x

∥∥٢
i

 . (٣ . ٢١)



پسین خطای برآورد ۵٠
داریم: (٢ . ١٠١) و (٢ . ١٧) ، (٢ . ١٨) با برآورد این ترکیب با

N∑
i=١

(ai − αi)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤ Kh٢ [C١h٢p+٢ + C٢h٢p+٢ + C٣h٢p+١] ≤ Ch٢p+٣.

به کار و uh = u−e از استفاده و (١۴ . ٣) با (٣ . ١٠) ترکیب با ͬ کنیم. م اثبات را (٣ . ١٢) حال
ͬ آوریم: م به دست (١۶ . ٣) بردن

ai =− ١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

(
g − (uh)t
f ′(uh)x

− (uh)x

)
ψ+
p+١,i dx

]
=− ١

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

(
et + f ′(u)ux
f ′(uh)

− (u)x + ex

)
ψ+
p+١,i dx

]
=− ١

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

et
f ′(uh)

ψ+
p+١,i dx+

∫
Ii

ux
f ′(u)− f ′(uh)

f ′(uh)
ψ+
p+١,i dx

]
− ١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

exψ
+
p+١,i dx

]
=− ١

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

et
f ′(uh)

ψ+
p+١,i dx+

∫
Ii

uxf
′′(z)

f ′(uh)
eψ+

p+١,i dx+

∫
Ii

exψ
+
p+١,i dx

]
.

(٣ . ٢٢)

هموار توابع ،f تابع و u دقیق جواب و دارد ی΄نواخت مثبت پایین کران ی |f ′(u)| چون
که، داریم هستند،

١
f ′(uh)

≤ ١
δ
,

|uxf ′′(z)|
f ′(uh)

≤ δ

M
, ∀(x, t) ∈ [−١, ٠][١, T ].

بنابر این،

|ai| ≤
١

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

∣∣∣∣ et
f ′(uh)

∣∣∣∣ ∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx+

∫
Ii

∣∣∣∣uxf ′′(z)f ′(uh)

∣∣∣∣ |e| ∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx]
+

١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

|ex|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx]
≤ ١
k١h٢p+٢

i

[١
δ

∫
Ii

|et|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx+
M

δ

∫
Ii

|e|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx]
+

١
k١h٢p+٢

i

[∫
Ii

|ex|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx]
≤ C

k١h٢p+٢
i

[∫
Ii

|et|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx+

∫
Ii

|e|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx+

∫
Ii

|ex|
∣∣∣ψ+
p+١,i

∣∣∣ dx] ,

(٣ . ٢٣)

داریم: کوشͬ نامساوی از استفاده با .C = max(١, ١
δ ,

M
δ ) که

|ai| ≤
C
∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥
i

k١h٢p+٢
i

[
∥et∥i + ∥e∥i + ∥ex∥i

]
. (٢۴ . ٣)



۵١
داریم: ،(a+ b+ c)٢ ≤ ٣(a٢ + b٢ + c٢) نامساوی از استفاده با

(ai)
٢ ≤

C٢∥ψ+
p+١,i∥٢

i

k٢١h۴p+۴
i

[
∥et∥i + ∥e∥i + ∥ex∥i

]٢

≤
٣C٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i

k٢١h۴p+۴
i

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i + ∥ex∥٢

i

]
.

(٢۵ . ٣)

ͬ آید: م به دست زیر رابطه ی ،∥ψ+
p+١,i∥٢

i = (٢p+ ٢)k٢h٢p+٣
i در (٢۵ . ٣) ضرب با

(ai)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤

٣C٢ ∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥۴
i

k٢١h۴p+۴
i

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i + ∥ex∥٢

i

]
≤

٣C٢)٢p+ ٢(٢k٢٢h٢
i

k٢١

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i + ∥ex∥٢

i

]
≤ Kh٢

i

[
∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i + ∥ex∥٢

i

]
≤ Kh٢ [∥et∥٢

i + ∥e∥٢
i + ∥ex∥٢

i

]
,

(٢۶ . ٣)

. h = max١≤i≤N hi و است شده تعریف (٣ . ٢٠) در K که
داریم: عناصر همه روی (٢۶ . ٣) طرفین زدن ͽجم با

N∑
i=١

(ai)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤ Kh٢ [∥et∥٢ + ∥e∥٢ + ∥e∥٢١,β

]
, (٣ . ٢٧)

ͬ آوریم: م به دست (٢ . ١٠٢) و (٢ . ١٧) ، (٢ . ١٨) برآوردهای از استفاده با
N∑
i=١

(ai)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤ Kh٢[C١h٢p+٢ + C٢h٢p+٢ + C٣h٢p] ≤ c١h٢p+٢. (٣ . ٢٨)

داریم: ،ϕ+i = αiψ
+
p+١,i از طرفͬ از

(αi)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
=
∥∥ϕ+i ∥∥٢

i
.

ͬ آید: م به دست زیر رابطه (٨۶ . ٢) از استفاده با و عناصر همه روی گرفتن سی·ما با
N∑
i=١

(αi)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
=

N∑
i=١
∥∥ϕ+i ∥∥٢

i
≤ c٢h٢p+٢. (٣ . ٢٩)

داریم: (٣ . ٢٩) به (٣ . ٢٨) کردن اضافه با
N∑
i=١
(
(a٢
i ) + (α٢

i )
) ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤ c١h٢p+٢ + c٢h٢p+٢ ≤ Ch٢p+٢.



پسین خطای برآورد ۵٢
برآورد از که نتایجͬ ما به خصوص شده اند. داده توضیح زیر قضیه در بخش این اصلͬ نتایج

ͬ کنیم. م اثبات ͬ شود، م نتیجه  (٣ . ٩) پسین خطای
i = ١, . . . , N aiها، اگر باشند. برقرار ٢ . ٢ . ١ قضیه مفروضات که ͬ کنیم م فرض .٣ . ٠ . ٢ قضیه

به طوری که: دارد وجود h از مستقل ،C = C(u, t) ثابت پس باشند، شده داده (٣ . ١٠) با

∥e∥٢ =

N∑
i=١

(ai)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
+ ϵ̂ , |ϵ̂| ≤ Ch

٢p+۵٢ , (٣ . ٣٠)

داریم: h→ ٠ ͬ که زمان است. ثابت t که ،x ∈ Ii ،E(x, t) = ai(t)ψ
+
p+١,i(x) اگر همچنین

∥E∥
∥e∥

= ١ +O(h
١٢ ) . (٣ . ٣١)

ͬ شود. م مجزا e = ϕ+i + ω+
i به صورت Ii روی DG خطای که داریم (٢ . ٩٩) از برهان.

داریم: (٨۵ . ٢) از استفاده و e از L٢ نرم گرفتن با
∥e∥٢

i =
∥∥ϕ+i ∥∥٢

i
+ ٢ (ϕ+i , ω+

i

)
i
+
∥∥ω+

i

∥∥٢
i
= (αi)

٢ ∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥٢
i
+ ϵi. (٣ . ٣٢)

است. ϵi = ٢(ϕ+i , ω+
i )i + ∥ω+

i ∥٢
i که

ͬ آوریم: م به دست عناصر همه روی (٣ . ٣٢) رابطه طرفین زدن ͽجم با

∥e∥٢ =
N∑
i=١

(αi)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
+ ϵ̃ , ϵ̃ =

N∑
i=١

ϵi .

ͬ نویسیم: م زیر به صورت را DG خطای (α٢
i ) به (ai)٢ کردن کم و اضافه با

∥e∥٢ =
N∑
i=١

(ai)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
+ ϵ̂ , ϵ̂ =

N∑
i=١

(
(αi)

٢ − (ai)
٢)∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
+ ϵ̃. (٣ . ٣٣)

داریم: کوشͬ نامساوی و مثلثͬ نامساوی از استفاده با
|ϵi| =

∣∣∣٢ (ϕ+i , ω+
i

)
i
+
∥∥ω+

i

∥∥٢
i

∣∣∣ ≤ ٢∥∥ϕ+i ∥∥i ∥∥ω+
i

∥∥
i
+
∥∥ω+

i

∥∥٢
i
. (٣۴ . ٣)

(٨۶ . ٢) برآورد های و کوشͬ نامساوی از استفاده و عناصر همه روی (٣۴ . ٣) طرفین زدن ͽجم با
داریم: (٢ . ١٠١) و

|ϵ̃| =
N∑
i=١

|ϵi| ≤ ٢
N∑
i=١
∥∥ϕ+i ∥∥i ∥∥ω+

i

∥∥
i
+

N∑
i=١
∥∥ω+

i

∥∥٢
i

≤ ٢
 N∑
i=١
∥∥ϕ+i ∥∥٢

i


١٢  N∑

i=١
∥∥ω+

i

∥∥٢
i


١٢
+

N∑
i=١
∥∥ω+

i

∥∥٢
i

≤ ٢(C١h٢p+٢) ١٢ (C٢h٢p+٣) ١٢ + C٢h٢p+٣ = C٣h٢p+ ۵٢ = O
(
h

٢p+۵٢ ).
(٣۵ . ٣)



۵٣
زیر به صورت (a+ b)٢ ≤ ٢a٢ + ٢b٢ نامساوی و کوشͬ نامساوی از استفاده با را ϵ̂ جمله اولین

ͬ کنیم. م کراندار
N∑
i=١

(
(αi)

٢ − (ai)
٢)∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
=

N∑
i=١

(
(αi − ai)

∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥
i

)(
(αi + ai)

∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥
i

)

≤

 N∑
i=١

(αi − ai)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i


١٢  N∑

i=١
(αi + ai)

٢ ∥∥∥ψ+
p+١,i

∥∥∥٢
i


١٢

≤
√٢

 N∑
i=١

(αi − ai)
٢ ∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i


١٢  N∑

i=١

(
(αi)

٢ + (ai)
٢)∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i


١٢
.

داریم: (٣ . ١٢) و (٣ . ١١) برآورد های از استفاده با
N∑
i=١

(
(αi)

٢ + (ai)
٢)∥∥∥ψ+

p+١,i
∥∥∥٢
i
≤
√٢C١hp+

٣٢C٢hp+١ ≤ C۴h٢p+۵٢ . (٣۶ . ٣)

داریم: (٣۶ . ٣) و (٣۵ . ٣) ، (٣ . ٣٣) ترکیب با پایان در
|ϵ̂| ≤ C۴h٢p+۵٢ + C٣h٢p+۵٢ ≤ Ch

٢p+۵٢ .

تقسیم با .∥e∥٢ = ∥E∥٢ + ϵ̂ ͬ نویسیم م و ͬ کنیم م استفاده (٣ . ٣٠) از (٣ . ٣١) اثبات برای
داریم: گرفتن قدرمطلق با و ∥E∥٢

∥e∥٢ = ١ − ϵ̂
∥e∥٢ ͬ آوریم م به دست ∥e∥٢ بر ٢∥E∥∣∣∣∣∣طرفین

∥e∥٢ − ١
∣∣∣∣∣ = |ϵ̂|

∥e∥٢ . (٣ . ٣٧)

وجود C٢ و C١ مثبت ثابت های پس ،∥e∥٢ = O(h٢p+٢) و |ϵ̂| = O(h
٢p+۵٢ ) چون طرفͬ از

داریم: δ > ٠ همه ی برای دی·ر طرف از .∥e∥٢ ≤ C٢h٢p+٢ و |ϵ̂| ≤ C١h٢p+۵٢ به طوری که دارد
٠ ≤ lim

h→٠
∥e∥٢

h٢p+٢−δ ≤ lim
h→٠

C٢h٢p+٢
h٢p+٢−δ = C٢ lim

h→٠h
δ = ٠.

به طوری که: دارد وجود C٣ ثابت بنابراین
∥e∥٢ ≥ C٣h٢p+٢−δ,

داریم: معادل به طور ١یا
∥e∥٢ ≤ ١

C٣h٢p+٢−δ .

ͬ آوریم: م به دست |ϵ̂| ≤ C١h٢p+۵٢ از استفاده با و ͬ کنیم م ضرب |ϵ̂| در را فوق نامساوی
|ϵ̂|

∥e∥٢ ≤ |ϵ̂|
C٣h٢p+٢−δ ≤

C١h
٢p+۵٢

C٣h٢p+٢−δ ≤ Ch
١٢−δ

.



پسین خطای برآورد ۵۴
داریم: δ → ٠ وقتͬ حد گرفتن با است، درست δ > ٠ هر برای بالا رابطه چون

|ϵ̂|
∥e∥٢ ≤ Ch

١٢ . (٣ . ٣٨)

داریم: (٣ . ٣٨) و (٣ . ٣٧) ترکیب ٢∥E∥∣∣∣∣∣با
∥e∥٢ − ١

∣∣∣∣∣ ≤ Ch
١٢ . (٣ . ٣٩)

. ∥E∥٢
∥e∥٢ = ١ +O(h

١٢ ) بنابراین
است: برقرار زیر رابطه ی (٣ . ٣٩) رابطه ی به توجه با
∥E∥٢
∥e∥٢ ≤ ١ + Ch

١٢ .

یعنͬ: جمله ای دو سری نوشتن و گرفتن جذر با

(١ + Ch
١٢ )

١٢ = ١ +
C

٢ h
١٢ − C٢

٨ h+
C٣
١۶ h

٣٢ − · · · = ١ +O(h
١٢ ).

داریم:
∥E∥
∥e∥

= ١ +O(h
١٢ ) .

از منظور .h → ٠ ͬ که وقت هم·راست L٢ نرم در ،e به E که کردیم ثابت قبل قضیه در
،O(

√
h) نرخ با ،θ(t) جهانͬ کارآمد شاخص که کردیم ثابت همچنین است. p + ۵۴ هم·رایی

است. ی به هم·را

عمومͬ شار تابع ٣ . ٠ . ٢
پایین از ی΄نواخت به طور |f ′(u)| شار تابع که کردیم فرض اثبات هایمان در به اینکه توجه با
معادلات پسین خطا برآورد محاسبه برای را ضعیف متناهͬ عناصر فرمول است، مثبت کراندار

ͬ دهیم. م ارائه را عمومͬ شار تابع با غیرخطͬ
ͬ آوریم: م به دست Ii عنصر روی گرفتن انتگرال و ،v هموار تست تابع در (۴ . ٣) ضرب ∫با

Ii

utv dx+

∫
Ii

f ′(u)uxv dx =

∫
Ii

gv dx. (۴٣ . ٠)

داریم: ،v = ψ+
p+١,i(x) انتخاب و uh + e با u کردن جای·زین ∫با

Ii

etψ
+
p+١,i dx =

∫
Ii

(
g − (uh)t − f ′(uh + e)(uh + e)x

)
ψ+
p+١,i dx. (۴٣ . ١)



۵۵
معادله E(x, t) = aiψ

+
p+١,i(x) با e(x, t) = αi(t)ψ

+
p+١,i(x)+ω+

i (x, t) کردن جای·زین با همچنین
ͬ آید: م به دست aiها برای زیر اول مرتبه دیفرانسیل

(۴٣ . ٢)(∫
Ii

(ψ+
p+١,i)٢ dx

)
dai
dt

=

∫
Ii

(
g − (uh)t − f ′(uh + aiψ

+
p+١,i)(uh + aiψ

+
p+١,i)x

)
ψ+
p+١,i dx.

ͬ آید: م به دست زیر به صورت L٢ موضعͬ تصویر از استفاده با Ii عنصر هر برای ai(٠) اولیه مقدار

ai(٠) =
∫
Ii

(
u(x, ٠)− P ∗

hu(x, ٠))ψ+
p+١,i(x) dx∫

Ii

(
ψ+
p+١,i

)٢
(x) dx

. (۴٣ . ٣)

ͬ شود. م انتخاب زیر به صورت P ∗
h که

.P ∗
h = P−

h آنگاه باشد مثبت f ′(u(x̄i, ٠)) اگر •
.P ∗

h = P+
h از ͬ کنیم م استفاده صورت این  غیر در •

شرط با (۴٣ . ٢) اولیه مقدار مسأله حل از ،i = ١, . . . , N ،ai ثابت های که داریم توجه
ͬ آید. م به دست کلاسی چهار مرتبه کوتا رانگ روش از استفاده با (۴٣ . ٣)

م΄انͬ خطاهای به (۴٣ . ٢) خطا برآورد روند که ͬ دهد م نشان عددی آزمایش .٣ . ٠ . ١ ملاحظه
شار تابع ͬ که وقت اما هم·راست. عمومͬ شار تابع برای مش بندی تحت ،L٢ نرم در حقیقͬ
استفاده (٣ . ٩) خطا برآورد روند از ͬ شود م توصیه است، مثبت ی΄نواخت کراندار پایین از |f ′(u)|
به دست مش از عضو هر روی پایا مسأله حل از و است ساده تر محاسباتͬ دارای چون شود،
کراندار پایین از |f ′(u)| ͬ که هنگام ͬ کنیم م استفاده (٣ . ٩) از مثال ها محاسبه در ͬ آید. م
محاسباتͬ دامنه در f ′(u) ͬ که هنگام ͬ کنیم م استفاده (۴٣ . ٢) از و است، مثبت ی΄نواخت
بدون موضعͬ مسائل حل با خطا برآورد دو هر که کنید توجه ͬ دهد. م علامت تغییر خود
ͬ گیرد م قرار بحث مورد (١۶ . ٢) ابرهم·رایی نتایج بودن درست ͬ آیند. م به دست مرزی شرایط

است. ساختگͬ f(u) روی محدودیت که ͬ کنیم م اشاره و [٣٠] در





۴ فصل
عددی مثال های

عمومͬ هم·رایی و ابرهم·رایی نتایج به بخشیدن اعتبار برای را عددی مثال های بخش این در
انتقال ریشه های در را ∥e∥∗ یعنͬ DG خطای ماکسیمم ͬ دهیم. م ارائه پسین خطای برآورد
، Ii عناصر همه روی و ͬ کنیم م محاسبه Ii عنصر هر روی ،P + ١ درجه رادو چندجمله  ای

یعنͬ: ͬ گیریم، م ماکسیمم i = ١, . . . , N

∥e∥∗ = max١≤i≤N
(

max١≤k≤p+١
∣∣e (x∗k,i, t)∣∣) .

ͬ شود: م انتخاب زیر ∗Rبه صورت
p+١,i و هستند Ii ∗Rروی

p+١,i انتقال ریشه های x∗k,iها، آن در که
.R∗

p+١,i = R+
p+١,i ͬ دهیم م قرار باشد، مثبت ،x̄i = (xi−١+xi)٢ آن در که f ′(u(x̄i, t)) اگر •

ͬ کنیم: م استفاده R∗
p+١,i = R−

p+١,i از این صورت غیر در •
به صورت Ii هر روی P ∗

h تصویر که است، شده مشخص uh(x, ٠) = P ∗
hu(x, ٠) با اولیه، شرط

است. شده تعریف زیر
ͬ کنیم. م انتخاب P ∗

h = P−
h ،Ii بازه ي زیر روی پس باشد، مثبت u(x̄i, ٠) اگر •

ͬ کنیم. م انتخاب P ∗
h = P+

h این صورت غیر در •
گام ͬ دهیم. م انجام صریح، کلاسی چهار مرتبه کوتا رانگ روش با را زمانͬ انتگرال گیری



عددی مثال های ۵٨
کوچ΄تر م΄انͬ خطاهای به نسبت زمانͬ خطاهای که، ͬ کنیم م انتخاب طوری را ∆t زمانͬ

شوند.
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت δθ و δe

δe(t) =
∣∣∥e∥ − ∥E∥

∣∣ , δθ(t) =
∣∣θ(t)− ١∣∣ .

از ͬ که زمان است، درست شده اثبات نتایج که ͬ دهیم م نشان مثال این در .٠ . ١ . ۴ مثال
بررسͬ را زیر غیرخطͬ بقاء  قوانین ͬ کنیم. م استفاده (٢ . ٣) شرط بجای دیری΄له مرزی شرط

ͬ کنیم: م
ut + (u٣ + u)x = −٣e٣(t−x) , x ∈ [−١, ١], t ∈ [٠, ١] ,
u(x, ٠) = e−x, x ∈ [−١, ١] ,
u(−١, t) = et+١ , t ∈ [٠, ١].

. f ′(u) = ٣u٢ +١ ≥ ١ ≥ δ > ٠ که، کنید توجه است. شده داده u(x, t) = et−x با دقیق جواب

انتخاب را باد جهت خلاف شار u(−١, t) = h(t) به صورت دیری΄له مرزی شرط برای حل.
را (٢ . ١١) عددی شار ،f ′(u) = ٣u٢ + ١ > ٠ چون دارد. بستگͬ f ′(u) به که ͬ کنیم، م
برای ی΄نواخت مش های روی ،DG روش از استفاده با را مسأله این ͬ گیریم. م نظر در

ͬ کنیم. م حل p = ١,٢,٣ که P p فضای در ،N = ١٠,٢٠,٣٠,۴٠,۵٠

.٠ . ١ . ۴ مثال برای ،h مش طول مقابل در ∥e(·, ١)∥ برای log − log نمودار :١ . ۴ ش΄ل



۵٩

.(٠ . ١ . ۴) مثال برای جهانͬ کارآمد شاخص و L٢ خطای های :١ . ۴ جدول
N p=١ p=٢ p=٣

∥e∥ θ ∥e∥ θ ∥e∥ θ

١٠ ١٫١٩٨١e− ٢ ١٫١٧٣۵ ١٫٩١۵۶e− ۴ ١٫١٣٣٣ ١٫۶١۴۵e− ۶ ١٫١٧٨١
٢٠ ٣٫٠۶٩۵e− ٣ ١٫٠٨٧۶ ٢٫۴۵٨٩e− ۵ ١٫٠۶٧١ ١٫٠٩۴٢e− ٧ ١٫٠٧٧۴
٣٠ ١٫٣٧۵٩e− ٣ ١٫٠۵٨۶ ٧٫٣۵١٠e− ۶ ١٫٠۴۴٨ ٢٫٢١١٨e− ٨ ١٫٠۴٩٠
۴٠ ٧٫٧٧٢٨e− ۴ ١٫٠۴۴٠ ٣٫١١۵٢e− ۶ ١٫٠٣٣۶ ٧٫٠٧٣۵e− ٩ ١٫٠٣۵٨
۵٠ ۴٫٩٨٧۶e− ۴ ١٫٠٣۵٢ ١٫۵٩٩٣e− ۶ ١٫٠٢۶٩ ٢٫٩١۵١e− ٩ ١٫٠٢٨٢

.٠ . ١ . ۴ مثال برای ،h مش طول مقابل در ∥e∥∗ برای log − log نمودار :٢ . ۴ ش΄ل

کرده ایم. رسم log-log مقیاس در ،h یعنͬ مش طول مقابل در t = ١ در را ∥e∥ ،١ . ۴ ش΄ل در
کرده  برازش خطͬ تابع ی با مربعات، کمترین روش با را داده ها مجموعه ،P p فضای هر برای
اتصال خطوط شیب کرده ایم . محاسبه شده برازش نتایج برای را اتصال خطوط شیب سپس و

.∥e∥ = O(hp+١) که ͬ کنیم م مشاهده است. داده شده نمایش ش΄ل هر بالای در را
است شده داده نمایش ،٢ . ۴ ش΄ل در آن ها هم·رایی مرتبه و ∥e∥∗ یعنͬ خطاها ماکسیم
درجه راست رادو جمله ای چند ریشه های در و t = ١ زمان در DG خطای که ͬ دهد م نشان و
قضیه در آمده به دست نظری نرخ از ابرهم·رایی این است. O(hp+١) ابرهم·رایی دارای ،p+ ١

است. بهتر ،p+ ٣٢ یعنͬ ٢ . ٢ . ٢
DG حل برای را خطا برآورد تا ͬ بریم، م به کار را (٣ . ٩) خطا برآورد روند عنصر هر روی
داده نمایش ١ . ۴ جدول در که جهانͬ کارآمد شاخص و L٢ حقیقͬ خطاهای کنیم. محاسبه
خطاهای به p و h تظریف دو هر تحت پسین، خطای برآورد که ͬ دهد م نشان است، شده
هم·رایی سرعت که ͬ دهد م نشان ٣ . ۴ ش΄ل در شده داده نمایش نتایج هم·راست. حقیقͬ
ش΄ل در آن ها هم·رایی مرتبه و δθ خطاهای .O(hp+٢) با است برابر δe برای t = ١ در عددی
با است برابر δθ برای ،t = ١ در هم·رایی سرعت که ͬ دهد م نشان و است شده داده نمایش ۴ . ۴



عددی مثال های ۶٠

.٠ . ١ . ۴ مثاله برای و δe برای t = ١ در هم·رایی نرخ :٣ . ۴ ش΄ل

.٠ . ١ . ۴ مثال برای و δθ برای t = ١ در هم·رایی نرخ :۴ . ۴ ش΄ل
به دست نظری نرخ های از ،δθ و δe برای عددی هم·رایی نرخ  های که ͬ کنیم م مشاهده .O(h)

همچنین عددی نتایج است. بهتر ،O(h)
١٢ و O(hp+

۵۴ ) به ترتیب یعنͬ ٣ . ٠ . ٢ قضیه در آمده
تظریف تحت و ͬ ماند م باقͬ ی به نزدی زمان ها همه برای کارآمد شاخص که، ͬ دهد م نشان
به خطا برآورد ،p درجه چندجمله ای های افزایش و مش طول کاهش با و هم·راست p و h
■ هم·راست. حقیقͬ خطا ی
شرط بجای متناوب، مرزی شرط با را زیر غیرخطͬ بقاء قوانین مثال، این در .٠ . ٢ . ۴ مثال

ͬ کنیم. م بررسͬ دیری΄له مرزی

ut +

(
u٣ + u

)
x
= ٣π cos (π(x− t)

)
sin٢ (π(x− t)

)
, x ∈ [−١, ١] , t ∈ [٠, t] ,

u(x, ٠) = sin(πx) , x ∈ [−١, ١] ,
u(−١, t) = u(١, t) , t ∈ [٠, ١] .

که، کنید توجه نکته این به است. شده داده u(x, t) = sin
(
π(x − t)

) با دقیق جواب
.f ′(u) = ٣u٢ + ١ ≥ ١ ≥ δ > ٠

N = ١٠,٢٠,٣٠,۴٠,۵٠ با ی΄نواخت مش های روی ،DG روش از استفاده با را مسأله حل.
ͬ کنیم. م حل ،p = ١,٢,٣ ،P p فضا های در



۶١

.(٠ . ٢ . ۴) مثال برای جهانͬ کارآمد شاخص و L٢ خطای های :٢ . ۴ جدول

N p=١ p=٢ p=٣
∥e∥ θ ∥e∥ θ ∥e∥ θ

١٠ ٣٫۴۵٣٢e− ٢ ٠٫۶۵٩٩ ١٫٢١۴٧e− ٣ ٠٫٩٨٩٣ ٣٫۶٠٠١e− ۵ ٠٫٩۶١٨
٢٠ ۶٫٨۶۴۴e− ٣ ٠٫٨۶٧١ ١٫۵١٣٣e− ۴ ١٫٠٠٢٩ ٢٫١٨٨١e− ۶ ٠٫٩٩٨۶
٣٠ ٢٫٨۶١۶e− ٣ ٠٫٩٢٨۴ ۴٫۴٨۴٢e− ۵ ١٫٠٠١٧ ٢٫٣٢۴٣e− ٧ ٠٫٩٩٩٧
۴٠ ١٫۵۶٩٠e− ٣ ٠٫٩۵۴۴ ١٫٨٩١۴e− ۵ ١٫٠٠١٠ ١٫٣۶٨٨e− ٧ ٠٫٩٩٩٩
۵٠ ٩٫٩٠٨۴e− ۴ ٠٫٩۶٨٢ ٩٫۶٨٣١e− ۶ ١٫٠٠٠٧ ۵٫۶٠٧۶e− ٨ ١٫٠٠٠٠

٠ . ٢ . ۴ مثال برای و δe برای t = ١ در هم·رایی نرخ :۵ . ۴ ش΄ل
حقیقͬ، خطاهای به جهانͬ کارآمد شاخص که، ͬ دهد م نشان ٢ . ۴ جدول در شده ارائه نتایج
نرخ که دهد مͬ نشان ،۵ . ۴ ش΄ل در شده داده نمایش نتایج هم·راست. مش بندی تحت
مرتبه و δθ خطاهای نهایت، در است. بهتر نظری نرخ از δe برای t = ١ در عددی هم·رایی
تحت جهانͬ کارآمد شاخص که ͬ دهد م نشان و است شده داده ۶ . ۴ ش΄ل در آن ها هم·رایی
■ است. ی به هم·را h تظریف

ی΄نواخت غیر مش های برای را خطا برآورد از عمومͬ هم·رایی ما، مثال این در .٠ . ٣ . ۴ مثال
هستند، تغییر بدون پارامترها همه آن در که ͬ گیریم م نظر در را (٠ . ٢ . ۴) مثال ͬ کنیم. م تست

ͬ شوند: م ساخته زیر به طور و ͬ شوند م گرفته نظر در ی΄نواخت غیر که مش ها به جزء
تقسیم زیربازه N٣ به ،−١ = x٠ < x١ < · · · < xN٣

= ١ به صورت را [−١, ١] بازه ي کل ابتدا
زیربازه ی سه به را زیربازه هر ͬ دهیم. م قرار h٠ = ۶

N .N = ١٢, ١٨,٢۴,٣٠,٣۶,۴٢ که ͬ کنیم، م
ͬ کنیم. م تقسیم ۵h٠١۴ و h٠٢ ،h٠٧ طول های با به ترتیب ی΄نواخت غیر

مشاهده شده اند. داده ٣ . ۴ جدول در جهانͬ کارآمد شاخص های و L٢ حقیقͬ خطاهای
هم·را L٢ نرم در حقیقͬ خطاهای به h و p تظریف دو هر تحت خطا برآوردهای که ͬ کنیم م



عددی مثال های ۶٢

.٠ . ٢ . ۴ مثال برای و δθ برای t = ١ در هم·رایی نرخ :۶ . ۴ ش΄ل

.(٠ . ٣ . ۴) مثال برای جهانͬ کارآمد شاخص و L٢ خطای های :٣ . ۴ جدول

N p=١ p=٢ p=٣
∥e∥ θ ∥e∥ θ ∥e∥ θ

١٢ ٣٫۶١۵٨e− ٢ ٠٫٨٠٧۵ ١٫٨٢٢۵e− ٣ ٠٫٨۴۴٨ ۵٫٢۶٩۶e− ۵ ١٫١٨١٢
١٨ ١٫۴٧٨٨e− ٢ ٠٫٨۶٧٠ ۵٫٢٧۶٣e− ۴ ٠٫٩۶١٢ ١٫٢١۴۶e− ۵ ١٫٠٠٢٠
٢۴ ٧٫٩۴۴٣e− ٣ ٠٫٩٠٢٩ ٢٫٢٠١٩e− ۴ ٠٫٩٩٠٩ ٣٫٨۶۴۴e− ۶ ٠٫٩٩٨٢
٣٠ ۴٫٩۴۶١e− ٣ ٠٫٩٢٧۴ ١٫١٢٢۶e− ۴ ٠٫٩٩٨٧ ١٫۵٨٣٨e− ۶ ٠٫٩٩٨٩
٣۶ ٣٫٣٧۵١e− ٣ ٠٫٩۴۴٨ ۶٫۴٨۶٠e− ۵ ١٫٠٠٠٨ ٧٫۶۴٠٧e− ٧ ٠٫٩٩٩۴
۴٢ ٢٫۴۵١٢e− ٣ ٠٫٩۵٧٢ ۴٫٠٨٢۵e− ۵ ١٫٠٠١١ ۴٫١٢۵۴e− ٧ ٠٫٩٩٩٧

t = ١ در عددی هم·رایی نرخ که ͬ دهد م نشان ٧ . ۴ ش΄ل در شده داده نمایش نتایج هستند.
نمایش ٨ . ۴ ش΄ل در که آن ها هم·رایی مرتبه و δθ خطاهای است. بهتر O(h

p+
۵۴ ) از ،δe برای

حقیقͬ خطاهای به h تظریف تحت جهانͬ کارآمد شاخص که، ͬ دهد م نشان است، شده داده
است. بهتر O(h

١٢ ) یعنͬ شده اثبات نظری نرخ از t = ١ در δθ برای هم·رایی نرخ هم·راست.

ͬ کنیم. م تست را خطا برآورد عمومͬ هم·رایی زیر، مسأله  برای ما مثال این در .۴ . ٠ . ۴ مثال
ut + (u٣)x = −π cos (π(x− t))

(١ − ٣ sin٢ (π(x− t))
)
, x ∈ [−١, ١], t ∈ [٠, ١]

u(x, ٠) = sin(πx), x ∈ [−١, ١]
u(−١, t) = sin(πt), t ∈ [٠, t].

است. شده داده u(x, t) = sin (π(x− t)) با دقیق جواب



۶٣

.٠ . ٣ . ۴ مثال برای و δe برای t = ١ در هم·رایی نرخ :٧ . ۴ ش΄ل

.٠ . ٣ . ۴ مثال برای و δθ برای t = ١ در هم·رایی نرخ :٨ . ۴ ش΄ل

.(۴ . ٠ . ۴) مثال برای جهانͬ کارآمد شاخص و L٢ خطای های :۴ . ۴ جدول

N p=١ p=٢ p=٣
∥e∥ θ ∥e∥ θ ∥e∥ θ

١٠ ۴٫٧۶١٣e− ٢ ٠٫۵١٧٧ ١٫٢٩۶۵e− ٣ ٠٫۶۶٧۵ ۴٫٩۴٩٩e− ۵ ٠٫٨٣۴٠
٢٠ ٨٫٣٩١١e− ٣ ٠٫٧۶٨٠ ١٫۵٩١۶e− ۴ ٠٫٧٨٠۴ ٢٫٢٠٧٢e− ۶ ١٫٠٠٣٩
٣٠ ٣٫٢٧٣٠e− ٣ ٠٫٨۵٩٣ ۴٫۶٧۵٢e− ۵ ٠٫٨۵١۶ ۴٫٣۵۶٣e− ٧ ١٫٠٠٣٠
۴٠ ١٫٧٢٨٨e− ٣ ٠٫٩٠٣٢ ١٫٩۵۶٨e− ۵ ٠٫٨٩٣٨ ١٫٣٧٧٢e− ٧ ٠٫٩٩٨٧
۵٠ ١٫٠۶۶۴e− ٣ ٠٫٩٣٠١ ٩٫٩۶٣۵e− ۶ ٠٫٩١٧۴ ۵٫۶٣۶٨e− ٨ ٠٫٩٩٨٠

با را مسأله ما ͬ کنیم. م استفاده (٢ . ١١) باد جهت خلاف شار از ،f ′(u) = ٣u٢ ≥ ٠ چون حل.
برآورد روند عنصر، هر روی ͬ کنیم. م حل (٠ . ٢ . ۴) مثال مش های و پارامترها همان از استفاده
L٢ حقیقͬ خطاهای کنیم. محاسبه را DG راه حل خطا برآورد تا ͬ بریم م به کار را (۴٣ . ٢) خطا
برآوردهای که ͬ دهد م نشان شده اند، داده نمایش ۴ . ۴ جدول در که جهانͬ کارآمد شاخص و
٩ . ۴ ش΄ل در شده داده نمایش نتایج هستند. دقیق مجانبی مش بندی تحت پسین، خطای



عددی مثال های ۶۴
آن ها برای که نظری نرخ های از t = ١ در δθ و δe برای هم·رایی نرخ که ͬ دهد م نشان ١٠ . ۴ و
،٠ < δ ≤ f ′ (u(x, t)) که کنیم فرض اگر حتͬ است. بهتر شد، اثبات ١٢ و p + ۵۴ به ترتیب
■ ͬ شود. م مشاهده مشابه  ای نتایج نیست، صادق همیشه ،∀x ∈ [−١, ١]× [٠, t]

.(۵ . ٠ . ۴) مثال برای جهانͬ کارآمد شاخص و L٢ خطای های :۵ . ۴ جدول
N p=١ p=٢ p=٣

∥e∥ θ ∥e∥ θ ∥e∥ θ

١٠ ٢٫٧۴۴٠e− ٢ ١٫١٧٢۶ ١٫٨٨٢٧e− ٣ ١٫١١٧۵ ۵٫٣٠٩۶e− ۵ ٠٫۶١۶٢
٢٠ ۶٫٢٣٣٨e− ٣ ١٫٠۶٠۶ ١٫٩١٢۶e− ۴ ١٫٠٩١١ ٢٫٢۵٢٩e− ۶ ٠٫٩٧٩۵
٣٠ ٢٫٧٢٠٢e− ٣ ١٫٠٢۶۴ ۵٫١٩۶٨e− ۵ ١٫٠٧۴٧ ۴٫۴٢٠١e− ٧ ٠٫٩٧٩٣
۴٠ ١٫۵١٩١e− ٣ ١٫٠١۴٩ ٢٫١٢۵۴e− ۵ ١٫٠۴٨۶ ١٫٣٨١۴e− ٧ ٠٫٩٩٢۴
۵٠ ٩٫۶٨۶١e− ۴ ١٫٠١٠٠ ١٫٠٧٧٨e− ۵ ١٫٠٣٩۴ ۵٫۶۴۶۶e− ٨ ٠٫٩٩٣۶

.۴ . ٠ . ۴ مثال برای و δe برای t = ١ در هم·رایی نرخ :٩ . ۴ ش΄ل

تست برگرز، معادله ی از استفاده با را خطا برآورد عمومͬ هم·رایی سرانجام، .۵ . ٠ . ۴ مثال
ͬ کنیم. م

ut + (u
٢

٢ )x = −π cos (π(x− t))
(١ − sin٢ (π(x− t))

)
, x ∈ [−١, ١], t ∈ [٠, ١]

u(x, ٠) = sin(πx), x ∈ [−١, ١]
u(−١, t) = u(١, t), t ∈ [٠, t].

است. شده داده u(x, t) = sin (π(x− t)) با دقیق جواب

ͬ دهد. م علامت تغییر خود محاسباتͬ دامنه ی در که است، f ′(u) = u مثال، این در حل.
ͬ کنیم. م استفاده است، باد جهت خلاف شار ی که گودونف شار از حالت این در



۶۵

.۴ . ٠ . ۴ مثال برای و δθ برای t = ١ در هم·رایی نرخ :١٠ . ۴ ش΄ل

فضای در و N = ١٠,٢٠,٣٠,۴٠,۵٠ برای ی΄نواخت مش های روی DG روش با را مسأله
است، شده داده نمایش ١١ . ۴ در t = ١ زمان در که ∥e∥ خطاهای ͬ کنیم. م حل p = ١,٢,٣ ،P p
رادو نقاط در خطاها ماکسیمم است. بهینه u برای ،O(hp+١) هم·رایی نرخ که ͬ دهد م نشان
نتایج است. شده داده نمایش ١٢ . ۴ ش΄ل در t = ١ در آن ها هم·رایی مرتبه ی همچنین و
،p + ١ درجه رادو چندجمله ای ریشه های در و t = ١ در DG خطای که ͬ دهد م نشان موجود

است. O(hp+٢) ابر هم·رایی دارای
به کار DG روش خطای برآورد محاسبه برای را (۴٣ . ٢) خطای برآورد روند عنصر، هر روی
شده داده نمایش ۵ . ۴ جدول در که متناظر کارآمد شاخص و L٢ حقیقͬ خطاهای ͬ بریم. م
است. دقیق مجانبی مش بندی تحت پسین، خطای برآورد ،t = ١ در که ͬ دهد م نشان است،
برای t = ١ در هم·رایی نرخ که ͬ دهد م نشان ١۴ . ۴ و ١٣ . ۴ ش΄ل در شده داده نمایش نتایج

است. بهتر آمده به دست نظری نرخ از ،δθ و δe
■

.۵ . ٠ . ۴ مثال برای ،h مش طول مقابل در ∥e(·, ١)∥ برای log− log نمودار :١١ . ۴ ش΄ل



عددی مثال های ۶۶

.۵ . ٠ . ۴ مثال برای ،h مش طول مقابل در t = ١ در ∥e∥∗ برای log− log نمودار :١٢ . ۴ ش΄ل

.۵ . ٠ . ۴ مثال برای و δe برای t = ١ در هم·رایی نرخ :١٣ . ۴ ش΄ل

.۵ . ٠ . ۴ مثال برای و δθ برای t = ١ در هم·رایی نرخ :١۴ . ۴ ش΄ل

ملاحظات نتایج ١ . ۴
که ناپیوسته متناهͬ عناصر روش برای دقیق، مجانبی و ساده پسین برآورد پایان نامه این در
که DG خطای برآورد ساخته ایم. شده، استفاده بعدی ی عددی غیرخطͬ بقاء قوانین برای
به نیازی و ͬ شود م محاسبه عنصر هر روی محلͬ مسأله ی حل با شده، ارائه پایان نامه این در
و منگ ابرهم·رایی نتایج از ͬ کنیم م استفاده ابتدا ندارد. وجود همسایه عناصر بین ارتباط
چندجمله ای ریشه های در دقیق، جواب و DG روش بین خطای دادند نشان که [٣٠] هم΄اران
ما ابرهم·رایی، این نتیجه از استفاده با است. O(h

p+
٣٢ ) ابرهم·رایی دارای p + ١ درجه رادو



۶٧ ملاحظات نتایج
حقیقͬ م΄انͬ خطاهای به مش بندی تحت ناپیوسته DG روش خطای برآورد که کردیم ثابت
نرخ با م΄انͬ خطاهای به DG پسین خطای برآورد که دادیم نشان ما دقیق تر به طور هم·راست.
همچنین ͬ دهد. م نشان را بهتری هم·رایی نرخ محاسباتͬ نتایج که هم·راست، O(h

p+
۵۴ )

است، ی به هم·را O(h ١٢) نرخ با L٢ نرم در راه حل برای جهانͬ کارآمد شاخص که کردیم ثابت
که ͬ کنیم م فرض اثبات هایمان در ͬ دهد. م نشان را بهتری نرخ عددی مثال های که حالͬ در
برای خطا برآورد روند ی همچنین ما است. مثبت ی΄نواخت کراندار پایین از |f ′(u)| شار تابع
DG پسین خطای برآورد که دادیم نشان عددی مثال چند با دادیم. ارائه عمومͬ شار تابع
L٢ نرم در م΄انͬ خطاهای به ِ،t ثابت زمان در و عمومͬ شار تابع با غیرخطͬ بقاء قوانین برای
DG روش های ابرهم·رایی خواص کار، ادامه برای ͬ توانیم م ما .h −→ ٠ ͬ که زمان هم·راست،

کنیم. بررسͬ مستطیلͬ و مثلثͬ مش های با بعدی دو بقاء قوانین برای را LDG و
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Aabstract

In this Thesis, new a posteriorierror estimates for a discontinuous Galerkin (DG) formulation ap-
plied to nonlinear scalar conservation laws in one space dimension are presented and analyzed.
These error estimates are computationally simple and are obtained by solving a local problem with
no boundary condition on each element of the mesh. We first show that the leading error term on
each element for the solution is proportional to a(p+1)-degree Radau polynomial, when p-degree
piecewise polynomials with p≥1are used. This result allows us to prove that, for smooth solutions,
these error estimates at a fixed time converge to the true spatial errors in theL 2 -norm under mesh
refinement. The order of convergence is proved to bep+5/4. Finally, we prove that the global
effectivity indices in the L 2 -norm converge to unity at O(h 1/2 ) rate. Our computational results
indicate that the observed numerical convergence rates are higher than the theoretical rates.

key words:
A posteriorierror estimates, discontinuousGalerkinmethod, superconvergence, Finite element,

conservation laws, semi-discrete
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