




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آمار گرایش آمار، رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

بریج انقباضͬ برآوردگرهای برخͬ رفتار مقایسه
چندگانه رگرسیون مدل در

آرست محمد نگارنده:

راهنما استادان

آرشͬ محمد ربیعͬدکتر رضا محمد دکتر

١٣٩۵ بهمن





৮درم ଘ ଡصاॸخا ৎقد৤م
৒భࡂش ਟی زॐمات ॠد৘ون دارم ଦ ଽ ଒ او ଘ ৎقد৤م ، ਠീ঒ی ଦباশد భ کૡ࢙ه وزଌن ଌୃن
.గما৶ ධ෈ران را اش کاری وतدا থذ८ت از ای మه ਗی ৔واീি࣎م کاش ا॥ت.

ماభم ଘ ଡقاॲعا ৎقد৤م
، ୓ کاری तدا ඟ໊ان ਟی ඼මম భ േঙتا ਟی দوଽی اਙঀی، ࠙࡭ق زاده ی ଌୃن ௒

ໆرૡ೷ࣼه پاইش وق࢑ࢋ ام ঈودਕی دوران گاه সناھ ඼ෙय़୏ش دامان ଒ ਈইی
ا॥ت. রوده ام ز৯دਛی భ ඵෆر دعای

ه



ণپاس ච໋اری...
مقدس: وجود سه از سپاس با

برسیم… توانایی به ما تا شدند ناتوان که آنان
شویم… روسفید ما تا شد سپید موهایشان

باشند… راهمان روشنگر و ما وجود گرمابخش تا سوختند عاشقانه و
پدرانمان

مادرانمان
استادانمان

قدرم گران و فرزانه استاد خدمت به را خود قلبی عمیق قدردانͬ و سپاس مراتب دانم مͬ واجب برخود
و دانش جوشان چشمه از نامه پایان ارائه و تحصیل دوران طول در که آرشͬ محمد دکتر آقای جناب

نمایم. ابراز ام، گشته بهره مند والایشان اخلاق
راهنمایی و مشاوره زحمت که ربیعͬ، رضا محمد دکتر آقای جناب ارجمند، و صبور راهنمای استاد از و

دارم. را تش΄ر کمال داشتند برعهده را پایان نامه این
این داوری زحمت که باغیشنͬ حسین دکتر و شاهسونͬ داود دکتر دلسوز و بزرگوار اساتید از همچنین

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال شدند؛ متقبل را رساله
نمایم. قدردانͬ نمودند، راهنمایی و یاری مرا مدت این در که عزیزانͬ و دوستان همه از دارد جا انتها در

آرست محمد
١٣٩۵ بهمن



نامه تعهد
شاهرود، صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی آرست محمد اینجانب
چندگانه رگرسیون مدل در بریج انقباضͬ برآوردگرهای برخͬ رفتار مقایسه عنوان با پایان نامه نویسنده

ͬ شوم: م متعهد آرشͬ محمد راهنمایی تحت ،
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

آرست محمد
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چ΄یده
برآوردگرهای از اغلب و نبوده کاربردی دوم توان های کمترین برآوردگر چندگانه همخطͬ مش΄ل وجود با
ضرایب انقباضͬ برآوردگرهای آوردن به دست برای متعددی روش های ͬ شود. م استفاده اریب انقباضͬ
آن خاص حالت که است بریج برآوردگر از استفاده روش ها این از ی΄ͬ است. شده مطرح رگرسیون

ͬ باشند. م لاسو و ریج برآوردگرهای
از بعضͬ خصوص در اولیه اطلاعات از است لازم اقتصادی، مدل های و کاربردی مسائل در معمولا
اولیه، اطلاعات این بر که برآوردگری شود. استفاده بررسͬ تحت آماری مدل در علاقه مورد پارامترهای

ͬ شود. م نامیده شده محدود برآوردگر ͬ آید، م به دست
از ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را شده محدود بریج و بریج برآوردگر مجانبی رفتار پایان نامه این در
را بریج برآوردگر ‐رافسون نیوتن ال·وریتم از استفاده با ندارد، بسته ای صورت برآوردگر این که آن جایی
بررسͬ مورد نیز لاسو و ریج برآوردگرهای خاص، حالت دو خواص ͬ کنیم. م محاسبه عددی صورت به

گرفته اند. قرار

محدودیت  لاسو، ریج،برآوردگر بریج،برآوردگر برآوردگر انقباضͬ، روش چندگانه، همخطͬ کلیدی: کلمات
خطͬ

ط





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

رگرسیون مدل در شده محدود بریج انقباضͬ برآوردگر (١٣٩۵) م. ربیعͬ و م. آرشͬ م.، آرست .١
کرمان. باهنر شهید دانش·اه ایران‐ آمار کنفرانس سیزدهمین چندگانه،

در خطͬ قید ΁ی تحت انقباضͬ برآوردگر رفتار مطالعه (١٣٩۵) م. ربیعͬ و م. آرشͬ م.، آرست .٢
داوری). (تحت آماری علوم مجله شده، جریمه رگرسیون مدل

ک





مطالب فهرست

ف تصاویر فهرست

ق جداول فهرست

١ تاریخچه و مقدمه ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه رگرسیونͬ مدل ١ . ٢
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم توان های کمترین برآورگر ١ . ٢ . ١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه رگرسیون در همخطͬ ١ . ٣
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها برآورد بر همخطͬ اثرات ١ . ٣ . ١
٩ . . . . . . . . . . پی برد؟ چندگانه همخطͬ وجود به ͬ توان م چ·ونه ١ . ٣ . ٢
١١ . . . . . . . . . . . . . چندگانه همخطͬ با برخورد برای روش هایی ١ . ٣ . ٣

١٣ بریج برآوردگر ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بریج انقباضͬ برآورگر ٢ . ٢
١۵ . . . . . . . (γ ≥ ١) بریج انقباضͬ رگرسیون سازی بهینه مسئله حل ٢ . ٢ . ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بریج برآوردگر محاسبه ال·وریتم ٢ . ٢ . ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بریج برآوردگر واریانس ٢ . ٢ . ٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . k کنترل پارامتر و γ انقباضͬ پارامتر انتخاب ۴ . ٢ . ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی رفتار مطالعه ٢ . ٣

٢٩ بریج برآوردگر خاص حالات ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣ . ١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج برآوردگر ٣ . ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر ٣ . ٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر واریانس ٣ . ٣ . ١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R با محاسبات ۴ . ٣

م



مطالب فهرست ن

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . glmnet بسته ١ . ۴ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . lasso2 بسته ٢ . ۴ . ٣

۴٣ شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر ۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ۴
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت محدودیت با بریج برآوردگر ٢ . ۴
۴۶ . . . . . . . . . . . . . شده محدود بریج انقباضͬ برآوردگر خطای ٢ . ١ . ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ محدودیت با بریج برآوردگر ٣ . ۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده محدود بریج برآوردگر ٣ . ١ . ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . شده محدود بریج انقباضͬ برآوردگر خطای ٣ . ٢ . ۴

۵۵ عددی مطالعات ۵
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه سازی ١ . ۵
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١ . ١ . ۵
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربرد ٢ . ۵
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروستات سرطان داده های ٢ . ١ . ۵
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گندم رشد میزان داده های ٢ . ٢ . ۵
۶٩ . . . . . لاسو پیش برنده ال·وریتم و شده اصلاح رافسون نیوتن روش مزیت های ٣ . ۵

٧١ آینده تحقیقات برای پیشنهادات و خلاصه آ 
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خلاصه آ  . ١
٧٢ . . . . . . . . . . تحقیق) زمینه های (ارائه آینده پژوهش های برای پیشنهادات آ  . ٢

٧٣ ب
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ها جبر ب . ١
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی قضیه های ب . ٢
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم·رایی ب . ٣
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ آنالیز اصول برخͬ ب . ۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی آنالیز اصول برخͬ ب . ۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا روش ب . ۵ . ١
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رافسون نیوتن روش ب . ۵ . ٢

٨٣ پ
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واریانس تورم عامل پ . ١

٨۵ ت
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرطͬ عدد ت . ١



س مطالب فهرست

٨٧ ث

٨٩ ج
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R افزار نرم با کامپیوتری برنامه های ج . ١
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروستات سرطان داده های برنامه ج . ٢
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.١.١ سناریو به مربوط برنامه  ج . ٣
٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج ضرایب محاسبه ج . ۴

١٠٩ ͽمراج

١١٣ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

١١۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه





تصاویر فهرست

١٨ . . . γ ≥ ١ برای (٢ . ١٠) معادله ی در چین) (نقطه Sj خط با پر) (خط −d تابع برخورد نحوه ی ٢ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .t = ١, p = ٢ حالت در بریج رگرسیون عمل΄رد ٣ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بریج. رگرسیون در مختلف انقباض نواحͬ ٣ . ٢
٣۵ . . . . . . (۴ . ٣) معادله ی در چین) (خط f١(β) تابع با پر) (خط f٢(β) تابع برخورد نحوه ی ٣ . ٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . λ ل·اریتم و s = t∑

j |βOLS
j مقابل| در لاسو ضرایب نمودار ۴ . ٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ ل·اریتم مقابل در MSE نمودار ۵ . ٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ ل·اریتم و s مقابل در ریج ضرایب نمودار ۶ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ ل·اریتم مقابل MSEدر نمودار ٣ . ٧
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب تابع نمودار ب . ١
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رافسون نیوتن روش ب . ٢

ف





جداول فهرست

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . پروستات داده مجموعه متغیرهای توصیف ٣ . ١
٣٨ . . . . . . . . . . . پروستات داده مجموعه در ͺپاس متغیر توصیفͬ آماره های ٣ . ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . ریج برآوردگر در پروستات داده های ضرایب ٣ . ٣
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر در پروستات داده های ضرایب ۴ . ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو برآوردگر در پروستات داده های ضرایب ۵ . ٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاسو ضرایب نتایج ۶ . ٣
۵۶ . . . . . ( OLS شروع نقطه با p = ۴, n = ۵, ν = ٠٫٧) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج ١ . ۵
۵۶ . . . . . ( OLS شروع نقطه با p = ۴, n = ۵, ν = ٠٫٩ ) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج ٢ . ۵
۵۶ . . . . ( Ridge شروع نقطه با p = ۴, n = ۵, ν = ٠٫٩ ) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج ٣ . ۵
۵٧ . . . (OLS شروع نقطه با p = ۴, n = ۵٠, ν = ٠٫٩) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج ۴ . ۵
۵٧ . . . (Ridge شروع نقطه با p = ۴, n = ۵٠, ν = ٠٫٩) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج ۵ . ۵
۵٧ . . . (Ridge شروع نقطه با p = ۴, n = ٢٠, ν = ٠٫٩) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج ۶ . ۵
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MSE نتایج ٧ . ۵
۵٩ . . (Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ٢٠, ν = ٠٫٧) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج ٨ . ۵
۶٠ . . (Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ۵٠, ν = ٠٫٧) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج ٩ . ۵
۶١ . . (Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ٢٠, ν = ٠٫٩) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج ١٠ . ۵
۶٢ . . (Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ۵٠, ν = ٠٫٩) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج ١١ . ۵
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١ فصل
تاریخچه و مقدمه

پدیده روی دوم، توان های کمترین روش و چندگانه خطͬ رگرسیون مدل یادآوری ضمن فصل، این در
مورد در و داده قرار بررسͬ مورد دوم توان های کمترین برآوردگر بر را آن تاثیر و کرده تمرکز همخطͬ
از عمدتاً فصل این مطالب ͬ کنیم. م صحبت آن با مقابله راه΄ارهای و همخطͬ تشخیص راههای
پایان نامه ،[٩] نیرومند مثال با رگرسیون تحلیل ،[٨] مونت گمری خطͬ رگرسیون بر ای مقدمه کتاب های

شده اند. برگرفته [٢٧] مارکوارت ،[٢۴] کوراتا و کاریا مقاله های و [٧] روزبه ، [١٠] نجاریان

مقدمه ١ . ١
حوزه که است چندعاملͬ داده های مدل بندی و تحلیل برای آماری روش های از ی΄ͬ رگرسیونͬ تحلیل
معادله ΁ی ب΄ارگیری ساده فرآیند مفهومͬ، نظر از آن پرجاذبه نتایج دارد. را وسعت بیش ترین آن کاربرد
به نظری، جهت از همچنین رگرسیونͬ تحلیل ͬ کند. م بیان را متغیرها از دسته ای بین ارتباط که است
دو در تیزبینͬ و درک به نیاز تحلیل، در موفقیت است. جذابیت دارای ریاضیات، زیبایی و ظرافت لحاظ
ب΄ارگیری در ΁تکنی که ͬ دهد م نشان را خود و ͬ کند م بروز زمانͬ و دارد عملͬ مسائل و نظری مقوله

ͬ گیرد. م قرار ͽواق جهان اطلاعات و داده ها
کاربردهای متغیرهاست. بین ارتباط مدل بندی و بررسͬ برای آماری تکنی΄ͬ و فن رگرسیونͬ تحلیل
زیستͬ علوم مدیریت، اقتصاد، ،΁فیزی مهندسͬ، جمله از زمینه ای هر در تقریبا و هستند متعدد رگرسیون

ͬ  پذیرد. م صورت اجتماعͬ علوم و بیولوژی و
١



تاریخچه و مقدمه ٢
گالتون٢ مطالعات به نام گذاری این دلیل است. «برگشت» معنای به لغت در «رگرسیون١» کلمه
پدر قد مقابل در پسر قد نمودار رسم با گالتون ͬ شود. م مربوط پدر قد و پسر قد رابطه مورد در [١٧]
پسرانͬ قد، بلند افراد اغلب که رسید نتیجه این به داده ها از بزرگͬ حجم براساس پراکنش٣) (نمودار
میانگین» به «برگشت را پدیده این و دارند خود از قدتر بلند پسرانͬ قد، کوتاه پدران و دارند قد کوتاه

ماند. باقͬ آماری متغیرهای بین روابط بررسͬ روش های بر رگرسیون نام پس آن از و نامید
ͬ کنیم م فرض شود، ͽواق مفید ͬ تواند م رگرسیونͬ تحلیل آن در که مسئله ΁ی از مثال عنوان به
و سرویس عملیات و تحویلͬ محصول که شده استخدام نوشابه سازنده ΁ی توسط صنایع، مهندس ΁ی
فرد ΁ی این که برای لازم زمان که ͬ کند م گمان او کند. تحلیل را فروش ماشین های برای رسانͬ خدمت
مهندس دارد. شده تحویل محصول موارد تعداد به بستگͬ دهد سرویس را ماشین این دهنده، تحویل
تحویل زمان و است کرده بازدید تصادف به ͬ باشند، م فروش ماشین دارای که را جزئͬ فروشنده ٢۵
به ͬ شود. م مشاهده ΁ی هر برای مورد) حسب (بر شده داده تحویل محصول حجم و دقیقه) (برحسب
نشان دهنده که نقاطͬ ͬ شود. م مشخص تحویل حجم و تحویل زمان بین ارتباط پراکنش، نمودار وسیله
زمان نشان دهنده Y اگر ͬ گیرند. م قرار خط، روی دقیقا نه و مستقیم خط ΁ی امتداد در هستند داده ها
دو این که مستقیم خط ΁ی معادله صورت این در دهیم، قرار شده تحویل حجم برای را X و تحویل

است چنین ͬ سازد، م مرتبط هم به را متغیر
Y = β٠ + β١X (١ . ١)

قرار مستقیم خط ΁ی روی دقیقا داده ها نقاط که آنجایی از است. خط شیب β١ و مبدا از عرض β٠ که
بین اختلاف اگر شود. تعدیل و اصلاح آن کننده برآورد عنوان به بایستͬ (١ . ١) معادله بنابراین ͬ گیرند نم
به ϵ خطای که است مناسب قرار دهیم، ϵ خطای را (β٠ +β١X) مستقیم خط و Y شده مشاهده مقدار
بیان را مدل برازش عدم که است تصادفͬ متغیری که معنͬ بدین شود. تلقͬ آماری خطای ΁ی عنوان
دی·ر اثرات لحاظ به است مم΄ن خطا این ͬ کند. م برآورد را داده ها برازش از مدل، ناتوانͬ اندازه و کرده
پذیرش قابلیت با مدلͬ بنابراین پذیرد. صورت تحویل زمان روی غیره و گیری اندازه خطای متغیرها،

از است عبارت تحویل زمان داده های برای بیشتر
Y = β٠ + β١X + ϵ (١ . ٢)

متغیر Y و همراه یا پیش بین متغیر X آن در که ͬ شود؛ م نامیده خطͬ رگرسیون مدل ΁ی (١ . ٢) معادله
ساده رگرسیونͬ مدل را مدل این دارد، وجود پیش بین متغیر ΁ی فقط (١ . ٢) در که آنجایی از است. ͺپاس
علاوه کنید فرض حال ببینید. را [٨] خطͬ رگرسیون بر مقدمه ای کتاب بیشتر آگاهͬ برای نامیده اند.
ͬ توان نم صورت این در ب·یریم، نظر در پیش بین متغیر عنوان به نیز را دی·ری متغیر تولید، حجم بر
چندگانه یا چندتایی پیش بین متغیرهای دربرگیرنده که ͬ تری کل مدل باید و کرد استفاده (١ . ٢) مدل از
این در بیشتر اطلاعات برای ͬ کنیم. م معرفͬ را مدل گونه این بعد بخش در که گرفت، نظر در است،

شود. مراجعه [٩] نیرومند به زمینه
١Regression
٢Galton
٣Scatter plot



٣ چندگانه رگرسیونͬ مدل

چندگانه رگرسیونͬ مدل ١ . ٢
بنابراین باشد، مربوط X١, X٢, . . . , Xp پیش بین متغیر p به ͺپاس متغیر است مم΄ن کلͬ حالت در

ͬ شود م نوشته زیر صورت به رگرسیونͬ مدل

Y = β٠ + β١X١ + β٢X٢ + · · ·+ βpXp + ϵ (١ . ٣)

هستند، درگیر متغیر ΁ی از بیش رگرسیونͬ مدل این در چون است. پیش بین متغیر iامین ،Xi آن در که
ب΄ار ͬ شوند. م نامیده رگرسیون ضرایب (j = ٠, ١, . . . , p) βj پارامترهای دارد. نام چندگانه رگرسیون
β٠, β١, . . . , βp پارامترهای برحسب مدل، که دارد این بر اشاره فوق مدل در بودن خطͬ صفت گیری
p بعدی فضای در صفحه ابر ΁ی مدل این Xi هاست. از خطͬ تابعͬ Y اینکه دلیل به نه و است خطͬ
΁ی ازای به ͺپاس متغیر انتظار مورد تغییرات نشان دهنده βj پارامتر است. Xi رگرسیونͬ متغیرهای از
نگه داشته ثابت Xi (i ̸= j) دی·ر باقیمانده پیش بین متغیرهای همه ی ͬ که وقت است Xj در تغییر واحد
ͬ شوند. م نامیده رگرسیون جزئͬ ضرایب βj (j = ١, ٢, . . . , p) پارامترهای جهت همین به شوند.
تابعͬ ارتباط که معنͬ بدین ͬ روند. م ب΄ار توابع تقریب عنوان به اغلب چندگانه، رگرسیون مدل های
تغییرات دامنه روی خطͬ رگرسیون مدل اما نیست، شده شناخته Y و X١, X٢, . . . , Xp بین واقعͬ

ͬ باشد. م مذکور تابعͬ ارتباط از مناسبی تقریب پیش بین، متغیرهای

دوم توان های کمترین برآورگر ١ . ٢ . ١
ماتریسͬ نماد براساس را (١ . ٣) با متناظر مدل ͬ توان م هستند. دسترس در مشاهده n > p کنید فرض

نوشت زیر به صورت

Y = Xβ + ϵ (۴ . ١)

iامین دهنده نمایش Yi و ͺپاس متغیر شامل مولفه ای n بردار ΁ی Y = (Y١, . . . , Yn)
T آن در که

نشان Xij و xi ∈ Rp آن در که n× p طرح ماتریس X = (x١,x٢, . . . ,xn)
T شده، مشاهده ͺپاس

رتبه دارای X ماتریس ͬ کنیم م فرض باشد. پیش بین متغیر ͹سط jامین در مشاهده iامین دهنده
داریم خطͬ مستقل ستون p و بوده p ،X ماتریس رتبه فرض، این گرفتن نظر در با است. ستونͬ کامل
شامل بعدی p بردار ΁ی β = (β١, . . . , βp)

T است. پذیر معکوس XTX pبعدی ماتریس بنابراین
E(ϵ) = 0 آن در که است تصادفͬ خطای مولفه ای n بردار ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)

T و رگرسیونͬ ضرایب
مجموع که است برآوردگری (OLS) معمول۴ͬ دوم توان های کمترین برآوردگر .E(ϵϵT ) = σ٢In و

۴Ordinary least square



تاریخچه و مقدمه ۴

کند. کمینه را زیر در (RSS) مانده ها۵ دوم توان های

RSS(β) = ϵTϵ =
n∑

i=١
ϵ٢
i

=
n∑

i=١

Yi − β٠ −
p∑

j=١
βjXij

٢

= (Y −Xβ)T (Y −Xβ)

= YTY − ٢YTXβ + βTXTXβ

و −٢XTY + ٢XTXβ داریم دادن قرار صفر مساوی و β به نسبت RSS(β) از مشتق گیری با
ͬ شوند. م حاصل β̂OLS = (XTX)−١XTY به صورت مدل ضرایب برآوردگر

بود خواهد چنین Y شده مشاهده مقادیر با Ŷ شده برازش مقادیر بردار ارتباط

Ŷ = Xβ̂ = HY

روی ͬ شود م باعث زیرا ͬ شود، م نامیده شده برازش یا هʿت۶ ماتریس H = X(XTX)−١XT آن در که
تصویر شده برازش مقادیر بردار به را مشاهدات مقادیر بردار طرفͬ از و شود گذاشته هʿت علامت ΁یY
ب، پیوست در ب . ١ . ٣٣ قضیه به بنا و است ٧ خودتوان و متقارن ،p × p ماتریس H ماتریس ͬ کند. م
کواریانس واریانس‐ ماتریس است. برقرار ماتریس اثر و رتبه بین rank(H) = tr(H) = p رابطه

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به β̂OLS

Cov(β̂OLS) = (XTX)−١XTCov(Y)
(
X(XTX)−١)

= (XTX)−١XTσ٢Ip
(
(XTX)−١XT

)T
= σ٢(XTX)−١ (۵ . ١)

ب·یرید. نظر در را (۴ . ١) خطͬ مدل مارکوف) گوس‐ (قضیه [٢۴] کوراتا و کاریا .١ . ٢ . ١ قضیه
β̂j , j = ٠, ١, . . . , p دوم توان های کمترین برآوردهای آنگاه ،Cov(Y) = σ٢In و E(Y) = Xβ اگر

هستند. واریانس کمترین دارای خطͬ نااریب برآوردگرهای تمام میان در
برهان.

AY که ͬ کنیم م پیدا قسمͬ به را A ماتریس و ͬ گیریم م نظر در β از AY مانند خطͬ برآوردگر ΁ی
با .E(AY) = β باشیم داشته باید رو این از باشد. β برای واریانس کمترین با نااریب برآوردگر ΁ی

نوشت ͬ توان م β ∈ R مقادیر همه ازای به ،E(Y) = Xβ فرض از استفاده

β = E(AY) = AE(Y) = AXβ

۵Residual sum of squares
۶Hat matrix
٧Idempotent



۵ چندگانه رگرسیونͬ مدل

ͬ دهد م را زیر نااریبی شرط که
AX = In

از است عبارت AY برآوردگر برای کواریانس واریانس‐ ماتریس

Cov(AY) = A(σ٢In)A
T = σ٢AAT

به توجه با ) که کنیم انتخاب قسمͬ به را A باید بنابراین دارند، قرار σ٢AAT قطر روی β̂jها واریانس
β̂OLS = (XTX)−١XTY به AY ارتباط برای شوند. کمینه AAT قطری اعضای ( نااریبی شرط

ͬ کنیم م کم و اضافه را (XTX)−١XT عبارت

AAT =
(
A− (XTX)−١XT + (XTX)−١XT

) (
A− (XTX)−١XT + (XTX)−١XT

)T
به دست جمله چهار دهیم، بسط (XTX)−١XT و A − (XTX)−١XT به نسبت را عبارت این اگر

داریم نتیجه در ͬ شوند. م صفر ،AX = In بنابر آن جمله دو که ͬ آوریم م

AAT =
(
A− (XTX)−١XT

) (
A− (XTX)−١XT

)T
+ (XTX)−١ (۶ . ١)

است مثبت معین نیمه (۶ . ١) راست سمت از (A− (XTX)−١XT
) (

A− (XTX)−١XT
)T ماتریس

با صفرند. مساوی یا بزرگتر قطری اعضای ب . ١ . ٣۶ قضیه اول قسمت به بنا ببینید)، را ب . ١ . ٣۵ (قضیه
شرط در A مقدار (این داد. قرار صفر برابر ͬ توان م را قطری اعضای این ،A = (XTX)−١XT انتخاب
A = (XTX)−١XT لذا و AY = (XTX)−١XTY پس ͬ کند.) م صدق نیز AX = In بودن نااریب
□ ͬ دهد. م نتیجه را β̂OLS یعنͬ معمولͬ، دوم توان های کمترین برآوردگر که

. است σ٢ نااریب برآوردگر S٢ آنگاه ، S٢ = RSS(β)
n−p

کنید فرض .١ . ٢ . ٢ قضیه
ͬ دانیم م برهان.

(n− p)S٢

σ٢ ∼ χ٢
(n−p)

□ است. نااریب σ٢ برای S٢ نتیجه در

ب·یرید. نظر در را (۴ . ١) خطͬ مدل [٢۴] کوراتا و کاریا .١ . ٢ . ٣ قضیه
دادن قرار با آنگاه است، مثبت معین ماتریسͬ Σ آن در که ،Cov(Y) = Cov(ϵ) = σ٢Σ اگر

XTΣ−١X = C

است زیر صورت به رگرسیونͬ ضرایب دوم توان های کمترین برآوردگر الف)

β̂OLS = C−١XTΣ−١Y



تاریخچه و مقدمه ۶

از است عبارت β̂OLS کواریانس ماتریس ب)

Cov(β̂OLS) = σ٢C−١

است زیر صورت به σ̂٢ نااریب برآوردگر ج)

σ̂٢ =
(Y −Xβ̂)TΣ−١(Y −Xβ̂)

n− p

برهان.
Σ = PPT آن در که دارد وجود Pn×n ناویژه ماتریس است، مثبت معین ماتریس Σ این که از الف)
P−١Y = P−١Xβ+P−١ϵ داریم (۴ . ١) مدل در چپ سمت از P−١ نمودن ضرب با (قضیهب . ١ . ٣٢).

همچنین E
(
P−١ϵ

)
= P−١E (ϵ) = 0 آن در که

Cov(P−١ϵ) = P−١Cov(ϵ)(P−١)T

= P−١σ٢Σ(P−١)T

= σ٢P−١PPT (P−١)T

= σ٢In

بنابراین

β̂OLS =
(
XT (P−١)TP−١X

)−١
XT (P−١)TP−١Y

=
(
XT (PT )−١P−١X

)−١
XT (PT )−١P−١Y

=
(
XT (PPT )−١X

)−١
XT (PPT )−١Y

= C−١XTΣ−١Y

ب)

Cov(C−١XTΣ−١Y) = C−١XTΣ−١Cov(Y)Σ−١XC−١

= C−١XTΣ−١σ٢ΣΣ−١XC−١

= σ٢C−١

این که به  توجه با ج)

β̂
T

OLSX
TΣ−١Xβ̂OLS = β̂

T

OLSX
TΣ−١XC−١XTΣ−١Y

= β̂
T

OLSCC−١XΣ−١Y

= β̂
T

OLSXΣ−١Y
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نوشت ͬ توان )م
Y −Xβ̂OLS

)T
Σ−١

(
Y −Xβ̂OLS

)
= YTΣ−١Y −YTΣ−١Xβ̂OLS

− β̂
T

OLSX
TΣ−١Y + β̂

T

OLSX
TΣ−١Xβ̂OLS

= YTΣ−١Y −YTΣ−١XC−١XTΣ−١Y

= YT
(
Σ−١ −Σ−١XC−١XTΣ−١)Y

و V = σ٢Σ ،A =
(
Σ−١ −Σ−١XC−١XTΣ−١) گرفتن نظر در با و ب . ١ . ٣٨ قضیه به بنا و

ͬ شود. م حاصل نتیجه µ = Xβ

چندگانه رگرسیون در همخطͬ ١ . ٣
که جدی مسئله ΁ی ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد وسیعͬ به طور کاربردی حوزه در رگرسیونͬ مدل های
΁نزدی خطͬ وابستگͬ یا چندگانه همخطͬ کند، مواجه اش΄ال با را رگرسیونͬ مدل از استفاده ͬ تواند م
را رگرسیون مدل ضرایب برآورد توانایی ،΁نزدی خطͬ وابستگͬ وجود است. رگرسیونͬ متغیرهای بین

ͬ کند. م مواجه مش΄ل با
مدل ضرایب برآوردهای به صریح بطور یا ضمنͬ بطور چندگانه رگرسیونͬ مدل ΁ی تعبیر و ب΄ارگیری
ͬ پذیرد، م صورت رگرسیونͬ مدل در معمول بطور که استنباط هایی از بعضͬ دارد. بستگͬ رگرسیونͬ

است: زیر موارد شامل
پیش بین متغیرهای نسبی اثرات کردن مشخص ‐١

برآورد یا پیش بینͬ ‐٢
مدل برای متغیرها از مناسب دسته ای انتخاب ‐٣

پیش بین متغیرهای که است وابسته فرض این به ضمنͬ طور به چندگانه رگرسیون معادله ی تفسیر و تعبیر
به رگرسیون ضریب ΁ی تعبیر زیرا هستند. خطͬ مستقل عبارتͬ به و ندارند ی΄دی·ر با قوی وابستگͬ
متغیرهای سایر و یافته افزایش واحد ΁ی پیش بین متغیر وقتͬ ͺپاس متغیر در تغییر اندازه گیری صورت
متغیرهای بین قوی خطͬ رابطه که صورتͬ در تغییر این اما است؛ متداول امری باشند ثابت پیش بین
وجود پیش بین متغیرهای بین خطͬ ارتباط هیچ وقتͬ بود. نخواهد معتبر باشد داشته وجود پیش بین

گویند. متعامد را متغیرها این باشد، نداشته
متغیرهای وضعیت ها بعضͬ در نیستند. متعامد پیش بین متغیرهای رگرسیونͬ کاربردهای اکثر در
خواهد مبهم رگرسیون نتایج مواردی چنین این در و دارند خطͬ ارتباط ناقص طور به تقریبا پیش بین

بود.
گوئیم باشد دی·ر پیش بین متغیر چند یا ΁ی از خطͬ دقیق تابع ΁ی پیش بین متغیرهای از ی΄ͬ اگر
پیش بین متغیرهای از ی΄ͬ که ͬ افتد م اتفاق وقتͬ ناقص٩ همخطͬ است. کامل٨ همخطͬ دارای رگرسیون

٨Exact collinearity
٩Partial collinearty
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کامل همخطͬ دی·ر عبارت به باشد. دی·ر پیش بین متغیر چند یا ΁ی از خطͬ تابع ΁ی تقریبی طور به
ناقص همخطͬ و R٢

i = ١ باشیم داشته (i = ١, . . . , p) i ΁ی ازای به دست کم که ͬ دهد م رخ زمانͬ
رگرسیون تعیین ضریب R٢

i آن در که ،R٢
i ≃ ١ باشیم داشته i ΁ی ازای به دست کم که ͬ آید م پیش زمانͬ

تقسیم حاصل R٢ تعیین ضریب که داشت دقت باید است. پیش بین متغیرهای سایر بر Xi متغیر خطͬ
برابر X روی Y تعیین ضریب ،(۴ . ١) رگرسیون مدل در لذا است. کل پراکندگͬ به شده بیان پراکندگͬ

با است
R٢ =

β̂OLSX
TY − nȲ٢

YTY − nȲ٢ , Ȳ =
١
n

n∑
i=١

Yi

کنید. مراجعه [٧] روزبه به ناقص و کامل همخطͬ ایجاد چ·ونگͬ از اطلاع برای

پارامترها برآورد بر همخطͬ اثرات ١ . ٣ . ١
برای دارد. رگرسیون ضرایب دوم توان های کمترین برآوردهای بر جدی تاثیرات چندگانه همخطͬ وجود

ب·یرید نظر در را رگرسیونͬ متغیر دو با مدلͬ آثار، بهتر درک

Y = β١X١ + β٢X٢ + ϵ

از عبارتند شده نرمال دوم توان های کمترین معادلات )دستگاه
XTX

)
β̂ = XTY

دی·ر عبارت به )یا
١ r١٢

r١٢ ١

)(
β̂١

β̂٢

)
=

(
r١y

r٢y

)
j = ١, ٢ ازای به Y و Xj بین ساده همبستگͬ rjy و X٢ و X١ بین ساده همبستگͬ r١٢ آن در که

ͬ شوند م حاصل زیر صورت به (XTX) معکوس ͬ باشد. م

(XTX)−١ =

 ١
(١−r٢

١٢)

−r١٢
(١−r٢

١٢)
−r٢١

(١−r٢
١٢)

١
(١−r٢

١٢)

 (١ . ٧)

از عبارتند رگرسیون ضرایب برآورد و

β̂١ =
r١y − r١٢r٢y

(١ − r٢
١٢)

, β̂٢ =
r٢y − r١٢r١y

(١ − r٢
١٢)

خواهد بزرگ r١٢ همبستگͬ ضریب صورت این در باشد، موجود چندگانه همخطͬ X٢ و X١ بین اگر
Cov(β̂١, β̂٢) = و Var(β̂j) = Sjjσ̂

٢ → ∞ آنگاه |r١٢| → ١ اگر دید خواهیم (١ . ٧) از بود.
برای بزرگ کواریانس های و واریانس ها به منجر X٢ و X١ بین زیاد همخطͬ بنابراین S١٢σ̂

٢ → ±∞
X ی΄سان سطوح از اگر نتیجه در شد. خواهد رگرسیون ضرایب دوم توان های کمترین برآوردگرهای
تفاوت پارامتر، واقعͬ مقدار با پارامتر هر برای آمده بدست برآوردگرهای شود، گرفته مختلف نمونه های
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ایجاد مشابهͬ اثرات همخطͬ دارد، وجود رگرسیونͬ متغیر دو از بیش که وقتͬ داشت. خواهد زیادی
از عبارتند S = (XTX)−١ ماتریس اصلͬ قطر اعضای که داد نشان ͬ توان م ͬ کند. م

Sjj =
١

١ −R٢
j

, j = ١, ٢, . . . , p

است. باقیمانده پیش بین متغیر p − ١ به نسبت Xj رگرسیون از چندگانه تعیین ضریب R٢
j آن در که

در باشد، داشته وجود دی·ر پیش بین متغیر p − ١ از زیرمجموعه ای هر و Xj بین شدید همخطͬ اگر
با است برابر β̂j واریانس چون بود. خواهد واحد به ΁نزدی R٢

j مقدار صورت این
Var(β̂j) = Sjjσ̂

٢ = (١ −R٢
j )

−١σ̂٢

نتیجه در و شود ΁کوچ بسیار XTX ماتریس دترمینان که شود مͬ باعث ناقص همخطͬ بنابراین
واریانس همچنین، هستند. بزرگ بسیار قدرمطلق لحاظ از که باشند اعضایی دارای (XTX)−١ ماتریس
عبارت به ͬ باشد. نم β از دقیقͬ برآورد β̂OLS صورت، این در ͬ شود. م بزرگ بسیار β̂OLS برآوردگر
با یعنͬ است. ناپایدار١٠ بسیار β̂OLS براین علاوه ͬ شود. م کم بسیار رگرسیون ضرایب برآورد دقت دی·ر
نتیجه در ͬ کنند. م تغییر بسیار β̂OLS در موجود مقادیر پیش بین، متغییرهای مقادیر در کوچ΄ͬ تغییر
بدست متفاوتͬ کاملا جواب های است مم΄ن متفاوت) روش (دو متفاوت رایانه دو توسط β̂OLS محاسبه
ماتریس این (زیرا نبوده پذیر وارون (XTX)−١ ماتریس کامل همخطͬ وجود صورت در همچنین دهند.
است مهم بنابراین داشت. نخواهد وجود ی΄تا جواب ضرایب، برآورد برای نتیجه در و نیست) رتبه١١ پر

باشیم. آن مم΄ن پیامدهای مواظب تا دارد وجود همخطͬ وقت چه که بدانیم
دارند: وجود همخطͬ پیدایش اولیه منبع چهار

داده ها جمͽ آوری شیوه ‐١
جامعه درون یا مدل روی قیدهای ‐٢

مدل نوع ‐٣
حد از بیش پیش بین متغیرهای با مدلͬ ‐۴

و داده ها تحلیل برای توصیه که به طوری دارد، اهمیت چندگانه همخطͬ منابع این بین اختلاف درک
مورد در بیش تر اطلاعات برای دارد، بستگͬ همخطͬ مسئله علت به اندازه ای تا نتیجه شده مدل تعبیر

.[٢٨] وبستر و گونست میسون، به کنید رجوع چندگانه همخطͬ

پی برد؟ چندگانه همخطͬ وجود به ͬ توان م چ·ونه ١ . ٣ . ٢
ͬ شود. م ارائه ͬ روند، م ب΄ار چندگانه همخطͬ تشخیص برای که روش هایی از بعضͬ قسمت این در

همبستگͬ ماتریس ΁مح
غیر اعضای بررسͬ چندگانه همخطͬ ساده بسیار اندازه ΁ی باشد. n × p ماتریس ΁ی X کنید فرض
وابسته تقریبا Xj و Xi پیش بین متغیرهای اگر است. XTX ماتریس در rij ∀i, j = ١, ٢, . . . , p قطر

١٠Unstable
١١Full rank



تاریخچه و مقدمه ١٠

بود. خواهد واحد ΁نزدی |rij| صورت این در باشند، خطͬ

واریانس تورم عامل
،Sjj دارند. زیادی کاربرد چندگانه همخطͬ سازی آش΄ار برای S = (XTX)−١ ماتریس قطر اعضای
ضریب R٢

j آن در که شود، نوشته Sjj = (١ − R٢
j )

−١ به صورت ͬ تواند م S ماتریس قطر عضو jامین
تقریبا Xj اگر است. برگشته باقیمانده پیش بین متغیر p−١ به Xj که هنگامͬ است آمده بدست تعیین
که حالͬ در ͬ شود، م ΁نزدی واحد به Sjj و ΁کوچ R٢

j باشد، عمود باقیمانده پیش بین متغیرهای بر
بزرگ Sjj و واحد به ΁نزدی R٢

j باشد داشته رگرسیونͬ متغیرهای بعضͬ به خطͬ تقریبا وابستگͬ اگر
دید عاملͬ عنوان به را Sjj ͬ توان م Sjjσ

٢ با است برابر رگرسیون ضریب jامین واریانس چون ͬ شود. م
است. یافته افزایش پیش بین، متغیرهای بین ΁نزدی وابستگͬ لحاظ به β̂j واریانس آن وسیله به که

معیار
VIFj = Sjj = (١ −R٢

j )
−١

مدل، جمله هر برای است. [٢٧] ١٣ مارکوارت به مربوط نام گذاری این ͬ نامند. م واریانس١٢ تورم عامل را
VIF ΁ی ͬ کند. م اندازه گیری را جمله آن واریانس روی پیش بین متغیرهای بین ارتباط از مرکب اثر VIF
١٠ یا ۵ از VIFها از ΁ی هر اگر که است این از حاکͬ تجربیات دارد. چندگانه همخطͬ بر اشاره بزرگ
به صورت چندگانه همخطͬ علت به ذیربط رگرسیونͬ ضرایب که این است بر مبنͬ اخطاری کنند، تجاوز

ببینید. را پ . ١ پیوست واریانس تورم عامل درباره کامل تر اطلاعات برای شده اند، برآورد ضعیفͬ

شرطͬ عدد
همخطͬ وسعت اندازه گیری برای ͬ توانند ,λ١م λ٢, . . . , λp XTXیعنͬ ویژه مقادیر یا مشخصه ریشه های

ͬ شود م تعریف زیر صورت به XTX شرط١۴ͬ عدد گیرند. قرار استفاده مورد داده ها در چندگانه

CN =
λmax

λmin

در گستردگͬ اندازه گیری ΁ی شرطͬ عدد است. λMin = Min(λi) و λMax = Max(λi) آن در که
مورد در جدی مش΄ل باشد، ١٠٠ از کمتر شرطͬ عدد اگر کلͬ حالت در است. XTX ویژه مقادیر طیف
از اگر و شدید چندگانه همخطͬ به ͷمنت ١٠٠٠ و ١٠٠ بین شرطͬ اعداد ندارد. وجود چندگانه همخطͬ

ͬ کند. م ح΄ایت را شدید بسیار چندگانه همخطͬ کند، تجاوز ١٠٠٠
عدد جذر اگر ͬ شود م گفته و است نظر مد بالا رابطه جذر مقالات بعضͬ در که است ذکر به لازم
شرطͬ عدد جذر اگر که دارد. وجود همخطͬ طرح ماتریس در آنگاه باشد ١٠ از بزرگتر XTX شرطͬ
(بلسلͬ است ساز مش΄ل و جدی کاملا همخطͬ ١٠٠ از بالاتر و شدید همخطͬ باشد ١٠٠ تا ٣٠ بین

است. آمده ت . ١ پیوست در شرطͬ عدد خصوص در کامل تر اطلاعات ،([١٢]١۵ هم΄اران و
١٢Variance inflation factor
١٣Marquardt
١۴Condition number
١۵Belsley
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چندگانه همخطͬ با برخورد برای روش هایی ١ . ٣ . ٣
روش های شده اند. پیشنهاد چندگانه همخطͬ از ناشͬ مش΄لات با برخورد برای متعددی روش های
از غیر برآورد روش  های ب΄ارگیری و مجدد مدل تخصیص اضافͬ، داده های جمͽ آوری شامل مرسوم
لحاظ به شده ایجاد مش΄لات بردن بین از برای شده اند، طراحͬ ویژه طور به که دوم توان کمترین

است. چندگانه همخطͬ
برآوردهای معمولا ͬ رود، م به کار متعامد غیر متغیرهای مورد در دوم توان های کمترین روش وقتͬ
کمترین برآوردهای واریانس صورت این در که ͬ آید. م به دست رگرسیونͬ ضرایب برای ضعیف خیلͬ
قدرمطلق همچنین و یابد افزایش توجهͬ قابل حد در است مم΄ن رگرسیون، ضرایب دوم توان های
ارائه با که معنͬ بدین هستند، ناپایدار بسیار لذا و ͬ شود م بزرگ خیلͬ دوم توان های کمترین برآوردهای

کرد. خواهند تغییر توجهͬ قابل حد در علامت ها و اندازه ها متفاوت، نمونه های
خطͬ برآوردگرهای رده در دوم های توان کمترین برآوردگر که ͬ دهد م را اطمینان این ١ . ٢ . ١ قضیه
واریانس اگر باشد. کوچ΄ترین واریانس که ندارد وجود تضمینͬ اما است، واریانس کمترین دارای نااریب
ای نقطه برآورد صورت این در که ͬ شود م عریض β برای اطمینان فاصله نتیجه در باشد بزرگ β̂OLS

که است ضرورت این گذاشتن کنار مسئله، این دادن جلوه ΁کوچ راه ΁ی است. ناپایدار بسیار β̂OLS

باشد. نااریب β برآودگر بایستͬ
واریانس از کم تر واریانس دارای که کرد پیدا β برای β̂∗ اریب برآوردگر ΁ی بتوان که کنیم فرض

است زیر صورت به β̂∗ برآوردگر (MSE) ١۶ خطای دوم توان میانگین باشد. β̂OLS نااریب برآوردگر

MSE(β̂
∗
) = E

(
(β̂

∗
− β)T (β̂

∗
− β)

)
= Var(β̂

∗
) +

(
E(β̂

∗
)− β

)T (
E(β̂

∗
)− β

)
= Var(β̂

∗
) +

(
Bias(β̂

∗
)
)T (

Bias(β̂
∗
)
)

(١ . ٨)

اریبی کمͬ مقدار پذیرفتن با ͬ باشد. م β تا β̂∗ فاصله دوم توان امیدریاضͬ با برابر MSE که داریم توجه
β̂OLS نااریب برآوردگر واریانس از β̂∗ برای MSE که شود ΁کوچ طوری ͬ تواند م β̂

∗ واریانس ،β̂∗ برای
ی΄ͬ، کاستن با داد. کاهش را واریانس هم اریبی هم هم زمان ͬ توان نم که داشت توجه باید باشد. کمتر
موارد این در که ͬ گویند م واریانس و اریبی پایاپای مبادله خاصیت این به ͬ کند. م پیدا افزایش دی·ری

ͬ کنند. م کمینه را MSE مقدار ˢمعمولا
΁کوچ واریانس شود. باری΁ تر β برای اطمینان فاصله بایستͬ β برای اریب برآوردگر به کارگیری با
ͬ باشد. βم برای β̂OLS نااریب برآوردگر از پایدارتر برآوردگری β̂∗ که ͬ دهد م نتیجه نیز اریب برآوردگر برای
حالت که ریج١٨، انقباضͬ برآوردگر است. انقباض١٧ͬ روش های همخطͬ با مقابله روش های از ی΄ͬ
تیبشیرانͬ شد. ارائه [٢٠] کنارد و هورل توسط ١٩٧٠ سال در است، بریج١٩ انقباضͬ برآوردگر از خاصͬ
که کرد ارائه بار اولین برای را ٢٠(LASSO)لاسو انقباضͬ برآوردگر علامت عمل·ر از استفاده با [٣۴]

١۶Mean square error
١٧Shrinkage method
١٨Ridge
١٩Bridge
٢٠Least absolute shirinkage and selection operator



تاریخچه و مقدمه ١٢

برآوردگر و کرده استفاده پارامتر فضای روی بر L٢ محدودیت ΁ی از که ریج انقباضͬ برآوردگر برخلاف
نام با متغیر انتخاب ام΄ان با انقباضͬ برآوردگر و کرد استفاده L١ محدودیت ΁ی از ͬ کند، م منقبض را
Lγ ازمحدودیت که کردند معرفͬ را بریج رگرسیون [١۴] فریدمن و فرانک نمود. ارائه را لاسو برآوردگر
γموجب بهینه انتخاب که کردند استدلال ها آن اما نیست روشن و ͹واض بریج برآوردگر ͬ کند. م استفاده
عمل΄رد معیار از استفاده با را بریج و لاسو ریج، برآوردگرهای [١۶] فو ͬ شود. م گویی پیش دقت افزایش
شرایط تحت ثابت (p ) متغیر تعداد با را بریج برآوردگر سازگاری [٢٣] فو و نایت کرد. مقایسه پیش·ویی
فو و نایت ،[١۶] فو به ͬ توان م بریج انقباضͬ برآوردگر درباره ی بیشتر اطلاعات برای کردند. بررسͬ نظم

ͬ شویم. م آشنا بیشتر برآوردگرها این با بعد فصل های در نمود. مراجعه [٢٣]



٢ فصل
بریج برآوردگر

استفاده با ندارد بسته ای صورت برآوردگر این که آن جایی از و کرده معرفͬ را بریج برآوردگر فصل، این در
آن واریانس و آورده به دست را γ > ١ ازای به بریج برآوردگر ضرایب شده اصلاح رافسون نیوتن روش از
این مطالب ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد را برآوردگر این مجانبی رفتار ادامه در نماییم. مͬ محاسبه را
شده اند. گرفته [١٣] وهبا و کراون و [٣۴] تیبشیرانͬ ،[٢٣] فو و نایت ،[١۶] فو مقاله های از عمدتا فصل

مقدمه ٢ . ١
ب·یرید نظر در را زیر رگرسیونͬ مدل

Y = Xβ + ϵ (٢ . ١)

΁ی X = (x١, . . . ,xn)
T ،ͺپاس متغیر شامل مولفه ای n بردار ΁ی Y = (Y١, . . . , Yn) آن در که

رتبه دارای X ماتریس ͬ کنیم م فرض است. X ماتریس سطر iامین ، xi ∈ Rp که n × p ماتریس
پارامتر فضای از رگرسیونͬ ضرایب شامل بعدی p بردار ΁ی β = (β١, . . . , βp)

T باشد. ستونͬ کامل
ͬ باشد م تصادفͬ خطای مولفه ای n بردار ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)

T و B = {β = (β١, β٢, . . . , βp) ⊆ Rp}
.Cov(ϵ) = σ٢In و E(ϵ) = ٠ آن در که

دنبال به همواره پارامترها، کردن برآورد مسئله در باشد. β ضرایب بردار برآوردگر ΁ی β̂ کنید فرض
به وابسته برآوردگر خطای مقدار که آنجایی از باشد. داشته را خطا میزان کمترین که هستیم برآوردگری
که ͬ یابیم م را برآوردگری مختلف، رده های بین در منظور بدین بنابراین است، واریانس و اریبی معیار دو

١٣



بریج برآوردگر ١۴

پارامتر برآورد در β̂ برآوردگر خطای توان دوم میانگین باشد. داشته کمتری خطای توان دوم میانگین
رگرسیون مدل برآوردگر رایج ترین دوم توان های کمترین برآوردگر ͬ شود؛ م (١ . ٨)محاسبه به صورت β

مانده ها دوم توان های مجموع برآوردگر این است.

RSS(β) = RSS(β١, . . . , βp) = ϵTϵ = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) (٢ . ٢)

مدل ضرایب برآوردگر آن، دادن قرار صفر برابر و β به نسبت RSS از مشتق گیری با ͬ نماید. م کمینه را
بهترین ١ . ٢ . ١ مارکف گوس‐ قضیه به بنا که ͬ شوند، م حاصل β̂OLS = (XTX)−١XTY به صورت

است. MSE کمترین دارای خطͬ برآوردگرهای رده در لذا و بوده (BLUE) نااریب١ خطͬ برآوردگر
به شود رجوع ) ندارد. را لازم کارایی برآوردگر این باشد، داشته وجود همخطͬ داده ها در ͬ که وقت
و همخطͬ مسئله دارد. وجود همخطͬ مش΄ل داده ها در که ب·یرید نظر در را شرایطͬ حال .(١ . ٣ بخش
تعریف به منجر و گذاشته نااریب برآوردگرهای رده از فراتر را پا شده باعث ،OLS برآوردگر نبودن کاربردی
کمترین برآوردگر اصل٣ͬ، مولفه های برآوردگر استاین٢، نوع انقباضͬ برآوردگر مانند اریب برآوردگرهای
شده لاسو برآوردگر و ریج برآوردگر و نااریب۶ تقریبا برآوردگر لیو۵، نوع برآوردگر جزئ۴ͬ، دوم توان های
و جزئͬ دوم توان های کمترین اصلͬ، مولفه های برآوردگرهای زمینه ی در بیش تر اطلاعات برای است.

نمود. مراجعه [٣] و [٣٣] و [٢۵]، [١١] به ͬ توان م لیو
خصوص در بیشتر آگاهͬ برای است، معمول بسیار انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده میان این در
برآوردگرهای به دستیابی روش های معمول ترین از ی΄ͬ کنید. مراجعه [۴] به انقباضͬ برآوردگرهای
رگرسون جواب حاصل دقیق تر عبارت به ͬ باشد. م (PLS) شده٧ جریمه رگرسیون از استفاده انقباضͬ
مسئله در (٢ . ١) مدل مفروضات تحت است. انقباضͬ برآوردگر ΁ی شده جریمه دوم توان های کمترین

ͬ باشد م زیر سازی بهینه مسئله جواب که هستیم، β̂
S برآورگر به دستیابی دنبال به PLS رگرسیون

β̂
S
= argmin

β

(
RSS(β) +∑

j

P (βj)

)
(٢ . ٣)

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ و مطالعه مورد را بریج انقباضͬ برآوردگر فصل این ادامه در

بریج انقباضͬ برآورگر ٢ . ٢
∑p

j=١ |βj|γ ⩽ t کلͬ شرط گرفتن درنظر با را (٢ . ٢) باقیمانده توان دوم مجموع [١۴] فریدمن و فرانک
(٢ . ٣) در چنان چه بنابراین نمودند. ارائه بریج رگرسیون به عنوان را آن و گرفتند نظر در γ ≥ ٠ ازای به

داریم ب·یریم، نظر j∑در P (βj) = k
∑p

j=١ |βj|γ صورت به را جریمه عبارت
١Best linear unbiased estimator
٢Stain estimatir
٣Principal component estimator
۴Partial least squares estimator
۵Liu type estimator
۶Almost unbiased estimator
٧Penalized least squares



١۵ بریج انقباضͬ برآورگر

β̂Bridge = argmin
β

RSS(β) + k

p∑
j=١

|βj|γ
 (۴ . ٢)

کنترل را ضرایب به شده تحمیل انقباض میزان و بوده ٨ کننده تنظیم پارامترهای k, t ⩾ ٠ آن در که
اگر شد. خواهد برآوردگر کارایی افزایش به منجر γ بهینه ی انتخاب که است ذکر به لازم ͬ کنند. م
لاسو رگرسیون به آن گاه γ = ١ اگر و (٣ . ٢ (بخش شده تبدیل ریج رگرسیون به فوق مسئله ،γ = ٢
γ ∈ (١, ٢) ازای به ͬ شود م مشخص بریج، برآوردگر ساختار به توجه با .(٣ . ٣ (بخش ͬ شود م تبدیل
ͬ کند. م برقرار پل برآوردگر دو این بین ͽواق در و ͬ کند م رفتار ریج و لاسو برآوردگرهای بین برآوردگر این
حالت در بریج برآوردگر است). پل معنای به لغت٩ در (بریج نهاده اند بریج برآوردگر را آن نام رو این از

نیست. بسته ای صورت دارای (γ ≥ ٠ ازای (به کلͬ
مساله این نتوانستند اما دادند پیشنهاد را بریج برآوردگر فقط [١۴] فریدمن و فرانک است ذکر به لازم
و نمود حل γ ≥ ١ برای را مساله این [١۶] فو نهایت، در نمایند. حل γ ≥ ٠ برای کلͬ حالت در را
΁ی همچنین و نمود ارائه است، γ > ١ که زمانͬ بریج برآوردگر برای را رافسون١٠ نیوتن ال·وریتم
بررسͬ مورد γ ≥ ١ برای بریج برآوردگر رفتار ادامه در کرد. پیشنهاد لاسو برای ١١ پیش برنده ال·وریتم

است. گرفته قرار

(γ ≥ ١) بریج انقباضͬ رگرسیون سازی بهینه مسئله حل ٢ . ٢ . ١
مسئله  بایستͬ ٢ . ٢ بخش توضیحات براساس است، γ ≥ ١ که زمانͬ بریج انقباضͬ رگرسیون حل برای

کنیم حل را زیر سازی بهینه

β̂Bridge = argmin
β

(Y −Xβ)T (Y −Xβ) + k

p∑
j=١

|βj|γ
 k ≥ ٠ (۵ . ٢)

آن در که ͬ کنیم م نویسͬ باز argmin
β

G(β,X,Y, k, γ) صورت به را، γ ≥ ١ به ازای (۵ . ٢) معادله ی

G(β,X,Y, k, γ) = RSS(β) + k

p∑
j=١

|βj|γ

آن گاه است، اقلیدسͬ نرم تابع ||.|| آن در که ||β|| → +∞ اگر است. محدب١٢ β به نسبت G تابع
.G → +∞

صفر برابر و گرفته مشتق β به نسبت G(β,X,Y, k, γ) تابع از باید کمینه، یافتن برای γ ≥ ١ ازای به
تنها و نیست مشتق پذیر βj = ٠ p∑در

j=١ |βj| تابع شود. پیدا تابع کننده ی کمینه مقدار تا دهیم قرار
٨Tuning parameters
٩Word

١٠ Newton-Raphson algorithm
١١Shooting algorithm
١٢Convex



بریج برآوردگر ١۶

نمود. محاسبه j = ١, . . . , p و βj ̸= ٠ که βj به نسبت را G جزئͬ مشتقات ͬ توان م
کنید فرض

Sj(β,X,Y) =
∂RSS

∂βj

= ٢xT
j xjβj +

∑
i̸=j

٢xT
j xiβi − ٢xT

j Y (۶ . ٢)

همچنین کنید. رجوع ث پیوست به (۶ . ٢) رابطه اثبات برای .xT
j = (x١j, . . . , xnj) که

d(βj, k, γ) = kγ|βj|γ−١Sgn(βj) (٢ . ٧)

آن در که

Sgn =


−١ βj < ٠

٠ βj = ٠

١ βj > ٠

ͬ آیند م بدست زیر روابط ∂G
∂βj

دادن قرار صفر برابر با

S١(β,X,Y) + d(β١, k, γ) = ٠
...

Sj(β,X,Y) + d(βj, k, γ) = ٠
...

Sp(β,X,Y) + d(βp, k, γ) = ٠

(٢ . ٨)

شد. خواهد پرداخته آن به بعد بخش در که کرد، حل (٢ . ٨) مسئله ی طریق از ͬ توان م را (۵ . ٢) مساله ی
در را زیر پذیره های آن ، کردن مطرح از قبل که دارد وجود Sj توابع برای زیر قضیه (٢ . ٨) رابطه ی برای

ب·یرید. نظر
از nبعدی بردار ΁ی Y و n × p ماتریس X ،B پارامتر فضای از بعدی p بردار ΁ی β کنید فرض

مقدار حقیقͬ توابع ثابت، γ ≥ ١ و k ≥ ٠ ،Y ،X مقادیر برای باشد. Rn نمونه فضای
به را S و ب·یرید نظر در را j = ١, . . . , p ازای به β 7−→ Sj(β,X,Y) ، Sj(.,X,Y) : B −→ R

ͬ دهیم. م نشان S = (S١, S٢, . . . , Sp)
T صورت

و باشد مشتق پذیر١٣ پیوسته به طور β به نسبت S تابع اگر k > و٠ γ > ١ برای ([١۶] (فو .٢ . ٢ . ١ قضیه
آن گاه: باشد١۴، مثبت نیمه معین (∂S/∂β) ژاکوبی ماتریس

است. پیوسته (k, γ) در که است β̂(k, γ) به فرد منحصر جواب دارای (٢ . ٨) معادله ی .١
است. فرد به منحصر جواب دارای و دارد وجود limγ→١+ β̂(k, γ) .٢

١٣Continuously differentiable
١۴Positive-Semi-Definite



١٧ بریج انقباضͬ برآورگر

بریج برآوردگر محاسبه ال·وریتم ٢ . ٢ . ٢
بردار کنید فرض ب·یرید. درنظر را (٢ . ٨) معادله ی ،k > ٠ و γ ≥ ١ که زمانͬ بریج رگرسیون حل برای
غیر به βiها از مرکب بردار p−١ شامل β−j آن در که کنیم بازنویسͬ β = (βj,β

−j)T صورت به را β
داریم (٢ . ٨) در معادله jامین برای ͬ باشد. م βj از

Sj = Sj(βj,β
−j,X,Y) = −d(βj, k, γ) = −d (٢ . ٩)

ͬ آید م به دست زیر صورت به فوق رابطه (٢ . ٧) و (۶ . ٢) از استفاده با نتیجه در

٢xT
j xjβj +

∑
i̸=j

٢xT
j xiβi − ٢xT

j Y = −kγ|βj|γ−١Sgn(βj) (٢ . ١٠)

٢xT
j xj مثبت شیب دارای که ͬ باشد م βj از خطͬ تابع ΁ی ثابت، β−j برای (٢ . ١٠) سمت چپ معادله  ی

γ > ١ برای معادله این و ͬ باشد م βj به نسبت غیرخطͬ تابع ΁ی سمت راست معادله ی اما است.
نیست. پذیر مشتق γ = ١ به ازای βj = ٠ نقطه در جز به مشتق پذیر پیوسته، نزولͬ، ی΄نواخت به طور
(٢ . ١٠) معادله ی بنابراین دارد. است، γ = ١ که زمانͬ βj = ٠ نقطه در ٢k طول به پرشͬ تابع این
ش΄ل ͬ باشد. م جواب بدون یا به فرد منحصر جواب دارای γ = ١ برای و ی΄تا جواب دارای γ > ١ برای

ͬ دهد. م نشان مختلف های γ ازای به را f٢(β) = Sj و f١(β) = −d معادله برخورد نحوه  ٢ . ١



بریج برآوردگر ١٨

. γ ≥ ١ برای (٢ . ١٠) معادله ی در چین) (نقطه Sj خط با پر) (خط −d تابع برخورد نحوه ی :٢ . ١ ش΄ل



١٩ بریج انقباضͬ برآورگر

نمود. استفاده ͬ توان م است γ > ١ که زمانͬ بریج برآوردگر محاسبات برای رافسون نیوتن روش از
نیازمند روش این نیست، مشتق پذیر ،βj = ٠ و ١ < γ < ٢ برای d(βj, k, γ) تابع که آنجایی از و
حل با ،γ > ١ برای ، شده١۵ اصلاح رافسون نیوتن روش زیر در است. جواب هم·رایی برای اصلاح

است. شده ارائه (۵ . ٢) معادله ی jامین به فرد منحصر جواب آوردن به دست برای تکراری

γ > ١ برای بریج برآوردگر رافسون نیوتن شده اصلاح ال·وریتم .١ ال·وریتم
ͬ کنیم. م شروع β̂٠ = β̂OLS = (β̂١, . . . , β̂p)

T با (١)
باشد S٠ = ٠ اگر .S٠ = Sj(٠, β̂−j

,X,Y) کنید فرض ،j = ١, . . . , p هر برای ، mام گام در (٢)
فرد به منحصر جواب آوردن بدست برای رافسون نیوتن روش از ،γ ≥ ٢ اگر درغیراینصورت β̂j = ٠ آن گاه
حاصل نقطه ی تانژانت با را −d تابع ،γ < ٢ اگر اینصورت غیر در ͬ کنیم، م استفاده (٢ . ١٠) معادله ی از β̂j

برآوردگر ͬ کنیم. م اصلاح را رافسون نیوتن روش این چنین و کرده تعویض Sj و −d بر مماس خط ͽتقاط از
ͬ آید. م به دست β̂jها همه ی کردن به روز از بعد β̂m = (β̂١, . . . , β̂p)

T جدید
ͬ کنیم. م تکرار شود، هم·را β̂m ͬ که زمان تا را (٢) مرحله ی (٣)

به جای دی·ری شروع نقاط از ͬ توان م کلͬ حالت در اما دارد. وجود اوقات اکثر در β̂OLS نمایید توجه
تا نمود استفاده ریج برآوردگر از ͬ توان م همخطͬ وجود صورت در مثال عنوان به نمود، استفاده β̂OLS

یابد. افزایش برآوردگر دقت

بریج برآوردگر واریانس ٢ . ٢ . ٣
ͬ کنیم. م ارائه قضیه ΁ی قالب در را بریج برآوردگر واریانس بخش این در

γ > ١ برای بریج برآوردگر واریانس ،(۴ . ٢) معادله و (٢ . ١) مدل مفروضات تحت ( [١۶] (فو .٢ . ٢ . ٢ قضیه
است زیر به صورت

V ar(β̂Bridge) = σ٢
(
XTX + kD∗(β̂)|y٠

)−١
XTX

(
XTX + kD∗(β̂)|y٠

)−١

است. نمونه فضای در ثابت نقطه ای y٠ و D∗(β̂) = diag
(

γ(γ−١)
٢ |β̂j|γ−٢

)
آن در که

برهان.
بنابراین Fj = Sj(β̂,X,Y) + d(β̂j, k, γ) آن در که F = (F١, . . . , Fp)

T کنید فرض
∂F

∂β̂
= ٢XTX+ ٢kD∗(β̂) و ∂F

∂Y
= −٢XT که F = ٢XTXβ − ٢XTY + kγ|β|γ−١Sgn(β)

آن در که
D∗(β̂) = diag

(
γ(γ − ١)

٢ |β̂j|γ−٢
)

١۵Modified Newton-Raphson Method



بریج برآوردگر ٢٠

گرفت نتیجه ͬ توان م ب . ۵ . ١ لم از استفاده با ∂β̂
∂Y

=
(

∂F

∂β̂

)−١
∂F
∂Y

که آن جایی از

V ar(β̂) = V ar(f(Y)) =

(
∂β̂

∂Y

)
|y٠V ar(Y)

(
∂β̂

∂Y

)T

|y٠

= σ٢
(
XTX + kD∗(β̂)|y٠

)−١
XTX

(
XTX + kD∗(β̂)|y٠

)−١

□

k کنترل پارامتر و γ انقباضͬ پارامتر انتخاب ۴ . ٢ . ٢
(GCV یافته١۶( تعمیم متقابل سنجͬ اعتبار آماره از k کنترل و γ انقباضͬ پارامترهای بهینه انتخاب برای
این ، γ ≥ ١ و k ≥ ٠ برای ͬ کنیم. م استفاده کردند، ارائه [٣۴] تیبشیرانͬ و [١٣] وهبا و کراون که

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت معیار

GCV =
١
n

n∑
i=١

(
ei,k

١ − p(k)
n

)٢

(٢ . ١١)

γ = ١ ازای به آن در که

p(k) = tr
(
X
(
XTX + kΩ−)−١

XT
)
− n٠

γ مقادیر سایر برای و
p(k) = tr

(
X
(
XTX + kΩ−١−(١

XT
)

همچنین است. Ω ماتریس یافته تعمیم معکوس Ω− و صفر برابر β̂jهای تعداد n٠ که
که ͬ شوند م انتخاب چنان k و γ پارامترهای است. ei,k = yi − ŷBridge

i و Ω = diag
(

γ
٢ |β̂j|γ−٢

)
کند. اختیار را خود مقدار مینیمم GCV آماره

١۶Generalized Cross Validation



٢١ مجانبی رفتار مطالعه

مجانبی رفتار مطالعه ٢ . ٣
را (٢ . ١) خطͬ مدل ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را (۵ . ٢) بریج برآوردگر ١٧ مجانبی رفتار بخش این در

ͬ کنیم م استفاده زیر هدف تابع از β برآورد برای ب·یرید، درنظر

Zn(ϕ) =
١
n

RSS(ϕ) + kn
n

p∑
j=١

|ϕj|γ ∀γ > ٠, kn > ٠, n ∈ N (٢ . ١٢)

شرایط کنید فرض همچنین است. آمده (٢ . ٢) رابطه در RSS(ϕ) و ϕ = (ϕ١, . . . , ϕp)
T آن در که

باشند برقرار زیر نظم

Cn =
١
n

n∑
i=١

xixT
i −→ C , n −→ ∞ (A١)

همچنین و است نامنفͬ و معلوم ماتریس C آن در که
١
n
max

١≤i≤n
xT
i xi −→ ٠ , n −→ ∞ (A٢)

رتبه پر (X) طرح ماتریس یا نامنفرد Cn ماتریس اگر است فرد به منحصر جواب دارای (٢ . ١) خطͬ مدل
و داشته وجود است مم΄ن (٢ . ١) مقدار کمینه باشد منفرد Cn ماتریس اگر حتͬ است ذکر شایان باشد.
باشد. نامنفرد ،(A١) نظم شرط در شده تعریف C ماتریس کنید فرض حال این با باشد. فرد به منحصر
کنید فرض ͬ شود. م تعیین (٢ . ١٢) هدف تابع مجانبی رفتار مطالعه ی با ،β̂n بریج، برآوردگر حدی رفتار
β̂nآن گاه kn = o(n) اگر ͬ دهیم م نشان زیر قضیه در شود حاصل ϕ = β̂n ازای به (٢ . ١٢) کمینه  مقدار

است. سازگار β برای

آن گاه kn
n
→ k٠ ≥ ٠ و باشد نامنفرد ،(A١) رابطه ی در شده تعریف C ماتریس اگر .٢ . ٣ . ١ قضیه

argmin (Zn(ϕ))
P→ argmin (Z(ϕ))

آن در که
Z(ϕ) = σ٢ + (ϕ− β)TC(ϕ− β) + k٠

p∑
j=١

|ϕj|γ

.β̂n
P→ β بنابراین و argmin(Z(ϕ)) = β آن گاه ،kn = o(n) اگر بنابراین

کنید فرض برهان.

Zn(ϕ) =
١
n

n∑
i=١

(Yi − xT
i ϕ)

٢ +
kn
n

p∑
j=١

|ϕj|γ γ > ٠ (٢ . ١٣)

١٧Asymptotic behavior



بریج برآوردگر ٢٢

محدب Zn(ϕ) ،γ ≥ ١ ازای به کنید دقت ͬ کنیم. م بیان γ < ١ و γ ≥ ١ حالت دو برای را اثبات
ͬ باشد. نم محدب γ < ١ ازای به که صورتͬ در بوده

کرد بازنویسͬ زیر به صورت ͬ توان م (٢ . ١٣)را معادله ی ،Yi = xT
i β + ϵi به اینکه توجه با

Zn(ϕ) =
١
n

n∑
i=١

(xT
i β + ϵi − xT

i ϕ)
٢ +

kn
n

p∑
j=١

|ϕj|γ

=
١
n

n∑
i=١

(ϵi − xT
i (ϕ− β))٢ +

kn
n

p∑
j=١

|ϕj|γ

=
١
n

n∑
i=١

(
ϵ٢
i − ٢ϵixT

i (ϕ− β) + (ϕ− β)T xixT
i (ϕ− β)

)
+

kn
n

p∑
j=١

|ϕj|γ

=
١
n

(
n∑

i=١
ϵ٢
i − ٢

n∑
i=١

ϵixT
i (ϕ− β) + (ϕ− β)T

n∑
i=١

xixT
i (ϕ− β)

)
+

kn
n

p∑
j=١

|ϕj|γ

ببینید) را ب . ٢ . ١٠ (پیوست کنند صدق بزرگ اعدا ضعیف قانون شرایط در X١, . . . , Xn اگر
E(ϵ٢

i ) = σ٢ لذا V ar(ϵi) = σ٢ ،E(ϵi) = ٠ اینکه به توجه با . Sn

n

P→ µ آن گاه ،Sn =
∑n

i=١ Xi و
داریم بنابراین Xn

D→ X آن گاه Xn
P→ X اگر طرفͬ، از ١

n

∑n
i=١ ϵ

٢
i

P→ σ٢ ͬ دهد م نتیجه
١
n

n∑
i=١

ϵ٢
i

D→ σ٢

تحت . ١
n

∑n
i=١ ϵixT

i (ϕ− β)
D→ ٠ گرفت نتیجه ͬ توان م E(ϵixT

i ) = ٠ که آن جایی از مشابه به طور
داریم ،(A١) نظم شرط

(ϕ− β)T
١
n

n∑
i=١

xixT
i (ϕ− β) → (ϕ− β)TC(ϕ− β) (١۴ . ٢)

لذا ،kn
n
→ k٠ فرض طبق طرفͬ از

kn
n

p∑
j=١

|ϕj|γ → k٠

p∑
j=١

|ϕj|γ (١۵ . ٢)

داریم ب . ٢ . ٩ اسلاتس΄ͬ قضیه ی از استفاده با و (١۵ . ٢) و (١۴ . ٢) روابط به توجه با

Zn(ϕ)
P→ σ٢ + (ϕ− β)TC(ϕ− β) + k٠

p∑
j=١

|ϕj|γ = Z(ϕ)

و Zn(ϕ)− Z(ϕ)
P→ ٠ پس

sup
ϕ∈E

|Zn(ϕ)− Z(ϕ)| P→ ٠



٢٣ مجانبی رفتار مطالعه

ب . ٢ . ٢ احتمال تابع پیوستگͬ قاعده از استفاده با بنابراین ͬ باشد، م فشرده مجموعه ΁ی E آن در که
نوشت ͬ توان م

∀ϵ > ٠ ∃ n, n٠ ∈ N s.t ∀ n ≥ n٠ ,∀ϕ ∈ E |Zn(ϕ)− Z(ϕ)| ≤ ϵ

نتیجه در
Zn(ϕ)

U→ Z(ϕ)

Z(ϕ) کمینه به نیز Zn(ϕ) کمینه ب . ۴ . ١٠ قضیه به بنا و است ی΄نواخت هم·رایی U نماد از منظور که
هم·راست.

کراندار ϕ پس است فشرده E و ی΄نواخت هم·رایی دارای و محدب Zn(ϕ) و γ ≥ ١ که آن جایی از
نتیجه در است.

argmin (Zn(ϕ))
P→ argmin (Z(ϕ))

Zn(ϕ) کننده ی کمینه ϕ و است. کراندار ϕ چون اما ͬ باشد. نم محدب Zn(ϕ) آن گاه ،γ < ١ اگر
پس است

Zn(ϕ) ≥
١
n

n∑
i=١

(Yi − xT
i β)

٢ = Zn,OLS (١۶ . ٢)

(١۶ . ٢) نابرابری طبق OLS برآوردگر کرانداری به توجه با و

β̂n = Op(١)

بنابراین
argmin (Zn(ϕ))

P→ argmin (Z(ϕ))

،γ > ٠ هر برای نتیجه در

argmin (Zn(ϕ))
P→ argmin (Z(ϕ))

همچنین .kn = o(n) پس kn
n
→ ٠ کنید فرض ͬ کنیم. م اثبات را β̂n سازگاری حال

Z(ϕ) = σ٢ + (ϕ− β)TC(ϕ− β)

ی΄نواخت طور به هدف تابع همچنین و ی΄تاست مقدار این که دارد را مقدار کمترین Z(ϕ) که آنجایی از
□ است. کامل اثبات پس هم·راست

است. سازگار β̂n پس argmin(Z(ϕ)) = β و kn = o(n) اگر یعنͬ
(قضیه γ < ١ و (٢ . ٣ . ٢ (قضیه γ ≥ ١ برای را بریج برآوردگر مجانبی توزیع زیر، قضیه ی دو در

ͬ کنیم. م ارائه (٢ . ٣ . ٣



بریج برآوردگر ٢۴

آن گاه باشد، نامنفرد C و kn√
n
→ k٠ ≥ ٠ اگر ،γ ≥ ١ کنید فرض ([١۶] (فو .٢ . ٣ . ٢ قضیه

√
n
(
β̂n − β

)
D→ argmin(V(u))

γ > ١ ازای به آن در که

V(u) = −٢u′W + u′Cu+ k٠

p∑
j=١

γujSgn(βj)|βj|γ−١

γ = ١ ازای به و

V(u) = −٢u′W + u′Cu+ k٠

p∑
j=١

(ujSgn(βj)I(βj ̸= ٠) + |uj|I(βj = ٠))

ͬ باشد. م u = (u١, . . . , up)
T و N(٠٠٠, σ٢C) توزیع دارای W و

کنید فرض برهان.
Vn(u) = ϕ تاوانیده دوم توان مجموع − β تاوانیده دوم توان مجموع

=
n∑

i=١
(yi − xT

i ϕ)
٢ + kn

p∑
j=١

|ϕj|γ −
n∑

i=١
(yi − xT

i β)
٢ − kn

p∑
j=١

|βj|γ

=
n∑

i=١
(xT

i β + ϵi − xT
i ϕ)

٢ + kn

p∑
j=١

|βj − βj + ϕj|γ

−
n∑

i=١
(yi − xT

i β)
٢ − kn

p∑
j=١

|βj|γ

=
n∑

i=١

(
ϵi − xT

i (ϕ− β)

√
n√
n

)٢
+ kn

p∑
j=١

|βj + (ϕj − βj)

√
n√
n
|γ

−
n∑

i=١
(yi − xT

i β)
٢ − kn

p∑
j=١

|βj|γ

ͬ شود: م پارامتری مجددا زیر صورت به فوق تابع صورت این در ،u =
√
n(ϕ− β) فرض با

Vn(u) =
n∑

i=١

(
ϵi −

xT
i u√
n

)٢

+ kn

p∑
j=١

|βj +
uj√
n
|γ −

n∑
i=١

ϵ٢
i − kn

p∑
j=١

|βj|γ

=
n∑

i=١

(
(ϵi −

xT
i u√
n
)٢ − ϵ٢

i

)
+ kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)

=
n∑

i=١

(
ϵ٢
i − ٢ϵix

T
i u√
n

+
uTxix

T
i u

n
− ϵ٢

i

)
+ kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)

= −٢
n∑

i=١

ϵix
T
i u√
n

+
n∑

i=١

uTxix
T
i u

n
+ kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)



٢۵ مجانبی رفتار مطالعه

داریم ϵi ∼ N(٠, σ٢) اینکه به توجه با

E (W) = E

(
n∑

i=١

xiϵi√
n

)
=

١√
n

n∑
i=١

xiE(ϵi) = 0

(A١) نظم شرط به توجه با و

V ar (W) = V ar

(
n∑

i=١

xiϵi√
n

)
=

n∑
i=١

xix
T
i V ar(ϵi)√
n
√
n

= σ٢
n∑

i=١

xix
T
i

n
→ σ٢C

همچنین و W =
∑

xiϵi√
n
∼ Np(0, σ

٢C) بنابراین

−٢
n∑

i=١

ϵix
T
i u√
n

+
n∑

i=١

uTxix
T
i u

n

D−→ −٢uTW + uTCu

کنید فرض

f(x) = kn

p∑
j=١

(|xj|γ − |βj|γ)

داریم ، x = βj +
uj√
n

به ازای و x٠ = βj نقطه در ،f(.) تابع ب . ۵ . ٣ اول مرتبه تیلور بسط به توجه با

f(x) = kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)
= kn

p∑
j=١

(|βj|γ − |βj|γ) + kn

p∑
j=١

uj√
n
γ Sgn(β∗

j )|β∗
j |γ−١

= kn

p∑
j=١

uj√
n
γ Sgn(β∗

j )|β∗
j |γ−١

=
kn√
n

p∑
j=١

ujγ Sgn(β∗
j )|β∗

j |γ−١

گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین ، kn√
n
→ k٠ فرض طبق .β∗

j ∈ (βj, βj +
uj√
n
) آن در که

kn√
n

p∑
j=١

ujγ Sgn(β∗
j )|β∗

j |γ−١ → k٠

p∑
j=١

ujγ Sgn(β∗
j )|β∗

j |γ−١

لذا .β∗
j → βj ،(n → ∞) n افزایش با β∗

j ∈ (βj, βj +
uj√
n
) اینکه به توجه با

kn√
n

p∑
j=١

ujγ Sgn(β∗
j )|β∗

j |γ−١ → k٠

p∑
j=١

ujγ Sgn(βj)|βj|γ−١

ͬ دهد م نتیجه که
Vn(u)

D−→ V(u)

آن در که

Vn(u) = −٢
n∑

i=١

ϵix
T
i u√
n

+
n∑

i=١

uTxix
T
i u

n
+ kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)
(٢ . ١٧)



بریج برآوردگر ٢۶

و

V(u) = −٢u′W + u′Cu+ k٠

p∑
j=١

γujSgn(βj)|βj|γ−١

ͬ باشد. م
از پس است. فرد به منحصر کمینه مقدار ΁ی دارای و بوده محدب Vn(u) تابع آن گاه ،γ > ١ اگر

ͬ گیریم م نتیجه Vn(u)
D−→ V(u)

argmin (Vn(u)) =
√
n(β̂n − β)

D−→ argmin (V(u))

است: زیر صورت به (٢ . ١٧) رابطه گرفتن نظر در با βj ̸= ٠ و βj = ٠ حالت دو ،γ = ١ برای
βj ̸= ٠ و γ = ١ اول، حالت

Vn(u)
D→ −٢uTW + uTCu+ k٠

p∑
j=١

uj Sgn(βj)

:βj = ٠ و γ = ١ دوم، حالت

Vn(u)
D→ −٢uTW + uTCu+ k٠

p∑
j=١

|uj|

داریم کلͬ حالت در γ = ١ برای بنابراین

Vn(u)
D→ V(u) = −٢uTW + uTCu+ k٠

p∑
j=١

(uj Sgn(βj)I(βj ̸= ٠) + |uj|I(βj = ٠))

پس
argmin (Vn(u))

D−→ argmin (V(u))

، γ ≥ ١ هر برای نتیجه در
argmin (Vn(u))

D−→ argmin (V(u))

√
n
(
β̂n − β

)
D→ argmin(V(u))

□ است. کامل اثبات

آن گاه ، kn

n
γ
٢
→ k٠ ≥ ٠ اگر γ < ١ کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه

√
n(β̂n − β)

D−→ argmin(V(u))

آن در که
V(u) = −٢uTW + uTCu+ k٠

p∑
j=١

|uj|γI(βj = ٠)



٢٧ مجانبی رفتار مطالعه

کنید فرض برهان.

Vn(u) = −٢
n∑

i=١

ϵix
T
i u√
n

+
n∑

i=١

uTxix
T
i u

n
+ kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)
داد نشان ͬ توان م ٢ . ٣ . ٢ قضیه ی اثبات همانند

−٢
n∑

i=١

ϵix
T
i u√
n

+
n∑

i=١

uTxix
T
i u

n

D→ −٢uTW + uTCu

ͬ گیریم م نظر در را βj = ٠ و βj ̸= ٠ حالت دو kn
∑p

j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)
برای

کنید فرض باشد، βj ̸= ٠ اگر اول حالت

f(x) = kn

p∑
j=١

(|xj|γ − |βj|γ)

داریم ، x = βj +
uj√
n

به ازای و x٠ = βj نقطه در ،f(.) تابع ب . ۵ . ٣ اول مرتبه تیلور بسط به توجه با

f(x) = kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)
= kn

p∑
j=١

(|βj|γ − |βj|γ) + kn

p∑
j=١

uj√
n
γ Sgn(β∗

j )|β∗
j |γ−١

= kn

p∑
j=١

uj√
n
γ Sgn(β∗

j )|β∗
j |γ−١

=
kn√
n

p∑
j=١

ujγ Sgn(β∗
j )|β∗

j |γ−١

،γ < ١ برای همچنین و .β∗
j → βj ،(n → ∞) n افزایش با β∗

j ∈ (βj, βj +
uj√
n
) اینکه به توجه با

لذا kn√
n
→ ٠ پس ͬ کند م میل k٠ به kn

n
γ
٢

فرض طبق
kn√
n

p∑
j=١

ujγ Sgn(β∗
j )|β∗

j |γ−١ → ٠ ×
p∑

j=١
ujγ Sgn(βj)|βj|γ−١ = ٠

ͬ دهد م نتیجه که
Vn(u)

D−→ −٢uTW + uTCu

آن گاه باشد، βj = ٠ اگر دوم، حالت

kn

p∑
j=١

(
|βj +

uj√
n
|γ − |βj|γ

)
=

βj=٠
kn

p∑
j=١

(
| uj√

n
|γ
)

=
kn

n
γ
٢

p∑
j=١

|uj|γ
D−→ k٠

p∑
j=١

|uj|γ

بنابراین
Vn(u)

D−→ V(u)

که
V(u) = −٢uTW + uTCu+ k٠

p∑
j=١

|uj|γI(βj = ٠)



بریج برآوردگر ٢٨

است.بنابراین فشرده مجموعه ای متعلق u و است ی΄نواخت هم·رایی که انجایی از

argmin (Vn(u))
D−→ argmin (V(u))

و
√
n(β̂n − β)

D−→ argmin(V)

□ است. کامل اثبات بنابراین



٣ فصل
بریج برآوردگر خاص حالات

گرفته اند. قرار بررسͬ مورد لاسو و ریج برآوردگرهای بریج، برآوردگر خاص حالت دو خواص فصل، این در
مطالب ͬ دهیم. م شرح R برنامه نویسͬ زبان در را برآوردگر دو این از استفاده مورد پ΄یج های همچنین

شده اند. [٣۴]گرفته تیبشیرانͬ و [٢٠] کنارد و هورل مقاله های از عمدتا فصل، این

مقدمه ٣ . ١
خطͬ رگرسیون تحلیل در پیش بین متغیرهای بین چندگانه همخطͬ وقوع که گفتیم قبل بخش های در
برآورد نتیجه، در شود. پارامترها دوم توان های کم ترین برآورد در شدید ناپایداری باعث است مم΄ن
در همخطͬ نوع دو که نمایید توجه بود. نخواهد اعتماد قابل آمده، بدست دوم توان های کم ترین
دترمینان کامل، همخطͬ وجود صورت در ناقص. همخطͬ و کامل همخطͬ دارند: وجود داده ها
وجود ی΄تا جواب نتیجه در و ندارد وجود XTX ماتریس معکوس لذا و است صفر XTX ماتریس
باعث ناقص همخطͬ نمود. استفاده XTX یافته تعمیم معکوس از آن جای به ͬ توان م و داشت نخواهد
مولفه هایی دارای (XTX)−١ ماتریس نتیجه در و شود ΁کوچ بسیار XTX ماتریس دترمینان ͬ شود م
این صورت، در ͬ شود. م زیاد β̂ برآوردگر واریانس طرفͬ از هستند، بزرگ بسیار آن ها مطلق قدر که باشد
همچنین ͬ شود. م کم رگرسیون ضرایب برآورد دقت دی·ر، عبارت به بود. نخواهد β از دقیقͬ برآورد β̂

دارد. ناپایداری رفتار β̂
اغلب لذا ͬ شویم. نم مواجه باشد، داشته وجود کامل همخطͬ آن ها در که داده هایی با واقعیت در
به ΁نزدی XTX ماتریس دترمینان آن ها برای که هستند داده هایی داریم، سروکار آن ها با که مسائلͬ



بریج برآوردگر خاص حالات ٣٠

این حل برای است. گرفته قرار بررسͬ مورد ناقص همخطͬ پایان نامه این در اساس، براین است. صفر
برآوردگر بنابراین ͬ دهند، م افزایش را م΄ان پارامتر کارایی انقباضͬ روش های اینکه به توجه با مش΄ل
حالت برآوردگر این که آنجایی از دادیم. شرح را آن و کردیم معرفͬ مدل بهبود برای را بریج انقباضͬ
بر تکیه با بریج، برآوردگر خاص حالات بررسͬ به بخش این در بنابراین است ریج برآوردگر از ͬ تری کل
داد. خواهیم قرار بررسͬ مورد دقیق تر صورت به را برآوردگر دو این و پرداخته لاسو و ریج برآوردگرهای

ریج برآوردگر ٣ . ٢
داشت خواهیم ب·یریم، نظر در زیر صورت به را آن واقعͬ مقدار از β تفاضل دوم توان اگر

L٢
١ = (β̂ − β)T (β̂ − β)

صورت این در

E(L٢
١) = E

(
(β̂ − β)T (β̂ − β)

)
=

p∑
j=١

E(β̂j − βj)
٢

=

p∑
j=١

Var(β̂j) = σ٢tr ((XTX)−١) = σ٢
p∑

j=١

١
λj

ͬ باشند. م XTX ماتریس ویژه مقادیر λjها آن در که
امید این صورت در بود. خواهد ΁کوچ بسیار ویژه مقادیر از ی΄ͬ حداقل همخطͬ، وجود صورت در
متوسط طور به دوم توان های کم ترین برآورد بنابراین ͬ شود. م بزرگ خیلͬ فاصله دوم توان ریاضͬ
E(L٢

١) = اینکه به توجه با بود. خواهد متفاوت بسیار خود واقعͬ مقدار از لذا شد؛ خواهد بزرگ خیلͬ
داریم E(β̂T

β̂)− βTβ

E(β̂T
β̂) = βTβ + σ٢

p∑
j=١

١
λj

متوسط طور به β دوم توان های کمترین برآورد همخطͬ، وجود صورت در که ͬ دهد م نشان رابطه این
که است اریب برآوردگری یافتن مش΄ل، ͽرف برای روش ΁ی ͬ باشد. م واقعͬ مقدار از بزرگتر طولͬ دارای
β̂

∗ با را برآوردگر این اگر باشد. داشته β̂ نااریب برآوردگر به نسبت کمتری خطای دوم توان میانگین
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به β̂∗ برآوردگر خطای دوم توان میانگین دهیم، نشان

MSE(β̂∗
) = E

(
(β̂

∗
− β)T (β̂

∗
− β)

)
= tr

(
Cov(β̂∗

)
)
+ BiasT (β̂∗

)Bias(β̂∗
)

میزان گرفتن نظر در ΁کوچ با است. β̂∗ برآوردگر اریبی مقدار Bias(β̂∗
) = E

(
β̂

∗
− β

)
آن در که

نااریب برآوردگر واریانس از کمتر MSE(β̂∗
) طوری که به کرد، ΁کوچ ͬ توان م را β̂∗ واریانس ،β̂∗ اریبی

شود. MSE(β̂)



٣١ ریج برآوردگر

موثرترین از ی΄ͬ است. شده ارائه خطͬ مدل های در همخطͬ مش΄ل با غلبه برای متعددی روش های
شد. معرفͬ [٢٠] کنارد و هورل توسط که است ریج رگرسیون همخطͬ، مش΄ل حل برای روش ها

ͬ آید م به دست که برآوردگری کنیم، کمینه ∑p
j=١ β

٢
j ≤ t به نسبت را RSS ،(٢ . ٢) رابطه در اگر

ماتریس به پارامتر این افزودن با که دارد بستگͬ k ریج پارامتر به ریج برآوردگر دارد، نام ریج١ برآوردگر
ͬ شود م آن وضعیت بهبود باعث زیر صورت به XTX

β̂Ridge = argmin
β

RSS + k

p∑
j=١

β٢
j


= (XTX + kIp)

−١XTY

= (XTX+ kIp)
−١(XTX)β̂OLS

= T(k)β̂OLS (٣ . ١)

انقباض میزان و بوده ٢ کننده تنظیم پارامترهای k, t ⩾ ٠ T(k)و = (k(XTX)−١ + Ip)
−١ آن در که

امید است. دوم توان های کم ترین برآوردگر از خطͬ تبدیل ΁ی ریج برآوردگر ͬ کنند. م کنترل را ضرایب
از است عبارت β̂Ridge ریاضͬ

E(β̂Ridge) = E ((XTX+ kIp)
−١XTY

)
= (XTX+ kIp)

−١XTXβ

ͬ باشد م زیر صورت به آن ‐کواریانس واریانس ماتریس همچنین βاست. اریب برآوردگر β̂Ridge بنابراین،

Cov(β̂Ridge) = σ٢ (XTX + kI
)−١

XTX
(
XTX + kI

)−١

از است عبارت ریج برآوردگر خطای دوم توان های میانگین

MSE(β̂Ridge) = E
(
(β̂Ridge − β)T (β̂Ridge − β)

)
= tr

(
Cov(β̂Ridge)

)
+ BiasT (β̂Ridge)Bias(β̂Ridge)

= σ٢tr
((

XTX + kI
)−١

XTX
(
XTX + kI

)−١
)

+ k٢βT
(
XTX + kI

)−٢
β (٣ . ٢)

توان عبارت، دومین و β̂Ridge پارامتر مولفه های واریانس های مجموع (٣ . ٢) راست سمت جمله اولین
آن واریانس و افزایش ،k افزایش با β̂Ridge اریبی بنابراین است. خودش) در اریبی (ترانهاده اریبی دوم
ͬ توان م را XTX + kIp ماتریس ب . ١ . ٣٧ تعریف از استفاده با وبرعکس. ͬ یابد م کاهش ،k افزایش با
بردارهای آن ستون های و است متعامد ماتریس ΁ی Γ آن، در که کرد تجزیه Γ(Λ+kIp)Γ

T صورت به
و است XTX ماتریس ویژه مقادیر λi) Λ = Diag(λ١, . . . , λp) و است XTX + kIp ماتریس ویژه

١Ridge Regression
٢Tuning Parameters



بریج برآوردگر خاص حالات ٣٢

داریم پس ͬ باشد. م (λ١ > λ٢ > · · · > λp ≥ ٠

MSE(β̂Ridge) = σ٢tr ((Γ(Λ+ kIp)
−١ΓTΓΛΓTΓ(Λ+ kIp)

−١ΓT
)

+ k٢βTΓ(Λ+ kIp)
−٢ΓTβ

= σ٢tr ((Λ+ kIp)
−١Λ(Λ+ kIp)

−١)+ k٢αT (Λ+ kIp)
−٢α

=

p∑
i=١

λi

(λi + k)٢ + k٢
p∑

i=١

α٢
i

(λi + k)٢

واریانس در کاهش که ͬ شود م انتخاب طوری k پارامتر ریج، رگرسیون در است. α = ΓTβ آن در که
کمتر β̂Ridge ریج برآورد خطای دوم توان میانگین صورت این در باشد. اریبی دوم توان افزایش از بیشتر
اگر که کردند ثابت [٢٠] کنارد و هورل بود. خواهد β̂OLS دوم توان های کمترین برآوردگر واریانس از
برآوردگر مخاطره از β̂Ridge مخاطره که طوری به دارد وجود k از غیرصفری مقدار باشند، کراندار βTβ

شد. خواهد کمتر β̂OLS دوم توان های کمترین

لاسو برآوردگر ٣ . ٣
∑p

j=١ β
٢
j ≤ t شرط با RSS بهینه سازی جای به ،(٢ . ٢) رابطه در کرد پیشنهاد [٣۴] تیبشیرانͬ

شود حل زیر بهینه سازی مسئله ی

min
β

RSS s.t
p∑

j=١
|βj| ≤ t

 (٣ . ٣)

یعنͬ دارد. نام لاسو٣ برآوردگر ͬ آید، م به دست ٣ . ٣ رابطه ی حل از که β̂

β̂LASSO = argmin
β

RSS + k

p∑
j=١

|βj|



انتخاب را صفر مقدار β̂jها از برخͬ این صورت در نموده، منقبض صفر سمت به را β̂ ضرایب لاسو روش
صورت لاسو ریج، روش برخلاف ͬ دهد. م انجام نیز را متغیر انتخاب عملیات لاسو بنابراین ͬ کنند، م

ͬ آیند. م به دست عددی به صورت ضرایب بردار k مقدار هر برای و ندارد بسته ای

٣LASSO(Least absolute shirinkage and selection operator)



٣٣ لاسو برآوردگر

.t = ١, p = ٢ حالت در بریج رگرسیون عمل΄رد :٣ . ١ ش΄ل

بریج. رگرسیون در مختلف انقباض نواحͬ :٣ . ٢ ش΄ل



بریج برآوردگر خاص حالات ٣۴

کمترین برآورد مرکزیت با مانده ها توان دوم مجموع و (|β١|γ + |β٢|γ ≤ ١) تاوان ناحیه ٣ . ١ ش΄ل
در γ ≥ ٢ درحالت بریج روش ناتوانͬ وضوح به ش΄ل این ͬ دهد. م نشان را معمولͬ دوم توان های
ضرایب از ی΄ͬ آن در که نقطه ای در ناحیه دو برخورد احتمال که داده، نشان را صفر ضرایب کردن برآورد
بعضͬ که ͬ پذیرد م انجام گونه ای به ضرایب برآورد ،γ ≤ ١ که زمانͬ اما است. اندک بسیار باشد، صفر
به مربوط متغیرهای ترتیب این به و ͬ شوند م برآورد صفر دقیقا بی اثر، متغیرهای به مربوط ضرایب، از
صورت تواماً متغیر انتخاب و برآوردیابی روش، این در بنابراین شد. خواهند خارج مدل از ضرایب آن
(γ = ١ ازای به لاسو جمله (از γ ≤ ١ برای را بریج انقباضͬ روش از استفاده ویژگͬ این که ͬ پذیرد، م
γهای ازای به مختلف جریمه نواحͬ ،٣ . ٢ ش΄ل در است. ساخته محبوب بسیار بالا ابعاد درمسائل

شده اند. داده نشان بریج برآوردگر در متفاوت
γ → ١+ ͬ که هنگام بریج برآوردگر حد ͬ توان م ٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق لاسو برآوردگر محاسبه ی برای
است پیش برنده روشͬ و بالا سرعت سرراست، ساده، که جدید ال·وریتم ΁ی از سادگͬ برای یافت. را

ͬ شود. م ارائه
ͬ شود: م داده شرح p > ١ و p = ١ حالت دو در مسئله

است: زیر صورت به (٢ . ٨) معادله ی p = ١ حالت برای (١)

٢xTxβ − ٢xTy + k Sgn(β) = ٠

داریم (٢ . ١٠) از استفاده با

٢xTxβ + S٠ = −k Sgn(β) (۴ . ٣)

نحوه ی (β)f٢است. = −k Sgn(β) و f١(β) = ٢xTxβ + S٠ تابع دو ͽتقاط نقطه ی مسئله، جواب
ش΄ل به توجه با کرد. مشاهده ٢ . ١ ش΄ل در ͬ توان م γ = ١ ازای به را f٢(β) و f١(β)معادله دو برخورد

داریم: و است β < ٠ ، چپ) بالا (ش΄ل S٠ > k اگر ٣ . ٣

٢xTxβ + S٠ = +k ⇒ β̂ =
k − S٠
٢xTx

نتیجه: در ،β > ٠ پس راست) بالا (ش΄ل S٠ < −k اگر مشابه به طور

٢xTxβ + S٠ = −k ⇒ β̂ =
−k − S٠

٢xTx

ͬ کند. م اختیار را صفر مقدار β̂ باشد |S٠| ≤ k اگر و
کردن روز به با را β̂m mام گام در ͬ کنیم. م شروع β̂٠ = β̂OLS با ابتدا ،p > ١ حالت برای (٢)
β̂m که زمانͬ تا را مراحل ͬ کنیم. م محاسبه (p = ١) قبل مانند ،j = ١, . . . , p ازای به β̂−j برای β̂j

کرد. خواهیم تکرار شود هم·را
است. شده مطرح زیر در خلاصه به طور ال·وریتم این



٣۵ لاسو برآوردگر

. (۴ . ٣) معادله ی در چین) (خط f١(β) تابع با پر) (خط f٢(β) تابع برخورد نحوه ی :٣ . ٣ ش΄ل



بریج برآوردگر خاص حالات ٣۶

لاسو برای پیش برنده ال·وریتم .٢ ال·وریتم
ͬ کنیم. م شروع β̂٠ = β̂OLS = (β̂١, . . . , β̂p)

T با (١)
ͬ دهیم: م قرار و S٠ = Sj(٠, β̂−j

,X,Y) ͬ کنیم م فرض j = ١, . . . , p هر برای mام، گام در (٢)

β̂j =


k−S٠

٢xT
j xj

if S٠ > k

−k−S٠
٢xT

j xj
if S٠ < −k

٠ if |S٠| ≤ k

کردن به روز از بعد β̂m = (β̂١, . . . , β̂p)
T جدید برآوردگر ͬ باشد. م X ماتریس jام ستون xj آن در که

ͬ آید. م بدست β̂jها همه ی
ͬ کنیم. م تکرار شود، هم·را β̂m ͬ که زمان تا را (٢) مرحله ی (٣)

لاسو برآوردگر واریانس ٣ . ٣ . ١
در که آنجایی از اما کردیم محاسبه بود، γ > ١ که زمانͬ را بریج برآوردگر واریانس ٢ . ٢ بخش در
برد. به کار واریانس محاسبه برای ͬ توان نم را ٢ . ٢ . ٢ قضیه هستند، صفر برابر β̂jها برخͬ لاسو برآوردگر
محاسبه را واریانس ج΁ نایف و سازی خودگردان روش های از استفاده با ͬ توان م مش΄ل این حل برای

داد ارائه زیر به صورت را واریانس از تقریبی [٣۴] تیبشیرانͬ همچنین نمود.

V ar(β̂Lasso) ≃ σ̂٢ (XTX + kW−)−١
XTX

(
XTX + kW−)−١

است. W = diag(|β̃j|) ماتریس یافته تعمیم معکوس W− و واریانس خطای از برآوردی σ̂٢ که

R با محاسبات ۴ . ٣
و معرفͬ به ادامه در که دارند، وجود لاسو و ریج برآوردگرهای محاسبه برای بسته دو R افزار نرم در

ͬ پردازیم. م آن ها از استفاده نحوه ی

glmnet بسته ١ . ۴ . ٣
جریمه قید با یافته، تعمیم خطͬ مدل های برای glmnet بسته

(١ − α)

p∑
j=١

|βj|٢ + α

p∑
j=١

|βj| , ٠ ≤ α ≤ ١

دانلود R در زیر دستور نوشتن با ͬ توان م را بسته این .([١۵] تیبشیرانͬ و هستͬ (فریدمن، ͬ رود م کار به
کرد. نصب و

>install.packages("glmnet")



٣٧ R با محاسبات

کرد فراخوانͬ زیر صورت به ͬ توان م را بسته این

> library(glmnet)

دستور

> glmnet.upgrade(testing=TRUE)

اجرا زیر صورت به ͬ توان م را بسته این ͬ رود. م کار به نسخه آخرین به بسته این روزرسانͬ به برای
کرد

> glmnet(x, y, family="...",alpha,standardize=TRUE , intercept=TRUE,...)

مشخص را ͺپاس متغیر توزیع نوع family آرگومان و ،ͺپاس متغیر y طرح، ماتریس x آن در که
ͬ کند م

family=c("gaussian","binomial","poisson","multinomial","cox")

برآوردگر α = ٠ و لاسو برآوردگر α = ١ نمایید (توجه ͬ پذیرد. م [٠, ١] بین مقداری α همچنین
مقدار دو که ͬ رود م کار به طرح ماتریس کردن استاندارد برای standardize آرگومان ͬ باشد)، م ریج
برای intercept آرگومان همچنین و است) TRUE آن فرض (پیش ͬ پذیرد م را FALSE و TRUE

را تابع این دی·ر آرگومان های ͬ توان م زیر دستور با ͬ رود. م کار به مدل مبدا از عرض کردن مشخص
نمود. مشاهده

> ?glmnet

ͬ دهیم. م شرح را بسته این مثال ΁ی قالب در ادامه در

ͬ کنیم. م استفاده داده اند، ارائه (١٩٨٩) هم΄اران و استیمͬ که پروستات سرطان داده های از .١ . ۴ . ٣ مثال
مراجعه پروستاتکومͬ به که مردانͬ کلینی΄ͬ اندازه ی و پروستات خاص نوع آنتیژن بین وابستگͬ داده ها این
ͺپاس متغیر توصیفͬ آمار خلاصه ی همچنین و متغیرها این از توصیفͬ ٣ . ١ جدول ͬ دهد. م نشان را کرده اند

ͬ باشند. م موجود lars بسته در پروستات داده های است. آمده ٣ . ٢ جدول در (lpsa)



بریج برآوردگر خاص حالات ٣٨

پروستات داده مجموعه متغیرهای توصیف :٣ . ١ جدول
متغیرها توصیف توضیحات
lpsa پروستات ͬ ژن آنت ل·اریتم ͺپاس متغیر
lcavol سرطان حجم ل·اریتم
lweight سرطان وزن ل·اریتم
age سن
Age in years. lbph خوش خیم پروستات هیپرپلازی مقدار ل·اریتم
svi منͬ کیسه حمله
lcp کپسول نفوذ ل·اریتم
gleason گلیسون نمره عددی بردار
pgg45 ۵ یا ۴ نمره گلیسون درصد

پروستات داده مجموعه در ͺپاس متغیر توصیفͬ آماره های :٣ . ٢ جدول
استاندارد انحراف میانگین ماکزیمم سوم چارک میانه اول چارک مینیمم

١.١۵۴٣ ٢.۴٧٨٠ ۵.۵٨٣٠ ٣.٠۵۶٠ ٢.۵٩٢٠ ١.٧٣٢٠ ‐٠.۴٣٠٨

کنید. مراجعه ج . ٢ پیوست به R در لازم دستورات مشاهده برای

λ ل·اریتم و s = t∑
j |βOLS

j مقابل| در لاسو ضرایب نمودار :۴ . ٣ ش΄ل

ͬ شود. م بیش تر صفر غیر پارامترهای تعداد s افزایش با که ͬ دهد م نشان ۴ . ٣ نمودار



٣٩ R با محاسبات

λ ل·اریتم مقابل در MSE نمودار :۵ . ٣ ش΄ل

است. صعودی λ مقابل در MSE نمودار ͬ دهد م نشان ۵ . ٣ ش΄ل

λ ل·اریتم و s مقابل در ریج ضرایب نمودار :۶ . ٣ ش΄ل



بریج برآوردگر خاص حالات ۴٠

λ ل·اریتم مقابل MSEدر نمودار :٣ . ٧ ش΄ل

ریج برآوردگر در پروستات داده های ضرایب :٣ . ٣ جدول
متغیر lambda.1se = ٠٫۵ lambda.min = ٠٫٠٩

Intercept ٠.٢٩٨١۵٢٣۵٣ ٠.۴۶۵٣٣٠۶٣۶
lcavol ٠.٣۴٧۶۶۴٨۴١ ٠.۵٠۵٧٩٠١٩٠
lweight ٠.٣٧٠٨٠۴۵۴٣ ٠.۴۴١٠٠٩۴۴٣
age ‐٠.٠٠۵۶۶٣٩١٩ ‐٠.٠١۴٨۵٩٨٨١
lbph ٠.٠۶٧۶١٨١١۴ ‐٠.٠٩۴٢١٧٩٩٨
svi ٠.۵٣٧٠٣٨۴١٧ ٠.۶٨۴٩٧١٨١١
lcp ٠.٠۵٨٨٢۶٢٢٢ ‐٠.٠٣٣۴۶۶٨٣٠

gleason ٠.٠٨٠١٠١۴٧٣ ٠.٠٣٣۴۶۶٨٣٠
pgg45 ٠.٠٠٢۶۵٧٣٨٠ ٠.٠٠٣٣٩۶۴۶٩

لاسو برآوردگر در پروستات داده های ضرایب :۴ . ٣ جدول
متغیر lambda.1se = ٠٫٢ lambda.min = ٠٫٠٣

Intercept ١.٠٧٨۵٩٨٠ ٠.۶٣۴۴۴۶١
lcavol ٠.۴٧٢٠٢۴٠ ٠.۵٢٩٣۴۶۶e
lweight ٠.١٨۶٩۵٠۵ ٠.٣٩٢١٠٢۴
age ٠ ‐٠.٠٠٧٨٢٢٨٧١
lbph ٠ ‐٠.٠٧۵۵٠۴۴٢
svi ٠.٣۶٨٠۴٧۶ ٠.٠۶٠٠٧٠٣١
lcp ٠ ٠

gleason ٠ ٠.٠٠٠۴١٢
pgg45 ٠ ٠.٠٠٢۴١١۵۶٨



۴١ R با محاسبات

lasso2 بسته ٢ . ۴ . ٣
بسته این . ([٣٢] تورلاچ و پرسنل (اوسبرن، ͬ رود م به کار لاسو برآوردگر محاسبات برای lasso2 بسته

کرد. نصب و دانلود R در زیر دستور نوشتن با ͬ توان م را

>install.packages("lasso2")

نمود رسانͬ روز به و فراخونͬ را بسته این ͬ توان م زیر دستور با مشابه طور به و

> library(lasso2)
> lasso2.upgrade(testing=TRUE)

کرد اجرا زیر صورت به ͬ توان م را بسته این

> l1ce(formula, data, standardize = TRUE,bound = 0.5,...)

مثال برای ͬ دهد( م ربط پیش بین متغیرهای به ∼ عمل·ر با را ͺپاس متغیر ،formula آن در که
پیش بین متغیرهای و ͺپاس متغیر شامل که است داده ساختار ΁ی data آرگومان .(y ∼ x١ + x٢

مشخص را (∑n
i=١ |βj| ≤ t) L١ قید روی محدودیت که است برداری یا عدد bound آرگومان و است.

ͬ نماید. م

ج . ٢ پیوست به لازم دستورات مشاهده برای ͬ کنیم. م اجرا lasso2 بسته ی با را ١ . ۴ . ٣ مثال .٢ . ۴ . ٣ مثال
کنید. رجوع

ͬ دهد. م نشان را لاسو برآوردگر ضرایب ۵ . ٣ جدول

لاسو برآوردگر در پروستات داده های ضرایب :۵ . ٣ جدول
متغیر bound = ٠٫۴۴

Intercept ١.٠۴٣۵٨٠٣
lcavol ٠.۴٧۴٠٨٣١
lweight ٠.١٩۵٣١۵۶
age ٠
lbph ٠
svi ٠.٣٧۵٨١٩٩
lcp ٠

gleason ٠
pgg45 ٠



بریج برآوردگر خاص حالات ۴٢

لاسو ضرایب نتایج :۶ . ٣ جدول
پیش برنده ال·وریتم glmnet lasso2

lcavol ٠.۴٩٣٩۶١۶١ ٠.۴۵۵٧۴٢۵ ٠.۴٧۴٠٨٣١
lweight ٠.١٠٠١٠٧٣٨ ٠.١٢١١٨۵١ ٠.١٩۵٣١۵۶
age ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠
lbph ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠
svi ٠.١۵٩٣۶١۶۵ ٠.٣٠٧٠٨٢٩ ٠.٣٧۵٨١٩٩
lcp ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠

gleason ٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠
pgg45 ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠
MPE ٠.۴٠۴١٩٢٣ ٠.٣٨٩٩۵٨ ٠.٣٨٣٧۶۵٢

را lasso2 و glmnet بسته های و پیش برنده ال·وریتم روش سه با لاسو، برآوردگر ضرایب ۶ . ٣ جدول
ͬ باشند. م ΁نزدی بسیار ضرایب ͬ بینید م که طور همان ͬ دهد، م نشان



۴ فصل
شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر

از بعضͬ خصوص در اولیه اطلاعات از است لازم اقتصادی مدل های و کاربردی مسائل در معمولا
اطلاعات براساس که برآوردگری شود. استفاده بررسͬ تحت آماری مدل در علاقه مورد پارامترهای
رگرسیون مدل فصل، این در جهت همین به ͬ شود. م نامیده شده محدود برآوردگر ͬ آید م به دست اولیه
محدود ریج برآوردگر ایده ی از فصل این در همچنین ͬ کنیم. م بررسͬ خطͬ محدودیت تحت را بریج
نیز [١٠] نجاریان و [٧] روزبه پایان نامه های از و کرده ایم استفاده نمود معرفͬ را آن [١٩] گراب که شده

است. شده استفاده

مقدمه ١ . ۴
پارامترهای از بعضͬ خصوص در اولیه اطلاعات از استفاده اقتصادی، مدل های و کاربردی مسائل در
یافته ای تعمیم و پیشرفته روش های از استفاده به منجر اغلب بررسͬ، تحت آماری مدل در علاقه مورد
اطلاعات از استفاده ͬ شوند. م برده کار به اطلاع، این بودن غیر قطعͬ یا قطعͬ به توجه با که ͬ شود م
خطͬ مدل های به نهایت در که است مطرح قید ΁ی به صورت معمولا˟ آماری، مدل های در معلوم اولیه
محدود برآوردگر ͬ آید، م به دست اساس براین که برآوردگری ͬ شود. م ͷمنت مقید یا (RLM)شده١ محدود

ͬ شود. م نامیده شده
نیز تجربی اولیه اطلاعات رگرسیونͬ، مدل بر علاوه است مم΄ن آماری، تحقیقات در همچنین
خطای جمله ΁ی نیز مدل روی شده اعمال محدودیت برای که است لازم بنابراین شوند. خطا دستخوش

١ Restricted Linear Model



شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر ۴۴

براساس شده محدود برآوردگرهای کارایی و اعتبار که، است ذکر به لازم شود. گرفته نظر در تصادفͬ
برآودگرهای که حالͬ در ͬ گیرند، م قرار ارزیابی و سنجش مورد پارامتر فضای روی بر شده اعمال قید
محدود مدل های برپایه آمده به دست نتایج بنابراین ͬ شوند. م بررسͬ پارامتر فضای کل در نشده، محدود
معقول ͬ تواند م شده، اعمال قیود و محدودیت ها اعتبار و درستͬ سنجش با تنها نشده محدود و شده
اولیه اطلاعات که شرایطͬ در شده محدود برآوردگرهای انتخاب که کرد توجه باید باشد. کاربردی و

نیست. توجیه پذیر نباشد، درست
برآورد را تصادفͬ محدودیت و ثابت محدودیت با شده محدود رگرسیونͬ مدل پارامترهای فصل، این در

ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را آن ها ͬ های ویژگ و

ثابت محدودیت با بریج برآوردگر ٢ . ۴
معلوم ماتریس R(q×p) آن در که ب·یرید، نظر در β برای را Rβ = r خطͬ محدودیت (۴ . ١) مدل در

است. معلوم بعدی q‐ بردار r(q×١) و Rank(R) = q < p با محدودیت،
نمونه ای از اولیه اطلاعات براساس کنید فرض ،R محدودیت ماتریس بهتر درک برای مثالͬ عنوان به
به زیر ساختار از که است ذکر به لازم است. برقرار پارامترها بردار بین زیر روابط که دریافتیم تصادفͬ،

ͬ شود. م استفاده آزمایش ها طرح در مقابله ضرایب عنوان
β١ + β٢ + β٣ = ١

β٣ − ٢β٢ = ٣

٢β١ + ٣β٢ = ٠

این صورت در

R =


١ ١ ١
٠ −٢ ١
٢ ٣ ٠

 r =


١
٣
٠


در رائو توسط که روشͬ از ،Rβ = r مفروضات تحت β دوم توان های کمترین برآوردگر یافتن منظور به
توان های کمترین نظریه روش از تلفیقͬ که روش این ͬ کنیم. م استفاده شد، داده پیشنهاد ١٩٩۵ سال

تابع است، لاگرانژ و دوم

F (β, λ) = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) + ٢λT (Rβ − r)

شده اعمال محدودیت و خطا دوم توان های مجموع از خطͬ تابعͬ که ،λ = (λ١, . . . , λq)
T ازای به را

ͬ سازد. م کمینه است، مدل روی بر
داریم آن دادن قرار صفر برابر و β به نسبت F (β, λ) از مشتق گیری با

−٢XTY + ٢XTXβ + ٢RTλ = 0



۴۵ ثابت محدودیت با بریج برآوردگر

داریم نتیجه در
β̂

R

OLS =
(
XTX

)−١ (
XTY −RTλ

)
=
(
XTX

)−١
XTY −

(
XTX

)−١
RTλ

= β̂OLS −
(
XTX

)−١
RTλ (١ . ۴)

این صورت در Rβ̂
R

OLS = r باید Rβ = r که آنجایی از

Rβ̂OLS −R
(
XTX

)−١
RTλ = r (٢ . ۴)

داریم و Rβ̂OLS = R
(
XTX

)−١
RT λ̂+ r بنابراین

λ̂ =
(
R
(
XTX

)−١
RT
)−١ (

Rβ̂OLS − r
)

به صورت (RLS) شده٢ محدود دوم توان های کمترین برآوردگر RLM برای بنابراین
β̂

R

OLS = β̂OLS + S−١RT
(
RS−١RT

)−١
(r −Rβ̂OLS) (٣ . ۴)

را RLM برآوردگر بخواهیم اگر حال . β̂OLS = S−١XTY و S = XTX آن در که ͬ آید، م به دست
کنیم کمینه λ و β به نسبت را زیر تابع است کافͬ آوریم بدست (۵ . ٢) مدل در

F (β, k, λ) = (Y −Xβ)T (Y −Xβ) + k

p∑
j=١

|βj|γ + ٢λT (Rβ − r) (۴ . ۴)

است. شده ارائه ͬ باشد، م (۴ . ۴) تابع کردن کمینه حاصل که شده محدود بریج برآوردگر زیر قضیه در
شده محدود بریج انقباضͬ برآوردگر γ > ١ به ازای ب·یرید. نظر در را (۵ . ٢) خطͬ مدل .٢ . ١ . ۴ قضیه

است: زیر به صورت
β̂

R

Bridge = β̂Bridge + S−١
k RT (RS−١

k RT )−١(r −Rβ̂Bridge) (۵ . ۴)
D(β̂) = γ

٢diag
(
|β̂j|γ−٢

)
همچنین β̂Bridge = S−١

k XTY Skو = XTX+kD(β̂)|y٠ آن در که
است.

داریم: مشتق این دادن قرار صفر با مساوی و β به نسبت (۴ . ۴) از گرفتن مشتق با برهان.
∂F

∂β
= −٢XTY + ٢XTXβ + kγdiag

(
|βj|γ−١) Sgn(β) + ٢RTλ = ٠

= −٢XTY + ٢XTXβ + kγdiag
(
|βj|γ−١) diag (|βj|−١) diag (|βj|١) Sgn(β)

+ ٢RTλ = ٠

= −٢XTY + ٢XTXβ + kγdiag
(
|βj|γ−١) diag (|βj|−١)β + ٢RTλ = ٠

= −٢XTY + ٢XTXβ + kγdiag
(
|βj|γ−٢)β + ٢RTλ = ٠

= −٢XTY + ٢
(
XTX+ k

γ

٢diag
(
|βj|γ−٢))β + ٢RTλ = ٠

٢Restricted least squre



شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر ۴۶

صورت این در

β̂
R

Bridge =
(
XTX+ kD(β̂)|y٠

)−١ (
XTY −RTλ

)
= β̂Bridge −

(
XTX+ kD(β̂)|y٠

)−١
RTλ (۶ . ۴)

بنابراین Rβ̂ = r پس Rβ = r که آنجایی از حال

R

(
β̂Bridge −

(
XTX+ kD(β̂)|y٠

)−١
RTλ

)
= r

نتیجه در

λ̂ =

(
R
(
X ′X + kD(β̂)|y٠

)−١
RT

)−١ (
Rβ̂Bridge − r

)
(٧ . ۴)

(۴ . ۶)داریم در (٧ . ۴) جای·ذاری با

β̂
R

Bridge = β̂Bridge −
(
XTX + kD(β̂)|y٠

)−١
RT

×
(
R
(
XTX + kD(β̂)|y٠

)−١
RT

)−١ (
Rβ̂Bridge − r

)
را برآوردگر این ͬ توانیم م β̂Bridge = S−١

k XTY و Sk = XTX + kD(β̂)|y٠ دهیم قرار اگر حال
بنویسیم: ساده تری به صورت

β̂
R

Bridge = β̂Bridge + S−١
k RT (RS−١

k RT )−١(r −Rβ̂Bridge)

□

شده محدود بریج انقباضͬ برآوردگر خطای ٢ . ١ . ۴
به صورت (MSE) خطا دوم توان  میانگین ،β∗ برآوردگر هر برای

MSE(β,β∗) = E(β∗ − β)T (β∗ − β)

ͬ آید. م به دست
زیر به صورت γ > ١ برای شده محدود بریج برآوردگر MSE ٢ . ١ . ۴ قضیه مفروضات تحت .٢ . ٢ . ۴ قضیه

است:

MSE
(
β, β̂

R

Bridge

)
= σ٢M kSM k + k٢M kD

T (β̂)|y٠β
TβD(β̂)|y٠M k

.Sk = XTX + kD(β̂)|y٠ و M k = S−١
k − S−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k آن در که



۴٧ ثابت محدودیت با بریج برآوردگر

ͬ کنیم: م محاسبه را بریج برآوردگر ریاضͬ امید ابتدا برهان.

E
(
β̂Bridge

)
= E

((
XTX+ kD(β̂)|y٠

)−١
XTY

)
=
(
XTX+ kD(β̂)|y٠

)−١
XTXβ

=
(
XTX+ kD(β̂)|y٠

)−١ ((
XTX+ kD(β̂)|y٠

)
− kD(β̂)|y٠

)
β

= β − kD(β̂)|y٠

(
XTX+ kD(β̂)|y٠

)−١
β

=
(
I − kD(β̂)|y٠S

−١
k

)
β

بریج برآوردگر ͬ توان م این صورت در .Mk = S−١
k − S−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k کنید فرض

کرد: نویسͬ باز زیر به صورت را (۵ . ۴) شده محدوده

β̂
R

Bridge = S−١
k Skβ̂Bridge + S−١

k RT (RS−١
k RT )−١(r −RS−١

k Skβ̂Bridge)

= M kSkβ̂Bridge + S−١
k RT

(
RS−١

k RT
)−١

r

= M kSkβ̂Bridge + S−١
k RT

(
RS−١

k RT
)−١

Rβ٠

= M kSkβ̂Bridge + S−١
k RT

(
RS−١

k RT
)−١

Rβ٠ − S−١
k Skβ٠ + β٠

= M kSkβ̂Bridge −M kSkβ٠ + β٠

داریم: بنابراین

E(β̂
R

Bridge) = M kSk

(
(I − kD(β̂)|y٠S

−١
k )β − β٠

)
+ β٠

= M kSk(β − β٠) + β٠ − kD(β̂)|y٠M kβ

نوشت: ͬ توان م ،M kSk(β − β٠) = β − β٠ اینکه و Rβ٠ = r و Rβ = r اینکه به توجه با
E
(
β̂

R

Bridge

)
= β − kD(β̂)|y٠M kβ

E
(
β̂

R

Bridge − β
)
= −kD(β̂)|y٠M kβ

طرفͬ از
Cov

(
β̂

R

Bridge

)
= σ٢M kX

TXM k = σ٢M kSM k

ͬ شود: م حاصل زیر به صورت نظر مورد نتیجه لذا .

MSE
(
β, β̂

R

Bridge

)
= Cov

(
β̂

R

Bridge

)
+
(
E(β̂

R

Bridge − β)
)(

E(β̂
Bridge

R − β)T
)

= σ٢M kSM k + k٢M kD
T (β̂)|y٠β

TβDT (β̂)|y٠M k

□



شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر ۴٨

است زیر به صورت شده محدود بریج برآوردگر ،MSE ۴ . ٢ . ١ماتریس قضیه مفروضات تحت .٢ . ٣ . ۴ قضیه

MSEM
(
β̂

R

Bridge,β
)
= σ٢

p∑
i=١

λi(λi + kD(β̂)|y٠ − r∗ii)
٢

(λi + kD(β̂)|y٠)۴

+
(
kD(β̂)|y٠

)٢ p∑
i=١

(
ai(λi + kD(β̂)|y٠ − r∗ii)

(λi + kD(β̂)|y٢(٠

)٢

دارد، وجود Γ متعامد ماتریس S مثبت معین نیمه ماتریس برای طیفͬ، تجزیه از استفاده با برهان.
که ͬ کنید م ملاحظه اکنون .Sk = Γ(Λ+ kD(β̂)|y٠)

−١ΓT همچنین و S = ΓΛΓT که طوری به

MkSMk =
(
S−١
k − S−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)
S
(
S−١
k − S−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)
=
(
S−١
k SS−١

k

)
−
(
S−١
k RT

(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k SS−١

k

)
−
(
S−١
k SS−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)
+
(
S−١
k RT (RS−١

k RT )−١RS−١
k SS−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)
=
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
Λ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١

−
[(

Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
Λ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
]

−
[(

Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
Λ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
]

+
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
Λ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗

×
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١

داریم ،Sk = Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)
ΓT این که به توجه با حال

tr
(
S−١
k SS−١

k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTΓΛΓTΓ

(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓT

)
= tr

((
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−٢
Λ

)
=

p∑
i=١

λi(
λi + kD(β̂)|y٠

)٢ (٨ . ۴)



۴٩ ثابت محدودیت با بریج برآوردگر

همچنین

tr
(
S−١
k SS−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTΓΛΓTΓ

(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTRTΓ

(
RS−١

k R
)−١

R

× Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓT

= tr
((

Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
Λ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
)

= tr
(
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−٣
Λ

)
=

p∑
i=١

r∗iiλi(
λi + kD(β̂)|y٠

)٣ (٩ . ۴)

داریم مشابه روش به

tr
(
S−١
k RT

(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k SS−١

k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTRT

(
RS−١

k R
)−١

RΓ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTΓΛΓTΓ

×
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓT

= tr
((

Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
Λ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
)

= tr
(
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−٣
Λ

)
=

p∑
i=١

r∗iiλi(
λi + kD(β̂)|y٠

)٣ (١٠ . ۴)

طرفͬ از

tr
(
S−١
k RT (RS−١

k RT )−١RS−١
k SS−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTR(RS−١

k RT )−١RΓ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTΓΛΓTΓ(

Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTR

(
RS−١

k RT
)−١

RΓ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓT

= tr
((

Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
Λ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)
= tr

((
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−۴
R∗ΛR∗

)
=

p∑
i=١

(r∗ii)
٢λi(

λi + kD(β̂)|y٠

)۴ (١١ . ۴)



شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر ۵٠

آن در که
R∗ = ΓTRT (RS−١

k RT )−١RΓ

و
Diag(R∗) = (r∗١١, r

∗
٢٢, · · · , r∗pp)

گرفت نتیجه ͬ توان م (١١ . ۴) و (١٠ . ۴) و (٩ . ۴) کردن ͽجم با

tr (MkSMk) =

p∑
i=١

λi(
λi + kD(β̂)|y٠

)٢ − ٢
p∑

i=١

r∗iiλi(
λi + kD(β̂)|y٠

)٣ +

p∑
i=١

(r∗ii)
٢λi(

λi + kD(β̂)|y٠

)۴

=

p∑
i=١

λi

(
λi + kD(β̂)|y٠ − r∗ii

)٢

(
λi + kD(β̂)|y٠

)۴ (١٢ . ۴)

کنید دقت بعد مرحله در

M٢
k =

(
S−١
k − S−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)(
S−١
k − S−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k

)
= S−٢

k − S−٢
k RT (RS−١

k RT )−١RS−١
k − S−١

k RT (RS−١
k RT )−١RS−٢

k

+ S−١
k RT (RS−١

k RT )−١RS−٢
k RT (RS−١

k RT )−١RS−١
k (١٣ . ۴)

داریم منظور این برای شود. محاسبه (١٣ . ۴) عبارات تک تک اثر است لازم ،tr(M٢
k) محاسبه برای

tr (S−٢
k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓTΓ

(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓT

)
=

p∑
i=١

١
(λi + kD(β̂)|y٢(٠

(١۴ . ۴)

و

tr (S−٢
k RT (RS−١

k RT )−١RS−١
k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−٢
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠Γ

T
)

=

p∑
i=١

r∗ii

(λi + kD(β̂)|y٣(٠
(١۵ . ۴)

و

tr (S−١
k RT (RS−١

k RT )−١RS−٢
k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−٢
ΓT

)
=

p∑
i=١

r∗ii

(λi + kD(β̂)|y٣(٠
(١۶ . ۴)



۵١ تصادفͬ محدودیت با بریج برآوردگر

همچنین و
tr (S−١

k RT (RS−١
k R)−١RS−٢

k RT (RS−١
k RT )−١RS−١

k

)
= tr

(
Γ
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−٢
R∗
(
Λ+ kD(β̂)|y٠

)−١
ΓT

)
=

p∑
i=١

(r∗ii)
٢

(λi + kD(β̂)|y٠)۴
(١٧ . ۴)

گرفت نتیجه ͬ توان م (١٧ . ۴) تا (١۴ . ۴) روابط کردن ͽجم با

tr (M٢
k

)
=

p∑
i=١

(
١

(λi + kD(β̂)|y٢(٠
− ٢r∗ii

(λi + kD(β̂)|y٣(٠
+

(r∗ii)
٢

(λi + kD(β̂)|y٠)۴

)

=

p∑
i=١

(λi + kD(β̂)|y٠ − r∗ii)
٢

(λi + kD(β̂)|y٠)۴
(١٨ . ۴)

ͬ آید م بدست زیر رابطه (١٨ . ۴) و (١٢ . ۴) تلفیق از نظر مورد نتیجه

tr(αTMkα) =

p∑
i=١

(
α٢
i (λi + kD(β̂)|y٠ − r∗ii)

(λi + kD(β̂)|y٢(٠

)
(١٩ . ۴)

بنابراین .α = ΓTβ = (α١, α٢, · · · , αp) آن در که
MSEM

(
β̂

Ridge

R ,β
)
= σ٢tr(MkSMk) +

(
kD(β̂)|y٠

)٢
tr(Mkβ

TβMk)

= σ٢
p∑

i=١

λi(λi + kD(β̂)|y٠ − r∗ii)
٢

(λi + kD(β̂)|y٠)۴

+
(
kD(β̂)|y٠

)٢ p∑
i=١

(
ai(λi + kD(β̂)|y٠ − r∗ii)

(λi + kD(β̂)|y٢(٠

)٢

(٢٠ . ۴)

□ است. کامل اثبات

تصادفͬ محدودیت با بریج برآوردگر ٣ . ۴
خطا دستخوش نیز تجربی اولیه اطلاعات رگرسیونͬ، مدل بر علاوه است مم΄ن آماری، تحقیقات در
تصادفͬ خطای جمله ΁ی نیز مدل روی شده اعمال محدودیت برای که ͬ آید م لازم بنابراین شوند.
اقتصادی، روابط در Rβ = r مانند دقیقͬ اولیه اطلاعات ما کلͬ طور به و شود گرفته نظر در
بر را نامعلوم تصادفͬ رویدادهای ͬ توانیم م بنابراین نداریم. ... و برنامه ریزی صنعتͬ، ساختارهای
محدودیت های با کارکردن دلیل خصوص در بیشتر اطلاعات برای کنیم. اعمال خطͬ محدودیت های

شود. مراجعه [٣۶] ٣ تیل به آن، کاربردهای و تصادفͬ
٣Theil



شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر ۵٢

شده محدود بریج برآوردگر ٣ . ١ . ۴
تصادفͬ محدودیت صورت به اولیه اطلاعات کنید فرض ب·یرید. نظر در را (۴ . ١) خطͬ مدل

r(q×١) و Rank(R) = q < p با محدودیت، معلوم ماتریس R(q×p) آن در که است. r = Rβ + ν

است. تصادفͬ خطای جمله ν و است معلوم بعدی q‐ بردار
مجهول σ٢ و معلوم مقادیر از بعدی q بردار µ که ν ∼ Nq(µ, σ

٢I) و ϵ ∼ Nn(0, σ
٢I) کنید فرض

به دست برای که دادند پیشنهاد [٣۵] ۴ گولدبرگر و تیل باشند. مستقل ν و ϵ کنید فرض علاوه به است.
شوند. ترکیب زیر به صورت خطͬ مدل و تصادفͬ اولیه اطلاعات خطͬ، رابطه ای )آوردن

Y

r

)
=

(
X

R

)
β +

(
ϵ

ν

)
(٢١ . ۴)

از است عبارت نظر مورد محدودیت حالت این در

H٠ =
[
−R Iq

]
×

[
β

Rβ + µ

]
= µ = 0 (٢٢ . ۴)

به صورت را (٢١ . ۴) مدل

Y∗ = ZΦ+ η (٢٣ . ۴)

آن در که ͬ کنیم. م بازنویسͬ

Y∗ =

[
Y

r

]
, Z =

[
X 0n×q

0q×p Iq

]
, Φ =

[
β

Rβ

]
, η =

[
ϵ

ν

]
(٢۴ . ۴)

رتبه با بعدی (n+ q)× (p+ q) معلوم ماتریس Z مشاهدات، از بعدی (n+ q)× ١ برداری Y∗ که
(n+ q)×١ تصادفͬ خطای بردار η بررسͬ، مورد پارامترهای از بعدی (p+ q)×١ برداری Φ ،p+ q

ͬ آید. م به دست زیر صورت به جدید مدل روی محدودیت بنابراین است.

H٠ = HΦ = µ = 0 (٢۵ . ۴)

ضرایب بردار آوردن به دست برای است. q رتبه با بعدی q × (p + q) محدودیت ماتریس H آن در که
با کرد. کمینه Φ به نسبت را F (Φ,λ) = (Y∗ − ZΦ)T (Y∗ − ZΦ) + ٢λTHΦ تابع باید Φ

گرفت نتیجه ͬ توان م حاصل عبارت دادن قرار صفر برابر و Φ به نسبت F (Φ,λ) از مشتق گیری

Φ̂
H

OLS =
(
ZTZ

)−١ (
ZTY∗ −HTλ

)
=
(
ZTZ

)−١
ZTY∗ −

(
ZTZ

)−١
HTλ

= Φ̂OLS −
(
ZTZ

)−١
HTλ (٢۶ . ۴)

۴Goldberger



۵٣ تصادفͬ محدودیت با بریج برآوردگر

است. Φ بردار نشده محدود برآوردگر Φ̂OLS =
(
ZTZ

)−١
ZTY∗ آن در که

که آنجایی از
HΦ̂

H

OLS = HΦ̂OLS −H
(
ZTZ

)−١
HTλ = 0

بنابراین
HΦ̂OLS = H

(
ZTZ

)−١
HTλ

λ̂ =
(
H
(
ZTZ

)−١
HT
)−١

HΦ̂OLS (٢٧ . ۴)

ͬ شود م نتیجه (٢۶ . ۴) در (٢٧ . ۴) معادله جای·ذاری با

Φ̂
H

OLS = Φ̂OLS −
(
ZTZ

)−١
HT

(
H
(
ZTZ

)−١
HT
)−١

HΦ̂OLS (٢٨ . ۴)

ͬ نامیم. م Φ خطͬ نااریب برآوردگر بهترین را Φ̂H

OLS

صورت به را شده محدود بریج برآوردگر و کرده اصلاح را (٢٨ . ۴) معادله همخطͬ، وجود صورت در
ͬ کنیم. م پیشنهاد زیر

زیر به صورت شده محدود بریج انقباضͬ برآوردگر γ > ١ برای ،(٢٣ . ۴) مدل مفروضات تحت .٣ . ١ . ۴ قضیه
است

Φ̂
H

Bridge = Φ̂Bridge −
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HT

(
H
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HT

)−١

×HΦ̂Bridge (٢٩ . ۴)

. D(Φ̂) = γ
٢diag(|Φj|γ−٢) آن در که

تابع از مشتق گرفتن با برهان.

F (Φ,λ) = (Y∗ − ZΦ)T (Y∗ − ZΦ) + ٢λTHΦ+ k

p∑
j=١

|Φj|γ

داریم ͬ شود، م نتیجه حاصل عبارت دادن، قرار صفر برابر و Φ به نسبت

Φ̂
H

Bridge =
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١ (
ZTY∗ −HTλ

)
=
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
ZTY∗ −

(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HTλ

= Φ̂Bridge −
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HTλ (٣٠ . ۴)

است. بریج نشده محدود برآوردگر Φ̂Bridge =
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
ZTY∗ آن در که



شده محدود بریج رگرسیونͬ برآوردگر ۵۴

همچنین

HΦ̂
H

Bridge = HΦ̂Bridge −H
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HTλ = 0

بنابراین
HΦ̂Bridge = H

(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HTλ

داریم

λ̂ =

(
H
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HT

)−١
HΦ̂Bridge (٣١ . ۴)

ͬ آوریم م به دست (٣٠ . ۴) در (٣١ . ۴) معادله جای·ذاری با

Φ̂
H

Bridge = Φ̂Bridge −
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HT

(
H
(
ZTZ+ kD(Φ̂)|y٠

)−١
HT

)−١

×HΦ̂Bridge (٣٢ . ۴)

□ است. کامل اثبات

شده محدود بریج انقباضͬ برآوردگر خطای ٣ . ٢ . ۴
است: زیر به صورت γ > ١ برای بریج برآوردگر MSE بخش، این مفروضات تحت .٣ . ٢ . ۴ قضیه

MSE
(
Φ, Φ̂

H

Bridge

)
= σ٢M kSM k + k٢M kD

T (Φ̂)|y٠Φ
TΦD(Φ̂)|y٠M k

.Sk = XTX + kD(Φ̂)|y٠ و M k = S−١
k − S−١

k RT
(
RS−١

k RT
)−١

RS−١
k آن در که

□ ͬ باشد. م ٢ . ٢ . ۴ قضیه همانند اثبات برهان.

است زیر به صورت شده محدود بریج برآوردگر خطای، دوم توان های میانگین ماتریس .٣ . ٣ . ۴ قضیه

MSEM
(
Φ, Φ̂

H

Bridge

)
= σ٢

p∑
i=١

λi(λi + kD(Φ̂)|y٠ − r∗ii)
٢

(λi + kD(Φ̂)|y٠)۴

+
(
kD(Φ̂)|y٠

)٢ p∑
i=١

(
ai(λi + kD(Φ̂)|y٠ − r∗ii)

(λi + kD(Φ̂)|y٢(٠

)٢

□ است. ٢ . ٣ . ۴ قضیه همانند اثبات برهان.



۵ فصل
عددی مطالعات

، دوم توان های کمترین برآوردگرهای با آن رفتار مقایسه و بریج برآوردگر عمل΄رد بررسͬ برای بخش این در
مطالب گردآوری برای کرده ایم. بررسͬ را واقعͬ مثال دو و گیریم  ͬ م کار به را کارلو مونت شبیه سازی روش
تیبشیرانͬ ، [١۶] فو ،[٣١] اومن و نیوهوسن ، [١٨] گیوبنز ،[٢۶] م΁ دونالد مقاله های از عمدتا فصل این

است. شده استفاده [٢٠] کنارد و هورل و [٣۴]

شبیه سازی ١ . ۵
مقدمه ١ . ١ . ۵

توان های کمترین روش مقایسه و عمل΄رد ارزیابی به کارلو مونت شبیه سازی فرایند ΁ی از استفاده با فصل این در
آنجایی از پرداخت. خواهیم محدودیت با و محدودیت بدون حالت دو در چندگانه رگرسیونͬ مدل در بریج و دوم
این در بیشتر را شده شبیه سازی مدل های لذا است چندگانه همخطͬ با مقابله برای انقباضͬ روش های که
گلارنیو و دونالد ΁م متفاوت، همخطͬ میزان با داده هایی داشتن برای ͬ دهیم. م قرار مطالعه مورد طرح

رابطه براساس داده ها که دادند پیشنهاد [١٨] گیوبنز و [٢۶]
xij = (١ − ν١/٢(٢zij + νzip i = ١, ٢, · · · , n, j = ١, ٢, · · · , p

متغیر دو هر بین همبستگͬ ν٢ و استاندارد نرمال توزیع از مستقل شبه تصادفͬ اعداد zij آن در که شود تولید
سپس و بیان را شده شبیه سازی داده های ͬ های ویژگ ابتدا سناریو، چند قالب در ادامه در است. توضیحͬ

ͬ دهیم. م ارائه را روش ها کاربرد نتایج



عددی مطالعات ۵۶

و σ٢ ،β از تابعͬ خطا، توان دوم میانگین که صورتͬ در کردند بیان [٣١] اومن و نیوهوسن .١ . ١ . ۵ سناریو
ماتریس ویژه مقدار بزرگترین با متناظر شده نرمال ویژه بردار β اگر باشند، ثابت توضیحͬ متغیرهای و ،k
بزرگترین با متناظر ویژه بردار از بنابراین ͬ شود. م کمینه MSE آنگاه باشد، β′β = ١ قید تحت X ′X

و n = ۵, ٢٠, ۵٠, ١٠٠ که هنگامͬ β١, β٢, · · · , βp ضرایب برآورد برای X ′X ماتریس ویژه مقدار
استفاده ͺپاس متغیر مقادیر شبیه سازی در ͬ باشد م σ = ٠/۵ و p = ۴, ٢٠ ، ν = ٠/٧, ٠/٩, ٠/٩٩
روش نتایج از منظور است. آمده بدست GCV معیار براساس k مقدار شده ارائه مثال های تمامͬ در ͬ شود. م
نتایج از منظور و است لاسو پیش برنده ال·وریتم و شده اصلاح رافسون نیوتن روش از حاصل نتایج پیشنهادی،

است. glmnet بسته از حاصل نتایج ، glmnet

( OLS شروع نقطه با p = ۴, n = ۵, ν = ٠٫٧) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج :١ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

‐٠.۵٧٢٩ ‐٠.٢١٩۵ ‐٠.۶١٠۴ ‐٠.١٩٨١ ‐٠.٠١٠۵ ‐ ٠.٠٩٨٣ ‐٠.٢٠٠٧ ‐٠.١٣٣ ‐٠.۴۵٧۵
‐٠.٣٧٠۴ ‐٠.٣٣٢٨ ‐٠.۴۶٧۵ ‐٠.٣٢٨۵ ‐٠.٠١۵١ ‐٠.١٣٨٢ ‐٠.٣٣٢٠ ‐٠.۶٢۶٩ ‐٠.۶٠٧٨
‐٠.۴٣۶٨ ٠.٣٨۴۵ ٠.٠٠٠ ٠.٣٨۵٠ ٠.٠١٧٠ ٠.١۵٣۴ ٠.٣٨٨۶ ٠.٠٠٠٠ ‐٠.٠۴٠٠
‐٠.۵٨۶٢ ‐١.۶٧۶١ ‐١.۴٣٨۴ ‐٠.٧٠٨٠ ٠.٠٠٠٠ ‐ ٠.٣۴٢٨ ‐١.۵۵١٢ ‐١.١٧٧١ ‐٠.٨٢٠٧

( OLS شروع نقطه با p = ۴, n = ۵, ν = ٠٫٩ ) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج :٢ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

‐٠.۵۴١٢ ٠.٠٣٧٨٨ ٠.٠٠٠٠ ٠.٠۵۵۴ ٠.٠٠٣٩ ٠.٠۵٠٠ ٠.٠۵۶۴ ٠.٠٠٠٠ ‐٠.۴٧۶۵
‐٠.۴٢۴٢ ‐٠.٣۶٢٧ ‐٠.٢۵٩۵ ‐٠.٣۵٠۴ ‐٠.٠١٢۵ ‐٠.٢١٧٩ ‐٠.٣۵۵ ‐١.٠۴٢٧ ‐٠.٨۴٠۴
‐٠.۴۶٣۴ ٠.٨٨٢١ ‐٠.٨٠١۵ ٠.٨٧۶٢ ٠.٠٢۴۴ ٠.۴١٧٧ ٠.٨۶٨٣ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠٢۶۴
‐٠.۵۵٨۶ ‐٢.۴١۵٣ ‐٢.٣١٧۶ ‐٢.٣۶١٩ ٠.٠٠٠ ‐٠.٧٩٨٠ ‐٢.٩٣۵ ‐١.٠٠٢٠ ‐٠.۶۵٢٩

( Ridge شروع نقطه با p = ۴, n = ۵, ν = ٠٫٩ ) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج :٣ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

‐٠.۵۴١٢ ٠.٠٣٧ ‐٠.۴٢٧ ‐٠.۶٠٩٣ ‐٠.٠٣٨۵ ‐٠.٠٧٨٣ ‐٠.٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠ ‐٠.۴٧۶۵
‐٠.۴٢۴۴ ‐٠.٣۶٢٧ ‐٠.۶٢٢ ‐٠.۶١۴۵ ‐٠.٠٣٧۵ ‐٠.٠٧٧٠ ‐١.۶۴٢ ‐١.٠۴٢ ‐٠.٨۴٠۴
‐٠.۴۶٣۴ ٠.٨٨٢١ ٠.٠٠٠ ‐٠.۴٢٣١ ‐٠.٠٢٩٧ ‐٠.٠۶۴٣۵ ‐١.١٣۶۵ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠٢۶۴
‐٠.۵۵٨۶ ‐٢.۴١۵٣ ٠.٠٠٠ ‐٠.۶٣۵٢ ‐٠.٠٣٩٧ ‐٠.٠٨٠٢ ‐١.۵٧١٢ ‐١.٠٠٢ ‐٠.۶۵٢٩



۵٧ شبیه سازی

(OLS شروع نقطه با p = ۴, n = ۵٠, ν = ٠٫٩) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج :۴ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

‐٠.۴۴۶۴ ‐٠.٢٩٨١ ‐٠.٢٩٧٢ ‐٠.٢٨٧۴ ‐٠.٠۴۶۵ ‐٠.٠٨۴٢ ‐٠.٢٩٢٩ ‐٠.٢٨٩٠ ‐٠.٣٨۵٨
‐٠.۴۵١٩ ‐٠.٢۶۶۴ ‐٠.٢۶۵۴ ‐٠.٢۶٠۵ ‐٠.٠۴٢۶ ‐٠.٠٧٨۴ ‐٠.٢۶۵٧ ‐٠.٢۵٨٢ ‐٠.۴٠٧٩
‐٠.۴٧۵١ ‐٠.۶٩٨١ ‐٠.۶٩٧٢ ‐٠.۶٨٠۵ ‐٠.٠٨۵٧ ‐٠.١٣٨٢ ‐٠.۶٩٢٣ ‐٠.۶٩٠٩ ‐٠.۶۵٢٩
‐٠.۶٠٨٨ ‐٠.٧٢٣٢ ‐٠.٧٢٢٢ ‐٠.٧٠٧٢ ‐٠.١١۴٣ ‐٠.١٧٠٨ ‐٠.٧١۵١ ‐٠.٧٢٩٠ ٠.۵٣٨٣

(Ridge شروع نقطه با p = ۴, n = ۵٠, ν = ٠٫٩) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج :۵ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

‐٠.۴۴۶۴ ‐٠.٢٩٨١ ‐٠.٣٨٧٠ ‐٠.۴۴٢٩ ‐٠.١٠٠١ ‐٠.۵٠٣٨ ‐٠.٨٧۴۵ ‐٠.٢٨٩٠ ‐٠.٣٨۵٨
‐٠.۴۵١٩ ‐٠.٢۶۶۴ ‐٠.۴١٧٨ ‐٠.۴۵٩١ ‐٠.١٠١٧ ‐٠.۵١٧۴ ‐٠.٩٢١۵ ‐٠.٢۵٨٢ ‐٠.۴٠٧٩
‐٠.۴٧۵١ ‐٠.۶٩٨١ ‐٠.۵٢۵۴ ‐٠.۵١٢٩ ‐٠.١١١٢ ‐٠.۵۵٧٩ ‐١.٠٠۵٧ ‐٠.۶٩٠٩ ‐٠.۶۵٢٩
‐٠.۶٠٨٨ ‐٠.٧٢٣٣ ‐٠.۶۴۴٨ ‐٠.۵٨٩٢ ‐٠.١۴٠١ ‐٠.۶٠٩٣ ‐٠.٩۵٣٧ ‐٠.٧٢٠٩ ‐٠.۵٣٨٣

(Ridge شروع نقطه با p = ۴, n = ٢٠, ν = ٠٫٩) ١ . ١ . ۵ سناریو نتایج :۶ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

‐٠.۴۴۶۴ ‐٠.٢٩٨١ ‐٠.٣٨٧٠ ‐٠.۴۴٢٩ ‐٠.١٠٠١ ‐٠.۵٠٣٨ ‐٠.٨٧۴۵ ‐٠.٢٨٩٠ ‐٠.٣٨۵٨
‐٠.۴۵١٩ ‐٠.٢۶۶۴ ‐٠.۴١٧٨ ‐٠.۴۵٩١ ‐٠.١٠١٧ ‐٠.۵١٧۴ ‐٠.٩٢١۵ ‐٠.٢۵٨٢ ‐٠.۴٠٧٩
‐٠.۴٧۵١ ‐٠.۶٩٨١ ‐٠.۵٢۵۴ ‐٠.۵١٢٩ ‐٠.١١١٢ ‐٠.۵۵٧٩ ‐١.٠٠۵٧ ‐٠.۶٩٠٩ ‐٠.۶۵٢٩
‐٠.۶٠٨٨ ‐٠.٧٢٣٣ ‐٠.۶۴۴٨ ‐٠.۵٨٩٢ ‐٠.١۴٠١ ‐٠.۶٠٩٣ ‐٠.٩۵٣٧ ‐٠.٧٢٠٩ ‐٠.۵٣٨٣

تحت لاسو و ریج دوم، توان های کمترین برآوردگرهای برای را خطا دوم توان میانگین مقدار ٧ . ۵ جدول
ͬ آیند: م به دست زیر رابطه ی از نتایج این ͬ دهد. م نشان تکرار m = ١٠٠٠ ازای به ١ . ١ . ۵ مفروضات

MSE(β̂) =
١
m

m∑
i=١

p∑
j=١

(β̂ji − βj)
٢.



عددی مطالعات ۵٨

MSE نتایج :٧ . ۵ جدول
p=٢٠ p=۴ MSE ν

١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵ ١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵

٠.١۴٩ ٠.۴٧١ NA NA ٠.٠٢٣ ٠.٠۴٣ ٠.١۵٠ ٣٧١۵ OLS ٠.٧٠.٠٧٢ ٠.١٠۴ ٠.٢٨۴ ٠.۴٢١ ٠.٠٢٧ ٠.٠۴٠ ٠.٠٨٠ ٠.۴٧٣ Ridge
٠.١۵٩ ٠.۴٨٣ ١.٢٨٢ ٣.۶١٧ ٠.٠٢١ ٠.۴۴٠ ٠.١۴۴ ٠.٨۵٠ Lasso

٠.۴۶۵ ١.٢٩١ NA NA ٠.٠۶٢ ٠.١٢۶ ٠.۴٠٧ ۵١٣۵ OLS ٠.٩٠.٠۶٣ ٠.٠٩١٧ ٠.٢٨٢ ٠.٢۵۴ ٠.٠۴۵ ٠.٠۶١ ٠.١٠٩ ٠.٣٧١ Ridge
٠.۴٧٠ ١.٠٢۵ ١.٩۴٢ ۵.٣٢٢ ٠.٠۶٢ ٠.١٢۵ ٠.٣۴٢ ١.٣۶٣ Lasso

۵.۶٩١ ١۵.٣١ NA NA ٠.١٣٣ ٠.٢٧۴ ٠.٨٧۶ ۴٩۵۵ OLS ٠.٩٩٠.٠۴۵ ٠.٠٧٢ ٠.١٣٣ ٠.١۴٩ ٠.۴۴١ ٠.٠۶٠ ٠.١٠٩ ٠.٣۵١ Ridge
١.۶١٢ ٢.١٢٩ ٣.۴۵١ ٧.۴٧۴ ٠.١٣٣ ٠.٢۵۵ ٠.۵۶۶ ١.٧۵١ Lasso

هم خطͬ دارای داده ها وقتͬ یا است مشاهدات از بیش متغیرها تعداد که زمانͬ ͬ دهند م نشان نتایج این
توان دوم میانگین مقدار و آورد به دست را ضرایب خوبی به ͬ تواند نم دوم توان های کمترین برآورگر ͬ باشند، م
دارای و کرده پیدا را ضرایب دوم توان های کمترین برآوردگر از بهتر لاسو برآوردگر اما بوده زیاد بسار آن خطای
روش هاست. سایر بین در پیش بینͬ دقت بهترین دارای ریج رگرسیون . است کمتری خطای توان دوم میانگین



۵٩ شبیه سازی

ساختارهای β بردار که تفاوت این با ͬ گیریم م نظر در ١ . ١ . ۵ سناریو مشابه را شبیه سازی روش ادامه، در
است. شده اضافه آن به نیز خطͬ محدودیت آن حالت ΁ی در و داشته متفاوتͬ

ͬ گیریم. م نظر βدر = (٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
١٠

, ٢, . . . , ٢︸ ︷︷ ︸
١٠

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
١٠

, ٢, . . . , ٢︸ ︷︷ ︸
١٠

)T به صورت βرا بردار .١ . ٢ . ۵ سناریو
ی΄سان و متوسط آن ها بین همبستگͬ که دارند وجود غیر موثر و موثر متغیرهای از گروههایی مدل این در

است

(Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ٢٠, ν = ٠٫٧) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج :٨ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

٠ ‐۵٠.٣۶٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧١٠ ٧ ٠.١۶۴ ٠.٢٣٣ ٣.۵٣٩ ٠.٠٠٠ ٠.۵٧٣
٠ ‐٣٧.۵٨٣ ٠.٠۵٣ ٠.٧٣٩ ٠.١٧١ ٠.٢۴٠ ٣.٣٢٧ ٠.٠٠٠ ٠.۵٢١
٠ ‐ ٧.١۵۶ ٠.٠٠٠ ٠.۶٣٣ ٠.١۵٣ ٠.٢٢١ ٣.٠٧۴ ٠.٠٠٠ ٠.۵٣۴
٠ ‐٢٢.٧۴۶ ٠.٠١٣ ٠.٧۶۴ ٠.١٧١ ٠.٢۴١ ٣.٩۵٠ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩١
٠ ‐٢٠.٨٩٣ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢٩ ٠.١۶٩ ٠.٢٣٨ ٣.٣۶١ ٠.٠٠٠ ٠.۶١۶
٠ ٨.٨٣٩ ٠.٠٠٠ ٠.۵۴٢ ٠.١٣۴ ٠.٢٠١ ٣.١٧٨ ٠.٠٠٠ ٠.۵٧٠
٠ ‐١.٣٢۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧٠۵ ٠.١۶٠ ٠.٢٢٩ ۴.٠۴١ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧٣
٠ ٧٢.١٧٢ ٠.٠٠٠ ٠.۶٣٨ ٠.١۵١ ٠.٢١٩ ٣.۴٨۶ ٠.۵۶٣ ٠.۶٢۵
٠ ٢٨.١۴٠ ٠.١٠٧ ٠.٧٧۵ ٠.١٧٣ ٠.٢۴٣ ٣.٩١١ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩٢
٠ ١۶.٨١٩ ١.٢٣۶ ٠.٩٨۶ ٠.٢١١ ٠.٢٨١ ٣.٩٩٣ ٠.٠٠٠ ٠.۶٣۵
٢ ٣۵.٢٩٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧٣٣ ٠.١۶۵ ٠.٢٣۴ ۴.٠٣١ ٠.٠٠٠ ٠.۶٨١
٢ ١.٣۴٠ ١.٩٠۴ ١.٠۶٩ ٠.٢١٣ ٠.٢٨۵ ۵.٢٧٠ ٣.٧۶٣ ٠.٨٩٩
٢ ٣٨.۴٣۶ ٠.٠٠٠ ٠.۵۶٧ ٠.١٣٧ ٠.٢٠۴ ٣.۵۶٩ ٠.٠٠٠ ٠.۶٧۶
٢ ۵٧.٧٠٠ ٢.١٨٧ ١.١٣٣ ٠.٢٢٣ ٠.٢٩۵ ۵.٢٣١ ٣.۵۴٢ ٠.٨۵٨
٢ ‐١٣.٠٨٧ ٠.٨٣۶ ٠.٩٠٢ ٠.١٩٠ ٠.٢۶١ ۴.۶٠۴ ٠.٨١۴ ٠.٨۶۵
٢ ‐۶٩.٩٨٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢٢ ٠.١۶٠ ٠.٢٣٠ ۴.۴٧٢ ١.٠٠٧ ٠.٨٨٩
٢ ٢٠.٠۴٨ ١.٠۶۶ ٠.٩۴١ ٠.١٩٧ ٠.٢۶٨ ۴.۶٠٨ ٠.٠٧٢ ٠.٧٩٢
٢ ‐٣٨.۴٠۴ ٠.٣۴٠ ٠.٨٣٢ ٠.١٧٨ ٠.٢۴٩ ۴.۶٠٠ ٠.۵١٠ ٠.٨۵٨
٢ ١۵.١٨۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧٠٨ ٠.١۵٩ ٠.٢٢٨ ۴.٣٨٣ ٠.٠٠٠ ٠.٨٣۴
٢ NA ٠.٨۶۶ ٠.٩٠۶ ٠.١٩۴ ٠.٢۶۵ ۴.٢٢۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧٠٨
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٧ ٠.١٧٠ ٠.٢۴٠ ٣.۶۵٧ ٠.٠٠٠ ٠.۶١۶
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۶۴٣ ٠.١۵٣ ٠.٢٢١ ٣.٢٧٩ ٠.٠٠٠ ٠.۶١١
٠ NA ٠.٨۶۵ ٠.٩٠۵ ٠.١٩٧ ٠.٢۶٧ ٣.٩١٣ ٠.٠٠٠ ٠.۶۴٢
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۵٩٠ ٠.١۴٠ ٠.٢٠٧ ٣.٨۶۴ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠٩
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧١٢ ٠.١۶۴ ٠.٢٣٣ ٣.۵٣٣ ٠.٠٠٠ ٠.۶٧١
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧٣۶ ٠.١۶۶ ٠.٢٣۵ ٣.٩٩٣ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٨
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۶٣٩ ٠.١۴٨ ٠.٢١٧ ٣.٩٨٩ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٠
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۶٣۶ ٠.١۵٢ ٠.٢٢٠ ٣.٢۵۴ ٠.٠٠٠ ٠.۵۵٣
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۶۶١ ٠.١۵٨ ٠.٢٢٧ ٣.٠٨۴ ٠.٠٠٠ ٠.۵١١
٢ NA ٠.١٠۵ ٠.٧٩٣ ٠.١٧٣ ٠.٢۴۴ ۴.٣۴٨ ١.۴٩٠ ٠.٧۴٨
٢ NA ٠.٧١٨ ٠.٨٨٠ ٠.١٨٩ ٠.٢۶٠ ۴.٢٣٢ ٢.۵۵٣ ٠.٧٢۴
٢ NA ١.٧٧٩ ١.٠٨۴ ٠.٢٢٠ ٠.٢٩٢ ۴.۶٩١ ١.٢٠۶ ٠.٧۴٢
٢ NA ١.٨۵۵ ١.٠٩۵ ٠.٢٢١ ٠.٢٩٣ ۴.٧٨۴ ٣.١٢٩ ٠.٧٩٣
٢ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧٢۶ ٠.١۶٧ ٠.٢٣٧ ٣.۴٨٠ ٠.٠٠٠ ٠.۵٨٢
٢ NA ٠.۵۴٢ ٠.٨۵۶ ٠.١٨٣ ٠.٢۵۴ ۴.۴٩٠ ٠.۵١۶ ٠.٧۵۶
٢ NA ٠.٧۵٩ ٠.٨٨٣ ٠.١٩٣ ٠.٢۶۴ ٣.٨٢١ ١.۴٨٩ ٠.۶٢٠
٢ NA ٠.٣٩١ ٠.٨٢۶ ٠.١٨٠ ٠.٢۵١ ۴.١٧٠ ٠.٠٠٠ ٠.۶۴٨
٢ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧۴۴ ٠.١۶٧ ٠.٢٣٧ ٣.٩٨١ ٠.٠٠٠ ٠.٧٠۴
٢ NA ٢.٩٨۵ ١.۶٠٢ ٠.٣١٨ ٠.٣٨۴ ۴.۴۶٩ ٩.٠۶٣ ٠.۵٧٣



عددی مطالعات ۶٠

(Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ۵٠, ν = ٠٫٧) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج :٩ . ۵ پیشنهادیجدول روش نتایج glmnet نتایج
β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

٠ ‐ ٠.١١۴ ٠.٠٠٠ ٠.٣٩٨ ٠.١٢٧ ٠.١٨٧ ١.٠۴۶ ٠.٠٠٠ ‐ ٠.١٨٧
٠ ‐٠.٠۴٣ ٠.٠٠٠ ٠.۵٧١ ٠.١۵٧ ٠.٢٢٣ ١.۶٧٩ ٠.٠٠٠ ‐٠.١٣٠
٠ ٠.۶۴٣ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧٠ ٠.١٨٣ ٠.٢۵٢ ٢.٨٣٢ ٠.٠٠٠ ٠.۶۶٢
٠ ٠.١٩٠ ٠.٠٠٠ ٠.۶٣٣ ٠.١۶۶ ٠.٢٣٣ ١.٩٩٢ ٠.٠٠٠ ٠.١٨٢
٠ ‐٠.٢۶٣ ٠.٠٠٠ ٠.۶۶۶ ٠.١٧۶ ٠.٢۴٣ ١.٩٠١ ٠.٠٠٠ ٠.١١٢
٠ ‐٠.١۵١ ٠.٠٠٠ ٠.۵٠۵ ٠.١۴٠ ٠.٢٠۴ ١.٧٣۴ ٠.٠٠٠ ٠.۴٠۶
٠ ٠.٢٣۵ ٠.٢٨٣ ٠.٩۶۵ ٠.٢١٩ ٠.٢٨٨ ٣.١٢٣ ٠.١٩١ ٠.٧۶٢
٠ ٠.٢۵۴ ٠.٠٠٠ ٠.٨٣٢ ٠.١٩٨ ٠.٢۶٧ ٢.٧٠٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧٨٢
٠ ‐٠.۵٩١ ٠.٠٠٠ ٠.۶٨۴ ٠.١٧۶ ٠.٢۴۴ ٢.١١٢ ٠.٠٠٠ ٠.۶٠٠
٠ ٠.٢۶۶ ١.٠۴۴ ١.١٨٢ ٠.٢۵٨ ٠.٣٢٧ ٣.۴٣٨ ٠.١٩٢ ٠.٩٧١
٢ ١.٧٠۴ ١.۶۶٢ ١.٠۶۵ ٠.٢٣٧ ٠.٣٠٧ ٣.٢۴٧ ١.۶٩٧ ١.۶٢١
٢ ١.٧٢٧ ١.٢٨١ ١.٢۶٢ ٠.٢٨۶ ٠.٣۵٣ ٣.٠٧۴ ١.٨٠٧ ١.۵٨٩
٢ ١.٩٨۵ ١.۶۴٢ ١.٠۴٧ ٠.٢٣٨ ٠.٣٠٧ ٣.٠٢٩ ١.۴٩٩ ١.۴٩۵
٢ ١.٧٩٩ ١.٢١٩ ١.٢۴٠ ٠.٢۶٨ ٠.٣٣٧ ٣.۴٩٢ ١.٨٣٧ ١.۶٧٨
٢ ١.٩٨۴ ١.٨۴٨ ١.١٠٩ ٠.٢۵١ ٠.٣٢٠ ٣.٠۶۶ ١.۵٨٧ ١.٧۴٢
٢ ٢.٧۵٨ ٠.۴٨۶ ١.٠٠٣ ٠.٢٢٩ ٠.٢٩٩ ٢.٩٩۴ ١.٩۴١ ١.۶٧٧
٢ ٢.٣٧٢ ٠.۴٨۵ ١.٩٨٩ ٠.٢٣٠ ٠.٣٠٠ ٢.٨١٣ ١.۴٢٨ ١.٨٠۵
٢ ٢.٠٧۴ ١.٠١۶ ١.١٧٨ ٠.٢۵٣ ٠.٣٢٢ ٣.۶١۴ ١.٩۶٧ ٢.٢۴٢
٢ ١.۶١٩ ٠.۶٣٢ ١.٠۵٨ ٠.٢٣۵ ٠.٣٠۵ ٣.٢۶٠ ١.۴٩۶ ١.٨٧٣
٢ ١.٨٧۴ ١.١١۵ ١.٢٠۵ ٠.٢۶٢ ٠.٣٣١ ٣.۴٣١ ١.٩٢١ ١.٨٧١
٠ ‐٠.۶٧۴ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩٧ ٠.١٧٨ ٠.٢۴۶ ٢.١۴٨ ٠.٠٠٠ ٠.٠۶۶
٠ ٠.١٨١ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢٧ ٠.١٩۴ ٠.٢۶١ ١.٨۵٠ ٠.٠٠٠ ٠.٠١٣
٠ ‐٠.۴۶٢ ٠.٠٠٠ ٠.٣٨۵ ٠.١١۶ ٠.١٧٧ ١.٣٣٠ ٠.٠٠٠ ٠.١۴۶
٠ ‐٠.٣٩٨ ٠.٠٠٠ ٠.۶٧۴ ٠.١٧٩ ٠.٢۴۶ ١.٨٩٢ ٠.٠٠٠ ٠.۴۶٠
٠ ‐٠.٧١٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧٩٢ ٠.١٩٩ ٠.٢۶٧ ٢.٢٣۴ ٠.٠٠٠ ٠.٣۶٩
٠ ٠.١٠٧ ٠.٠٠٠ ٠.۴۴٠ ٠.١٣٠ ٠.١٩٣ ١.٣۵۵ ٠.٠٠٠ ٠.٢٢۶
٠ ٠.۵٩٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢٢ ٠.١٨٩ ٠.٢۵٧ ٧ ١.٩۵۵ ٠.٠٠٠ ٠.۴٢٣
٠ ٠.٨۴٠ ٠.٠٠٠ ٠.۴٨۶ ٠.١۴١ ٠.٢٠۴ ١.۴۵٠ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠۶۵
٠ ٠.١۶۴ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧٢ ٠.١٩١ ٠.٢۶٠ ٢.٣۶۴ ٠.٠٠٠ ٠.۴٩٣
٠ ‐٠.٣٣۶ ٠.٠٠٠ ٠.۵۴۴ ٠.١۵٢ ٠.٢١٨ ١.۵٩۴ ٠.٠٠٠ ‐٠.١٠٣
٢ ١.٨٢٩ ٠.٠١٣ ٠.٨٩٢ ٠.٢٠۶ ٠.٢٧۶ ٢.٩۵۵ ١.٧١٠ ١.۵٧۴
٢ ٠.٩١۴ ١.٢٢١ ١.٢۴٢ ٠.٢۵٨ ٠.٣٢٧ ۴.٠٢٩ ٢.١۴۴ ٢.٠٢۴
٢ ٢.٣۵٧ ١.٨٧٣ ١.١١٨ ٠.٢۵٢ ٠.٣٢١ ٣.٠٧۴ ١.۶٩٧ ١.۶١۶
٢ ٢.٢٩٧ ١.٢٩٢ ١.٢۶٧ ٠.٢٨۵ ٠.٣۵٢ ٣.١١۶ ١.٧٩٩ ١.۶٩٨
٢ ٢.۴۴٩ ٠.٠٠٠ ٠.٨۴۴ ٠.١٩٣ ٠.٢۶٣ ٣.١۶٧ ١.٣١٨ ١.٧٢٨
٢ ٢.٢۴٢ ١.۴١٩ ١.٠٣۶ ٠.٢٢٣ ٠.٢٩۴ ٣.٧٢٣ ٢.٠۴۵ ١.۶۵٢
٢ ٣.٠۶٣ ١.۴۴٧ ١.٠٠٠ ٠.٢٢٧ ٠.٢٩۶ ٣.٠٧٨ ١.٨٨۶ ١.٨۵٩
٢ ١.۵٢۶ ١.١٧٩ ٠.٩۴٠ ٠.٢١۴ ٠.٢٨۴ ٣.١٠۴ ٠.٩۵٠ ١.٣۶٣
٢ ١.٩٢۶ ١.١٧٠ ٠.٩٧۵ ٠.٢١۴ ٠.٢٨۴ ٣.۵۶۴ ١.٩٢٣ ٢.٢٣٣
٢ ١.٩٢۴ ٢.٣٢٠ ١.٧۶۶ ٠.٣٩٠ ٠.۴۴٧ ٣.۵۶۵ ۴.١٨١ ١.١۴٣



۶١ شبیه سازی

(Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ٢٠, ν = ٠٫٩) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج :١٠ . ۵ پیشنهادیجدول روش نتایج glmnet نتایج
β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

٠ ‐۵٨.٢٢١ ٠.٠٠٠ ٠.٨٣۵ ٠.١٨٣ ٠.٢۵٣ ۴.٠١۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧۵١
٠ ‐۴٢.۴٨۶ ٠.٠٠٠ ٠.٨٣٩ ٠.١٨۶ ٠.٢۵۶ ٣.٨١٠ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩٣
٠ ‐٨.٨۵٢ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠٠ ٠.١٧٩ ٠.٢۴٩ ٣.٧٢٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧١٢
٠ ‐٢٢.٩۶٣ ٠.٠٠٠ ٠.٨٧۶ ٠.١٩٠ ٠.٢۶٠ ۴.٠٨٩ ٠.٠٠٠ ٠.٧۶٢
٠ ‐٢۶.۴۶۴ ٠.٠٠٠ ٠.٨۶٢ ٠.١٩٠ ٠.٢۶٠ ٣.٧٩٠ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢١
٠ ١١.٠٩۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٧ ٠.١۶٩ ٠.٢٣٨ ٣.٨٠٢ ٠.٠٠٠ ٠.٧۵٢
٠ ‐١.٣٠٨ ٠.٠٠٠ ٠.٨۴۴ ٠.١٨۵ ٠.٢۵۵ ۴.٠٢٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧۶
٠ ٨٣.١۶٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧٩٩ ٠.١٧٨ ٠.٢۴٨ ٣.٨٩٩ ٠.۵٢۵ ٠.٧۵٩
٠ ٣۴.٩١١ ٠.٠٠٠ ٠.٨٨١ ٠.١٩١ ٠.٢۶٢ ۴.٠۵۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧۵۵
٠ ١٩.١٧٩ ٠.۵٩٠ ٠.٩٨۶ ٠.٢١١ ٠.٢٨٢ ٣.٩٧۴ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩١
٢ ٣٨.۶٧٣ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢۴ ٠.١٨٠ ٠.٢۵٠ ۴.١٧۵ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠١
٢ ٢.٨١٣ ٣.۴١٢ ٠.٩٨١ ٠.٢٠٣ ٠.٢٧۴ ۴.۶٨۶ ٣.٩٣٩ ٠.٨۶٠
٢ ۴٢.۶۵٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧۶٧ ٠.١٧١ ٠.٢۴٠ ۴.٠٨۴ ٠.٠٠٠ ٠.٨٣۵
٢ ۶٣.٩٣۴ ٠.٧٢٠ ١.٠٢٨ ٠.٢١٢ ٠.٢٨٣ ۴.۵٧۶ ٣.۵٢٩ ٠.٨١٢
٢ ‐١۶.٢٠٩ ٠.٠۶٨ ٠.٩١۴ ٠.١٩۴ ٠.٢۶۵ ۴.٣٢٢ ٠.٩٢٠ ٠.٨٣٨
٢ ‐٨٠.۴٣١ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢٨ ٠.١٧٩ ٠.٢۵٠ ۴.٣٨۶ ٠.٩٩٣ ٠.٨٧٩
٢ ٢۵.۴٠۶ ١.٣٧۶ ٠.٩۶٠ ٠.٢٠٣ ٠.٢٧۴ ۴.٢٩١ ٠.۴٩۵ ٠.٧٨٠
٢ ‐۴۶.۴٢٠ ٠.٠٠٠ ٠.٨٩٠ ٠.١٩١ ٠.٢۶١ ۴.٢٩١ ٠.٣٠۵ ٠.٨٢۶
٢ ١۶.٩٠٧ ٠.٠٠٠ ٠.٨١۴ ٠.١٧٨ ٠.٢۴٨ ۴.٢۶٢ ٠.٠٠٠ ٠.٨۵١
٢ NA ٠.٢٧٨ ٠.٩٣۶ ٠.٢٠٠ ٠.٢٧١ ۴.١٣٠ ٠.٠٠٠ ٠.٧۵۴
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۶٧ ٠.١٨٩ ٠.٢۶٠ ٣.٩۶٢ ٠.٠٠٠ ٠.٧٣١
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨١٣ ٠.١٨١ ٠.٢۵١ ٣.٧۵۴ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢٣
٠ NA ٠.٣٣٣ ٠.٩٣۵ ٠.٢٠٢ ٠.٢٧٣ ٣.٩١٠ ٠.٠٠٠ ٠.٧٠٣
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧٧٧ ٠.١٧٣ ٠.٢۴٣ ۴.٠٣٧ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢٠
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۴٩ ٠.١٨٧ ٠.٢۵٨ ٣.٨٢٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٢
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۵۵ ٠.١٨٧ ٠.٢۵٧ ۴.٠٠١ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧١
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۴٣ ٠.١٨٨ ٠.٢۵٨ ٣.۶١۴ ٠.٠٠٠ ٠.۶٧۴
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧٩٩ ٠.١٧۶ ٠.٢۴۶ ۴.١۶٣ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢۶
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨٠۶ ٠.١٧٩ ٠.٢۴٩ ٣.٨۴۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢٧
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨٠٨ ٠.١٨١ ٠.٢۵١ ٣.٧٢٨ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩۶
٢ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۶۵ ٠.١٨۶ ٠.٢۵٧ ۴.٢٨١ ١.۶٣۵ ٠.٨١٣
٢ NA ٠.١١۴ ٠.٩١٢ ٠.١٩۶ ٠.٢۶۶ ۴.١۶٧ ٢.٧۵٢ ٠.٧۶٨
٢ NA ٠.۶۴٣ ١.٠٠۵ ٠.٢١١ ٠.٢٨٢ ۴.٢٣۵ ٠.۴۴٣ ٠.٧۴٢
٢ NA ١.٧١۴ ١.٠١٩ ٠.٢١۴ ٠.٢٨۵ ۴.٢۵٨ ٢.۶۴۵ ٠.٧۵۶
٢ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۵۵ ٠.١٨٨ ٠.٢۵٨ ٣.٨٨٩ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢۴
٢ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨٨٢ ٠.١٨٩ ٠.٢۶٠ ۴.٢٩۵ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠٨
٢ NA ١.٢٣٩ ٠.٩١٩ ٠.١٩٩ ٠.٢٧٠ ٣.٩١۵ ١.١۶٧ ٠.٧٠٣
٢ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۶٧ ٠.١٨٧ ٠.٢۵٨ ۴.٢۵٢ ٠.٠٠٠ ٠.٧٨٨
٢ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۴٠ ٠.١٨۴ ٠.٢۵۴ ۴.٠٧۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧٨۵
٢ NA ١.٧۶۵ ١.٣٠۴ ٠.٢٧١ ٠.٣۴٠ ٣.٩۶٧ ١٣.١۶۴ ٠.۵٩١



عددی مطالعات ۶٢

(Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ۵٠, ν = ٠٫٩) ١ . ٢ . ۵ سناریو نتایج :١١ . ۵ پیشنهادیجدول روش نتایج glmnet نتایج
β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

٠ ‐٠.١٨۶ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩٣ ٠.١٨١ ٠.٢۴٩ ١.٩۶٧ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠٩١
٠ ‐٠.٠٧٠ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧۶ ٠.١٩٣ ٠.٢۶٢ ٢.٢٩۶ ٠.٠٠٠ ٠.١٠۴
٠ ١.٠۵۴ ٠.٠٠٠ ٠.٨٧۴ ٠.٢٠٣ ٠.٢٧٢ ٢.٩۴٠ ٠.٠٠٠ ٠.٨٧٩
٠ ٠.٣١١ ٠.٠٠٠ ٠.٨٣١ ٠.٢٠٠ ٠.٢۶٩ ٢.۵۶۶ ٠.٠٠٠ ٠.۴۶١
٠ ‐٠.۴٣٠ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢۶ ٠.٢٠٣ ٠.٢٧٢ ٢.٣٩٣ ٠.٠٠٠ ٠.٣٠٧
٠ ‐٠.٢۴٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٩ ٠.١٨۴ ٠.٢۵٣ ٢.۴۵۵ ٠.٠٠٠ ٠.۵۴٧
٠ ٠.٣٨۵ ٠.٢٨٠ ١.٠١٣ ٠.٢٢٩ ٠.٢٩٩ ٣.٠٨۵ ٠.٠۶٩ ١.١۴١
٠ ٠.۴١٧ ٠.٠٠٠ ٠.٩١٠ ٠.٢١٢ ٠.٢٨٢ ٢.٨٣٣ ٠.٠٠٠ ١.٠١۵
٠ ‐٠.٩۶٨ ٠.٠٠٠ ٠.٨۴٠ ٠.٢٠٢ ٠.٢٧١ ٢.۵٧۵ ٠.٠٠٠ ٠.٧٨٨
٠ ٠.۴٣۶ ٠.۶٠۶ ١.٠٩٧ ٠.٢۴٧ ٠.٣١۶ ٣.١١٠ ٠.۴٠٩ ١.٢٠۴
٢ ١.۵١۶ ١.٣۵٩ ١.٠٢٧ ٠.٢٣٣ ٠.٣٠٣ ٣.٠٣٨ ١.١٩١ ١.۴٢٧
٢ ١.۵۵٣ ١.٧٧٢ ١.١٣۵ ٠.٢۶٠ ٠.٣٢٨ ٢.٩۶٨ ١.۵٣٨ ١.۴٠٨
٢ ١.٩٧۵ ١.٢٧۵ ٠.٩٩٧ ٠.٢٢٩ ٠.٢٩٩ ٢.٩٣١ ١.٠٨۶ ١.٢٨۶
٢ ١.۶٧١ ١.۶١٩ ١.٠٩٩ ٠.٢۴٨ ٠.٣١٧ ٣.٠٩۴ ١.٧٠۵ ١.۴۶٢
٢ ١.٩٧۴ ٠.٣٧١ ١.٠٢٠ ٠.٢٣۴ ٠.٣٠۴ ٢.٩٣٠ ١.١۶۴ ١.۴۶٧
٢ ٣.٢۴٢ ١.١٨٨ ٠.٩٨۶ ٠.٢٢۵ ٠.٢٩۵ ٣.٠٣٠ ١.۶۵۴ ١.۵٢٩
٢ ٢.۶٠٩ ٠.١٧۵ ٠.٩٧٨ ٠.٢٢۴ ٠.٢٩۴ ٢.٩٧٣ ٠.٧٩٠ ١.۵٨۶
٢ ٢.١٢١ ١.۴٧۶ ١.٠٧۶ ٠.٢٣٩ ٠.٣٠٨ ٣.٢٧١ ١.٨٨۵ ١.٩۵٨
٢ ١.٣٧۵ ٠.٢١٠ ١.٠٠۴ ٠.٢٢۶ ٠.٢٩۶ ٣.١۶٣ ٠.٩٧٨ ١.۶٨۵
٢ ١.٧٩٣ ١.۵٧٣ ١.٠٩٣ ٠.٢۴۵ ٠.٣١۴ ٣.١٧٠ ١.٧٩٣ ١.۵۶٣
٠ ‐١.١٠۴ ٠.٠٠٠ ٠.٨۵٣ ٠.٢٠۵ ٠.٢٧۴ ٢.۵٧١ ٠.٠٠٠ ٠.٢۵١
٠ ٠.٢٩۶ ٠.٠٠٠ ٠.٨۵٩ ٠.٢١١ ٠.٢٨٠ ٢.٣٨٨ ٠.٠٠٠ ٠.١٩٩
٠ ‐٠.٧۵٧ ٠.٠٠٠ ٠.۶٨٣ ٠.١٧٠ ٠.٢٣٨ ٢.۴۴٧ ٠.٠٠٠ ٠.٣۶٠
٠ ‐٠.۶۵٢ ٠.٠٠٠ ٠.٨٣۶ ٠.٢٠۴ ٠.٢٧٣ ٢.۴٣۶ ٠.٠٠٠ ٠.۵٧٣
٠ ‐١.١٧۴ ٠.٠١٠ ٠.٩٠٠ ٠.٢١۵ ٠.٢٨۴ ٢.۶٠٩ ٠.٠٠٠ ٠.۵٣۶
٠ ٠.١٧۵ ٠.٠٠٠ ٠.٧١١ ٠.١٨٠ ٠.٢۴٩ ٢.١٨٨ ٠.٠٠٠ ٠.٢۴۴
٠ ٠.٩٨٠ ٠.٠٠٠ ٠.٨٧۵ ٠.٢٠٩ ٠.٢٧٨ ٢.۶٣٠ ٠.٠٠٠ ٠.٧٣٧
٠ ١.٣٧۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧۵٣ ٠.١٨٩ ٠.٢۵٧ ٢.٢۶٧ ٠.٠٠٠ ٠.١٩٩
٠ ٠.٢۶٩ ٠.٠١٧ ٠.٩٠٧ ٠.٢١۶ ٠.٢٨۵ ٢.۶۵۴ ٠.٠٠٠ ٠.۶٨۵
٠ ‐٠.۵۵٠ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧۵ ٠.١٩٣ ٠.٢۶٢ ٢.٣٠٩ ٠.٠٠٠ ٠.٠٩٠
٢ ١.٧٢٠ ٠.٠٠٠ ٠.٩٢۶ ٠.٢١۴ ٠.٢٨۴ ٢.٩١٣ ١.٢٢۵ ١.٣١٩
٢ ٠.٢٢١ ١.۴۵٧ ١.٠٨٨ ٠.٢٣٧ ٠.٣٠٧ ٣.۴٩٩ ٢.٣۴٠ ١.٩٠٨
٢ ٢.۵٨۴ ١.۴۶٧ ١.٠۴٧ ٠.٢۴٠ ٠.٣٠٩ ٢.٩۵٣ ١.٢٢٧ ١.٣٧١
٢ ٢.۴٨٧ ١.٧٧٨ ١.١٣٩ ٠.٢۶٠ ٠.٣٢٨ ٢.٩٩٨ ١.٣۵٠ ١.۴٩۵
٢ ٢.٧٣۶ ٠.٠٠٠ ٠.٨٩٢ ٠.٢٠٢ ٠.٢٧٢ ٣.٢٢١ ٠.٨١۵ ١.۶٢۶
٢ ٢.٣٩۶ ١.١١٢ ١.٠٠٣ ٠.٢٢٢ ٠.٢٩٢ ٣.٣٨٣ ٢.٠٢۴ ١.۶١١
٢ ٣.٧۴٢ ١.١٩٣ ٠.٩٨٨ ٠.٢٢۵ ٠.٢٩۵ ٣.٠٣۵ ١.۵۴۶ ١.۶١۴
٢ ١.٢٢٣ ٠.٠٠۴ ٠.٩٣٧ ٠.٢١۶ ٠.٢٨۶ ٢.٩٣۵ ٠.٠٣۵ ١.٠۵۴
٢ ١.٨٧٩ ٠.٠٠٠ ٠.٩۶٨ ٠.٢١۵ ٠.٢٨۵ ٣.٣۵٩ ١.٧٣۴ ١.٩۴٨
٢ ١.٧٨٧ ١.۴٣٢ ١.٣٨٧ ٠.٣٢١ ٠.٣٨۵ ٢.٩٩٢ ٩.١٩٣ ٠.٨۵٩



۶٣ شبیه سازی

ͬ گیریم. م نظر در β = (٣, . . . , ٣︸ ︷︷ ︸
١۵

, ٠, . . . , ٠︸ ︷︷ ︸
٢۵

)T به صورت را β بردار .١ . ٣ . ۵ سناریو

(Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ٢٠, ν = ٠٫٧) ١ . ٣ . ۵ سناریو نتایج :١٢ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

٣ ٠.٣۶٣ ٠.٢٩۵ ٠.٩٣۵ ٠.١٩٧ ٠.٢۶٨ ۴.۴١٠ ٠.١۵۶ ٠.۶٨۶
٣ ١.١٢٨ ١.٠٧۶ ١.٠٧۵ ٠.٢٢١ ٠.٢٩٢ ۴.۵٣۴ ٠.٠٠٠ ٠.۶٧٣
٣ ١.۵٣٢ ١.٠۵٩ ١.٠٧٢ ٠.٢١٨ ٠.٢٨٩ ۴.٧٢٩ ١.۵٨٩ ٠.٧۴۶
٣ ٣.٨٣۵ ٠.۶۶٩ ١.٠٠٧ ٠.٢٠۶ ٠.٢٧٧ ۴.٨۶٧ ١.۴١٣ ٠.٨۴٧
٣ ٠.٨٨٨ ٠.٣۴٣ ٠.٩٢٩ ٠.١٩٩ ٠.٢٧٠ ۴.١١٣ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩٣
٣ ‐۴.۶٣١ ٠.٠٠٠ ٠.۶۶۶ ٠.١۵۴ ٠.٢٢٣ ٣.٧۵۵ ٠.٠۵٠ ٠.۶۵۵
٣ ٢.۶٧۴ ٠.٠٠٠ ٠.٧٣۴ ٠.١۶۴ ٠.٢٣۴ ۴.١۶٧ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢۶
٣ ٧.٨٢۶ ٠.۶٣۶ ١.٠٠۴ ٠.٢٠۵ ٠.٢٧۶ ۴.٩٣۴ ۵.۵٩۶ ٠.٨٢٧
٣ ۶.٧١۴ ٠.٠٠٠ ٠.٧٩۵ ٠.١٧۶ ٠.٢۴۶ ٣.٩٨٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٩
٣ ۴.۴٩٠ ٢.١٢۵ ١.٣٠٨ ٠.٢۵۵ ٠.٣٢۵ ۵.٠٠٨ ۵.١٢٩ ٠.٧٧٩
٣ ٣.۵٣٣ ٠.٠٠٠ ٠.۶١٧ ٠.١۴٧ ٠.٢١۵ ٣.۵٢٠ ٠.٠٠٠ ٠.۶٣٠
٣ ۴.۴٣٠ ٠.٠٠٠ ٠.٧۶۵ ٠.١٧٠ ٠.٢۴٠ ۴.١٣٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧٨
٣ ٣.۵٩٧ ٠.٠۵٩ ٠.٩٣۶ ٠.١٩٢ ٠.٢۶۴ ۵.١٣١ ٠.٠٨٢ ٠.٩١٩
٣ ۴.۵٩٧ ١.٢٣١ ١.١٠٢ ٠.٢١٩ ٠.٢٩١ ۵.١٢٩ ٣.۶٢٠ ٠.٨۶۶
٣ ١.۴٠٢ ٠.٢۵۵ ٠.٩۴٣ ٠.١٩۶ ٠.٢۶٧ ۴.٧۵٧ ١.٠٢۵ ٠.٨٧۴
٠ ‐٣.٩٩٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴٠ ٠.١۶٣ ٠.٢٣٣ ۴.۵۵٠ ٠.٢١٧ ٠.٩٧۵
٠ ٢.٩٩۴ ٠.٣۴٠ ٠.٩۵١ ٠.١٩٨ ٠.٢۶٩ ۴.۶۴۵ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢٢
٠ ‐۴.۵٣٩ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠٩ ٠.١٧۵ ٠.٢۴۶ ۴.۵٠٨ ٠.٠٠٠ ٠.٨۴٣
٠ ‐٠.١١۵ ٠.٠٠٠ ٠.۶٠۴ ٠.١۴٢ ٠.٢١٠ ٣.٩٠۵ ٠.٠٠٠ ٠.٧۶٩
٠ NA ٠.٨۴٠ ١.٠٣١ ٠.٢١٢ ٠.٢٨٣ ۴.۶٧١ ٠.٠٠٠ ٠.٧٧٧
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨۴۴ ٠.١٨۴ ٠.٢۵۵ ۴.٠٣۵ ٠.٠٠٠ ٠.۶٨٧
٠ NA ٠.۵٣١ ٠.٩٧٨ ٠.٢٠٣ ٠.٢٧۵ ۴.۵٨٩ ٠.۴٧٠ ٠.٧٩٣
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧۴۶ ٠.١٧٢ ٠.٢۴٢ ٣.٣٢٣ ٠.٠٠٠ ٠.۵٨٣
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۴٩۶ ٠.١٢۵ ٠.١٩٠ ٣.٣٨٣ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠٣
٠ NA ٠.۵۶٠ ٠.٩٨٢ ٠.٢٠۴ ٠.٢٧۵ ۴.۵۶٣ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠۵
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۶٧۴ ٠.١۵۶ ٠.٢٢۵ ٣.٧٢۵ ٠.٠٠٠ ٠.٧١۵
٠ NA ٠.٠٢٠ ٠.٨۵۴ ٠.١٨٩ ٠.٢۶٠ ٣.٧٠۴ ٠.٠٠٠ ٠.۶٢٨
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧۵٧ ٠.١۶۶ ٠.٢٣۶ ۴.۵١٠ ٠.٠٠٠ ٠.٨۴٠
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۴۵۴ ٠.١٢١ ٠.١٨۵ ٢.۴١٨ ٠.٠٠٠ ٠.۴٩٩
٠ NA ٠.٣٢٣ ٠.٩٢۵ ٠.١٩٩ ٠.٢۶٩ ۴.٠٩٢ ٠.٠٠٠ ٠.۶٣٨
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۶۵۵ ٠.١۵٢ ٠.٢٢١ ٣.٧۵۶ ٠.٠٠٠ ٠.٧١٠
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧٧۶ ٠.١٧۴ ٠.٢۴۴ ٣.٨٣٢ ١.٠٧۵ ٠.٧٢۵
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨٣٧ ٠.١٨۵ ٠.٢۵۵ ٣.٨٢٢ ٠.٠٠٠ ٠.۶۶۵
٠ NA ٠.٣٢٩ ٠.٩٣٢ ٠.١٩٩ ٠.٢۶٩ ۴.٢٢١ ٠.٠٠٠ ٠.٧٣۴
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧٣٠ ٠.١۶٨ ٠.٢٣٧ ٣.۴٩٨ ٠.٠٠٠ ٠.۵٨٩
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٧٨٣ ٠.١٧٣ ٠.٢۴٣ ۴.١٩٩ ٠.٠٠٠ ٠.٧٣۴
٠ NA ٠.۴۵٩ ٠.٩۴٧ ٠.٢٠٣ ٠.٢٧۴ ۴.٠۴٩ ٠.٠٠٠ ٠.۶٧٧
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.۵۵٢ ٠.١٣٧ ٠.٢٠۴ ٢.٩٩٧ ٠.٠٠٠ ٠.۵٢٢
٠ NA ٠.٠٠٠ ٠.٨٨۶ ٠.١٨٨ ٠.٢۵٩ ۴.۵۴۶ ١.٧٠۴ ٠.٧٩۵
٠ NA ٢.٩١٣ ١.۶٨۵ ٠.٣٢٩ ٠.٣٩۴ ۴.۶۶٩ ٩.٢٩٣ ٠.۶٠٩



عددی مطالعات ۶۴

(Ridge شروع نقطه با p = ۴٠, n = ۵٠, ν = ٠٫٧) ١ . ٣ . ۵ سناریو نتایج :١٣ . ۵ پیشنهادیجدول روش نتایج glmnet نتایج
β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

٣ ٢.٩۴٣ ٢.٣۵٣ ٢.٧٣٠ ٠.٣۴٩ ٠.۴١١ ۴.٣٠۴ ٢.۶٠٢ ٢.٧٣٩
٣ ٢.٩٧٩ ٢.٧۴۴ ٢.۴٨٢ ٠.٣٠٣ ٠.٣۶٩ ۴.١٢٩ ٢.۶١۴ ٢.۵٢٢
٣ ٣.٣٢٢ ١.٣١٧ ٢.٣۴٢ ٠.٢۶۶ ٠.٣٣۶ ۴.۶٠۴ ٢.٨٨۴ ٣.١٠٩
٣ ٣.٠٩۵ ٢.۵٧٣ ١.۴٢٠ ٠.٢٨٨ ٠.٣۵۶ ۴.٢١٧ ٢.٧٢٠ ٢.۶٣٩
٣ ٢.٨۶٩ ١.١٠٧ ٢.٢۶۶ ٠.٢٧۴ ٠.٣۴٢ ٣.۵٠٣ ٢.۵۶۴ ١.٨٣٠
٣ ٢.٩٢۴ ٢.٢۵٠ ٢.٣٢١ ٠.٢۶٩ ٠.٣٣٨ ۴.٢٣٠ ٢.٧٩۶ ٢.٧٠٠
٣ ٣.١١٨ ٢.٣٩٩ ٢.٠۶٩ ٠.٢٣۴ ٠.٣٠۴ ٣.۴٣٠ ٢.٣٩٩ ٢.١٣٢
٣ ٣.١٢٧ ٢.٧۵٠ ٢.١٧٢ ٠.٢۵٠ ٠.٣٢٠ ٣.٧٠۶ ٢.٧٨٧ ٢.۵٠٣
٣ ٢.٧٠۵ ٢.٩۴٨ ٢.٢٢٢ ٠.٢۶١ ٠.٣٣٠ ٣.۶٣٨ ٢.۵۶۵ ٢.٢٩٩
٣ ٣.١٣٣ ١.٢٨۶ ٢.٣٢٩ ٠.٢٧٩ ٠.٣۴٧ ٣.٨٢٢ ٢.۶٧٢ ٢.٧٢٢
٣ ٢.٨۵٢ ٢.٩۵٩ ٢.۵۴١ ٠.٣٠۵ ٠.٣٧٢ ۴.۵١١ ٢.٨١٢ ٢.٧٧٩
٣ ٢.٨۶۴ ٢.٢٩۴ ٢.٣٢٨ ٠.٢٩۶ ٠.٣۶٢ ٣.٢٢۵ ٢.۴٨٢ ١.٩٣۶
٣ ٢.٩٩٢ ٢.٢۵٨ ٢.٩٨۶ ٠.٢٢٨ ٠.٢٩٨ ٢.٨۶٢ ٢.٣١۵ ١.۵١٧
٣ ٢.٨٩٩ ١.٧٨۶ ٢.۴٩٨ ٠.٣٠۵ ٠.٣٧٢ ۴.١۴٣ ٢.٧٨۵ ٢.٢۴٣
٣ ٢.٩٩٢ ٢.۵١۵ ٢.۴٠٨ ٠.٢٩۵ ٠.٣۶٢ ٣.٨١٨ ٢.۴٨٣ ٢.٢۵٨
٠ ٠.٣٧٩ ٠.٠٠٠ ٠.٨۶٢ ٠.٢٠٧ ٠.٢٧۶ ٢.۵٩۴ ٠.٠٠٠ ٠.۶٩٧
٠ ٠.١٨۶ ٠.٣٢٩ ١.٠٠٢ ٠.٢٣٢ ٠.٣٠٢ ٢.٨۴٧ ٠.٠٠٠ ١.٠۴٩
٠ ٠.٠٣٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧۴۴ ٠.١٨۵ ٠.٢۵٣ ٢.٣۵٩ ٠.٠٠٠ ٠.٢٢٢
٠ ‐٠.١٩١ ٠.٠٠٠ ٠.۴۶٣ ٠.١٣۴ ٠.١٩٧ ١.۴٧٨ ٠.٠٠٠ ‐ ٠.٣٠۶
٠ ‐٠.٠۶٣ ٠.٠٠٠ ٠.٧٠۶ ٠.١٨٢ ٠.٢۵٠ ٢.٠۶٩ ٠.٠٠٠ ‐ ٠.٠١٢
٠ ‐٠.٣٣٧ ٠.٠٠٠ ٠.٨۴٧ ٠.٢٠٣ ٠.٢٧٣ ٢.۵٨۵ ٠.٠٠٠ ٠.١٢۶
٠ ٠.٠٩٠ ٠.٨۴٩ ١.١۵۵ ٠.٢۶٧ ٠.٣٣۴ ٢.٨٩٧ ٠.٠٠٠ ٠.٩١٧
٠ ‐٠.٢٣١ ٠.٠٠٠ ٠.٣۵٣ ٠.١٠٩ ٠.١۶٩ ١.٢١٩ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠۴٢
٠ ‐٠.١٩٩ ٠.۵٧٧ ١.٠٧٨ ٠.٢۴۶ ٠.٣١۵ ٢.٩۶٨ ٠.٠٠٠ ٠.۴٠۵
٠ ‐٠.٣۵٨ ٠.٠٠٠ ٠.٨٠١ ٠.٢٠٠ ٠.٢۶٩ ٢.٢۵٩ ٠.٠٠٠ ٠.١٠٩
٠ ٠.٠۵٣ ٠.٠٠٠ ٠.٧۶٩ ٠.١٩١ ٠.٢۶٠ ٢.٣٣٣ ٠.٠٠٠ ٠.۴٧۵
٠ ٠.٢٩٩ ٠.٠٠٠ ٠.٣٨٨ ٠.١٢٣ ٠.١٨۴ ١.٠۶٠ ٠.٠٠٠ ‐ ٠.٠۵۵
٠ ٠.۴٢٠ ٠.٠۶٧ ٠.٩٢٣ ٠.٢١٨ ٠.٢٨٨ ٢.۶٩۶ ٠.٠٠٠ ٠.۶٣٨
٠ ٠.٠٨٢ ٠.٠٧۶ ٠.٩۴۴ ٠.٢١٩ ٠.٢٨٩ ٢.٨۵٨ ٠.٠٠٠ ٠.٣٠٧
٠ ‐٠.١۶٨ ٠.٠٠٠ ٠.٧١٠ ٠.١٨٣ ٠.٢۵١ ٢.٠۶۵ ٠.٠٠٠ ٠.٠۴٣
٠ ‐٠.٠٨۵ ٠.٠٠٠ ٠.٧٩٨ ٠.١٩١ ٠.٢۶٠ ٢.۶۶۴ ٠.٠٠٠ ٠.٣۴۶
٠ ‐٠.۵۴٣ ٠.٠٠٠ ٠.۶٧٠ ٠.١۶٩ ٠.٢٣٧ ٢.٢٩٢ ٠.٠٠٠ ٠.١۵١
٠ ٠.١٧٨ ٠.٠٠٠ ٠.٨٧٠ ٠.٢١٣ ٠.٢٨٢ ٢.۴٢۴ ٠.٠٠٠ ٠.٣٨٧
٠ ٠.١۴٩ ٠.٢١٣ ٠.٩٠١ ٠.٢٢۶ ٠.٢٩۴ ٢.٢۴٩ ٠.٠٠٠ ٠.٣۴٢
٠ ٠.٢٢۴ ٠.٠٠٠ ٠.۴٨٨ ٠.١٣٣ ٠.١٩٧ ١.٨٩٨ ٠.٠٠٠ ٠.٠۵۵
٠ ٠.١٢١ ٠.٠٠٠ ٠.٧١۴ ٠.١٧٣ ٠.٢۴٢ ٢.۶۶٢ ٠.٠٠٠ ٠.۴٧۴
٠ ٠.۵٣٢ ٠.٠٠٠ ٠.٨٨٢ ٠.٢٠٨ ٠.٢٧٨ ٢.٧۴٠ ٠.٠٠٠ ٠.٨٢٢
٠ ‐٠.٢٣٧ ٠.٠٠٠ ٠.٩۵۴ ٠.٢١۶ ٠.٢٨۶ ٣.١۴۵ ٠.٠٠٠ ٠.٣۴٣
٠ ‐٠.٠٣٧ ٠.٠٠٠ ٠.٧٢١ ٠.١٧۴ ٠.٢۴٣ ٢.٧١۴ ٠.٠٠٠ ٠.۴٢٧
٠ ‐٠.٠٣٨ ٢.۴۵٨ ١.٨٨۴ ٠.۴٠٨ ٠.۴۶٢ ٣.٧٩١ ٢.۵۵١ ٠.٩١۴



۶۵ شبیه سازی

تحت لاسو و ریج دوم، توان های کمترین برآوردگرهای برای را خطا دوم توان میانگین مقدار ١۴ . ۵ جدول
ͬ آیند: م به دست زیر رابطه ی از نتایج این ͬ دهد. م نشان تکرار m = ١٠٠٠ ازای به ١ . ٣ . ۵ و ١ . ٢ . ۵ مفروضات

MSE(β̂) =
١
m

m∑
i=١

p∑
j=١

(β̂ji − βj)
٢

١ . ٣ . ۵ و ١ . ٢ . ۵ سناریوهای MSE نتایج :١۴ . ۵ جدول

١ . ٣ . ۵ سناریو ١ . ٢ . ۵ سناریو MSE ν

١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵ ١٠٠ ۵٠ ٢٠ ۵

١۴.٩ ۴٢.٠ NA NA ٣۶۵.۴١٠ ٢۶٣٣.٠٢٢ NA NA OLS ٠.٧٧.۴٧٢ ١۶.١٠ ٨۴.٨١ ٩٧.۵٠ ٢۴.٢٨٨ ٣٢.٣٨۴ ۴١.٩٣ ۵١.۶٨ Ridge
۶.٩٧٠ ١١.٩۴ ١٧١.١۵ ۴١٩.٩٧ ٣٢.٣٣٠ ٨۵.٧٧ ١۴١.۶ ٢٨٣.٣ Lasso

٧٣ ٩۴.۴۶ NA NA ١١١۵.٢٩۴ ٨۴۶٩.٣٢۶ NA NA OLS ٠.٩٢١.٣١ ٣٠.۶١ ٨۴.٩٣ ٨٨.٧٣ ١٢.۶٩ ١٨.۴١ ۴١.٣٧ ۴٣.٩۶ Ridge
٣۵.۵۴ ۶١.٠۶ ٢٧١.٢ ۵٩٩.٨ ۴۶.١۵ ٨۶.٢٣ ٢٣٢.٩ ۴١۶.۶ Lasso

١۴٢.۵ ١۵۶.٢ NA NA ١٣١۴.١۶ ٩۵٢۵ NA NA OLS ٠.٩٩٧۵.٢٣ ٧٨.۵٩ ٨۶.۴۴ ٨۶.٨۵ ٣٨.۶۶ ٣٨.٨۶ ۴١.٨٣ ۴٢.١۴ Ridge
٣٢٧.٢ ۴۶١.٣ ۵٩٩.٧ ۶٩٢.۶ ۴٣٢.٨٩ ٨٧١.٨ ١٠۵٠.٣ ١١۵٣.٨ Lasso

هم خطͬ دارای داده ها وقتͬ یا است مشاهدات از بیش متغیرها تعداد که زمانͬ ١۴ . ۵ جدول براساس
توان دوم میانگین مقدار و آورد به دست را ضرایب خوبی به ͬ تواند نم دوم توان های کمترین برآورگر ͬ باشند، م
و کرده پیدا را ضرایب دوم توان های کمترین برآوردگر از بهتر لاسو برآوردگر اما بوده زیاد بسار آن خطای
سایر بین در پیش بینͬ دقت بهترین دارای ریج رگرسیون اما . است کمتری خطای توان دوم میانگین دارای

روش هاست.



عددی مطالعات ۶۶

ͬ گیریم. م نظر در β = (٣, ١٫۵, ٠, ١, ٠, ٠, ٠, ٠)T به صورت را β بردار .۴ . ١ . ۵ سناریو

(OLS شروع نقطه با p = ٨, n = ٢٠, ν = ٠٫٧) ۴ . ١ . ۵ سناریو نتایج :١۵ . ۵ جدول
پیشنهادی روش نتایج glmnet نتایج

β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

٣.٠ ٣.٠٨٨ ٢.٨٠٠ ٣.٠۵٨ ٠.١۴٧ ٠.٨۴۴ ٢.٨٧٣ ٣.٠٣٠ ٢.۶٣۴
١.۵ ١.۵١٧ ١.٣١٣ ١.۵٠۴ ٠.١١١ ٠.۶٢۶ ١.۴٨٩ ١.۴١٧ ١.١۵۵
٠.٠ ‐٠.٠۵٠ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠٧٠ ‐٠.٠١٢ ‐٠.٠۶٠ ‐٠.٠٧٠ ٠.٠٠٠ ٠.٠١٢
١.٠ ٠.٨۴١ ٠.۴١۶ ٠.٨٢٨ ٠.٠۴۶ ٠.٣٢۵ ٠.٨٢۶ ٠.٧٢٠ ٠.۶٩۵
٠.٠ ‐٠.٠٢۴ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠۵٧ ‐٠.٠٠٩ ‐٠.٠۴٩ ‐٠.٠۵٧ ٠.٠٠٠ ‐ ٠.١١٢
٠.٠ ‐٠.٠٢٧ ٠.٠٠٠ ‐ ٠.٠۴٠ ‐٠.٠٠٨ ‐٠.٠٣۶ ‐٠.٠۴٠ ٠.٠٠٠ ‐ ٠.٠۶١
٠.٠ ٠.٠٩٨ ٠.٠٠٠ ٠.٠٨٨ ٠.٠١٠ ٠.٠۶٧ ٠.٠٨٩ ٠.٠٠٠ ‐٠.٠١٧
٠.٠ ‐٠.١٢٩ ٠.٠٠٠ ‐٠.١۴٢ ‐ ٠.٠٢٣ ‐ ٠.١١۵ ٠.١۴٢‐ ٠.٠٠٠ ٠.۴٩۴

R =


١ ٠ ٠ ١ ١ ١ −٢ ٣
٠ −١ ٢ ٠ ٠ ٢ ٣ ٠
−٣ ١ ٢ ۵ ۴ ٠ ٠ ٠

 ͬ کنیم م فرض ۴ . ١ . ۵ سناریو مفروضات تحت .۵ . ١ . ۵ سناریو

است. q = ٣ و p = ٨ ، r = [١/٩, ٣/٨, ٢/۵]T ،

۵ . ١ . ۵ سناریو نتایج :١۶ . ۵ جدول
β β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴

٣.٠ ٣.١٢٢ ١.٢١۵ ٢.۶٨٣ ٢.٩٣٠ ٢.٨٢٢ ٢.٨٧٣
١.۵ ١.۵۴۴ ‐١.٣٩٩ ١.٣۴٩ ١.۴٩۵ ١۵.٢٣٩ ١.۴٨٩
٠.٠ ‐٠.١٢ ٠.٣٠١ ٠.۶٧١ ٠.٨٠٧ ١.٨۴۴ ٠.٨٩٢
١.٠ ٠.٨٨٣ ١.٣۴٨ ١.٣١۴ ١.٠٨٣ ‐٠.٧٨۶ ٠.٨٣٣
٠.٠ ٠.٠٠٣ ٠.٠۵٠ ٠.٣٢٢ ٠.۶٩١ ‐١.٠٠٨ ٠.٩٢٠
٠.٠ ‐٠.٠٢۶ ٠.١۵۵ ٠.۴٣۴ ٠.۴٠٢ ٣.٠٧۵ ٠.٣٣۵
٠.٠ ٠.٢٢٢ ٠.۴٩٧ ٠.٩٨٠ ٠.٩۵٨ ٣.٠۶٧ ٠.٩۴۵
٠.٠ ‐٠.٢٩٩ ٠.٠۴٢ ‐٠.٢٩٨ ‐٠.۴٣٠ ١.٣١١ ‐٠.٣٩٠



۶٧ کاربرد

کاربرد ٢ . ۵
ͬ کنیم. م بررسͬ واقعͬ مثال دو قالب در را شده پیشنهاد برآوردگرهای کارایی بخش این در

پروستات سرطان داده های ٢ . ١ . ۵
بردار ͬ کنیم. م استفاده داده اند، ارائه (١٩٨٩) هم΄اران و استیمͬ که پروستات داده های از بخش این در

است. آمده ١٧ . ۵ جدول در بریج برآوردگرهای ضرایب

پروستات متغیرهای ضرایب :١٧ . ۵ پیشنهادیجدول روش نتایج glmnet نتایج
β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

lcavol ٠.۵٨٧٠٢٢٨٨١ ٠.۵٨۶٢٧٣٠٢۵ ٠.۵٨۶٩١٢٨۵۶ ٠.۵٨٧١٧١٧٠١ ٠.۵٨٧١٨٠١٨٣ ٠.۵٨٧٢٠١٢٢٢ ٠.۵٨٣٢۶٩٢٧٧ ٠.۴٧٩٠۴٩٠۶٨
lweight ٠.۴۵۴۴۶٠۶۴١ ٠.۴۵٠٢٣٧٢۴۶ ٠.۴۵٣٩٨١٣٠۵ ٠.۴۵۴٢٢۵٠٩۶ ٠.۴۵۴٣٠٢٢۵۵ ٠.۴۵۴۴٣٠٩۶٢ ٠.۴۵١۵٧٢۵٧٨ ٠.۴٣٣۶۴٨۵۴۶
age ‐٠.٠١٩۶٣٧٢٠٨ ‐٠.٠١٩۶١٨۴١۵ ‐٠.٠١٩۶٣٧١١۵ ‐٠.٠١٩۶١۴۶٧٩ ‐ ٠.٠١٩۶١۴۶٩٢ ‐٠.٠١٩۶١۴۶٩۵ ‐٠.٠١٩٠٣٠١١٢ ‐ ٠.٠١٣٢٧۴۵٨۴
lbph ٠.١٠٧٠۵۴٣۵١ ٠.١٠۶۵۵٩۴۶٠ ٠.١٠٧٠۴١١٠٨ ٠.١٠٧٠٩۵٠٧٢ ٠.١٠٧٠٩٨٣۶۴ ٠.١٠٧١٠٠١٨٨ ٠.١٠۵۵٣٠٨١٢ ٠.٠٨٩٨٧٨٢٧٠
svi ٠.٧۶۶١۵۵٨٨۵ ٠.٧۶٠٠٧٨١٩٠ ٠.٧۶۴٩٩٣۵٣۵ ٠.٧۶۵٠٩٢٧٠١ ٠.٧۶۵٠٢٩٨٣٢ ٠.٧۶۵٠٠٣٢۴٣ ٠.٧۵۵٣٧١٩۶٨ ٠.۶۵٩۶١٧٠٠٩
lcp ‐٠.١٠۵۴٧٣۵٧٠ ‐٠.١٠۴٩۴٠٧٧۶ ‐ ٠.١٠۵۴۵٩۵٢٢ ‐٠.١٠۵١۵٠۶٩۶ ‐٠.١٠۵١۵۴١۶٣ ‐٠.١٠۵١۵۶٠۶٣ ‐٠.٠٩٧٨٨۶١٧٠ ‐ ٠.٠١٣١۴۵۵۶٩

gleason ٠.٠۴۵١٣۵٩۶۴ ٠.٠۴٣١٣٨۴٣۶ ٠.٠۴۵١١٣۴٣۶ ٠.٠۴۵۴٠٨۵٢٣ ٠.٠۴۵۴١٣٠١٩ ٠.٠۴۵۴١۴۴٧٠ ٠.٠۴٣١٣٧٢٨٣ ٠.٠۶۶۴٢٨٩٧۴
pgg45 ٠.٠٠۴۵٢۵٣٢۴ ٠.٠٠۴۵٢۴٠١۴ ٠.٠٠۴۵٢۵٣٢٢ ٠.٠٠۴۵٣۵۵٩۵ ٠.٠٠۴۵٣۵۵٩۶ ٠.٠٠۴۵٣۵۵٩۶ ٠.٠٠۴٣٧٧۴٣۴ ٠.٠٠٣١۵٢۶٢۴
k̂ ٠ ٠.٢ ٠.٠٢۵ ٠.٠٢۵ ٠.٠٢۵ ٠.٠٢۵ ٠.٠٠١۵٠٨۵٩۶ ٠.٠٠١۵٠٨۵٩۶

MPE ٠.۴۵۵٢٩ ٠.۴۵۵٢٩٠۴ ٠.۴۵۵٣٠٨٢ ٠.۴۵۵٢٩٠۶ ٠.۴۵۵٢٩٠۶ ٠.۴۵۵٢٩٠٧ ٠.۴۵۵٣۴١۵ ٠.۴۶۶٧۶٠٩

به مثال برای ͬ کند. م صفر را متغیرها از بیشتری تعدادی لاسو برآوردگر k مقدار افزایش با نمایید توجه
است. آمده ١٨ . ۵ جدول در لاسو برآوردگر ضرایب k = ٣٠ و k = ١٠ ازای

k مختلف مقادیر ازای به لاسو ضرایب نتایج :١٨ . ۵ جدول
k = ٣٠ k = ١٠ k = ٠٫٢

lcavol ٠.۴٧۴۵۴۴۵۶١ ٠.۵۴٩۵٣٠١٠٨ ٠.۵٨۶٢٧٣٠٢۵
lweight ٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٢۴٣٢٩٠٨٨٨ ٠.۴۵٠٢٣٧٢۴۶
age ‐٠.٠١۶٨١٨٣٢۵ ٠.٠١٨۶٩٧۵٨٠ ‐٠.٠١٩۶١٨۴١۵
lbph ٠.٠٣٢٨٢٠۶٧۵ ٠.٠٨٢٣٠٩٧٩٣ ٠.١٠۶۵۵٩۴۶٠
svi ٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠.۴۶٢٢٧١١٧٣ ٠.٧۶٠٠٧٨١٩٠
lcp ‐٠.٠٢۵۵۵۴۴۶۶ ‐٠.٠٧٨٨٣٣٨۶٨ ‐٠.١٠۴٩۴٠٧٧۶

gleason ٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠٠٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٠۴٣١٣٨۴٣۶
pgg45 ٠.٠٠۴٣٢٨٨٩٨ ٠.٠٠۴۴۵٩٨۴٩ ٠.٠٠۴۵٢۴٠١۴
MPE ٠.۶۶۵٧۴١١ ٠.۴٩٣۴٩ ٠.۴۵۵٣٠٨٢



عددی مطالعات ۶٨

گندم رشد میزان داده های ٢ . ٢ . ۵

میزان به توجه با ١٩-١٩٣٠۶٢ سال های در آیووا متحده ایالت برای گندم رشد میزان (Iowa) آیووا دادهای
برای شده اندازه گیری حرارت درجه متوسط همچنین و برداشت فصل و رشد فصل ماه سه قبل، فصل بارندگͬ
توصیفͬ آماره های ٢٠ . ۵ جدول در و متغیرها این از توصیفͬ ١٩ . ۵ جدول در ͬ دهد. م نشان را ماه  ͷپن این

است. آمده (Yield) ͺپاس متغیر

آیووا داده های متغیرهای توصیف :١٩ . ۵ جدول
متغیرها توصیف توضیحات
Yield شده داده سال گندم میزان ͺپاس متغیر
Year اندازه گیری سال
Rain0 قبل فصل بارش
Temp1 رشد ماه اولین دما متوسط
Rain1 رشد ماه اولین بارش میزان
Temp2 رشد ماه دومین دما متوسط
Rain2 رشد ماه دومین بارش میزان
Temp3 رشد ماه سومین دما متوسط
Rain3 رشد ماه سومین بارش میزان
Temp4 برداشت ماه دما متوسط

آیووا داده های در ͺپاس متغیر توصیفͬ آماره های :٢٠ . ۵ جدول
استاندارد انحراف میانگین ماکزیمم سوم چارک میانه اول چارک مینیمم

١٣.١٨ ۵٠.٠ ٧۶.٠ ۵٩.٠ ۵٢ ۴٣.١ ٢٠.٠

است. آمده ٢١ . ۵ جدول در بریج برآوردگرهای ضرایب بردار



۶٩ لاسو پیش برنده ال·وریتم و شده اصلاح رافسون نیوتن روش مزیت های

آیووا داده های متغیرهای ضرایب :٢١ . ۵ پیشنهادیجدول روش نتایج glmnet نتایج
β̂OLS β̂γ=١ β̂γ=٢ β̂γ=٢٫۵ β̂γ=٣ β̂γ=۴ β̂LASSO β̂Ridge

Year ٠.٨٧۵۵٨١٧ ٠.۴٨٢۴٩٢ ٠.٨٧۵۵٧۴۴٠ ٠.٨٧۵۵٧٣١۶ ٠.٨٧۵۵٧٢١١ ٠.٨٧۵۵٧٠۵ ٠.۵٧٢١۶٩٣ ٠.۶١٨٠۴٩۶
Rain0 ٠.٧٨۴۵٠١٠٣ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.٧٨۴۴۶۵۵٣ ٠.٧٨۴۴۶١٧٢ ٠.٧٨۴۴۵٩٢۵ ٠.٧٨۴۴۵٧٣ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.۴٢٩۵٠٨۶
Temp1 ‐٠.۴۵٩٧٨۶٩٩ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ‐٠.۴۵٩٧۶٠۴۶ ‐٠.۴۵٩٧۶۴۵١ ‐ ٠.۴۵٩٧۶٨٧٠ ‐٠.۴۵٩٧٧۵٨ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ‐٠.٢٩٠٨٣٨٩
Rain1 ٠.٧٧٩۴٠۶٩۵‐ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ‐٠.٧٧٩١٨۵٢١ ‐٠.٧٧٩١۶٢٣٠ ‐٠.٧٧٩١۴٧٨١ ‐ ٠.٧٧٩١٣٧٨ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ‐ ٠.٧٧۴۴۴۴۴
Temp2 ٠.۴٨٢٢٠۵٣١ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.۴٨٢١۶٩٧٩ ٠.۴٨٢١٧۴۴٨ ٠.۴٨٢١٧٩۶٢ ٠.۴٨٢١٨٨٨ ٠.٠٠٠٠٠٠٠ ٠.١١۵۶١٢٨
Rain2 ٢.۵۵۶٩۶٨١۵ ٠.١٩٣٩٣٩١٢ ٢.۵۵۵٩۴۶٧٩ ٢.۵۵۴٩٢٨٢٧ ٢.۵۵٣٠۶١١٧ ٢.۵۴٣٨١٢۵ ٠.١٢٩۴٣۴ ٢.٠٧٧۵٠۴٩
Temp3 ٠.٠۴٨٩٠٨۶٢ ‐٠.٠٩۵٢١۴٨٨ ٠.٠۴٨٩٠۴٣۶ ٠.٠۴٨٩٠٧۴۴ ٠.٠۴٨٩٠٨٣١ ٠.٠۴٨٩٠٨۶ ‐ ٠.٠۴٩٠٧۵١ ‐ ٠.۴٩۶۴١١١
Rain3 ٠.۴٠٧٨٠٣١۵ ٠.٠٠٠٠٠٠ ٠.۴٠٧۶۶٨٧١ ٠.۴٠٧۶٩۵٨۴ ٠.۴٠٧٧٢٠٩٢ ٠.۴٠٧٧۵٨۴ ٠.٠٠٠٠٠٠ ٠.۶۴١٠٧۶١
Temp4 ‐٠.۶۵۶٢٩٣۶٩ ‐٠.٠۴٣١٣٢٧٢ ‐٠.۶۵۶٢٢۶٣٢ ‐٠.۶۵۶٢٢۵۴٧ ‐٠.۶۵۶٢٢٧٣٨ ‐٠.۶۵۶٢٣۵٧ ٠.٠٠٠٠٠٠ ‐ ٠.۵١٠٧۵۶٨

k̂ ٠ ١.۵ ١ ١ ١ ١ ٠.٠٨۶٩٨١٧٢ ٠.٠٨۶٩٨١٧٢
MPE ٠.۴۵۵٢٩ ٠.٣٣٨۶١۶١ ٠.٢۴۴٧٩٠٣ ٠.٣١۵۶۶١۶ ٠.٣١٧٧٨۵٧ ٠.٣٢٠٣۴۶٩ ٠.٢٩١٠٧٩۶ ٠.٢٧٣٠٧۶۶

پیش برنده ال·وریتم و شده اصلاح رافسون نیوتن روش مزیت های ٣ . ۵
لاسو

ساختار در تغییر ام΄ان که شده اند طراحͬ C++ برنامه نویسͬ زبان در lasso2 و glmnet بسته های ‐١
اصلاح رافسون نیوتن پیشنهادی برنامه که درصورتͬ ندارد، وجود R دستورات از استفاده با آن ها
آن ساختار در تغییری گونه هر که ͬ کند م فراهم را ام΄ان این لاسو پیش برنده ال·وریتم و شده

کرد. محاسبه را لاسو و ریج شده محدود برآوردگرهای ͬ توان م مثال برای نمود. ایجاد بتوان
لذا ندارد وجود γ ̸= ١, ٢ به ازای بریج برآوردگرهای محاسبه برای R در بسته ای که آن جایی از ‐٢
که ͬ آورد م وجود به را ام΄ان این لاسو پیش برنده ال·وریتم و شده اصلاح رافسون نیوتن برنامه ی

آورد. به دست γ مقادیر سایر ازای به را بریج برآوردگرهای جواب بتوان
نیوتن برنامه ی از حاصل جواب های به ͬ توان م چطور که است این ͬ آید م پیش که سوالͬ حال ‐٣

کرد. اعتماد R در لاسو پیش برنده ال·وریتم و رافسون
با ͬ باشند، م شده تایید دو هر که lasso2 و glmnet بسته های جواب های که نمایید توجه ابتدا
مقادیر ازای به بریج برآوردگرهای جواب های فوق سوال به ͺپاس برای حال دارند. فرق ی΄دی·ر
جواب ها ͬ کنید م مشاهده که طور همین کرده ایم. مقایسه glmnet بسته خروجͬ با را γ مختلف
برآوردگرهای (MPE) پیش·ویی خطای میانگین طرفͬ از هستند. شبیه ی΄دی·ر به زیادی حد تا
بسته در MPE با لاسو پیش برنده ال·وریتم و شده اصلاح رافسون نیوتن روش های لاسو و ریج

هستند. هم ΁نزدی بسیار glmnet
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خلاصه آ  . ١
از ی΄ͬ است. اخیر دهه آماردانان از بسیاری کاری زمینه رگرسیونͬ، معادلات برآوردگرهای دادن بهبود
طرح ماتریس در همخطͬ وجود ͬ شود، م بهبودیافته برآوردگرهای یافتن برای تلاش به منجر که عواملͬ
سال های در که بهبودیافته برآوردگرهای این از ی΄ͬ گذشت، آن شرح پایان نامه این در که همانطور است.
ریج یعنͬ آن خاص حالات و بریج برآوردگر است، گرفته قرار زیادی توجه مورد آماردانان سوی از اخیر
اریب، برآوردگرهای رده در بریج براوردگر هستیم، مواجه همخطͬ مسئله با ͬ که وقت ͬ باشد. م لاسو و
دارای همچنین و است کمتر دوم توان های کمترین برآوردگر خطای از آن خطای و است برآوردگر بهترین
شده سعͬ مجموعه این در ͬ کنند. م توجیه را برآوردگر این از استفاده که است خوبی و مفید ͬ های ویژگ
که داده هایی از استفاده و همخطͬ مسئله گرفتن نظر در با را چندگانه رگرسیونͬ معادلات ضرایب است،
ال·وریتم و آن خاص حالات و بریج برآوردگر ابتدا کنیم. برآورد ͬ خورد، م چشم به مش΄ل این آن ها در
ماتریس ͬ که وقت خطͬ چندگانه رگرسیونͬ مدل برای را لاسو پیش برنده و شده اصلاح رافسون نیوتن
رفتار همچنین یافتیم. را بریج برآوردگر ضرایب و کردیم ارائه است σ٢I خطا، کوواریانس واریانس‐
محدودیتͬ صورت به تجربی پیشین اطلاعات سپس دادیم. قرار بررسͬ مورد نیز را برآوردگر این مجانبی
برآوردگر، این کارایی دادن نشان منظور به و یافتیم را شده محدود برآوردگر و اعمال پارامترها فضای روی
دوم توان هاي کمترین برآوردگر بر را آن برتری عددی مثال و شبیه سازی ΁کم به و محاسبه را آن خطای
اطلاعات این و ندارند دقیق پیشین اطلاعات معمولا محققان آنجایی که از دادیم. نشان محدودشده،
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محدوشده رگرسیونͬ مدل برای را ͬ تر کل حالتͬ پایان نامه این در شوند، خطا دستخوش ͬ توانند م نیز
بود شده اعمال پارامتر فضای روی محدودیتͬ که حالتͬ در را رگرسیونͬ مدل ضرایب و گرفتیم نظر در

شد. بررسͬ آن ͬ های ویژگ و برآورد مسئله همچنین و آوردیم بدست

تحقیق) زمینه های (ارائه آینده پژوهش های برای پیشنهادات آ  . ٢
موارد روی بر آینده در ͬ توان م شده، مطرح موضوعات و مجموعه این در آمده بدست نتایج به توجه با

کرد. تحقیق زیر
این مقایسه و ماتریس ها ویژه مقادیر حسب بر چهارم فصل در ارائه شده برآوردگر خطای آوردن بدست (١

آن. کارایی بررسͬ منظور به محدودشده، دوم توا های کمترین برآوردگر خطای با خطا
همچنین و مدل خطای ͬ که وقت ͬ توان م تصادفͬ) محدودیت با (مدل چهارم فصل در ارائه شده مدل در (٢
رگرسیونͬ مدل ضرایب دارند، ͬ گون بیض توزیع ͬ تر کل حالت در یا چندمتغیره t توزیع محدودیت، خطای

کرد. بررسͬ را برآوردگر ͬ های ویژگ و کرد برآورد را
با آن نتایج مقایسه و برآوردگرها مقایسه برای خطا دوم توان معیار جای به معیارآکایی از استفاده (٣

مجموعه. این در آمده بدست نتایج



پیوستب

ماتریس ها جبر ب . ١
است. متعامد بردار دو شامل ستون ها از جفت هر که مربعͬ ماتریس متعامد: ماتریس ب . ١ . ١. تعریف

.AT = A−١ آنگاه باشد متعامد ماترسͬ A اگر ب . ١ . ٢. قضیه
.ATA = I اگر وتنها اگر است متعامد A ماتریس ب . ١ . ٣. قضیه

.AA−١ = I اگر وتنها اگر ͬ نامیم م A ماتریس وارون را A−١ ماتریس وارون: ماتریس ب . ١ . ۴. تعریف
.(A−١)−١ = A یعنͬ است. A ماتریس خود برابر ،A ماتریس وارون وارون ب . ١ . ۵. تعریف

ب . ١ . ۶. قضیه
(AT )−١ = (A−١)T

ب . ١ . ٧. قضیه
(AB)−١ = B−١A−١

ب . ١ . ٨. قضیه
|A−١| = ١

|A|

است. متقارن متقارن، ماتریس ΁ی وارون ب . ١ . ٩. قضیه
A اصلͬ قطر درایه های مجموع ،A اثر آنگاه باشد، مربع ماتریس A اگر ماتریس: اثر ب . ١ . ١٠. تعریف

ͬ دهیم. م نشان tr(A) نماد با را A ماتریس اثر است.
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tr(ABC) = و tr(AB) = tr(BA) آنگاه باشند، مربعͬ ماتریس های C و B و A اگر ب . ١ . ١١. قضیه
باشد. شده تعریف آن ها بین ضرب که صورتͬ در tr(BCA) = tr(CAB)

درایه های جز به آن، درایه های همه که است متقارنͬ مربع ماتریس قطری: ماتریس ب . ١ . ١٢. تعریف
است. صفر برابر اصلͬ، قطر روی

این آنگاه باشند، برابر هم با قطری ماتریس اصلͬ قطر درایه های اگر اس΄الر: ماتریس ب . ١ . ١٣. تعریف
گویند. اس΄الر را ماتریس

آن که باشد ΁ی برابر آن اصلͬ قطر روی درایه های که اس΄الر ماتریس واحد: ماتریس ب . ١ . ١۴. تعریف
ͬ دهیم. م نشان I با را

مقادیر تمام اگر گویند مثبت معین را A ماتریس نامنفͬ: معین و مثبت معین ماتریس ب . ١ . ١۵. تعریف
نامنفͬ معین یا مثبت معین نیمه A ͬ شود م گفته باشد، نامنفͬ A ویژه مقادیر اگر و باشد مثبت آن ویژه

است.

باشد داشته وجود P نامنفرد ماتریس اگر تنها و اگر است مثبت معین نیمه A ماتریس ب . ١ . ١۶. قضیه
.A = P TP که به طوری

است عددی مقدار ΁ی ،p× p بعد با A مربعͬ ماتریس دترمینان ماتریس: دترمینان ب . ١ . ١٧. تعریف
ͬ باشد. م A ماتریس درایه p حاصل ضرب جمله هر که است جملاتͬ تعداد مجموع شامل که

آنگاه باشند، مربعͬ ماتریس، دو B و A اگر ب . ١ . ١٨. قضیه

|AB| = |BA| = |A| × |B|

.|kA| = kp|A| آنگاه باشد، دلخواه مقدار ΁ی k و p× p ماتریس A اگر ب . ١ . ١٩. قضیه

ͬ نامیم. م (تکین) منفرد ماتریس را A ماتریس آنگاه |A| = ٠ اگر منفرد: ماتریس ب . ١ . ٢٠. تعریف
ͬ شود. م نامیده (ناتکین) نامنفرد ماتریس باشد، صفر غیر آن دترمینان که ماتریسͬ

باشد زیر صورت به و نامنفرد قطری ماتریس ΁ی A کنید فرض ب . ١ . ٢١. قضیه

A = Diag(a١, a٢, . . . , ap)

است: زیر صورت به آن وارون صورت، این در

A−١ = Diag(
١
a١

,
١
a٢

, . . . ,
١
an

)

نیست. پذیر وارون منفرد، ماتریس ب . ١ . ٢٢. قضیه
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اگر، تنها و اگر هستند خطͬ وابسته x١, x٢, . . . , xp بردارهای گوییم خطͬ: وابسته ب . ١ . ٢٣. تعریف
باشد: داشته وجود آن ها بین زیر صورت به خطͬ رابطه

c١x١ + c٢x٢ + · · ·+ cpxp = ٠

وابسته بردار، مجموعه ΁ی که صورتͬ در نیستند. صفر c١, c٢, . . . , cp عددی ضرایب همه آن در که
هستند. خطͬ مستقل نباشند، خطͬ

بزرگترین بعد ͬ شود. م نوشته rank(A) به صورت که A ماتریس رتبه ماتریس: رتبه ب . ١ . ٢۴. تعریف
ماتریس، ΁ی خطͬ مستقل سطرهای یا ستون ها تعداد همچنین است. A نامنفرد و مربع ماتریس زیر

است. ماتریس آن رتبه نشان دهنده 
است. p برابر آن رتبه آنگاه باشد، نامنفرد و p× p ماتریس A اگر ب . ١ . ٢۵. قضیه

برای جوابی Bh که به طوری باشد ماتریس B اگر ماتریس: ΁ی یافته تعمیم وارون ب . ١ . ٢۶. تعریف
ͬ دهیم. م نشان A− نماد با و است A یافته تعمیم وارون B گوییم باشد، Ax = h سازگار معادلات

نیست. ی΄تا ماتریس، ΁ی یافته تعمیم وارون ب . ١ . ٢٧. قضیه
ب . ١ . ٢٨. قضیه

AA−A = A

k کمیت به نسبت A معکوس ماتریس مشتق آنگاه باشد، مربع ماتریس ΁ی A کنید فرض ب . ١ . ٢٩. قضیه
ͬ آید م بدست زیر رابطه از

dA−١

dk
= −A−١dA

dk
A−١

است. وارون پذیر و مثبت دترمینان دارای مثبت معین ماتریس هر ب . ١ . ٣٠. قضیه
باشد. A٢ = A اگر است خودتوان A ماترس ب . ١ . ٣١. تعریف

باشد داشته وجود P ناویژه ماتریس اگر فقط و اگر است مثبت معین A متقارن ماتریس ب . ١ . ٣٢. قضیه
A = P TP که به طوری

آنگاه باشد r رتبه با خودتوان متقارن ماتریس ΁ی A اگر ب . ١ . ٣٣. قضیه
rank(A) = tr(A) = r

است. ΁ی یا صفر خودتوان، ماتریس ΁ی ویژه مقادیر ب . ١ . ٣۴. قضیه
است. n× p ماتریس ΁ی A کنید فرض ب . ١ . ٣۵. قضیه

است. مثبت معین ATA آنگاه rank(A) = p اگر (١)
است. مثبت معین نیمه ATA آنگاه rank(A) < p اگر (٢)
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آنگاه: باشد، λ١, . . . , λn ویژه مقادیر با مثبت) معین (نیمه مثبت معین An×n اگر ب . ١ . ٣۶. قضیه
ͬ باشند. م (aii ≥ ٠) aii > ٠ اصلͬ قطر عناصر (١)

است. ناویژه A (٢)
است. مثبت معین A−١ (٣)

است. ناویژه ماتریس ΁ی P آن در که است، مثبت) معین (نیمه مثبت معین P TAP (۴)

تجزیه زیر به صورت ویژه اش بردارهای و مقادیر به ͬ توان م را A ماتریس طیفͬ: تجزیه ب . ١ . ٣٧. تعریف
کرد.

A = ΓΛΓT

آن ستون های که است متعامدی ماتریس Γ و A ماتریس ویژه مقادیر با قطری ماتریس ΁ی Λ آن در که
ͬ باشد. م A ویژه مقادیر با متناظر ویژه بردارهای

باشد، Σ کواریانس ماتریس و µ میانگین با تصادفͬ بردار Y ثابت، متقارن ماتریس A اگر ب . ١ . ٣٨. قضیه
آنگاه

E(YTAY) = tr(AΣ) + µTAµ

□ ببینید. را (١٩٧١) سیرل برهان.

ماتریس B و n × p ثابت ماتریس A آن در که W = VY و V = AY کنید فرض ب . ١ . ٣٩. قضیه
آنگاه باشد، Σ کواریانس واریانس‐ ماتریس با بعدی p تصادفͬ بردار Y و p× n

Var(V) = Var(AY) = AΣAT

Cov(v,W) = Cov(AY,BY) = AΣBT

حدی قضیه های ب . ٢
هرگاه: ͬ گوییم م صعودی را نمونه ای فضای پیشامدهای از {En, n ≥ ١} دنباله ب . ٢ . ١. تعریف

E١ ⊆ E٢ ⊆ En ⊆ En+١ . . .

هرگاه: ͬ گوییم م نزولͬ را آن و
E١ ⊇ E٢ ⊇ En ⊇ En+١ . . .

از ی΄ͬ حداقل وقوع پیشامد limn→∞En از منظور {En, n ≥ ١} پیشامدها از صعودی دنباله ای برای
بنابراین است. ١ ≤ i < ∞ ،Ei پیشامدهای

lim
n→∞

En = ∪∞
n=١En
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١ ≤ i < ،Ei هر وقوع پیشامد limn→∞ En از منظور {En, n ≥ ١} پیشامدها از نزولͬ دنباله ای برای
بنابراین است. ∞

lim
n→∞

En = ∩∞
n=١En

:{En, n ≥ ١} یعنͬ پیشامدها، از نزولͬ یا صعودی دنباله هر برای احتمال) تابع (پیوستگͬ ب . ٢ . ٢. قضیه
lim
n→∞

P (En) = P ( lim
n→∞

En)

داشته وجود F توزیع تابع اگر است. توزیع تابع های از دنباله ای {Fn} کنید فرض ب . ٢ . ٣. تعریف
،F پیوستگͬ نقاط از x نقطه هر در که به طوری باشد

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

هم·راست. F به توزیع در Fn گوییم آن گاه
به توزیع در Xn گوییم باشد. {Fn} دنباله ی به مربوط تصادفͬ متغیرهای دنباله ی {Xn} کنید فرض
به توزیع در Fn طوری که به باشد داشته وجود F توزیع تابع با X تصادفͬ متغیر اگر هم·راست، X

{Xn} حدی توزیع تابع را F و ͬ دهیم م نمایش Xn
D→ X نماد با را هم·رایی این باشد. هم·را F

تصادفͬ متغیر ΁ی به توزیع در Xn که است این Xn
D→ c از منظور باشد، ثابت عدد ΁ی c اگر ͬ نامیم. م

است. هم·را c نقطه ی در ثابت
در {Xn} دنباله ی گوییم باشد. تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn} کنید فرض ب . ٢ . ۴. تعریف

،ϵ > ٠ هر برای اگر است X تصادفͬ متغیر به هم·را احتمال
lim
n→∞

P (|Xn −X| > ϵ) = ٠

ͬ دهیم. م نمایش Xn
P→ X نماد با را هم·رایی نوع این

ثابت تصادفͬ متغیر به هم·را احتمال در Xn که است این Xn
D→ c از منظور باشد ثابت عدد ΁ی c اگر

است. c نقطه ی در
باشد. تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn} کنید فرض ب . ٢ . ۵. قضیه

Xn −X
P→ ٠ اگر وتنها اگر Xn

P→ X الف)
.P (X = Y ) = ١ اگر وتنها اگر Xn

P→ Y و Xn
P→ X ب)

باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله هایی {Yn} و {Xn} کنید فرض ب . ٢ . ۶. قضیه
Xnn

P→ X ± Y آن گاه ،Yn
P→ Y و Xn

P→ X اگر الف)
XnYn

P→ XY آن گاه ،Yn
P→ Y و Xn

P→ X اگر ب)
آن گاه ،P (Yn ̸= ٠) = P (Y ̸= ٠) = ١ و Xnn

P→ X ± Y آن گاه ،Yn
P→ Y و Xn

P→ X اگر ج)
Xn

Yn

P→ X
Y

آن گاه ،Yn
P→ Y و n

P→ XX
آن گاه Xn

P→ X اگر باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn} کنید فرض ب . ٢ . ٧. قضیه
Xn

D→ X
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اگر تنها و اگر Xn
P→ c باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای {Xn} کنید فرض ب . ٢ . ٨. قضیه

Xn
D→ c

حدی توزیع تابع تعیین برای که مواردی در ͬ تواند م است معروف اسلاتس΄ͬ قضیه به که زیر قضیه ی
ب·یرد. قرار استفاده مورد نداریم، دسترسͬ توزیع تابع به

اسلاتس΄ͬ) (قضیه ب . ٢ . ٩. قضیه
آن گاه ،Yn

P→ c و Xn
D→ X اگر باشند. تصادفͬ متغیرهای از دنباله هایی {Yn} و {Xn} کنید فرض

Xn ± Yn
D→ X ± c الف)

XnYn
D→ Xc ب)

.P (Yn ̸= ٠) = ١ و XnY
−١
n

D→ Xc ج)
بزرگ) اعداد ضعیف (قانون ب . ٢ . ١٠. قضیه

σ٢(< ∞) واریانس و µ میانگین ی΄سان، توزیع با هم از مستقل تصادفͬ ,X١متغیرهای X٢, . . . کنید فرض
آن گاه ،Sn =

∑n
i=١ Xi اگر هستند.

Sn

n

P→ µ

هم·رایی ب . ٣
n−r دنباله به نسبت an دنباله گوییم باشد. اعداد از دنباله ای {an}∞n=١ کنید فرض ب . ٣ . ١. تعریف
an = o(n−r) ͬ نویسیم م اختصار به و باشد هم·را به صفر nran هرگاه است، کوچ΄تری مرتبه دارای

.limn→∞ nran = ٠ عبارتͬ به
اختصار به و باشد کراندار nran هرگاه است، n−r دنباله با مرتبه هم an دنباله گوییم ب . ٣ . ٢. تعریف
وجود nδ ΁ی و Mδ > ٠ ثابت مقدار ΁ی δ > ٠ هر برای دی·ر، عبارت به .an = O(n−r) ͬ نویسیم م

.|nran| < Mδ باشیم داشته n > nδ هر برای که طوری به دارد
نوشت ͬ توان م آنگاه باشد. تصادفͬ متغیرهای از دنباله ΁ی {an}∞n=١ کنید فرض ب . ٣ . ٣. تعریف

باشد. هم·را صفر به احتمال در nran هرگاه ،an = op(n
−r)

نوشت ͬ توان م آنگاه باشد. تصادفͬ متغیرهای از دنباله ΁ی {an}∞n=١ کنید فرض ب . ٣ . ۴. تعریف
Mδ > ٠ ثابت مقدار ΁ی δ > ٠ هر برای یعنͬ، باشند کراندار احتمال در nran هرگاه ،an = Op(n

−r)

.P (|nran| > Mδ) < δ باشیم داشته n > nδ هر برای که طوری به باشد داشته وجود nδ ΁ی و
هم·را متناهͬ واریانس و میانگین با X تصادفͬ متغیر به توزیع در nran تصادفͬ دنباله اگر ب . ٣ . ۵. لم

.an = Op(n
r) نوشت ͬ توان م آنگاه باشد،

نوشت ͬ توان م مارکف نامساوی طبق برهان.
P (|nran| > Mδ) < P (|X| > Mδ) <

E(X٢)

M٢
δ

=
σ٢
x + µ٢

x

M٢
δ
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□ شود. اختیار σ٢
x+µ٢

x

M٢
δ

برابر δ ب . ٣ . ۴، تعریف در است کافͬ بنابراین

ریاضͬ آنالیز اصول برخͬ ب . ۴
از منظور .a < x < b که حقیقͬ xهای تمام مجموعه یعنͬ (a, b) قطعه از منظور ب . ۴ . ١. تعریف

.a ≤ x ≤ b که حقیقͬ xهای تمام مجموعه یعنͬ [a, b] بازه

٠ < λ < ١ و y ∈ E و x ∈ E وقت هر هرگاه، خوانیم محدب را E ⊂ Rk مجموعه ب . ۴ . ٢. تعریف
.λx+ (١ − λ)y ∈ E باشیم داشته

ب·یریم، نظر در تابع این روی بر دلخواه نقطه دو اگر که است پیوسته تابعͬ محدب، تابح ب . ۴ . ٣. تعریف
ͬ گیرد. م جای نمودار این بالای همواره نقطه دو این پیونددهندۀ پاره خط

محدب تابع نمودار ب . ١: ش΄ل

مجموعه های زیر از گردایه ای متریXیعنͬ فضای Eدر مجموعه باز پوشش ΁ی از منظور ب . ۴ . ۴. تعریف
.E ⊂

∪
α Gα که {Gα} مانند X باز

زیر حاوی K باز پوشش هر هرگاه نامند فشرده را X متری فضای از K مجموعه زیر ب . ۴ . ۵. تعریف
باشد. متناهͬ پوششͬ
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دی·ر خاصیت دو از آن گاه باشد، داشته را زیر خاصیت سه از ی΄ͬ RK در E مجموعه هرگاه ب . ۴ . ۶. قضیه
است: بهره مند نیز

است. کراندار و بسته E (١
است. فشرده E (٢

دارد. E در حدی نقطه ΁ی E نامتناهͬ مجموعه زیر هر (٣
تعریف E برمجموعه که باشد توابع از دنباله ای n = ١, ٢, . . . {fn} کنیم فرض ب . ۴ . ٧. تعریف
ͬ توانیم م صورت، این در ͬ گیریم. م هم·را x ∈ E هر ازای به را اعداد از {fn(x)} دنباله و شده اند.

با را f تابع
f(x) = lim

n→∞
fn(x) (x ∈ E) (ب . ١)

fn(x)
P.W→ نماد با و باشد. برقرار (ب . ١) اگر هم·راست، نقطه به نقطه E بر {fn(x)} ͬ کنیم. م تعریف

ͬ دهیم. م نشان f(x)
f تابع به ی΄نواخت به طور E بر n = ١, ٢, . . . و {fn} مانند توابع از دنباله ای گوییم ب . ۴ . ٨. تعریف

نامساوی n ≥ N که طوری به باشد N مانند صحیحͬ عدد ϵ > ٠ هر به  ازای هرگاه هم·راست
|fn(x)− f(x)| ≤ ϵ

ͬ دهیم. م نشان fn(x) U→ f(x) نماد با و کند. ایجاب x ∈ E هر ازای به را
فقط و اگر هم·راست Eبر ی΄نواخت طور به E بر شده تعریف {fn} مانند توابع از دنباله ای ب . ۴ . ٩. قضیه

نامساوی x ∈ E و n ≥ N و m ≥ N که به طوری باشد N مانند صحیحͬ عدد ϵ > ٠ هر ازای به اگر
|fn(x)− fm(x)| ≤ ϵ

کند. ایجاب را
هم·راست. نقطه به نقطه هم·را، ی΄نواخت طور به دنباله هر ب . ۴ . ١٠. قضیه

عددی آنالیز اصول برخͬ ب . ۵
سری توانͬ: سری ب . ۵ . ١. تعریف

a٠ + a١x+ a٢x+ · · · =
∞∑
n=٠

anx
n

هستند. ثابت مقادیری a٠, a١, a٢, . . . آن در که است، x از توانͬ سری ΁ی
مقداری R که واگراست |x| > R برای و هم·را |x| < R برای توانͬ سری کلͬ، حالت در ب . ۵ . ٢. توجه

باشد. واگرا یا هم·را ͬ تواند م سری |x| = R برای است. هم·رایی شعاع به نام ثابت
است زیر توانͬ سری صورت به x٠ همسای·ͬ در f(x) تابع تیلور بسط تیلور: بسط ب . ۵ . ٣. تعریف
f(x) = f(x٠) + f ′(x٠)(x− x٠) +

f ′′(x٠)(x− x٠)
٢

٢ + · · · =
∞∑
n=٠

fn(x٠)(x− x٠)
n

n
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دلتا روش ب . ۵ . ١

نمود. محاسبه دلتا روش طبق ͬ توان م را β̂ برآوردگر واریانس

ب·یرید. نظر در را β٠ همسای·ͬ در f(β̂) تابع تیلور بسط ب . ۵ . ۴. لم

Var(f(β̂)) = f ′(β٠)Var(β̂)f
′(β٠)

برهان.

Var(f(β̂)) = Var
(
f(β٠) + f ′(β٠)(β̂ − β٠)

)
= Var

(
f(β٠) + f ′(β٠)β̂ − f ′(β٠)β٠

)
= Var

(
f ′(β٠)β̂

)
= f ′(β٠)Var(β̂)f

′(β٠)

□ است. کامل برهان

رافسون نیوتن روش ب . ۵ . ٢

روش این مبنای است. معادله ΁ی دقیق جواب کردن پیدا برای قدرتمندی و سریع روش نیوتن روش
است. بعدی یافته بهبود حدس یافتن برای منحنͬ از تقریبی عنوان به منحنͬ بر مماس خط از استفاده
مقدار به تکراری روش این ͬ شود. م استفاده نقطه آن در منحنͬ مشتق از منحنͬ شیب محاسبه برای
که است توانمند بسیار روش اما نرسد جواب به همیشه است مم΄ن و است وابسته بسیار اولیه حدس
را جواب به رسیدن که روش هایی با آن ترکیب با و دارد جواب سمت به خوبی خیلͬ هم·رایی سرعت

یافت. دست معادله حل مناسب روش به توان مͬ ͬ کنند م تضمین
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رافسون نیوتن روش ب . ٢: ش΄ل

بدست یعنͬ حدس این بهبود برای حالا و xn داریم جواب برای اولیه حدس ΁ی حل از مرحله هر در
استفاده xn نقطه در منحنͬ بر مماس خط از توان مͬ معادله اصلͬ جواب به شدن ΁نزدی و xn+١ آوردن
در منحنͬ بر مماس خط معادله نمود. محاسبه توان مͬ مشتق از استفاده با را منحنͬ شیب نمود.

است: زیر ش΄ل به xn نقطه
y = f ′(xn)(x− xn) + f(xn)

خواهد y = ٠ نقطه این در است. xn+١ یعنͬ بعدی حدس کند، ͽقط را افقͬ محور خط این که جایی
بنابراین: بود

٠ = f ′(xn)(x− xn) + f(xn)

بود خواهد زیر ش΄ل به xn+١ یافتن برای معادله این حل

xn+١ = xn −
f(xn)

f ′(xn)



پیوستپ

واریانس تورم عامل پ . ١
این ͬ باشد. م واریانس تورم عامل دارد، زیادی کاربرد که همخطͬ وجود تشخیص شیوه های از ی΄ͬ
همبستگͬ شده برآورد متغیرهای که حالتͬ به نسبت حد چه تا ضرایب واریانس که ͬ دهد م نشان عامل

ͬ آید م بدست زیر رابطه از واریانس تورم عامل است. شده متورم ندارند، خطͬ
V IFi =

١
١ −R٢

i

, i = ١, ٢, . . . , p− ١

رگرس مستقل متغیرهای سایر روی Xi مستقل متغیر آن در که است مدلͬ تعیین ضریب ،R٢
i آن در که
است. شده

مستقل متغیرهای سایر با رابطه ای خطͬ صورت به Xi دی·ر عبارت به یا R٢
i = ٠ که حالتͬ در

از بزرگتر V IFi ،R٢
i ̸= ٠ که هنگامͬ بود. خواهد ΁ی برابر V IFi باشد، نداشته رگرسیونͬ مدل در

چقدر پیش بین متغیرهای بین همبستگͬ وجود دلیل به Xi واریانس ͬ دهد، م نشان که بود خواهد ΁ی
است. کرده پیدا افزایش آن مقدار و است شده متورم

باشد، داشته مدل پیش بین متغیرهای سایر با کامل خطͬ وابستگͬ پیش بین، متغیر ΁ی که هنگامͬ
خواهد میل بینهایت سمت به واریانس تورم عامل نتیجه در و بود خواهد ΁ی برابر آن با تعیین ضریب

بود. خواهد بینهایت نیز Xi واریانس که گرفت نتیجه ͬ توان م آن از و کرد
شدت اندزه گیری برای شاخصͬ عنوان به اغلب پیش بین، متغیرهای برای واریانس تورم مقدار
از بزرگتر مدل در واریانس تورم عامل مقدار بیشترین اگر ͬ شود. م استفاده مدل در بودن همخطͬ
نامطلوبی اثر مدل، در موجود همخطͬ که ͬ شود م گرفته نظر در مسئله این نشانه به معمولا باشد، ١٠

دارد. دوم توان های کمترین روش برآوردگرهای بر





پیوستت

شرطͬ عدد ت . ١
΁کوچ تغییرات به نسبت تابع آن مقدار که وضعیتͬ بدترین تابع، ΁ی شرطͬ عدد عددی، آنالیز در
معادله ای و شده شرطͬ خوب را پایین شرطͬ عدد با مسئله ای ͬ کند. م اندازه گیری را کند تغییر ͬ تواند م
معادله با ارتباط در شرطͬ عدد مثال، عنوان به ͬ گویند. م شده شرطͬ ناقص را بالا شرطͬ عدد با
کنید دقت ͬ دهد. م ارائه تقریبی راه حل های از X شدن برآورد نادرست برای را حدودی ،AX = B

خطای حتͬ باشد، زیاد شرطͬ عدد اگر یعنͬ است، حساس نیز B در تغییرات به نسبت شرطͬ عدد که
΁کوچ شرطͬ عدد اگر دی·ر، سوی از شود. X برآورد در بزرگ خطای باعث است مم΄ن B در کوچ΄ͬ

بود. نخواهد B در خطا از بزرگتر خیلͬ X در خطا باشد،
است. شده تعریف B در نسبی خطای به C در نسبی خطای نسبت صورت به شرطͬ عدد

A−١B معادله در خطا A−١ϵ بنابراین باشد، مربعͬ ماتریس A و B در نسبی خطای ϵ که کنید فرض
است زیر صورت به B در نسبی خطای به معادله در نسبی خطای نسبت است.

||A−١ϵ||/||A−١B||
||ϵ||/||B||

(ت . ١)

ͬ شود م تبدیل زیر صورت به سادگͬ به که

(
||A−١ϵ||/||ϵ||

)
.
(
||B||/||A−١B||

) (ت . ٢)

است زیر صورت به عمل·ر نرم دو حاصل ضرب ( صفر غیر ϵ و B برای ) مقدار بزرگترین

k(A) = ||A||.||A−١||
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خطͬ جبری عبارت ΁ی در عدد این غالبا ͬ رود. م ب΄ار سازگار نرم های برای که هست مشابهͬ تعریف
نرم انتخاب با وابسته تعریف این البته ͬ شود. م نامیده A ماتریس شرطͬ عدد که ͬ آیند م به وجود عددی

است.
بنابراین باشد، σ٢ نرم ||.|| اگر .١

k(A) =
σMax(A)

σMin(A)
(ت . ٣)

هستند. A منفرد مقادیر کوچ΄ترین و بزرگترین ترتیب، به σMin و σMax که
آنگاه باشد، نرمال A اگر .٢

k(A) =

∣∣∣∣λMax(A)

λMin(A)

∣∣∣∣ (ت . ۴)

هستند. A ماتریس ویژه مقایر کوچ΄ترین و بزرگترین ترتیب، به λMin(A) و λMax(A) آن در که
آن گاه باشد، واحد ماتریسͬ A اگر .٣

k(A) = ١ (ت . ۵)

بنابراین ،(∀ i aii ̸= ٠) باشد مثلثͬ پایین و منفرد ماتریس A و باشد بینهایت نرم ||.|| اگر .۴

k(A) =
Mini(|aii|)
Mini(|aii|)

(ت . ۶)



پیوستث

ͬ دهیم م نشان پیوست این در
∂RSS

∂βj

= ٢xT
j xjβj +

∑
i̸=j

٢xT
j xiβi − ٢xT

j Y

ͬ دانیم م ͬ باشد. م

RSS = (Y −Xβ)T (Y −Xβ)

= YTY − ٢YTXβ + βTXTXβ (ث . ١)

ͬ کنیم م بازنویسͬ زیر به صورت را (ث . ١) رابطه ی

RSS =
[
Y١ . . . Yn

]
Y١...
Yn

− ٢
[
Y١ . . . Yn

]

x١١ · · · x١p

x٢١ · · · x٢p... . . . ...
xn١ · · · xnp




β١

β٢...
βp



+
[
β١ . . . βp

]

x١١ · · · xn١

x١٢ · · · xn٢... . . . ...
x١p · · · xnp




x١١ · · · x١p

x٢١ · · · x٢p... . . . ...
xn١ · · · xnp




β١

β٢...
βp


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با است برابر YTXβ مقدار که

YTXβ =
[
Y١x١١ + · · ·+ Ynxn١ Y١x١j + · · ·+ Ynxnj Y١x١p + · · ·+ Ynxnp

]

β١

β٢...
βp


= (Y١x١١ + · · ·+ Ynxn١)β١ + · · ·+ (Y١x١j + · · ·+ Ynxnj)βj

+ · · ·+ (Y١x١p + · · ·+ Ynxnp)βp

بنابراین
∂YTXβ

∂βj

= Y١x١j + · · ·+ Ynxnj = xT
j Y (ث . ٢)

مشابه طور به

βTXT =
[
β١ . . . βp

]

x١١ · · · xn١

x١٢ · · · xn٢... . . . ...
x١p · · · xnp


=
[
β١x١١ + · · ·+ βpx١p . . . β١xn١ + · · ·+ βpxnp

]
(ث . ٣)

و

Xβ =


x١١ · · · x١p

x٢١ · · · x٢p... . . . ...
xn١ · · · xnp




β١

β٢...
βp


=
[
x١١β١ + · · ·+ x١pβp . . . xn١β١ + · · ·+ xnpβp

]
(ث . ۴)

داریم (ث . ۴) و (ث . ٣) روابط از
βTXTXβ = (β١x١١ + · · ·+ βpx١p)

٢

+ · · ·+ (β١xn١ + · · ·+ βpxnp)
٢

بنابراین
∂βTXTXβ

∂βj

= ٢x١j(x١١β١ + · · ·+ x١pβp) + · · ·+ ٢xnj(β١xn١ + · · ·+ βpxnp)

= ٢xT
j xjβj +

∑
i̸=j

٢xT
j xiβi (ث . ۵)

نتیجه در
∂RSS

∂βj

= ٢xT
j xjβj +

∑
i̸=j

٢xT
j xiβi − ٢xT

j Y



پیوستج

R افزار نرم با کامپیوتری برنامه های ج . ١
است. آمده R-٣.٣.٢ نرم افزار با جداول و ش΄ل ها رسم برای نیاز مورد دستورهای تمام پیوست این در
که است ماتریسͬ دستورالعمل های برخͬ انجام برای نیاز مورد بسته های فراخوانͬ به مربوط زیر دستور

ͬ شود. م تکرار ی΄سان طور به برنامه ها تمام برای

>install.packages("lasso2")
>install.packages("glmnet")
>install.packages("MASS")
>library(lasso2)
>library(glmnet)
>library(MASS)
>require(stats)

پروستات سرطان داده های برنامه ج . ٢
glmnet بسته در ریج و لاسو ضرایب محاسبه برای لازم دستورات

> library(glmnet)
#-------------------------------------- data



٩٠

> data(Prostate)
> Prostate
> x<-(apply(Prostate[,-9],2,as.numeric))
> y<-(Prostate[,9])
#-------------------------------------- lasso
> lassofit<-glmnet(x,y,alpha=1)
> par(mfrow = c(1, 2))
> plot(lassofit, xvar="lambda")
> plot(lassofit, xvar="norm")
> par(mfrow = c(1, 1))
> coef(lassofit)
#------------------------------------- Cross Validation
> cvlassofit<-cv.glmnet(x,y,alpha=1)
> print(cvlassofit)
> plot(cvlassofit)
# to get the coefficients for the "optimal" lambda
> coef(cvlassofit, s = "lambda.min")
# to get the coefficients for the one SE lambda
> coef(cvlassofit, s = "lambda.1se")

#-------------------------------------- ridge

> ridgefit<-glmnet(x,y,alpha=0)
> par(mfrow = c(1, 2))
> plot(ridgefit, xvar="lambda")
> plot(ridgefit, xvar="norm")
> par(mfrow = c(1, 1))
> coef(ridgefit)
> cvlassofit<-cv.glmnet(x,y,alpha=0)
> print(cvlassofit)
> plot(cvlassofit)
# to get the coefficients for the "optimal" lambda
> coef(cvlassofit, s = "lambda.min")
# to get the coefficients for the one SE lambda



٩١ ١.١.١ سناریو به مربوط برنامه 

> coef(cvlassofit, s = "lambda.1se")

lasso2 بسته با لاسو ضرایب محاسبه برای لازم دستورا

> l1c.P <- l1ce(lpsa ~ ., Prostate, bound=(1:30)/30)
>l1c.P
>coef(l1c.P)
>summary(l1c.P)
>resid(l1c.P)
>fitted(l1c.P)
>gcv(l1c.P)
>gcv=as.matrix(gcv(l1c.P),ncol=4)
>gcv
>plot(gcv[,1],gcv[,4],type="l")
>abline(v=.44,col="red")
>beta_l1ce=l1ce(lpsa~.,Prostate,bound=0.44)
>beta_l1ce=l1ce(lpsa~.,Prostate,bound=0.44)$coef
>beta_l1ce=beta_l1ce[-1]

١.١.١ سناریو به مربوط برنامه  ج . ٣
ͬ کنیم. م استفاده زیر دستور از داده ها تولید برای

>p=4
>n=5
>gamma=0.7
>generator=function(p,n,gamma){
+ z=matrix(c(rnorm(p*n,mean=0,sd=1)),ncol=p)
+ x=matrix(c(rep(0,n*p)),ncol=p)
+ y<-matrix(c(rep(0,p)),ncol=1)
+ for(i in 1:n){
+ for(j in 1:p){
+ x[i,j]=(1-gamma^2)^(1/2)*z[i,j]+gamma*z[i,p]
+ }
+ }
+ ww=t(x)%*%x



٩٢

+ beta=eigen(ww)$vectors[,1]
+ sigma=0.5
+ error<-matrix(c(rnorm(n,mean=0,sd=sigma)),ncol=1)
+ y=x%*%beta+error
+ return(list(x=x,y=y,beta=beta))
+ }

>data=generator(p,n,gamma)
>x=data$x
>y=data$y
>beta=data$beta

ͬ کند. م محاسبه همخطͬ بررسͬ برای را شرطͬ عدد زیر دستور
> CN=max((eigen(t(x)%*%x))$values)/min((eigen(t(x)%*%x))$values)
> CN

داریم. OLS ضرایب کردن پیدا برای
> betahatols=coef(lm(y~x))
> b0=betahatols=as.vector(betahatols)
> beta_ols=betahatols[-1]

ͬ کند. م تقسیم (train) آموزش و (test) آزمون قسمت دو به را داده ها زیر دستور
>splitdf <- function(data1) {

#set.seed(0)
+ index <- 1:nrow(data1)
+ trainindex <- sample(index,trunc(length(index)*(2/3)))
+ trainset <- data1[trainindex,]
+ testset <- data1[-trainindex,]
+ return(list(trainset=trainset,testset=testset,trainindex=trainindex))
+ }
> data1=matrix(1:100,ncol=10)
> data1
> splitdf(data1)

و برازش را مدل آموزش داده های از استفاده با باید انقباضͬ پارامتر بهینه انتخاب برای نمایید توجه
نمود. محاسبه را GCV آزمون داده های با



٩٣ ریج ضرایب محاسبه

ریج ضرایب محاسبه ج . ۴
x = و y = train$y کنید دقت ͬ آورد. م بدست رافسون نیوتن روش با را ریج ضرایب زیر برنامه ی

است. xtest = testset$x و ytest = testset$y همچنینن ͬ باشد م train$x

#---------------------------------- ridge

> lambda=c(0.1,0.5,1,10,50,100,500,1000)
> gcv_ridg_final=rep(0,length(lambda))
> l=1
> while(l<length(lambda)+1){
+ ftn <- function(x,y,b0) { #ftn mohaseb mikonad f(x)
+ i=1
+ j=1
+ fx=rep(0,p)
+ while(j<p+1){
+ while(i<p+1){
+ fx[j]=fx[j]+2*t(x[,j])%*%x[,i]%*%b0[i]
+ i=i+1
+ }
+ fx[j]=fx[j]-2*t(x[,j])%*%y+2*lambda[l]*b0[j]
+ j=j+1
+ i=1
+ }
+ return(fx)
+ }

+ fdn <- function(x,y,b0) { #fdn mohaseb mikonad f'(x)
+ i=1
+ j=1
+ fdx=rep(0,p)
+ i=1;j=1
+ while(j<p+1){
+ fdx[j]=2*t(x[,j])%*%x[,j]+2*lambda[l]



٩۴

+ j=j+1
+ }
+ return(fdx)
+ }

+ beta_ridg=rep(0,p)
+ j=1
+ while(j<p+1){
+ newtonraphson <- function(ftn,fdx,b0, tol = 1e-3, max.iter = 100) {
+ # Newton_Raphson algorithm for solving ftn(x)[1] == 0
+ # we assume that ftn is a function of a single variable that returns
+ # the function value and the first derivative as a vector of length 2
+ # b0 is the initial guess at the root and the algorithm terminates when the

+ function value is within distance
+ # tol of 0, or the number of iterations exceeds max.iter
+ c <- b0[j]
+ fx <- ftn(x,y,b0)
+ fdx=fdn(x,y,b0)
+ iter <- 0
+ # continue iterating until stopping conditions are met
+ while ((abs(fx[j]) > tol) && (iter < max.iter)) {
+ c <- c - fx[j]/fdx[j]
+ b0[j]=c
+ fx <- ftn(x,y,b0)
+ iter <- iter + 1
+ cat("At iteration", iter, "value of x is:", x, "\n")
+ }
+ # output depends on success of algorithm
+ if (abs(fx[j]) > tol) {
+ cat("Algorithm failed to converge\n")
+ return(NULL)
+ } else {



٩۵ ریج ضرایب محاسبه

+ cat("Algorithm converged\n")
+ return(c)
+ }
+ }
+ d=newtonraphson(ftn,fdn, b0, 1e-06,max.iter = 100)
+ beta_ridg[j]=d
+ j=j+1
+ }
+ gamma=2
+ v=gamma*(abs(beta_ridg)^(gamma-2))/2
+ w=diag(v)
+ sw=solve(w)
+ p_lambda=sum(x%*%(solve(t(x)%*%x+lambda[l]*sw))%*%t(x))
+ yhat=xtest%*%beta_ridg
+ RSS=sum((ytest-yhat)^2)
+ #RSS
+ gcv_ridg=RSS/(n*((1-(p_lambda/n))^2))
+ gcv_ridg_final[l]=gcv_ridg
+ l=l+1
+ }
> gcv_ridg_final
> which(gcv_ridg_final==min(gcv_ridg_final))
> optimal_lambda_ridg=lambda[which(gcv_ridg_final==min(gcv_ridg_final))]
> optimal_gcv_ridg=min(gcv_ridg_final)
> optimal_gcv_ridg

#-------------------------------- optimal ridge

> lambda=optimal_lambda_ridg

> ftn <- function(x,y,b0) { #ftn mohaseb mikonad f(x)
+ i=1
+ j=1
+ fx=rep(0,p)
+ while(j<p+1){
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+ while(i<p+1){
+ fx[j]=fx[j]+2*t(x[,j])%*%x[,i]%*%b0[i]
+ i=i+1
+ }
+ fx[j]=fx[j]-2*t(x[,j])%*%y+2*lambda*b0[j]
+ j=j+1
+ i=1
+ }
+ return(fx)
+ }

#ftn(x,y,b0)

> fdn <- function(x,y,b0) { #fdn mohaseb mikonad f'(x)
+ i=1
+ j=1
+ fdx=rep(0,p)
+ i=1;j=1
+ while(j<p+1){
+ fdx[j]=2*t(x[,j])%*%x[,j]+2*lambda
+ j=j+1
+ }
+ return(fdx)
+ }

> beta_ridg=rep(0,p)
> j=1
> while(j<p+1){
+ newtonraphson <- function(ftn,fdx,b0, tol = 1e-3, max.iter = 100) {
+ # Newton_Raphson algorithm for solving ftn(x)[1] == 0
+ # we assume that ftn is a function of a single variable that returns
+ # the function value and the first derivative as a vector of length 2
+ # b0 is the initial guess at the root and the algorithm terminates when the
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+ function value is within distance
+ # tol of 0, or the number of iterations exceeds max.iter
+ c <- b0[j]
+ fx <- ftn(x,y,b0)
+ fdx=fdn(x,y,b0)
+ iter <- 0
+ # continue iterating until stopping conditions are met
+ while ((abs(fx[j]) > tol) && (iter < max.iter)) {
+ c <- c - fx[j]/fdx[j]
+ b0[j]=c
+ fx <- ftn(x,y,b0)
+ iter <- iter + 1
+ cat("At iteration", iter, "value of x is:", x, "\n")
+ }
+ # output depends on success of algorithm
+ if (abs(fx[j]) > tol) {
+ cat("Algorithm failed to converge\n")
+ return(NULL)
+ } else {
+ cat("Algorithm converged\n")
+ return(c)
+ }
+ }
+ d=newtonraphson(ftn,fdn, b0, 1e-06,max.iter = 100)
+ beta_ridg[j]=d
+ j=j+1
+ }
> beta_ridg

بازنویسͬ زیر صورت به را fdn و ftn دستور ج . ۴ در است کافͬ γ = ٢٫۵ با بریج ضرایب محاسبه برای
ͬ کنیم. م

> ftn <- function(x,y,b0) { #ftn mohaseb mikonad f(x)
+ i=1
+ j=1
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+ fx=rep(0,p)
+ while(j<p+1){
+ while(i<p+1){
+ fx[j]=fx[j]+2*t(x[,j])%*%x[,i]%*%b0[i]
+ i=i+1
+ }
+ fx[j]=fx[j]-2*t(x[,j])%*%y+(2.5)*lambda*(abs(b0[j]))^(1.5)*sign(b0[j])
+ j=j+1
+ i=1
+ }
+ return(fx)
+ }
# ftn(x,y,b0)

> fdn <- function(x,y,b0) { #fdn mohaseb mikonad f'(x)
+ i=1
+ j=1
+ fdx=rep(0,p)
+ i=1;j=1
+ while(j<p+1){
+ fdx[j]=2*t(x[,j])%*%x[,j]+2.5*lambda*((sqrt(abs(b0[j]))
+ 0.5*sqrt(b0[j]*sign(b0[j]))))
+ j=j+1
+ }
+ return(fdx)
+ }

#fdn(x,y,b0)
+ gamma=2.5

ͬ باشد. م زیر صورت به fdn و ftn ،γ = ٣ با بریج ضرایب محاسبه برای

> sig=sign(b0)
> ftn <- function(x,y,b0) { #ftn mohaseb mikonad f(x)
+ i=1
+ j=1
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+ fx=rep(0,p)
+ while(j<p+1){
+ while(i<p+1){
+ fx[j]=fx[j]+2*t(x[,j])%*%x[,i]%*%b0[i]
+ i=i+1
+ }
+ fx[j]=fx[j]-2*t(x[,j])%*%y+3*lambda*((b0[j])^2)*sig[j]
+ j=j+1
+ i=1
+ }
+ return(fx)
+ }
#ftn(x,y,b0)

> fdn <- function(x,y,b0) { #fdn mohaseb mikonad f'(x)
+ i=1
+ j=1
+ fdx=rep(0,p)
+ i=1;j=1
+ while(j<p+1){
+ fdx[j]=2*t(x[,j])%*%x[,j]+6*lambda*b0[j]*sig[j]
+ j=j+1
+ }
+ return(fdx)
+ }

است. زیر صورت به fdnو ftn ،γ = ۴ بریج ضرایب محاسبه برای

> sig=sign(b0)
> ftn <- function(x,y,b0) { #ftn mohaseb mikonad f(x)
+ i=1
+ j=1
+ fx=rep(0,p)
+ while(j<p+1){
+ while(i<p+1){



١٠٠

+ fx[j]=fx[j]+2*t(x[,j])%*%x[,i]%*%b0[i]
+ i=i+1
+ }
+ fx[j]=fx[j]-2*t(x[,j])%*%y+4*lambda*((b0[j])^3)
+ j=j+1
+ i=1
+ }
+ return(fx)
+ }

#ftn(x,y,b0)

> fdn <- function(x,y,b0) { #fdn mohaseb mikonad f'(x)
+ i=1
+ j=1
+ fdx=rep(0,p)
+ i=1;j=1
+ while(j<p+1){
+ fdx[j]=2*t(x[,j])%*%x[,j]+12*lambda*(b0[j])^2
+ j=j+1
+ }
+ return(fdx)
+ }

ͬ کنیم. م استفاده زیر دستور از لاسو ضرایب آوردن بدست برای
> m=1
> while(m<1000){
#---------------------------------- mohasebeh s_0

> i=1
> j=1
> s=rep(0,p)
> while(j<p+1){
+ while(i<p+1){
+ s[j]=s[j]+2*t(x[,j])%*%x[,i]%*%b0[i]
+ i=i+1
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+ }
+ s[j]=s[j]-2*t(x[,j])%*%y-2*t(x[,j])%*%x[,j]%*%b0[j]
+ j=j+1
+ i=1
+ }
> s
#-----------------------------------
> lambda=c(0.1,0.5,1,10,20,50)
> gcv_lasso_final=rep(0,length(lambda))
> beta_lasso=rep(0,p)
> i=1
> while(i<length(lambda)+1){
+ j=1
+ while(j<p+1){
+ if(s[j]>lambda[i]){
+ beta_lasso[j]=(lambda[i]-s[j])/(2*t(x[,j])%*%x[,j])
+ }else{
+ if(s[j]< -1*lambda[i]){
+ beta_lasso[j]=(-lambda[i]-s[j])/(2*t(x[,j])%*%x[,j])
+ }else{
+ beta_lasso[j]=0
+ }
+ }
+ j=j+1
+ }

+ gamma=1
+ v=gamma*(abs(beta_lasso)^(gamma-2))/2
+ w=diag(v)
+ sw=ginv(w)
#---------------------------n0

+ n0=0
+ l=1
+ while (l<p+1) {
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+ if(beta_lasso[l]==0){
+ n0=n0+1
+ }else{
+ n0=n0}
+ l=l+1
+ }
+ p_lambda=sum(x%*%(solve(t(x)%*%x+lambda[i]*sw))%*%t(x))-n0
+ yhat=xtest%*%beta_lasso
+ RSS=sum((ytest-yhat)^2)
+ #RSS
+ gcv_lasso=RSS/(n*((1-(p_lambda/n))^2))
+ gcv_lasso_final[i]=gcv_lasso
+ i=i+1
+ }
> gcv_lasso_final
> which(gcv_lasso_final==min(gcv_lasso_final))
> optimal_lambda_lasso=lambda[which(gcv_lasso_final==min(gcv_lasso_final))]
> optimal_gcv_lasso=min(gcv_lasso_final)
#----------------------------------optimal lasso
> lambda= optimal_lambda_lasso
> beta_lasso=rep(0,p)
> j=1
> while(j<p+1){
> if(s[j]>lambda){
> beta_lasso[j]=(lambda-s[j])/(2*t(x[,j])%*%x[,j])
> }else{
> if(s[j]< -1*lambda){
> beta_lasso[j]=(-lambda-s[j])/(2*t(x[,j])%*%x[,j])
> }else{
> beta_lasso[j]=0
> }
> }
> j=j+1
> }



١٠٣ ریج ضرایب محاسبه

> b0=beta_lasso
> m=m+1
}

ͬ کند. م محاسبه را ریج شروع نقطه ی زیر دستور

#-----------------------------------------------mohasebeh b0
#---------------------------------- b0 ridge

> lambda=c(0.1,0.5,1,100)
> gcv_ridg_final=rep(0,length(lambda))
> l=1
> while(l<length(lambda)+1){

+ beta_ridg=rep(0,p)
+ j=1
+ while(j<p+1){
+ sw=solve(t(x)%*%x+lambda[l]*diag(p))
+ d=sw%*%t(x)%*%y
+ beta_ridg[j]=d
+ j=j+1
+ }
+ gamma=2
+ v=gamma*(abs(beta_ridg)^(gamma-2))/2
+ w=diag(v)
+ sw=solve(w)
+ p_lambda=sum(x%*%(solve(t(x)%*%x+lambda[l]*sw))%*%t(x))
+ yhat=xtest%*%beta_ridg
+ RSS=sum((ytest-yhat)^2)
+ #RSS
+ gcv_ridg=RSS/(n*((1-(p_lambda/n))^2))
+ gcv_ridg_final[l]=gcv_ridg
+ l=l+1
+ }
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> gcv_ridg_final
> which(gcv_ridg_final==min(gcv_ridg_final))
> optimal_lambda_ridg=lambda[which(gcv_ridg_final==min(gcv_ridg_final))]
> optimal_gcv_ridg=min(gcv_ridg_final)
> optimal_gcv_ridg

#--------------------------
> lambda=optimal_lambda_ridg
> sw=solve(t(x)%*%x+lambda*diag(p))
> b0=sw%*%t(x)%*%y

ͬ کند. م محاسبه glmnet پ΄یج از استفاده با را ریج و لاسو ضرایب زیر دستور

> library(glmnet)
> lasso=glmnet(x,y,alpha=1)
> cvlasso=cv.glmnet(x,y,alpha=1)
> betahatlasso=coef(cvlasso, s = "lambda.min")
> betahatlasso=as.vector(betahatlasso)
> betahatlasso=betahatlasso[2:(p+1)]

#----------------------------mahsebeh ridge
> ridge=glmnet(x,y,alpha=0)
> cvridge=cv.glmnet(x,y,alpha=0)
> betahatridge=coef(cvridge, s = "lambda.min")
> betahatridge=as.vector(betahatridge)
> betahatridge=betahatridge[2:(p+1)]

ͬ کند. م محاسبه ١۴ . ۵ جدول در دوم توان های کمترین و لاسو و ریج برآوردگرهای MSE زیر دستور

#--------------------------------------------------------------------------

> rm(list=ls(all=T))
> beta=matrix(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),ncol=1)
> generator=function(p,n,gamma,Ro2){
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+ z=matrix(c(rnorm(p*n,mean=0,sd=1)),ncol=p)
+ x=matrix(c(rep(0,n*p)),ncol=p)
+ y<-matrix(c(rep(0,n)),ncol=1)
+ for(i in 1:n){
+ for(j in 1:p){
+ x[i,j]=((1-gamma^2)^(1/2))*z[i,j]+(gamma*z[i,p])
+ }
+ }
+ error<-matrix(c(rnorm(n,mean=0,sd=sigma)),ncol=1)
+ w=t(x)%*%x
+ #beta=eigen(w)$vectors[,1]
+ y=x%*%beta+error
+ return(list(x=x,y=y,beta=beta))
+ }
>
> library(glmnet)
> m=10
> k=1
> verrorols=vector(length=m) #vector error ols
> verrorlasso=vector(length=m)
> verrorridge=vector(length=m)
> #-----------------------------------------------------
> while(k<=m){
+ p=40
+ n=100
+ gamma=0.9
+ #Ro2=100
+ sigma=15
+ beta=matrix(c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2
,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2),ncol=1)
+ #beta<-matrix(c(7,4,0,0,8,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),ncol=1)
+ #beta<-matrix(c(7,4,0,0,8,0,0,12,0,0,0,0,0,0,9,0,0,0,8,0,0,0,0,6,0,0,0,19
,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),ncol=1) #destinated coefficient
+ #beta=matrix(c(3,1.5,0,1,0),ncol=1)



١٠۶

+ #beta=matrix(c(3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0
,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),ncol=1)
+ #beta=matrix(c(3,0,0,1,0,7,0,0,3,6),ncol=1)
+ #beta
+ #length(beta)
+ data=generator(p,n,gamma,Ro2)
+ x=data$x
+ y=data$y
+ beta=data$beta
+ #sigma=(t(beta)%*%beta)/Ro2
+ #x;y;beta
+ #-------------------------------------------------
+ betahatols=coef(lm(y~x))
+ betahatols
+ betahatols=as.vector(betahatols)
+ betahatols=betahatols[2:(p+1)]
+ errorols=t(betahatols-beta)%*%(betahatols-beta)
+ verrorols[k]=errorols
+ ##########
+ lasso=glmnet(x,y,alpha=1)
+ cvlasso=cv.glmnet(x,y,alpha=1)
+ betahatlasso=coef(cvlasso, s = "lambda.min")
+ betahatlasso=as.vector(betahatlasso)
+ betahatlasso=betahatlasso[2:(p+1)]
+ errorlasso=t(betahatlasso-beta)%*%(betahatlasso-beta)
+ verrorlasso[k]=errorlasso
+ #---------------------------------------------
+ ridge=glmnet(x,y,alpha=0)
+ cvridge=cv.glmnet(x,y,alpha=0)
+ betahatridge=coef(cvridge, s = "lambda.min")
+ betahatridge=as.vector(betahatridge)
+ betahatridge=betahatridge[2:(p+1)]
+ errorridge=t(betahatridge-beta)%*%(betahatridge-beta)
+ verrorridge[k]=errorridge



١٠٧ ریج ضرایب محاسبه

+
+ k=k+1
+ }
>
> #-----------------------------------------------
> mseols=mean(verrorols)
> mselasso=mean(verrorlasso)
> mseridge=mean(verrorridge)
> betahatols=as.matrix(betahatols)
> betahatlasso=as.matrix(betahatlasso)
> betahatridge=as.matrix(betahatridge)
> #------------------------------------------------
> coef=cbind(beta,betahatols,betahatlasso,betahatridge)
> colnames(coef)=c("beta","betahatols","betahatlasso","betahatridge")
> mse=cbind(mseols,mseridge,mselasso)
> colnames(mse)=c("mseols","mseridge","mselasso")
> coef
> mse

ͬ کند. م محاسبه را ١۶ . ۵ جدول در شده محدود برآوردگر زیر دستور
%-----------------------------------------------------------
> R=matrix(c(1,0,0,1,1,1,-2,3,0,-1,2,0,0,2,3,0,-3,1,2,5,4,0,0,0)
+ ,byrow = +T,ncol=8)
> R
> r=c(1.9,3.8,2.5)
> cbeta_ols=beta_ols+solve(t(x)%*%x)%*%t(R)%*%
+ solve((R%*%(t(x)%*%x)%*%t(R))) %*%(r-R%*%beta_ols)
> cbeta_lasso=beta_lasso+swlasso%*%t(R)%*%
+ solve((R%*%swlasso%*%t(R))) %*% (r-R%*%beta_lasso)
> cbeta_ridg=beta_ridg+swridge%*%t(R)%*%
+ solve((R%*%swridge%*%t(R))) %*%(r-R%*%beta_ridg)
> cbeta_gamma2.5=beta_gamma2.5+swbridge_gamma2.5%*%t(R)%*%
+ solve((R%*%swbridge_gamma2.5%*%t(R)))%*%(r-R%*%beta_gamma2.5)
> cbeta_gamma3=beta_gamma3+swbridge_gamma3%*%t(R)%*%
+ solve((R%*%swbridge_gamma3%*%t(R))) %*%(r-R%*%beta_gamma3)
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> cbeta_gamma4=beta_gamma4+swbridge_gamma4%*%t(R)%*%
+ solve((R%*%swbridge_gamma4%*%t(R))) %*%(r-R%*%beta_gamma4)
> cbeta_final=cbind(cbeta_gamma4=cbeta_gamma4,cbeta_gamma3=
+ cbeta_gamma3,cbeta_gamma2.5=cbeta_gamma2.5,
+ cbeta_ridg=cbeta_ridg,cbeta_lasso=cbeta_lasso,
+ cbeta_ols=cbeta_ols,beta=beta)
> cbeta_final=round(cbeta_final,3)
> cbeta_final
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Aabstract

When the problem of multicollinearity is present, the least squares estimator is not
applicable and mostly biased shrinkage estimators are used. Then are plenty mathods to
obtain shrinkage estimators. One method is the bridge estimator with special cases ridge
and LASSO estimators. On the other hand, in practice and economic models, there is a
need to apply some prior information on the parameters of interest. The estimator obtains
under this information is said the restricted estimator. In this thesis, the asymptotic per-
formance of the bridge and restricted bridge are investigated.
A numerical algorithm is developed to derive the bridge estimator. Properties of the two
special cases ridge and LASSO are studies.
Keywords: Multicollinearity, Shrinkagemethod, Bridge estimator, Ridge estimator, LASSO,
Linear constraint.
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