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سپاس گزاری...

ࣆ࣊ه ی با ಧ࣡ࡶس ౼ࣁس از کلاਗی ॻ༚ࢋ భ را، اࣹساس یک بൎند ฬودان چૢه اون
ൈબھای ଡوا ૡঙه ঀࢩه ی ଘ را آن و ਗی ر୍م ଧୀ یک උید ࣵࡔم روی ୀ ، یاس ग़࠳ઍوم

࣒م. ਗی ଢدগ زلال دঀھای ষیو່ی آণتان ଘ ਟی اষھا ਠඇ౷ی اଌن
ਗی দوم، ণپاس را و پاک ୍دان ای

ඟ໊دی، یاری ජ໑ا ਟی اষھاশࢌ حࢇ࢟ت ଘ 
ඟ໊دی، ৳مام ૼن ୀ را േھاশࢌ رॐࢡࢵت ଘ و

ໆرراকم اণتادای و අند ௵ی ام حال ૡঙه భ  ඟ໊دی ࠝطا ૼن ଘ ऒوب خاৗواده ای
ر৯د. بఴذا ا౻ංیارم భ ਟی ریا را ع࢙ࢡشان و داিش ห ৩ھادی

یاری ජ໑ا ଔرسا اଌن رسا৯دن ໆراجام ଘ गࢨت భ  ସ୍ای ૡঙه از ਗی داৣم لازم ऒୀود
భฬ دනر اণتادان، ਟی భغ زॐمات از را ऒود दدردای ජ໑اࢋ ࣒م. दدردای ৶ࢤود৯د،

ح



ط

ਗی ৶مام. اୀاز آل ওوز ္ ࣅبدا دනر و راد ࣻࡁࡶජی
شیری ͬ زاده گلعل گلشن
١٣٩۵ دی ماه



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی شیری ͬ زاده گلعل گلشن اینجانب
توازن بررسͬ ماتریس های و مولد ماتریس های عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه
متعهد آل هوز عبدالʓه دکتر و راد جعفری نادر دکتر راهنمایی تحت ، تعمیم یافته صحیح کدهای

ͬ شوم: م
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

شیری ͬ زاده گلعل گلشن
١٣٩۵ دی ماه

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ی





چ΄یده

ͬ گیرد. قرارم بحث مورد چندجمله ای ها حلقه روی زیرمدول ی عنوان به تعمیم یافته شبه دوری کدهای
به ͬ تواند م خطͬ، کد ی عنوان به تعمیم یافته، شبه دوری کد توازن بررسͬ ماتریس و مولد ماتریس
کدهای مشابه شود. داده نمایش متفاوت ستون های تعداد با گردشͬ ماتریس های از ترکیبی صورت

شوند. معرفͬ چندجمله ای ماتریس های توسط ͬ توانند م تعمیم یافته شبه دوری کدهای دوری،
آنها در که ͬ باشند م n پیمانه به صحیح اعداد حلقه روی کدها از نمونه ای تعمیم یافته صحیح کدهای
از استفاده با نامه، پایان این در است. به فرد منحصر کدهای نماد مختلف پیمانه های کلͬ طور به
ماتریس صحیح، اعداد از درایه هایی با ماتریس ی اینکه برای کافͬ و لازم شرایط ماتریسͬ، معادلات
معادلات که ͬ دهیم م نشان براین علاوه  ͬ آوریم. م به دست را باشد یافته تعمیم صحیح کدهای مولد
در دارد. کارایی و ͬ شود م استفاده نیز کدها این توازن بررسͬ ماتریس آوردن به دست برای فوق ماتریسͬ
شبه دوری کدهای مولد چندجمله ای ماتریس های تمام شمارش برای بهینه و کارا ال·وریتم های  نهایت،
ͬ دهیم. م ارائه تعمیم یافته، صحیح کدهای مولد ماتریس های همه ی شمارش برای همچنین  و تعمیم یافته

کد گردشͬ، ماتریس چندجمله ای، ماتریس توازن، بررسͬ ماتریس مولد، ماتریس کلیدی: کلمات
ال·وریتم اولیه، مقسوم علیه های بوخ برگر، ال·وریتم تعمیم یافته، شبه دوری کد یافته، تعمیم صحیح

یافته. تعمیم اقلیدسͬ

ل



پیش·فتار
به آن کلاسی شروع اما است جدید موضوعͬ ایران کشور در کدگذاری نظریه ͬ رسد م نظر به هرچند
را ارتباطات ریاضͬ نظریه عنوان با مقاله ای وی ͬ گردد. برم کلودشانون١ مقاله انتشار و ١٩۴٨ سال
که دارد وجود کانال ظرفیت عنوان به عددی پارازیت دار، کانال ی برای داد نشان آن در که کرد منتشر
ظرفیت از کمتر سرعت هر با معتبر ارتباط کدگشایی، و کدگذاری مناسب روش های به کارگیری صورت در
درباره مطالعات از حوزه ای که کدگذاری نظریه برای شد تولدی مقاله این است. دستیابی قابل کانال
حوزه ها، بیشتر در نظریه این است. خطادار پیام های کشف و پارازیت دار کانال های طریق از داده ها انتقال
داشته است. کاربرد بسیار ذخیره سازی فناوری تا گرفته فشرده لوح پخش کننده های و ارتباطͬ سیستم از
نقش به است جالب ͬ گیرند، م نشأت مهندسͬ کاربردهای از اغلب کدگذاری نظریه مسائل که حالͬ در
هندسه و ترکیبات جبر، اهمیت شود. توجه داشته است موضوع توسعه در ریاضیات که کننده ای تعیین
برای ظریف روش هایی با که است ریاضͬ عمیق نتایج توسط تأییدشده حقیقتͬ کدگذاری، نظریه در

گرفته اند. قرار استفاده مورد کدگذاری نظریه پیشرفت
از است. کدگذاری نظریه در مهم بسیار مسأله ای کاربردی و نظری دیدگاه دو هر از خوب، کدهای طراحͬ
گونه های تلاش این جریان در کرده، تلاش بسیار راستا این در پژوهش·ران کدگذاری نظریه پیدایش زمان
شده نگاشته زمینه ها این حول حدودی تا نامه پایان این کرده اند. تولید را کدها این از زیادی جالب

است.
شده اند، گرفته کار به بعدی فصول در که را مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف پایان نامه این اول فصل در
رابطه ی ͬ پردازیم. م تعمیم یافته شبه دوری کدهای مقدماتͬ معرفͬ به دوم فصل در ͬ کنیم. م بیان
تعمیم یافته دوری شبه کدهای توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس و مولد چندجمله ای ماتریس بین
تعمیم تعمیم یافته شبه دوری کدهای به را [18] ͽمرج در شبه دوری کدهای نتایج برخͬ ͬ کنیم. م بیان
ماتریس کم به توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس که ͬ کنیم م ادعا دوگانگͬ قضیه کم به ͬ دهیم. م
بدست ͬ کند، م صدق AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١] ماتریسͬ رابطه در که مولد چندجمله ای
نظریه از استفاده با و ͬ کنیم م معرفͬ را تعمیم یافته صحیح کدهای سوم فصل در بالعکس. و ͬ آید م

ماتریسͬ رابطه کم به ͬ آوریم. م بدست را تعمیم یافته صحیح کدهای مولد ماتریس آبلͬ، گروههای

AG = diag[n١, . . . , nl]. (١)

صحیح کدهای توازن بررسͬ ماتریس و مولد ماتریس بین رابطه همچنین و مولد ماتریس خصوصیات
شبه دوری کدهای آش΄ار جبری ساختار به توجه با چهارم فصل در ͬ کنیم. م بیان را یافته تعمیم
این مولد ماتریس های آوردن بدست برای را هایی ال·وریتم تعمیم یافته صحیح کدهای و تعمیم یافته

ͬ دهیم. م ارائه کدها

١Claud Shannon

م
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۶٧ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

۶٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



١ فصل
مقدماتͬ قضایای و  تعاریف

مهمͬ قضایای و تعاریف تمامͬ تقریباً و کرده بیان را پایان نامه نظر مورد مقدماتͬ مفاهیم فصل این در
ͬ نماییم. م ذکر را ͬ باشند م بعد فصل های نیاز پیش که

جبری مفاهیم ١ . ١
میدان و حلقه گروه، ١ . ١ . ١

برقرار زیر شرایط اگر گویند گروه آن، روی (∗) دوتایی عمل همراه به را G ناتهͬ مجموعه .١ . ١ . ١ تعریف
باشد:

باشد. G در a ∗ b عنصر ، a, b ∈ G عنصر هر برای یعنͬ، باشد، بسته ∗ عمل تحت G .١
.a∗(b∗c) = (a∗b)∗c باشیم: داشته ،a, b, c ∈ G عنصر هر برای یعنͬ باشد، پذیر شرکت ∗ عمل .٢
.a ∗ e = e ∗ a = a داشته باشیم: a ∈ G عنصر هر برای که طوری به است e عنصر ی شامل G .٣
باشد. برقرار a ∗ a′ = a′ ∗ a = e که گونه ای به است موجود G در a′ عنصر a ∈ G عنصر هر برای .۴

گویند. a عنصر وارون را a′ عنصر
به H هرگاه، نامیم G از زیرگروه ی (∗) عمل تحت را G گروه از H ناتهͬ مجموعه زیر .١ . ١ . ٢ تعریف
مجموعه زیر دی·ر عبارت به ͬ دهیم. م نمایش H ⩽ G نماد با را آن و باشد گروه ی خود (∗) عمل همراه

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه است (G, ∗) ناتهͬ مجموعه از گروهͬ زیر G گروه از H ناتهͬ
١



مقدماتͬ قضایای و ٢ تعاریف

.a ∗ b ∈ H باشیم: داشته a, b ∈ H عنصر دو هر برای .١

.a−١ ∈ H باشیم: داشته آنگاه باشد موجود a ∈ H اگر .٢
باشد. برقرار a ∗ b = b ∗ a رابطه a, b ∈ G عنصر دو هر برای اگر است آبلͬ (G, ∗) گروه .١ . ١ . ٣ تعریف
گوییم همریخت١ͬ ی را f : G −→ H تابع آنگاه باشند، گروه دو (H, ⋆) و (G, ◦) اگر .۴ . ١ . ١ تعریف

: باشیم داشته a, b ∈ G عنصر دو هر برای هرگاه

f(a ◦ b) = f(a) ⋆ f(b).

باشد. پوشا و به ی ی f هرگاه گوییم ی΄ریخت٢ͬ ی را f تابع همچنین
زیر شرایط هرگاه نامیم حلقه (·) ضرب و (+) ͽجم عمل دو همراه به را R ناتهͬ مجموعه .۵ . ١ . ١ تعریف

باشد: برقرار
:a, b, c ∈ R هر برای

است. آبلͬ گروه ی(+) ͽجم عمل تحت R .١
برقرار است. a.(b.c) = (a.b).c رابطه لذا است، پذیر شرکت و بسته (·) ضرب عمل تحت R .٢

.a.(b+ c) = a.b+ a.c داریم: ازاین رو است، توزیع پذیر (+) ͽجم به نسبت (·) ضرب .٣

عمل های با S هرگاه، ͬ گوییم م R از زیرحلقه ی را R حلقه از S ناتهͬ مجموعه زیر .۶ . ١ . ١ تعریف
باشد. حلقه ی خود R روی تعریف شده

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه نامیم ایده آل ی را R حلقه از I مجموعه زیر .١ . ١ . ٧ تعریف
باشد. a− b ∈ I آنگاه ،a, b ∈ I هر برای .١

باشند. موجود I در ai و ia عناصر ،i ∈ I و a ∈ R عنصر هر برای .٢
داریم: و ͬ نامیم م I بر R خارج قسمتͬ حلقه را R/I باشد، R حلقه ی از ایده آل ی I اگر .١ . ١ . ٨ تعریف

R/I = {x+ I|x ∈ R}.

که: است حلقه ای A K−جبر باشد، ی΄دار و جابجایی حلقه ای K کنید فرض .١ . ١ . ٩ تعریف
باشد. ی΄انͬ مدول −K ی (A,+) .١

داشته باشیم: a, b ∈ A و k ∈ K هر برای .٢

k(ab) = (ka)b = a(kb).

١Homomorphism
٢Isomorphism
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در هرگاه میدان نامیم (·) ضرب و (+) ͽجم دوتایی عمل دو همراه به را F ناتهͬ مجموعه .١ . ١ . ١٠ تعریف
کند: صدق زیر شرایط

صفر عنصر را ͽجم عمل به نسبت همانͬ عنصر است. آبلͬ گروه ی و بسته ،ͽجم عمل به نسبت F .١
ͬ دهیم؛ م نشان ٠ با و ͬ نامیم م F

عمل به نسبت همانͬ عنصر است، آبلͬ گروه ی و بسته ضرب، عمل تحت F ناصفر عناصر مجموعه .٢
ͬ دهیم؛ م نشان ١ با و ͬ نامیم م F ی΄ه عنصر را ضرب

است . برقرار a.(b+ c) = a.b+ a.c رابطه یعنͬ است؛ پذیر توزیع ͽجم عمل به نسبت ضرب عمل .٣
میدان ی را متناهͬ عناصر تعداد با میدان ی گوییم. میدان مرتبه را میدان عناصر تعداد .١ . ١ . ١١ تعریف

. ͬ نامیم م متناهͬ
میدان ی F عمل های تحت که F از K زیرمجموعه باشد، میدان ی F کنید فرض .١ .١ . ١ . ١٢ تعریف

گویند. K میدان توسیع را F همچنین ͬ نامند. م F زیرمیدان ی را باشد
ͬ شود. نامیده م F از سره زیرمیدان K آنگاه ،F ̸= K داشته باشیم و باشد F از زیرمیدانͬ K اگر .٢

مجموعه باشد. میدان ی F کنید فرض .١ . ١ . ١٣ تعریف
F[x] = {a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n , ai ∈ F, n ≥ ٠}

ͬ شود. م نامیده F روی چندجمله ای حلقه
ͬ رسد. م نظر به لازم Fq[x] مورد در شده شناخته حقایق از برخͬ یادآوری

h(x) چندجمله ای دو اگر ͬ نامیم م تحویل پذیر F روی را مثبت درجه با f(x) چندجمله ای .١۴ . ١ . ١ تعریف
همچنین و deg g(x) < deg f(x) ،deg h(x) < deg f(x) که باشند موجود چنان F روی g(x) و
(F (روی تحویل ناپذیر را مثبت درجه از f(x) چندجمله ای این صورت غیر در باشد. f(x) = g(x)h(x)

نامیم.
هر برای دراین صورت، باشد. n ≥ ١ درجه از چندجمله ای ،f(x) ∈ F[x] کنید فرض .١۵ . ١ . ١ تعریف
r(x) = ٠ یا deg r(x) ≤ deg f(x) شرط با s(x) و r(x) چندجمله ایهای ،g(x) ∈ F[x] چندجمله ای
g(x) باقیمانده ی ،r(x) چندجمله ای .q(x) = s(x)f(x) + r(x) داشته باشیم: به طوری که دارند وجود

ͬ شود. م نامیده f(x) بر تقسیم  در
علیه مقسوم بزرگترین باشند. غیرصفر چندجمله ای دو f(x), g(x) ∈ F[x] کنید فرض .١۶ . ١ . ١ تعریف
به فرد منحصر چندجمله ای با است برابر که ͬ دهند م نشان ٣gcd(f(x), g(x)) با را g(x) و f(x) مشترک
آنگاه باشند، اول هم به نسبت g(x) و f(x) اگر و ͬ کند. م عاد را g(x) و f(x) به طوری که درجه بیشترین با

٣Greatest common divisor
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۴lcm(f(x), g(x)) با را g(x) و f(x) مشترک مضرب کوچ΄ترین همچنین .gcd(f(x), g(x)) = ١
دو هر g(x) و f(x) به طوری که درجه کمترین با فرد به  منحصر چندجمله ای با است برابر و ͬ دهیم م نشان

ͬ کنند. م عاد را آن
این صورت در باشد. F میدان روی n ⩾ ١ درجه با چندجمله ای ی f(x) کنید فرض .١ . ١ . ١ قضیه
تحویل f(x) اگر فقط و اگر است میدان ی Fq[x]/(f(x)) همچنین است. حلقه ی Fq[x]/(f(x))

باشد. ناپذیر
شود. مراجعه [24] ͽمرج به برهان.

F کنید فرض ب·یرید. نظر در را آن روی (+) ͽجم دوتایی عمل همراه به V آبلͬ گروه ی .١ . ١ . ١٧ تعریف
فضای ی را V مجموعه باشد. شده تعریف V به F × V از (·) اس΄الر ضرب عمل ی و بوده میدان ی

کند: صدق زیر شرایط در اگر نامند F روی برداری
آنگاه باشند موجود u, v ∈ V و a, b ∈ F اگر یعنͬ باشد. برقرار V و F بین پذیری توزیع قانون .١

باشیم: داشته
.a(u+ v) = au+ av (آ)
.(a+ b)v = av + bv (ب)

v داشته باشیم: ∈ V و a, b ∈ F هر برای یعنͬ باشد. برقرار V و F بین پذیری شرکت قانون .٢
.(ab)v = a(bv)

باشد. برقرار ١ · v = v رابطه v ∈ V هر برای این صورت در باشد، F در ضربی خنثͬ عضو ١ اگر .٣
را است Fq از عنصری آن مؤلفه هر که a٠, a١, . . . , an−١ مؤلفه n با شده مرتب دنباله ی .١ . ١ . ١٨ تعریف
بنابراین دارد. وجود ai هر انتخاب برای روش q ͬ نامیم. م Fq روی n−تایی ی را دنباله این ب·یرید. نظر در
Fn
q با را آن که است Fq روی مرتب n−تایی های همه (Fq)

n مجموعه است. موجود متفاوت n−تایی ،qn
. ͬ نامیم م بردار را Fn

q عناصر ͬ دهیم. م نشان
ͬ کنیم: م تعریف Fn

q روی عمل دو .١ . ١ . ١٩ تعریف
بردار Fn

q در U = (u٠, u١, . . . , un−١) و V = (v٠, v١, . . . , vn−١) هر برای بردار: دو ͽجم ( الف
است: زیر فرم به U + V

U + V = (u٠ + v٠, u١ + v١, . . . , un−١ + vn−١) ∈ Fn
q .

باشد، موجود a ∈ Fq و V = (v٠, v١, . . . , vn−١) ∈ Fn
q اگر اس΄الر: ی در بردار ی حاصلضرب ب)

داریم:
a(v٠, v١, . . . , vn−١) = (av٠, av١, . . . , avn−١) ∈ F n

q .

شرکت پذیری و توزیع پذیری قوانین در ترتیب به (ب) و (الف) در شده تعریف اس΄الر ضرب و برداری ͽجم
است. Fq روی برداری فضای ی Fn

q مجموعه بنابراین ͬ کنند. م صدق
۴Least common multiple
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شده تعریف ضرب و ͽجم عمل تحت هرگاه است Fn
q زیرفضای ی Fn

q از زیرمجموعه ی .١ . ١ . ٢٠ تعریف
باشد. برداری فضای ی Fn

q روی
S = {v١, v٢, . . . , vk} کنید فرض و باشد Fq روی برداری فضای ی V کنید فرض .١ . ١ . ٢١ تعریف

ͬ شود: م تعریف زیر ش΄ل به S توسط شده تولید (خطͬ) زیرفضای باشد. V از ناتهͬ زیرمجموعه ای
⟨S⟩ = {λ١v١ + · · ·+ λkvk : λi ∈ Fq}.

.⟨S⟩ = {٠} ͬ کنیم: م تعریف باشد، S = ϕ اگر
مانند تهͬ غیر زیرمجموعه آنگاه باشد. Fq میدان روی برداری فضای ی V کنید فرض .١ . ١ . ٢٢ تعریف

باشد. خطͬ مستقل B و V = ⟨B⟩ اگر ͬ نامیم م V برای پایه ی را V از B = {v١, v٢, . . . , vk}

صورت به  ͬ توان م را v ∈ V بردار هر آنگاه باشد، V برای پایه ی B = {v١, v٢, . . . , vk} اگر .١ . ١ . ١ نکته
λ١, λ٢, . . . , λk ∈ Fq ی΄تای عناصر دی·ر، به عبارت کرد. بیان پایه اعضای از به فردی منحصر خطͬ ترکیب

داشته باشیم: به طوری که دارند وجود
v = λ١v١ + · · ·+ λkvk.

اعضای تعداد اما داشته باشد، پایه چندین ͬ تواند م Fq متناهͬ میدان روی V برداری فضای .١ . ١ . ٢٣ تعریف
ͬ دهیم. نشان م dimFq(V ) با و ͬ نامیم م Fq روی V بعد را، تعداد این است. برابر باهم پایه ها

آنگاه: باشد، dimFq(V ) = k اگر باشد؛ Fq روی برداری فضای ی V کنید فرض .١ . ١ . ٢ قضیه
ͬ باشد؛ م عضو qk دارای V .١

است. متفاوت پایه ١
k!

∏k−١
i=٠ (q

k − qi) دارای V .٢
شود. مراجعه [24] ͽمرج به برهان.

باشند. موجود V = (v١, . . . , vn),W = (w١, . . . , wn) ∈ Fn
q کنید فرض .٢۴ . ١ . ١ تعریف

.V ·W = ٠ داشته باشیم اگر عمودند برهم W و V بردار دو .١
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت S دوگان باشد، Fn

q از غیرتهͬ زیرمجموعه ی ی S کنید فرض .٢
S⊥ = {v ∈ Fn

q : v · s = ٠, s ∈ S هر .{برای
.S⊥ = Fn

q ͬ کنیم: م تعریف این صورت در باشد، S = ϕ اگر
داریم: و ͬ باشد، م Fn

q برداری فضای از زیرفضا ی همواره Fn
q از S زیرمجموعه هر برای S⊥ .١ . ١ . ١ لم

.⟨S⟩⊥ = S⊥

داریم: این صورت در باشد، Fn
q از زیرمجموعه  ای S کنید فرض .١ . ١ . ٣ قضیه

dim⟨S⟩+ dimS⊥ = n.

شود. مراجعه [24] ͽمرج به برهان.
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مدول ١ . ١ . ٢
تابع ی f : R ×M −→ M و آبلͬ گروه ی (M,+) و بوده حلقه ی R کنید فرض .٢۵ . ١ . ١ تعریف
گویند) m در r اس΄الر ضرب را r ·m کنید توجه ͬ دهیم. م نشان r ·m با را f(r,m) سهولت (برای باشد.

باشند: برقرار زیر خواص ضمن در و
داشته باشیم: m١,m٢ ∈ M و r ∈ R هر به ازای .١

r · (m١ +m٢) = r ·m١ + r ·m٢.

داشته باشیم: m ∈ M و r١, r٢ ∈ R هر به ازای .٢
(r١ + r٢)m = r١ ·m+ r٢ ·m.

داشته باشیم: m ∈ M و r١, r٢ ∈ R هر به ازای .٣
r١ · (r٢ ·m) = (r١ · r٢).m.

ͬ شود. تعریف م نیز راست R−مدول مشابه به طریق چپگویند. R−مدول ی را M دراین صورت
داشته باشیم: m ∈ M هر به ازای و باشد ی΄دار R هرگاه ی΄انͬگوییم را M چپ R−مدول .٢۶ . ١ . ١ تعریف

١ ·m = m.

ی را M از N ناتهͬ زیرمجموعه صورت این در باشد، R−مدول ی M کنید فرض .١ . ١ . ٢٧ تعریف
باشد. مدول ی خود M اس΄الر ضرب و ͽجم همان با N هرگاه نامیم M زیرمدول

ی را f : M −→ N تابع دراین صورت باشند R−مدول دو N و M کنید فرض .١ . ١ . ٢٨ تعریف
باشد: برقرار زیر شرط دو هرگاه گوییم R−مدولͬ همریختͬ

.f(m١ +m٢) = f(m١) + f(m٢) داشته باشیم: ، m١,m٢ ∈ M برای .١
.f(rm) = rf(m) داشته باشیم: ، r ∈ R و m ∈ M هر برای .٢

f ͬ که صورت در ͬ نامیم. م تکریخت۶ͬ و بروریخت۵ͬ ی به ترتیب را آن باشد به ی  ی و پوشا به ترتیب f اگر
ͬ نامند. م R−مدولͬ ی΄ریختͬ ی را f باشد، پوشا هم و به ی  ی هم

دو g : B −→ C و f : A −→ B و بوده R−مدول سه C و B ، A کنید فرض .١ . ١ . ٢٩ تعریف
هرگاه: گوییم ٧ دقیق رشته ی را A f−→ B

g−→ C رشته ی این صورت در باشند، R−مدولͬ همریختͬ
ker g = Imf.

۵Epimorphism
۶Monomorphism
٧Exact sequence
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رشته به همین ترتیب خواهدبود. gof = ٠ آنگاه باشد، دقیق رشته ی A f−→ B
g−→ C اگر بنابراین

دقیق رشته ی ی را R−مدولͬ ͬ های همریخت و R−مدول ها از A٠
f٠−→ A١

f١−→ A٢
f٢−→ · · · fn−→ An+١

.ker fi+١ = Imfi داشته باشیم: i هر به ازای هرگاه گویند،
ͬ نامند. م کوتاه دقیق رشته ی ی را ٠ → A

f−→ B
g−→ C → ٠ دقیق رشته ی .١ . ١ . ٣٠ تعریف

کوتاه دقیق رشته اگر باشند. R−مدول سه C و B ، A و بوده حلقه ی R کنید فرض .۴ . ١ . ١ قضیه
معادلند: زیر گزاره های این صورت در داشته باشیم، را ٠ → A

f−→ B
g−→ C → ٠

.gh = ١C به طوری که، دارد وجود h : C → B R−مدولͬ همریختͬ .١
.kf = ١A به طوری که، دارد وجود k : B → A R−مدول همریختͬ .٢

شود. مراجعه [37] ͽمرج به برهان.
ش΄افته یا ش΄افته شده است ٠ → A

f−→ B
g−→ C → ٠ کوتاه دقیق رشته ی گوییم .١ . ١ . ٣١ تعریف

باشد. برقرار ۴ . ١ . ١ قضیه شرایط از ی΄ͬ هرگاه ͬ شود  م
داریم: این صورت در ش΄افته شده باشد ٠ → A

f−→ B
g−→ C → ٠ کوتاه دقیق رشته ی اگر .۵ . ١ . ١ قضیه

B ≃ A⊕ C.

شود. مراجعه [37] ͽمرج به برهان.

ماتریس ١ . ١ . ٣
و بوده صفر غیر اصلͬ قطر روی مؤلفه هر که است n × n ماتریس ی قطری ماتریس .١ . ١ . ٣٢ تعریف
A ماتریس دترمینان ͬ شود. داده م نمایش A = diag(a١١, . . . , ann) ش΄ل به و باشند، صفر مؤلفه ها دی·ر

ͬ شود: تعیین م زیر ش΄ل به
detA =

n∏
i=١

aii.

پایین مثلثͬ را ماتریس باشند، صفر اصلͬ قطر بالای درایه های تمام اگر مربعͬ، ماتریس ی در .١ . ١ . ٣٣ تعریف
ͬ نامیم. م ماتریس ی بالامثلثͬ را ماتریس باشند صفر اصلͬ قطر زیر درایه های همه هرگاه و ماتریس ی

نامیده A ماتریس رتبه ،A ماتریس خطͬ مستقل ستونهای یا و سطرها تعداد حداکثر .٣۴ . ١ . ١ تعریف
: داریم همواره و ͬ دهیم م نمایش rank(A) با و ͬ شود م

١ ≤ r(A) ≤ min{m,n}.

ماتریس روی مقدماتͬ سطری عملیات باشد؛ Fq میدان روی ماتریس ی A کنید فرض .٣۵ . ١ . ١ تعریف
است: زیر عمل سه از ی΄ͬ A



مقدماتͬ قضایای و ٨ تعاریف

سطر. دو کردن جابه جا .١

غیرصفر. اس΄الر ی در سطر ی ضرب .٢

دی·ر. سطر از مضربی و سطر آن مجموع با سطر ی کردن جای·زین .٣

مقدماتͬ سطری عملیات از دنباله ای به وسیله آنها از ی΄ͬ اگر سطری اند هم ارز ماتریس دو .٣۶ . ١ . ١ تعریف
شود. حاصل دی·ر ماتریس از

هرگاه: نامیم ٨(REF) پل΄انͬ سطری را ماتریس ی .١ . ١ . ٣٧ تعریف
باشد. سطرها بقیه پایین صفر سطرهای .١

باشد. ی غیرصفر، سطر هر غیرصفر عنصر اولین .٢

باشد. بالایی سطرهای مقدم ی راست سمت در سطر، هر مقدم ی .٣

هرگاه، نامیم ٩(RREF) پل΄انͬ سطری شده تحویل را (REF) پل΄انͬ سطری ماتریس .١ . ١ . ٣٨ تعریف
باشند. صفر مقدم، ی حاوی ستون هر دی·ر درایه های

ماتریس اگر است A با متشابه B دراین صورت ب·یرید. نظر در را B و A ماتریس دو .١ . ١ . ٣٩ تعریف
.P−١AP = B داشته باشیم: به طوری که داشته باشد وجود P مانند نامنفردی

به عبارت باشد. قطری ماتریس ی با متشابه هرگاه گویند قطری شدنͬ را A ماتریس .۴١ . ١ . ٠ تعریف
داشته باشیم، به طوری که داشته باشد وجود P مانند نامنفردی ماتریس  دی·ر،

P−١AP = D = diag(d١, . . . , dn).

پوچ١١ فضای و برد١٠ فضای عنوان تحت مهم زیرفضای دو ،An×m ماتریس هر برای .۴١ . ١ . ١ تعریف
ͬ دهیم: م نمایش N(A) و R(A) با به ترتیب را آنها که ͬ گردد، م تعریف

R(A) = {b̄ ∈ Rm|b̄ = Ax̄, x̄ ∈ Rn};

N(A) = {x̄ ∈ Rn|Ax̄ = ٠̄}.

به هر ترتیب ،A ستون های و سطرها توسط شده تولید زیرفضای An×m ماتریس برای .۴١ . ١ . ٢ تعریف
یعنͬ: است. R(A) بعد با برابر A رتبه همچنین و ͬ باشد. م A ستونͬ فضای و سطری فضای

rank(A) = dimR(A).

٨Row Echelon Form
٩Reduced Row Echelon Form

١٠Range space
١١Null space



٩ کدگذاری مفاهیم

کدگذاری مفاهیم ١ . ٢
الفبای را A دراین صورت باشد عضوی q مجموعه ی A = {a١, a٢, . . . , aq} کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف

ͬ نامند. م کد نماد را آن عضو هر و کد
هر به ازای آن، در که Wاست = w١w٢ . . . wn ش΄ل به رشته ای ،Aروی n طول به تایی q واژه ی .١
(w١, w٢, . . . , wn) بردار به صورت را W ͬ توان م معادل، به طور ͬ باشد. م wi ∈ A ، ١ ≤ i ≤ n

گرفت. درنظر نیز
طول به تایی q بلوکͬ کد ی ،A روی n به طول تایی q واژه های از متش΄ل ،C ناتهͬ مجموعه به .٢

خواهدبود. C ⊆ An نتیجه، در ͬ گویند. م A روی n
ͬ گویند. م کد خلاصه تر به طور یا تایی q کد را C تایی q بلوکͬ کد اوقات، گاهͬ

ͬ نامند. م واژه کد را C کد اعضای و کد فضای را An .٣
ͬ شود. نامیده م C اندازه ͬ شود، داده م نمایش |C| با که C در کدواژه ها تعداد .۴

ͬ نامند. م (n,M)−کد را M اندازه با و n طول به کد .۵
را F٢ = {٠,١} کد الفبای با کد، ی ͬ گیرند. نظر م در کد الفبای عنوان به را Fq متناهͬ میدان ˡمعمولا

ͬ نامند. م دودویی کد
(همینگ) فاصله صورت این در باشند. A الفبای روی n طول به واژه دو y و x کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
عبارت به دارند. تفاوت هم با y و x که است جای·اه هایی تعداد ͬ شود، داده م نمایش d(x, y) با که y تا x از

آنگاه: y = y١, y٢, . . . , yn و x = x١, x٢, . . . , xn اگر دی·ر

d(x, y) = |{i|xi ̸= yi}|

نشان d(C) با که ،C کد فاصله در این صورت باشد، ٢ حداقل اندازه با کدی C کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
: از است عبارت ͬ شود،  داده م

d(C) = min{d(x, y)|x, y ∈ C, x ̸= y}

کد پارامترهای را d Mو ،n اعداد به علاوه ͬ نامیم. م ,n,M)−کد d) را d فاصله و M اندازه ،n به طول کد
ͬ گوییم. م

نشان wt(x) با که x همینگ وزن صورت این در باشد. Fn
q در کلمه ی x کنید فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود. م تعریف x ناصفر مؤلفه های تعداد با برابر ͬ شود، م داده
داده نمایش wt(C) با که C کد همینگ وزن مینیمم باشد. کد ی C کنید فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف

است. C ناصفر کدواژه های وزن کمترین ͬ شود، م



مقدماتͬ قضایای و ١٠ تعاریف

خطͬ کدهای ١ . ٢ . ١
است. Fn

q از زیرفضا ی Fq روی n طول از C خطͬ کد .۶ . ١ . ٢ تعریف
دراین صورت: باشد. Fn

q در خطͬ کد ی C کنید فرض .١ . ٢ . ٧ تعریف
و است عمود C بر که ͬ باشد م Fn

q از عناصری مجموعه ی که ͬ دهیم، م نشان C⊥ با را C دوگان .١
ͬ شود: م بیان زیر صورت به  و است Fn

q زیرفضای ی C⊥

C⊥ = {α ∈ Fn
q |α · c = ٠ , ∀c ∈ C}.

ͬ باشد. م Fq روی برداری فضای ی به عنوان C بعد همان C⊥ خطͬ کد بعد .٢
این صورت در باشد. Fq روی n به طول خطͬ کد ی C کنید فرض .١ . ٢ . ١ قضیه

.dimC = logq |C| و |C| = qdimC الف)
.dimC + dimC⊥ = n و است خطͬ کد ی C⊥ ب)

(C⊥)⊥ = C ج)
شود. مراجعه [24] ͽمرج به برهان.

توازن بررسͬ ماتریس و مولد ماتریس ١ . ٢ . ٢
کلمات از آن سطرهای که را A ماتریس ابتدا داده شده است. Fn

q از S غیرتهͬ زیرمجموعه ͬ کنیم م فرض
ͬ کنیم. م تبدیل پل΄انͬ تحویل شده ماتریس به مقدماتͬ سطری عملیات از با استفاده ͬ شود م تش΄یل S
ماتریس در بدست آمده غیر صفر سطرهای تمام شامل که است k × n ماتریس ی G ͬ کنیم م فرض

یعنͬ باشد. A تحویل شده پل΄انͬ سطری

A −→

(
G

٠

)
.

داشت: خواهیم را زیر ماتریس G ستون های جابه جایی با ͬ باشد. م اصلͬ ستون k شامل G ماتریس

G′ = (Ik|X),

ͬ دهیم: م تش΄یل زیر به صورت را H ′ ماتریس ادامه در ͬ باشد. م k × k همانͬ ماتریس Ik که

H ′ = (−XT |In−k),

برای را بردیم به کار G ستون های برای که جای·شت هایی معکوس حال ͬ باشد. م X ترانهاده XT که
شود. حاصل H ماتریس تا ͬ کنیم م ستفاده ا H ′ ستون های



١١ کدگذاری مفاهیم

C کد برای پایه ی آن سطرهای که است G ماتریس C خطͬ کد مولد ماتریس .١ .١ . ٢ . ٨ تعریف
ͬ دهند. م تش΄یل

سطرهای که است C دوگان کد برای مولدی ماتریس C خطͬ کد برای H توازن بررسͬ ماتریس .٢
ͬ باشد. م C⊥ کد برای پایه ی آن

ͬ شود. گفته م استاندارد به ش΄ل مولد ماتریس ،(Ik|X) به ش΄ل مولدی ماتریس .١ .١ . ٢ . ٩ تعریف
ͬ شود. گفته م استاندارد به ش΄ل توازن بررسͬ ماتریس ،(Y |In−k) به ش΄ل توازن بررسͬ ماتریس .٢

دراین صورت، باشد. G مولد ماتریس با ،Fq روی خطͬ ,n]−کد k] ی C کنید فرض .١ .١ . ٢ . ٢ قضیه
داریم: دی·ر به عبارت باشد؛ عمود G سطرهای همه بر v فقط اگر و اگر است C⊥ به متعلق v ∈ Fn

q

.v ∈ C⊥ ⇐⇒ vGT = ٠

فقط و اگر است C برای توازن بررسͬ ماتریس H داریم، H شده داده (n − k) × n ماتریس برای .٢
.HGT = ٠ داریم: و باشند خطͬ مستقل H سطرهای  اگر

شود. مراجعه [24] ͽمرج به برهان.

خطͬ کدهای کدگذاری ١ . ٢ . ٣
این در باشد. C کد برای پایه ای {r١, . . . , rk} و باشد k بعد و n طول به خطͬ کد ی C کنید فرض
صورت به است. موجود ui ∈ Fq برای v =

∑k
i=١ uiri ی΄تای خطͬ ترکیب v کدواژه هر برای صورت

انتخاب {r١, . . . , rk} بردار آن سطر امین i که ب·یریم نظر در C کد مولد ماتریس را G اگر معادل،
که است واض ،u = (u١, . . . , uk) ∈ Fk

q بردار برای است. شده

v = uG =
k∑

i=١
uiri

G آن در که شود بیان uG ی΄تای صورت به ͬ تواند م C در کدواژه هر ، برعکس است. C در کدواژه ی
است. u ∈ Fk

q و مولد ماتریس
خطͬ کد کدگذاری ،C در v = uG کدواژه های صورت به u ∈ Fk

q اعضای نمایش جریان
ͬ شود. نامیده م

شبه دوری کدهای و دوری کدهای ۴ . ١ . ٢
م΄ان ی) دوری انتقال هر هرگاه گوییم ١٢ دوری کد ی را Fq روی n به طول C خطͬ کد .١ . ٢ . ١٠ تعریف
(c٠, c١, . . . , cn−١) هرگاه به عبارت دی·ر، شود، حاصل C در دی·ری واژه کد ،C در واژه کد ی از راست) به
کد ی ،C کنید فرض داشته باشد. تعلق C کد به نیز (cn−١, c٠, . . . , cn−٢) آنگاه باشد، C در واژه ای کد

١٢Cyclic codes



مقدماتͬ قضایای و ١٢ تعاریف

c٠ + c١x+ · · ·+ چندجمله ای ،(c٠, c١, . . . , cn−١) ∈ C کدواژه هر به باشد، Fq روی n به  طول دوری
ی نظیر n طول به  دوری کد هر که ͬ شود م ثابت به  سادگͬ تناظر این طبق ͬ کنیم. م نظیر را cn−١xn−١

است. R = Fq[x]/(x
n − ١) حلقه از ایده آل

تش΄یل را خطͬ کدهای از مهمͬ زیررده  که هستند دوری کدهای از تعمیمͬ شبه دوری١٣ کدهای
ͬ دهند. م

به طوری که داشته باشد وجود n٠ صحیح عدد اگر، ͬ نامیم م شبه دوری کد را C خطͬ کد .١ . ٢ . ١١ تعریف
باشد. پایا n٠−تایی چرخش تحت C کد

آنگاه باشد، n طول دارای کد اگر ͬ شوند. م تبدیل دوری کدهای به شبه دوری کدهای n٠ = ١ حالت در
ͬ کند. م عاد را n عدد ،n٠

دوری کدهای در توازن بررسͬ و مولد ماتریسهای ۵ . ١ . ٢
Fn
q در C دوری کد مولد چندجمله ای g(x) = g٠ + g١x+ · · ·+ gn−kx

n−k کنید فرض .١ . ٢ . ٣ قضیه
ماتریس صورت این در باشد.

G =


g(x)

xg(x)
...

xk−١g(x)

 =


g٠ g١ · · · gn−k ٠ · · · ٠
٠ g٠ g١ · · · gn−k · · · ٠
... . . . . . . . . . . . . ...
٠ · · · ٠ g٠ g١ · · · gn−k


است. C مولد ماتریس

کنید. مراجعه [24] ͽمرج به برهان.

قرار دهید باشد. g(x) مولد جمله ای چند با q−آرایه ای دوری ,n]−کد k]یC که کنید فرض .۴ . ١ . ٢ قضیه
متقابل چندجمله ای و باشد h(x) = h٠ + h١x + · · · + hkx

k کنید فرض .h(x) = (xn − ١)/g(x)
ماتریس صورت این در شود. تعریف hR(x) = xkh(١/x) صورت به h(x) از hR(x)

H =


hR(x)

xhR(x)...
xn−k−١hR(x)

 =


hk hk−١ · · · h٠ ٠ · · · ٠
٠ hk hk−١ · · · h٠ · · · ٠
... . . . . . . . . . ...
٠ ٠ · · · hk hk−١ · · · h٠


است. C کد توازن بررسͬ ماتریس

کنید. مراجعه [24] ͽمرج به برهان.
١٣Quaci-Cyclic codes



١٣ کدگذاری مفاهیم

LDPC کدهای ۶ . ١ . ٢
گالاگر١۵ توسط اولین بار کدها این هستند. خطͬ کدهای از زیررده ای ١۴LDPC کدهای .١ . ٢ . ١٢ تعریف
و سطر هر در ی΄ها تعداد که ͬ شود، م معرفͬ توازن بررسͬ ماتریس با LDPC کد ی شدند. معرفͬ و کشف
توازن بررسͬ ماتریس با کدهایی را کدها این به همین دلیل است، کوچ بسیار کد طول نسبت به  آن ستون

.[17, 19] ͬ نامند م خلوت
هرگاه: ͬ نامند م ,γ)−منظم δ) را H توازن کنترل ماتریس با C کد .١ . ٢ . ١٣ تعریف

باشد. δ برابر سطر هر وزن .١
باشد. γ برابر ستون هر وزن .٢

باشند. کوچ H سطرهای تعداد و کد طول به نسبت به ترتیب γ و δ مقادیر .٣
نرخ بنابراین ،δm = γn خواهیم داشت: آنگاه باشد، Hm×n توازن بررسͬ ماتریس با LDPC کد ی C اگر

ͬ کند: م صدق زیر نامساوی در کد

R =
k

n
≥ n−m

n
= ١− γ

δ
.

باشند. خطͬ مستقل H سطرهای که ͬ دهد م رخ زمانͬ تساوی حالت

١۴Low Density Parity Check codes
١۵R.G. Gallager





٢ فصل
توازن بررسͬ و مولد چندجمله ای ماتریس های

تعمیم یافته شبه دوری کدهای

[5, 7, 11, 13, 18, 20, 21, است گرفته انجام شبه دوری کدهای روی زیادی تحقیقات کدگذاری نظریه در
ͬ شوند م تعریف (Fq[x]/x

u−١)l صورت به n طول به (QC) شبه دوری کدهای .22, 23, 25, 31, 32]
چندجمله ای از حلقه ی Fq[x]/x

u−١ و عضوی q میدان ی Fq و مثبت صحیح عدد ی u آن در که
دوری کد با برابر l = ١ با شبه دوری کد ͬ باشد. م n = ul و است xu − ١ پیمانه به Fq میدان در x

روش ͬ شود. م معرفͬ خود توازن بررسͬ ماتریس یا و مولد ماتریس کم به شبه دوری کد هر است.
هر .[18, 32] ͬ باشد م چندجمله ای ماتریس های از استفاده شبه دوری کدهای دادن نشان برای دی·ر
است مثلثͬ بالا ماتریس ی که ͬ باشد م خود مخصوص مولد چندجمله ای ماتریس دارای شبه دوری کد
مثلثͬ پایین ماتریس ی که ͬ باشد م خود خاص توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس دارای همچنین و
شبه دوری کدهای دیدگاه از (LDPC) خلوت توازن بررسͬ ماتریس با کدهای از مهمͬ بخش است.
شبه دوری کدهای طبقه در LDPC کدهای از بسیاری همچنین .[6, 9, 12, 17, 19] ͬ شود م بررسͬ

شبه دوری کدهای کلاس در یعنͬ شبه دوری کدهای از گسترده تر کلاس ی در و ندارند قرار
عنوان به تعمیم یافته شبه دوری کدهای .[4, 8, 34, 36, 38, 39] ͬ گیرند م قرار ،(GQC) تعمیم یافته١
حلقه ی Fq[x] و است n =

∑l
i=١ ni آن در که ͬ شود، م تعریف ⊕l

i=١ Fq[x]/x
ni − ١ از زیرمدولͬ

l−تایی های همه از Fq[x]−مدول ی ⊕l
i=١ Fq[x]/x

ni − ١ و Fq میدان در x چندجمله ای های از
به فصل این در .ci ∈ Fq[x]/x

ni − ١ داریم: ،١ ≤ i ≤ l همه ی برای آن در که ͬ باشد م (c١, . . . , cl)

١Generalized Quaci-Cyclic code

١۵



تعمیم یافته شبه دوری کدهای توازن بررسͬ و مولد چندجمله ای ماتریس های ١۶

توسط تعمیم یافته شبه دوری کد هر که ͬ دهیم م نشان ͬ پردازیم. م تعمیم یافته شبه دوری کدهای معرفͬ
زیر فرم به G = (gi,j) مولد چندجمله ای ماتریس

g١١ g١٢ · · · g١l

٠ g٢٢ · · · g٢l... . . . . . . ...
٠ · · · ٠ gll

 (٢ . ١)

و ͬ باشد م gi,j ∈ Fq[x] که ،l × l مرتبه از بالامثلثͬ چندجمله ای ماتریس ی ͬ شود.یعنͬ، م توصیف
ͬ کند، م صدق زیر ماتریسͬ معادله در

AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١], (٢ . ٢)
روی x متغیره ی چندجمله ای های حلقه Fq[x] عضو، q با متناهͬ میدان ی Fq اول، عدد q آن در که
ی {n١, . . . , nl} ،l × l مرتبه از دی·ر بالامثلثͬ چندجمله ای ماتریس ی A = (ai,j) ،Fq میدان
diag[xn١−١, . . . , xnl−١] و n باشد =

∑l
i=١ ni که طوری به n است طول به کدی برای بلوک بندی

این محتویات ͬ باشد. م xni − ١ برابر آن (i, i) درایه ،١ ≤ i ≤ l برای که است قطری ماتریس ی
شبه دوری کدهای اولیه اصول و تعاریف فصل این در شده است. برداشت [26] ͽمرج از عمدتاً فصل
کنید. مراجعه [11, 25, 38] ͽمراج به بیشتر جزئیات برای ͬ کنیم. م بیان خلاصه به طور را تعمیم یافته
صورت به را M بردار یا و ماتریس ی ترانهاده و ͬ دهیم م نشان Z با را صحیح اعداد حلقه فصل این در

ͬ کنیم. م تعریف MT

تعمیم یافته شبه دوری کدهای تعریف ٢ . ١
باشد. Fq میدان روی k بعد و n طول به خطͬ کد ی C کنید فرض

l∑باشد
i=١ ni = n که باشند موجود گونه ای به n١, n٢, . . . , nl مثبت و صحیح اعداد اگر .٢ . ١ . ١ تعریف
باشند، پایا ͬ شود، م داده نشان زیر در که دوری انتقال تحت C کدواژه های همه اگر این، بر علاوه و

(

n١︷ ︸︸ ︷
c١,١, . . . , c١,n١−١, c١,n١ ,

n٢︷ ︸︸ ︷
c٢,١, . . . , c٢,n١−٢, c٢,n٢ , . . . ,

nl︷ ︸︸ ︷
cl,١, . . . , cl,nl−١, cl,nl

) ∈ C (٢ . ٣)
=⇒ (

n١︷ ︸︸ ︷
c١,n١ , c١,١, . . . , c١,n١−١,

n٢︷ ︸︸ ︷
c٢,n٢ , c٢,١, . . . , c٢,n١−٢, . . . ,

nl︷ ︸︸ ︷
cl,nl

, cl,١, . . . , cl,nl−١) ∈ C,

(۴ . ٢)
ͬ شود. نامیده م تعمیم یافته شبه دوری کد ی C آنگاه

پایاباشد. m−تایی چرخش تحت C ، باشد n١ = n٢ = · · · = nl = m اگر که داشته باشید توجه
ͬ باشد. م دوری کد ی C آنگاه باشد l = ١ اگر همچنین است. شبه دوری کد ی C آنگاه

آنگاه ͬ شود، م بندی بلوک ∑l
i=١ ni = n صورت به که باشد تعمیم یافته شبه دوری کد ی C اگر

ͬ شود. بندی م بلوک صورت همان به که است تعمیم یافته شبه دوری کد ی نیز آن دوگان



١٧ چندجمله ای تفسیر

شود: تعریف زیر مولد ماتریس کم به ٧ طول به C١ دودویی خطͬ کد ی کنید فرض .٢ . ١ . ١ مثال
١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠
١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠
١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١

 .

ی C١ نتیجه در ͬ شود، م حاصل دی·ر سطرهای سطر، هر در درایه ها چرخش با بلوک، هر در که آنجایی از
ماتریس دی·ر سوی از است. n٣ = ١ و n١ = n٢ = ٣ ،k = ۴ آن در که ͬ باشد م تعمیم یافته شبه دوری کد

از: است عبارت که ͬ دهد م را C١ کد توازن بررسͬ ماتریس ،C⊥
١ کد مولد

١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١
٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ١

 .

چندجمله ای تفسیر ٢ . ٢
f چندجمله ای درجه ب·یرید. نظر در ͬ باشد، م fd ̸= ٠ که را f =

∑d
h=٠ fhx

h ∈ Fq[x] چندجمله ای
صورت به آن درجه ،f = ٠ ∈ Fq یعنͬ صفر، چندجمله ای برای ͬ شود، م تعریف deg f = d صورت به
به خطͬ کد ی C اگر ͬ باشد. م deg ٠ < w ،w ∈ Z همه برای که ͬ شود م تعریف ،deg f = −∞
کد این از (٢ . ٣) کدواژه هر آنگاه باشد، ∑l

i=١ ni = n که شود بندی بلوک گونه ای به و باشد n طول
کرد. نظیر زیر صورت به (c١, c٢, . . . , cl) چندجمله ای بردار ی به ͬ توان م را خطͬ

ci,١, ci,٢, . . . , ci,ni
7→ ci = ci,١ + ci,٢x+ · · ·+ ci,ni

xni−١ ∈ Fq[x], (۵ . ٢)
ͬ باشد. م deg ci < ni آن، در که ،١ ≤ i ≤ l برای

مانند فرد به منحصر باقیمانده چندجمله ای ،e mod g کنید فرض ،g ̸= ٠ و e, g ∈ Fq[x] برای
داریم: p, r ∈ Fq[x] برای دی·ر، بیان به است؛ g بر e تقسیم حاصل که شود تعریف g از کمتر درجه با r
کد از ،(۴ . ٢) کدواژه های چندجمله ای بردار دراین صورت .deg r < deg g آن در که ،e = pg + r

با است معادل ،c = (c١, c٢, . . . , cl) ∈ C

(xc١ mod (xn١ − ١), xc٢ mod (xn٢ − ١), . . . , xcl mod (xnl − ١)), (۶ . ٢)
داریم: ،١ ≤ i ≤ l برای زیرا

xci = ci,١x+ ci,٢x
٢ + · · ·+ ci,ni−١x

ni−١ + ci,ni
xni

= ci,ni
(xni − ١) + cini + ci,١x+ · · ·+ ci,ni−١x

ni−١ .

خارج حلقه از مستقیم ͽجم فوق تساوی راست سمت که و ͬ نامیم م xc را (۶ . ٢) چندجمله ای بردار
ͬ باشد. م ١ ≤ i ≤ l برای ،(xni − ١) از شده تولید ایده آل بر Fq[x] قسمت



تعمیم یافته شبه دوری کدهای توازن بررسͬ و مولد چندجمله ای ماتریس های ١٨

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که باشد نگاشتͬ ی F : Fq[x]
l −→ M کنید فرض

F ((c١, . . . , cl)) = (c١ mod (xn١ − ١), c٢ mod (xn٢ − ١), . . . , cl mod (xnl − ١)),

در ͬ باشد. م ci ∈ Fq[x] ،١ ≤ i ≤ l برای که است  (c١, . . . , cl)تایی−l دهنده نشان ،Fq[x]
l آن در که

.D = F−١(C) ⊂ Fq[x]
l داریم: ͬ باشد، م C ⊂ M که ،C تعمیم یافته شبه دوری کد برای صورت این

صورت به چندجمله ای بردارهای شامل D ،١ ≤ i ≤ l برای آنگاه
(٠, . . . ,٠︸ ︷︷ ︸

i−١

, xni − ١,٠, . . . ,٠︸ ︷︷ ︸
l−i

), (٢ . ٧)

کنید فرض مقابل، در است. (٠, . . . ,٠) ∈ C کدواژه معکوس تصاویر از ی΄ͬ معادل که ͬ باشد م
در است. (٢ . ٧) فرم به چندجمله ای بردار l شامل که Fq[x]−زیرمدول باشد ی D ⊂ Fq[x]

l که
طریق از C و D بین تناظر این ͬ کند. م مشخص را تعمیم یافته شبه دوری کد ی F (D) صورت این
F−١(F (D)) = D داریم: مثال عنوان به است، به ی ی ،F (D) = C و D = F−١(C) روابط
قرار Fq[x]

l در C تعمیم یافته شبه دوری کد هر که ͬ کنیم م فرض پس، این از .F (F−١(C)) = C و
ارائه را ͬ باشد م ٢ . ١ . ١ تعریف معادل که تعمیم یافته شبه دوری کدهای از دی·ری تعریف ما بنابراین دارد.

ͬ دهیم. م
به چندجمله ای بردار l شامل C اگر باشد. Fq[x]

l از Fq[x]−زیرمدول ی C کنید فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
ͬ شود. م نامیده تعمیم یافته شبه دوری کد ی C آنگاه (٢ . ٧) باشد، فرم

منظم شب΄ه ی جز چیزی ،C ⊂ Fq[x]
l تعمیم یافته شبه دوری کد که ͬ کند م بیان ٢ . ٢ . ١ تعریف

نیست. ͬ باشد، م (٢ . ٧) فرم به چندجمله ای بردار l شامل که Fq[x]
l در

تعمیم یافته  شبه دوری کدهای مولد چندجمله ای ٢ . ٣ ماتریس
متعلق درایه های با ،k×n مولد ماتریس از استفاده تعمیم یافته شبه دوری کد ی تش΄یل برای روش ی
Fq[x] به متعلق درایه های با ،l × l مولد چندجمله ای ماتریس از استفاده دی·ر روش ͬ باشد. م Fq به
در را ،deg f = d ≥ ٠ دی·ر، عبارت به یا d درجه با ،f =

∑d
h=٠ fhx

h ∈ Fq[x] چندجمله ای است.
باشد. fd = ١ اگر ͬ نامیم م تکین را f چندجمله ای آنگاه ب·یرید. نظر

که باشد l × l ماتریس ی G = (gi,j) و تعمیم یافته شبه دوری کد ی C کنید فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف
،i > j و ١ ≤ i, j ≤ l برای اگر باشد. C در کدواژه هایی آن سطرهای و Fq[x] به متعلق آن درایه های

به صورت G ماتریس یعنͬ، ،gi,j = ٠ باشیم: داشته
g١,١ g١,٢ · · · g١,l

٠ g٢,٢ · · · g٢,l... . . . . . . ...
٠ · · · ٠ gl,l

 , (٢ . ٨)



١٩ تعمیم یافته  شبه دوری کدهای مولد چندجمله ای  ماتریس

در که (٠, · · · ,٠, ci, · · · , cl) ∈ C فرم به کدواژه های میان در و ١ ≤ i ≤ l برای این، بر علاوه و باشد
ͬ نامیم. م C کد مولد چندجمله ای ماتریس را G آنگاه باشد، درجه کمترین دارای gi,i ͬ باشد، م ci ̸= ٠ آن
،deg gi,j < deg gj,j باشیم: داشته ،١ ≤ i ̸= j ≤ l همه برای و باشد تکین ،١ ≤ i ≤ l برای gi,i اگر

ͬ نامیم. م کاهنده را G ماتریس آنگاه
کنیم. تعریف توازن بررسͬ ماتریس های با را خطͬ کدهای ͬ توانیم م ما مولد، ماتریس های به جای
شبه دوری کدهای که دارد وجود ام΄ان این مولد، چندجمله ای ماتریس های به جای مشابه، به طور

کرد. تعریف H توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس های توسط را تعمیم یافته
که باشد l × l ماتریس ی H = (hi,j) و تعمیم یافته شبه دوری کد ی C کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ تعریف
،i < j و ١ ≤ i, j ≤ l برای اگر است. C⊥ در کدواژه هایی آن سطرهای و Fq[x] به متعلق آن درایه های

به صورت H ماتریس یعنͬ، ،hi,j = ٠ باشیم: داشته

H =


h١,١ ٠ · · · ٠
h٢,١ h٢,٢

. . . ...
... ... . . . ٠

hl,١ hl,٢ · · · hl,l

 , (٢ . ٩)

(c١, · · · , ci,٠, · · · ,٠, ) ∈ C⊥ فرم به کدواژه های میان در و ١ ≤ i ≤ l برای این، بر علاوه و باشد
توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس را H آنگاه باشد، درجه کمترین دارای hi,i ͬ باشد، م ci ̸= ٠ آن در که
باشیم: داشته ،١ ≤ i ̸= j ≤ l همه برای و باشد تکین ،١ ≤ i ≤ l برای hi,i اگر ͬ نامیم. م C کد

ͬ نامیم. م کاهنده را H ماتریس آنگاه ،deg hi,j < deg hj,j

است. فرد به منحصر تعمیم یافته، شبه دوری کد هر در کاهنده مولد چندجمله ای ماتریس .٢ . ٣ . ١ گزاره
کد برای کاهنده مولد چندجمله ای ماتریس دو G′ = (g′i,j) و G = (gi,j) که کنید فرض برهان.
و G مولد چندجمله ای ماتریس های از ام i سطرهای به ترتیب g′i و gi اگر باشند. تعمیم یافته شبه دوری
کمترین با چندجمله ای بودن منحصربه فرد با این  صورت غیر در زیرا ͬ باشد، م gi,i = g′i,i آنگاه باشند G′

به موجوداست di+١, . . . , dl ∈ Fq[x] بنابراین است. تناقض در شد، بیان ٢ . ٣ . ١ تعریف در که درجه
است عبارت i + ١ ≤ j ≤ l برای gi − g′i از ام j مؤلفه و باشد gi − g′i =

∑l
j=i+١ djgj  طوری که

،٠ ≤ deg gi,j, deg g
′
i,j ≤ deg gj,j داریم: ،i + ١ ≤ j ≤ l برای چون و gi,j − g′i,j = djgj,j از:

خواهدبود. G = G′ و gi − g′i = ٠ نتیجه در .dj = ٠ خواهیم داشت: لذا
نیز کاهنده توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس که کرد اثبات ͬ توان م مشابه طور به این، بر علاوه
ما توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس و مولد چندجمله ای ماتریس هر برای است. فرد به منحصر
به دست چندجمله ای ماتریسهای روی مقدماتͬ سطری عملیات طریق از را آنها کاهنده ی ͬ توانیم م

آوریم.
کد مولد چندجمله ای ماتریس G کنید فرض .(C کدواژه های برای شرطͬ دو گزاره ی) .٢ . ٣ . ٢ گزاره
باشد، gi = (gi,١, . . . , gi,l) برابر G = (gi,j) ماتریس از i−ام سطر ،١ ≤ i ≤ l برای و باشد C
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اگر تنها و اگر است C کد از کدواژه ی ،c = (c١, . . . , cl) ∈ Fq[x]
l چندجمله ای بردار دراین صورت

داشته باشیم: که طوری به  باشد موجود f = (f١, . . . , fl) ∈ Fq[x]
l

c = fG = f١g١ + · · ·+ flgl. (٢ . ١٠)

در آ  . ٠ . ١ لم طبق ،G مولد چندجمله ای ماتریس و c = (c١, . . . , cl) ∈ C واژه کد برای برهان.
موجودند گونه ای به f = (f١, . . . , fl), d = (d١, . . . , dl) ∈ Fq[x]

l که ͬ کنیم م ادعا آ ، پیوست
صورت این در باشد. deg dj < deg gj,j ،١ ≤ j ≤ l برای و c = fG + d داشته باشیم: که
d = (٠, . . . ,٠) = ٠ که ͬ گیریم م نتیجه ،٢ . ٢ . ١ تعریف کم به و ͬ باشد م d = c − fG ∈ C

نتیجه ،٢ . ٢ . ١ تعریف از بلافاصله فوق قضیه عکس ͬ آید. م بدست (٢ . ١٠) رابطه بنابراین خواهدبود.
ͬ شود. م

بوخ برگر ال·وریتم ۴ . ٢
داده نشان [38, 7] ͽمراج در بوخ برگر٢ ال·وریتم توسط مدولها برای مولد چندجمله ای ماتریس وجود
گوس حذفͬ روش در ماتریسها کردن بالا مثلثͬ برای مقدماتͬ سطری عملیات مشابه که است شده

ͬ باشد. م
بدست زیر صورت به را بوخ برگر ال·وریتم توسط را تعمیم یافته شبه دوری کدهای مولد ماتریس

چندجمله ای ماتریس با ͬ آوریم. م
c١,١ c١,٢ . . . c١,l

c٢,١ c٢,٢ . . . c٢,l... ... . . . ...
ck,١ ck,٢ . . . ck,l

 (٢ . ١١)

در خطͬ کدهای عنوان به که تعمیم یافته شبه دوری کدهای مولد چندجمله ای ماتریس از نمایندگͬ به
ci,j ∈ Fq[x] ،١ ≤ j ≤ l و ١ ≤ i ≤ k برای ماتریس این در که ͬ کنیم، م شروع ͬ شوند م گرفته نظر
ال·وریتم این در باشد. (٢ . ١١) ماتریس ام −i سطر ci ،١ ≤ i ≤ k برای که کنید فرض ͬ باشد. م

ͬ دهیم. م انجام چندجمله ای ماتریس روی استقرایی صورت به را تغییراتͬ

c١ = (xn١ − ١,٠, . . . ,٠) ͬ دهیم: م قرار آنگاه باشد، c١,١ = c٢,١ = · · · = ck,l = ٠ اگر .١
متوقف را عملیات هم باز باشد c٢,١ = · · · = ck,l = ٠ و c١,١ ̸= ٠ اگر ͬ شویم. م متوقف و

ͬ کنیم. م

کمترین c١,١ ͬ خواهیم م زیرا ͬ کنیم م جابه جا c٢, . . . , ck سطرهای با را c١ سطر لازم صورت در .٢
باشد. داشته هستند صفر غیر که c١,١, c٢,١, . . . , ck,١ میان در را درجه

٢   Buchberger’s algorithm



٢١ بوخ برگر ال·وریتم

برای آن در که ،ci,١ = pic١,١ + ri داشته باشیم: که ͬ کنیم م محاسبه طوری را pi, ri ∈ Fq[x] .٣
ci − pic١ با را ci سطر ،٢ ≤ i ≤ k برای ͬ باشد. م ،deg ri < deg c١,١ ،٢ ≤ i ≤ k همه

ͬ گردیم. بازم اول مرحله به و ͬ کنیم م جای·زین
به را c١ = (c١,١, . . . , c١,l) سطر و کنیم صفر را c٢,١, · · · , ck,l ͬ توانیم م ما فوق عملیات انجام با
ماتریس در اولیه c١,١, c٢,١, . . . , ck,١ برای سپس ͬ گیریم. م نظر در g١ = (g١,١, . . . , g١,l) سطر عنوان

ماتریس به (٢ . ١١) ماتریس بنابراین .g١,١ = gcd(c١,١, . . . , ck,١) داشت: خواهیم ،(٢ . ١١)
g١,١ g١,٢ . . . g١,l

٠ c٢,٢ . . . c٢,l... ... . . . ...
٠ ck,٢ . . . ck,l

 . (٢ . ١٢)

(٢ . ١١) ماتریس در ci,j با کلͬ طور به (٢ . ١٢) ماتریس در ci,j که داشته باشید توجه ͬ شود. م تبدیل

انجام (٢ . ١٢) ماتریس از


c٢,٢ . . . c٢,l... . . . ...
ck,٢ . . . ck,l

زیرماتریس برای را بالا عملیات ادامه، در است. متفاوت

،G ماتریس سطرهای عنوان به بالا سطر l جای·ذاری و بالا بازگشتͬ عملیات انجام از بعد ͬ دهیم. م
ͬ توانیم م مشابه، طور به آمد. خواهد به دست C کد برای (٢ . ٨) مولد چندجمله ای ماتریس نهایت در
(n−k)×n توازن بررسͬ ماتریس ی که طریق این به آوریم بدست H محاسبه برای را مربوطه ال·وریتم
انجام از بعد .hl,l = gcd(c١,l, . . . , c(n−k),l) داشت: خواهیم و ͬ دهیم م قرار ورودی عنوان به را
ماتریس نهایت در ،H ماتریس سطرهای عنوان به پایین سطر l جای·ذاری و بالا بازگشتͬ عملیات

آمد. خواهد به دست C کد برای (٢ . ٩) توازن بررسͬ چندجمله ای
عنوان به (٢ . ١٣) رابطه چپ سمت در چندجمله ای ماتریس ب·یرید. نظر در را ٢ . ١ . ١ مثال .١ . ۴ . ٢ مثال
اولیه چندجمله ای ماتریس ،٣‐١ مراحل انجام طریق از است. شده داده مولد چندجمله ای ماتریس نماینده

است. شده تبدیل زیر صورت به
١+ x٢ ١ ٠
١+ x x ٠
x+ x٢ x٢ ٠

١+ x+ x٢ ٠ ١

 −→


١+ x x ٠
٠ ١+ x+ x٢ ٠
٠ ٠ ٠
١ x٢ ١



−→ G١ =


١ ١+ x ١
٠ ١+ x+ x٢ ٠
٠ ٠ ١+ x

 . (٢ . ١٣)

آخرین آن در که g٣ = (٠,٠,١ + x) و g٢ = (٠,١ + x + x٢,٠), g١ = (١, x٢,١) داریم: بنابراین
آن تبدیل برای است. شده حاصل (١+ x, x,٠) + (١+ x)g١ = xg٢ + (٠,٠,١+ x) رابطه از تساوی

ͬ کنیم. م g١ سطر جای·زین را g١ + g٢ کاهنده، نوع به
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چندجمله ای ماتریس ͬ کنیم. م حساب را آن توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس بوخ برگر ال·وریتم کم به حال
سوم سطر است. شده داده توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس نماینده عنوان به (١۴ . ٢) رابطه چپ سمت در
صورت به c٢٣, c١٣ درایه های ͬ باشد. م h٣ = (x٢,١+ x٢,١) برابر H١ توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس
آن تبدیل برای .h١ = (١+ x٣,٠,٠) و h٢ = (x+ x٢,١+ x,٠) داریم: بنابرایم ͬ شوند. م حذف زیر

ͬ آوریم: م بدست و ͬ کنیم م h٣ سطر جای·زین را h٣ + (١+ x)h٢ + h١ کاهنده، نوع به
١ ١+ x ١
x x+ x٢ ١
x٢ ١+ x٢ ١

 −→


١+ x٢ x+ x٢ ٠
x+ x٢ ١+ x ٠
x٢ ١+ x٢ ١



−→ H١ =


١+ x٣ ٠ ٠
x+ x٢ ١+ x ٠

١+ x+ x٢ ٠ ١

 . (١۴ . ٢)

آن در تعمیم یافته شبه دوری کدهای مولد ماتریس که معادله ای ۵ . ٢
است. صادق

کنید فرض است). صادق آن در تعمیم یافته شبه دوری کدهای مولد ماتریس که (معادله ای .١ . ۵ . ٢ گزاره
،i > j و ١ ≤ i, j ≤ l برای آن در و باشد Fq[x] در درایه هایی با l × l ماتریس ی G = (gij)

کد برای مولد چندجمله ای ماتریس ی ،G آنگاه باشد. n =
∑l

i=١ ni همچنین و gij = ٠ داشته باشیم:
موجود Fq[x] در درایه هایی با A = (aij) مانند l× l ماتریس ی اگر تنها و اگر است تعمیم یافته شبه دوری

داشته باشیم: که طوری به باشد

AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١], (١۵ . ٢)
آن در که

diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١] =


xn١ − ١ ٠ · · · ٠

٠ xn٢ − ١ . . . ...
... . . . . . . ٠
٠ · · · ٠ xnl − ١

 .

ͬ باشد. م
چندجمله ای بردار l آنگاه باشد، تعمیم یافته شبه دوری کد برای مولد چندجمله ای ماتریس یG اگر برهان.
فرض مطلب، عکس اثبات برای داشت. خواهیم را (١۵ . ٢) ما و شود بیان G توسط باید (٢ . ٧) فرم به
از و Fq[x] خواهدبود

l از Fq[x]−زیرمدول ی C صورت، این در باشد. C = {fG|f ∈ Fq[x]
l} کنید

ͬ باشد. م (٢ . ٧) فرم به چندجمله ای بردار l شامل C که ب·وییم ͬ توانیم م است برقرار (١۵ . ٢) که آنجایی
ͬ باشد. م تعمیم یافته شبه دوری کد ی C ،٢ . ٢ . ١ تعریف طبق بنابراین



٢٣ است. صادق آن در تعمیم یافته شبه دوری کدهای مولد ماتریس که معادله ای

شبه دوری کد مولد چندجمله ای ماتریس G کنید A)فرض ماتریس بودن مثلثͬ (خاصیت .٢ . ۵ . ٢ گزاره
کند. صدق (١۵ . ٢) معادله در که باشد چندجمله ای ماتریس A که کنید فرض همچنین باشد. C تعمیم یافته
aij = ٠ آنگاه باشد i > j و A = (aij) اگر یعنͬ است، بالامثلثͬ ماتریس ی نیز A ماتریس صورت این در

بود. خواهد
Fq[x] قسمتͬ خارج میدان روی بالامثلثͬ ماتریس های مجموعه که ͬ شود م نتیجه واقعیت این از برهان.

ͬ شود. م حاصل ح΄م لذا و ͬ دهند م گروه ی تش΄یل
ماتریس ی G کنید فرض .( شبه دوری کدهای در GوA ماتریس های جابجایی (خاصیت .٣ . ۵ . ٢ گزاره
صدق (١۵ . ٢) رابطه در که باشد چندجمله ای ماتریس A و باشد C شبه دوری کد برای مولد چندجمله ای

است. برقرار نیز GA = diag[xN − ١, . . . , xN − ١] رابطه صورت، این در کند.
فرض این بر علاوه و دهیم نشان Fq(x) علامت با را Fq[x] خارج قسمتͬ میدان کنید فرض برهان.
قطری ماتریس باشد. صادق Fq(x) میدان روی AG = diag[xN − ١, . . . , xN − ١] معادله کنید
فوق رابطه طرفین در M ضرب با صورت این در ͬ گیریم. م نظر در را M = diag

[ ١
xN−١ , . . . ,

١
xN−١

]
داشت: خواهیم بنابراین .(AG)M = A(GM) = diag[١, . . . ,١] = (GM)A = M(GA) داریم:

GA = diag[xN − ١, . . . , xN − ١].

کد برای کاهنده مولد چندجمله ای ماتریس G کنید فرض ( A ماتریس برای کاهندگͬ (ویژگͬ .۴ . ۵ . ٢ گزاره
(١۵ . ٢) معادله در که باشد چندجمله ای ماتریس A که کنید فرض همچنین باشد. C تعمیم یافته شبه دوری

داریم: ،١ ≤ i ̸= j ≤ l همه برای و A = (aij) ماتریس در صورت این در کند. صدق
deg aii > deg aij.

که ͬ گیریم م نتیجه aiigij + aijgjj = ٠ معادله از صورت این در باشد. j = i+ ١ کنید فرض برهان.
ͬ باشد. م deg aii = deg aij + deg gjj − deg gij > deg aij زیرا، خواهدبود. deg aii > deg aij

که کنیم ثابت است کافͬ بنابراین ،deg aii > deg aih داریم: i ≤ h < j برای استقرا فرض به بنا
.aijgjj = −

∑j−١
h=i aihghj داریم: ∑j

h=i aihghj = ٠ رابطه طبق ͬ باشد. م deg aii > deg aij

داشت: خواهیم بنابراین

deg aij =deg

(
j−١∑
h=i

aihghj

)
− deg gjj

≤ max
i≤h<j

{deg aih + deg ghj − deg gjj} < max
i≤h<j

{deg aih} = deg aii.

برای آنگاه ،gii = xni − ١ باشیم: داشته ،١ ≤ i ≤ l برای اگر ،۴ . ۵ . ٢ گزاره به توجه با .١ . ۵ . ٢ نکته
aii = ١ نتیجه در ͬ باشد، م aiigii = xni − ١ که آنجایی از زیرا بود؛ خواهد gij = ٠ ،١ ≤ i ̸= j ≤ l

بنابراین ،aik = ٠ خواهیم داشت: ،١ ≤ i ̸= k ≤ l برای ،۴ . ۵ . ٢ و ٢ . ۵ . ٢ گزاره های به توجه با و است
.∑l

k=١ aikgkj = gij = ٠ داریم: ،١ ≤ i ̸= j ≤ l برای
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دوگانگͬ قضیه ۶ . ٢
ماتریس و C کد مولد چندجمله ای ماتریس بین رابطه ی دوگانگ٣ͬ، قضیه کم به بخش، این در
چندجمله ای ماتریس آوردن بدست روی کلͬ طور به ͬ کنیم. م تعریف ،C⊥ آن، دوگان کد مولد چندجمله ای
بدست بعدی بخش در را آن معکوس نتایج و ͬ شویم م متمرکز مولد چندجمله ای ماتریس از توازن بررسͬ

ͬ آوریم. م
ͬ باشد، م deg a < w که a ∈ Fq[x] چندجمله ای برای باشد. مثبت صحیح عدد ی w کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را a⟨w⟩

a = a٠ + a١x+ · · ·+ aw−١x
w−١

=⇒ a⟨w⟩ = a٠ + aw−١x+ aw−٢x
٢ + · · ·+ a١x

w−١ (١۶ . ٢)

،[a]T ماتریس اول سطر با است معادل ،a⟨w⟩ چندجمله ای از (a٠, aw−١, aw−٢, . . . , a١) ضرایب بردار
صورت به گردشͬ ماتریس ی [a] آن در که

[a] =


a٠ a١ . . . aw−١

aw−١ a٠ . . . aw−٢... . . . . . . ...
a١ . . . aw−١ a٠

 . (٢ . ١٧)

داریم: آنگاه ͬ باشد. )م
a⟨w⟩)⟨w⟩

= a

و
xdeg aa(x−١) = xdeg aa⟨w⟩ mod (xw − ١).

گردشͬ ماتریسهای همه شامل Fq−جبر ی ξ(w) کنید فرض ،w مثبت و صحیح عدد برای .١ . ۶ . ٢ لم
صورت، این در باشد. Fq در درایه هایی با ،w × w

به Fq−جبر دو بین ی΄ریختͬ ی دارد وجود (٢ . ١٧) تساوی در [a] و a بین که رابطه ای به توجه با .(i)
ͬ کنیم. م تعریف Fq[x]/(x

w − ١) −→ ξ(w) صورت

ͬ دهیم، م نشان [a]T صورت به که ξ(w) در [a] ترانهاده (i) بند در شده تعریف نگاشت کم به .(ii)
کنیم. جاگذاری را a⟨w⟩ ،Fq[x]/(x

w − ١) در a جای به اینکه با است مطابق

که Fq[x]/(x
w − ١) −→ Fq[x]/(x

N − ١) نگاشت کند. عاد را N عدد ،w کنید فرض .(iii)
نگاشت واسطه به که ξ(w) −→ ξ(N) نگاشت با است مطابق ͬ شود م حاصل xN−١

xw−١ ضرب توسط
٣Duality theorem



٢۵ دوگانگͬ قضیه

ماتریس آن در که ͬ شود، م تعریف [a] 7−→


[a] · · · [a]
... · · · ...
[a] · · · [a]

 رابطه توسط (i) بند در شده تعریف

نگاشت های مثال، عنوان به ͬ باشد. م N

w
×N

w
مرتبه از [a] تکرار ماتریس بیانگر ،


[a] · · · [a]
... · · · ...
[a] · · · [a]


ͬ آیند. م بدست (i) بند در شده تعریف نگاشت توسط عمودی، نگاشت های که جابجایی اند نمودار زیر

Fq[x]/(x
w − ١) Fq[x]/(x

N − ١)

ξ(w) ξ(N)

(i)

N

w
× N

w
تکرار ماتریس

×xN − ١
xw − ١

(i)

[a] 7−→


[a] · · · [a]
... · · · ...
[a] · · · [a]


ͬ باشد م آن از حاصل نتیجه ی (ii) بند ادعای است، شده شناخته (i)، بند در شده مطرح ادعای برهان.
محاسبه قابل راحتͬ به x

N − ١
xw − ١ = ١+ xw + x٢w + . . .+ xN−w رابطه ی به توجه با نیز (iii) بند و

ͬ باشد. م

توسط M که باشند M به متعلق (d١, . . . , dl) و (c١, . . . , cl) کنید فرض .(M در (تعامد .١ . ۶ . ٢ گزاره
c, d ∈ (Fq)

n که کنید فرض این علاوه بر ͬ باشد. Nم = lcm(n١, . . . , nl) و است شده تعریف (؟؟) رابطه
(c١, . . . , cl) و (d١, . . . , dl) به ،(۵ . ٢) رابطه توسط ترتیب، به که هستند سطری بردار دو

اگر تنها و اگر ͬ باشد م c(dT ) = ٠ صورت این در وابسته اند.

xN − ١
∣∣∣∣∣

l∑
k=١

ck
xN − ١
xnk − ١d

⟨nk⟩
k . (٢ . ١٨)

با است معادل ،(٢ . ١٨) رابطه ،١ . ۶ . ٢ لم طبق برهان.

l∑
k=١


[ck][d

⟨nk⟩
k ] · · · [ck][d

⟨nk⟩
k ]

... · · · ...
[ck][d

⟨nk⟩
k ] · · · [ck][d

⟨nk⟩
k ]

 = ٠N×N , (٢ . ١٩)
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تکرار ماتریس ی فوق تساوی چپ سمت ͬ شوند. م تعریف (٢ . ١٧) رابطه توسط [d⟨nk⟩
k ] و [ck] آن در که

نشان دهنده ،٠N×N و ͬ باشد م nk×nk مرتبه از [ck][d⟨nk⟩
k ] ماتریس های از متش΄ل ،N

nk

× N

nk

مرتبه از
با: است معادل ،(٢ . ١٩) معادله از (١,١) درایه این بر علاوه است . N ×N مرتبه از صفر ماتریس

l∑
k=١

(
ck,٠ ck,١ ck,٢ . . . ck,nk−١

)


dk,٠

dk,١

dk,٢...
dk,nk−١


= ٠.

m اندازه به آن م΄ان تغییر با ،c(dT ) = ٠ داشته باشیم، اگر مقابل در است. معادل c(dT ) = ٠ با که
(٢ . ١٨) رابطه آن از ͬ توان م که ͬ شود م حاصل (٢ . ١٩) معادله ͬ باشد، م ١ ≤ m ≤ N آن در که مرتبه

گرفت. نتیجه را

تعمیم یافته شبه دوری کد کاهنده مولد چندجمله ای ماتریس ی G = (gi,j) کنید فرض .١ . ۶ . ٢ قضیه
AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١] معادله در که باشد چندجمله ای ماتریس A = (ai,j) و باشد C

ͬ کنیم: م تعریف ͬ کند. صدق م
A∗ =

(
a
⟨nj⟩
j,i

)
,

ͬ شود م تعریف (١۶ . ٢) رابطه توسط a⟨nj⟩
j,i آنگاه ،aj,i ̸= xnj − ١ داشته باشیم اگر یا و j ̸= i اگر آن در که

ͬ کنیم: م تعریف این بر علاوه .a⟨ni⟩
i,i = xni − ١ داشت: خواهیم صورت این غیر در و

H = diag[xdeg a١,١ , . . . , xdeg al,l ]A∗ =
(
xdeg ai,ia

⟨nj⟩
j,i

)
,

داریم: دی·ر عبارت به یعنͬ

H =


xdeg a١,١a

⟨n١⟩
١,١ ٠ · · · ٠

xdeg a٢,٢a
⟨n١⟩
١,٢ xdeg a٢,٢a

⟨n٢⟩
٢,٢

. . . ...
... ... . . . ٠

xdeg al,la
⟨n١⟩
١,l xdeg al,la

⟨n٢⟩
٢,l · · · xdeg al,la

⟨nl⟩
l,l

 , (٢ . ٢٠)

و ͬ باشد م (xnj − ١) پیمانه به H ماتریس j−ام ستون از xdeg ai,ia
⟨nj⟩
j,i عبارت ،(i, j) هر برای آن در که

ͬ دهیم. م قرار را xdeg ai,ia
⟨ni⟩
i,i = (xni − ١) عبارت باشد، ٠ برابر (xni − ١) پیمانه به xdeg ai,ia

⟨ni⟩
i,i اگر

ͬ باشد. م C کد برای توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس ی H صورت این در

رابطه از ͬ باشد. م C⊥ به متعلق ،A∗ سطر هر در چندجمله ای بردار که ͬ کنیم م ثابت ابتدا در برهان.
ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را G′ چندجمله ای ماتریس ،AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١],

G′ = Gdiag

[
xN − ١
xn١ − ١ , . . . ,

xN − ١
xnl − ١

]
=

(
gi,j

xN − ١
xnj − ١

)
,



٢٧ دوگانگͬ قضیه

داشت: خواهیم رو این از ͬ باشد. م N = lcm(n١, . . . , nl) آن در که
AG′ = diag[xN − ١, . . . , xN − ١].

همه برای که است برقرار G′A = diag[xN − ١, . . . , xN − ١] تساوی ،٣ . ۵ . ٢ گزاره به توجه با
با: است معادل ١ ≤ i, j ≤ l

l∑
k=١

gi,k
xN − ١
xnk − ١ak,j =

٠ i ̸= j,

xN − ١ i = j.

چندجمله ای بردار j−ام سطر ،١ . ۶ . ٢ گزاره به توجه با و ͬ باشد م
(
a
⟨nk⟩
k,j

)⟨nk⟩
= ak,j که آنجا از

نشان اثبات ادامه در ͬ باشد. م C⊥ به متعلق ،١ ≤ j ≤ l همه برای A∗ از
(
a
⟨n١⟩
١,j , . . . , a

⟨nl⟩
l,j

)
را مینیمم شرط ،(٢ . ٢٠) در H = (hi,j) ماتریس از سطری چندجمله ای بردارهای که ͬ دهیم م
بردارهای در که است هایی fi میان در درجه مینیمم دارای hi,i یعنͬ، داراست. ٢ . ٣ . ٢ تعریف در
بالا استدلال کم به دارد. قرار fi ̸= ٠ با (f١, . . . , fi,٠, . . . ,٠) ∈ C⊥ فرم به )چندجمله ای
xdeg ai,ia

⟨n١⟩
١,i , . . . , xdeg ai,ia

⟨ni⟩
i,i ,٠, . . . ,٠

)
∈ C⊥ ،

(
a
⟨n١⟩
١,i , . . . , a

⟨ni⟩
i,i ,٠, . . . ,٠

)
∈ C⊥ داریم:

داشته باشید توجه همچنین ͬ باشد. م xdeg ai,ia
⟨nl⟩
i,i ∈

(
C⊥)

i
= {ci|(c١, . . . , ci,٠, . . . ,٠) ∈ C⊥} و

ͬ توانیم م ͬ باشد، م ai,igi,i = xni − ١ که آنجایی از و hi,i = xdeg ai,ia
⟨ni⟩
i,i = xdeg ai,iai,i(x

−١) که
Ci = {ci|(٠, . . . ,٠, ci, . . . , cl) ∈ C} دوری کد از دوگان کد مولد چندجمله ای با hii که ب·وییم
ͬ باشد، م (C⊥)

i
⊆ (Ci)

⊥ که است بدیهͬ همچنین ،(C⊥)
i
⊇ (Ci)

⊥ داریم: بنابراین است. معادل
در و است معادل (C⊥)

i
مولد چندجمله ای با hii رو ازاین .(Ci)

⊥ =
(
C⊥)

i
داشت: خواهیم بنابراین

ͬ شود. م کامل اثبات و است درجه کمترین دارای hii ،f ̸= ٠ و f ∈
(
C⊥)

i
میان

داشته باشیم: زیر به صورت را A و G چندجمله ای ماتریس های و باشد q = ٢ کنید فرض .١ . ۶ . ٢ مثال

G =


١+ x۴ + x۶ + x٧ x٢ + x٣ ١+ x+ x٢

٠ ١+ x۵ ١+ x+ x٢

٠ ٠ ١+ x٣

 ,

A =


١+ x۴ + x۶ + x٧ + x٨ x٢ + x٣ + x۶ ١+ x+ x٣ + x٧

٠ ١+ x۵ ١+ x+ x٢ + x٣ + x۴

٠ ٠ ١+ x٣

 .

: داریم صورت این در
AG = diag[x١۵ − ١, x١٠ − ١, x۶ − ١].

صورت دراین ͬ شود. م تعریف G مولد ماتریس توسط که باشد تعمیم یافته شبه دوری کد ی C که کنید فرض
ͬ کنیم: م محاسبه زیر صورت به را A∗ ماتریس ابتدا ،(٢ . ٢٠) رابطه کم به H ماتریس آوردن بدست برای

A∗ =


١+ x٧ + x٨ + x٩ + x١١ ٠ ٠

x٩ + x١٢ + x١٣ ١+ x۵ ٠
١+ x٨ + x١٢ + x١۴ ١+ x۶ + x٧ + x٨ + x٩ ١+ x٣

 .



تعمیم یافته شبه دوری کدهای توازن بررسͬ و مولد چندجمله ای ماتریس های ٢٨

با: است معادل H سپس

H =


١+ x+ x٢ + x۴ + x٨ ٠ ٠

x٢ + x٣ + x١۴ ١+ x۵ ٠
١+ x٢ + x٣ + x١١ ١+ x+ x٢ + x٣ + x٩ ١+ x٣

 .

ͬ آوریم: م بدست زیر صورت به H ماتریس از را H ′ کاهنده ماتریس بوخ برگر ال·وریتم کم به

H ′ =


١+ x+ x٢ + x۴ + x٨ ٠ ٠
١+ x+ x٢ + x٧ ١+ x۵ ٠

١+ x٢ + x٣ + x۴ + x۵ + x۶ ١+ x+ x٢ + x٣ + x۴ ١+ x٣

 .

برای ،١۶×٣١ مرتبه از ،G̃ دودویی۴ مولد ماتریس ی ͬ توان م ،G ماتریس کم به م΄ان، تغییر با مطابق
ͬ شود: م تولید زیر صورت به G̃ ماتریس از سطر ٨ ،G ماتریس اول سطر از مثال، برای کرد. تولید C کد

١٠٠٠١٠١١٠٠٠٠٠٠٠ ٠٠١١٠٠٠٠٠٠ ١١١٠٠٠
٠١٠٠٠١٠١١٠٠٠٠٠٠ ٠٠٠١١٠٠٠٠٠ ٠١١١٠٠
٠٠١٠٠٠١٠١١٠٠٠٠٠ ٠٠٠٠١١٠٠٠٠ ٠٠١١١٠
٠٠٠١٠٠٠١٠١١٠٠٠٠ ٠٠٠٠٠١١٠٠٠ ٠٠٠١١١
٠٠٠٠١٠٠٠١٠١١٠٠٠ ٠٠٠٠٠٠١١٠٠ ١٠٠٠١١
٠٠٠٠٠١٠٠٠١٠١١٠٠ ٠٠٠٠٠٠٠١١٠ ١١٠٠٠١
٠٠٠٠٠٠١٠٠٠١٠١١٠ ٠٠٠٠٠٠٠٠١١ ١١١٠٠٠
٠٠٠٠٠٠٠١٠٠٠١٠١١ ١٠٠٠٠٠٠٠٠١ ٠١١١٠٠


.

،١۵×٣١ مرتبه از ،H̃ دودویی توازن بررسͬ ماتریس ی ͬ توان م ،H ′ کاهنده ماتریس کم به دی·ر، سوی از
است. صفر ماتریس با معادل ،G̃× H̃T حاصل که کرد بررسͬ ͬ توان م سپس کرد. تولید C کد برای

صادق تعمیم یافته شبه دوری کدهای دوگان برای که قضایایی ٢ . ٧
است.

شبه دوری کدهای دوگان برای را، قبل بخشهای در آمده بدست نتایج بخش این در بحث، تکمیل برای
آنها اثبات از ما و ͬ شوند م داده نشان قبلͬ استدلالهای مشابه نتایج این ͬ کنیم. م بیان تعمیم یافته

ͬ کنیم. م صرف نظر
چندجمله ای بردار ی (C تعمیم یافته شبه دوری کد کدواژه های برای دی·ر دوشرطͬ (گزاره .٢ . ٧ . ١ گزاره
باشیم: داشته ،١ ≤ i ≤ l همه برای اگر تنها و اگر است C کد از کدواژه ای c = (c١, . . . , cl) ∈ Fq[x]

l

xN − ١

∣∣∣∣∣∣
l∑

j=١
cj
xN − ١
xnj − ١h

⟨nj⟩
i,j .

۴B inary



٢٩ است. صادق تعمیم یافته شبه دوری کدهای دوگان برای که قضایایی

و ͬ باشد م C کد برای توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس ی ،٢ . ٣ . ٢ تعریف طبق ،H = (hi,j) آن در که
است. N = lcm(n١, . . . , nl)

صادق آن در تعمیم یافته شبه دوری کدهای توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس که (معادله ای .٢ . ٧ . ٢ گزاره
همه برای که گونه ای به باشد Fq[x] در درایه هایی با l × l ماتریس ی H = (hi,j) که کنید فرض است).
l∑باشد.

i=١ ni = n که شود بندی بلوک گونه ای به و بوده hi,j = ٠ آنگاه باشد i < j اگر ،١ ≤ i, j ≤ l

تنها و اگر است C تعمیم یافته شبه دوری کد برای توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس ی H صورت، این در
زیر رابطه که گونه ای به باشد داشته وجود Fq[x] در داریه هایی با B = (bi,j) مانند l × l ماتریس ی اگر

باشد: برقرار

BH = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١]. (٢ . ٢١)

توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس ی H کنید فرض .(B ماتریس بودن مثلثͬ (خاصیت .٢ . ٧ . ٣ گزاره
رابطه در که باشد چندجمله ای ماتریس نیز B و باشد C تعمیم یافته شبه دوری کد برای ،(٢ . ٩) ماتریس مانند
B = (bi,j) اگر یعنͬ است، مثلثͬ پایین ماتریس ی نیز B ماتریس صورت، این در ͬ کند. م صدق ،(٢ . ٢١)

بود. خواهد bi,j = ٠ درایه آنگاه باشد، i < j و
H ماتریس که کنید فرض .( شبه دوری کدهای در H و B ماتریس های جابجایی (خاصیت .۴ . ٢ . ٧ گزاره
نیز B و باشد n١ = n٢ = . . . = nl = N و C شبه دوری کد برای توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس ی
برقرار همچنین نیز زیر رابطه صورت، این در ͬ کند. م صدق ،(٢ . ٢١) رابطه در که باشد چندجمله ای ماتریس

است:
HB = diag[xN − ١, . . . , xN − ١].

چندجمله ای ماتریس ی H ماتریس که کنید فرض .( B ماتریس برای کاهندگͬ (ویژگͬ .۵ . ٢ . ٧ گزاره
در که دارد وجود B ماتریس که کنید فرض همچنین و باشد C تعمیم یافته شبه دوری کد برای توازن بررسͬ
برای و B = (bi,j) ماتریس در صورت این در کند. صدق BH = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١] معادله

داریم: ،١ ≤ i ̸= j ≤ l همه
deg bi,j < deg bi,i.

توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس ی H = (hi,j) کنید فرض ( ببینید. را [38] ͽمرج) .٢ . ٧ . ١ قضیه
رابطه در که باشد چندجمله ای ماتریس ی B = (bi,j) و باشد C تعمیم یافته شبه دوری کد برای کاهنده

ͬ کنیم: م تعریف ͬ کند. م صدق BH = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١]

B∗ =
(
b
⟨nj⟩
j,i

)
,

ͬ شود م تعریف (١۶ . ٢) رابطه توسط b⟨nj⟩
j,i آنگاه ،bj,i ̸= xnj − ١ داشته باشیم اگر یا و j ̸= i اگر آن در که

ͬ کنیم: م تعریف این بر علاوه .b⟨ni⟩
i,i = xni − ١ داشت: خواهیم صورت این غیر در و

G = diag[xdeg b١,١ , . . . , xdeg bl,l ]B∗ =
(
xdeg bi,ib

⟨nj⟩
j,i

)
,



تعمیم یافته شبه دوری کدهای توازن بررسͬ و مولد چندجمله ای ماتریس های ٣٠

داریم: دی·ر عبارت به یعنͬ

G =


xdeg b١,١b

⟨n١⟩
١,١ xdeg b١,١b

⟨n٢⟩
٢,١ · · · xdeg b١,١b

⟨nl⟩
l,١ · · ·

٠ xdeg b٢,٢b
⟨n٢⟩
٢,٢ · · · xdeg b٢,٢b

⟨nl⟩
l,٢... . . . . . . ...

٠ · · · ٠ xdeg bl,lb
⟨nl⟩
l,l

 , (٢ . ٢٢)

اگر و ͬ باشد م (xnj −١) پیمانه به G ماتریس j−ام ستون از xdeg bi,ib
⟨nj⟩
j,i عبارت ،(i, j) هر برای آن در که

این صورت در .xdeg bi,ib
⟨ni⟩
i,i = (xni −١) ͬ دهیم: م قرار باشد، ٠ برابر (xni −١) پیمانه به xdeg bi,ib

⟨ni⟩
i,i

ͬ باشد. م C کد برای مولد چندجمله ای ماتریس ی G
داشته باشیم: زیر به صورت را B و H چندجمله ای ماتریس های و باشد q = ٢ کنید فرض .٢ . ٧ . ١ مثال

H =


١+ x+ x٢ + x۴ + x٨ ٠ ٠
١+ x+ x٢ + x٧ ١+ x۵ ٠

١+ x٢ + x٣ + x۴ + x۵ + x۶ ١+ x+ x٢ + x٣ + x۴ ١+ x٣

 .

B =


١+ x+ x٣ + x٧ ٠ ٠

١+ x۴ ١+ x۵ ٠
٠ ١+ x+ x٢ ١+ x٣

 .

: داریم صورت این در
BH = diag[x١۵ − ١, x١٠ − ١, x۶ − ١].

دراین ͬ شود. م تعریف H توازن بررسͬ ماتریس توسط که باشد تعمیم یافته شبه دوری کد یC که کنید فرض
محاسبه زیر صورت به را B∗ ماتریس ابتدا ،(٢ . ٢٢) رابطه کم به G ماتریس آوردن بدست برای صورت

ͬ کنیم: م

B∗ =
(
b
⟨nj⟩
j,i

)
=


١+ x٨ + x١٢ + x١۴ ١+ x۶ ٠

٠ ١+ x۵ ١+ x۴ + x۵

٠ ٠ ١+ x٣

 .

با: است معادل G سپس

G =


١+ x۴ + x۶ + x٧ x٣ + x٧ ٠

٠ ١+ x۵ x٣ + x۴ + x۵

٠ ٠ ١+ x٣

 .

ͬ آوریم: م بدست زیر صورت به G ماتریس از را G′ کاهنده ماتریس بوخ برگر ال·وریتم کم به

G′ =


١+ x۴ + x۶ + x٧ x٢ + x٣ ١+ x+ x٢

٠ ١+ x۵ ١+ x+ x٢

٠ ٠ ١+ x٣

 .

بود. شده داده ،١ . ۶ . ٢ مثال در که G ماتریس با است معادل G′ بنابراین،



٣ فصل
آنها مولد ماتریس و تعمیم یافته صحیح کدهای

[1, 2, 3, 10, 14, 15, گرفته است. قرار مطالعه مورد تحقیقاتͬ زمینه های از بسیاری در صحیح کدهای
اعداد Z و l که ͬ شود. م تعریف (Z/NZ)l از گروهͬ زیر عنوان به l طول به صحیح کدهای 16, 30, 35]
گروه ی (Z/NZ)l و ͬ باشد، م N پیمانه به صحیح اعداد از دوری گروه ی Z/NZ مثبتند. صحیح
در .ci ∈ Z/NZ داریم: ،١ ≤ i ≤ l برای آن در که ͬ باشد م (c١, . . . , cl) تایی های −l همه از آبلͬ
صحیح اعداد با مطابق اند xu−١ پیمانه به متناهͬ میدان روی چندجمله ای ها شبه دوری کدهای نظریه
در ͬ باشند. م QC کدهای با قیاس قابل صحیح کدهای بنابراین صحیح. کدهای نظریه در N پیمانه به
به طور ͬ شود. داده م نشان آنها اساسͬ خصوصیات برخͬ و معرفͬ تعمیم یافته صحیح کدهای فصل این
ͬ شوند. م معرفͬ ⊕l

i=١ Z/niZ از گروهͬ زیر عنوان به l طول به یافته تعمیم صحیح کدهای خلاصه
مؤلفه ی ،١ ≤ i ≤ l همه ی برای که ،(c١, . . . , cl) کدواژه های برخͬ از آبلͬ گروه های دی·ر، عبارت به
داشته باشیم: اگر نیستند. برابر کلͬ حالت در و مثبتند صحیح اعداد n١, . . . , nl و ͬ باشد م ci ∈ Z/niZ
نشان ادامه در برابرند. صحیح کدهای با یافته تعمیم صحیح کدهای آنگاه ،N = n١ = · · · = nl

G = (gij) با که مولدش ماتریس برای استاندارد بیان ی یافته تعمیم صحیح کد هر که ͬ شود  داده م
است، زیر فرم به که دارد ͬ شود م معرفͬ


g١١ g١٢ · · · g١l

٠ g٢٢ · · · g٢l... . . . . . . ...
٠ · · · ٠ gll

 . (٣ . ١)

٣١
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ͬ کند. م صدق زیر ماتریسͬ عملیات در و است l × l مثلثͬ بالا صحیح ماتریس ی که
AG = diag[n١, . . . , nl]. (٣ . ٢)

برای که است قطری ماتریس ی diag[n١, . . . , nl] و است دی·ر l× l صحیح ماتریس ی A آن در که
مثلثͬ بالا صحیح ماتریس که ͬ شود م داده نشان همچنین باشد. مͬ ni برابر آن (i, i) درایه ،١ ≤ i ≤ l

صدق (٣ . ٢) ماتریسͬ عملیات Gدر اگر فقط و اگر است تعمیم یافته صحیح کد برای مولد ماتریس ی ،G
٠ ≤ gij < gjj داشته باشیم: است صادق (٣ . ٢) و (٣ . ١) روابط در که G مولد ماتریس در اگر کند.
هر که ͬ کنیم م ثابت ادامه در ͬ شود. م نامیده کاهنده مولد ماتریس ی G آنگاه ،١ ≤ i < j ≤ l برای
طبقه برای ،(٣ . ١) بنابراین، است. فرد به منحصر کاهنده مولد ماتریس دارای یافته، تعمیم صحیح کد
ماتریسͬ تساوی در شده ارائه مفهوم ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد یافته تعمیم صحیح کدهای بندی
نویسندگان توسط و .[18] شد ارائه QC کدهای برای ٢پاتری فیتس و لال١ͬ توسط بار نخستین (٣ . ٢)
و تولید در مهمͬ بسیار جای·اه مفهوم این فصل این در .[28, 38] شد داده تعمیم GQC کدهای برای
،(٣ . ٢) تساوی .aiigii = ni داریم: ،(٣ . ٢) رابطه طبق زیرا دارد، تعمیم یافته صحیح کدهای شمارش
چند g(x) آن در که ͬ دهد. م تعمیم را دوری کدهای برای h(x)g(x) = xn − ١ شناخته شده مفهوم
تعریف مناسب خطͬ فرم ی از استفاده با تعمیم یافته صحیح کد ی دوگان است. آن مولد جمله ای 
کد از مثلثͬ پایین ماتریس ی عنوان به نیز تعمیم یافته صحیح کدهای توازن بررسͬ ماتریس ͬ شود. م
از قبل ادامه، در شده است. برداشت [27] ͽمرج از عمدتاً فصل این محتویات ͬ آید. م بدست آن دوگان

ͬ پردازیم. م ͬ شود م استفاده فصل این در که نمادهایی معرفͬ به تعمیم یافته صحیح کدهای تعریف
مثبت و صحیح عدد برای ͬ باشند. م گویا اعداد و صحیح اعداد حلقه نشان دهنده به ترتیب Q و Z
R = Q یا R = Z آن در که است. R از درایه هایی با l × l ماتریس ی نشان دهنده Ml(R) ،l
ی Tl(R) علاوه براین ͬ کنیم. م تعریف MT صورت به را M بردار یا و ماتریس ی ترانهاده ͬ باشد. م
ماتریس های نشان دهنده T ′

l (R) و است، مثبت عناصر آن قطر که است بالامثلثͬ ماتریس های از گروه
داریم: دی·ر به عبارت است. پایین مثلثͬ

Tl(R) =


G = (gij) ∈ Ml(R)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G =


g١١ g١٢ · · · g١l

٠ g٢٢ · · · g٢l... . . . . . . ...
٠ · · · ٠ gll

 ,
gii > ٠

for١ ≤ i ≤ l


,

T ′
l (R) = {G ∈ Ml(R)|GT ∈ Tl(R)}. (٣ . ٣)

از این علاوه بر
GLl(Q) = {G ∈ Ml(Q)| det(G) ̸= ٠},

SLl(Z) = {G ∈ Ml(Z)| det(G) = ١},
١Lally
٢Fitzpatrick
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ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را Zl ،l مثبت و صحیح عدد برای ͬ کنیم. استفاده م نیز
Zl = {d = (d١, . . . , dl)|d١, . . . , dl ∈ Z}.

ͬ کنیم: م تعریف G ∈ T ′
l (R) یا و G ∈ Tl(Z) برای همچنین

ZlG = {dG|d ∈ Zl}.

داشته باشیم ١ ≤ i, j ≤ l برای اگر و باشد، G ∈ T ′
l (Z) یا و G ∈ Tl(Z) و G = (gij) اگر

ماتریس ،G ∈ T ′
l (Z) یا و G ∈ Tl(Z) برای ͬ نامیم. م کاهنده ماتریس را G آنگاه ،٠ ≤ gij ≤ gjj

ͬ باشد م ZlG = ZlG′ و است، کاهنده ماتریس ی G′ = PG به طوری که دارد وجود P ∈ SLl(Z)
داریم: S ∈ SLl(Z) برای زیرا

ZlS = Zl.

ͬ دهیم. م نشان #U یا و |U | با را U مانند متناهͬ مجموعه ی در عناصر تعداد

تعمیم یافته صحیح کدهای ٣ . ١
به صحیح اعداد از حلقه ی Z/niZ ،١ ≤ i ≤ l برای و است مثبت صحیح عدد ی l که کنید فرض

ͬ کنیم: م تعریف است. مثبت صحیح عدد ی نیز ni که باشد ni پیمانه

M =
l⊕

i=١
Z/niZ = {c = (c١, c٢, . . . , cl)|ci = Z/niZ,١ ≤ i ≤ l}

ͬ کنیم : م تعریف d = (d١, d٢, . . . , dl) ∈ M و c = (c١, c٢, . . . , cl) ∈ M برای
−c = (−c١,−c٢, . . . ,−cl)

و
c+ d = (c١ + d١, . . . , cl + dl).

داشت: خواهیم آنگاه
−c ∈ M, c+ d ∈ M.

است. آبلͬ گروه ی M و
مؤلفه و ͬ شود م تعریف M آبلͬ گروه از گروهͬ زیر عنوان به C تعمیم یافته صحیح کد ی .٣ . ١ . ١ تعریف

است. صحیح کد ی C آنگاه n١ = n٢ = · · · = nl اگر ͬ نامیم. م C از کدواژه ی را c ∈ C

برآورده کند: را زیر شرایط اگر است M از زیرگروه ی C تعمیم یافته صحیح کد ی دقیق تر به طور
c, d ∈ C =⇒ c+ d ∈ C,

c ∈ C =⇒ −c ∈ C. (۴ . ٣)
.nc ∈ C داریم: n ∈ Z و c ∈ C هر برای که ب·وییم ͬ توانیم م (۴ . ٣) رابطه به توجه با
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M در صحیح کد و خواهدبود M = Z/۶Z بنابراین، باشد. n١ = ۶ و l = ١ کنیم فرض .٣ . ١ . ١ مثال
است. g = ١,٢,٣,۶ آن در که ͬ باشد م gZ/۶Z به صورت

کنید فرض .٣ . ١ . ٢ مثال
M = Z/١٠Z

⊕
Z/١٢Z

کد ی C١ لذا باشد، M از زیرگروه ی C١ = {(٠,٠), (٠,۴), (٠,٨), (۵,٢), (۵,۶), (۵,١٠)} و
خواهیم داشت: f٢ ∈ {٠,١,٢} و f١ ∈ {٠,١} به ازای که داشته باشید توجه ͬ باشد. م تعمیم یافته صحیح 

.C١ = f١(۵,٢) + f٢(٠,۴)

دو بین ل٣ͬ فاصله باشند. c′ = (c′١, . . . , c
′
l) ∈ M و c = (c١, . . . , cl) ∈ M کنید فرض .٣ . ١ . ١ نکته

خواهیم داشت: و ͬ دهیم م نشان dl(c, c′) به صورت را c′ و c کدواژه

dl(c, c
′) =

l∑
i=١

min{(ci − c′i) mod ni, (c
′
i − ci) mod ni}.

در مثلثͬ نامساوی همچنین .٠ ≤ (di mod ni) ≤ ni − ١ داریم: ،١ ≤ i ≤ l برای آن در که
ͬ شود: م تعریف زیر ورت به ص تعمیم یافته صحیح کد ی در لͬ فاصله حداقل است. صادق dl(c, c

′)

dl(C) = min{dl(c, c′)|c ̸= c′ ∈ C} = min{dl(c,٠)|٠ ̸= c ∈ C}.

دارای کلͬ حالت در آبلͬ گروه ی در ی΄ریخت صحیح کد دو صحیح، کدهای در حتͬ که است ذکر شایان
نیستند. ی΄سان لͬ فاصله حداقل

ب·یرید: نظر در را C٢, C٣ ⊂ M = (Z/٨Z)٢ صحیح کد دو مثال عنوان به

C٢ = {(٠,٠), (٢,٠), (۴,٠), (۶,٠), (٠,۴), (٢,۴), (۴,۴), (۶,۴)},

C٣ = {(٠,٠), (٢,٢), (۴,۴), (۶,۶), (٠,۴), (٢,۶), (۴,٠), (۶,٢)}.

ͬ باشد. م dl(C٣) = ۴ و dl(C٢) = ٢ بااین حال ی΄ریختند. Z/۴Z⊕Z/٢Z به C٣ و C٢ کد دو هر

تعمیم یافته صحیح کدهای مولد ماتریس ٣ . ٢
دی·ر روش گردید. معرفͬ خود کد واژه های از فهرستͬ توسط تعمیم یافته صحیح کد ی ،٣ . ١ . ٢ مثال در
ͬ باشد. م صحیح اعداد حلقه از درایه هایی با l× l مولد ماتریس از استفاده تعمیم یافته صحیح کد تعیین
چندجمله ای همچنین و متناهͬ میدان در خطͬ کدهای مولد ماتریس مشابه روش ی با ͬ توانیم م ما
ماتریس طریق از را یافته تعمیم صحیح کدهای کدواژه های تمام متناهͬ، میدان در دوری کدهای مولد

کنیم. تولید مولدشان
٣Lee distance



٣۵ تعمیم یافته صحیح کدهای مولد ماتریس

ب·یرید: در نظر زیر به صورت را F نگاشت

F : Zl → M

(c١, . . . , cl) → (c١ mod n١, . . . , cl mod nl).

است. Zl از زیرگروهͬ F−١(C) ،C ⊂ M یافته تعمیم صحیح کد هر برای
نشان g mod ni میان از ،g ∈ Z/niZ با را g ∈ Z صحیح عدد گاهͬ به بعد این از .٣ . ٢ . ١ نکته
ͬ شود. گرفته م نظر در F نگاشت در c ∈ M به صورت گاهͬ نیز c ∈ Zl صحیح بردار این علاوه بر ͬ دهیم. م

به صورت صحیح بردارهای شامل C حقیقت در

(٠, . . . ,٠︸ ︷︷ ︸
i−١

, ni,٠, . . . ,٠︸ ︷︷ ︸
l−i

) (۵ . ٣)

ͬ باشد. م ٠ = (٠,٠, · · · ,٠) کدواژه از دی·ری بیان که است، ١ ≤ i ≤ l آن در که ͬ باشد م

اگر باشد. F−١(C) در G ∈ Tl(Z) سطرهای و تعمیم یافته صحیح کد ی C کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف
روی صفر عدد تعریف این در ͬ باشد. م C کد برای مولد ماتریس ی G آنگاه ،ZlG = F−١(C) داشته باشیم
diag[n١, . . . , nl] برابر {٠} ⊂ M مولد ماتریس مثال به عنوان گیرد. قرار ͬ تواند نم G ماتریس اصلͬ قطر

ͬ باشد. م

ماتریس سطرهای و تعمیم یافته صحیح کد ی C کنید فرض مولد) ماتریس معادل (تعریف .٣ . ٢ . ١ گزاره
ازای به اگر تنها و اگر خواهدبود ZlG = F−١(C) آنگاه باشد. F−١(C) در G = (gij) ∈ Tl(Z)

داشته باشیم: ١ ≤ i ≤ l

gii = min{ci|(٠, . . . ,٠, ci, . . . , cl) ∈ F−١(C), ci > ٠}. (۶ . ٣)

ماتریس از ام i سطر .ZlG = F−١(C) ͬ کنیم م ثابت باشد برقرار (۶ . ٣) که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
خواهیم داشت: دارد قرار ZlG در l∑که

i=١ digi هر برای ͬ نامیم. م gi را G

F (
l∑

i=١
digi) =

l∑
i=١

diF (gi) ∈ C.

است، c = (c١, . . . , cl) ∈ F−١(C) ͬ کنیم م فرض حال .ZlG ⊂ F−١(C) کردیم ثابت بنابراین
این  صورت غیر در زیرا کند، عاد را c١ باید g١١ ͬ باشد. م c ∈ ZlG ͬ کنیم م ثابت استقرا کم به
قرار ازاین رو است. تناقض در (۶ . ٣) در g١١ کمینگͬ تعریف با این و خواهدبود c١ mod g١١ < g١١

بنابراین ͬ کنیم. م تعریف c = (c١, . . . , cl) توسط را c − d١g١ مجدداّ و d١ = c١/g١١ ͬ دهیم م
داشته باشیم: c = (c١, . . . , cl) ∈ F−١(C) برای ͬ کنیم م فرض خواهدبود. c١ = ٠ و c ∈ F−١(C)

توسط را c − digi عبارت و di = ci/gii ͬ دهیم، م قرار مشابه به طور .c١ = · · · = ci−١ = ٠
c١ = · · · = ci = ٠ و c ∈ F−١(C) صورت این در ͬ کنیم. م تعریف c = (c١, . . . , cl) ∈ F−١(C)
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کردیم ثابت بنابراین .c ∈ ZlG خواهیم داشت: و خواهدبود c = d١g١ + · · · + dlgl لذا ͬ باشد. م
ZlG = که ͬ کنیم م فرض بالعکس، خواهدبود. ZlG = F−١(C) نتیجه در و است F−١(C) ⊂ ZlG

است: برقرار (۶ . ٣) که ͬ کنیم م ثابت باشد، F−١(C)

min{ci | (٠, . . . ,٠, ci, . . . , cl) ∈ F−١(C), ci > ٠}

=min

{
digii

∣∣∣∣∣
l∑

j=i

djgj ∈ Z lG, di > ٠
}

= gii .

در ما کنیم. استفاده ٣ . ٢ . ١ تعریف در پایین مثلثͬ مولد ماتریس از ͬ توانیم م ما بالا اثبات به توجه با
ͬ گیریم. م نظر در Tl(Z) در را مولد ماتریس نامه پایان این

تعمیم یافته صحیح کد هر در کاهنده مولد ماتریس کاهنده) مولد ماتریس بودن منحصربه فرد ) .٣ . ٢ . ٢ گزاره
ͬ شود. م تعیین ی΄تا به صورت

تعمیم یافته صحیح کد برای کاهنده مولد ماتریس دو G′ = (g′ij) و G = (gij) که کنید فرض برهان.
ͬ باشد، م gii = g′ii آنگاه باشند G′ و G مولدهای ماتریس از ام i سطرهای به ترتیب g′i و gi اگر باشند.
بنابراین است. تناقض در کردیم بیان (۶ . ٣) در که کمینگͬ بودن منحصربه فرد با این  صورت غیر در زیرا
gi − g′i از ام j مؤلفه و باشد gi − g′i =

∑l
j=i+١ djgj به طوری که موجوداست di+١, . . . , dl ∈ Z

داریم: ،i + ١ ≤ j ≤ l برای چون و gij − g′ij = djgjj از: است عبارت i + ١ ≤ j ≤ l برای
خواهدبود. G = G′ و gi − g′i = ٠ نتیجه در .dj = ٠ خواهیم داشت: لذا ،٠ ≤ gij, g

′
ij ≤ gjj

.G١ =

(
۵ ٢
٠ ۴

)
از: است عبارت C١ کاهنده مولد ماتریس ٣ . ١ . ٢ مثال به باتوجه .٣ . ٢ . ١ مثال

تعمیم یافته صحیح کد مولد ماتریس G اگر (C کد کدواژه های برای کافͬ و لازم شرط ی) .٣ . ٢ . ٣ گزاره
c ∈ M برای دی·ر، به عبارت ͬ باشد. م F (ZlG) = C صورت این در است، C ⊂ M آن در که باشد C
c = dG = d١g١ + · · · + dlgl اگر تنها و اگر است، c ∈ C داریم d = (d١, . . . , dl) ∈ Zl و
،٣ . ٢ . ١ نکته به توجه با و ͬ باشد م C تعمیم یافته صحیح کد از G مولد ماتریس ام i سطر gi آن در که باشد

ͬ شود. گرفته م نظر در M در dG = d١g١ + · · ·+ dlgl

که گرفت نتیجه ͬ توان م F بودن پوشا به باتوجه و ͬ باشد م ZlG = F−١(C) اینکه به توجه با برهان.
.F (ZlG) = F (F−١(C)) = C

برقرار F (ZlG) = C رابطه که دارد وجود مواردی زیرا نیست، درست ٣ . ٢ . ٣ گزاره عکس .٣ . ٢ . ٢ نکته
برقرار F (۴Z) = ٢Z/۶Z رابطه ،٣ . ١ . ١ مثال در مثال، به عنوان .ZlG ⊊ F−١(C) داریم: اما است،

.۴Z ̸= F−١(F (۴Z) = ٢Z داریم: اما است،
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تعریف dG ∈ C ،d ∈ M برای زیرا ،M در نه باشد Zl در باید d = (d١, . . . , dl) ،٣ . ٢ . ٣ گزاره در
:٣ . ٢ . ١ مثال در مثال، به عنوان نیست. مناسبی

(١٠,١٢)
(
۵ ٢
٠ ۴

)
= (۵٠,۶٨) ̸= ٠ ∈ C.

کدگذاری روش ی ͬ توانیم م ما متناهͬ، میدان در خطͬ کدهای برای کدگذاری روش های بررسͬ با
که (d١, . . . , dl) ∈ Zl اطلاعات با بهذ دست آوریم. ٣ . ٢ . ٣ گزاره از تعمیم یافته صحیح کدهای برای
که ͬ دهد م را اجازه این ما به کاهنده G دیدگاه، این با .c = (d١, . . . , dl)G ∈ C ͬ دهیم م قرار داریم،
شود محدود ͬ تواند م di هر که ͬ دهد م نشان ٣ . ٢ . ٧ گزاره ادامه، در یابد. کاهش محاسباتͬ پیچیدگͬ

.di = ٠,١, . . . , ni

gii
− ١ به

کد آنگاه ،gij = ٠ داشته باشیم: ،i ̸= j برای که معنا بدین باشد قطری G مولد ماتریس اگر .٣ . ٢ . ٣ نکته
ͬ باشد. l⊕م

i=١ giiZ/niZ با موافق C

M = (Z/۴Z)٢ که کنید فرض مثال، عنوان به نیست. صادق مولد ماتریس های تمام برای نکته این
کاهنده مولد ماتریس و C۴ ⊂ M ب·یرید. نظر در را C۴ = {(٠,٠).(٢,١), (٠,٢), (٢,٣)} کد و باشد

داریم: آنگاه باشد صادق آن مورد در ٣ . ٢ . ٣ نکته که کنیم فرض اگر ͬ باشد. م
(
٢ ١
٠ ٢

)
آن

٢⊕
i=١

giiZ/niZ = ٢Z/۴Z
⊕

٢Z/۴Z.

است. ی΄ریخت آبلͬ گروه ی به عنوان Z/۴Z با C۴ که صورتͬ در

است. صادق آن روی تعمیم یافته صحیح کد مولد ماتریس که روابطͬ ٣ . ٢ . ١
که خاصͬ زیرگروه های اما دارد، وجود Zl در G ∈ Tl(Z) با ZlG فرم به زیرگروه هایی بی نهایت چه اگر

ͬ شود. م مشخص زیر عملیات توسط ͬ آید، م به دست C ⊂ M از
G = (gij) ماتریس کنید فرض ( تعمیم یافته صحیح کد مولد ماتریس روی ماتریسͬ (عملیات .۴ . ٣ . ٢ گزاره
رابطه ͬ باشد، م C ⊂ M که ،C تعمیم یافته صحیح کدهای برخͬ برای صورت دراین  باشد. Tl(Z) به متعلق

داشته باشیم: که به قسمͬ باشد موجود A ∈ Ml(Z) اگر تنها و اگر است برقرار ZlG = F−١(C)

AG = diag[n١, . . . , nl]. (٣ . ٧)

برقرار ZlG = F−١(C) رابطه ،C ⊂ M تعمیم یافته صحیح کدهای برخͬ برای کنیم فرض برهان.
(٣ . ٧) و شود، بیان (۵ . ٣) به فرم صحیح بردارهای توسط باید G مولد ماتریس صورت این در باشد.
باید آنگاه شود، تعریف C = F (ZlG) اگر باشد. برقرار (٣ . ٧) که کنیم فرض بالعکس: ͬ آید. م به دست
آنگاه باشد، موجود c ∈ ZlG اگر است. برقرار ZlG = F−١(C) = F−١(F (ZlG)) که کنیم بررسͬ
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.ZlG ⊂ F−١(F (ZlG)) داریم: نتیجه در و خواهدبود c ∈ F−١(F (ZlG)) و F (c) ∈ F (ZlG)

دارد وجود c′ ∈ ZlG و خواهدبود F (c) ∈ F (ZlG) آنگاه باشد c ∈ F−١(F (ZlG)) اگر علاوه براین
،c − c′ ازاین رو خواهدشد، F (c − c′) = ٠ درنتیجه ،F (c) = F (c′) داشته باشیم: به طوری که
بنابراین است. c− c′ ∈ ZlG ،(٣ . ٧) رابطه از تبعیت به و ͬ باشند م (۵ . ٣) به صورت بردارهایی مجموع

ͬ آید. م بدست ZlG = F−١(C) و c ∈ ZlG

شود. گرفته درنظر کاهنده مولد ماتریس به عنوان ͬ تواند م G ،(٣ . ٧) عملیات در .٣ . ٢ . ١ نتیجه
P ∈ SLl(Z) ابتدایی ماتریس ͬ توانیم م کاهنده مولد ماتریس به G مولد ماتریس تبدیل برای برهان.
خواهیم داشت: آنگاه کنیم ضرب G در چپ سمت از ͬ شود، م حاصل مقدماتͬ سطری عملیات با که را

(AP−١)(PG) = diag[n١, . . . , nl].

سوی دی·ر، از ͬ کند. م تعیین M در تعمیم یافته صحیح کد ی G ∈ Tl(Z) ،۴ . ٣ . ٢ گزاره طبق
ͬ باشد. م N = det(G) آن در که ͬ کند م تعیین M = (Z/NZ)l در صحیح کد ی G ∈ Tl(Z) هر
خواهیم داشت: همچنین و ͬ باشد م G−١ ∈ Tl(Q) آن در که ،G−١G = diag[١, . . . ,١] داریم: زیرا

N(G−١)G = diag[N, . . . , N ],

است. برقرار N(G−١) ∈ Tl(Z) برای که
اما است. mZ به صورت ،m ∈ Z برای Z از زیرمجموعه هر کنید، توجه ٣ . ١ . ١ مثال به .٣ . ٢ . ٢ مثال
به ،ag = ۶ آنگاه ͬ باشد، م g = ١,٢,٣,۶ برای gZ تنها باشد F−١(gZ/۶Z) با موافق که زیرگروهͬ

است. صادق a = ۶,٣,٢,١ برای  ترتیب
از: است عبارت ،G١ از آمده به دست ماتریسͬ معادلات ب·یرید، در نظر را ٣ . ٢ . ١ مثال .٣ . ٢ . ٣ )مثال

٢ −١
٠ ٣

)(
۵ ٢
٠ ۴

)
=

(
١٠ ٠
٠ ١٢

)
. (٣ . ٨)

است. پوشا و به ی ی G کاهنده مولد ماتریس به C تعمیم یافته صحیح کدهای نگاشت .٣ . ٢ . ١ قضیه
φ : {C ⊂ M} −→ {G ∈ Tl(Z) | ∃A ∈ Ml(Z) s.t AG = diag[n١, . . . , nl]}

بدین ͬ آید. م بدست F (ZlG) = C رابطه از φ نگاشت بودن به ی ی ،٣ . ٢ . ٢ گزاره به باتوجه برهان.
خواهیم داشت: نتیجه در بود. خواهد G١ = G٢ آنگاه باشد، φ(c١) = φ(c٢) کنیم فرض اگر که ترتیب
به این بودن پوشا ͬ شود. م حاصل c١ = c٢ نهایت در و F (Z lG١) = F (Z lG٢) و Z lG١ = Z lG٢

باشد. برقرار ZlG = F−١(C) رابطه که است موجود C کد ی ،G ماتریس هر برای که معناست
. دارد را مطلوب ویژگͬ F (ZlG) = C داده شده است نشان ۴ . ٣ . ٢ گزاره اثبات در که همانطور



٣٩ تعمیم یافته صحیح کدهای مولد ماتریس

باشد C تعمیم یافته صحیح کد برای مولد ماتریس ی G اگر (A ماتریس بودن (مثلثͬ .۵ . ٣ . ٢ گزاره
آنگاه ،AG = diag[n١, . . . , nl] داشته باشیم: که به طوری  باشد موجود A ∈ Ml(Z) ماتریس اگر و

خواهدبود. A = (aij) ∈ Tl(Z)

diag[n١, . . . , nl] ∈ Tl(Z) اینکه به توجه با همچنین، ،G ماتریس بودن مثلثͬ بالا به توجه با برهان.
ͬ شود. م حاصل ح΄م لذا و ،A ∈ Tl(Q) ∩Ml(Z) = Tl(Z) داریم: ͬ باشد م

اگر و باشد C صحیح کد برای مولد ماتریس ی G )اگر صحیح کدهای در جابجایی (خاصیت .۶ . ٣ . ٢ گزاره
ماتریسͬ تساوی آنگاه باشد، برقرار AG = diag[N, . . . , N ] رابطه به طوری که باشد موجود A ∈ Tl(Z)

است. برقرار نیز GA = diag[N, . . . , N ]

detG ̸= ٠ یعنͬ دارد، قرار GLl(Q) گروه در AG = diag[N, . . . , N ] که کنید فرض برهان.
رابطه طبق ͬ باشد. م

(N−١A)G = diag[١, . . . ,١],

دارد جابجایی خاصیت تابع ی معکوس آنجایی که از است. G معکوس (N−١A) که گیریم مͬ نتیجه
داریم: بنابراین

G(N−١A) = diag[١, . . . ,١].

.GA = diag[N, . . . , N ] خواهیم داشت: نتیجه در

در اگر مثال: به عنوان ندارد. کاربرد یافته تعمیم صحیح کدهای برای ،۶ . ٣ . ٢ گزاره درحالت کلͬ
داریم: دهیم انجام را جابجایی (٣ . ٨) )رابطه

۵ ٢
٠ ۴

)(
٢ −١
٠ ٣

)
=

(
١٠ ١
٠ ١٢

)
.

ͬ باشد، م (١٠,١٢) = ۶٠ مشترک مضرب کوچ΄ترین که آنجا از نیست. برقرار ۶ . ٣ . ٢ گزاره نتیجه در
ͬ آوریم: م بدست و ͬ کنیم م ضرب چپ سمت از (٣ . ٨) رابطه طرف دو در را diag[۶,۵] )ما

١٢ −۶
٠ ۵

)(
۵ ٢
٠ ٣

)
=

(
۶٠ ٠
٠ ۶٠

)
.

مشابه به طور ͬ کند. نم تغییر G مولد ماتریس و است برقرار ۶ . ٣ . ٢ گزاره حاصل، صحیح کد این  برای
خواهیم داشت: کنیم ضرب (٣ . ٨) رابطه طرف دو در راست سمت از را diag[۶,۵] )اگر

٢ −١
٠ ٣

)(
٣٠ ١٠
٠ ٢٠

)
=

(
۶٠ ٠
٠ ۶٠

)
.

است. صادق ۶ . ٣ . ٢ گزاره و ͬ کند نم تغییر A صحیح ماتریس مورد، این در
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است: زیر به شرح و است ضروری تحقیق این در اولیه مقسوم علیه های تئوری .۴ . ٣ . ٢ نکته
ͽمرج از ٣ · ١١ لم ) اولیه، مقسوم علیه های تئوری طبق باشد. موجود A ∈ Tl(Z) کنید فرض
که ،UAV −١ = diag[b١, . . . , bl] داشته باشیم: به طوری که دارند وجود U, V ∈ SLl(Z) ([٣٣]
سپس .bi+١ ∈ biZ داریم: ،١ ≤ i ≤ l برای و هستند مثبت و به فرد منحصر b١, . . . , bl آن در
و Zl =

⊕l
i=١ Zvi داریم: دی·ر به عبارت بود؛ خواهد ZlA = Zldiag[b١, . . . , bl]V و Zl = ZlV

Zl/ZlA =
⊕l

i=١ Z/biZ بنابراین، است. V ماتریس از ام i سطر vi آن در که ،ZlA =
⊕l

i=١ Zbivi
ماتریسͬ تساوی در A ماتریس اگر این بر علاوه ،∣∣Zl/ZlA

∣∣ = ∏l
i=١ bi = det(A) خواهیم داشت: و

گزاره اثبات آنگاه کند، صدق C تعمیم یافته صحیح کد در G مولد ماتریس برای AG = diag[n١, . . . , nl]

است. آبلͬ گروه ی به عنوان C کد برای ی΄ریختͬ ی Zl/ZlA که ͬ دهد م نشان بعدی
G = (gij) و تعمیم یافته صحیح کد ی C اگر تعمیم یافته) صحیح کد اندازه ی (رابطه ی .٣ . ٢ . ٧ گزاره

ͬ شود: م بیان زیر به صورت C آنگاه باشد، آن مولد ماتریس
C =

{
(d١, . . . , dl)G

∣∣∣∣di = ٠,١, . . . , ni

gii
− ١

}
, (٣ . ٩)

به دست زیر به صورت |C| و ͬ شود، گرفته م نظر در M در (d١, . . . , dl)G ،٣ . ٢ . ١ نکته به باتوجه آن در که
ͬ آید: م

|C| =
l∏

i=١

ni

gii
=

|M |
det(G)

. (٣ . ١٠)

نشان ما .(٣ . ٩) ⇐⇒ (٣ . ١٠) که است واض ،٣ . ٢ . ٣ گزاره از تبعیت به (٣ . ٩) در ⊃ گنجاندن با برهان.
کنید فرض ͬ کند. م تعیین را |M |/ det(G) متمایز، عناصر ، (٣ . ٩) تساوی راست سمت که ͬ دهیم م

خواهیم داشت: و خواهدبود (d− d′)G = ٠ سپس باشد. dG = d′G ، (٣ . ٩) راست سمت در که

(d− d′)G =
l∑

i=١
fi(٠, . . . ,٠︸ ︷︷ ︸

i−١

, ni,٠, . . . ,٠︸ ︷︷ ︸
l−i

) =
l∑

i=١
fiaiG (٣ . ١١)

AG = diag[n١, . . . , nl] در A ماتریس از ام i سطر ai آن در که ،f = (f١, . . . , fl) ∈ Zl برای
داشت: خواهیم آنگاه ،det(G) ̸= ٠ آن در که گرفته شود درنظر GLl(Q) در (٣ . ١١) اگر ͬ باشد. م
بالامثلثͬ ماتریس ی A ،۵ . ٣ . ٢ گزاره طبق که باشید داشته یاد به .(d − d′) =

∑l
i=١ fiai = fA

.d١−d′١ = ٠ داریم: ͬ باشد م ٠ ≤ d١, d
′
١ < a١١ و d١−d′١ = f١a١١ این که به توجه با سپس است.

کردیم ثابت بنابراین ͬ باشد. م di − d′i = ٠ ،١ ≤ i < l برای که داد نشان ͬ توان م استقرا به کم
که کردیم ثابت ما این رو از خواهدبود. d = d′ آنگاه باشد dG = d′G اگر ،(٣ . ٩) راست سمت در که

نگاشت هسته که دادیم نشان همچنین .|C| ≥
∏l

i=١ aii = det(A)

θ : Zl −→ C

d −→ dG

،۴ . ٣ . ٢ نکته طبق است. ی΄ریخت آبلͬ گروه ی به عنوان C با Zl/ZlA بنابراین، .ZlA با است معادل
ͬ آید. م بدست |C| = det(A) = |M |/ det(G)
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دارند، قرار Fq متناهͬ میدان روی که GQC کدهای در کردیم، بیان ٢ فصل در که همانگونه .۵ . ٣ . ٢ نکته
در که دارد وجود A = (aij(x)) جمله ای چند ماتریس G = (gij(x)) مولد جمله ای چند ماتریس برای

زیر ماتریسͬ عملیات
AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١]

قرار Fq[x] چندجمله ای های حلقه در aij(x) و gij(x) آن در و ͬ کند، م صدق است (٣ . ٧) رابطه مشابه که
داشته باشیم: ،١ ≤ i < j ≤ l برای یعنͬ باشد کاهنده G مولد چندجمله ای ماتریس اگر علاوه براین دارند.
deg aii > deg aij مشابه خاصیت دارای ،١ ≤ i < j ≤ l برای نیز A ماتریس آنگاه ،deg gjj > deg gij

ندارد. را |aii| > |aij| ویژگͬ A ماتریس صحیح، کدهای برای کلͬ، به طور اما ͬ باشد. م

کنید: توجه زیر نقض مثال به
٢٠ −١۶ −١١ ٢٣
٠ ۴ −١ −٣
٠ ٠ ۵ −۴
٠ ٠ ٠ ١



١ ۴ ٣ ١
٠ ۵ ١ ١٩
٠ ٠ ۴ ١۶
٠ ٠ ٠ ٢٠

 =


٢٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٢٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٢٠

 .

aii > −aij ≥ ٠ رابطه ͬ باشد، م j = i+١ که زمانͬ تنها صحیح، کدهای در که کنیم ثابت ͬ توانیم م
−aij = aiigij/gjj ≥ ٠ داریم: بنابراین ͬ باشد، م aiigij + aijgjj = ٠ آنجایی که از زیرا است، برقرار
نتیجه در ،gjj > gij داریم: ،١ ≤ i < j ≤ l برای و است کاهنده G مولد ماتریس اینکه به توجه با و

خواهدبود. −aij = aiigij/gjj < aii

ترکیبی کدهای با معادل ،(l = ٢(٢ به طول تعمیم یافته صحیح کد ی اگر .۶ . ٣ . ٢ نکته

{(c, c′)|c ∈ C, c′ ∈ C ′},

باشد، gcd(n١, n٢) = ١ و داشته باشیم C ′ = g٢٢Z/n٢Z و C = g١١Z/n١Z دوری گروههای دو از
ماتریس از (١,٢) درایه زیرا ͬ باشد. م g١٢ = ٠ ،G کاهنده مولد ماتریس برای که داد نشان ͬ توان م آنگاه
،gcd(n١, n٢) = ١ از به تبعیت ͬ کندزیرا م عاد را a١٢ عدد a١١ و a١١g١٢+a١٢g٢٢ = ٠ با است برابر AG
نکته طبق است، کاهنده G مولد ماتریس کردیم فرض که همانطور .gcd(a١١, g٢٢) = ١ خواهیم داشت:
،a١١ ̸= ٠ داریم آنجایی که از ͬ آید. م بدست a١٢ = ٠ بنابراین ͬ باشد. م a١١ > −a١٢ ≥ ٠ قبلͬ
همه ی برای اگر داد؛ گسترش نیز l ≥ ٢ برای ͬ توان م را استدلال این خواهدبود. g١٢ = ٠ نتیجه در
قطری G = (gij) کاهنده مولد ماتریس هر آنگاه ،gcd(ni, nj) = ١ داشته باشیم: ،١ ≤ i < j ≤ l

وجود با باشد، l = ٣ وقتͬ دی·ر، سوی از ͬ شود. داده م نشان ٢ . ٢ . ۴ لم توسط ادامه در حقیقت این است.
مثال، برای نیستند، ٠ برابر که دارد وجود gij تعدادی ،i < j برای ͬ باشد، م gcd(n١, n٢, n٣) = ١ اینکه

۵ −۴ ١
٠ ٧ −٣
٠ ٠ ٣



٣ ۴ ١
٠ ۵ ٣
٠ ٠ ٧

 =


١۵ ٠ ٠
٠ ٣۵ ٠
٠ ٠ ٢١

 .
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تعمیم یافته صحیح کدهای دوگان ٣ . ٣
صورت، به خطͬ فرم ی ،c, d ∈ M برای آنگاه ،N = n١ = n٢ = · · · = nl داشته باشیم اگر
مضرب کوچ΄ترین ،N اگر کلͬ حالت در ͬ کنیم. م تعریف ⟨c, d⟩ = c(dT ) =

∑l
i=١ cidi ∈ Z/NZ

ͬ کنیم، م تعریف ،c, d ∈ M =
⊕l

i=١ Z/niZ برای باشد، n١, n٢, . . . , nl اعداد مشترک

⟨c, d⟩ = c diag[
N

n١
, . . . ,

N

nl

](dT ) =
l∑

i=١
ci
N

ni

di ∈ Z/NZ,

عناصر و ٠ ≤ i ≤ ١ همه برای که ͬ شود م ناشͬ حقیقت این از ciNdi/ni ∈ Z/NZ آن در که
داریم: ci, di, ci

′, di
′ ∈ Z/niZ

cidi ≡ ci
′di

′ mod ni ⇐⇒ ciNdi
ni

≡ ci
′Ndi

′

ni

mod N.

ͬ کنیم: م تعریف باشد، تعمیم یافته صحیح کد ی C اگر .٣ . ٣ . ١ تعریف

C⊥ = {d ∈ M |⟨c, d⟩ = ٠ ∀c ∈ C},

ͬ نامیم. م C دوگان۴ کد را C⊥ که است، M از گروه زیر ی C⊥ ،⟨c, d⟩ خطͬ خاصیت بر بنا که

زیر صورت به کافͬ و لازم شرط ی C⊥
١ تعیین برای کنید. ملاحظه مجدداً را ٣ . ١ . ٢ مثال .٣ . ٣ . ١ مثال

برای اگر تنها و اگر دارد قرار C⊥
١ در d = (d١, d٢) ،٣ . ٢ . ٣ گزاره و ٣ . ٣ . ١ تعریف طبق ͬ آید. م بدست
: داشته باشیم دی·ر، عبارت به باشد. برقرار ⟨gi, d⟩ = ٠ رابطه ،i = ١,٢(

۵ ٢
٠ ۴

)(
۶ ٠
٠ ۵

)(
d١

d٢

)
≡

(
٠
٠

)
mod ۶٠. (٣ . ١٢)

حل (٣ . ١٢) در دی·ر معادله های .٢٠d٢ ≡ ٠ mod ۶٠ ⇐⇒ d٢ ≡ ٠ mod ٣ که، باشید داشته توجه
ͬ شود: م محاسبه زیر شرح به C⊥

١ و ͬ شوند م

٣٠d١ + ١٠d٢ ≡ ٠ mod ۶٠ ⇐⇒ ٣d١ + d٢ ≡ ٠ mod ۶

⇐⇒ d١ ≡

٠ mod ٢ if d٢ ≡ ٠ mod ۶

١ mod ٢ if d٢ ≡ ٣ mod ۶
,

C⊥
١ =

 (٠,٠), (٠,۶), (١,٣), (١,٩), (٢,٠), (٢,۶), (٣,٣), (٣,٩), (۴,٠), (۴,۶),

(۵,٣), (۵,٩), (۶,٠), (۶,۶), (٧,٣), (٧,٩), (٨,٠), (٨,۶), (٩,٠), (٩,٩)

 .

۴Dual code
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تعمیم یافته صحیح کدهای توازن بررسͬ ماتریس ٣ . ٣ . ١
ماتریس های توسط مولدشان ماتریس جای به  را تعمیم یافته صحیح کدهای که دارد وجود ام΄ان این

بپردازیم. موضوع این به که داریم قصد ادامه در کنیم. تعریف آنها توازن بررسͬ
F−١(C⊥) در H سطرهای و H ∈ Ml(Z) و باشد تعمیم یافته صحیح کد C کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ تعریف

صورت به را H کنید فرض باشد.

H =


h١١ ٠ · · · ٠
h٢١ h٢٢ · · · ٠

... ... . . . ٠
hl١ hl٢ · · · hll


تساوی اگر است. H ∈ T ′

l (Z) و ͬ باشد م hii > ٠ ،٠ ≤ i ≤ l برای آن در که ͬ دهیم م نشان
است. C کد از توازن بررسͬ ماتریس ی H که ب·وییم ͬ توانیم م آنگاه باشد برقرار ZlH = F−١(C⊥)

،٠ ≤ i ≤ l برای و hii اصلͬ قطر عناصر برای که زیر، رابطه با است معادل ZlH = F−١(C⊥) شرط
داشت: خواهیم

hii = min{ci|(c١, . . . , ci,٠, . . . ,٠) ∈ F−١(C⊥), ci > ٠}.

فرد به منحصر کاهنده توازن بررسͬ ماتریس ی تعمیم یافته، صحیح کد ی از توازن بررسͬ ماتریس هر
ͬ دهد. م

ماتریس ی ͬ تواند م توازن بررسͬ ماتریس ،٣ . ٣ . ٢ تعریف در که ͬ شود م دیده مولد، ماتریس مشابه
در ی΄ͬ ،H توازن بررسͬ ماتریس و G مولد ماتریس شود. تعریف شده بیان خصوصیات با بالامثلثͬ
بین رابطه ی ٣ . ٣ . ١ قضیه در که ͬ سازد م قادر را ما نکته این دارند. قرار T ′

l (Z) در دی·ری و Tl(Z)
آوریم. بدست تعمیم یافته صحیح کدهای در H توازن بررسͬ ماتریس و G مولد ماتریس

معتبر H توازن بررسͬ ماتریس برای لازم اصلاحات از بعد ،٣ . ٢ . ١ قضیه و ٣ . ٢ . ٢‐٣ . ٢ . ٧ گزاره های
ͬ کنیم. م حذف را آن توضیح ما که هستند

صورت به C١ تعمیم یافته صحیح کد از H١ توازن بررسͬ ماتریس درنظرب·یرید. ٣ . ٣ . ١ مثال .٣ . ٣ . ٢ مثال
ͬ شود، م محاسبه زیر

h١١ = min{c١|(c١,٠) ∈ F−١(C⊥
١ ), c١ > ٠} = ٢

h٢٢ = min{c٢|(c١, c٢) ∈ F−١(C⊥
١ ), c٢ > ٠} = ٣.

ͬ آید: م به دست زیر به صورت H١ توسط ماتریسͬ عملیات و بود خواهد H١ =

(
٢ ٠
١ ٣

)
بنابراین

(
۵ ٠
−٢ ۴

)(
٢ ٠
١ ٣

)
=

(
١٠ ٠
٠ ١٢

)
(٣ . ١٣)



آنها مولد ماتریس و تعمیم یافته صحیح کدهای ۴۴

نگاشت باشد، N = lcm(n١, . . . , nl) کنید فرض ب·یرید، نظر در را آبلͬ گروههای همریختͬ .٣ . ٣ . ١ نکته
ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را φ

φ : M −→ (Z/NZ)l

(c١, . . . , cl) −→ (c١, . . . , cl)diag[
N

n١
, . . . ,

N

nl

]GT . (١۴ . ٣)

،(n١, . . . , nl) تایی −l برای نگاشت این طبق زیرا است، تعریف خوش نگاشت این که باشید داشته توجه
تعریف نگاشت این نگاره C ′ کنید فرض .(n١, . . . , nl)diag[N/n١, . . . , N/nl] = (N, . . . , N) داریم:
که آنجایی از است. (Z/NZ)l در صحیح کد ی C ′ صورت، این در .C ′ = Imgφ داریم: یعنͬ شود.

دارد، وجود زیر به صورت آبلͬ گروههای از دقیق دنباله ی است، C⊥ ،(١۴ . ٣) نگاشت هسته

{٠} −→ C⊥ ↪→ M −→ C ′ −→ {٠}.

داشت: خواهیم AG = diag[n١, . . . , nl] عملیات از این علاوه بر .|C ′||C⊥| = |M | داریم، آنگاه

AGdiag[N/n١, . . . , N/nl] = diag[N, . . . , N ].

کردیم ثابت ۶ . ٣ . ٢ گزاره در که صحیح کدهای در G و A ماتریس های ضرب در جابجایی خاصیت به توجه با
با: است برابر آن ترانهاده که ،Gdiag[N/n١, . . . , N/nl]A = diag[N, . . . , N ] بنویسیم، ͬ توانیم م

ATdiag[
N

n١
, . . . ,

N

nl

]GT = diag[N, . . . , N ]. (١۵ . ٣)

ͬ آوریم: م بدست (٣ . ١٠) رابطه از است. C ′ برای مولد ماتریس ی ،diag[N/n١, . . . , N/nl]G
T ازاین رو

|C ′| = N l

det(GT )
∏l

i=١
N
ni

=
|M |

det(G)
= |C|.

داشت: خواهیم بنابراین

|C||C⊥| = |M |. (١۶ . ٣)

متناهͬ میدان در n طول به C خطͬ کد هر برای ،dimC + dimC⊥ = n رابطه با متناظر رابطه این که
ͬ باشد. م

حاصل آن مولد ماتریس از تعمیم یافته، صحیح کد ی توازن کنترل ماتریس چ·ونه که ͬ دهیم م نشان حال
ͬ شود. م

گونه ای به A ∈ Tl(Z) ماتریس و C تعمیم یافته صحیح کد مولد ماتریس G کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه
ی H آنگاه .H = AT ͬ کنیم م تعریف کند. صدق AG = diag[n١, . . . , nl] رابطه در موجود باشد که

ͬ باشد. م C کد برای توازن بررسͬ ماتریس
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ماتریس از سطر امین j و gi = (gi١, . . . , gil) با را G مولد ماتریس از سطر امین i اگر برهان.
میدان در ،(١۵ . ٣) رابطه طبق آنگاه دهیم، نشان hj = (a١j, . . . , alj) با را H = AT = aji

و است h١, . . . , hl ∈ F−١(C⊥) بنابراین، .⟨gi, hj⟩ = ٠ داریم، ٠ ≤ i, j ≤ ١ همه برای و Z/NZ
ͬ باشد. م F (ZlH) ⊂ C⊥ که گرفت نتیجه ͬ توان م F بودن پوشا از ͬ آید. م بدست ZlH ⊂ F−١(C⊥)

ترانهاده .|C⊥| = |F (ZlH)| که کنیم ثابت است کافͬ F (ZlH) = C⊥ تساوی اثبات برای حال
کد ی F (ZlH) ازاین رو .GTH = diag[n١, . . . , nl] با است برابر AG = diag[n١, . . . , nl] رابطه
خواهیم داشت (٣ . ١٠) رابطه طبق و ͬ باشد م H آن مولد ماتریس که است. M در تعمیم یافته صحیح
رابطه طرفین از دترمینان و (١۶ . ٣)،(٣ . ١٠) رابطه های از علاوه بر این، .|F (ZlH)| = |M |/ det(H)

C⊥ = F (ZlH) بنابراین .|C⊥| = |F (ZlH)| که ͬ گیریم م نتیجه ،GTH = diag[n١, . . . , nl]

،GTH = diag[n١, . . . , nl] و C⊥ = F (ZlH) رابطه های ،۴ . ٣ . ٢ گزاره اثبات مشابه بود. خواهد
است. برقرار ZlH = F−١(C⊥) رابطه که ͬ دهند م نشان

آن دوم سطر به حاصل ماتریس اول سطر افزودن و
(
٢ −١
٠ ٣

)
ترانهاده ، (٣ . ٨) رابطه در .٣ . ٣ . ٣ مثال

است. برابر ٣ . ٣ . ٢ مثال در H١ ماتریس با که ،
(
٢ ٠
١ ٣

)
ͬ آید، م بدست

رابطه با است معادل ⟨c, h١⟩ = · · · = ⟨c, hl⟩ = ٠ رابطه آنگاه باشد N = n١ = · · · = nl اگر
با است معادل ⟨c, h١⟩ = · · · = ⟨c, hl⟩ = ٠ کلͬ طور به . cHT ≡ ٠ mod N

c diag[N/n١, . . . , N/nl]H
T ≡ ٠ mod N.

ͬ شود. م داده نشان ⟨c,H⟩ = ٠ صورت به که
صحیح کد توازن بررسͬ ماتریس H اگر ( کدواژه ها برای کافͬ و لازم شرایط از دی·ر (ی΄ͬ .٣ . ٣ . ١ گزاره

.C = {d ∈ M |⟨d,H⟩ = ٠} داریم: آنگاه باشد. C ⊂ M یافته تعمیم

تعریف طبق دی·ر، سوی از خواهدبود. ⟨c, hi⟩ = ٠ ،٣ . ٣ . ١ تعریف طبق آنگاه باشد، c ∈ C اگر برهان.
اگر خواهدبود. C ⊂ (C⊥)⊥ که است واض آنگاه .(C⊥)⊥ = {d ∈ M |⟨d,H⟩ = ٠} داریم: ،٣ . ٣ . ١
توانستیم ما بنابراین، .|C| = |(C⊥)⊥| داشت: خواهیم آنگاه کنیم، استفاده C⊥ از (١۶ . ٣) رابطه در

.C = (C⊥)⊥ که کنیم ثابت
است. برقرار زیر هم ارزی رابطه دو که داد نشان ͬ توان م .٣ . ٣ . ٢ نکته

∃ B; BH = diag[n١, . . . , nl] ⇐⇒ ZlH = F−١(C⊥), (٣ . ١٧)
{d ∈ M |⟨d,H⟩ = ٠} = C ⇐⇒ {d ∈ Zl|⟨F (d), H⟩ = ٠} = F−١(C). (٣ . ١٨)

⟨F (d), H⟩ = داریم: ،d ∈ Zl برای که آنجایی از ͬ آید، م بدست (٣ . ١٧) ⊥Cرابطه برای ۴ . ٣ . ٢ گزاره قیاس با
هر که است توجه قابل .⟨F (d), H⟩ = ٠ ⇐⇒ F (d) ∈ C خواهیم داشت: (٣ . ١٨) رابطه مطابق لذا ،٠
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(٣ . ١٧) =⇒ (٣ . ١٨) رابطه تنها  و ،(٣ . ١٨) رابطه ی در شرط دو با نیست معادل (٣ . ١٧) رابطه ی در شرط دو
کنید: توجه زیر مثال به  است. برقرار ٣ . ٣ . ١ گزاره توسط

{d ∈ Z|⟨F (d),۴⟩ = ٠} = ٣Z و {d ∈ Z/۶Z|⟨d,۴⟩ = ٠} = ٣Z/۶Z ،(٣ . ١٨) رابطه طبق
.۴Z ̸= F−١((٣Z/۶Z)⊥) = ٢Z داریم: اما برقرارند،

ͬ کنیم. م ارائه ͬ شود، م اثبات ٣ . ٣ . ١ قضیه مشابه روش ی با که را زیر قضیه بحث، تکمیل برای
به طوری که باشد B ∈ T ′

l (Z) و C یافته تعمیم صحیح کد توازن بررسͬ ماتریس ی H اگر .٣ . ٣ . ٢ قضیه
ی ،G صورت این در .G = BT ͬ کنیم، م تعریف آنگاه باشد. برقرار BH = diag[n١, . . . , nl] رابطه

است. C برای مولد ماتریس
است. شده خلاصه زیر شرح به نتایج از بسیاری نهایت، در

ͬ باشند: م زیر صورت به جابجایی نمودارهای دارای و دوسویی اند همه زیر، نگاشت چهار .٣ . ٣ . ٣ قضیه

{ Cگروه ⊂ M} −→

G ∈ Tl(Z)

∣∣∣∣∣∣ و است Gکاهنده
∃A ∈ Ml(Z) s.t AG = diag[n١, . . . , nl]


↓ ↓ H = AT

{ ⊥Cگروه ⊂ M} −→

H ∈ T ′
l (Z)

∣∣∣∣∣∣ و است Hکاهنده
∃B ∈ Ml(Z) s.t BH = diag[n١, . . . , nl]


دوسویی است شده داده نشان ٣ . ٣ . ١ گزاره اثبات در که همانطور چپ، سمت عمودی نگاشت برهان.
دوسویی اند. ٣ . ٢ . ١ قضیه اساس بر افقͬ نگاشت های است. دوسویی نیز راست سمت عمودی نگاشت است،

پذیرند. جابه جایی ،٣ . ٣ . ١ قضیه طبق و

اضافه آن اول سطر به را دوم سطر ،
(

۵ ٠
−٢ ۴

)
ماتریس ترانهاده در اگر (٣ . ١٣) عملیات در .۴ . ٣ . ٣ مثال

ͬ باشد. م ٣ . ٢ . ٣ مثال در G١ مولد ماتریس با برابر که ͬ شود م حاصل
(
۵ ٢
٠ ۴

)
ماتریس کنیم،



۴ فصل
شمارشͬ ال·وریتم

تعمیم یافته شبه دوری کدهای شمارشͬ ال·وریتم ١ . ۴
شبه دوری کدهای مولد چندجمله ای ماتریس های همه نظری، لحاظ از که را ال·وریتمͬ بخش این در
معادله این که داشته باشید توجه ͬ کنیم. م معرفͬ ͬ کند، م تولید ،(١۵ . ٢) معادله کم به را تعمیم یافته

با: است برابر

AG = (ai,j)(gi,j) =

(
j∑

h=i

ai,hgh,j

)
=

٠ i ̸= j

xni − ١ i = j
. (١ . ۴)

به را gi,i و ai,i ͬ توانیم م ما بنابراین .ai,igi,i = xni − ١ با است برابر فوق معادله ،i = j حالت در
آوریم. بدست xni − ١ مقسوم علیه فاکتورهای عنوان

با: است معادل (١ . ۴) آنگاه باشد، i + ١ = j اگر ب·یرید. نظر در (١ . ۴) در را i < j حالت
است. ضروری زیر های لم دانستن معادله این حل برای لذا ،ai,igi,j + ai,jgj,j = ٠

ͺپاس هر آنگاه ،d = gcd(a, g) داشته باشیم: و باشند Fq[x] در چندجمله ای هایی a, g اگر .١ . ١ . ۴ لم
ͬ شود: م بیان زیر صورت به z ∈ Fq[x] برای aX+Y g = ٠ معادله از (X,Y ) = (X٠, Y٠) چندجمله ای

(X٠, Y٠) =
(g
d
z,−a

d
z
)
. (٢ . ۴)

چندجمله ای به ازای زیر صورت به راه حل qdeg d باشد، degX٠ < deg g کنیم فرض اگر خاص، حالت در
۴٧
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دارد: وجود ͬ باشد م d چندجمله ای درجه از کمتر آن درجه که z ∈ Fq[x]

(X٠, Y٠) =
(g
d
z,−a

d
z
)
. (٣ . ۴)

بدیهͬ بحث ادامه ͬ کند. م عاد را X٠ عدد g

d
آنگاه ͬ باشد، م a

d
X٠ + Y٠

g

d
= ٠ که آنجایی از برهان.

است.

deg gi,j < deg gj,j آن در که را Gکاهنده صورت، این در باشد. di,j = gcd(ai,i, gj,j) کنید فرض
که z ∈ Fq[x] چندجمله ای به ازای (gi,j, ai,j) کاندیدهای ،(٣ . ۴) از بااستفاده ͬ گیریم. م نظر در است،

: ͬ شوند م نوشته زیر به صورت ͬ باشد م di,j چندجمله ای درجه از کمتر آن )درجه
gj,j
di,j

z,−ai,i
di,j

z

)
. (۴ . ۴)

با است معادل (١ . ۴) آنگاه باشد، i+ ١ < j اگر سپس،

ai,igi,j +
∑
i<h<j

ai,hgh,j + ai,jgj,j = ٠. (۵ . ۴)

باشند d = gcd(a, g) داشته باشیم: و باشند Fq[x] در چندجمله ای هایی g و a کنید فرض .١ . ٢ . ۴ لم
(X, Y ) مانند ی جواب صورت این در باشد. Fq[x] در چندجمله ای  ی c که کنید فرض همچنین و
کنید فرض حال کند. عاد را c چندجمله ای ،d اگر تنها و اگر دارد وجود aX + Y g = c معادله از
به صورت aX + Y g = c معادله از (X, Y ) هر جواب صورت، این در کند، عاد را c چندجمله ای ،d
aX٠ + Y٠g = ٠ معادله کلͬ ,X٠) جواب Y٠) درآن که ͬ شود، م بیان (X, Y ) = (g٠, a٠) + (X٠, Y٠)

آن در که ͬ باشد م ag٠ + a٠g = c معادله از به فرد منحصر ی جواب (g٠.a٠) و است ١ . ١ . ۴ لم در
چندجمله ای به ازای آنگاه باشد، degX < deg g کنید؛ فرض اگر خاص، به طور است . degg٠ < deg

g

d:دارد وجود زیر صورت به ͺپاس qdeg d ͬ باشد م d چندجمله ای درجه از کمتر آن درجه که z ∈ Fq[x]

(X,Y ) =
(
g٠ +

g

d
z, a٠ −

a

d
z
)
. (۶ . ۴)

معادله از ی جواب تعمیم، قابل اقلیدسͬ ال·وریتم آنگاه کند، راعاد c چندجمله ای ،d اگر برهان.
داشته باشد وجود aX + Y g = c معادله از ی جواب اگر مقابل، در ͬ دهد. م را aX + Y g = c

چندجمله ای d کنید فرض ͬ کند. م عاد را aX + Y g ،d زیرا ͬ کند. م عاد را c چندجمله ای d آنگاه
ی جواب که ،a

d
X ≡ c

d
mod

g

d
که ͬ گیریم م نتیجه a

d
X + Y

g

d
=

c

d
معادله از کند، عاد را c

منحصر ی جواب (g٠, a٠) اگر ͬ باشد. م gcd
(a
d
,
g

d

)
= ١ زیرا دارد؛ g

d
پیمانه به به فرد منحصر

داریم: آنگاه ͬ باشد، م deg g٠ < deg
g

d
آن در که شود تعریف a

d
g٠ + a٠

g

d
=

c

d
معادله از به فرد

داشت  خواهیم ،١ . ١ . ۴ لم از بااستفاده ،aX + Y g = c معادله دی·ر جواب برای .ag٠ + a٠g = c

ثابت ادعا و (٣ . ۴) با است معادل (X − g٠, Y − a٠) آنگاه ،a(X − g٠) + (Y − a٠)g = ٠ :
ͬ شود. م
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ماتریس دو A = (ai,j) و G = (gi,j) کنید ماتریسͬ).فرض عملیات برای کافͬ (شرط .١ . ١ . ۴ گزاره
ͬ باشند م gi,j = ai,j = ٠ درایه های ،i > j برای و باشند Fq[x] در درایه هایی با l × l مرتبه از
اگر صورت این در .di,j = gcd(ai,i, gj,j) داشته باشیم: ١ ≤ i < j ≤ l برای که کنید فرض و
و ،ai,igi,i = xni − ١ داریم: ١ ≤ i ≤ l همه برای آنگاه باشد، ،AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١]

داریم: ١ ≤ i < j ≤ l همه برای

di,j

∣∣∣∣∣ ∑
i<h<j

ai,hgh,j . (٧ . ۴)

c = −
∑

i<h<j ai,hgh,j عبارت ،di,j اگر تنها و اگر است شدنͬ حل  ،(۵ . ۴) معادله ،١ . ٢ . ۴ لم کم به برهان.
کند. عاد را

(gi,j, ai,j) مرتب زوج  کاندیدهای ،(۶ . ۴) رابطه از استفاده با آنگاه باشد، برقرار (٧ . ۴) کنید فرض
زیر به صورت ͬ باشد م di,j چندجمله ای درجه از کمتر آن درجه که ،z ∈ Fq[x] چندجمله ای به ازای

: ͬ شود م )نوشته
g
(٠)
i,j +

gj,j
di,j

z, a
(٠)
i,j − ai,i

di,j
z

)
, (٨ . ۴)

ͬ باشد. م deg g
(٠)
i,j < deg

gj,j
di,j

و بود خواهد (۵ . ۴) رابطه فرد به منحصر جواب (g
(٠)
i,j , a

(٠)
i,j ) آن در که

به (gi,j, ai,j) محاسبه از قبل ͬ باشد. م (٨ . ۴) رابطه خاص حالت ،(۴ . ۴) رابطه که داشته باشید توجه
،i < h < j همه برای که است لازم ها j و i از برخͬ برای ،(٨ . ۴) از استفاده با و (۵ . ۴) رابطه حل کم

ابتدا

ai,h و gh,j (٩ . ۴)

زیر، صورت به G و A ماتریسهای در آنها م΄انͬ موقعیت به توجه با که کنیم محاسبه را

. . .
aii ai,i+١ . . . ai,j−١ ai,j/gi,j

. . . gi+١,j
. . . ...

. . . gj−١,j٠ gj,j
. . .


, (١٠ . ۴)

ی را شوند محاسبه (gi,j, ai,j) از قبل باید ،(٩ . ۴) در عناصر که را شرط این ما محاسبه اند. قابل
آنگاه دهیم، انجام ها (gi,j, ai,j) همه محاسبه برای را شرط ها پیش همه اگر ͬ نامیم. م پیش شرط
ال·وریتمͬ ͬ آیند. م بدست (٨ . ۴) رابطه از استفاده با ،(١۵ . ٢) ماتریسͬ تساوی در G و A ماتریس های

ͬ کند. م تولید را AG = diag[xn١ − ١, . . . , xnl − ١] رابطه ͅ های پاس همه که ͬ کنیم م معرفͬ را
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.١ . ١ . ۴ ال·وریتم
Input : M = diag[xn1 − 1, . . . , xnl − 1]

Output : A = (ai,j), G = (gi,j) such that AG = M

1 : for ι = 1 to l(l + 1)/2 do

2 : (i, j) := (iι, jι)

3 : if i = j then

4 : monic gi,i, ai,i ∈ Fq[x] such that ai,igi,i = xni − 1

5 : else if i+ 1 = j then

6 : di,j := gcd(ai,i, gj,j), (gi,j, ai,j) given by (4 . 4)
7 : else if i+ 1 < j then

8 : di,j := gcd(ai,i, gj,j)

9 : if di,j does not divide
∑

i<h<j ai,hgh,j then

10 : break

11 : end if

12 : (gi,j, ai,j) given by (8 . 4)
13 : end if

14 : end for

ͬ کنیم. م معرفͬ کرد، محاسبه را شرط پیش آنها کم به ͬ توان م که ترتیبی سه قسمت، این در
برای که باشند {(i, j)|١ ≤ i ≤ j ≤ l} مجموعه روی ترتیب سه ≺d و ≺b ،≺f که کنید فرض

ͬ شوند: م تعریف زیر صورت به ،١ ≤ i, i′ ≤ j, j′ ≤ l

(i, j) ≺f (i′, j′) ⇐⇒ j < j′ یا [j = j′ و i ≥ i′],

(i, j) ≺b (i
′, j′) ⇐⇒ i > i′ یا [i = i′ و j ≤ j′],

(i, j) ≺d (i
′, j′) ⇐⇒ j − i < j′ − i′ یا [j − i = j′ − i′ و i ≤ i′], (١١ . ۴)

به ͬ نامیم. م مورب ترتیب و عقب به رو ترتیب جلو، به رو ترتیب ترتیب، به را ≺d و ≺b ،≺f ما که
١ . ١ . ۴ ال·وریتم توسط که ،G و A ماتریس های در gi,j ai,j مؤلفه های به توجه با و دستورها این کم
l = ٣ که کنید فرض مثال عنوان به نوشت. ترتیب به ͬ توان م را (i, j) مرتب زوج ͬ شوند، م محاسبه

داریم: صورت این در باشد.

جلو به رو ترتیب : (١,١) ≺f (٢,٢) ≺f (١,٢) ≺f (٣,٣) ≺f (٢,٣) ≺f (١,٣),

عقب به رو ترتیب : (٣,٣) ≺b (٢,٢) ≺b (٢,٣) ≺b (١,١) ≺b (١,٢) ≺b (١,٣),

مورب ترتیب : (١,١) ≺d (٢,٢) ≺d (٣,٣) ≺d (١,٢) ≺d (٢,٣) ≺d (١,٣).
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مرتب زیر صورت به ͬ توان م را ،{(i, j)|١ ≤ i ≤ j ≤ ٣} مجموعه مورب، ترتیب کم به رو، این از
 کرد:

(i١, j١) = (١,١), (i٢, j٢) = (٢,٢), . . . , (i۶, j۶) = (١,٣).

در مثال، عنوان به کنیم. بررسͬ را شرط پیش ،l هر برای ͬ توانیم م ما شده، معرفͬ ترتیب سه این در
زیرا ،(h, j) ≺d (i, j) و (i, h) ≺d (i, j) با: است معادل شرط پیش ،i < h < j برای مورب، ترتیب
اگر همچنین ،(i, h) ≺d (i, j) داریم: نتیجه در و بود خواهد h − i < j − i آنگاه باشد، h < j اگر
مستقیم، طور به .(h, j) ≺d (i, j) داشت: خواهیم لذا بود خواهد j − h < j − i آنگاه باشد، i < h

شده داده نشان (١٠ . ۴) در که همانطور شده، معرفͬ ترتیب سه این در زیرا، معتبرند شرط ها پیش همه
محاسبه اند. قابل ،(٩ . ۴) مؤلفه های ،(gi,j, ai,j) محاسبه از قبل است،

در را G و A ماتریس های ͬ تواند م شده معرفͬ ترتیب سه از ی هر کم به ،١ . ١ . ۴ ال·وریتم هرچند
جستجویی نوع چه ͬ خواهیم م که دارد بستگͬ نکته این به آن کارایی ولͬ آورد، بدست ماتریسͬ عملیات
در سطری چندجمله ای بردارهای که آنجایی از مثال، عنوان به شود. انجام ،١ . ١ . ۴ ال·وریتم توسط
جستجو برای عقب، به رو ترتیب ͬ شوند، م محاسبه پایین از ،≺b توسط ،١ . ١ . ۴ ال·وریتم در ،G ماتریس
که آنجایی از دی·ر، سوی از خواهدبود. مناسب ،G ماتریس سطرهای همینگ وزن بررسͬ طریق از
محاسبه چپ سمت از ،≺f توسط ،١ . ١ . ۴ ال·وریتم در ،A ماتریس در ستونͬ چندجمله ای بردارهای
توازن بررسͬ چندجمله ای ماتریس های سطرهای بررسͬ طریق از جستجو برای جلو، به ترتیب ͬ شوند، م

خواهدبود. مناسب ،A ماتریس در ستونͬ چندجمله ای بردارهای به ١ . ۶ . ٢ قضیه از استفاده با
توجه داریم. (gi,j, ai,j) آوردن بدست برای کمتری محاسبات به نیاز مورب، ترتیب کم به نهایت، در
استفاده j − i < j′ − i′ شرط از تنها ما ،(١١ . ۴) رابطه ی کم به پیش شرط بررسͬ برای که کنید
خود محاسبات به که ͬ دهد م ما به را ام΄ان این حقیقت این ͬ گیریم. نم نظر در را دوم شرط و ͬ کنیم م
مرتب های زوج برای را (٧ . ۴) رابطه و باشد j − i = h کنیم فرض اگر که صورت بدین دهیم. نظم
(٧ . ۴) رابطه در که di,j که دید خواهیم کنیم، بررسͬ (i, j) = (١, h+١), (٢, h+٢), . . . , (l−h, h)

درایه های با G و A ماتریس های زیرا کنیم صرف نظر حلقه این از ͬ توانیم م لذا ندارد وجود کند صدق
هدایت بیشتر سرعت سمت به مورب ترتیب با را ١ . ١ . ۴ ال·وریتم روش این ندارد. وجود (gi,j, ai,j)

کنیم. انتخاب را مناسب ترتیب باید جستجو موضوع با مطابق براین بنا ͬ کند. م

آنگاه باشد، β = ١ + x + x٢ و α = ١ + x اگر باشد. q = ٢ و l = ٣ که کنید فرض .١ . ١ . ۴ مثال
و A ماتریس های مورب، ترتیب و ١ . ١ . ۴ ال·وریتم کم به مثال، این در .١ + x٣ = αβ داشت: خواهیم

داشته باشیم: که ͬ کنیم م محاسبه گونه ای به را G

AG =


αβ a١,٢ a١,٣

٠ β a٢,٣

٠ ٠ α



١ g١,٢ g١,٣

٠ α g٢,٣

٠ ٠ β

 = diag[١+ x٣,١+ x٣,١+ x٣]. (١٢ . ۴)

ماتریس دو ضرب از بعد که ترتیب این به کرد، محاسبه ͬ توان م را g١,٢ درایه بالا ماتریس عملیات کم به
توجه با و (۴ . ۴) در شده بیان رابطه به توجه با ͬ شود. م حاصل a١,١g١,٢ + a١,٢g٢,٢ = ٠ معادله ،G و A
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داشت: خواهیم لذا ͬ باشد، م gcd(a١,١, g٢,٢) = gcd(αβ, α) = α که نکته این به
(g١,٢, a١,٢) =

(g٢,٢
α

ϕ١,
a١,١
α

ϕ١

)
= (ϕ١, βϕ١), deg ϕ١ < ١.

رابطه به توجه با ͬ شود. م محاسبه a٢,٢g٢,٣ + a٢,٣g٣,٣ = ٠ معادله طریق از g٢,٣ درایه مشابه، طور به
داریم: بنابراین ͬ باشد، م gcd(a٢,٢, g٣,٣) = gcd(β, β) = β اینکه و (۴ . ۴)

(g٢,٣, a٢,٣) =

(
g٣,٣
β

ϕ٢,
a٢,٢
β

ϕ٢

)
= (ϕ٢, ϕ٢), deg ϕ٢ < ٢.

داشت: خواهیم همچنین خواهدبود. g٢,٣ = ϕ٢ = x و g١,٢ = ϕ١ = ١ بالا، رابطه های به توجه با
g١,٣ درایه ،(١٢ . ۴) ماتریسͬ عملیات به توجه با ͬ کنیم. م محاسبه را g١,٣ حال .a٢,٣ = ϕ٢ و a١,٢ = βϕ١

ͬ آید: م بدست زیر معادله طریق از
a١,١g١,٣ + a١,٢g٢,٣ + a١,٣g٣,٣ = ٠. (١٣ . ۴)

رو این از را، a١,٢g٢,٣ = βx ͬ کند عادم ،d١,٣ = gcd(a١,١, g٣,٣) = gcd(αβ, β) = β که آنجا از
معادله از ،(g٠, a٠) فرد به منحصر جواب دارد. وجود (١٣ . ۴) معادله برای جواب جفت ی ،١ . ٢ . ۴ لم طبق
با: است معادل ͬ باشد، م deg g٠ < deg

g٣,٣
d١,٣

= deg β
β

= deg ١ = ٠ اینکه به توجه با ،(١٣ . ۴)
deg g١,٣ < deg g٣,٣ = ٢ اینکه به توجه با را (١٣ . ۴) معادله کلͬ جواب بنابراین، ،(g٠, a٠) = (٠, x)

داد: نشان زیر صورت به ͬ توان م ͬ باشد، م

(g١,٣, a١,٣) =

(
g
(٠)
١,٣ +

g٣,٣
d١,٣

ϕ٣,
(٠)
١,٣ +

a١,١
d١,٣

ϕ٣

)
= (ϕ٣, x+ αϕ٣), deg ϕ٣ < ٢.

خواهیم زیر صورت به جواب چهار نهایت در دارد، وجود deg ϕ٣ < ٢ شرط با چندجمله ای چهار که آنجایی از
داشت:

(g١,٣, a١,٣) = (٠, x), (١,١), (x, x٢), (١+ x,١+ x+ x٢).

تعمیم یافته صحیح کدهای شمارشͬ ال·وریتم ٢ . ۴
معادله کم به را تعمیم یافته صحیح کدهای مولدهای ماتریس که ͬ دهیم م ارائه را ال·وریتم هایی بخش این در

با است معادل AG = diag[n١, . . . nl] عملیات که داشته باشید توجه ͬ کند. م تولید (٣ . ٧)

AG = (aij)(gij) =

(
j∑

h=i

aihghj

)
=

٠ i ̸= j

ni i = j
. (١۴ . ۴)

ͬ کنیم. م اثبات و بیان را زیر لم های ابتدا دی·ر های j و i برای خواهدبود. aiigii = ni آنگاه باشد i = j اگر
معادله از (x٠, y٠) صحیح ͺپاس هر آنگاه باشند d = gcd(a, g) با مثبت صحیح اعداد a, g اگر .٢ . ١ . ۴ لم

ͬ شود: م بیان زیر صورت به z ∈ Z برای ax+ yg = ٠

(x٠, y٠) =
(g
d
z,−a

d
z
)
. (١۵ . ۴)
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به z = ٠,١, . . . , d− ١ به ازای  ͅ پاس d تعداد آنگاه باشد، ٠ ≤ x٠ < g کنیم فرض اگر خاص، حالت در
است: موجود زیر صورت

(x٠, y٠) =
(g
d
z,−a

d
z
)
. (١۶ . ۴)

بدیهͬ بحث ادامه ͬ کند. م عاد را x٠ عدد g

d
آنگاه ͬ باشد، م a

d
x٠ + y٠

g

d
= ٠ که آنجایی از برهان.

است.

باشد. صحیح عدد ی c و باشند d = gcd(a, g) و مثبت صحیح اعداد g و a کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ لم
عاد را c عدد ،d اگر تنها و اگر دارد وجود ax + yg = c معادله از (x, y) مانند صحیح ی جواب آنگاه
به صورت ax + yg = c معادله از (x, y) صحیح هر جواب سپس کند، عاد را c عدد ،d کنید فرض کند.
لم در ax٠+y٠g = ٠ معادله کلͬ ,x٠) جواب y٠) درآن که ͬ شود، م بیان (x, y) = (g٠, a٠)+(x٠, y٠)

٠ ≤ g٠ <
g

d
آن در که ͬ باشد م ag٠+a٠g = c معادله از به فرد منحصر ی جواب (g٠.a٠) و است ٢ . ١ . ۴

صورت به d جواب تعداد ،z = ٠,١, . . . , d− ١ به ازای آنگاه باشد، ٠ ≤ x < g اگر خاص، به طور است .
دارد: وجود زیر

(x, y) =
(
g٠ +

g

d
z, a٠ −

a

d
z
)
. (١٧ . ۴)

ax+yg = c معادله از ی جواب تعمیم، قابل اقلیدسͬ ال·وریتم آنگاه کند، راعاد c عدد ،d اگر برهان.
را c عدد d آنگاه داشته باشد وجود ax+ yg = c معادله از صحیح ی جواب اگر مقابل، در ͬ دهد. م را
a

d
x+ y

g

d
=

c

d
معادله از کند، عاد را c عدد d کنید فرض ͬ کند. م عاد را ax+ yg ،d زیرا ͬ کند. م عاد

زیرا دارد؛ g

d
پیمانه به به فرد منحصر ی جواب که ͬ باشد، م a

d
x ≡ c

d
mod

g

d
که ͬ گیریم م نتیجه

تعریف a
d
g٠+a٠

g

d
=

c

d
معادله از به فرد منحصر ی جواب (g٠, a٠) اگر ͬ باشد. م gcd

(a
d
,
g

d

)
= ١

،ax+yg = c معادله دی·ر جواب برای .ag٠+a٠g = c داریم: آنگاه ٠ است، ≤ g٠ <
g

d
آن در که شود

معادل (x− g٠, y− a٠) آنگاه ،a(x− g٠)+ (y− a٠)g = ٠ : داشت  خواهیم ،٢ . ١ . ۴ لم از بااستفاده
ͬ شود. م ثابت ادعا و (١۵ . ۴) با است

با است معادل (١۴ . ۴) آنگاه باشد، i + ١ = j اگر ͬ کنیم. م بررسͬ را (١۴ . ۴) در i < j رابطه حال
است، ٠ ≤ gij < gjj آن در که را کاهنده G آنگاه باشد، dij = gcd(aii, gjj) اگر .aiigij +aijgjj = ٠
زیر به صورت z = ٠,١, . . . , dij − ١ برای (gij, aij) کاندیدهای ،(١۶ . ۴) از بااستفاده ͬ گیریم. م نظر در

: ͬ شوند م )نوشته
gjj
dij

z,−aii
dij

z

)
.

با است معادل (١۴ . ۴) آنگاه باشد، i+ ١ < j اگر

aiigij +
∑
i<h<j

aihghj + aijgjj = ٠. (١٨ . ۴)
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باشیم: داشته ،١ ≤ i < j ≤ l برای اگر ماتریسͬ) عملیات برای معادل (شرط .٢ . ١ . ۴ گزاره
A = (aij) ∈ Tl(Z) , G = (gij) ∈ Tl(Z),

١ ≤ i ≤ l برای اگر تنها و اگر است AG = diag[n١, . . . , nl] آنگاه باشد، dij = gcd(aii, gjj) و
داشته باشیم: ١ ≤ i < j ≤ l برای و aiigii = ni ∑داشته باشیم:
i<h<j

aihghj ∈ dijZ. (١٩ . ۴)

را c = −
∑

i<h<j aihghj عدد ،dij اگر تنها و اگر است حل قابل (١٨ . ۴) ،٢ . ٢ . ۴ لم کم به برهان.
کند. عاد

برای (gij, aij) مرتب زوج  کاندیدهای ،(١٧ . ۴) رابطه از استفاده با آنگاه باشد، برقرار (١٩ . ۴) کنید فرض
: ͬ شود م نوشته زیر به صورت ، z = ٠,١, . . . , dij − ١(

g
(٠)
ij +

gjj
dij

z, a
(٠)
ij − aii

dij
z

)
, (٢٠ . ۴)

برای ͬ باشد. م ٠ ≤ g
(٠)
ij <

gjj
dij

و بود خواهد (١٨ . ۴) رابطه فرد به منحصر جواب (g
(٠)
ij , a

(٠)
ij ) آن در که

معادله جوابهای همه تولید برای روش ی زیر ال·وریتم ،n١, . . . , nl مثبت صحیح اعداد

AG = diag[n١, . . . , nl],

ͬ دهد. م شرح
.٢ . ١ . ۴ ال·وریتم

Input positive n1, ..., nl ∈ Z
output all A,G ∈ Tl(Z) such that AG = diag[n1, ..., nl]

1 : for j = 1 to l do

2 : positive gjj, ajj ∈ Z such that ajjgjj = nj

3 : for i = j − 1 to 1 do

4 : dij = gcd(aii, gjj)

5 : if
∑

i<h<j aihghj ∈ dijZ then

6 : (gij, aij) given by (20 . 4)
7 : end if

8 : end for

9 : end for

، i < h < j برای که است لازم ،(١٨ . ۴) معادله در (gij, aij) محاسبه از قبل ،٢ . ١ . ۴ ال·وریتم در

aih و ghj
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شود. بررسͬ ͬ تواند م زیر به صورت (gij, aij) محاسبه برای پیش شرط این آوریم. بدست را
ͬ شود: م تعریف زیر صورت به که باشد {(i, j)|١ ≤ i ≤ j ≤ l} مجموعه روی ترتیب ی ≺ کنید فرض

(i, j) ≺ (i′, j′) ⇐⇒ j < j′ یا [j = j′ و i ≥ i′].

خواهیم داشت: تعریف این به با توجه باشد، l = ٣ اگر

(١,١) ≺ (٢,٢) ≺ (١,٢) ≺ (٣,٣) ≺ (٢,٣) ≺ (١,٣).

،i < h < j برای بنابراین، .٢ . ١ . ۴ ال·وریتم در (gij, aij) محاسبه ترتیب با است معادل ≺ ترتیب
است. لازم (h, j) ≺ (i, j) و (i, h) ≺ (i, j) پیش شرط

کم به ͬ توانیم م که است شده تعریف ،(٢١ . ۴) در زیر، در که دارد وجود دی·ری ترتیب دی·ر، سوی از
را AG = diag[n١, . . . , nl] جوابهای همه که دی·ری ال·وریتم بنابراین آوریم. بدست را شرط پیش آن
برای باید ٢ . ١ . ۴ ال·وریتم برای پیش شرط همان باشد. مͬ زیر به شرح کند تولید n١, . . . , nl داده های برای

شود. بررسͬ نیز ٢ . ٢ . ۴ ال·وریتم
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که باشد {(i, j)|١ ≤ i ≤ j ≤ l} مجموعه روی ترتیب ی ⊏ کنید فرض

(i, j) ⊏ (i′, j′) ⇐⇒ i > i′ یا [i = i′ و j ≤ j′]. (٢١ . ۴)

.٢ . ٢ . ۴ ال·وریتم
input positive n1, ..., nl ∈ Z

output all A,G ∈ Tl(Z) such that AG = diag[n1, ..., nl]

1 : for i = l to 1 do

2 : positive gii, aii ∈ Z such that aiigii = ni

3 : for j = i+ 1 to l do

4 : dij = gcd(aii, gjj)

5 : if
∑

i<h<j aihghj ∈ dijZ then

6 : (gij, aij) given by (20 . 4)
7 : end if

8 : end for

9 : end for

داریم: تعریف این به توجه با باشد، l = ٣ اگر

(٣,٣) ⊏ (٢,٢) ⊏ (٢,٣) ⊏ (١,١) ⊏ (١,٢) ⊏ (١,٣).

٢ . ٢ . ۴ ال·وریتم در i < h < j برای (gij, aij) محاسبه ترتیب با است معادل ⊏ ترتیب
ال·وریتم که آنجایی از مثال، به عنوان دارند. را خود خاص ͬ های ویژگ ٢ . ٢ . ۴ و ٢ . ١ . ۴ ال·وریتم های
مینیمم با مولدی ماتریس به دنبال که زمانͬ بنابراین ͬ سازد م پایینش سطرهای از را مولد ماتریس ٢ . ٢ . ۴
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که آنجایی از دی·ر، سوی از ͬ باشد. م ٢ . ١ . ۴ ال·وریتم از مناسب تر بسیار ٢ . ٢ . ۴ ال·وریتم هستیم بیشتر فاصله
که هنگامͬ ͬ کند، م تولید آن بالایی سطرهای از را AT توازن کنترل ماتریس و A ماتریس ٢ . ١ . ۴ ال·وریتم
٢ . ١ . ۴ ال·وریتم است، پراکنده غیر صفر اجزای دارای آن سطرهای که هستیم توازنͬ کنترل ماتریس به دنبال
انتخاب ال·وریتم دو بین هدفمان به توجه با ͬ توانیم م ما بنابراین ͬ باشد. م ٢ . ٢ . ۴ ال·وریتم از مناسب  تر بسیار

کنیم.
داشته باشیم: ،٢ . ١ . ۴ ال·وریتم در اگر باشد. n١ = n٢ = n٣ = ١٢ و l = ٣ کنید فرض .٢ . ١ . ۴ مثال
(a١١, a٢٢, a٣٣) = خواهیم داشت: ،ajjgjj = ١٢ رابطه به توجه با صورت این در .(g١١, g٢٢, g٣٣) = (٢,۶,٢)
داشت: خواهیم (aii, gjj) مشترک مقسوم علیه بزرگترین همچنین و ماتریسͬ عملیات طبق لذا .(۶,٢,۶)

۶ a١٢ a١٣

٠ ٢ a٢٣

٠ ٠ ۶



٢ g١٢ g١٣

٠ ۶ g٢٣

٠ ٠ ٢

 =


١٢ ٠ ٠
٠ ١٢ ٠
٠ ٠ ١٢

 . (٢٢ . ۴)

d١٢ = gcd(a١١, g٢٢) = ۶,

d٢٣ = gcd(a٢٢, g٣٣) = ٢,

d١٣ = gcd(a١١, g٣٣) = ٢.

محاسبه (٢٠ . ۴) توسط (i, j) = (١,٢) ≺ (٢,٣) ≺ (١,٣) ترتیب در (gij, aij) کاندیدهای سپس
ͬ باشد. م .۶g١٢ + a١٢۶ = ٠ که داریم (٢٠ . ۴) یا (١٨ . ۴) رابطه های از ،(g١٢, a١٢) برای ،ˣاولا ͬ شود. م

از: عبارتند ،(g١٢, a١٢) کاندیدهای ،(٢٠ . ۴) رابطه توسط
(g١٢, a١٢) = (٠,٠), (١−,١), (٢−,٢), (٣−,٣), (۴,−۴), (۵,−۵). (٢٣ . ۴)

کاندیدهای ،(٢٠ . ۴) رابطه به کم ͬ آید. م بدست ٢g٢٣ + a٢٣٢ = ٠ رابطه از ،(g٢٣, a٢٣) دوماّ،
از: عبارتند (g٢٣, a٢٣)

(g٢٣, a٢٣) = (٠,٠), (١−,١). (٢۴ . ۴)
،(٢۴ . ۴) رابطه در اگر ͬ آید، م بدست ۶g١٣+a١٢g٢٣+a١٣٢ = ٠ رابطه از که (g١٣, a١٣) برای نهایت، در
(g١٢, a١٢) برای و a١٢g٢٣ = ٠ داریم: (١٩ . ۴) شرط در آن از به تبعیت آنگاه باشد، (g٢٣, a٢٣) = (٠,٠)

داریم: ،(٢٣ . ۴) در دلخواه
(g١٣, a١٣) = (٠,٠), (٣−,١).

و ͬ باشد م a١٢/٢ ∈ Z با معادل (١٩ . ۴) شرط آنگاه باشد، (g٢٣, a٢٣) = (١−,١) ،(٢۴ . ۴) رابطه در اگر
رابطه کم به ،(g١٢, a١٢) هر برای .(g١٢, a١٢) = (٠,٠), (٢−,٢)(۴,−۴) داریم: ،(٢٣ . ۴) رابطه در

ͬ آید: م بدست زیر صورت به (g١٣, a١٣) مقادیر ،(٢٠ . ۴)
(g١٢, a١٢) = (٠,٠) =⇒ (g١٣, a١٣) = (٠,٠), (٣−,١)

(g١٢, a١٢) = (٢−,٢) =⇒ (g١٣, a١٣) = (٠,١), (٢−,١)

(g١٢, a١٢) = (۴,−۴) =⇒ (g١٣, a١٣) = (٠,٢), (١−,١)
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است: زیر به صورت آنها از ی΄ͬ مثال، به عنوان ͬ آید. م بدست (٢٢ . ۴) رابطه برای ͺپاس ١٨ همه بنابراین،
۶ −۴ −١
٠ ٢ −١
٠ ٠ ۶



٢ ۴ ١
٠ ۶ ١
٠ ٠ ٢

 =


١٢ ٠ ٠
٠ ١٢ ٠
٠ ٠ ١٢

 .





پیوستآ 
چندجمله ای ماتریس های برای اقلیدسͬ تقسیم

از خاصͬ نوع به را چندجمله ای ها از اقلیدسͬ تقسیم که ͬ د      هیم م نشان را کاربردی لم پیوست این در
ͬ دهد. م تعمیم چندجمله ای ماتریس های

که کنید فرض و است h ≤ l که طوری به باشند مثبتͬ صحیح اعداد h, l,m ∈ Z کنید فرض آ  . ٠ . ١. لم
در درایه هایی با h× l ماتریس ی G = (gi,j) و Fq[x] در درایه هایی با m× l ماتریس ی F = (fi,j)

است: زیر فرم به G که کنید فرض و باشد Fq[x]
g١,١ g١,٢ . . . g١,h . . . g١,l

٠ g٢,٢ . . . g٢,h . . . g٢,l... . . . . . . ... . . .
...

٠ . . . ٠ gh,h . . . gh,l


gj,j ̸= ٠ درایه ١ ≤ l ≤ h برای که کنید فرض این بر علاوه است، gi,j = ٠ درایه ،i > j برای آن در که
m× l ماتریس ی و Fq[x] در درایه هایی با Q = (qi,j) مانند m× h ماتریس ی صورت این در باشد.

داشته باشیم: که طوری به است موجود Fq[x] در درایه هایی با D = (di,j) مانند

F = QG+D,

.deg di,j < deg gj,j داریم: ،١ ≤ i, j ≤ h برای آن در که
۵٩



چندجمله ای ماتریس های برای اقلیدسͬ تقسیم ۶٠

همه مجموعه ،r, s ∈ Z مثبت صحیح اعداد برای و باشد R = Fq[x] که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
فرض ͬ توانیم م ما ͬ دهیم. م نشان Rr,s صورت به را R در درایه هایی با و r × s مرتبه از ماتریس ها
i−ام سطر عنوان به را Fi ∈ R١,l ،١ ≤ i ≤ m برای اگر کلͬ، حالت در زیرا باشد، m = ١ که کنیم
لم از استفاده با که کنیم تعریف گونه ای به را Di ∈ R١,l و Qi ∈ R١,h و ب·یریم نظر در F ماتریس از
Q = (Qi) ∈ Rm,h اینکه به توجه با صورت این در ،Fi = QiG +Di باشیم: داشته ،m = ١ برای

.F = QG+D که کنیم ثابت ͬ توانیم م ͬ باشد، م D = (Di) ∈ Rm,l و
برای صورت این در باشد. h = ١ که کنید فرض ͬ کنیم. م ثابت h روی استقرا با و m = ١ برای را لم
q١, d١ ∈ R چندجمله ای دو ،g١ ̸= ٠ با G = (g١, . . . , gl) ∈ R١,l و F = (f١, . . . , fl) ∈ R١,l

و Q = (q١) سپس باشد. deg d١ < deg g١ و بوده f١ = q١g١ + d١ که طوری به است موجود
کافیست است، برقرار h− ١ ≥ ١ برای لم که کنید فرض حال داراست. را لازم ویژگͬ D = F − q١G

و باشند G = (gi,j) ∈ Rh,l و F = (f١, . . . , fl) ∈ R١,l که کنید فرض کنیم. ثابت h برای را لم
کم به باشد. G ماتریس اول سطر h − ١ از متش΄ل زیرماتریس ی G(٠) =

(
g
(٠)
i,j

)
∈ Rh−١,l

برای که موجودند گونه ای به D(٠) =
(
d
(٠)
j

)
∈ R١,l و Q(٠) =

(
q
(٠)
j

)
∈ R١,h−١ استقرا، فرض

فرض این، بر علاوه .deg d(٠)j < deg g
(٠)
j,j و F = Q(٠)G(٠) + D(٠) داریم: ،١ ≤ j ≤ h − ١

با باشد. G(١) = (gh,h, . . . , gh,l) ∈ R١,l−h+١ و F (١) =
(
d
(٠)
h , . . . , d

(٠)
l

)
∈ R١,l−h+١ که ͬ کنیم م

،D(١) =
(
d
(١)
h , . . . , d

(١)
l

)
∈ R١,l−h+١ و Q(١) ∈ R١,١ ماتریس های ،m,h = ١ برای لم از استفاده

توجه سپس .deg d(١)h < deg g
(١)
h,h و F (١) = Q(١)G(١)+D(١) داشته باشیم: که موجودند گونه ای به

که: داشته باشید

F = Q(٠)G(٠) +D(٠)

= Q(٠)G(٠) +
(
d
(٠)
١ , . . . , d

(٠)
h−١ F (١)

)
= Q(٠)G(٠) +

(
d
(٠)
١ , . . . , d

(٠)
h−١ Q(١)G(١) +D(١)

)
. (آ  . ١)

D = (dj) =
(
d
(٠)
١ , . . . , d

(٠)
h−١ D(١)

)
∈ R١,l و Q =

(
Q(٠) Q(١)

)
∈ R١,h جای·ذاری با

با: است معادل (آ  . ١)، معادله آنگاه ،G =

(
G(٠)

٠ · · · ٠G(١)

)
∈ Rh,l همچنین و

F = QG+D,

داریم: ١ ≤ j ≤ h برای همچنین و

deg dj < deg gj,j.

فرض خلف، برهان از استفاده با هستند. فرد به منحصر D و Q ماتریس های که ͬ کنیم م ثابت نهایت در
،deg dj < deg gj,j و D = (dj) آن در که ،F = QG + D = Q′G + D′ داشته باشیم: کنید
به توجه با و فوق تساوی در طرفین تفریق با ͬ باشد. م deg d′j < deg gj,j و D′ = (d′j) همچنین
و (٠, . . . ,٠) = QG + D که ͬ کنیم م ادعا ،deg(dj, d′j) ≤ max{deg dj, deg d′j} که نکته این



۶١

منحصر ادعا این اثبات با باشند. صفر برابر دو هر D و Q اگر تنها و اگر بود خواهد deg dj < deg gj,j

باشد. D = (d١, . . . , dl) و Q = (q١, . . . , qh) که کنید فرض ͬ شود. م ثابت D و Q بودن فرد به
نتیجه ،deg d١ < deg g١,١ که نکته این به توجه با ،q١g١,١ = −d١ داشت: خواهیم صورت این در

.q١ = d١ = ٠ که ͬ گیریم م
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Aabstract

GQC codes are usually discussed in terms of submodules over polynomial rings. The
generator matrix and parity-check matrix of a GQC code viewed as a linear code can be
represented by a combination of circulant matrices with different numbers of columns.
Similar to QC codes, a GQC code can also be represented by a polynomial matrix.
Generalized integer codes are defined as codes over rings of integers modulo n in which
individual code symbols generally have different moduli. In this thesis, we use a certain
type of matrix identities to derive a necessary and sufficient condition for integer matrices
to be equal to the generator matrices of generalized integer codes. Moreover, it is shown
that the parity check matrix is generated from this matrix identity of the generator ma-
trix. Finally, an efficient algorithms which calculates all generator polynomial matrices
of Generalized integer codes and also enumerates theoretically all of the generator matri-
ces of generalized integer codes is provided.

keywords: Codes over rings, Generalized integer code,Generalized quasi-cyclic code,
 Buchberger’s algorithm, Generator matrix, Parity check matrix, Polynomial matrix, Cir-
culant matrix, Elementary divisors، Extended Euclidean algorithm.
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