




ریاضͬ علوم دانش΄ده

مالͬ ریاضیات گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

گذاری های سرمایه برای تصادفͬ بیمهمدل سازی صنعت در ریس΄ͬ
اسحقͬ حسن سید نگارنده:

راهنما استاد

ͷدسترن الهام دکتر
مشاور استاد

میرلوحͬ مجتبی سید دکتر

١٣٩۵ بهمن





خودگذشتگان از و ایثار کلمه از ͬ شان انسان و عظیم تعبیر پاس به
است پشتیبان بهترین روزگاران سردترین این در که وجودشان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به

ͬ گراید م شجاعت به پناهشان در ترس و سرگردانͬ و است رس فریاد که بزرگشان های قلب پاس به
ͬ کند نم فروکش هرگز که دریغشان بی محبت های پاس به و

ͬ کنم م تقدیم عزیزم مادر و پدر به را مجموعه این
مقدس: وجود ازسه سپاس با

برسیم... توانایی به ما تا شدند ناتوان که آنان
شویم... ماروسفید تا شد سپید موهایشان

باشند... راهمان روشنگر و ما وجود گرمابخش تا سوختند عاشقانه و

پدرانمان •

مادرانمان •

استادانمان •

ه



سپاس گزاری...

را او پسندیده ستایندگان و م΄رم خلایق و مقرب ملائکه که سپاسͬ آن همه وسعت به را خدای سپاس
وجودی. برهر پروردگارمان برتری چون ش΄ر برترین اند. گفته ش΄ر

دانش چین خوشه همواره که ͷدسترن الهام خانم سرکار ارجمندم راهنمای استاد از پایان بی سپاس
ͬ باشد. م افتخارم مایه  و آرزو نهایت ایشان با هم΄اری تداوم و بوده ام ایشان وخرد

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر ͬ زنم م بوسه پایان، در
بودند. من پشتیبان بهترین همواره که عزیزم دوستان از ͬ کنم م تش΄ر و را مقدسشان وجود ͬ کنم م

اسحقͬ حسن سید
١٣٩۵ بهمن

و



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی اسحقͬ حسن سید اینجانب
در ریس΄ͬ گذاری های سرمایه برای تصادفͬ مدل سازی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، بیمه صنعت
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

اسحقͬ حسن سید
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ز





چ΄یده

بازگشت نرخ و ΁ریس میزان تعیین آن کلیات که ͬ پردازد م مالͬ بازارهای رفتار به مالͬ ریاضیات
بیشتر، بازگشت و کمتر ΁ریس با مناسب گذاری سرمایه ΁ی ͬ توان م بازارها شناسایی با است. سرمایه
به ͬ توان م آنها مهم ترین از که است شده انجام مالͬ بازارهای برای مختلفͬ مدل سازی های داد. انجام
این در ͬ کند. م مدل سازی را بازار نوسانات میزان و روند که کرد اشاره تصادفͬ دیفرانسیل معادلات
ͬ کنیم م بررسͬ را آنها روابط و تصادفͬ مدل سازی های انواع سپس تعاریف، و پیش نیازها ابتدا نامه پایان
΁ی و ͬ پردازیم م است، امروز مالͬ مهم بازارهای از ی΄ͬ که بیمه، صنعت در سرمایه گذاری به انتها در و

ͬ  دهیم. م ارائه بیمه شرکت ش΄ست احتمال برای را مجانبی رابطه

سرمایه گذاری ش΄ست، احتمال فصلͬ، مدل سازی براونͬ، حرکت تصادفͬ، مدل سازی کلیدی: کلمات
ریس΄ͬ

ط





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

ششمین و چهل فصلͬ، بازارهای مدلسازی رامش·ر، محمد و ͷدسترن الهام اسحقͬ، سیدحسن .١
.١٣٩۴ شهریور یزد،۴٧٣‐۴٧٠، دانش·اه ایران، ریاضͬ کنفرانس

ک





مطالب فهرست

س تصاویر فهرست

١ اولیه تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آنالیز مفاهیم و تعاریف ١ . ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری اندازه و اندازه ١ . ٢
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال نظریه ١ . ٣
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاضͬ تصادفͬ‐امید متغیر ١ . ٣ . ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ فرآیند ١ . ٣ . ٢
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرطͬ امید ١ . ٣ . ٣
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع چند یاد آوری ۴ . ١ . ٣
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ انتگرال گیری ۵ . ١ . ٣
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . سرمایه گذاری اصطلاحات برخͬ ۶ . ١ . ٣

٢۵ ریس΄ͬ سرمایه گذاری های برای تصادفͬ مدل های ٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢ . ١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتشار پرش مدل ٢ . ١ . ١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شولز ‐ ΁بل مدل ٢ . ١ . ٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁واسیچ مدل ٢ . ١ . ٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاکس‐اینگرسول‐راس مدل ۴ . ٢ . ١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فصلͬ بازارهای برای مدل ΁ی ارائه ٢ . ٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناوبی مدل های ارائه اهمیت ٢ . ٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده ارائه فصلͬ مدل روابط ۴ . ٢

٣٧ بیمه شرکت روابط بررسͬ ٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش΄ست احتمال ٣ . ١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . بیمه شرکت های در ش΄ست احتمال ٣ . ١ . ١
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش΄ست احتمال تقریبی تحلیل و تجزیه ٣ . ٢

م



مطالب فهرست ن

۵١ نیاز مورد لم های آ 
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گزاره و لم ها آ  . ١

۵٣ ͽمراج

۵٧ انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

۵٩ فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه



تصاویر فهرست

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع ١ . ١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته ی΄نواخت توزیع احتمال چ·الͬ تابع ١ . ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسون توزیع احتمال چ·الͬ تابع ١ . ٣
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارلانگ توزیع احتمال چ·الͬ تابع ۴ . ١
١٧ . . . . . . . . Jn پرش زمان های و Si شده نگهداری زمان های با تجدید فرآیند ۵ . ١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد براونͬ حرکت شبیه سازی ۶ . ١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرش دو و پرش ΁ی با پرش‐انتشار مدل ٢ . ١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شولز ΁بل مدل ٢ . ٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΁واسیچ مدل ٢ . ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاکس‐اینگرسول‐راس مدل ۴ . ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Xi متغیره دو فرآیند از نمونه ای ۵ . ٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناوبی مدل ۶ . ٢

س





١ فصل
اولیه تعاریف

در است، نیاز مورد نامه پایان این بهتر درک برای اولیه اصطلاحات و مفاهیم برخͬ با آشنایی که آنجا از
بخش این در شده ارائه مطالب شود. پرداخته آنها به خلاصه طور به که است شده آن بر سعͬ بخش این

است. شده آورده [٢٩] و [٣۶] و [٣٧] ͽمراج از است، شده ذکر روشنͬ به که مواردی جز به

آنالیز مفاهیم و تعاریف ١ . ١
V روی نرم ΁ی را ∥ · ∥ : V → R تابع باشد، R روی برداری فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف

هر گاه گوییم

،∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ V هر برای .١

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ V هر برای .٢

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .٣

.x = ٠ اگر فقط و ∥x∥اگر = ٠ ، x ∈ V هر برای .۴

به باشد، تام ΁متری فضای d(x, y) = ∥x− y∥ متر با V هر گاه ͬ گوییم. م نرمدار فضای (V, ∥ · ∥) به
ͬ گوییم. م باناخ فضای آن

١



اولیه تعاریف ٢

پذیری اندازه و اندازه ١ . ٢
ͬ باشد. م [۴١] ͽمرج از آمده، بعدی بخش و بخش این در که مفاهیمͬ

باشد. X های مجموعه زیر از ناتهͬ ای دسته C و ناتهͬ ای مجموعه X کنیم فرض

تفاضل و بسته متناهͬ اشتراک های تحت C اگر Xگوییم های مجموعه زیر از حلقه نیم ΁ی را C .١
باشد. C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر C عضو دو هر

بسته تفاضل و متناهͬ اجتماع های تحت C اگر گوییم X مجموعه های زیر از حلقه ΁ی را C .٢
باشد.

متناهͬ اشتراک های تحت C اگر گوییم X مجموعه های زیر از جبر) (نیم میدان نیم ΁ی را C .٣
باشد. C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر عضو هر م΄مل و بسته

م΄مل و شمارش پذیر اجتماع های Cتحت اگر Xگوییم های مجموعه زیر از σ‐میدان ΁ی Cرا .۴
باشد. بسته

ال·وهای اقلیدسͬ فضاهای سایر در آنها دکارتͬ حاصلضرب های و R در بازه ها از گوناگون های دسته
هستند. حلقه نیم برای مناسبی

مانند تابعͬ C روی اندازه ΁ی از منظور باشد، ها مجموعه زیر از دلخواه و ناتهͬ ای دسته C کنیم فرض
کند. صدق زیر شرایط در به طوری که است C دامنه با µ

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در A هر برای (١

باشد C مجزای دوبه دو اعضای از نامتناهͬ) یا (متناهͬ ای دنباله ،{An, n ≥ ١} هرگاه (٢
.µ(∪∞

n=١An) =
∑∞

n=١ µ(An) آنگاه (∪∞
n=١An) ∈ C به طوری که

‐σ کوچ΄ترین شمول) رابطه ی (برحسب باشد، X مجموعه های زیر از دلخواه ای دسته Cکنیم فرض
σ(C) صورت به و ͬ نامیم م C توسط شده تولید σ‐میدان را X مجموعه های زیر از C شامل میدان
کنیم فرض است. C شامل σ‐جبرهای تمام اشتراک σ(C) که است ذکر به لازم ͬ دهیم. م نشان
با و گوییم σ‐جبربورل را C توسط شده تولید جبر ‐σ باشد. ها بازه تمام دسته  C و (Rn (یا X = R
هستند گویا اعداد a, b آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) به صورت بازه ها تمام دسته  ͬ دهیم. م نشان B

Bاند. مولد هم·ͬ باشند گویا اعداد آنها انتهای و ابتدا که شعاع هایی مجموعه  یا و

مجموعه های توسط شده تولید σ‐میدان توپولوژی΄ͬ فضای ΁ی در کلͬ به طور الف) .١ . ٢ . ١ ملاحظه
ͬ دهیم. م نشان B با و ͬ نامیم م بورل میدان ‐σ را باز

است. باز مجموعه های همه  حاوی که است σ‐میدانͬ کوچ΄ترین بورل، مجموعه های دسته  ب)



٣ پذیری اندازه و اندازه

X مجموعه های زیر از میدان) یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم سازه ای C کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
µ(A) < ∞ ،C در A هر برای هرگاه گوییم متناهͬ ،C روی را µ اندازه باشد. C روی اندازه ای µ و
به طوری که باشد داشته وجود C اعضای از {An, n ≥ ١} مانند دنباله ای هرگاه گوییم متناهͬ ‐σ و

.µ(An) <∞ ،n هر برای و X = ∪∞
n=١An

اندازه ای µ و X های مجموعه زیر از حلقه ای نیم H و ناتهͬ مجموعه ای X کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
تعریف زیر صورت به را A خارجͬ اندازه X از A دلخواه مجموعه  زیر برای باشد. H روی σ‐متناهͬ

ͬ کنیم. م
µ∗(A) = inf{

∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂ ∪n≥١In}

µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H برای الف) .۴ . ١ . ٢ ملاحظه
آنگاه باشد دلخواه دنباله ای {An}n≥١ اگر ب)

µ∗(∪n≥١An) ≤
∑
n≥١

µ∗(An).

باشیم داشته H در I هر برای اگر گوییم، اندازه پذیر (µ (یا µ∗ به نسبت را X از A مجموعه  زیر
µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A)

اندازه پذیراند. H توسط شده تولید حلقه  عضو هر و H عضو هر الف) .۵ . ١ . ٢ ملاحظه
داریم X از B دلخواه مجموعه زیر هر برای آنگاه باشد، اندازه پذیر µ∗ به نسبت A اگر ب)

µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A).

مجموعه ΁ی از متش΄ل که ،(X,A) زوج از است عبارت پذیر اندازه  فضای ΁ی از منظور .۶ . ١ . ٢ تعریف
پذیر اندازه مجموعه  ΁ی را A عضو هر ͬ باشد. م X مجموعه های زیر از A σ‐میدان و X مانند ناتهͬ
µ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) که است (X,A, µ) سه تایی اندازه، فضای ΁ی از منظور ͬ نامیم. م

است. A σ‐میدان روی اندازه ΁ی

تقریبا است، شده تعریف (X,A, µ)اندازه ی فضای اعضای تمام برای که خاصیتͬ گوییم .١ . ٢ . ٧ تعریف
پذیر اندازه نیستند، خاصیت آن دارای که نقاطͬ مجموعه  اگر تنها و اگر است برقرار (a.e.) یا ١ جا همه

باشند. صفر µ اندازه  دارای و

را f : (X,A) → (Rn, B) تابع باشد، اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) کنید فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف
باشیم داشته ،u ∈ B هر برای هرگاه گوییم اندازه پذیر ‐A یا اندازه پذیر

f−١(U) := {x ∈ X; f(x) ∈ U} ∈ A.
١Almost everywhere



اولیه تعاریف ۴

کوچ΄ترین ،Y توسط شده تولید FY σ‐ میدان ب·یرید. نظر در را Y : (Ω, F ) → (Rn, B) تابع
های مجموعه شامل Ω روی میدان ‐σ

Y −١(B); B ∈ B,

دی·ر عبارت به ͬ باشد، م

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

است. اندازه پذیر ،FY به نسبت Y وضوح به

انتگرال
χA با را A مجموعه  ی مشخصه  تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه مجموعه ای A اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ o.w.

متناهͬ مقادیرش تعداد که حقیقͬ، مقادیر و دلخواه دامنه با است تابعͬ ساده تابع .١ . ٢ . ١٠ تعریف
باشد. a١, a٢, . . . , an متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعͬ φ کنیم فرض است.
ها Ai که است روشن ،Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =

∑n
i=١ aiχAi

نوشت ͬ توان م
هستند. مجزا

به را µ اندازه ی به نسبت φ انتگرال اندازه پذیراند. Aiها ب·وییم اینکه با است معادل φ پذیری اندازه
ͬ کنیم. م تعریف زیر ∫صورت

X

φdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).

و پذیر اندازه تابعͬ f و اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) ͬ کنیم م فرض .٠ × ∞ = ٠ ͬ کنیم م قرارداد
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روی f انتگرال باشد. ∫نامنفͬ

A

fdµ = sup{
∫
A

φdµ : φ ≤ f},

است. نامنفͬ و ساده تابعͬ φ آن در که
دو به دو اعضای از دنباله ای A١, A٢, . . . و X روی اندازه پذیر تابع f کنیم فرض .١ . ٢ . ١١ ملاحظه

داشت خواهیم این صورت در .A = ∪∞
i=١Ai و باشد A ∫مجزای

A

fdµ =
∞∑
i=١

∫
Ai

fdµ.



۵ احتمال نظریه

هرگاه گوییم انتگرال پذیر ،A اندازه پذیر مجموعه روی f نا منفͬ و اندازه پذیر تابع .١ . ٢ . ١٢ ∫قرارداد
A

fdµ <∞.

f− توابع f دامنه از x هر برای f با متناظر باشد، دلخواه دامنه با حقیقͬ تابعͬ f اگر .١ . ٢ . ١٣ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را f+ و

f−(x) = max{−f(x),٠} , f+(x) = max{f(x),٠}.

تابع هر یعنͬ ،f = f+−f− این صورت در ͬ نامیم. م f مثبت جزء و منفͬ جزء به ترتیب را f+ و f−

.| f |= f++f− داریم همچنین نوشت. نا منفͬ اندازه پذیر تابع دو تفاضل به صورت ͬ توان م را اندازه پذیر
اندازه پذیرند. نیز f+ و f− آن گاه باشد، اندازه پذیر f اگر است روشن

را است شده تعریف X روی که f تابع باشد. اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) کنید فرض .١۴ . ١ . ٢ تعریف
تعریف A ∈ A هر برای این صورت در باشند. متناهͬ دو هر ∫ f+ و ∫ f− هرگاه گوییم، انتگرال پذیر

ͬ کنیم ∫م
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ.

اگر فقط و اگر گویند [a, b] روی f اولیه) (تابع مشتق ضد را G تابع .١۵ . ١ . ٢ تعریف
باشد پیوسته [a, b] روی G(١

باشیم. داشته را زیر رابطه (a, b) در x هر برای (٢

G′(x) = f(x)

΁ی Gو باشد پیوسته [a, b]روی fتابع انتگرال.اگر و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه .١۶ . ١ . ٢ قضیه
آنگاه باشد [a, b]روی f اولیه تابع

∫ b

a

f(x)dx = G(b)−G(a)

احتمال نظریه ١ . ٣
به احتمال نظریه دی·ر، عبارت به است. ریاضیات دیدگاه از احتمالͬ رویداد های مطالعه احتمال نظریه ی
متغیر های را احتمال تئوری هسته دارد. سروکار تصادفͬ وقایع تحلیل با که گویند ریاضیات از ای شاخه
پدیده های توضیح بر علاوه احتمال نظریه ͬ دهند. م تش΄یل پیشامد ها و تصادفͬ فرآیند های و تصادفͬ
نتایج آزمایش دفعات زیاد تکرار با ولͬ نیستند تصادفͬ لزوماً که ͬ پردازد م پدیده هایی بررسͬ به تصادفͬ
احتمال ͬ توانیم م آزمایش تکرار با تاس یا س΄ه پرتاب آزمایش در مثلا́ ͬ کنند، م پیروی مشخص ال·ویی از

دهیم. قرار بررسͬ مورد و بزنیم حدس را مختلف پدیده های وقوع



اولیه تعاریف ۶

Ω ،P (Ω) = ١ به طوری که (Ω,F , P ) اندازه ی فضای از است عبارت احتمال فضای .١ . ٣ . ١ تعریف
ͬ نامیم. م احتمال اندازه را P و پیشامد را F اعضای نمونه، فضای را

.P (A) = ٠ هرگاه ͬ نامیم م P‐ پوچ را A ∈ F مجموعه ی .١ . ٣ . ٢ تعریف
زیر مجموعه های تمام شامل F هر گاه ͬ نامیم م تام یا کامل را (Ω,F , P ) احتمال فضای .١ . ٣ . ٣ تعریف

باشد. P‐ پوچ مجموعه ی هر
مجموعه ی هر مجموعه های زیر کردن اضافه با ͬ توان م را (Ω,F , P ) احتمال فضای هر روشنͬ، به

نمود. کامل F به P‐ پوچ

رخ ٢ یقین به قریب A یا ͬ دهد م رخ ١ احتمال با A پیشامد ͬ گوییم م P (A) = ١ اگر .۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ دهد. م

زیر باشند. پذیر اندازه فضاهای (Ωn,Fn) ، . . . ،(Ω٢,F٢) ،(Ω١,F١) کنید فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف
،F٢ ⊆ Ω٢ ،F١ ⊆ Ω١ رابرای Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn از F١ × F٢ × · · · × Fn های مجموعه
اندازه گوشه  راست Fn ∈ Fn ،. . . ، F٢ ∈ F٢،F١ ∈ F١ برای و گوشه راست Fn ⊆ Ωn .و . .
است. Ω١ × Ω٢ × · · · × ×Ωnروی میدان نیم ΁ی پذیر، اندازه راست گوشه های دسته  ͬ نامیم. م پذیر
σ‐میدان را اندازه پذیر راست گوشه های میدان نیم توسط Ω١×Ω٢×· · ·×Ωn در تولیدشده σ‐میدان

ͬ دهیم. م نشان F١ ⊗F٢ ⊗ · · · ⊗ Fn نماد با و نامیده حاصلضربی
اندازه پذیر گوشه های راست نیم حلقه Pروی اندازه Fiباشد، روی اندازه ΁یPi ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به

P (F١ × F٢ × · · · × Fn) = P١(F١)× P٢(F٢)× · · · × Pn(Fn).

این الحاقͬ σ‐میدان Fباشد. زیرσ‐میدان های از ای دسته {Uα, α ∈ I} گیریم .۶ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به σ‐میدان ها از ∨دسته

α∈I

Uα = σ(
∪
α∈I

Uα)

اقلیدسͬ فضاهای روی مفروض توپولوژی و احتمال فضای (Ω, F, P ) از منظور جا همه پس، این از
بورل σ‐میدان نشانگر B و است بورل میدان ‐σ آنها روی مفروض میدان ‐σ و استاندارد توپولوژی

است. R روی
µ٢ اندازه به نسبت را µ١ اندازه باشند. (X,A) روی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف

هرگاه ،µ١ ≪ µ٢ ͬ نویسیم م و گوییم پیوسته مطلقا
∀A ∈ A (µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠).

٢almost surely



٧ احتمال نظریه

(X,A) روی σ‐متناهͬ اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض (٣ رادون‐نی΄ودیم مشتق ) .١ . ٣ . ٨ قضیه
به طوری که دارد وجود X روی f نا منفͬ و اندازه پذیر تابع .µ١ ≪ µ٢ طوری که به باشند

∀A ∈ A, µ١(A) =

∫
A

f dµ٢.

ریاضͬ تصادفͬ‐امید متغیر ١ . ٣ . ١
مفروض σ‐میدان و استاندارد توپولوژی اقلیدسͬ فضاهای روی مفروض توپولوژی رساله این سراسر در

است. بورل σ‐میدان آنها روی
تصادفͬ متغیر (Ω,F) روی پذیر اندازه و حقیقͬ تابع هر باشد، احتمال فضایی (Ω,F , P اگر(

ͬ شود. م نامیده
ͬ کنیم. م استفاده X,Z, U, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفͬ متغیرهای دادن نشان برای معمولا
فضای آن دامنه  که اندازه پذیر است تابعͬ ،X = (X١, X٢, . . . , Xn) n‐بعدی تصادفͬ بردار

داریم A ∈ Bn هر برای یعنͬ است Rn در آن مقادیر و (Ω,F , P ) احتمال

{ω : X(ω) ∈ A} = {(X١, X٢, . . . , Xn) ∈ A} ∈ F ,

است. Rn روی بورل σ‐میدان ،Bn آن در که

بانماد که X توسط شده تولید میدان ‐σ،باشد تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١ . ٣ . ٩ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ͬ شود م داده نشان FX یا σ(X)

FX = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B},

را آن که X توزیع تابع باشد، (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیری X اگر .١ . ٣ . ١٠ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ،x حقیقͬ عدد هر برای ͬ دهیم، م نشان FX با

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع که است B روی X توسط القاشده اندازه  PX آن در که

باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١ . ٣ . ١١ تعریف
ͬ دهیم. م نشان E(X) نماد با و ͬ گوییم م X ریاضͬ امید را ∫

Ω
XdP

ͬ شود. م تعریف به صورت طبیعͬ به طور g(X) مثل تصادفͬ، متغیر ΁ی از تابعͬ ریاضͬ امید

E(g(X)) =

∫
Ω

g(X)dP.

٣Radon-Nikodym Derivation



اولیه تعاریف ٨

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان σ٢(X) با Xرا تصادفͬ متغیر واریانس .١ . ٣ . ١٢ تعریف
σ٢(X) = E

[
(X − E(X))٢

]
.

و باشد اندازه پذیر f : R → R اگر کلͬ طور ∫به
Ω

∣∣∣f (X(ω))
∣∣∣P (ω) <∞

آن گاه
E [f(X)] :=

∫
Ω

f (X(ω)) P (ω) =

∫
R

f(x)PX(x).

متغیر دو (اگر ͬ نامیم. م کواریانس را تصادفͬ متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه .١ . ٣ . ١٣ تعریف
آنها ریاضͬ امید که Y و X تصادفͬ متغیرهای برای شد) خواهد واریانس برابر کواریانس باشند ی΄ͬ

با است برابر کواریانس هستند E[Y ] = ν و E[X] = µ

cov(X, Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y ))] = E[(X − µ)(Y − ν)]

ͬ شود. م صفر آنها کواریانس باشند ناهمبسته تصادفͬ متغیر دو چنان که
کواریانس خواص

cov(X,X) = var(X) .١
cov(X, Y ) = cov(Y,X) .٢

a, b, c, d ∈ R هر برای .٣
cov(X, a) = ٠ (آ)

cov(aX, bY ) = abcov(X, Y ) (ب)
cov(X + a, Y + b) = cov(X, Y ) (ج)

عدد ΁ی r (که E(Xr) آنگاه باشد، fX(x) احتمال تابع با تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر .١۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ گوییم. م مبدا پیرامون r‐ام مرتبه گشتاور را است) طبیعͬ

با را X گشتاور مولد تابع باشد fX(x) احتمال تابع با تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر .١۵ . ١ . ٣ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان MX(t) علامت
MX(t) = E(etX)

هرگاه است Ω,F)مستقل , P ) مفروض احتمال فضای از B و A پیشامد دو .١۶ . ١ . ٣ تعریف
P (A ∩B) = P (A) · P (B).



٩ احتمال نظریه

‐σ هر گاه گوییم مستقل را X,Y : (Ω, F, P ) → (R, B) تصادفͬ متغیر دو .١ . ٣ . ١٧ تعریف
A ∈ FX هر برای که معنا این به باشند، مستقل FY و FX یعنͬ Y و X توسط شده تولید  میدان های

باشیم. داشته B ∈ FY و

P (A ∩B) = P (A) · P (B),

(FX = {X−١(B) : B ∈ B})

صورت این در باشند، مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X کنید فرض

E(XY ) = E(X)E(Y ).

است، صفر آن ها وقوع احتمال که جاهایی م·ر باشد، برقرار جا همه در خاصیتͬ هرگاه .١ . ٣ . ١٨ تعریف
را آن باشد برقرار بالا خاصیت اگر است. محتمل تقریباً نظر مورد خاصیت برقراری گوییم صورت این در

ͬ دهیم. م نمایش ”a.s.” نماد با

تصادفͬ فرآیند ١ . ٣ . ٢
روی مفروض میدان ‐σ همچنین ,Ω)است. F, P ) مفروض احتمال فضای بخش این سراسر در

است. بورل میدان ‐σ اقلیدسͬ فضاهای
فرآیند را (Ω, F, P مشترک( احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر های از {Xt}t∈I خانواده ی هم چنین

باشد). ناپذیر شمارش یا پذیر شمارش ͬ تواند م I گذار اندیس (مجموعه ی ͬ نامیم م ۴ تصادفͬ
،t ∈ T هر ازاء به یعنͬ، است. تصادفͬ متغیر های از خانواده ای {X(t), t ∈ T} تصادفͬ فرآیند ΁ی
حالت را X(t) و نامیده زمان معمول به طور را T گذار اندیس مجموعه است. تصادفͬ متغیر ΁ی X(t)

نامیده، ۶ زمان گسسته را فرآیند باشد، شمارا T گذار اندیس مجموعه اگر ͬ خوانیم. م t زمان در ۵ فرآیند
ͬ کند م X(t)اختیار تصادفͬ متغیر که مقادیری ͬ نامیم. م ٧ زمان پیوسته را فرآیند باشد پیوسته T اگر و
نمو های دارای فرآیند گوییم باشد. پیوسته یا گسسته ͬ تواند م فضا این و نامیده ٨ حالات فضای را
متغیر های ،t٠ < t١ < t٢ < · · · < tn مانند اندیس ها از دنباله هر ازاء به هرگاه است، ٩ مستقل
گوییم و بوده، هم از مستقل X(t١) − X(t٠), X(t٢) − X(t١), . . . , X(tn) − X(tn−١) تصادفͬ
ثابت توزیع دارای T به متعلق های t تمامͬ برای X(t+ s)−X(t) اگر است ١٠ ایستا نمو های دارای

باشد.
۴Stochastic Process
۵Process State
۶Discrete-Time
٧Continuouse-Time
٨State Space
٩Independent Increment

١٠Stationary Increment



اولیه تعاریف ١٠

شرطͬ امید ١ . ٣ . ٣
تصادفͬ، متغیری Y و F از σ‐ میدانͬ Dزیر کنید فرض و باشد احتمال فضایی (Ω, F, P ) کنید فرض
است (Ω,F) روی D‐ اندازه پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی D شرط به Y امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ

داریم و ͬ دهیم م نشان E(Y |D) با را آن که

∀D ∈ D,

∫
D

E(Y |D)dP =

∫
D

Y dP.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به شرطͬ امید ، Y دلخواه انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر برای

E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω),٠} و Y +(ω) = max{Y (ω),٠} ،ω هر برای آن در که
شرطͬ امید خواص

آن گاه X ≥ ٠ اگر .١
E(X|D) ≥ ٠, a.s.

.E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s. .٢
a ∈ R هر برای .٣

E(aX|D) = aE(X|D), a.s.

آنگاه D = {Ω, ∅} اگر .۴
E(X|D) = E(X), a.s.

D١ ⊆ D٢ اگر .۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.

.۶
E(E(X|D)) = E(X), a.s.

توزیع چند یاد آوری ۴ . ١ . ٣
به را آماری توزیعͬ که ͬ شود م اطلاق تابعͬ به احتمال چ·الͬ تابع احتمالات و آمار در .١ . ٣ . ١٩ تعریف
متغیر است. زیر به صورت آن ریاضͬ تعریف که است غیرمنفͬ تابع این مقدار دهد. نمایش انتگرالͬ ش΄ل
آن احتمال توزیع و است شده تعریف (X,A) اندازه فضای در آن مقدار که ب·یرید نظر در را X تصادفͬ
مشتق واسطه به (X,A) در µ ͽمرج اندازه به نسبت X چ·الͬ آنگاه است، (X,A) در X ∗ P اندازه

ͬ شود. م تعریف زیر ش΄ل به نی΄ودیم رادون‐



١١ احتمال نظریه

f =
dX ∗ P
dµ

.

با اندازه گیری قابل تابع هر ͬ تواند م f ، A ∈ A اندازه پذیر مجموعه هر ازای به دی·ر، عبارتͬ به
باشد. زیر ویژگͬ

P [X ∈ A] =

∫
X−١A

dP =

∫
A

fdµ.

ͬ تواند م احتمال چ·الͬ تابع ͬ شود، م داده نسبت گسسته تصادفͬ متغیر ΁ی به که احتمالͬ خلاف بر
کند. اختیار نیز را ١ از بیشتر مقادیر

دو این مجموع باشند. هم از مستقل تصادفͬ تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض .١ . ٣ . ٢٠ تعریف
باشد. S توزیع تابع دهنده  نشان FS(s) کنیم فرض ͬ دهیم. م نشان S = X + Y با را تصادفͬ متغیر

داریم توزیع تابع تعریف طبق

FS(s) = P (S ≤ s) = P (X + Y ≤ s).

کل احتمال قانون طبق باشند، نامنفͬ مقادیر با گسسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر
داریم.

FS(s) =
∑
Y≤s

P (X + Y ≤ s | Y = y)P (Y = y)

=
∑
Y≤s

P (X ≤ s− y | Y = y)P (Y = y).
(١ . ١)

بنویسیم. زیر صورت به را اخیر مجموع ͬ توانیم م Y و X استقلال به توجه با

FS(s) =
∑
Y≤s

FX(s− y)fY (y). (١ . ٢)

کرد. محاسبه زیر ش΄ل به ͬ توان م را توزیع تابع این نظیر احتمال تابع

fS(s) =
∑
Y≤s

fX(s− y)fY (y).

حالت این برای مشابه به طور باشند نامنفͬ و پیوسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر حال
داریم.

FS(s) =

∫ s

٠
P (X ≤ s− y | Y = y)fY (y)dy

FS(s) =

∫ s

٠
FX(s− y)fY (y)dy

fS(s) =

∫ s

٠
fX(s− y)fY (y)dy.

(١ . ٣)



اولیه تعاریف ١٢

از و ͬ شوند م نامیده FY (y) و FX(x) توزیع توابع دوتایی ١١ پیچش (١ . ٣) و (١ . ٢) روابط احتمال در
یا احتمال توابع از جفت ΁ی برای ͬ توان م را پیچش ͬ کنیم. م استفاده FS(s) به جای FX ∗ FY نماد
S = X١ + به صورت را مستقل تصادفͬ متغیر n مجموع اگر حال کرد. تعریف احتمال چ·الͬ توابع
X١+X٢+ · · ·+Xk توزیع تابع F (k) Xiو توزیع تابع Fi کنیم فرض و ب·یریم نظر +X٢در · · ·+Xn

داریم. را زیر رابطه باشد،

F (٢) = F٢ ∗ F (١)

F (٣) = F٣ ∗ F (٢)

F (۴) = F۴ ∗ F (٣)

...
F (n) = Fn ∗ F (n−١)

(۴ . ١)

F توزیع تابع با توزیع هم و مستقل تصادفͬ متغیر n مجموع X١ + X٢ + · · · + Xn اگر حال
داریم. را زیر رابطه باشد،

F (n)(S) = F n∗(S)

ͬ دهد. م نمایش را خودش با F (x) ام n پیچش F n∗(S)

ͬ باشد. م زیر احتمال چ·الͬ تابع دارای که است پیوسته توزیعͬ نمایی توزیع .١ . ٣ . ٢١ تعریف

f(x;λ) =

λe−λx , x ≥ ٠,

٠ , x < ٠.
(۵ . ١)

گاما توزیع از خاصͬ حالت نمایی توزیع ͬ باشد. م توزیع ریاضͬ) (امید میانگین وارون آن در λ پارامتر که
ͬ باشد. م θ = ١

λ
برابر مقیاس پارامتر و k = ١ برابر ش΄ل پارامتر آن در که است ١٣ ١٢

ͬ شود. م استفاده خاص پیشامد ΁ی رخداد برای لازم زمان مدت زدن تخمین در بیشتر نمایی توزیع از
تماس ΁ی دریافت جنگ، ΁ی آغاز لرزه، زمین ΁ی رخداد تا اکنون) هم (از لازم زمان مدت نمونه، برای
هم·ن پواسون فرآیند از پدیده ای هرگاه ͬ باشند. م نمایی توزیع با تصادفͬ متغیر های اشتباه، تلفنͬ
طبیعͬ به طور پواسون فرآیند در رویداد دو بین زمان کننده توصیف به عنوان نمایی توزیع کند پیروی
در بیشتر رو این از و دارد بی حافظ·ͬ خاصیت که است پیوسته ای توزیع تنها نمایی توزیع ͬ شود. م ظاهر
ساختن آسان و کردن مدل سازی برای توزیع این از همچنین ͬ شود. م گرفته به کار احتمال مسائل حل
رویدادهایی که کرد تفسیر این طور ͬ توان م را تابع ویژگͬ این ͬ کنند. م استفاده واقعͬ مسائل حل شیوه

بدهیم. قرار زمان مبدا را بعد به حال زمان از و نگیریم نظر در ͬ توانیم م افتاده، اتفاق گذشته در که را
ͬ دهد. م نشان را نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع زیر ش΄ل

١١Convolution
١٢Gamma Distribution

عددی k اگر ͬ باشد. م kش΄ل پارامتر θو مقیاس پارامتر دو دارای و است پیوسته احتمالͬ توزیع های از ی΄ͬ گاما ١٣توزیع

. ١
θ پارامتر با نمایی توزیع با تصادفͬ kمتغیر مجموع با است معادل گاما توزیع آنگاه باشد طبیعͬ



١٣ احتمال نظریه

نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ١ ش΄ل

هم شاخه های از گوشه راست توضیح یا ١۴ پیوسته ی΄نواخت توزیع احتمال، و آمار نظریه در .١ . ٣ . ٢٢ تعریف
احتمال توزیع این تحت شاخه عضو هر فواصل تمام طول همچنین است. متقارن احتمال توزیع های
توزیع مختصر ش΄ل ͬ شود. م تعریف هستند، بیشینه و کمینه که b و a مقدار دو با کران است. ی΄سان

ͬ باشد. م چنین پیوسته ی΄نواخت توزیع احتمال چ·الͬ تابع است. U(a, b) به صورت اغلب

f(x) =

 ١
b−a

برای a ≤ x ≤ b,

٠ برای x < a یا x > b

است. زیر ش΄ل به آن نمودار همچنین

پیوسته ی΄نواخت توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ٢ ش΄ل

کل تعداد N(t) گاه هر گوییم شمارشͬ فرآیند ΁ی را {N(t) : t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .١ . ٣ . ٢٣ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در و داده اند رخ t زمان تا که باشد پیشامدهایی

١۴Continuous Uniform Distribution



اولیه تعاریف ١۴

ͬ کند، م اختیار را نامنفͬ صحیح مقادیر N(t) (١
،N(s) ≤ N(t) آنگاه s ≤ t اگر (٢

ͬ دهند. م رخ (s, t] زمانͬ فاصله در که است پیشامدهایی تعداد N(t)−N(s)برابر ، s < tبرای (٣
برای qn = P (N = n) احتمال تابع با شمارشͬ تصادفͬ متغیر N که کنیم فرض .٢۴ . ١ . ٣ تعریف
تصادفͬ متغیر های از ای دنباله {Xn;n = ١,٢, . . . } کنیم فرض همچنین باشد.  n = ٠,١,٢, . . .
S = تصادفͬ مجموع توزیع باشند. N از مستقل و F توزیع تابع با هم توزیع و مستقل و نامنفͬ
S توزیع تابع .S = ٠ آنگاه N = ٠ اگر آن، در که ͬ نامیم م مرکب توزیع را X١ +X٢ + · · · +XN

ͬ آید. م دست به زیر صورت به کل احتمال قانون طبق

FS(x) = P (S ≤ x) =
∞∑
n=٠

P (S ≤ x | N = n)P (N = n)

=
∞∑
n=٠

P (X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x)P (N = n)

(۶ . ١)

داریم (١ . ٣ . ٢٠) تعریف طبق

P (X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x) = F ∗ F ∗ · · · ∗ F (x) = F n∗(x)

باشد، پواسون توزیع دارای N اگر مثال برای ͬ گیرند. م N توزیع نام از را مرکب توزیع نام معمولا
بود. خواهد مرکب پواسون توزیع دارای S

هرگاه گوییم λ ≥ ٠ پارامتر با پواسون فرآیند ΁ی را {N(t), t ≥ ٠} شمارشͬ فرآیند .٢۵ . ١ . ٣ تعریف
باشیم داشته

،N(٠) = ٠ (١
و s ≤ t زمانͬ مقدار هر و k صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مانا نموهای دارای Nt فرآیند (٢

P [N(t+∆)−N(t) = k] = P [N(s+∆)−N(s) = k], باشیم داشته ∆ > ٠

زمانͬ مقادیر و k > ٠ صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مستقل نمو های دارای Nt فرآیند (٣
و . . . و N(t٢) − N(t١) و N(t١) − N(t٠) تصادفͬ متغیرهای ٠ ≤ t٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tk

باشند. مستقل هم از N(tk)−N(tk−١)

است. زیر شرح به پواسون فرآیند  مهم خاصیت دو .٢۶ . ١ . ٣ نتیجه
توزیع دارای t طول به زمانͬ فاصله  در پیشامد ها تعداد {N(t), t ≥ ٠} پواسون فرآیند هر در (١

داریم. را زیر رابطه s, t ≥ ٠ هر برای یعنͬ ͬ باشد م λt پارامتر با پواسون

P [N(t+ s)−N(s) = n] = e−λt (λt)
n

n!
n = ٠,١,٢, . . .



١۵ احتمال نظریه

دومین اولین، وقوع زمان های دهنده ی نشان ترتیب به ٠ < T١ < T٢ < . . . کنیم فرض (٢
یعنͬ پیشامد دو بین زمان های تصادفͬ متغیر که ͬ شود م ثابت صورت این در باشند پیشامد و...
با نمایی ی΄سان توزیع دارای و مستقل ،λ پارامتر با پواسون فرآیند هر در Wi = Ti − Ti−١

هستند. ١
λ

میانگین

پواسون توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ٣ ش΄ل

بتوان هرگاه گوییم، ١۵ مرکب پواسون فرآیند ΁ی را {X(t), t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .١ . ٣ . ٢٧ تعریف
΁ی {N(t), t ≥ ٠} آن در که داد، نشان X(t) =

∑N(t)
i=١ Yi به صورت t ≥ ٠ هر ازاء به را آن

فرآیند و هستند، هم توزیع و مستقل متغیر های از خانواده ای {Yi, i = ١,٢, . . . } و پواسون فرآیند
به X(t) واریانس و میانگین ͬ شوند. م فرض مستقل {Yi, i = ١,٢, . . . } دنباله و {N(t), t ≥ ٠}

.V ar[X(t)] = λtE[Y ٢] و E[X(t)] = λtE[Y ] از عبارتند ترتیب

واقعه n وقوع برای لازم زمان مدت که است پیوسته ای احتمالͬ توزیع ارلانگ توزیع .١ . ٣ . ٢٨ تعریف
توزیع های با آن ارتباط دلیل به ͬ دهد. م نشان را هم) از مستقل نمایی n ͽجم (حاصل تصادفͬ کاملا
است. زیر به صورت احتمال چ·الͬ تابع دارای توزیع این است. بسیاری کاربرد های دارای گاما و نمایی

f(x) =
λkxk−١e−λx

(k − ١)! .

است. شده داده نمایش زیر در آن چ·الͬ تابع نمودار همچنین

١۵Compound Poisson Process



اولیه تعاریف ١۶

ارلانگ توزیع احتمال چ·الͬ تابع :۴ . ١ ش΄ل

تجدید نظریه
زمان های به را پواسون فرآیند های که است احتمال نظریه از شاخه ای ١۶ تجدید نظریه .١ . ٣ . ٢٩ تعریف

ͬ دهد. م عمومیت اختیاری نگهداری
مارکوف پیوسته فرآیند ΁ی ذاتاً پواسون فرآیند است. پواسون فرآیند یافته تعمیم ، ١٧ تجدید فرآیند
از قبل نمایی توزیع با i صحیح عدد هر از شده نگهداری زمان های از ی΄سان مستقل توزیع که ͬ باشد م
تجدید نظریه است مم΄ن رسمͬ غیر رویه در است. ΁ی احتمال با i+ ١ بعدی صحیح عدد به رسیدن
شده گرفته ͬ تری عموم توزیع از شده نگهداری زمان های اینکه جز به کنیم تعریف صورت همین به را
توزیع با مستقل تصادفͬ (متغیر های ی΄سان و مستقل توزیع های مشخصات که باشید داشته توجه اند.

ͬ شوند. م حفظ شده نگهداری زمان های از ی΄سان)
توزیع با توزیع هم و مستقل تصادفͬ متغیر های پواسون فرآیند در ورود دو بین زمان های که ͬ دانیم م
زمان های آن در که ب·یریم نظر در را شمارشͬ فرآیندی که است آن طبیعͬ تعمیم ΁ی هستند. نمایی
تجدید فرآیند ΁ی را شمارشͬ فرآیند چنین باشند. دلخواه توزیع با و توزیع هم و مستقل ورود، دو بین

ͬ نامند. م
ی΄سان شده توزیع و مستقل تصادفͬ متغیر های از ,S١دنباله ای S٢, S٣, . . . کنید فرض .١ . ٣ . ٣٠ تعریف
باشد شده ثبت زمان امین i به عنوان Si تصادفͬ متغیر ͬ کنیم م فرض .٠ < E[Si] < ∞ مثل باشد

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت n > ٠ هر برای که

Jn =
n∑

i=١
Si.

ͬ شود م شناخته تجدید بازه به عنوان [Jn, Jn+١] بازه و است زمانͬ پرش امین n به مربوط Jn هر
ͬ شود. م داده زیر به صورت (Xt)t≥٠ تصادفͬ متغیر پس

Xt =
∞∑
n=١

IJn≤t = sup{n : Jn ≤ t}.

١۶Renewal Theory
١٧Renewal Process



١٧ احتمال نظریه

و است داده رخ t زمان تا که است پرش تعداد کننده بیان و بوده مطرح شاخص تابع I به طوری که
ͬ شود. م خوانده تجدید فرآیند به عنوان

ͬ دهد. م نشان Jn پرش زمان های و Si شده داری نگه زمان های با را تجدید فرآیند زیر ش΄ل

Jn پرش زمان های و Si شده نگهداری زمان های با تجدید فرآیند :۵ . ١ ش΄ل

از خانواده ای یعنͬ است. تصادفͬ فرآیند ΁ی تجدید فرآیند از مثالͬ به عنوان ١٨ براونͬ حرکت
فضای ΁ی روی هم·ͬ و است شده اندیس گذاری نامنفͬ حقیقͬ اعداد مجموعه با که تصادفͬ متغیر های
است. مستقل و ایستا نمو های با مارکفͬ خاصیت دارای فرآیند این شده اند. تعریف مشترک احتمال

ندارد. مشتق نقطه ای هیچ در که است پیوسته ای مسیر های دارای همچنین

اگر گوییم وینر) (فرآیند استاندارد براونͬ حرکت ΁ی را {W (t), t ≥ ٠} تصادفͬ فرایند .١ . ٣ . ٣١ تعریف
W؛ (٠) = ٠ (١

باشد؛ t− s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای s ≤ t برای W (t)−W (s) (٢

برای W (t٢)−W (t١),W (t٣)−W (t٢), . . . ,W (tn)−W (tn−١) تصادفͬ متغیر های (٣
است). مستقل نمو های دارای W (t) (گوییم باشند مستقل t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn

داشت خواهیم s < t برای فوق تعریف با

E[W (t)W (s)] = E[(W (t)−W (s) +W (s))W (s)]

= E[(W (t)−W (s)]E[W (s)] + E[W (s)٢] = ٠ + s = s

.s, tنیمم ͬ م = t ∧ s آن در که E[W (t)W (s)] = t ∧ s بنابراین

است. شده آورده [١] ͽمرج از فوق تعریف
تولید جدید فرآیند ΁ی بار هر که ͬ دهد م نشان ٨ تکرار با را استاندارد براونͬ حرکت شبیه سازی زیر ش΄ل

ͬ کنند. م حرکت به شروع صفر نقطه از آنها همه و ͬ شود م
١٨Brownian Motion
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استاندارد براونͬ حرکت شبیه سازی :۶ . ١ ش΄ل

مارکف فرآیند
را تصادفͬ فرآیند ΁ی هستند. تصادفͬ فرآیند های از مهم رده ای مارکف فرآیند های .١ . ٣ . ٣٢ تعریف
بی حافظه فرآیند را آن اصطلاحاً و باشد نداشته بستگͬ آن گذشته به فرآیند آینده هرگاه گویند مارکف

ͬ گوییم. م
کرد. بیان زیر صورت به ͬ توان م T = {٠,١,٢, . . . } برای را مارکف شرط

P (Xn+١ = j|Xn = in, Xn−١ = in−١, . . . , X٠ = i٠) = P (Xn+١ = j|Xn = in)

΁ی در j به i از وضعیت تغیر احتمال آن به که احتمال این .i٠ و . . . و in−و١ i و j و n مقدار هر برای
دارد. بستگͬ n به کلͬ حالت در ͬ شود، م گفته ای) مرحله ΁ی انتقال احتمال (یا گام

انتشار فرآیند
دارای که dXt = α(t,Xt)dt+σ(t,Xt)dXt تصادفͬ دیفرانسیل معادلات جواب به .١ . ٣ . ٣٣ تعریف
اورنشتاین‐ فرآیند و براونͬ حرکت مارکف، فرآیندهای گوییم. انتشار١٩ فرآیند باشد پیوسته مسیر ΁ی

هستند. انتشار فرآیندهای از نمونه چند ΁اولن ب

تبدیل است. پر کاربرد بسیار که است انتگرالͬ تبدیل ΁ی ریاضیات در ٢٠ لاپلاس تبدیل .٣۴ . ١ . ٣ تعریف
F (s) تابع به (t ≥ ٠) ،t حقیقͬ آرگومان با f(t) تابع از عمل·ری ͽواق در L{f(t)} نماد با لاپلاس
بر که تغییراتͬ و رابطه ها از بسیاری در که است آن تبدیل این مهم ویژگͬ است. s مختلط آرگومان با
برقرار اند. منطقͬ و ساده رابطه ای با نیز F (s) آن یافته تبدیل در هستند، برقرار f(t) اصلͬ تابع روی
تبدیل باشیم، داشته را آن خروجͬ و ورودی تابع یا ریاضͬ توصیف که ب·یریم نظر در را سامانه ای اگر

١٩Diffusion Process
٢٠Laplace Transform



١٩ احتمال نظریه

ͬ کند. م آسان تر را تابع این رفتار تحلیل که کنیم پیدا را جای·زینͬ تابع تا ͬ کند م ΁کم ما به آن لاپلاس

باشد. سودمند خطͬ دیفرانسیلͬ معادلات حل در ͬ تواند م که است عملیاتͬ روش لاپلاس، تبدیل روش
به را نمایی توابع و سینوسͬ توابع نظیر متداول توابع از بسیاری ͬ توان م لاپلاس تبدیل های ΁کم به
عملیاتͬ جای ͬ توانند م مختلط صفحات در جبری عملیات کرد. تبدیل مختلط متغیر ΁ی با جبری توابع
΁ی به ͬ توان م را خطͬ دیفرانسیل معادله ΁ی رو این از ب·یرند. را انتگرال گیری و مشتق گیری مانند
جدول ΁کم به ͬ توان م را دیفرانسیل معادله جواب آن گاه کرد. تبدیل مختلط متغیر ΁ی با جبری معادله
اعداد مجموعه در f(t) تابع لاپلاس تبدیل آورد. به دست ساده کسر های به تجزیه روش یا لاپلاس تبدیل

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که است F (s) تابع t ≥ ٠ برای حقیقͬ
F (s) = L{f(t)} =

∫ ∞

٠
e−stf(t)dt.

ͬ اند. حقیق ω و σ که s = σ + iω که است مختلط عددی s پارامتر

تصادفͬ انتگرال گیری ۵ . ١ . ٣
مفروض توپولوژی و بورل σ‐میدان اقلیدسͬ، فضاهای روی مفروض σ‐میدان پایان نامه این سراسر در

است. ما مفروض احتمال فضای (Ω,F , P ) همچنین است استاندارد توپولوژی آن روی
ͬ های ویژگ با توابع از رده ای ،[٠,+∞)× Ω مجموعه روی f(t, w) توابع از P٢ رده .٣۵ . ١ . ٣ تعریف

است. زیر
باشد. پذیر B‐اندازه × Fتابع ΁ی (t, w) → f(t, w) تابع ‐١

باشد. Ft‐اندازه پذیر تابع ΁ی ،f(t,٠) تابع t هر ازای به ‐٢

T ≥ ٠ هر برای ‐٣
E

(∫ T

٠
f٢(s, w)ds

)
< +∞

باشد. ‐انتگرال پذیر مربع و گیرنده ناپیشͬ اندازه پذیر، رده ای یعنͬ

آنگاه باشد ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر .٣۶ . ١ . ٣ قضیه
E

[(∫ T

٠
ϕ(t, w)dBt(w)

)٢]
= E

(∫ T

٠
ϕ٢(t, w)dt

)
که طوری به هستند موجود fnها مانند ساده توابع از دنباله ای آنگاه باشد f ∈ P٢ اگر .١ . ٣ . ٣٧ قضیه

است. برقرار زیر رابطه ،T هر برای

E

(∫ T

٠

(
f(s)− fn(s)

)٢
ds

)
→ ٠
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آنگاه باشد ٠ ≤ s ≤ u < T و باشد f, g ∈ P٢ توابع کنید فرض .١ . ٣ . ٣٨ قضیه
کرد. افراز ͬ توان م را انتگرال بازه ‐١∫ T

s

fdBt =

∫ u

s

fdBt +

∫ T

u

fdBt

داریم. را زیر رابطه تابع در ثابت عدد ضرب تصادفͬ انتگرال و تابع دو ͽجم تصادفͬ انتگرال برای ‐٢∫ t

s

(cf + g)dBt = c

∫ t

s

fdBt +

∫ T

s

gdBt

‐٣
E

(∫ t

s

fdBt

)
= ٠

ایتو بعدی ΁ی فرمول
است. زیر ش΄ل به داریم، را آن انتشار فرآیند که تصادفͬ رابطه ΁ی مشتق محاسبه برای .١ . ٣ . ٣٩ قضیه

آنگاه باشد. Yt = g(t,Xt) و dXt = udt + vdBt کنید فرض

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt) +

١
٢
∂٢g

∂x٢ (t,Xt)(dXt)
٢

اینجا در که
(dBt)

٢ = dt , dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠

است.[۴٠]

ایتو n‐بعدی فرمول
g : [٠,∞) × R٢ → R٢ و n‐بعدی انتگرال ΁ی dXt = udt + vdBt کنید فرض .۴١ . ٣ . ٠ قضیه

داریم و است تصادفͬ انتگرال ΁ی Y (t, w) = g(t,Xt) آن گاه باشد. C٢ نگاشت ΁ی

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g

∂xi∂xj
(t,Xt)dXidXj,

است.[۴٠] dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = و٠ dBidBj = δi,j اینجا در که

سرمایه گذاری اصطلاحات برخͬ ۶ . ١ . ٣
تقسیم بندی دسته دو به ͬ توان م کلͬ به طور که دارند متفاوتͬ انتخاب های سرمایه گذاری برای سرمایه گذاران

کرد.
ریس΄ͬ گذاری سرمایه (١

΁ریس بدون گذاری سرمایه (٢



٢١ احتمال نظریه

عوامل تاثیر تحت و نیست مشخصͬ مقدار زمانͬ ͽمقط هر در سود میزان ریس΄ͬ سرمایه گذاری در
در هستند. پذیر ΁ریس افراد ͬ کنند، م شرکت سرمایه گذاری ها این در که افرادی ͬ کند. م تغییر بازار
است. مشخصͬ مقداری دارایی میزان زمانͬ ͽمقط هر در که است ΁ریس بدون سرمایه گذاری های مقابل

ͬ نامند. م گریز ΁ریس ͬ کنند م انتخاب گذاری سرمایه برای را گذاری ها سرمایه این که افرادی

گذاری ها سرمایه از ای نمونه
با و ΁ریس بدون افراد که است سرمایه گذاری نوع ΁ی ثابت، نرخ با سرمایه گذاری .۴١ . ٣ . ١ تعریف
از مالͬ موسسات و بانک ها ͬ رسانند. م مشخصͬ مقدار به معین زمان در را خود سرمایه ΁ی احتمال

ͬ شوند. م محسوب سرمایه گذاری ها نوع این

خریدار آن اساس بر که است فروشنده و خریدار بین دوطرفه قراردادی معامله اختیار .۴١ . ٣ . ٢ تعریف
بخرد مشخص زمان در و معین قیمت با را قرارداد در مندرج دارایی از معینͬ مقدار که دارد حق قرارداد،
معامله این در دهند. انجام معامله ای آینده در که ͬ کنند م توافق طرف دو اساس، این بر بفروشد. یا
را قرارداد در مندرج دارایی فروش یا خرید حق معینͬ، مبل; پرداخت ازای در معامله، اختیار خریدار
صورت در وی ͬ آورد. م به دست است شده تعیین قرارداد بستن هنگام که قیمتͬ با مشخص زمانͬ در
صورت در فروشنده دی·ر طرف از ͬ دهد. م دست از است پرداخته حق، این ازای در که را مبلغͬ انصراف،
طبقه بندی دسته دو به معامله اختیار قراردادهای است. قرارداد اجرای به ملزم خریدار، درخواست

ͬ شوند. م

خرید اختیار قرارداد الف‐

فروش. اختیار قرارداد ب‐

تاسیس ١٩٧٣ سال در معامله اختیار بورس اولین عنوان به (CBOE) شی΄اگو معامله اختیار بورس
مورد سهام بازار در سودآوری ابزار همچنین و سرمایه گذاری ΁ریس کنترل منظور به معامله اختیار شد.
دارد آتͬ قرارداد و کالا ارز، بازارهای در نیز دی·ری متنوع و فراوان کارکردهای اما ͬ گیرد. م قرار استفاده
همچنین و ایران از خارج تجهیزات تامین شرکت های نمودن بیمه ایران، در آن از مشخص نمونه دو که

ͬ باشد. م ارز نرخ نوسانات برابر در ارزی وام های کنندگان دریافت نمودن بیمه

آتͬ قراردادهای
مشخص قيمت با و آينده در معين زمان در دارايی فروش يا خريد بر مبتنͬ توافقنامه ای ٢١ آتͬ قرارداد
شي΄اگو بورس دارد. وجود آتͬ قراردادهای معامله برای زيادی بورس های مختلف، کشورهای در است.
آمری΄ا در آتͬ بورس های بزرگترین از نمونه دو آمری΄ا، در (CME) شی΄اگو تجاری بورس و (CBOT)

هستند.
٢١Futures Contract
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آتͬ قرارداد اهمیت برای مثال ΁ی توضیح
این دهد. سفارش را ذرت تن صد خرید خود کارگزار به آینده ماه ͷپن برای است مم΄ن سرمایه گذار ΁ی
΁ی در دی·ری سرمایه گذار همزمان دارد ام΄ان ͬ شود. م منتقل شی΄اگو بورس معامله گر ΁ی به دستور
به باید سفارشات این دهد. سفارش آینده ماه ͷپن در را ذرت تن صد فروش خود کارگزار به دی·ر محل
این معین، قیمت سر بر توافق و معامله گر دو حضوری ملاقات با شود. منتقل شی΄اگو بورس معامله گر

ͬ شود. م انجام معامله
بخرد، آینده زمان تحویل در را کالا تا است کرده توافق که سرمایه گذاری ͬ شود م گفته حالت این در
آینده تحویل کالای است کرده توافق که دی·ر سرمایه گذار و گویند خرید٢٢ معاملاتͬ ͽموض یا موقعیت

ͬ گویند. م آتͬ قرارداد قیمت طرفین توافق مورد قیمت به گویند. فروش٢٣ معاملاتͬ ͽموض بفروشد را

ال΄ترونی΄ͬ ستد و داد
حضوری حراج ͬ شدند. م معامله حضوری حراج سیستم طریق از و بورس تالار در آتͬ قراردادهای آغاز در
و گفت و گو از استفاده با و کرده پیدا حضور بورس تالار در کارگزاران و معامله گران که است گونه این به

ͬ دهند. م انجام را خود معاملات دستͬ اشارات

(OTC) فرابورس بازار
که دارند (CBOT)٢۴وجود فرابورس بازارهای از مجموعه ای بورس، یافته سازمان بازارهای کنار در
ارتباطات بر مبتنͬ شب΄ه ای صورت به بازارها این دارند، معینͬ م΄ان فیزی΄ͬ، نظر از بورس ها برخلاف
حضوری طور به ͬ توانند نم که ͬ سازند م مرتبط همدی·ر به را معامله گرانͬ که هستند رایانه ای و تلفنͬ
΁ی بین ویا مالͬ مؤسسات بین معاملات بیشتر (OTC)فرابورس بازار در کنند. برقرار ارتباط هم با
خرید پیشنهادی قیمت های عرضه با مالͬ مؤسسات ͬ گیرد. م صورت آن مشتری شرکت و مالͬ مؤسسه

ͬ کنند. م ایفا را ساز بازار نقش فروش، یا

آتͬ پیمان های
با و آینده در معین زمانͬ در دارایی ΁ی فروش یا خرید بر مبتنͬ است توافقͬ که جهت آن از آتͬ پیمان
قراردادهای که است این در آتͬ قرارداد و آتͬ پیمان تمایز وجه است. آتͬ قرارداد شبیه مشخص، قیمت
مورد خارجͬ ارزهای اغلب آتͬ پیمان در ͬ شوند. م معامله فرابورس در آتͬ پیمان های و بورس در آتͬ

ͬ گیرند. م قرار معامله
٢٢Long position
٢٣Short position
٢۴Over The Counter market
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معامله اختیار قراردادهای
. فروش٢۶ اختیار و خرید٢۵ اختیار کرد، تقسیم دسته دو به را معامله اختیار حق ͬ توان م کلͬ طور به
معین قیمت با را قرارداد ͽموض دارایی که ͬ دهد، م آن دارنده به را الزام) نه (و حق این خرید اختیار ΁ی
را حق این آن دارنده به فروش اختیار ΁ی ترتیب، همین به بخرد. آن، از قبل یا مشخص تاریخ در و
قیمتͬ بفروشد. آن از قبل یا و مشخصͬ تاریخ در و معین قیمت با را قرارداد موضوع دارایی که ͬ دهد، م
انقضا تاریخ را قرارداد در شده ذکر تاریخ و اعمال٢٧ قیمت یا توافقͬ قیمت ͬ شود، م ذکر قرارداد در که را

ͬ گویند. م معامله٢٨ اختیار سررسید یا
ͬ شود. م تقسیم امری΄ایی و اروپایی حالت دو به کدام هر فروش، یا خرید اختیار

هر در امری΄ایی٣٠ اختیار قرارداد دارد. اعمال قابلیت سررسید تاریخ در فقط اروپایی٢٩ اختیار قرارداد
است. اعمال قابل سررسید تاریخ در یا سررسید تاریخ از قبل زمانͬ

دارند. وجود معامله گر نوع چهار معامله اختیار بازارهای در
خرید اختیار خریداران ‐١

خرید اختیار فروشندگان ‐٢
فروش اختیار خریداران ‐٣

فروش. اختیار فروشندگان ‐۴
افرادی فروشندگان از ومنظور خرید، ͽموض که هستند معامله گرانͬ خریداران، از منظور .۴١ . ٣ . ٣ تعریف

ͬ گویند. م معامله اختیار حق صدور را اختیار ΁ی فروش کرده اند. اتخاذ فروش ͽموض که هستند

معامله گران انواع
گرفت. نظر در زیر زیر صورت به ͬ توان م را معامله گران از عمده گروه سه

΁ریس دهندگان پوشش ‐١
بازان سفته ‐٢

آربیتراژگران. ‐٣
کاهش دنبال به معاملات اختیار و آتͬ پیمان های آتͬ، قراردادهای از استفاده با ΁ریس دهندگان پوشش

ͬ شود. م ناشͬ متغیر ΁ی در آتͬ بالقوه حرکت از که هستند ریس΄ͬ
٢۵Call Option
٢۶put Option
٢٧Exercise Price(Strike Price)
٢٨ ٍExercise Date Or expiration Date Or Maturity
٢٩European option
٣٠American option



اولیه تعاریف ٢۴

ͬ کنند. م استفاده بازار متغیر ΁ی در قیمت، آتͬ حرکت جهت پیش بینͬ، از سفته بازان
΁ریس بدون سود کسب دنبال به مختلف، بازار چند یا دو در متناسب موقعیت های اتخاذ با آربیتراژگران

هستند.

بهره نرخ های اندازه گیری
روش علت به ͬ كند، م اعلام ١٠٪ ساليانه مثال برای را ساله ΁ي سپرده هاي بهره نرخ بانک كه وقتͯ
بهره محاســبه مورد در ابهامͬ هيچ معمولا˟ ͬ باشــد، م دقيق و ساده روشͬ كه بهره نرخ اندازه گيری
صورت به بهره كه معناســت، ٪١٠بدين ســاليانه مركب بهره نرخ داشــت. نخواهد وجود بانکͬ سپرده

ͬ رسد. م ١١٠دلار به سال ΁ی از بعد ١٠٠دلاري سپرده ΁ي و ͯ شود م محاسبه سال در بار ΁ي
دلار١١٠ = ١/١ × ١٠٠

سرمایه گذاری از حاصل سود یعنͬ ͬ شود م بیان ماهه شش صورت به مرکب بهره نرخ که هنگامͬ
دوم ماهه شش در مجددا اول ماهه شش بهره که شرط، این با البته است. ماه شش هر در ۵٪ برابر

داشت خواهیم بنابراین باشد. شده سرمایه گذاری
دوره پایان در سرمایه گذاری ارزش = ١٠٠ × ١٫٠۵ × ١٫٠۵ = دلار١١٠٫٢۵

سه هر برای سرمایه گذاری از حاصل سود یعنͬ ͬ شود م بیان فصلͬ صورت به مرکب بهره نرخ که هنگامͬ
خواهیم لذا ͬ شوند. م سرمایه گذاری بعد دوره های در مجددا حاصل بهره های البته که است. ٢/۵٪ ماه

داشت
دوره پایان در سرمایه گذاری ارزش = ١٠٠ × (١٫٠٢۵)۴ = دلار١١٠٫٣٨

صورتͬ در ،R٪ سالیانه مرکب بهره نرخ با سال n برای A مبل; سرمایه گذاری فرض با کلͬ، حالت در
برابر سال پایان در سرمایه گذاری این نهایی ارزش شود، محاسبه سال در ی΁ بار به صورت بهره نرخ که

با است
A(١ +R)n

از دوره پایان در سرمایه گذاری نهایی ارزش شود، محاسبه سال در بار m صورت به بهره نرخ هرگاه و
ͬ شود. م محاسبه زیر رابطه

A
(

١ +
R

m

)mn

سرانجام و شود بیشتر مرکب بهره پرداخت دفعات تعداد یعنͬ کند، میل بی نهایت سمت mبه متغیر هرگاه
داد نشان ͬ توان م است. شده محاسبه پیوسته صورت به بهره ͬ گویند م اصطلاحا کند، میل بی نهایت به
باشد، شده سرمایه گذاری پیوسته صورت به R نرخ با سال n برای که A;مبل برای کلͬ، حالت در که

است. برقرار زیر رابطه
دوره پایان در سرمایه گذاری ارزش = AeRn

است. e ≃ ٢٫٧١٨٢٨ آن در که



٢ فصل
سرمایه گذاری های برای تصادفͬ مدل های

ریس΄ͬ

مقدمه ٢ . ١
معرفͬ برای مناسب مدل ΁ی شناسایی مالͬ بازارهای تحلیل و تجزیه برای نخست گام مالͬ ریاضیات در
زمانͬ، سری های به ͬ توان م مالͬ بازارهای مدل سازی برای رایج ابزارهای است. بازار تلاطم و رشد نحوه
اشاره تصادفͬ دیفرانسیل معادلات و جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات معمولͬ، دیفرانسیل معادلات
نحوه ͬ تواند م که ͬ پردازیم م رایج شده حل تصادفͬ دیفرانسیل معادلات معرفͬ به ما بخش این در کرد.

کند. مدل سازی را بازار نوسانات همچنین و بازار کلͬ روند یا رشد

انتشار پرش مدل ٢ . ١ . ١

تصادفͬ مسیر ΁ی دارای که گویند انتشار پرش‐ فرآیند لوی فرآیندهای و انتشار فرآیندهای مجموع به
ͬ کند. م تبعیت آماری خاص توزیع ΁ی از پرش ها میزان است. پرش متناهͬ تعداد با



ریس΄ͬ سرمایه گذاری های برای تصادفͬ مدل های ٢۶

پرش دو و پرش ΁ی با پرش‐انتشار مدل :٢ . ١ ش΄ل

شولز ‐ ΁بل مدل ٢ . ١ . ٢
قيمت در بزرگͬ گام « شولز ميرن » و « بلك فيشر »،« مرتون رابرت » آقايان ، ١٩٧٠ دهه اوايل در
بلك‐شولز مدل » عنوان تحت كه بود مدلͬ ارائه آنها كار نتيجه برداشتند. معامله اختيار اوراق گذاری

گشت. معروف «
اين همچنين است. داشته معامله اختيار ΁ریس پوشش و قيمت گذاری نحوه در زيادی تأثير مدل اين

است. داشته ١٩٩٠ و ١٩٨٠ های دهه در مالͬ مهندسͬ موفقيت در محوری و اساسͬ نقش مدل
جايزه دريافت به موفق فوق، مدل اهميت خاطر به ١٩٩٧ سال در « شولز ميرن » و « مرتون رابرت »
بدون بود، زنده ايشان اگر بود. كرده فوت ١٩٩۵ درسال « بلك فيشر » متأسفانه شدند. اقتصادي نوبل

گرفت. تعلق جايزه آنها به كه بود افرادی از دي·ر ي΄ͯ ΁ش

است. ریس΄ͬ دارایی ارزش کردن مدل برای اساسͬ ساختار ΁ی هندسͬ) (براونͬ شولز ‐ ΁بل مدل
ش΄ل به آن تصادفͬ دیفرانسیل معادله   که دارد کاربرد قطعیت عدم فرآیندهای مدل سازی در هم چنین

است. زیر

dXt = αXtdt+ σXtdWt (٢ . ١)

برای معیاری α هم چنین است، استاندارد براونͬ حرکت ΁ی Wt و هستند ثابت اعداد σ و α آن در که
ͬ باشد. م فرآیند نوسان میزان برای معیاری σ و فرآیند ریاضͬ امید

جواب داد نشان ͬ توان م و ͬ شود م انجام ایتو روش ΁کم به تصادفͬ معادلات حل روش با (٢ . ١) معادله
است. زیر صورت به معادله این خصوصͬ

Xt = X٠. exp{(α− ١
٢σ

٢)t+ σWt} (٢ . ٢)

ͬ شود. م محاسبه این گونه بل΁‐شولز(٢ . ١) مدل ریاضͬ امید

dXt = αXtdt+ σXtdWt



٢٧ مقدمه

شولز ΁بل مدل :٢ . ٢ ش΄ل

داریم. را زیر رابطه فوق معادله از انتگرال گیری با

Xt = X٠ +

∫ t

٠
αXsds+

∫ t

٠
σXsdWs

می·یریم. ریاضͬ امید رابطه طرفین از

E(Xt) = E(X٠) + α

∫ t

٠
E(Xs)ds+ σ

∫ t

٠
E(Xs)dWs

از مشتق گیری با حال ͬ شود. م صفر آخر انتگرال استاندارد براونͬ حرکت ریاضͬ امید خواص به توجه با
تابع ΁ی فرآیند ریاضͬ امید آن حل و اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله ΁ی به آن تبدیل و فوق رابطه

ͬ شود. م زیر ش΄ل به نمایی
E(Xt) = exp(αt)

ͬ کنیم. م استفاده واریانس اصلͬ فرمول از شولز ΁بل مدل واریانس محاسبه برای

V ar(dXt) = E(dX٢
t )− (E(dXt))

٢ = E(σ٢X٢
t dX

٢
t )− ٠ = σ٢E(X٢

t dt)

΁واسیچ مدل ٢ . ١ . ٣
بهره نرخ دارای قرضه اوراق قیمت گذاری برای ریاضͬ، مدل ΁ی بار اولین برای ١٩٧٧ سال در ΁واسیچ
مدل ثابت پارامترهای با انتشار فرآیندهای عنوان به مدت کوتاه بهره نرخ داد. ارائه تصادفͬ مدت کوتاه

است. زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب مدل، این انتشار فرآیند شده اند.

dXt = a(b−Xt)dt+ σdWt (٢ . ٣)

هستند. مثبت و صحیح اعداد σ و b و a آن در که
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΁واسیچ مدل :٢ . ٣ ش΄ل

داریم. f(t,Xt) = exp(at)Xt فرض و ایتو فرمول از استفاده با
ft = a exp(at)Xt

fX = a exp(at)

fXX = ٠

d(eatXt) = eatdXt + aeatXtdt

= eat[a(b−Xt)dt+ σdWt] + aeatXtdt

= abeatdt− aXte
atdt+ eatσdWt + aXte

atdt

= abeatdt+ σeatdWt

ͬ آید. م به دست زیر روابط بالا رابطه طرفین از انتگرال گیری با

eatXt = X٠ + ab

∫ t

٠
easds+ σ

∫ t

٠
easdWs

Xt = X٠e
−at + b(١ − e−at) + σ

∫ t

٠
e−a(t−s)dWs

داریم. معین انتگرال حل با و است (٢ . ٣) (SDE) برای جواب ΁ی

Xt = e−at

[
X٠ + b(eat − ١) + σ

∫ t

٠
eaudWu

]
= µt + σ

∫ t

٠
ea(u−t)dWu



٢٩ مقدمه

محاسبه زیر ش΄ل به فرآیند ریاضͬ امید است. µt = E(XT ) و تصادفͬ، غیر تابع ΁ی µt آن در که
ͬ شود. م

است. زیر به صورت ΁واسیچ فرآیند تصادفͬ دیفرانسیل معادله
dXt = a(b−Xt)dt+ σdWt

داریم فوق رابطه از انتگرال گیری با

Xt = X٠ +

∫ t

٠
(a(b−Xu)du+ σdWu)

ͬ کنیم. م بازنویسͬ زیر ش΄ل به را رابطه براونͬ حرکت خواص و گرفتن ریاضͬ امید با

µt := E(Xt) = X٠ +

∫ t

٠
a(b− E(Xu))du

معادله ΁ی به انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه طبق رابطه، طرفین از مشتق گیری با
ͬ رسیم. م زیر، ش΄ل به اول، درجه معمولͬ دیفرانسیل

dµt

dt
= (t)′a(b− µt)− (٠)′a(b− µt)

= a(b− µt)

است. اول درجه از هم·ن معادله ΁ی این
dµt

b− µt

= adt→ −ln(b− µt) = at+ c

b− µt = e−at + c→ µt = b− e−at + c

µt = e−at[X٠ + b(eat − ١)]

ͬ گردد. م حاصل زیر ش΄ل به معادله این خصوصͬ جواب معمولͬ دیفرانسیل معادله این حل با
E(Xt) = e−at[X٠ + b(eat − ١)] = µt

برسیم. آن به است قرار که است Xt از معینͬ ͹سط b مدل این در که
تصادفͬ بخش ΁ی و قطعͬ روند ΁ی دارای dXt = a(b−Xt)dt+ σdWtͬتصادف دیفرانسیل معادله
ͬ رود م انتظار پس است. بازار نوسانات بیانگر براونͬ حرکت مشتق ضریب معادله، دوم قسمت که است

باشد. داشته مستقیم رابطه واریانس با

σ٢
t = V ar(Xt) = E[(Xt − µt)

٢] = E[(σe−at

∫ t

٠
eaudWu)

٢]

است. برقرار زیر رابطه پس .dWu.dWu = du ایتو فرمول طبق

σ٢
t = E[σ٢e−٢at

∫ t

٠
e٢audu] = σ٢e−٢atE[

∫ t

٠
e٢audu]
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= σ٢e−٢at[
١

٢ae
٢au|t٠] =

σ٢

٢ae٢at [e
٢at − ١]

V ar(Xt) = σ٢[
١ − e−٢at

٢a ]

با نرمال تصادفͬ متغیر که چون است. شده محاسبه واریانس و میانگین با Xt ∼ N(µ, σچون(٢
است ΁واسیچ مدل ضعف ΁ی این ͬ کند. م اختیار را صفر از کوچ΁ تر مقادیر صفر، از بزرگ تر احتمال

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد اعتبار مدل این پذیری انعطاف و سادگͬ دلیل به وجود این با
به t لحظه در T سررسید زمان با کوپن بدون قرضه اوراق قیمت خنثͬ ΁ریس ارزیابی چهارچوب در

است. زیر ش΄ل
B(t, T ) = E[exp(−

∫ T

t

rudu)|F ]

ͬ گیریم. م نظر در زیر ش΄ل به را Xu فرآیند

Xu = ru − b

گویند ΁اولن ب اورنشتاین‐ معادله باشد ru−b ش΄ل به کلͬ جواب دارای که تصادفͬ دیفرانسیل معادله
است. زیر ش΄ل به ،X٠ = r٠ − b اولیه شرط با که

dXt = −αXt + σdWt.

ͬ کنیم. م محاسبه را Xu ایتو فرمول از استفاده با

Xu = e−αu(X٠ +

∫ u

٠
σeαsdWs)

ͬ آید. م به دست زیر ش΄ل به ΁واسیچ مدل برای ΁کوچ بی نهایت عمل·ر

A∗ =
١
٢σ

٢ d
٢

du٢ + α(b− u)
d

du

کاکس‐اینگرسول‐راس مدل ۴ . ٢ . ١
فرض .W = (W١,W٢, · · · ,Wd) ͬ گیریم م نظر در را بعدی d براونͬ حرکت ΁ی ابتدا مدل این در
پس باشد، Xj(٠) ∈ R کنید فرض j = ١,٢, · · · , d برای باشند. ثابت اعداد σ > ٠ و β > ٠ کنید

است. برقرار زیر رابطه

X٢
١ (٠) +X٢

٢ (٠) +X٢
٣ (٠) + · · ·+X٢

d (٠) ≥ ٠

باشد. زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب Xj کنید فرض و

dXj(t) = −١
٢βXj(t)dt+

١
٢σdWj(t), (۴ . ٢)



٣١ مقدمه

جواب دارد. مبدأ به ΁نزدی شناور مقدار ΁ی همواره که ͬ گویند م ΁اورنشتاین‐اولن ب معادله Xjرا

است. زیر ش΄ل به تصادفͬ دیفرانسیل معادله این
Xj(t) = e−

١
٢βt

[
Xj(٠) + ١

٢σ
∫ t

٠
e

١
٢βudWj(u)

]
.

ͬ دهد. م نشان را کاکس‐اینگرسول‐راس مدل زیر ش΄ل

کاکس‐اینگرسول‐راس مدل :۴ . ٢ ش΄ل
داریم. را زیر ش΄ل باشند هم از مستقل فرآیندهای ها Xi اگر

Xi متغیره دو فرآیند از نمونه ای :۵ . ٢ ش΄ل
فرض با تصادفͬ(٢ . ۴) دیفرانسیل معادله حل برای

f(x١, x٢, · · · , xd) = x٢
١ + x٢

٢ + · · ·+ x٢
d

ͬ نویسیم م f تابع برای را ایتو فرمول

fxi,xj
=

{
٢ : i = j

٠ : i ̸= j

dr(t) =
d∑

i=١
fxi
dXi +

١
٢

d∑
i=١

fxixi
dXidXi

=
d∑

i=١
٢Xi(−

١
٢βXidt+

١
٢σdWi(t)) +

d∑
i=١

١
۴σ

٢dWidWi

= −βr(t)dt+ σ
d∑

i=١
XidWi +

dσ٢

۴ dt

=

(
dσ٢

۴ − βr(t)

)
dt+ σ

√
r(t)

d∑
i=١

Xi(t)√
r(t)

dWi(t).
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ͬ کنیم. م تعریف زیر ش΄ل به را Wt

W (t) =
d∑

i=٠

∫ t

٠

Xi(u)√
r(u)

dWi(u).

است. مارتینگل ΁ی W
dW =

d∑
i=١

Xi√
r
dWi

dWdW =
d∑

i=١

X٢
i

r
dt = dt

است. براونͬ حرکت ΁ی W

dr(t) =
(dσ٢

۴ − βr(t)
)
dt+ σ

√
r(t)dW (t).

است. زیر رابطه با برابر کاکس‐اینگرسول‐راس فرآیند

dr(t) =
(
α− βr(t)

)
dt+ σ

√
r(t)dW (t).

ͬ کنیم. م تعریف زیر ش΄ل به را k
k =

۴α
σ٢ > ٠

آن گاه باشد صحیح عدد ΁ی k اگر
rt =

k∑
i=١

X٢
i (t)

آن گاه ،(α < ١
٢σ

٢) باشد k < اگر٢ باشد. صحیح عددی k ندارد لزومͬ

P{باشد داشته وجود rt = ٠ نامتناهͬ تعداد به t ≥ ٠ هر {برای = ١

نیست. پارامتر برای خوبی انتخاب این که
آن گاه ،(α > ١

٢σ
٢) باشد k > ٢ اگر

P{ باشد rt = ٠ که باشد داشته وجود t > ٠ از مقدار ΁ی حداقل } = ٠

فرض مثبت و صحیح های k برای k =
۴α
σ٢ فرض تحت را آمده به دست فرمول ͬ توان م CIR فرآیند در

کرد.



٣٣ فصلͬ بازارهای برای مدل ΁ی ارائه

فصلͬ بازارهای برای مدل ΁ی ارائه ٢ . ٢
مدل بل΁‐شولز مدل دارند، نزولͬ) یا (صعودی نمایی روندی که کالاهایی قیمت گذاری برای بازار در
ͬ کنیم م ادعا و ͬ کنیم م بررسͬ دارند تناوبی روند که را فصلͬ بازارهای مقاله این در است. مناسبی

است. آنها برای مناسبی مدل زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله

dXt = α sin(t)Xtdt+ σXtdWt.

شناخته از ی΄ͬ که است بازار برای مناسب مدل ΁ی ارائه مهم، اهداف از ی΄ͬ مالͬ ریاضیات در
مدل این در دارد. شهرت بل΁‐شولز مدل به بازار در که است هندسͬ براونͬ مدل مدل ها شده ترین
آن در که کند صدق dSt = rSt عادی دیفرانسیل معادله در ΁ریس بدون کالای قیمت ͬ شود م فرض
dXt = تصادفͬ دیفرانسیل معادله با ریس΄ͬ کالای قیمت و ͬ کند م مشخص را بهره نرخ ،r ثابت عدد
Ω,F)است. , P احتمال( فضای روی استاندارد براونͬ فرآیند Wt ͬ شود. م توصیف αXtdt+σXtdWt

است این بل΁‐شولز مدل محاسن از ͬ دهد. م نشان را بازار تلاطم σ و هستند ثابت اعداد σ > ٠ و α
آورد. به دست تحلیلͬ طور به را معامله اختیار قیمت تابع ͬ توان م معادله اختیارهای از بسیاری برای که
به نیست. موفق چندان بازار واقعیت های با هم خوانͬ در مدل این که ͬ دهد م نشان تجربی شواهد اما

ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد مدل این از تعمیم هایی موارد از بسیاری در علت همین
است. نمایی است، زیر معادله ی در Xt امیدریاضͬ حقیقت در که بل΁‐شولز مدل روند که است روشن

داریم زیرا
dXt = αXtdt+ σXtdWt

داریم درنتیجه
Xt = X٠ +

∫ t

٠
αXsds+

∫ t

٠
σXsdWs

داریم فوق معادله طرفین از امیدریاضͬ گرفتن با حال

E(Xt) = E(X٠) + E(

∫ t

٠
αXsds) + E(

∫ t

٠
σXsdWs)

نتیجه در و
E(Xt) = eαt

است. نزولͬ یا صعودی α مقدار به توجه با که است نمایی بازار روند بل΁‐شولز مدل در پس

تناوبی مدل های ارائه اهمیت ٢ . ٣
دارند. تناوبی روندی حقیقت در نزولͬ. نه و دارند صعودی روند نه که ͬ شویم م مواجه بازارهایی با گاه
داشته صعودی روندی ابتدا (۶ . ٢) ش΄ل مشابه قیمت فرآیند بازارها این در این گونه اند. از فصلͬ بازارهای

ͬ شود. م تکرار همواره روند این و ͬ کند م طͬ را نزولͬ روندی فصل انتهای در و



ریس΄ͬ سرمایه گذاری های برای تصادفͬ مدل های ٣۴

تناوبی مدل :۶ . ٢ ش΄ل

هستیم. بازارها این گونه برای مناسبی مدل یافتن دنبال به اینجا در

شده ارائه فصلͬ مدل روابط ۴ . ٢
به فصلͬ بازارهای در ریس΄ͬ سهام قیمت فرآیند برای مناسب تصادفͬ مدل های از ی΄ͬ .١ . ۴ . ٢ قضیه

است. زیر فرم

dXt = α sin(t)Xtdt+ σXtdWt. (۵ . ٢)

داریم. را زیر رابطه (۵ . ٢) از ͬ آوریم. م بدست مفروض مدل برای را بازار کلͬ روند اکنون

Xt = X٠ +

∫ t

٠
α sin(s)Xsds+

∫ t

٠
σXsdWs

داریم معادله طرفین از ریاضͬ امید گرفتن با

E(Xt) = E(X٠) + E(

∫ t

٠
α sin(s)Xsds) + E(

∫ t

٠
σXsdWs)

⇒ E(Xt) = e−α cos(t)

است. تناوبی فصلͬ، بازار کلͬ روند بنابراین



٣۵ شده ارائه فصلͬ مدل روابط

باشد. زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب {Xu}u∈[s,t] کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه
dXt = µ(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dWt.

معادله به که زیر معادله در p آنگاه باشد. {Xu}u انتقال چ·الͬ تابع p(s, y; t, x) کنید فرض همچنین
.[٣٢ ،۴٠] ͬ کند م صدق است، معروف فوکر‐پلانک

pt(s, y; t, x) =A∗p(s, y; t, x), (t, x) ∈ (٠, T )× R

p(s, y; t, x) → δy, t ↓ s (۶ . ٢)
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به A∗ عمل·ر (۶ . ٢) رابطه در

(A∗f)(t, x) = −
n∑

i=١

∂

∂xi
[µi(t, x)f(t, x)] +

١
٢

n∑
i,j=١

∂٢

∂xi∂xj
[Cij(t, x)f(t, x)].

زیر صورت به فوکر‐پلانک (٢ . ۵)معادله ی تصادفͬ دیفرانسیل معادله برای بالا، قضیه به توجه با
بود. خواهد

∂p

∂t
(s, y; t, x) =

١
٢
∂٢

∂x٢
[
σ٢x٢p(s, y; t, x)

]
− ∂

∂x
[α sin(t) xp(s, y; t, x)] .

نتیجه در
∂p

∂t
=

١
٢σ

٢x٢ ∂
٢p

∂x٢ + (٢σ٢ − α sin(t))x
∂p

∂x
+ (σ٢ − α sin(t))p.

تابع باشد آربیتراژ فاقد بازار اگر کند. صدق (۵ . ٢) مدل در شده داده بازار ͬ کنیم م فرض .٣ . ۴ . ٢ قضیه
بود. خواهد زیر معادله ی جواب F (t, St) یعنͬ اختیار قیمت گذاری

Ft(t, s) + Fs(t, s) +
١
٢s

٢σ٢(t, s)Fss(t, s)− rF (t, s) = ٠

F (T, ST ) = ϕ(s).

(٢ . ٧)

است. ΁ریس بدون دارایی بهره نرخ r از مقصود بالا مرزی مقدار مساله در
بدست زیر به صورت را قیمت گذاری تابع ͬ توان م Feynman − kac روش با قبل قضیه موجب به

آورد.
F (t, s) = e−r(T−t)E[ϕ(s)] (٢ . ٨)

⇒ F (t, s) = e−r(T−t)

∫ ∞

−∞
ϕ(sez)f(z)dz. (٢ . ٩)

زیر توزیع از که است (Z) ریس΄ͬ سهام قیمت شده نرمالایز فرآیند احتمال چ·الͬ تابع f اخیر عبارت در
ͬ کند. م پیروی

N [(r − ١
٢σ

٢)(T − t), σ
√
T − t]. (٢ . ١٠)





٣ فصل
بیمه شرکت روابط بررسͬ

ش΄ست احتمال ٣ . ١
΁ی زندگͬ در ͬ تواند م که است کلمه ای دردناک ترین و ترسناک ترین ͅ ترین، تل ورش΄ستگͬ احتمالا
واژه های مالͬ ادبیات در دارد؟ معنایی چه ورش΄ستگͬ ͽواق به حالا باشد. داشته وجود کسب و کار صاحب
ش΄ست، مالͬ، نامطلوب ͽوض از عبارتند واژه ها این از برخͬ دارد. وجود ورش΄ستگͬ برای غیر متمایزی
”ش΄ست” وبستر فرهنگ در غیره. و دیون پرداخت قدرت عدم وخامت، تجاری، واحد موفقیت عدم
ͽواق در مدت”. کوتاه در وجوه کفایت عدم یا نداشتن حقیقت یا ”توصیف است: شده تعریف چنین
و شده ناتوان خود ͬ های بده پرداخت از که است تجاری شرکتͬ یا تاجر ΁ی حالت توقف، یا ورش΄ستگͬ
مشغول به خود را انسان ذهن دیرباز از که است موضوعͬ پیش بینͬ کند. عملͬ را خود تعهدات ͬ تواند نم
جهت تلاش مختلف زمینه های در علم وظایف مهم ترین از ی΄ͬ که گفت ͬ توان م کلͬ به طور است. نموده
شرایط وجود ͬ رغم عل که آنجا از است. آینده پیش بینͬ به منظور متفاوت پدیده های بین ارتباط یافتن
به منجر غیر مستقیم نوعͬ به و ͬ دهند م ادامه خود ظاهری حیات به شرکت ها مواردی در ورش΄ستگͬ
تا ͬ شود م تلاش جهت این از ͬ شود. م سرمایه گذاری فرصت های از بهره گیری عدم و منابع رفتن هدر
صحیح نمایی دور آینده در شرکت ها ورش΄ستگͬ احتمال از بتوان پیشرفته تکنی΁ های از بهره گیری با

آورد. به دست
است مم΄ن ورش΄ستگͬ ͬ باشد. م شایع هم میزان همین به و باستانͬ ای مقوله تقریباً ورش΄ستگͬ
ͬ شود م بسته دلیل بدین و نیست اجاره اش تعهد ایفای به قادر که ΁کوچ فروشͬ خرده مغازه ΁ی در
بیفتد. اتفاق سالانه مستمر زیان های و مطلوب نقدینگͬ نداشتن دلیل به بزرگ تولیدی شرکت در یا



بیمه شرکت روابط بررسͬ ٣٨

قبل ͬ توانند م که هستند آنها زیرا کنند درک خوبی به را ورش΄ستگͬ پدید آورنده علل باید حسابداران
زمانͬ ورش΄ستگͬ نمایند. ارائه کننده پیش گیری حل راه و سازند آگاه را مدیریت ورش΄ستگͬ، وقوع از

شود. منحل شرکت و شود فروخته شرکت بدهͬ پرداخت برای دارایی ها قانون، طبق که ͬ افتد م اتفاق
ͬ پردازیم. م بیمه شرکت های در مفهوم این بررسͬ به ادامه در

بیمه شرکت های در ش΄ست احتمال ٣ . ١ . ١
وجوهͬ یا وجه دریافت ازای در ͬ کند م تعهد طرف ΁ی آن موجب به که است دانشͬ بیمه .٣ . ١ . ١ تعریف
مخارج یا و نموده جبران را آن از حاصل خسارت معین، حادثه بروز یا وقوع صورت در دی·ر، طرف از
بیمه گذار که را وجهͬ و بیمه گذار را تعهد طرف بیمه گر، را متعهد نماید. تقبل را خسارت جبران به مربوط

ͬ نامند. م بیمه حق ͬ پردازد، م بیمه گر به

عنوان به ͬ رود م کار به جانͬ یا مالͬ زیان و خسارت بروز عامل توصیف برای بیمه در خطر کلمه
هستند. معنͬ همین به غیره و سرقت خطر تصادف، خطر سیل، خطر مثال،

وقوع از ناشͬ زیان های ΁ریس بار آن طریق از که است ΁ریس انتقال م΄انیسم ΁ی بیمه دی·ر بیانͬ به
شده ای بینͬ پیش گسترده تر ͹سط در شده، منتقل دی·ران به اقتصادی بنگاه یا شخص ΁ی از خسارت
بسیار نقش بیمه  شرکت ΁ی حیات ادامه برای ورش΄ستگͬ به مربوط مسائل رو این از ͬ گیرد. م قرار
را مهمͬ نقش ورش΄ستگͬ به خصوص آن به مربوط های نظریه و ΁ریس های نظریه ͬ کند. م ایفا مهمͬ

دارند. بیمه ریاضیات در
بیمه حق و است کرده سرمایه گذاری به شروع u اولیه سرمایه با که ب·یرید نظر در را بیمه شرکت ΁ی
پیوسته زمان در سرمایه گذاری ΁ی در را سرمایه این و ͬ کند م دریافت بیمه گذار از c ثابت نرخ با را
ͬ کند م سرمایه گذاری نامطمئن سرمایه گذاری ΁ی در را خود سرمایه شرکت این ͬ کند. م سرمایه گذاری
ͬ کند. م پیروی σ نوسان میزان و a شناور ثابت مقدار با هندسͬ براونͬ تصادفͬ مدل از آن بازار که
است بیمه شرکت سرمایه میزان دهنده نشان فرآیند این ͬ گیریم. م نظر در Zt را تصادفͬ فرآیند این
قرار که را ادعایی هنوز و است کرده سرمایه گذاری نامطمئن سرمایه گذاری ΁ی در را خود سرمایه که
تصادفͬ دیفرانسیل معادله ΁ی دارای بنابراین باشد. نیفتاده اتفاق بپردازد، خسارت آن مقابل در است

است. زیر ش΄ل به
dZt = (C + aZt)dt+ σZtdBt.

بالا SDE روی شده تعریف ΁کوچ بی نهایت عمل·ر ͬ باشد. م استاندارد براونͬ فرآیند ΁ی Bt آن در که
ͬ آید. م به دست زیر ش΄ل به

A = (C + au)
d

du
+
σ٢

٢ u٢ d
٢

du٢ . (٣ . ١)

توزیع های با و هم از مستقل وقوع زمان های دارای ادعا ها بیمه، شرکت این در کنیم فرض حال
همچنین و ͬ دهیم م نشان Xk تصادفͬ متغیر های با که باشند شده سازی مدل هم از مستقل و ی΄سان
و ͬ دهیم م نشان FX با را Xk توزیع تابع .E(Xk) < ∞ یعنͬ ͬ اند متناه ریاضͬ امید های دارای



٣٩ ش΄ست احتمال

΁هری هرگاه ͬ دهیم. م نمایش f(x) با را چ·الͬ تابع ͬ کنیم. م تعریف توزیع تابع دم را F̄ = ١ − FX

میزان از را بود) پذیرفته قبلا́ که (ادعاهایی ضرر مقدار بیمه شرکت دهد، رخ بیمه شرکت ادعا های از
که شود اضافه سرمایه فرآیند به هم ادعا ها مقدار این باید بنابراین ͬ پردازد. م شده سرمایه گذاری سهام

ͬ آید. م به دست زیر ش΄ل به سرمایه فرآیند نتیجه در

U(t) = u+ ct+ a

∫ t

٠
U(s)ds+ σ

∫ t

٠
U(s)dBs −

N(t)∑
k=١

Xk. (٣ . ٢)

باشد، پواسون N(t)فرآیند ͬ که زمان دارد. اشاره t زمان تا افتاده اتفاق ادعا های تعداد N(t)به آن در که
تجدید فرآیند ΁ی را N(t) نامه پایان این در . [٣٠] داشت خواهیم ΁کلاسی پرش‐انتشار فرآیند ΁ی
وقوع بین (زمان های τk ورود زمان های هستند. مستقل وقوع زمان های دارای که ͬ گیریم م نظر در
معمولͬ دیفرانسیل معادله در که هستند fτ چ·الͬ تابع دارای ͬ افتند) م اتفاق ها Tk بین که ادعا هر
تجزیه اول فاکتور های حاصل ضرب به را معادلات این ͬ توانیم م همچنین ͬ کند. م صدق ثابت ضرایب با

داریم. را زیر رابطه بالا مرتبه دیفرانسیل معادله هر برای یعنͬ کنیم،

L
(
d

dt

)
fτ (t) =

n∑
j=٠

αj
dj

dtj
fτ (t) =

n∏
i=١

(
d

dt
+ βi

)
fτ (t) = ٠. (٣ . ٣)

باشد. برقرار زیر رابطه یعنͬ هم·ن، اولیه شرایط با fو
(k)
τ (٠) = ٠ , (k = ٠,١,٢, . . . , n− ٢)

f
(n−١)
τ (٠) = α٠

(۴ . ٣)

است. شده آورده زیر در که ناهم·ن اولیه شرایط با fیا
(k)
τ (٠) =Mk , (k = ٠,١,٢, . . . , n− ٢)

f
(n−١)
τ (٠) = α٠

(۵ . ٣)

گوییم، هم·ن شرایط را (۴ . ٣) باشند. متمایز ها βi ندارد لزومͬ که ،βi ∈ C و αn = ١ و αi ∈ R که
انتگرال یعنͬ است، چ·الͬ تابع ΁ی fτ همچنین است. f (n−١)

τ اولیه شرایط در آن ناصفر مقدار تنها چون
آن لاپلاس تبدیل ب·وییم که است این با معادل کند، صدق (٣ . ٣) در چ·الͬ تابع اگر است. ΁ی برابر آن
هست، هم فازی نوع توزیع های کلاس شامل که چ·الͬ توابع از کلاس این است. گویا تابع ΁ی دارای
در گویا لاپلاس تبدیلات کلاس خواص از . [٣٨] دارد کاربرد ٢ صف نظریه و ١ نابودی نظریه زمینه در
فرآیند های چهارچوب در مرکب پواسون فرآیند از نابودی نظریه مسائل برای دقیق جواب های گسترش
است بهتر (٣ . ٣) فرض ODE برای (٣ . ٣) مرزی شرایط در این بر علاوه . [٩] کرده اند استفاده تجدید
که چ·الͬ هر ͬ توان م ͽواق در باشد. داشته ثابت کسر ΁ی گویا لاپلاس تبدیل هر برای fτ چ·الͬ تابع

١Ruin Theory
٢Queueing Theory



بیمه شرکت روابط بررسͬ ۴٠

زیر به صورت (۴ . ٣) هم·ن اولیه شرایط با را ͬ کنند م نام گذاری βi پارامتر با نمایی چ·الͬ تا n ترکیب از
داد. نشان

L
(
d

dt

)
=

n∏
i=١

(
d

dt
+ βi

)
.

ͬ شود. م حاصل زیر به صورت (n, β) ارلانگ چ·الͬ نتیجه در

fτ (t) =
١

(n− ١)!β
ntn−١e−βt برای (t > ٠).

βi = β فرض با صورت این در کنیم. فرض برابر هم با را ها βi پارامتر های ͬ توانیم م خاص حالت در
داریم. را زیر رابطه (۴ . ٣) هم·ن شرایط گرفتن نظر در با همچنین و (٣ . ٣) در

L
(
d

dt

)
=

n∏
i=١

(
d

dt
+ βi

)
=

(
d

dt
+ β

)n

.

اشاره خصوص این در مثالͬ به زیر در نیست. برقرار آن برای هم·ن شرایط باشد، ناهم·ن شرایط اگر اما
ͬ کنیم. م

در کرد. اشاره ارلانگ دو توزیع یا نمایی توزیع دو ترکیب به ͬ توان م توزیع ها این برای .٣ . ١ . ٢ مثال
است. زیر به صورت آن چ·الͬ تابع که ͬ کنیم م بررسͬ را نمایی دو ترکیب اینجا
f(t) = θβ١e

−β١t + (١ − θ)β٢e
−β٢t , t > ٠ (۶ . ٣)

کند. صدق (٣ . ٣) در زیر مشتق عمل·ر با باید توزیع این

L
(
d

dt

)
=

(
d

dt
+ β١

)(
d

dt
+ β٢

)
(٣ . ٧)

چون است، ناهم·ن مرزی شرایط در همچنین
fτ (٠) = θβ١ + (١ − θ)β٢

f ′
τ (٠) = −θβ٢

١ − (١ − θ)β٢
٢ .

(٣ . ٨)

که ͬ کند م اشاره نمایی توزیع دو پیچش به ،β١ ̸= β٢ و θ = β٢
β٢−β١

ͬ که حالت در باشید داشته توجه
صدق (٣ . ٣) در ،α٠ = β١β٢ آن در که (۴ . ٣) هم·ن مرزی شرایط و (٣ . ٧) عمل·ر گرفتن نظر در با

ͬ کند. م
ش΄ست زمان را کند نزول صفر زیر به بیمه سرمایه سبد از U(t) سرمایه که زمانͬ اولین .٣ . ١ . ٣ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت و ͬ نامیم م
Tu = inf

t>٠
{t : U(t) < ٠|U(٠) = u}.

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را ش΄ست احتمال .۴ . ٣ . ١ تعریف
ψ(u) = P (Tu <∞|U(٠) = u).



۴١ ش΄ست احتمال

(٣ . ١) در A که ،An = A ◦ A ◦ · · · ◦ A یعنͬ کنیم، تعریف A از بار n ترکیب را An اگر .۵ . ٣ . ١ لم
در h تابع هر کند، صدق (۵ . ٣) اولیه شرایط با (٣ . ٣) در fτ چ·الͬ تابع ͬ که هنگام آن گاه شد، تعریف
دیفرانسیل‐انتگرال معادله باشد، برقرار E[h(U(τ١))|U(٠) = u] = h(u) شرط با D(An) دامنه

داریم. را زیر

L∗(A)h(u) =
n−١∑
k=٠

 n∑
j=k+١

αj(−١)j−kf (j−k−١)
τ (٠)

∫ ∞

٠
h(k)(u− x)dFX(x). (٣ . ٩)

شود. مراجعه [٣۴] ͽمرج به برهان.
زیر دیفرانسیل‐انتگرالͬ معادله در ψ(u) است. D(An) دامنه در ψ(u) ش΄ست احتمال بنابراین

ͬ کند. م صدق

L∗(A)ψ(u) =
n−١∑
k=٠

 n∑
j=k+١

αj(−١)j−kf (j−k−١)
τ (٠)

∫ ∞

٠
ψ(k)(u− x)dFX(x).

ͬ آید. م به دست زیر رابطه ،ψ تعریف از استفاده با و ∫∞
٠ =

∫ u

٠ +
∫∞
u

انتگرال کردن بخشͬ دو با

L∗(A)ψ(u) =
n−١∑
k=٠

 n∑
j=k+١

αj(−١)j−kf (j−k−١)
τ (٠)

∫ u

٠
ψ(k)(u− x)dFX(x)

+

 n∑
j=١

αj(−١)jf (j−١)
τ (٠)

∫ ∞

u

dFX(x).

(٣ . ١٠)

اگر به ویژه است. شده داده نشان مرزی مقدار مساله جواب به عنوان ش΄ست احتمال ،[٣] در همچنین
صدق زیر بودن منظم شرط کردن اضافه با (٣ . ٩) دیفرانسیل‐انتگرال معادله در h ∈ D(An) تابع

است. ش΄ست احتمال h آن گاه کند،
lim
u→∞

h(u) = ٠

و پرش‐انتشار پواسون فرآیند در ش΄ست احتمال تحلیل و تجزیه برای [١٨] ٢.١ قضیه در روش این
ش΄ست احتمال تحلیل و تجزیه که است طبیعͬ بنابراین، است. شده داده تعمیم پرش‐انتشار تجدید

شود. بیان زیر فرض با (٣ . ١٠) دیفرانسیل‐انتگرال معادله با مرزی مساله جواب به عنوان

lim
u→∞

ψ(u) = ٠. (٣ . ١١)

ͬ آید. م به دست زیر به صورت روشنͬ به  این ͬ کند. م توصیف را fτ که است L از الحاقͬ L∗ اینجا در

L∗
(
d

dt

)
fτ (t) =

n∑
j=٠

(−١)jαj
dj

dtj
fτ (t) =

n∏
i=١

(
− d

dt
+ βi

)
fτ (t). (٣ . ١٢)

با ⟨f, g⟩ = ∫∞
٠ f(x)g(x)dx به صورت عددی ضرب که ،⟨L ( d

dt

)
fτ , g⟩ = ⟨fτ ,L∗ ( d

dt

)
g⟩ شرط با

فصل این باقͬ در عمده ای نقش الحاقͬ عمل·ر این ͬ شود. م تعریف مشابه ابتدایی شرایط کردن اضافه



بیمه شرکت روابط بررسͬ ۴٢

معادله در که ͬ آوریم م به دست را ش΄ست احتمال ΁ی ،(٣ . ١٠) در (٣ . ١٢) دادن قرار با ͬ کند. م ایفا
ͬ کند. م صدق زیر دیفرانسیل‐انتگرال

n∏
i=١

(−A+ βi)ψ(u) =
n−١∑
k=٠

Ck

∫ u

٠
ψ(k)(u− x)dFX(x) + C٠

∫ ∞

u

dFX(x) (٣ . ١٣)

داریم. را زیر رابطه k = ٠, . . . , n− ١ برای ،(٣ . ١١) منظم شرط کردن اضافه با

Ck =
n∑

j=k+١
αj(−١)j−kf (j−k−١)

τ (٠).

.Ck = ٠ ،k = ١, . . . , n − ١ برای و C٠ = (−١)nf (n−١)
τ (٠) ،(۴ . ٣) مشابه مرزی شرایط برای

ͬ شود. م ساده زیر به صورت (٣ . ١٠) رابطه راست سمت بنابراین

L∗(A)ψ(u) = (−١)nα٠

(∫ u

٠
ψ(u− x)dFX(x) +

∫ ∞

u

dFX(x)

)
, (١۴ . ٣)

است. معادل زیر رابطه با که
n∏

i=١
(−A+ βi)ψ(u) =

n∏
i=١

(−βi)
(∫ u

٠
ψ(u− x)dFX(x) +

∫ ∞

u

dFX(x)

)
,

شود. بازنویسͬ زیر به صورت ͬ تواند م بالا رابطه
n∑

k=٠
(−١)kαkA

kψ(u)−
n∏

i=١
(−βi)

∫ u

٠
ψ(u− x)dFX(x) =

n∏
i=١

(−βi)F̄X(x) (١۵ . ٣)

تقریبی تحلیل و تجزیه برای تقریبی ابزاری و ͬ شود م زده تخمین لاپلاس تبدیل با (٣ . ١٠) معادله ساختار
اغلب‐راست بودن واحد در تقریبی تحلیل و تجزیه این، بر علاوه است. [٣۵] در منظم مختلف نظریه
بی نهایت در تقریبی حالت ،۴ هویساید اصل یا ٣ تابریان‐کاراماتا قضیه های طریق از را لاپلاس دامنه در
تقریبی حالت به مربوط تابریان‐کاراماتا قضیه آنجایی که از داد. خواهیم انجام را حقیقͬ دامنه در و
کم΄ͬ تابع است، بی نهایت در تابع این از تقریبی حالت با مبدا در تابع ΁ی از ۵ اشتیلیس‐لاپلاس تبدیل

ͬ کنیم. م معرفͬ زیر به صورت را

Ψ(u) =

٠ اگر u < ٠,∫ u

٠ ψ(x)dx, اگر u ≥ ٠,
(١۶ . ٣)

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان Ψ̃(u) با را اشتیلیس‐لاپلاس تبدیل و

Ψ̃(u) =

∫ ∞

٠
e−sxdΨ(x) =

∫ ∞

٠
e−sxψ(x)dx := ψ̂(s),

٣Karamata–Tauberian
۴Heaviside Principle
۵Laplace–Stieltjes



۴٣ ش΄ست احتمال تقریبی تحلیل و تجزیه

ضریب (٣ . ١٠) معادله در L(A) دیفرانسیل عمل·ر آنجایی که از است. ψ لاپلاس تبدیل ψ̂(u) که
دیفرانسیل معادله در ψ̂(s) که میبینیم (٣ . ١٠) معادله از گرفتن لاپلاس تبدیل با است، چندجمله ای
در تنها معادله این هم·ن قسمت این، بر  علاوه ͬ کند. م صدق چندجمله ای ضریب با ناهم·ن معمولͬ
طرفͬ از .[٣۴] دارد مبدا در جبری حالت ΁ی بنیادی جواب مجموعه نتیجه در و است، منظم صفر نقطه
تحلیل های و تجزیه است. ٧ ادعا اندازه توزیع  ۶ دم از لاپلاس تبدیل که بوده راست سمت روی ویژه جواب
ψ̂ برای دیفرانسیل معادله ویژه جواب های و بنیادی جواب های بین در تقریبی مهم توان های به عنوان ما
استفاده زیر نماد از فصل، این سراسر در ͬ کنند. م تعیین را ψ تقریبی رفتار بیشتر که ͬ شوند م شناخته

ͬ کنیم. م

ρ =
٢a
σ٢ − ١. (٣ . ١٧)

است. کار حال در سود از تقریبی رفتار کردن تعیین در بحرانͬ پارامتر ΁ی این

ش΄ست احتمال تقریبی تحلیل و تجزیه ٣ . ٢
در را fτ چ·الͬ با a میانͬ ورودی زمان های و σ > ٠ مثبت نوسانات با را (٣ . ٢) مدل .٣ . ٢ . ١ قضیه

کند. صدق (۵ . ٣) مرزی شرایط با (٣ . ٣) ODE در که ب·یرید نظر

ͬ کند. م رفتار زیر به صورت تقریبی به طور ش΄ست احتمال آن گاه ،ρ > ٠ اگر •

ψ(u) ∼ Cu−ρ + knF̄X(u) , u→ ∞ (٣ . ١٨)

و است مثبت ثابت C اینجا در

kn =

∏n
i=٢−)١ + ٢a

σ٢ + ٢βi

σ٢ )−
∏n

i=١(
٢βi

σ٢ )∑n
i=٣−)١ + ٢a

σ٢ (−٢ + ٢a
σ٢ ) +

٢βi

σ٢ )

شد. خواهد ψ(u) = ١ ،u > ٠ هر برای آن گاه ،ρ ≤ ٠ اگر •

هر که است F̄X(u) یا u−ρ مرتبه از ψ تقریبی رفتار که ͬ شود م نتیجه (٣ . ١٨) از .٣ . ٢ . ٢ ملاحظه
احتمال تقریبی رفتار  روی تاثیری ٨ ΁سب دم ادعاهای بنابراین ͬ رود. م بین از تدریجͬ به طور کدام

ندارند. سرمایه گذاری تحت تجدید مدل این برای ورش΄ستگͬ

[٢٨ ،١٩ ،٣٠] اثبات مشابه u هر برای ψ(u) = ١ این که اثبات ،٢a ≤ σ٢ یعنͬ ،ρ ≤ ٠ برای برهان.
نظر در را (A (حالت هم·ن اولیه مقدار حالت ابتدا ب·یرید. نظر در دنباله در را ρ > ٠ بنابراین است.

ͬ دهیم. م ارائه را (B (حالت ناهم·ن اولیه مقدار از بیشتری کلͬ حالت های سپس و ͬ گیریم م
۶Tail
٧Claim Size Distribution
٨Light-Tailed Claims
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ش΄ست احتمال (۴ . ٣) ٩ هم·ن اولیه مقادیر تحت کردیم، بیان ٣ . ١ . ١ بخش در که همان طور .A حالت
از استفاده با و (١۵ . ٣) از گرفتن لاپلاس تبدیل با می΄ند. صدق (١۵ . ٣) دیفرانسیل‐انتگرال معادله در

ͬ شود. م حاصل زیر رابطه وابسته) لاپلاس تبدیل (شرایط آ  در آ  . ١ . ١ لم
n∑

k=٠
(−١)kαkÂ

kψ̂(s)−
n∏

i=١
(−βi)ψ̂(s)f̂X(s) = βn +

n∏
i=١

(−βi) ˆ̄FX(s)

معادل به طور یا
n∏

i=١
(−A+ βi)ψ̂(s)−

n∏
i=١

(−βi)ψ̂(s)f̂X(s) = q(s), (٣ . ١٩)

که
q(s) = βn + (−β)n ˆ̄FX(s) = βn + (−β)n(١

s
− f̂X(s)

s
).

اینجا در
β١ = D١ = cψ(٠),

و
β٢ = −٢β١D١ +D٢ = −٢βcψ(٠) + c٢ψ′(٠),

و
βn = (−١)n

(
n
٠
)
cnψn−(٠)١ + (−١)n−٢(n

١
)
cn−١βψn−(٠)٢ + . . .

+ (−١)n−k

(
n

k − ١

)
cn−k+١βk−١ψ(n−k+١)(٠) + · · ·+

(
n

n− ١

)
cβn−١ψ(٠)

(٣ . ٢٠)

تحلیل و تجزیه صفر در را (٣ . ١٩) معمولͬ دیفرانسیل معادله جواب از تقریبی رفتار ͬ خواهیم م حال
ͬ آید. م به دست زیر رابطه و ͬ کنیم م (٣ . ١٩) در Â جای·زین را (آ  . ٣) عمل·ر عبارت منظور، بدین کنیم.

n∏
i=١

(
−σ

٢

٢ s٢ d
٢

ds٢ − (٢σ٢ − a)s
d

ds
− cs− σ٢ + a+ βi

)
ψ̂(s)

−
n∏

i=١
(−βi)ψ̂(s)f̂X(s) = q(s),

ͬ رساند. م زیر متغیر ضرایب با ٢n مرتبه از دیفرانسیل معادله به را ما که
(٣ . ٢١)(

s٢n d
٢n

ds٢n + p٢n−١(s)s
٢n−١ d٢n−١

ds٢n−١ + · · ·+ p١(s)s
d

ds
+ p٠(s)

)
ψ̂(s) =

q(s)

(−a٢

n
)n
,

این هم·ن قسمت هستند. ٢n − k + ١ مرتبه از چندجمله ای های k = ٠ . . .٢n − ١ ،pk(s) که
ببینید)، را [٣۴] مثال (به طور ١٠ فروبنیوس روش با دارد. منظم نقطه تک ΁ی به عنوان را صفر معادله

شود. نوشته زیر به صورت ͬ تواند م (٣ . ٢١) معادله از اساسͬ جواب مجموعه هر
ψ̂i(s) = sriγi(s) , i = ١, . . . ,٢n,

٩Homogeneous Initial Values
١٠Frobenius Method



۴۵ ش΄ست احتمال تقریبی تحلیل و تجزیه

است. زیر ویژه معادله جواب (i = ١, . . . ,٢n) ri که
n∏

i=١

(
−(r + ١)

(
r + ٢ − ٢a

σ٢

)
+

٢βi
σ٢

)
=

n∏
i=١

(
٢βi
σ٢

)
,

γi(٠) = به طوری که کردن نرمال سازی با .γi(٠) ̸= ٠ و هولومورفی΁ اند ٠ در که هستند توابعͬ γi و
است. زیر ش΄ل به (٣ . ٢١) معادله کلͬ جواب ،١

ψ̂(s) =
٢n∑
i=١

cis
riγi(s) + ψ̂p(s) (٣ . ٢٢)

جواب ها به طوری که ͬ آیند م به دست (٣ . ٢) ویژه معادله از ٢nریشه های تنها است. ویژه جواب ψ̂p(s) که
هستند. دوم درجه معادله n

(r + ١)
(
r + ٢ − ٢a

σ٢

)
=

٢βi
σ٢

(
١ − e

٢πik
n

)
, k = ٠,١,٢, . . . , n− ١. (٣ . ٢٣)

.ρ > ٠ بنابراین ،r١ < r٢ که هستند r٢ = −٢ + ٢a
σ٢ = −١ + ρ و r١ = −١ جواب ها n = ١ برای

به صورت ͬ توانند م (٣ . ٢٣) جواب های حقیقͬ قسمت که ͬ دهد م نشان آ  در آ  . ١ . ٢ گزاره ،n ≥ ٢ برای
شوند. مرتب زیر

ℜ(r٢n−١) < · · · < ℜ(r٣) < r١ = −١ < r٢ = −١ + ρ < ℜ(r۴) < · · · < ℜ(r٢n)

.c٢i+١ = ٠ ͬ رسند، م صفر به (٣ . ٢٢) در فرد ضریب با ضرایب که ͬ گیریم م نتیجه (٣ . ١١) منظم شرایط از
ما که ͬ آید م به دست کاهشͬ توان ͬ ترین تدریج وسیله به مانده باقͬ هم·ن جواب های در کاهشͬ نرخ
دوره ای تابریان‐کاراماتا قضیه از استفاده ͬ شود. م شروع r٢ = −٢ + ٢a

σ٢ با که ͬ رساند م دوره ای به را
ͬ یابد. م کاهش زیر مرتبه به که ͬ دهد، م ما به حقیقͬ دامنه در را

u١− ٢a
σ٢ , ͬ که هنگام u→ ∞.

نزولͬ نرخ این باشد). [۴٢] ۵ بخش استدلال از کاربردی ͬ تواند م ، ٢a
σ٢ ≥ ٢ برای که باشید داشته (توجه

که است نیاز آمد. به دست میانͬ ورودی زمان های برای [٣٠] در ابتدا به طوری که است ی΄سان تقریبی
ͬ تواند م c٢ = ٠ ،ͽواق (در ͬ رسیم. م تناقض به آ  در آ  . ١ . ٢ گزاره در اما ب·یریم، نظر در را c٢ = ٠ احتمال
احتمال که باشد داشته دلالت این به ͬ تواند م خودش است، مقدم دوره که sr۴ که کند دلالت این بر
نزول نمایی برای میانͬ ورودی زمان های از سریع تر ،(n) ارلانگ برای میانͬ ورودی زمان های ش΄ست
ͬ ماند. م باقͬ کم΄ͬ ویژه جواب کردن مشخص حال است). تناقض در آ  در آ  . ١ . ٢ گزاره با که ͬ کند، م پیدا

ͬ شوند. م نوشته زیر به صورت متغیر پارامتر های روش این با

ψ̂p(s) =

(
− ٢
σ٢

)n ٢n∑
i=١

ψ̂i(s)

∫ s

ϵ٠

q(t)Wi(t)

t٢nW (t)
dt, (٢۴ . ٣)
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جای·زین با W از که است رونس΄ینͬ دترمینان Wi و بنیادی سیستم از ١١ رونس΄ین دترمینان W که
کوچ΄ͬ بسیار مثبت ثابت ϵ٠ و ͬ آید م به دست (٠,٠, . . . ,٠,١)T ∈ R٢n ستون با ‐ام i ستون کردن
برای ،γ̃(٠) ̸= ٠ ̸= γ̃m(٠) ،γ̃ و γ̃m ١٣ ١٢ ΁هولومورفی توابع آ  در آ  . ١ . ٣ لم از استفاده با است.
با W از Wm (که Wm(s) و W (s) رونس΄ین دترمینان های به طوری که دارند وجود m = ١, . . . ,٢n
به صورت ͬ توانند م ͬ آید) م به دست (٠,٠, . . . ,٠,١)T ∈ Rm ستون با ‐ام m ستون کردن جای·زین

شوند. نوشته زیر
Wm(s)

s٢nW (s)
= s−rm−١ γ̃m(s)

γ̃(s)
,

ͬ رسیم. م زیر رابطه به ∫که s

ϵ٠

q(t)Wi(t)

t٢nW (t)
dt =

∫ s

ϵ٠

q(t)t−ri−١ γ̃i(t)

γ̃(t)
dt.

ͬ شود. م تفسیر زیر به صورت (٢۴ . ٣) رابطه ،q(s) = Bn + (−β)n ˆ̄FX(s) آنجایی که از

ψ̂p(s) =
n∏

i=١

(
٢
σ٢

)
Bn

٢n∑
i=١

sriγi(s)

∫ s

ϵ٠

t−ri−١ γ̃i(t)

γ̃(t)
dt

+
n∏

i=١

(
٢βi
σ٢

) ٢n∑
i=١

sriγi(s)

∫ s

ϵ٠

ˆ̄FX(s)t
−ri−١ γ̃i(t)

γ̃(t)
dt.

(٢۵ . ٣)

شود. شناخته زیر حالت دو از ی΄ͬ با ͬ تواند م ˆ̄FX روی وابستگͬ
ˆ̄FX(−µ) = و باشد ی΄تا −µ < ٠ در ˆ̄FX که کنید (فرض نمایی کران دار دم با ΁سب دم ادعاهای A١

.( ∞
( ˆ̄FX(ϵ٠) = ∞ ،ϵ٠ هر (برای سنگین دم ادعا های .A٢

زیر رابطه دهیم نشان ͬ توانیم م ١۴ هوپیتال قانون از استفاده بار دو با .΁سب دم اندازه های .A١ حالت
است. ∫برقرار s

ϵ٠

ˆ̄FX(t)t
−ri−١dt ∼ ١

−ri
s−ri ˆ̄FX(s), ͬ که هنگام s→ −µ (٢۶ . ٣)

بنابراین

lim
s→−µ

∫ s

ϵ٠
ˆ̄FX(t)t

−ri−١dt

s−ri ˆ̄FX(s)
= lim

s→−µ

s−ri−١ ˆ̄FX(s)

−ris−ri−١ ˆ̄FX(s) + s−ri d
ds

ˆ̄FX(s)

=
١

−ri + lims→−µ
s

ˆ̄FX(s)

d

ds
ˆ̄FX(s)

=
١
−ri

١١Wronskian Determinant
١٢Holomorphic Functions

روی بر که هستند توابعͬ آنها هستند. مختلط آنالیز مطالعه در اصلͬ موضوع ΁هولومورفی توابع یا مختلط تحلیلͬ ١٣تابع

΁هولومورفی دارند. مختلط مشتق نقطه هر در که C در مقادیری با شده اند تعریف C مختلط صفحه از باز مجموعه زیر ΁ی
است. مشتق پذیر بار بی نهایت تابع که دارد این بر دلالت و است مختلط مشتق پذیری از قوی تر شرط ΁ی بودن

١۴L’Hopital Rule



۴٧ ش΄ست احتمال تقریبی تحلیل و تجزیه

داریم، را زیر رابطه نتیجه در

ψ̂p(s) ∼
n∏

i=١

(
٢
σ٢

)
Bn

٢n∑
i=١

١
−ri

γi(−µ)
γ̃i(−µ)
γ̃(−µ)

+
n∏

i=١

(
٢βi
σ٢

) ٢n∑
i=١

١
ri
γi(−µ)

γ̃i(−µ)
γ̃(−µ)

ˆ̄FX(s), s→ −µ,

(٣ . ٢٧)

بنابراین ͬ شود. م حاصل ،γi(−µ) = γ̃i(−µ)
γ̃(−µ)

که صورت این به i هر برای γi کردن نرمال سازی با که
است تحلیلͬ −µ در مجموع این از دوره اولین و است ψ̂p(s) از راست ترین سمت منحصر به طور −µ
(به طور هویساید عمل΄ردی اصل بردن کار به با ،(∑∞

k=٠ bk(s+µ)
k که نوشت صورت این به ͬ توان (م

گرفت. نتیجه را زیر رابطه ͬ توان م ببینید) را [٢] از ١٨٨ صفحه مثال

ψp(s) ∼
n∏

i=١

(
٢βi
σ٢

) ٢n∑
i=١

(
١
−ri

)
F̄X(s), ͬ که هنگام u→ ∞.

زیر رابطه ͬ توان م حد ͬ های ویژگ و هوپیتال قانون از استفاده دوبار با سنگین. دم ادعاهای .A٢ حالت
داد. نشان ∫را s

ϵ٠

ˆ̄FX(t)t
−ri−١dt ∼ ١

−ri
s−ri ˆ̄FX(s), ͬ که هنگام s→ ٠. (٣ . ٢٨)

بنابراین

lim
s→٠

∫ s

ϵ٠
ˆ̄FX(t)t

−ri−١dt

s−ri ˆ̄FX(s)
= lim

s→٠

s−ri−١ ˆ̄FX(s)

−ris−ri−١ ˆ̄FX(s) + s−ri d
ds

ˆ̄FX(s)

=
١

−ri + lims→٠
s

ˆ̄FX(s)

d

ds
ˆ̄FX(s)

=
١
−ri

(٣ . ٢٩)

کردن نرمال سازی از (بعد .ri ̸= ٠ و هولومورفی΁ اند ٠ در γi و γ ،i = ١,٢, . . . , n برای همچنین
داریم. را زیر رابطه ( γi(٠) γ̃i(٠)

γ̃(٠) = ١ یعنͬ i هر برای

γi(s)

∫ s

ϵ٠

t−ri−١ γ̃i(t)

γ̃(t)
dt ∼

∫ s

ϵ٠

t−ri−١dt, ͬ که هنگام s→ ٠, (٣ . ٣٠)

داریم. را زیر رابطه ،s→ ٠ ͬ که هنگام همچنین

ψp(s) ∼
(
− ٢
σ٢

)n

Bn

٢n∑
i=١

(
− ١
ri

) n∏
i=١

(
٢βi
σ٢

) ٢n∑
i=١

(
١
−ri

)
ˆ̄FX(s) (٣ . ٣١)

ψ̂p(s) از راست ترین سمت منحصر به طور صفر آنجایی که از است. ثابت مجموع این از دوره اولین که
نوشت صورت این به ͬ توان (م است تحلیلͬ صفر در این است). ثابت مجموع از دوره اولین (و است
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نتیجه را زیر رابطه هویساید عمل΄ردی اصل بردن کار به با ͬ توانیم م مجدداً ،( ∑∞
k=٠ bk(s + µ)k که

ب·یریم.
ψp(s) ∼

n∏
i=١

(
٢βi
σ٢

) ٢n∑
i=١

(
١
−ri

)
F̄X(s), ͬ که هنگام u→ ∞.

از دهد. ارائه سب΁ اند، دم ادعاها که حالتͬ در را اصلͬ تقریبی دوره ΁ی ͬ تواند نم ویژه جواب بنابراین
را F̄X ادعا اندازه توزیع دم و u−ρ کاهشͬ توان ابتدا سنگین اند، دم ادعا اندازه های که حالتͬ در طرفͬ
١۵ ویتا قانون بردن کار به با حال ͬ کنیم. م تعیین را است، آهسته تر ΁ی کدام این که و ͬ کنیم م مقایسه

ͬ گردد. م حاصل زیر رابطه (٣ . ٢) ویژه معادله روی بر

r٢n + a١r
٢n−١ + · · ·+ a٢n−١r + a٢n = ٠. (٣ . ٣٢)

است. برقرار زیر رابطه نتیجه در
٢n∑
i=١

(
١
−ri

)
= −

٢n∑
i=١

(
١
ri

)
=
a٢n−١
a٢n

.

از تحلیلͬ جواب ΁ی ناهم·ن، اولیه مقادیر با میانͬ ورودی زمان ͬ های چ·ال که حالتͬ برای .B حالت
است. معادل زیر رابطه با دارند، را (٣ . ١٣) دیفرانسیل‐انتگرال معادله

n∑
k=٠

(−١)kαkψ(u) +
n−١∑
k=٠

Ck

∫ u

٠
ψ(k)(u− x)dFX(x) = C٠F̄X(u). (٣ . ٣٣)

ͬ آید. م به دست زیر رابطه لاپلاس، تبدیل خواص از استفاده و (٣ . ٣٣) از لاپلاس تبدیل گرفتن با
n∑

k=٠
(−١)kαkÂ

kψ̂(s) +

(
n−١∑
k=٠

Cks
k

)
ψ̂(s)f̂X(s)

= Bn + C٠F̄X(s) +

(
n−١∑
k=٠

Ck

k−١∑
j=٠

sk−j−١ψ(k−j−١)(٠)
)
f̂X(s),

است. معادل زیر رابطه با این آمد. به دست (٣ . ٢٠) در Bn که
n∏

i=١
(−A+ βi)ψ̂(s) +

(
n−١∑
k=٠

Cks
k

)
ψ̂(s)f̂X(s) = q(s), (٣۴ . ٣)

در شده بیان Â عمل·ر کردن الحاق با که دید ͬ توان م ͬ شود. م مشخص q(s) با راست سمت مجدداً
بخش این ͬ رسیم. م ٢n مرتبه از خطͬ دیفرانسیل معادله ΁ی به ،

(
−σ٢

٢

)n بر کردن تقسیم با و (آ  . ٣)
تولید را (٣ . ٢) مشابه ویژه معادله ΁ی فروبنیوس روش است. منظم صفر نقطه در تنها مجدداً هم·ن
بنابراین ͬ رساند، م (٣ . ١٩) به توجه با (٣۴ . ٣) معادله برای مشابه هم·ن جواب ΁ی به را ما که ͬ کند م

١۵Vieta’s Rule
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بود. خواهد متفاوت ویژه جواب

ψp(s) = Bn

(
− ٢
σ٢

)n ٢n∑
i=١

sriγi(s)

∫ s

ϵ٠

t−ri−١ γ̃i(t)

γ̃(t)
dt

+ C٠

(
− ٢
σ٢

)n ٢n∑
i=١

sriγi(s)

∫ s

ϵ٠

ˆ̄FX(t)t
−ri−١ γ̃i(t)

γ̃(t)
dt

+

(
− ٢
σ٢

)n n−١∑
k=٠

Ck

٢n∑
i=١

sriγi(s)

∫ s

ϵ٠

(
k−١∑
j=٠

sk−j−١ψ(k−j−١)(٠)
)

× f̂X(t)t
−ri−١ γ̃i(t)

γ̃(t)
dt

زیر رابطه سنگین دم ادعا های برای که داد نشان ͬ توان م شد، نتیجه قبلͬ بخش در که (٣ . ٢٩) مشابه
داریم. ∫را s

ϵ٠

ˆ̄fX(t)t
−ri−١dt ∼ ١

−ri
s−ri ˆ̄fX(s), ͬ که هنگام s→ ٠, (٣۵ . ٣)

واسطه به

lim
s→٠

∫ s

ϵ٠
f̂X(t)t

−ri−١dt

s−ri f̂X(s)
= lim

s→٠

s−ri−١f̂X(s)

−ris−ri−١f̂X(s) + s−ri d
ds
f̂X(s)

=
١
−ri

.

است. درست ،−µ راست ترین سمت منحصر به طور ،΁سب دم ادعا های برای مشابه به طور آنجایی که از
تقریبی رابطه و (٣۵ . ٣) ،(٣ . ٣٠) ،(٣ . ٢٩) اساس بر

n−١∑
k=٠

Ckf̂X(s)
٢n∑
i=١

(
١
−ri

) k−١∑
j=٠

sk−j−١ψ(k−j−١)(٠) ∼ ψ(٠)
٢n∑
i=١

(
١
−ri

) n−١∑
k=٠

Ckf̂X(s)

،΁سب دم ادعا های برای s → −µ ͬ که زمان و سنگین دم ادعا های برای s → ٠ ͬ که زمان به ترتیب
ͬ کند. م رفتار زیر به صورت تقریبی به طور ویژه جواب

ψp(s) ∼ Bn

(
− ٢
σ٢

)n ٢n∑
i=١

(
١
−ri

)
C٠

(
− ٢
σ٢

)n ٢n∑
i=١

(
١
−ri

)
ˆ̄FX(s)

+

(
− ٢
σ٢

)n

ψ(٠)
٢n∑
i=١

(
١
−ri

) n−١∑
k=٠

Ckf̂X(s)

H تابع از لاپلاس تبدیل زیر رابطه و است Bn

(
− ٢

σ٢

)n∑٢n
i=١

(
١

−ri

)
تحلیلͬ تابع از مجموعͬ این

است.

Ĥ(s) = C٠

(
− ٢
σ٢

)n ٢n∑
i=١

(
١

−ri + ٢

)
ˆ̄FX(s)+

(
− ٢
σ٢

)n

ψ(٠)
٢n∑
i=١

(
١
−ri

) n−١∑
k=٠

Ckf̂X(s).
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ͬ آید، م دست به Ĥ(s) معکوس لاپلاس تبدیل با ͬ که زمان کم΄ͬ ویژه جواب هویساید، اصل به توجه با
ͬ گردد. م حاصل زیر رابطه نتیجه در کرد. خواهد نزول

ψp(u) ∼ C٠

(
− ٢
σ٢

)n ٢n∑
i=١

(
١
−ri

)
ˆ̄FX(u)

+

(
− ٢
σ٢

)n

ψ(٠)
٢n∑
i=١

(
١
−ri

) n−١∑
k=٠

CkfX(u), ͬ که هنگام u→ ∞.

این بین را غالب دوره این که برای ͬ ماند. م باقͬ دارد، F̄X مانند تقریبی رفتاری ψp این که دادن نشان
نرخ تابع از حدی فقط که کنیم تحلیل و تجزیه را limu→∞

fX(u)

F̄X(u)
حد که است نیاز کنیم، ایجاد دو

نتیجه که ببینید) را [٣٨] ) است ثابت حد این نمایی، کراندار ادعای اندازه های برای است. ١۶ مخاطره
نرخ تابع سنگین، دم ادعا های برای دارند. بی نهایت در مشابه رفتاری F̄X دم و fX چ·الͬ ͬ دهد م

ͬ کند. م نزول آهسته تر F̄X با دوره دارد، دلالت این بر که ͬ یابد م کاهش صفر به مخاطره

١۶Hazard Rate Function



پیوستآ 
نیاز مورد لم های

گزاره و لم ها آ  . ١
کند، صدق زیر ش΄ل به ثابت ضریب با ODE در میانͬ ورودی زمان چ·الͬ اگر آ  . ١ . ١. لم

L
(
d

dt

)
fτ (t) =

n∏
i=١

(
d

dt
+ βi

)
fτ (t) = ٠,

است. زیر به صورت عمل·ر ΁ی خود ،L∗(A) عمل·ر لاپلاس تبدیل آن گاه
̂L∗(A)(ψ) =

n∏
i=١

(−̂A+ βi)ψ =
n∏

i=١
((−Â+ βi)ψ̂) + B (آ  . ١)

است. ثابت B که
لاپلاس تبدیل اساسͬ شرایط از استفاده با .A = (C+au) d

du
+ σ٢

٢ u
٢ d٢

du٢ که ͬ کنیم م یادآوری برهان.
داریم. را زیر رابطه ، اشتقاقͬ

Âψ(s) =
σ٢

٢
d٢

ds٢ (s
٢ψ̂(s))− a

d

ds
(sψ̂(s)) + c(sψ̂(s)− ψ(٠))

:= Âψ̂(s)−D١,

(آ  . ٢)

کند. پیدا بسط زیر به صورت ͬ تواند م Â عمل·ر و D١ = cψ(٠) که
Â =

a٢

٢ s٢ d
٢

ds٢ + (۴σ
٢

٢ − a)s
d

ds
+ (٢σ

٢

٢ − a+ cs). (آ  . ٣)
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ͬ کنیم. م تعریف را زیر رابطه ،k ≥ ٢ هر برای
Âkψ̂(s) = Â(Âk−١ψ̂(s)) , یا Âk = ÂÂk−١

است. برقرار زیر رابطه بازگشتͬ به طور بنابراین
Âψ(s) = ÂÂk−١ψ(s)−Dk

= Â(ÂÂk−٢ψ(s)−Dk−١)−Dk = Â٢Âk−٢ψ(s)−Dk

= . . .

= Âkψ̂(s)−Dk,

(آ  . ۴)

ͬ شود. م رهنمون (آ  . ١) به ،Dk = cAk−١ψ(s)|s=٠ = ckψk−(٠)١ که
تعریف زیر در که U (n) ریس΄ͬ فرآیند ش΄ست احتمال دهنده نشان ψn(u) کنیم فرض آ  . ١ . ٢. گزاره

باشد. ͬ کنیم، م

U (n)(t) = u+ ct+ a

∫ t

٠
U(s)ds+ σ

∫ t

٠
U(s)dBs −

Nn(t)∑
k=١

Xk (آ  . ۵)

پس ͬ شود. م شروع (n) ارلانگ میانͬ ورودی زمان های با تجدید فرآیند ΁ی با Nn ادعا تعداد فرآیند که
.ψm(u) ≥ ψn(u) ،m < n هر برای

معادله برای اساسͬ جواب ΁ی yi(s) = sriγi(s) ،i = ١, . . . ,٢n برای که کنیم فرض آ  . ١ . ٣. لم
m = هر برای کنید فرض .γi(٠) = ١ و هستند ΁هولومورفی توابع γi(s) که باشد (٣ . ٢١) هم·ن

باشیم. داشته را زیر رابطه ١, . . . ,٢nω̄ =
∑٢n

i=١ ri − n(٢n− ١)

ω̄m =
∑٢n

i=١,i̸=m ri − (n− ٢)(١n− ١)

رونس΄ین دترمینان های به طوری که دارند mوجود = ١, . . . ,٢nبرای γ̃ و γ̃m ΁هولومورفی توابع پس
(٠,٠, . . . ,٠,١)T ∈ Rm ستون با m‐ام ستون کردن جای·زین Wبا Wmاز Wm(s)(که Wو (s) ١

شوند. نوشته زیر به صورت ͬ توانند م ͬ آید) م به دست
W (s) = sω̄γ̃(s) , Wm(s) = sω̄m γ̃m(s).

داریم. را زیر رابطه m = ١, . . . ,٢n برای و ،γ̃(٠) ̸= ٠ ̸= γ̃m(٠) همچنین
Wm(s)

s٢nW (s)
= s−rm−١ γ̃m(s)

γ̃(s)
,

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت gm که
gm =

γ̃m(٠)
γ̃(٠) .

١Wronskian Determinants
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Aabstract

Financial mathematics which deals with the general behavior of financial markets that
determine the risk and rate of return Capital. By identifying the market can be a good in-
vestment with less risk and greater return, Did. Different modeling for financial markets
is the most important of them can be Stochastic differential equations noted that the level
of market volatility is modeled. In this thesis Prerequisites and definitions, then all kinds
of modeling random and examine their relationships and in Finally, to invest in the insur-
ance industry, which today is one of the most important financial market, and we offer a
asymptotic relationship for the probability of ruin of the insurance company.

keywords: Stochastic modeling, Brownian motion, Seasonal modeling, Ruin proba-
bility, Risky Investments
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