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ণپاس�ච໋اری

ণپاس೯دایراජ໑اॴوقوواناభاکآड़وࣾت.
تمام در که می�دارم ابراز باغیشنی حسین دکتر آقای جناب گرانقدرم استاد از را خود تشکر مراتبسپاسو
از همچنین نمودند. یاری مرا ارزنده راهنمایی�های و بی�وقفه تلاش�های با پایان�نامه این پژوهش مراحل
آمار گروه فرهیخته اساتید تمامی از و شاهسونی دکتر آقای جناب و آرشی دکتر آقای جناب داور، اساتید

می�نمایم. قدردانی و تشکر شاهرود صنعتی دانشگاه
بوده�اند، زندگی در من راهنمای پیوسته که مهربانم مادر و بزرگوار پدر از که می�دانم خود وظیفه
دوره، این در زحماتش و صبوری �دلیل به فداکارم همسر و بوده�اند پشتیبانم همواره که برادرانم و خواهر
تحصیل، دوران طول در که دوستانی تمامی و همسرم مادر و پدر از همچنین آورم. �عمل به قدردانی

می�کنم. سپاس�گذاری صمیمانه گذراندم، کنارشان در را تکرارنشدنی لحظات

کلورزی بلوری سولماز
١٣٩۵ بهمن



تعهدنامه
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی کلورزی بلوری این�جانبسولماز
رگرسیون مدل با نامتعادل سطحی دو پاسخ�های تحلیل عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی

می�شوم: متعهد باغیشنی حسین دکتر راهنمایی تحت تعمیم�یافته فرین مقادیر
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این�جانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

“دانشگاه نام با مقالاتمستخرج و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “Shahrood University of Technology“ یا شاهرود“ صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در افرادیکه تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

استفاده آن�ها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده�اند. رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسی افراد اطلاعاتشخصی حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده�اند. رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

کلورزی بلوری سولماز
١٣٩۵ بهمن

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق ساخته�شده) تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه، این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

چ



چکیده
معمولا˟ است. سطحی دو پاسخ متغیر رگرسیونی، مدل یک در متعددی، کاربردی موقعیت�های در
می�شود. استفاده Cloglog و پرابیت لجستیک، رگرسیونی مدل�های از پاسخ�ها نوع این مدل�بندی برای
پرابیت و لجستیک (متقارن) مدل دو است، (چوله) نامتعادل سطحی دو پاسخ متغیر که مواردی در
به پاسخ تعادل عدم اگر نامتعادل، سطحی دو پاسخ متغیر برای همچنین نیستند. خوبی انتخاب�های
می�کند، عمل موفق راست به پاسخ�ها چولگی مدل�بندی در که Cloglog چوله مدل باشد، صفر نفع
موارد این در پیشنهادی گزینه یک t-تعمیم�یافته رگرسیونی مدل داد. خواهد دست از را خود کارایی
کوچک تغییرات دامنه دلیل به مدل، این توسط داده�ها در موجود چولگی مدل�بندی گستره اما است.
تعمیم�یافته، فرین مقادیر توزیع اساس بر (٢٠١٠) دی و ونگ است. محدود شدت به خود، شکل پارامتر
مبتنی مدل پایان�نامه، این در است. برخوردار بالایی انعطاف�پذیری از که کردند معرفی جدید مدل یک
با می�پردازیم. بیزی دیدگاه از آن برازش چگونگی به و می�کنیم بازگو را تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع بر
تقریب برای مارکوفی زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری روش�های از مدل، پسین توزیع پیچیدگی به توجه
و کرده بررسی را تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیونی مدل کارایی شبیه�سازی، با می�کنیم. استفاده آن

می�کنیم. تشریح واقعی مثال یک قالب در را مدل این کاربرد

کلیدی کلمات
تعمیم�یافته، فرین مقادیر توزیع پسین، توزیع نادر، پیشامدهای مارکوفی، الگوریتم�هایمونتکارلویزنجیر

پنهان. متغیر چولگی،

ح



پیش�گفتار

در را کوچک خیلی یا بزرگ خیلی مشاهدات رفتار و دارد تمرکز توزیع دم�های بر فرین١ مقادیر نظریه
است. گرفته شکل تعمیم�یافته٢ فرین مقادیر توزیع اساس بر نظریه این می�کند. تحلیل تصادفی فرآیندی
چولگی کنترل این است. چولگی٣ کنترل و تشخیص در آن بالای انعطاف�پذیری مدل، این مزیت�های از
در آن استفاده به می�توان توزیع این گوناگون کاربردهای از می�شود. انجام توزیع شکل پارامتر به�وسیله
پاسخ متغیرهای مدل�بندی برای متداول انتخاب یک توزیع این کرد. اشاره اقتصاد و پزشکی مهندسی،
پیشنهاد (٢٠١٠) دی و وانگ توسط تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع بر مبتنی مدل است. سطحی دو
وابستگی اثرات غیرخطی، و خطی اثرات با تبیینی متغیرهای حضور در فرین مقادیر مدل�بندی شد.
قرار توجه مورد اخیراً که هستند مسائلی جمله از روندها و فصلی دوره�ای، الگوهای مثل زمانی و فضایی
نامتعادل سطحی دو پاسخ�های تحلیل برای تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل پایان�نامه این در گرفته�اند.
این ساختار مقدمه، این به توجه با می�پردازیم. آن در استنباط به بیزی دیدگاه از و می�کنیم بازگو را

است: زیر به�صورت پایان�نامه
می�کنیم. مطرح را پایان�نامه اصلی موضوع به ورود برای نیاز مورد مفاهیم و تعاریف اول، فصل در •
می�کنیم. معرفی را تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل و t-تعمیم�یافته پیوند تابع مدل دوم، فصل در •

آن پسین توزیع از نمونه�گیری و تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل بیزی استنباط به سوم، فصل در •
می�پردازیم. مارکوفی زنجیر کارلوی مونت الگوریتم�های توسط

قرار ارزیابی مورد را پیشنهادی روش و مدل�ها عملکرد شبیه�سازی، مطالعه با چهارم، فصل در •
داد. خواهیم نمایش واقعی مثال یک در را مدل کاربرد همچنین می�دهیم.

در موجود مثال�های بازتولید برای R محیط در نوشته�شده کدهای از بخشی شامل نیز آ پیوست •
است. پایان�نامه

١Extreme Value Theory
٢Generalized Extreme Value Distribution
٣Skewness





مطالب فهرست

ز تصاویر فهرست

س فهرستجداول

١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیونی مدل�های ٢.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته خطی مدل�های ٣.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی توزیع�های خانواده ١.٣.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته خطی مدل مؤلفه�های ٢.٣.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لجستیک رگرسیون ٣.٣.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرابیت رگرسیون ۴.٣.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cloglog رگرسیون ۵.٣.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط رهیافت�های ۴.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط کلاسیک رهیافت ١.۴.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط بیزی رهیافت ٢.۴.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . نمونه�گیری بر مبتنی پسین توزیع تقریب روش�های ۵.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . �کارلویی مونت مارکوف زنجیر روش�های ١.۵.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . MCMC الگوریتم�های همگرایی سنجش معیارهای ۶.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جی�وک همگرایی معیار ١.۶.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیدلبرگ-ولچ همگرایی معیار ٢.۶.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل انتخاب معیارهای ٧.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چولگی معیارهای ٨.١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف سایر ٩.١

٣١ تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سطحی دو پاسخ�های مدل�بندی ١.٢
٣١ . . . . . . . . . . نادر) (پیشامدهای نامتعادل سطحی دو پاسخ�های ١.١.٢

ذ



مطالب فهرست ر

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفی�شده جانشین راهکارهای ٢.٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته -t توزیع ١.٢.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع ٢.٢.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ٣.٢.٢

۴٧ تعمیم�یافته فرین مقادیر بیزی مدل ٣
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمم درستنمایی استنباط ١.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی استنباط ٢.٣
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . MCMC نمونه�گیری از استفاده با مدل برازش ٣.٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم ١.٣.٣

۵٧ واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Cloglog مدل از تولید اول: مثال ١.۴
٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرابیت مدل از تولید دوم: مثال ٢.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیونی مدل کاربرد ٣.۴
٧۵ . . . . . . . . . . برق توزیع شرکت بدحساب و خوش�حساب مشتریان ١.٣.۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری ۴.۴

٧٩ مراجع

٨٧ پایان�نامه نتایج از قسمتی بازتولید برای R �دستورهای آ�



تصاویر فهرست

٨ . . . . . . . . لجستیک چگالی تابع نمودار (ب) لجستیک، توزیع تابع نمودار (آ) ١.١
٩ . . استاندارد نرمال چگالی تابع نمودار (ب) استاندارد، نرمال توزیع تابع نمودار (آ) ٢.١
١٠ . . . . . . . . Cloglog چگالی تابع نمودار (ب) ،Cloglog توزیع تابع نمودار (آ) ٣.١

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . بدن حرارت داده�های در پاسخ متغیر فراوانی نمودار ١.٢
v۱ = ۱٫۲ (آ) با �پر) (خط t-تعمیم�یافته چگالی تابع و (خط�چین) استاندارد نرمال چگالی تابع نمودار ٢.٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v۲ = ۱ و v۱ = ۲ (ب) و v۲ = ۱ و
σ = ۱ و v۲ = ۱ ،v۱ = ۱٫۲ با σzi + ϵi برای t-تعمیم�یافته توزیع تابع نمودار ٣.٢
(ب) و پر) (خط G = △{۰} و (نقطه�خط) G = NE (نقطه�چین)، G = E (آ)

٣٧ . . . پر) (خط G = △{۰} و (نقطه�خط) G = NHN (نقطه�چین)، G = HN

(نقطه�چین) فرشه توزیع پر)، وایبل(خط توزیع فرین: توزیع�هایمقادیر چگالی تابع نمودار ۴.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (خط�چین) گامبل توزیع و

و (نقطه�چین) α = −۳٫۶ پر)، (خط α = −۷ با وایبل توزیع چگالی تابع نمودار ۵.٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (خط�چین) α = −۲

ξ = ۰٫۵ پر)، (خط ξ = ازای۰ به تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیونی مدل نمودار ۶.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (خط�چین) ξ = −۰٫۵ و (نقطه�چین)

σ ≈ ۰٫۹۹۹۰۳ ،µ ≈ −۰٫۳۵۵۷۹ مقادیر با فرین مقادیر چندک�های نمودار ٧.٢
خط و چندک نمودار توپر خط پرابیت، چندک�های مقابل در ξ ≈ −۰٫۲۷۷۶۰ و

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است مرجع خط چین،

مدل (ج) ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها جی�وک نمودارهای ١.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . ٢٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه در لجیت

مدل (ج) ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها جی�وک نمودارهای ٢.۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . ١٠٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه در لجیت

مدل (ج) ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها جی�وک نمودارهای ٣.۴
۶۶ . . . . . . . . . . . . . ۵٠٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه در لجیت

ز



تصاویر فهرست ژ

نمونه حجم (ب) ،٢٠٠ نمونه حجم (آ) با GEV مدل برای پارامترها اثر نمودارهای ۴.۴
۶٧ . . . . . . . . . . . اول شبیه�سازی مطالعه در ۵٠٠٠ نمونه حجم (ج) و ١٠٠٠

و ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها خودهمبستگی نمودارهای ۵.۴
۶٨ . . . . . . . . . ٢٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه در لجیت مدل (ج)

و ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها خودهمبستگی نمودارهای ۶.۴
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١
طبقه�بندی و سازمان�دهی است. نتایج استخراج و آن�ها تحلیل داده�ها، سازمان�دهی و گردآوری علم آمار
آماری استنباط اهداف از داده�ها، از نتایج استخراج و تحلیل و توصیفی آمار اهداف از داده�ها، مجموعه
مفاهیم درک برای را دیگر مرتبط عناوین و هستیم داده�ها آماری استنباط پی در پایان�نامه، این در است.

می�دهیم. توضیح اساسی
روش�های آمار علم می�گیرد. بر در را متغیره چند تا یک داده�های تحلیل از آماری تحلیل�های دامنه
رگرسیونی مدل�های مختلف انواع شامل که می�کند پیشنهاد متغیرها بین رابطه تعیین برای را مختلفی
فیزیک، مهندسی، مانند علوم از زمینه�ای هر در تقریباً و هستند متعدد رگرسیون کاربردهای است.
می�توان را رگرسیونی تحلیل واقع، در می�شوند. دیده اجتماعی علوم و زیستی علوم مدیریت، اقتصاد،
مدل بهترین تعیین رگرسیون، تحلیل اصلی هدف دانست. آمار در داده�ها تحلیل روش پرکاربردترین

y = f(x) + ϵ

را ،x = (x۱, . . . , xp)
′ تبیینی، متغیر چند یا یک با ،y پاسخ، متغیر یک بین ارتباط بتواند که است

با نتیجه در که است نرمال توزیع دارای ϵ خطای جمله که می�شود فرض معمول طور به کند. تعیین
مختلفی کاربردهای در اما بود؛ خواهد نرمال توزیع دارای نیز y پاسخ متغیر ،x نبودن تصادفی فرض
یا رسته�ای١ پاسخ متغیرهای مثال، به�عنوان نباشد. برقرار پاسخ متغیر بودن نرمال پذیره است ممکن

١Categorical



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

پاسخ میانگین موارد این در می�کنند. رد را پاسخ توزیع بودن نرمال مشاهدات، در پرت داده�های حضور
آن از تبدیلی بلکه نمود، مدل�سازی تبیینی، متغیرهای از تابعی به�عنوان مستقیم، صورت به� نمی�توان را
برازش داده�ها بر که مدلی موارد این در می�گیرد. قرار استفاده مورد پیوند٢ تابع نام به تابعی از استفاده با
رگرسیون مدل .(١٩٨٩ نلدر، و (مک�کلا است (GLM) تعمیم�یافته٣ خطی مدل�های از عضوی می�شود،

.(١٩٨٩ (جکمن، است مدل�ها این از خاصی حالت خطی
(٠) شکست و (١) موفقیت سطوح با سطحی۴ دو رسته�ای نوع از پاسخ، متغیر موارد، از برخی در
مدیران بانکداری، علوم در مثال، به�عنوان می�دهند. رخ کاربردها از بسیاری در پاسخ�ها از نوع این است.
هستند. آینده برنامه�ریزی�های برای مشتریان، به واگذارشده وام�های بازپس�دهی نرخ شناخت دنبال به
محققین پزشکی، در یا دارد؛ اهمیت موفقیت به�عنوانسطح شناختمشتریانخوش�حساب مثال این در
برای معمول رگرسیونی مدل�های خاصهستند. منطقه یک در سرطان به مبتلا بیماران کشف دنبال به

هستند. ٧Cloglog و لجستیک۶ پرابیت۵، رگرسیون پاسخ�ها، نوع این تحلیل
و موفقیت رده دو در مشاهدات تعداد که دارند وجود سطحی دو پاسخ�های از متنوعی مثال�های
اصطلاح در را پاسخ نوع این است). چوله شدت به داده�ها این توزیع �عبارتی (به نیستند برابر شکست
مناسب پاسخ�ها لجستیکبرایمدل�بندی پرابیتو مدل�های از استفاده موارد این در می�گویند. نامتعادل
لجستیک توزیع�های ترتیب به پرابیت و لجستیک رگرسیون مدل�های پشتیبان توزیع�های زیرا نیستند؛
Cloglog رگرسیون نیستند. خوبی انتخاب چوله داده�های برای و می�باشند متقارن که هستند نرمال و
نسبت مثال، به�عنوان باشد. مناسبی گزینه می�تواند است، �١ها سود به تعادل عدم �که زمانی تنها نیز
تشخیص هدف، اگر نیست. درصد ٧٠ از کمتر معمول به�طور بانکداری، در حساب خوش مشتریان
Cloglog رگرسیون آن�گاه باشد، (y = ۰) حساب بد مشتریان از (y = ۱) حساب خوش مشتریان
ناکارا شدت به نیز مدل این آن�گاه باشد، بیشتر ٠ها تعداد برعکس، اگر اما باشد؛ مناسبی مدل می�تواند
می�شود پیشنهاد تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع بر مبتنی رگرسیونی مدل موارد، این�گونه در بود. خواهد

.(٢٠١٠ دی، و (وانگ دارد زیادی انعطاف�پذیری چوله داده�های به نسبت که
انجام قابل بیزی و کلاسیک دیدگاه دو هر پایه بر تعمیم�یافته٨، فرین مقادیر رگرسیونی مدل برازش
محاسبه برای که هستند درستنمایی بر مبتنی روش�های معمولا˟، کلاسیک، استنباط روش�های است.
توابعی عددی حل درستنمایی، تابع ماکسیمم�سازی می�روند. �کار به GLM رده در درستنمایی تابع
و پرسکات باشند. زمان�بر و پیچیده نتیجه در و ناهموار و چندمدی می�توانند که می�شود شامل را
هاسکینگ و فیشر١٠ اطلاع ماتریس محاسبه نحوه و ماکسیمم٩ درستنمایی برآوردگرهای (١٩٨٠) والدن

٢Link Function
٣Generalized Linear Models
۴Binary
۵Probit Regression
۶Logistic
٧Complementary Log-Log
٨Generalized Extreme Value Regression
٩Maximum Likelihood Estimators
١٠Fisher Information Matrix



٣ مقدمه

مشاهدات توزیع پارامترهای برای ماکسیمم، درستنمایی برآوردگرهای محاسبه برای الگوریتمی (١٩٨۵)
اگرچه کردند. پیشنهاد را مشاهدات می�نیمم یا ماکسیمم فرین مقادیر همان یعنی کوچک یا بزرگ خیلی
و معایب دارای نیز کدام هر اما شده�اند، معرفی پیچیده توابع بهینه�سازی برای مختلفی روش�های
بیزی دیدگاه پایان�نامه، این در مشکلاتی، چنین از گرفتن کناره برای بنابراین هستند. کاستی�هایی

می�کنیم. انتخاب نظر مورد مدل�های در استنباط برای را
استنباط برای مناسب انتخابی می�تواند و است پسین١١ توزیع بر مبتنی بیزی، دیدگاه در استنباط
مورد در اولیه دیدگاه و باور شده به�روز بیزی، مدل یک در پسین توزیع باشد. پیشنهادی مدل�های
است. پیشین١٢ توزیع ساختن مشخص روش، این در مرحله اولین است. مشاهدات به توجه با پارامتر
تبدیل، این برای اساسی ابزار می�کند. تبدیل پسین توزیع به را پیشین توزیع جدید، اطلاعات ورود
�راحتی به که دارد انتگرالی حل به نیاز بیزی تحلیل .(٢٠٠٣ همکاران، و (گلمن است بیز١٣ قضیه
شبیه�سازی بر مبتنی نمونه�گیری روش�های از می�توان صورت این در آورد. به�دست را آن نمی�توان
به نیز پسین توزیع از مستقیم نمونه�گیری �که آن�جایی از نمود. استفاده آن تقریب برای کارلویی١۴ مونت
(MCMC) مارکوفی١۵ زنجیر کارلوی مونت نمونه�گیری روش�های از می�توان نمی�پذیرد، صورت �سادگی
کارلویی، مونت روش به انتگرال�گیری برای که است روش�هایی شامل MCMC روش�های برد. بهره
تولید برای می�توان روش این از می�گیرند. قرار استفاده مورد بیزی، استنباط به مربوط مسائل در اغلب
می�توان MCMC روش�های جمله از .(٢٠٠٧ همکاران، و (برانسکام کرد استفاده پسین توزیع از نمونه
گیبز١٧ نمونه�گیر و (١٩٧٠ هستینگز، و ١٩۵٣ همکاران، و (متروپلیس متروپلیس-هستینگز١۶ الگوریتم
تحلیل برای مفیدی بسیار ابزار به�عنوان که برد نام را (١٩٩٠ اسمیت، و گلفاند و ١٩٨۴ گمان، و (گمان

آمده�اند. پدید پیچیده آماری مدل�های
با توزیع١٨ دم ناحیه در رخدادهایی واقعی، دنیای در که می�رسیم نتیجه این به آماری متون در نظر با
اطراف در توزیع رفتار بررسی در آماری کلاسیک روش�های برخلاف می�افتند. اتفاق مختلف فراوانی�های
داده�های مجموعه وجود با نتیجه در می�پردازد. توزیع�ها دم رفتار تحلیل به فرین مقادیر نظریه میانگین،
بررسی هنگام است. اختیار در توزیع دم مورد در کمی اطلاعات معمولا˟ نظریه، این مطالعه برای بزرگ
میانگین�ها توزیع که می�دهد نشان (٢٠٠٢ برگر، و (کسلا مرکزی١٩ حد قضیه توزیع، میانگین در تغییرات
حد قضیه با مشابه می�باشد. مناسب میانگین�ها رفتار برای نرمال تقریب و بوده نرمال مجانبی به�طور
یا (ماکسیمم�ها فرین مقادیر توزیع مجانبی رفتار (١٩٢٨ تیپت، و (فیشر فرین٢٠ انواع قضیه مرکزی،

١١Posterior Distribution
١٢Prior Distribution
١٣Bayes Theorem
١۴Monte Carlo Simulation
١۵Markov Chain Monte Carlo
١۶Metropolis-Hastings Algoritm
١٧Gibbs Sampler
١٨Tail of Distribution
١٩Central Limit Theorem
٢٠Extremal Types Theorem
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که مشاهداتی تحلیل به آماری مختلف روش�های در متداول، به�طور می�کند. مشخص را می�نیمم�ها)
گذاشته کنار کوچک و بزرگ خیلی مقادیر و می�شود پرداخته می�کنند، توصیف را توزیع �توجه قابل بخش
این تنها فرین مقادیر تحلیل در حالی�که در می�سازند. استوار دورافتاده٢١ نقاط اثر مقابل در را مدل یا
در تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل می�شود. استفاده توزیع دم توصیف برای آن از و شده حفظ مقادیر
فصل این در ابتدا دوم)، فصل (در بحث مورد مدل بهتر درک و معرفی برای می�گیرد. قرار GLM رده

می�کنیم. معرفی را تعمیم�یافته خطی مدل�های و رگرسیونی مدل�های

رگرسیونی مدل�های ٢.١
قد بین رابطه�ای داشت قصد وی شد. مطرح گالتن توسط ١٨٨۵ سال در رگرسیون موضوع بار اولین
کوتاه�قد والدین و بلندقد فرزندانی تقریباً بلندقد والدین بود معتقد او کند. پیدا فرزندان قد و والدین
نشان برای کرد. مطرح ریاضی مدل یک �صورت به را مطلب این وی، دارند. کوتاه قد با فرزندانی معمولا˟
یک اثر همبستگی ضریب اما کرد؛ استفاده نیز همبستگی ضریب از می�توان متغیر، دو بین رابطه دادن
یک در تغییر از تخمینی نمی�تواند همبستگی ضریب طرفی، از نمی�دهد. نشان را دیگر متغیر بر متغیر
مدل�های از می�توان فوق موارد به دادن پاسخ برای بنابراین، دهد. ارائه دیگر متغیر در تغییر با را متغیر
امروزه، دارد. زیادی کاربردهای رگرسیون تحلیل .(٢٠٠۶ همکاران، و (گلمن کرد استفاده رگرسیونی
نمود. استفاده اجتماعی علوم و مهندسی هواشناسی، بازرگانی، اقتصاد، چون زمینه�هایی در آن از می�توان

داد: نشان زیر �صورت به می�توان کلی حالت در را رگرسیونی مدل یک
y = f(x۱, x۲, . . . , xp) + ϵ

بر که متغیرهایی یا متغیر می�پذیرد. تأثیر متغیرها سایر از که می�شود نامیده پاسخ٢٢ متغیر y آن در که
پیش�بین) یا (توضیحی تبیینی٢٣ متغیرهای ،x = (x۱, x۲, . . . , xp)

′ یعنی می�گذارند، اثر پاسخ متغیر
می�شوند. نامیده

با y خطی رابطه دنبال به خطی رگرسیون در است. خطی٢۴ رگرسیون رگرسیون، نوع ساده�ترین
می�شود: داده نشان زیر �صورت به خطی رگرسیون الگوی هستیم. x۱, . . . , xp متغیرهای

y = β۰ + β۱x۱ + β۲x۲ + · · ·+ βpxp + ε (١.١)
برآورد مستقیماً و بوده نامعلوم ضرایب این می�شوند. نامیده رگرسیونی ضرایبمدل β۰, . . . , βp آن در که
یا اندازه�گیری، خطاهای تصادفی، نوسانات که است معادله این خطای جمله ε تصادفی متغیر می�شوند.
میانگین آن در که گویند خطی دلیل این به را (١.١) معادله می�دهد. نشان را کنترل از خارج عوامل اثر

است. β۰, . . . , βp نامعلوم پارامترهای از خطی تابع یک پاسخ،
می�روند: �کار به زیر اهداف برای رگرسیونی مدل�های

٢١Outliers
٢٢Response Variable
٢٣Exploratory Variables
٢۴Linear Regression



۵ تعمیم�یافته خطی مدل�های

پیش�بینی •

داده�ها تفسیر یا توصیف •

پارامترها برآورد •

متغیر انتخاب •

پاسخ کنترل •

پذیره�ها این هستند. آزمون قابل طریقخطاها از که دارند بنیادیوجود پذیره�های رگرسیونی مدل�های در
از عبارت�اند

،i = ۱, . . . , n مشاهدات تمام برای یعنی است؛ صفر میانگین دارای خطا تصادفی مؤلفه •
است. E(εi) = ۰

است. V ar(εi) = σ۲ ،i = ۱, . . . , n برای یعنی است؛ ثابت خطا�، مؤلفه واریانس •

هستند. ناهمبسته خطاها •

است. مستقل x تبیینی متغیرهای از خطا تصادفی مؤلفه •

اطلاعات صورت این غیر در نمود. استفاده رگرسیونی مدل از پذیره�ها، این بررسی بدون نباید هیچ�گاه
کمترین روش�های به مدل این در پارامترها برآورد باشد. گمراه�کننده می�تواند رگرسیون از �آمده به�دست
دارند وجود هم حالت�هایی .(١٣٨٧ (نیرومند، می�پذیرد صورت ماکسیمم درستنمایی و دوم توان�های
مدل�های از بزرگتری رده تعمیم�یافته خطی مدل�های نیست. فراهم خطی رگرسیون از استفاده امکان که

می�دهد. ارایه حالت�ها این�گونه برای را خطی

تعمیم�یافته خطی مدل�های ٣.١
متغیر که است این بر فرض غیرخطی٢۵، و خطی رگرسیون الگوهای به مربوط استنباطی روش�های در
به�عنوان نیست. برقرار پذیره این که دارند وجود هم حالت�هایی اما می�کند؛ تبعیت نرمال توزیع از پاسخ
غیرواقعی کاملا́ پاسخ برای نرمال توزیع پذیره است، شمارشی٢۶ یا سطحی دو پاسخ متغیر �که زمانی مثال،
مدل�های همچنین، نیست. امکان�پذیر خطی مدل�های از استفاده مواقعی، چنین در می�رسد. �نظر به
به�عنوان نمی�گیرند. نظر در دارد، وجود داده�ها این�گونه برای پاسخ میانگین در که را محدودیتی خطی
باید ،µ پاسخ، توزیع میانگین می�رود، �کار به شمارشی داده�های برای معمولا˟ که پواسن توزیع در ��مثال،
شود. منفی پاسخ میانگین برآورد است ممکن شود، استفاده خطی مدل�های از چنان�چه باشد. نامنفی

٢۵Nonlinear
٢۶Count
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رده می�شود. استفاده لگاریتمی٢٧ پیوند تابع نام با تبدیلی از معمولا˟ داده�ها از این�گونه برای نتیجه، در
معرفی (١٩٧٢) ودربرن و نلدر توسط خطی، مدل�های از تعمیمی به�عنوان تعمیم�یافته، خطی مدل�های

که به�طوری است جنبه دو بر مبتنی تعمیم این ذات شد.

گرفته�شده نظر در توزیع البته باشند. داشته نرمال توزیع از غیر توزیعی می�توانند پاسخ متغیرهای •
باشد. نمایی٢٨ توزیع�های خانواده به متعلق باید

پیوند تابع از استفاده با آن از تبدیلی بلکه نمی�شود، مدل�سازی مستقیم �صورت به پاسخ میانگین •
می�شود. مدل�سازی

می�پردازیم. نمایی توزیع�های خانواده معرفی به تعمیم�یافته خطی مدل�های بیان از قبل

نمایی توزیع�های خانواده ١.٣.١
توزیع�های شامل خانواده این است. تعمیم�یافته مدل�هایخطی در مهم یکمؤلفه توزیع�ها نمایی خانواده
چگالی تابع است. منفی دوجمله�ای و وارون٢٩ نرمال گاما، نمایی، هندسی، پواسن، نرمال، مانند مختلفی

�صورت به می�توان را نمایی توزیع�های خانواده
f(y; θ, ϕ) = exp{yθ − b(θ)

a(ϕ)
+ c(y, ϕ)}

ϕ و بوده مکانی٣٠ پارامتر یک θ پارامتر می�باشند. مشخص توابعی c(·) و b(·) ،a(·) آن در که کرد، بیان
�صورت به واریانس و میانگین خانواده، این در می�نامند. پراکندگی٣١ پارامتر اغلب را

E(Y ) = µ =
db(θ)

dθ
= b′(θ) (٢.١)

و
V ar(Y ) =

d۲b(θ)

dθ۲
a(ϕ) = b′′(θ)a(ϕ) (٣.١)

تابع که بگیرید نظر در را پواسن توزیع �مثال، به�عنوان .(٢٠٠١ داکسوم، و (بیکل می�شوند محاسبه
صورت به آن احتمال

f(y;µ) =
e−µµy

y!

نوشت: نمایی توزیع��های خانواده صورت به را احتمال تابع این می�توان است.
f(y;µ) = exp{y lnµ− µ− ln y!}

نیز آن واریانس و میانگین است. c(y, ϕ) = − ln(y!) و a(ϕ) = ۱ ،b(θ) = eθ ،θ = lnµ آن در که
می�آیند. دست به (٣.١) و (٢.١) روابط از استفاده با

٢٧Log Link Function
٢٨Exponential Family Distributions
٢٩Inverse Normal
٣٠Location Parameter
٣١Dispersion Parameter
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تعمیم�یافته خطی مدل مؤلفه�های ٢.٣.١
می�شوند: معرفی زیر �صورت به که است مؤلفه سه دارای تعمیم�یافته خطی مدل

باشد. نمایی توزیع�های خانواده از باید که می�کند مشخص را پاسخ متغیر توزیع تصادفی: مؤلفه •

می�شود شامل را تبیینی متغیرهای که است خطی٣٢ پیشگوی یک دارای مؤلفه این اصلی: مؤلفه •
کرد: تعریف زیر �صورت به را آن می�توان و

ηi = x′
iβ = β۰ +

k∑
i=۱

βixi.

یک پیوند تابع می�کند. مربوط پاسخ متغیر میانگین به را خطی پیشگوی مؤلفه این پیوند: تابع •
��که به�طوری است، مشتق�پذیر یکنوای تابع

ηi = g(E(Yi|xi)) = x′
iβ

به را آن می�توان هست، نیز معکوس�پذیر پیوند تابع �که آن�جایی از است. پیوند تابع g(·) آن در که
کرد: بیان زیر �صورت

E(Yi|xi) = g−۱(ηi) = g−۱(x′
iβ).

خطی رگرسیون (الگوی g(p) = p همانی٣٣، پیوند تابع به می�توان که دارد گوناگونی انواع پیوند تابع
تابع ،g(p) = log(p) لگاریتمی، پیوند تابع است)، GLMیک شده بیان (١.١) معادله در که استاندارد
،٣۶Cloglog پیوند تابع و ،g(p) = Φ−۱(p) پرابیت٣۵، پیوند تابع ،g(p) = log( p

۱−p
) لجیت٣۴، پیوند

کرد. اشاره ،g(p) = log[− log[۱− p]]

بنابراین، شود. شامل را غیرخطی الگوی یک می�تواند GLM یک ،g پیوند تابع انتخاب به بسته
که کرد تلقی غیرخطی و خطی الگوهای یکسان�سازی به�عنوان می�توان را تعمیم�یافته خطی الگوهای
به اینک .(١٣٨۴ (نیرومند، می�کند متحد هم با را غیرنرمال و نرمال پاسخ توزیع�های غنی خانواده

دارند. بسیاری کاربرد سطحی دو پاسخ متغیر برای که می�پردازیم الگوهایی معرفی

لجستیک رگرسیون ٣.٣.١
برای لجیت پیوند تابع از که است تعمیم�یافته خطی مدل�های رده اعضای از یکی لجستیک رگرسیون
توزیع از پیوند تابع این می�کند. استفاده خطاها استقلال فرض با سطحی دو پاسخ متغیرهای مدل�بندی
مقیاس٣٧ پارامتر و µمکان پارامتر با لجستیک توزیع تابع F (·) اگر که به�طوری می�شود، نتیجه لجستیک

٣٢Linear Predictor
٣٣Identity Link Function
٣۴Logit Link Function
٣۵Probit Link Function
٣۶Complementary Log-Log Link Function
٣٧Scale Parameter



اولیه مفاهیم و تعاریف ٨

آن�گاه باشد، σ
F (x) =

۱
۱+ exp{(x− µ)/σ}

.

لجیت، پیوند تابع و باشد p موفقیت احتمال با برنولی توزیع دارای پاسخ متغیر �که زمانی بنابراین،
بنابراین می�شود. حاصل لجستیک رگرسیون مدل شود، اختیار ،η = log p

۱−p

E(Y |X = x) = P (Y = ۱|X = x) = p(x) =
exp(β۰ +

∑k
i=۱ βixi)

۱+ exp(β۰ +
∑k

i=۱ βixi)

و
P (Y = ۰|X = x) = ۱− p(x) =

۱
۱+ exp(β۰ +

∑k
i=۱ βixi)

.

توزیع تابع نمودار ١.١ شکل ۰است. ≤ E(Y |X = x) ≤ لجستیکدارایمحدودیت۱ رگرسیون مدل
متغیرهای با پاسخ متغیر بین ارتباط لجستیک رگرسیون در می�دهد. نشان را لجستیک چگالی تابع و
(شکل می�یابد (کاهش) افزایش یکنواخت به�طور که است Sصورت� به آن تابع شکل و غیرخطی تبیینی،
مطالعات در �مثال، به�عنوان دارد. فراوانی کاربردهای لجستیک رگرسیون ببینید). را (آ) قسمت ١.١
معمولا˟ می�شود. انجام مدل این توسط تیمارها مقایسه است، سطحی دو پاسخ وقتی پزشکی در کلینیکی

.(٢٠١۵ گومری، (مونت� می�شود استفاده ماکسیمم درستنمایی روش از پارامترها برآورد برای

(ب) (آ)

لجستیک چگالی تابع نمودار (ب) لجستیک، توزیع تابع نمودار (آ) :١.١ شکل

پرابیت رگرسیون ۴.٣.١
است، پرابیت پیوند تابع این�که فرض با سطحی دو پاسخ متغیرهای مدل�بندی برای نیز پرابیت رگرسیون
آن اندازه به و است برخوردار کمتری انعطاف�پذیری از لجستیک مدل به نسبت مدل این می�رود. ��کار به

ندارد. طرفدار
توزیع تابع معکوس پیوند، تابع و باشد pموفقیت احتمال با برنولی توزیع دارای پاسخ متغیر �که زمانی
می�نامند. پرابیت مدل را تعمیم�یافته خطی مدل شود، اختیار ،η = Φ−۱(p) استاندارد، نرمال تجمعی
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نوشت می�توان مدل این در بنابراین
E(Y |X = x) = p(x) = Φ(x′

iβ) = Φ(β۰ +
k∑

i=۱
βixi)

مدل این پارامترهای برآورد .(١٩٩٣ چیب، و (آلبرت است استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(·) آن در که
چگالی تابع و توزیع تابع نمودار ٢.١ شکل می�پذیرد. صورت ماکسیمم درستنمایی روش به معمولا˟ نیز

می�دهد. نشان را پرابیت مدل پشتیبان

(ب) (آ)

استاندارد نرمال چگالی تابع نمودار (ب) استاندارد، نرمال توزیع تابع نمودار (آ) :٢.١ شکل

Cloglog رگرسیون ۵.٣.١
ضابطه با Cloglog پیوند تابع سطحی، دو پاسخ�های مدل�بندی برای دیگر پیوند تابع

η = log[− log[۱− p]]

در که می�شود معرفی η = − log[− log[p]] صورت به نیز loglog پیوند تابع تعریف، این مشابه است.
در که می�شود نتیجه گامبل٣٨ توزیع از پیوند تابع این می�کنیم. استفاده آن نسخه دو هر از پایان�نامه این
نمی�شود استفاده بالا رگرسیون دو �اندازه به Cloglog رگرسیون از کرد. خواهیم معرفی را آن دوم فصل
�آرامی به صفر نزدیکی در که است شکل S آن پاسخ منحنی است. بقا٣٩ تحلیل در آن کاربرد بیشترین و

�صورت به می�توان را مدل می�یابد. افزایش �شدت به ١ نزدیکی در و کاهش
E(Y |X = x) = p(x) = ۱− exp(− exp(η))

می�شود برده �کار به زمانی اغلب و است نامتقارن Cloglog مدل لجستیک، و پرابیت برخلاف داد. نشان
توزیع چگالی تابع و توزیع تابع نمودار ٣.١ شکل باشد. زیاد بسیار یا کم بسیار رویداد یک احتمال که

می�دهد. نشان را Cloglog مدل پشتیبان
٣٨Gumbel Distribution
٣٩Survival Analysis
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(ب) (آ)

Cloglog چگالی تابع نمودار (ب) ،Cloglog توزیع تابع نمودار (آ) :٣.١ شکل

آماری استنباط رهیافت�های ۴.١
کار به� داده�ها، نظر مورد ویژگی�های مورد در نتایج آوردن به��دست برای که آماری روش�های مجموعه
داده�های اساس بر اطلاعات، کسب آماری استنباط هدف مهم�ترین گویند. آماری استنباط را می�روند
آماری استنباط انجام برای جامع رهیافت دو است. بررسی مورد مسأله یا موضوع مورد در مشاهده�شده،

دارند: وجود

می�شوند. پیاده�سازی درستنمایی۴١ روش بر مبتنی عمده به�طور که کلاسیک۴٠، رهیافت •

بیزی۴٢. رهیافت •

آماری رهیافتکلاسیکاستنباط ١.۴.١
رهیافت، این در فرضمی�شوند. نامعلوم معمولا˟ ولی ثابت کمیت�هایی پارامترهایمدل کلاسیک، آمار در
احتمال که معناست بدین این می�شود. تعبیر پیشامد آن وقوع نسبی فراوانی با برابر پیشامد یک احتمال
پیشامدها بودن تصادفی دلیل به حتمیت عدم آن در که می�شود گرفته نظر در تکرار قابل پیشامدهای برای
باشد، پیشامد آن مورد در آگاهی عدم دلیل به پیشامد وقوع حتمیت عدم درصورتی�که می�شود. تعریف
یکی رهیافت این در تکرارپذیری۴٣ اصل بنابراین آورد. ��دست به را پارامترها احتمالی خواص نمی�توان
٪۹۵ اطمینان فاصله یک اگر کلاسیک، رهیافت در �مثال، به�عنوان می�شود. محسوب پایه�ای اصول از
این در میانگین �که این احتمال که نیست معنی این به باشد، [−۱,۱] جامعه نامعلوم میانگین برای
و کنید نمونه�گیری زیادی �دفعات به اگر که است معنی بدین بلکه است؛ ٪۹۵ برابر گیرد، قرار فاصله

۴٠Classical Approach
۴١Likelihood-Based
۴٢Bayesian
۴٣Repeated Measure Principel
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ادامه در باشند. میانگین شامل فاصله�ها این موارد ٪۹۵ در می�رود انتظار بسازید، ٪۹۵ اطمینان فاصله
می�پردازیم. درستنمایی روش بر مبتنی آماری استنباط رهیافت معرفی به

ماکسیمم روشدرستنمایی
درستنمایی برآورد روش آماری، مدل�های نامعلوم پارامترهای برآورد برای معمول روش�های از یکی
بین در روش متداول�ترین شاید روش این می�شود. MLEیاد به�عنوان �اختصار به که دارد نام ماکسیمم
به �آن از پس� و شد گرفته کار به (١٨٢١) گاوس توسط بار نخستین که باشد آمار از استفاده�کنندگان
گرفت. قرار استفاده مورد گشتاوری۴۴ روش از انتقاد در فیشر توسط ١٩٢۵ سال در گسترده�تری �صورت

می�کنیم. تعریف را درستنمایی تابع ابتدا روش، این معرفی برای

چگالی تابع را X درستنمایی تابع ،X = x داده�شده مقدار هر برای درستنمایی). (تابع ١.۴.١ تعریف
در θ پارامتر از تابعی �صورت به که می�کنیم تعریف ،f(x|θ) یعنی ،X توأم) احتمال (تابع توأم احتمال

بنابراین می�دهیم. نمایش L(θ) نماد با را آن و می�شود گرفته نظر
L(θ) = f(x|θ).

است: ضروری ادامه در نکته چند ذکر

نیست. مشتق�پذیر θ به نسبت لزوماً L(θ) درستنمایی تابع •

چگالی تابع با متناسب بلکه نیست، احتمال) (تابع احتمال چگالی تابع یک L(θ) درستنمایی تابع •
است. احتمال

چگالی�های خانواده از توزیعی از nتایی تصادفی نمونه ,X۱,X۲یک . . . ,Xn اگر •
{f(x|θ) : θ ∈ Θ}

آن�گاه باشد،
L(θ) =

n∏
i=۱

f(xi|θ).

به�طوری�که باشد، θ برای برآوردگری δ(X) اگر ماکسیمم). درستنمایی (برآوردگر ٢.۴.١ تعریف
i) Pθ(δ(X) ∈ Θ) = ۱ ∀θ ∈ Θ ⊆ Rp

ii) L(δ(X)) ≥ L(θ) ∀θ ∈ Θ ⊆ Rp

درستنمایی برآوردگر معمولا˟ می�شود. تعریف θ ماکسیمم درستنمایی برآوردگر یک به�عنوان δ(X) آن�گاه
تعریف اساس بر همچنین باشد. �فرد به منحصر که ندارد لزومی و می�دهند نمایش θ̂ با را θ ماکسیمم

داریم (١٣٩١ (پارسیان، θ̂
L(θ̂) = sup

θ∈Θ
L(θ).

۴۴Method of Moment



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٢

تابع محاسبه برای که هستند درستنمایی بر مبتنی روش�های کلاسیک، رهیافت معمول روش�های
تعمیم�یافته۴۶، خطی آمیخته و خطی۴۵ آمیخته مدل�های مانند پیچیده، مدل�های رده در درستنمایی
این بنابراین، است. دشواری و زمان�بر محاسبات دارای که می�شوند شامل را بالا بعد با انتگرال حل
قرار استفاده مورد همیشه نمی�تواند و نیست روش بهترین است، توجه مورد شهودی �صورت به که روش
جایگزین یک می�تواند است، پسین توزیع بر مبتنی آن در استنباط که بیزی رهیافت دلیل، این به گیرد.

باشد. مناسب

آماری استنباط بیزی رهیافت ٢.۴.١
پیشین توزیع نام به احتمالی توزیع یک از تحققی به�عنوان θ نامعلوم و واقعی پارامتر بیزی، رهیافت در
نامعلوم پارامتر که عقیده�اند این بر کلاسیک آماردانان که است حالی در این می�شود. گرفته نظر در
برای احتمالی توزیع تعیین ضمن در گرفت. نظر در تصادفی متغیر یک �صورت به می�توان �سختی به را
عقیده این بر بیزی آماردانان می�کند. پیدا بستگی بیزی آماردانان عقیده و سلیقه به نیز متغیری چنین
تابع توسط داده�ها در نهفته اطلاعات و پیشین توزیع توسط شخصی اطلاعات ترکیب با که استوارند
داده�ها از حاصل اطلاعات میزان اگر بیزی استنباط در گردید. نزدیک واقعیت به می�توان درستنمایی،
که می�رود انتظار پس می�شود. ناچیز پیشین توزیع اثر شود، انتخاب بزرگ نمونه حجم مثلا́ یابد، افزایش
اختلاف است ممکن باشد، کوچک نمونه اگر اما شوند. یکسان کلاسیک و بیزی برآوردگرهای عملکرد
همچنین کند. کلاسیکعمل از قوی�تر می�تواند بیزی استنباط اینصورت در که �آید وجود به چشمگیری
توزیع که را جدید احتمال توزیع و کرد به�روز را پیشین توزیع داده�ها، از استفاده با می�توان دیدگاه این در

می�پذیرد. صورت بیز قضیه اساس بر شدن به��روز این مکانیسم آورد. به�دست دارد، نام پسین
دلخواه پیشامد یک E و نمونه� فضای از افراز یک A۱, A۲, . . . , An کنید فرض بیز). (قضیه ٣.۴.١ قضیه

نوشت می�توان i = ۱, . . . , n هر برای صورت این در باشد.

P (Ai|E) =
P (E|Ai)P (Ai)∑n
i=۱ P (E|Ai)P (Ai)

.

شده مشاهده E وقتی ،P (Ai|E) به P (Ai) از Ai شانس رساندن به�روز برای رسمی روش یک قضیه این
.(١٩٣۶ (جفریز، می�نامند پسین احتمال را P (Ai|E) و پیشین احتمال را P (Ai) می�باشد. است،

می�شود: تبدیل زیر �صورت به آماری) (مدل چگالی تابع برای قضیه این
π(θ|x) = f(x|θ)π(θ)∫

Θ
f(x|θ)π(θ)dθ

θ پسین توزیع احتمال (چگالی) تابع π(θ|x) و پیشین توزیع احتمال (چگالی) تابع π(θ) آن در که
در است، ثابت عدد یک آن حاصل و بوده θ از مستقل ∫

Θ
f(x|θ)π(θ)dθ مقدار �که آن�جا از می�باشند.

می�کنیم: بیان زیر �صورت به را پسین توزیع و کرده خودداری انتگرال محاسبه از معمولا˟ π(θ|x) محاسبه
π(θ|x) ∝ f(x|θ)π(θ).

۴۵Linear Mixed Models
۴۶Generalized Linear Mixed Models



١٣ آماری استنباط رهیافت�های

پیشین توزیع
درباره آماردانان پیشین اطلاعات و اعتقادات بیان�کننده که می�دهند نشان π(θ) با را θ پیشین توزیع
دانسته�های و اطلاعات داده، گونه هر گردآوری و مشاهده از قبل ��دیگر، �بیان به است. θ نامعلوم مقدار
چگونه Θفضای در θ مقادیر گرفتن قرار شانس که باشد باور این بر می�کند متقاعد را وی آماردان، قبلی
این همه مجموعه بنابراین، شوند. بیان توزیع یک قالب در می�توانند باورهایی چنین فرضمی�شود است.
پیشین توزیع واریانس اگر می�شوند. خلاصه است، پیشین توزیع همان که توزیع یک قالب در اطلاعات
در اطلاعاتی هیچ زیرا شد، خواهد مغلوب۴٧ درستنمایی برابر در پیشین توزیع آن�گاه باشد، بزرگ خیلی

نمی�گذارد. آماردان اختیار در پارامتر مورد

گوییم، سره را π(θ) احتمال چگالی تابع با پیشین توزیع سره۴٨). پیشین (توزیع�های ۴.۴.١ تعریف
∫هرگاه

Θ

π(θ)dθ < ∞.

گوییم، ناسره را π(θ) احتمال چگالی تابع با پیشین توزیع ناسره۴٩). پیشین (توزیع�های ۵.۴.١ تعریف
∫هرگاه

Θ

π(θ)dθ = +∞.

است ممکن باشد، ناسره اگر اما بود؛ خواهد سره حتماً پسین توزیع باشد، سره پیشین توزیع اگر
که کرد استفاده θ برای ناسره پیشین توزیع از می�توان زمانی باشید داشته توجه شود. سره پسین توزیع
(غلامی، بود خواهد غیرممکن آماری استنباط صورت این غیر در باشد. سره �آمده به��دست پسین توزیع
یک به پسین بودن سره بررسی شود، استفاده ناسره پیشین توزیع یک از بیزی مدل در اگر پس .(١٣٩٠

می�شود. تبدیل مهم و کلیدی مسأله

آن پسین توزیع هرگاه گوییم، مزدوج f(x|θ) برای را π(θ) مزدوج۵٠). پیشین (توزیع ۶.۴.١ تعریف
.(٢٠٠٧ (رابرت، باشد π(θ) پیشین توزیع خانواده به متعلق

ناآگاهی�بخشمی�باشد پیشین پیشین�ها، مهم�ترین از یکی ناآگاهی�بخش۵١). پیشین تعریف٧.۴.١(توزیع
حالت این در می�گیرد. قرار استفاده مورد نباشد، موجود پارامتر مورد در چندانی اطلاع که مواردی در و
را توزیعی چنین دهد. تخصیص ممکن پیشامدهای همه به را یکسانی احتمال می�کند سعی آماردان
بیان (k > ۰) ،π(θ) = k �صورت به را ناآگاهی�بخش پیشین می�نامند. ناآگاهی�بخش پیشین توزیع

�صورت به پسین توزیع ناآگاهی�بخش پیشین انتخاب با است. اختیاری k انتخاب که می�کنند
π(θ|x) ∝ kf(x|θ) = kL(θ) (۴.١)

۴٧Dominated
۴٨Proper
۴٩Improper
۵٠Conjugate Prior
۵١Noninformative Prior



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۴

تخصیص صورت آن در باشد، نامحدود پارامتر فضای دامنه روی بررسی مورد متغیر اگر می�شود. بیان
در k انتخاب نحوه می�کند. ایجاد ناسره پسین توزیع پیشین، توزیع به�عنوان یکنواخت ثابت مقدار یک
به می�توان �مثال، به�عنوان .(١٩٩٢ برنارد، و (برگر می�پذیرد صورت مختلفی روش�های به (۴.١) رابطه

کرد. اشاره جفریز۵٣ ناآگاهی�بخش پیشین و یکنواخت۵٢ ناآگاهی��بخش پیشین

ناآگاهی�بخشیکنواخت پیشین
به π(θ) = ۱ �صورت به را ناآگاهی�بخش پیشین k = ۱ انتخاب با (١٨١٢) لاپلاس بار نخستین برای

است. معروف یکنواخت ناآگاهی�بخش پیشین به که برد �کار

ناآگاهی��بخشجفریز پیشین
ارائه بود شده پایه�ریزی فیشر۵۴ اطلاع ماتریس اساس بر که را ناآگاهی�بخش پیشین توزیع (١٩۶١) جفریز

اگر داد.
I(θ) = (Iij(θ))

آن در که باشد، فیشر اطلاع ماتریس

Iij(θ) = −Eθ

[
∂۲

∂θi ∂θj

log f(x|θ)
]

�صورت به جفریز پیشین توزیع آن�گاه
π(θ) ∝

√
det I(θ)

می�شود. تعریف

پسین توزیع
است؛ چندگانه انتگرال�های محاسبه مستلزم پسین توزیع محاسبه آماری، استنباط مسائل ساده�ترین در
و ندارند وجود آن�ها حل برای متعارف روش�های و است مشکل چندگانه انتگرال�های از بسیاری انجام اما
بر مبتنی روش�های پسین، توزیع�های تقریب روش�های از کلی رده یک است. آن�ها تقریبی حل راه، تنها
نمونه�گیری و نقاطمهم۵۶ نمونه�گیری ،(٢٠١٠ کسلا، (رابرتو پذیرش۵۵ و رد روش�های مانند نمونه�گیری
دیگر پسین، اساستوزیع بر بیزی استنباط�های انجام برای روش�ها، این از استفاده با MCMCمی�باشد.

پیچیده) (انتگرال�گیری�های پیچیده توزیع�های گشتاورهای محاسبه و پیچیده توابع بهینه�سازی به نیازی
می�کنیم. معرفی اختصار به را نمونه�گیری روش�های این از برخی ادامه، در نداریم.

۵٢Noninformative Uniform Prior
۵٣Noninformative Jeffreys Prior
۵۴Fisher Information
۵۵Accept-Reject Methods
۵۶Importance Sampling



١۵ نمونه�گیری بر مبتنی پسین توزیع تقریب روش�های

نمونه�گیری بر مبتنی پسین توزیع تقریب روش�های ۵.١
کمک به تنها پیچیده، بیزی مدل�های مانند کاربردها از بسیاری در نامعلوم چگالی توابع محاسبه
مونت روش�های دارند. را سهم بیشترین �کارلویی مونت روش�های میان این در و بوده ممکن شبیه�سازی
روش�هایی کلی، به�طور هستند. محاسباتی نتایج به دستیابی �منظور به مکرر نمونه�گیری بر متکی �کارلویی
�کارلویی مونت شبیه�سازی روش�های می�شود، استفاده شبیه�سازی برای تصادفی اعداد از آن�ها در که
مونت�کارلو بندر در مشهور تفریحی مراکز از برگرفته حقیقت در �کارلویی مونت کلمه می�شوند. نامیده
است می�شده استفاده تصادفی اعداد از بازی�ها کردن تصادفی برای آن�ها در که است فرانسه کشور در
متروپلیس نام به فیزیکدانی توسط ١٩۴٩ سال از روش این از گسترده استفاده .(٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت

کرد. معرفی را روش این مشهور مقاله�ای در که شد شروع
می�دهیم. روش�هایعددیترجیح بر را �کارلویی مونت روش� از استفاده دلیل چند بیزیبه استنباط در
دیگر عبارت به ندارد؛ را انتگرال�ها حل در عددی روش�های مشکل �کارلویی مونت روش� این�که اول
در می�دهد تقریب محاسبه در بیشتری وزن انتگرال، زیر تابع چگال�تر نواحی به کارلویی مونت روش�های
در پارامتر فضای بعد دوم، می�شوند. داده وزن شکل یک به زیرنواحی همه عددی روش�های در که حالی
قابل تقریب یک آوردن به�دست برای پیچیده�ای عددی روش�های که است بالا بسیار بیزی مسائل اغلب
درحالی�که می�یابد، کاهش بعد افزایش با معمولا˟ عددی روش�های دقت سوم، است. نیاز مورد �قبول

.(٢٠١٠ ٢٠٠۴؛ کسلا، و (رابرت می�باشند بعد از مستقل دقت، نظر از �کارلویی مونت روش�های
چگالی تابع یک اساس بر ریاضی امید یک به انتگرال تبدیل کارلویی، مونت روش�های اصلی ایده
(گات، بزرگ۵٧ اعداد قوی قانون از استفاده و چگالی تابع این از تصادفی نمونه تولید مشخص، احتمال

است: زیر انتگرال محاسبه اصلی مسأله واقع در است. ریاضی امید این تقریب برای (٢٠٠۵
J = Ef [h(X)] =

∫
χ

h(x)f(x)dx

شکل دارای چگالی، تابع یک f(·) تابع است. چندبعدی یا یک ،X تصادفی متغیر تکیه�گاه χ آن در که
�کارلویی مونت روش الگوریتم است. مقدار حقیقی تابع یک نیز h(·) و است بسته۵٨ جزئی به�طور یا بسته

کرد: بیان زیر �صورت به می�توان را
کنید. تولید f(·) چگالی تابع از mتایی تصادفی نمونه یک •

کنید. محاسبه را ۱
m

∑m
j=۱ h(xj) مقدار ،h(·) تابع در مقادیر این جایگذاری با •

یعنی است، ریاضی امید برآورد یک فوق مقدار بزرگ، اعداد قوی قانون بنابر
h̄m =

۱
m

m∑
j=۱

h(xj)
a.s.−−→ Ef [h(x)].

نمونه �که این �محض به بنابراین، است. آماری برآورد یک دقت مانند تقریب این دقت این، بر علاوه
با توزیع علاقه مورد کمیت�های محاسبه برای می�توان آن از شود، تولید f(·) توزیع از (x۱, . . . , xm)

۵٧Strong Law of Large Number
۵٨Partially Closed Form



اولیه مفاهیم و تعاریف ١۶

کرد. استفاده f(x) احتمال چگالی تابع
موارد اغلب در که است دلخواه توزیع یک از نمونه تولید �کارلویی، مونت روش در اصلی مسأله
و (چن کنیم استفاده نمونه تولید غیرمستقیم روش�های از باید و نیست امکان�پذیر نمونه مستقیم تولید
نمونه تولید روش�های جمله از گیبز نمونه�گیر و (MH) متروپلیس-هستینگز الگوریتم .(٢٠٠٠ همکاران،

می�پردازیم. آن�ها معرفی به ادامه در که هستند غیرمستقیم

�کارلویی مونت مارکوف زنجیر روش�های ١.۵.١
انتگرال�گیری برای استکه روش�هایی مجموعه از یکچارچوبکلی �کارلو، مارکوفمونت روش�هایزنجیر
هستینگز توسط �آن �از پس و شد معرفی (١٩۵٣) همکاران و متروپلیس توسط �کارلویی، مونت روش به
قدرت افزایش کنار در روش�ها این یافت. تعمیم و تطبیق آماری مسائل روی تمرکز �منظور به (١٩٧٠)
روش�هاینمونه�گیری گسترشبوده�اند. و تکمیل حال در همواره سرعتمحاسباتکامپیوترها، پردازشو
که شده�اند طراحی f(·) از غیرمستقیم نمونه تولید برای ،f(·) مانای۵٩ توزیع با مارکوف زنجیرهای از
توزیع را آن اغلب که ،f(·) مانند توزیعی روش�ها این در می�کنند. حفظ را خود کارایی بالا ابعاد در
از مستقیماً نتوان که باشد پیچیده کافی �اندازه به f(·) اگر می�شود. گرفته نظر در می�نامند، هدف۶٠
و تحویل�ناپذیر۶١ مارکوف زنجیر یک ساختن غیرمستقیم، نمونه�گیری روش یک کرد، نمونه�گیری آن
قضیه از استفاده و زنجیر این از نمونه�گیری با که است f(·)مانای توزیع با (٢٠١٢ (اییلدریم، بازگشتی۶٢

یافت. دست نظر مورد توزیع از دلخواه تابع برآورد به می�توان (١٩۴٢ (بیرخوف، ارگودیک۶٣

وابسته تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {X(t)} مارکوف زنجیر یک مارکوف). (زنجیر ١.۵.١ تعریف
متغیرهای بودن مفروض �شرط به X(t) احتمال توزیع به�طوری�که است، (X(۰), X(۱), . . . , X(t))

یعنی است. وابسته X(t−۱) به فقط گذشته،
X(t−۱)|X(۰), X(۱), . . . , X(t) ∼ K(X(t)|X(t−۱))

می�شود. نامیده مارکوف۶۴ هسته ،K(·|·) شرطی احتمال توزیع آن در که

مستقل نمونه یک کیفیت فاقد است، وابسته مارکوف زنجیر اساس بر تولیدشده نمونه که آن�جایی از
(ESS) مؤثر۶۵ نمونه حجم �نام به کمیتی طریق از می�توان را نمونه�ای چنین کیفیت است. مشابه حجم با
باشد، نزدیک�تر تولید�شده نمونه�های تعداد به پارامتر هر برای محاسبه�شده ESS مقدار هرچه سنجید.

هستند. برخوردار بالاتری کیفیت از تولید�شده نمونه�های
۵٩Stationary Distribution
۶٠Target Distribution
۶١Ergodic Markov Chain
۶٢Recurrent
۶٣Ergodic Theorem
۶۴Markov Kernel
۶۵Effective Sample Size



١٧ نمونه�گیری بر مبتنی پسین توزیع تقریب روش�های

پارامتر برای ESS آن�گاه باشد، زنجیر از تولید�شده نمونه�های تعداد n اگر (٢٠١١ (سالین، تعریف١.۵.٢.
�صورت به نظر مورد

ESS =
n

۱+ ۲∑∞
k=۱ ρk

که است کمیتی ESS واقع در است. kام گام در خودهمبستگی مقدار ρk آن در که می�شود. محاسبه
می�زند. تخمین را زنجیر از آمده به�دست مستقل نمونه�های تعداد

مارکوف هسته آوردن به�دست ،f(·) هدف چگالی داشتن فرض با ،MCMC الگوریتم در قدم اولین
توزیع که است هسته این از استفاده X(t)با مارکوف زنجیر تولید قدم دومین است. f مانای توزیع با K
این در می�شود. همگرا هدف توزیع به زنجیر tافزایش با که است f(·) هدف چگالی X(t) زنجیر حدی

باید: هدف توزیع به نسبت تولیدشده زنجیر حالت،

�دفعات به �اغماض، غیرقابل دلخواه مجموعه هر به زنجیر که معنی این به باشد، برگشت�پذیر •
گشت. بازخواهد نامتناهی

حالت فضای وضعیت�های تمام روی بر حرکت اجازه K هسته که معنی این به باشد، تحویل��ناپذیر •
مثبت احتمال با {X(t)} دنباله ،X(۰) اولیه مقدار از صرف�نظر ساده�تر، عبارت به دارد. را زنجیر
مارکوف زنجیرهای ویژگی�های مهم�ترین از یکی بزند. سر می�تواند حالت فضای از ناحیه هر به

اگر که دارد وجود f احتمال توزیع یعنی است، مانا احتمال توزیع وجود
X(t) ∼ f

آن�گاه
X(t+۱) ∼ f.

می�کند. تحمیل K مارکوف هسته بر را تحویل�ناپذیری شرط ویژگی این

توزیع همان ،X(۰) اولیه مقدار هر ازای به X(t) حدی توزیع که معنی این به باشد، ارگودیک •
است. f یعنی زنجیر مانای

این از �آمده به�دست تقریب�های زیرا بود؛ نخواهد مفیدی زنجیر نباشد، شرایط این دارای زنجیر اگر
تحویل�ناپذیر ارگودیک، زنجیر که می�شوند همگرا خود نظری مقادیر به و هستند معتبر شرایطی در زنجیر
توجه با بنابراین، می�رسیم. پایا توزیع یک به زنجیر انتهایی مراحل در صورت، این در باشد. بازگشتی و

آن�گاه ،t → ∞ اگر مارکوف، زنجیر بودن ارگودیک �شرط به
۱
T

T∑
t=۱

h(X(t)) −→ Ef (h(X))

قابل نیز MCMC رهیافت برای بزرگ اعداد قوی قانون طبق و می�گویند نیز ارگودیک قضیه آن به که
توزیع�های از مارکوف زنجیرهای کمک به که روشمهم دو ادامه در .(٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت است کاربرد

می�دهیم. توضیح �اختصار به را می�کنند نمونه�گیری پیچیده
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متروپلیس-هستینگز الگوریتم
هدف، چگالی فرضداشتن با که است صورت این به مونت�کارلویی مارکوف زنجیر روش�های با کار اساس
را {X(t)} مارکوف زنجیر یک آن �از پس می�سازیم. f مانای توزیع با را K مارکوف هسته یک ،f(·)
سپس و باشد f ،X(t) حدی توزیع چگالی تابع که می�کنیم تولید به�گونه�ای هسته این از استفاده با
قضیه توسط واریانس، و میانگین مانند می�شوند، بیان انتگرال قالب در که را نظر مورد کمیت�های
می�شود، داده نسبت f(·) دلخواه چگالی به که K مارکوف هسته ساختن می�آوریم. به�دست ارگودیک
عمومیت که هسته�هایی آن�ها کمک به می�توان که دارند وجود روش�هایی باشد. دشواری کار است ممکن
این از نمونه�ای متروپلیس-هستینگز الگوریتم آورد. به�دست ،f(·) هدف چگالی برای را دارند بیشتری
چگالی که را q(y|x) شرطی چگالی هدف، چگالی از نمونه تولید برای روش این در است. روش�ها
باشد داشته صریحی و واضح شکل باید پیشنهادی توزیع می�کنیم. انتخاب می�شود، نامیده پیشنهادی۶۶
تکیه�گاه کل که باشد وسیع �قدری به باید آن تکیه�گاه و باشد ساده معمول روش�های به آن از شبیه��سازی تا

داد: ارایه زیر �صورت به می�توان MHرا الگوریتم دهد. پوشش را f
t = ۱,۲, . . . برای ،x(t) داشتن با

q(y|x(t)) چگالی تابع با پیشنهادی توزیع از را پیشنهادی مقدار یک ،x(t) جاری۶٧ مقدار برای •
یعنی کنید. تولید

yt ∼ q(y|x(t)).

کنید: محاسبه را زیر نسبت •
f(yt)

f(x(t))

q(x(t)|yt)
q(yt|x(t))

.

است. وابسته q(x(t)|yt)
q(yt|x(t))

و f(yt)

f(x(t))
نسبت�های به فقط الگوریتم این

دهید قرار و بپذیرید ،ρ(x(t), yt) احتمال با زنجیر، بعدی مقدار به�عنوان را yt مقدار •

X(t+۱) = yt.

دهید قرار صورت این غیر در
X(t+۱) = X(t)

آن در که
ρ(x(t), yt) = min{۱, f(yt)

f(x(t))

q(x(t)|yt)
q(yt|x(t))

}.

باشند، متقارن پیشنهادی توزیع�های اگر گویند. متروپلیس-هستینگز پذیرش احتمال ρ(x(t), yt) به
مستقل پذیرش احتمال بنابراین، و ρ(x(t), yt) = min{۱, f(yt)

f(x(t))
} آن�گاه ،q(y|x) = q(x|y) یعنی

۶۶Proposal Density
۶٧Current Value



١٩ نمونه�گیری بر مبتنی پسین توزیع تقریب روش�های

پذیرش نرخ که می�شود ارزیابی آن پذیرش نرخ برحسب معمولا˟ الگوریتم عملکرد بود. خواهد q(·|·) از
یعنی است. تکرارها همه روی بر پذیرش احتمال میانگین الگوریتم،

ρ̄ = lim
T→∞

۱
T

T∑
t=۰

ρ(X(t), Yt) =

∫
ρ(x, y)f(x)q(y|x) dy dx.

وقتی خوب نمونه یک واقع در است. وابسته q(y|x) چگالی تابع از نمونه تولید به MH روش کارایی
کسلا، و (رابرت باشد هدف چگالی تابع برای مناسب تقریب یک پیشنهادی چگالی تابع که می�شود تولید
قدم متروپلیس-هستینگز الگوریتم و مستقل۶٨ متروپلیس-هستینگز الگوریتم خاص حالت دو .(٢٠١٠

می�کنیم. ذکر ادامه در را تصادفی۶٩ زدن
مستقل متروپلیس-هستینگز الگوریتم ◀

MH الگوریتم را آن باشد، X(t) از مستقل q(·|·) پیشنهادی چگالی تابع که حالتی MHدر الگوریتم در
،x(t) داشتن شرط با است. q(x|y) = g(y) حالت این در گویند. مستقل

کنید. تولید را yt ∼ g(y) •

دهید قرار و بپذیرید min{۱, f(yt)g(x(t))

f(x(t))g(yt)
} احتمال با X(t+۱) جدید مقدار به�عنوان را yt مقدار •

X(t+۱) = yt.

صورت این غیر در
X(t+۱) = X(t).

می�شود. نتیجه است، جاری مقدار از مستقل که علاقه مورد توزیع یک از پیشنهادی مقدار بنابراین،
کنید. مراجعه (٢٠١٠) کسلا و رابرت به الگوریتم نوع این ویژگی�های از اطلاع برای

تصادفی زدن قدم متروپلیس-هستینگز الگوریتم ◀
یک آن در که می�شود، تولید قبلی شبیه�سازی�شده مقدار طبق بر پیشنهادی جدید مقدار الگوریتم این در
برای ایده، این در می�گیرد. صورت مارکوف زنجیر جاری مقدار از یکهمسایگی حول محلی٧٠ جستجوی
همسایگی در که معنی این به می�آورد. �حساب به را قبلی تولیدشده نمونه الگوریتم زنجیر، بعدی تولید
رابطه از yt شبیه�سازی ایده، این اجرای می�دهد. انجام را بیشتری کاوشموضعی زنجیر، جاری موقعیت
در است. g(·) چگالی تابع با X(t) از مستقل تصادفی خطای یک ϵt آن در که است، yt = X(t) + ϵt

از است عبارت پیشنهادی توزیع چگالی تابع حالت این
q(yt|x(t)) = g(yt − x(t)).

متناظر مارکوف زنجیر است، این�طور معمولا˟ که باشد، متقارن صفر حول g(·) چگالی تابع صورتی�که در
است: زیر �صورت به الگوریتم x(t) داشتن با است. تصادفی زدن قدم یک آن با

۶٨Independent Metropolis-Hastings
۶٩Random Walk Metropolis-Hastings
٧٠Local Exploration
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یعنی کنید. تولید g(·) توزیع از را پیشنهادی مقدار یک زنجیر جاری مقدار برای •
yt ∼ g(yt − x(t)).

کنید: محاسبه را زیر نسبت •
f(yt)

f(x(t))
.

دهید قرار و بپذیرید min{۱, f(yt)

f(x(t))
} احتمال با X(t+۱) جدید مقدار به�عنوان را yt مقدار •

X(t+۱) = yt.

صورت این غیر در
X(t+۱) = X(t).

مفروض جفت یک برای که، معنی این به نیست. وابسته g(·) به پذیرش احتمال که می�شویم متذکر
اما بود. خواهد یکسان کوشی، توزیع از چه شود تولید نرمال توزیع از yt چه پذیرش احتمال ،(x(t), yt)

شد، خواهد ytها برای مقادیر مختلف دامنه�های به منجر مختلف انتخاب(·)gهای که داشت توجه باید
تأثیر الگوریتم رفتار بر g(·)انتخاب گفت می�توان بنابراین، می�شوند. متفاوت پذیرش نرخ�های نتیجه در

دارد.
بسیار الگوریتم عملکرد در آن انتخاب که مقیاسدارد پارامتر یک ϵt پیشنهادی توزیع الگوریتم این در
[۰٫۱۵,۰٫۵] فاصله در پذیرشالگوریتم نرخ طوریاستکه پارامتر این برای بهینه انتخاب است. مؤثر

.(٢٠٠٣ همکاران، و (گلمن گیرد قرار

گیبز نمونه�گیر الگوریتم
معروف مقاله از گیبز نمونه�گیر نام است. گیبز نمونه�گیر ،MCMC نمونه�گیری روش�های از دیگر یکی
(١٩٩٠) اسمیت و گلفاند کار با الگوریتم این از شایع استفاده اما است؛ �شده گرفته (١٩٨۴) گمان و گمان
بودند، مانده حل بدون قبلا́ که بیزی استنباط در مسائلی، حل برای الگوریتم این حل از که شد شروع
شرط به را X مؤلفه هر کامل٧١ شرطی چگالی توابع بتوانیم باید روش این اجرای برای کردند. استفاده
شرطی چگالی�های از شبیه�سازی که باشد کارا می�تواند زمانی الگوریتم این آوریم. به�دست مؤلفه�ها بقیه
در را الگوریتم این مرحله�ای چند و مرحله�ای دو نسخه دو باشد. کم مؤلفه�ها وابستگی و ساده کامل

می�کنیم. معرفی ادامه
دومرحله�ای گیبز نمونه�گیر ◀

دو اگر می�دهد. تشکیل را مارکوف زنجیر یک توأم، توزیع از استفاده با دومرحله�ای٧٢، گیبز نمونه�گیر
شرطی چگالی�های به�طوری�که باشند، f(x, y) توأم توزیع دارای که باشند داشته وجود Y و X متغیر
مفروض شرط با را (Xt, Yt) مارکوف زنجیر یک الگوریتم آن�گاه باشند، f(y|x) و f(x|y) متناظرشان

می�کند: تولید زیر مراحل اساس بر t = ۱,۲, . . . برای ،X۰ = x۰ بودن
٧١Full Conditional Densities
٧٢Two-Stage Gibbs Samples



٢١ MCMC الگوریتم�های همگرایی سنجش معیارهای

Yt ∼ fY |X(·|xt−۱) •

Xt ∼ fX|Y (·|yt) •

مرحله�ای چند گیبز نمونه�گیر ◀

کنید فرض داد. تعمیم مرحله�ای٧٣ چند نسخه یک به می�توان �سادگی به را مرحله�ای دو گیبز نمونه�گیر
چند یا بعدی یک� است ممکن Xi مؤلفه�های Xباشد. = (X۱, . . . , Xm)صورت� Xبه تصادفی متغیر

باشند. بعدی
فرض با و t = ۱,۲,۳, . . . تکرار با X(t+۱) به X(t) از انتقال تحت گیبز نمونه�گیر الگوریتم

می�شود: اجرا زیر گام�های طی x(t) = (x
(t)
۱ , x

(t)
۲ , . . . , x

(t)
m )

X
(t+۱)
۱ ∼ f۱(x۱|x(t)

۲ , . . . , x
(t)
m ) تولید .١

X
(t+۱)
۲ ∼ f۲(x۲|x(t+۱)

۱ , x
(t)
۳ , . . . , x

(t)
m ) تولید .٢

...

X
(t+۱)
m ∼ fm(xm|x(t+۱)

۱ , . . . , x
(t+۱)
m−۱ ) تولید .m

شبیه�سازی برای توأم چگالی بعد از کوچکتر بعد با چگالی�های که است این گیبز نمونه�گیر ویژگی یک
بعدهای با مسأله چند به می�توان را بالا ابعاد با مسأله�ای حتی بنابراین، می�گیرند. قرار استفاده مورد

می�آید. �حساب به گیبز نمونه�گیر روش مزیت این که کرد تقسیم کوچک�تر

MCMCالگوریتم�های سنجشهمگرایی معیارهای ۶.١
موضوع دو می�شود، بیزی استنباط نمونه�گیریMCMCدر روش�های از که بسیاری استفاده�های کنار در

هستند. مطرح محاسبات طولانی زمان و زنجیر آمیختگی٧۴ ویژگی�های و همگرایی تشخیص مهم
زنجیر همگرایی از قبل اول، بخش می�شود: تقسیم بخش دو به MCMC زنجیر یک از شبیه�سازی
و است مشهور سوزاندن٧۵ دوره به همگرایی از قبل بخش است. زنجیر همگرایی از بعد دوم بخش و
توزیع از خوب معرف یک به�عنوان نمی�توان را تولیدشده نمونه�های آن در که زنجیر از بخشی به�عنوان
زمان در باعثصرفه�جویی نمونه�ها حذف و داغیدن دوره کردن پیدا می�شود. معرفی گرفت، نظر در پسین
کمیت�های مورد در استنباط برای f(·) از تولیدشده نمونه�های همگرایی، از بعد بخش در شد. خواهد
آمده به�دست استنباط�های مقایسه با را همگرایی بر نظارت موضوع، این می�شوند. استفاده علاقه مورد

.(١٩٩٢ روبین، و (گلمن می�کند پیشنهاد متفاوت، شروع نقاط با مستقل تولیدشده دنباله چند از
٧٣Multi-Stage Gibbs Samples
٧۴Mixing Properties
٧۵Burn-In



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٢

همگرایی از بعد تولیدشده نمونه�های از برایاستفاده آن، زمان و زنجیر شدن بنابراینتشخیصهمگرا
MCMCزنجیرهای همگرایی بررسی برای متعددی معیارهای و روش�ها است. کلیدی بیزی استنباط در
جی�وک ،(١٩٩٢) روبین و گلمن توسط معرفی�شده روش�های به می�توان آن�ها جمله از دارند. وجود
از توابعی توسط معیارها این مشخص، زنجیر یک برای کرد. اشاره (١٩٨٣) ولچ و هیدلبرگ و (١٩٩٢)
هستند. محاسبه قابل (٢٠٠۶ همکاران، و (پلامر coda بسته جمله از ،R نرم�افزار در موجود بسته�های

می�کنیم. استفاده جی�وک٧٧ و گلمن-روبین٧۶ همگرایی معیار دو از پایان�نامه این در

جی�وک همگرایی معیار ١.۶.١
میانگین�ها برابری آزمون پایه بر را روشی ١٩٩٢ سال جی�وکدر ،MCMC زنجیر جهتتشخیصهمگرایی

می�شود: تشکیل مرحله سه پایه بر معیار این کرد. پیشنهاد زنجیر از مختلف قسمت دو برای
این انتخاب باشند. نداشته یکدیگر با هم�پوشانی٧٨ هیچ که زنجیر از پنجره دو انتخاب اول، مرحله •
است. زنجیر انتهای ۰٫۵ و زنجیر ابتدای ۰٫۱ معمول به�طور جی�وک پیشنهاد بر بنا پنجره دو
بنابراین است، نشده همگرا ابتدا از زنجیر که است این بر فرض مارکوف، زنجیر در که آن�جایی از
انتخاب نتیجه، در باشد. داغیدن مرحله شامل فقط که می�گیرند نظر در کوتاه را اول زنجیر طول
A پنجره�های ،n طول به زنجیری برای است. برخوردار بالایی اهمیت از جی�وک روش در پنجره

می�شوند: تعریف زیر �صورت به B و

A = {t : ۱ ≤ t ≤ nA}

B = {t : n∗ ≤ t ≤ n}

است. nA+nB

n
< ۱ ،nB = n− n∗ + ۱ و ۱ < nA < n∗ < n �ازای به که

همگرایی از اطمینان برای می�شود. معرفی ادامه در که است Zn آزمون آماره محاسبه دوم، مرحله •
�صورت به فرضیه آزمون H۰زنجیر، : هستند هم�توزیع B و A

H۱ : نیستند هم�توزیع B و A
می�شود: تعریف زیر �صورت به θt باشد، تابع یک θ(X) این�که فرض با می�شود. گرفته نظر در

θt = θ(x(t+n۰))

واریانس و میانگین به توجه با می�شود. انجام آزمون که است تکراری اولین با برابر n۰ آن در که
�صورت به B و A پنجره�های

θ̄A =
۱
nA

∑
t∈A

θt, V ar(θA) =
ŜA
θ (۰)
nA

٧۶Gelman-Rubin Convergence Criterion
٧٧Geweke Convergence Criterion
٧٨Overlap



٢٣ MCMC الگوریتم�های همگرایی سنجش معیارهای

و
θ̄B =

۱
nB

∑
t∈B

θt, V ar(θB) =
ŜB
θ (۰)
nB

می�شود: محاسبه زیر صورت به آزمون آماره است، صفر نقطه در طیفی٧٩ چگالی Ŝθ(۰) آن در که

Zn =
θ̄A − θ̄B√

ŜA
θ (۰)
nA

+
ŜB
θ (۰)
nB

.

استاندارد نرمال توزیع به مجانبی به�طور ،n → ∞ زمانی�که مرکزی، حد قضیه بنابر آماره این
باشد. بزرگ بسیار Zn مقدار که می�شود رد زمانی صفر فرضیه بنابراین، می�شود. همگرا

و کرده قطع را زنجیر ابتدای ۰٫۱ دوم، مرحله در صفر فرضیه شدن رد از پس سوم، مرحله •
ادامه زمانی تا صفر، فرضیه پذیرش برای کردن قطع عمل این می�شوند. تکرار دوم و اول مراحل

نیست. همگرا زنجیر صورت، این غیر در باشد. شده قطع اولیه زنجیر از نیمی که می�یابد

هیدلبرگ-ولچ همگرایی معیار ٢.۶.١
روند روش، این در شد. پیشنهاد (١٩٨٣) ولچ و هیدلبرگ توسط هیدلبرگ-ولچ٨٠، همگرایی معیار
دوم مرحله وارد شود، همگرا اول مرحله در زنجیر اگر می�پذیرد. صورت مرحله دو در زنجیر همگرایی

می�شود. همگرایی

این برای است. (١٩٣١ میسس، (وان میسس٨١ کرامر-وان آزمون آماره محاسبه اول، مرحله •
فرضیه آزمون H۰آماره، : است مانا توزیع دارای زنجیر

H۱ : نیست مانا توزیع دارای زنجیر
می�شود: محاسبه زیر �روش به آزمون آماره این می�شود. گرفته نظر در

T =

∫ ۱

۰
(Bn(t))

۲dt.

تعریف به توجه با
Y۰ = ۰ Yn =

n∑
j=۰

Xj X̄ =
۱
n

n∑
j=۰

Xj

�صورت به Bn(t)

Bn(t) =
Y[nt] − [nt]X̄√

nŜ(۰)
۰ ≤ t ≤ ۱

٧٩Spectral Density
٨٠Measure Convergence Heidelberg and Welch
٨١Cramer-Von Mises Statistic



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢۴

مرحله، این در نیست. بیشتر x از که است صحیح عدد بزرگترین [x] آن در که می�شود، محاسبه
در می�شود. همگرایی دوم مرحله وارد و است همگرا زنجیر آن�گاه شود، پذیرفته صفر فرضیه اگر
می�شود. محاسبه دوباره آزمون آماره و شده قطع زنجیر ۰٫۱ شود، رد صفر فرضیه که صورتی
غیر در می�یابد. ادامه شود، قطع زنجیر از نیمی یا شود پذیرفته صفر فرضیه زمانی�که تا روند این

بود. نخواهد همگرا زنجیر صورت این

در میانگین حول ٪۹۵ اطمینان فاصله یک قبل مرحله در پذیرفته�شده زنجیر برای دوم، مرحله •
باشد: برقرار زیر شرط اگر می�شود. گرفته نظر

۰٫۵ بازه] [طول
میانگین < ϵ

مشخص کاربر توسط ϵ مقدار بود. خواهد همگرا زنجیر بنابراین، می�شود. پذیرفته صفر فرضیه
است. معروف نیم�فاصله٨٢ آزمون به مرحله این می�شود.

مدل انتخاب معیارهای ٧.١
و می�باشد انحراف٨٣ آماره که برازش، اندازه تعریف با مدل�ها مقایسه آماری، مدل�بندی چارچوب در
٢٠١٢؛ اجانن، و (وهتری می�شود همراه است، مدل در آزاد پارامترهای تعداد که پیچیدگی٨۴، همچنین
مقایسه برای داشت. خواهیم مدل از بهتری برازش یابد، افزایش پیچیدگی هرچه .(٢٠١٣ واتاناب،
قدرت معیار به�عنوان می�توانند که می�شود اندازه�گیری تکراری داده�های در �انتظار قابل تلفات مدل�ها،
مدل باشد، کمتر تلفات میزان هرچه .(٢٠٠٩ کوپیوس، و (اسمولی گیرند قرار استفاده مورد پیش�بینی
حاشیه�ای٨۶ درستنمایی ،(DIC) انحراف٨۵ اطلاع معیار سه مدل، مقایسه برای می�شود. انتخاب بهتری

می�کنیم. معرفی را (BIC) بیزی٨٧ اطلاع معیار و

انحراف اطلاع معیار
معیار، این است. انحراف اطلاع معیار بیزی، مدل�های مقایسه برای استفاده مورد معیارهای از یکی
بالا هدف که زمانی مدل، برازش برای شاخصی به�عنوان و است انتظار مورد پیشگوی انحراف از تقریبی
DIC کوچک مقادیر که است ذکر به لازم می�رود. �کار به است، پیشگویی بهترین با مدل توانایی بردن

می�دهند. نشان را مدل بهتر برازش
داده�های برای را مدلی اگر باشد. نظر مورد مدل در موجود پارامترهای همه مجموعه θ کنید فرض
را درستنمایی لگاریتم برابر دو منهای صورت این در بگیرید، نظر در f(y|θ) چگالی با y مشاهده�شده

٨٢Halfwide Test
٨٣Deviance Statistic
٨۴Complexity
٨۵Deviance Information Criterion
٨۶Marginal Likelihood
٨٧Bayesian Information Criterion



٢۵ مدل انتخاب معیارهای

با که
D(θ) = −۲ log{f(y|θ)}

انحراف میانگین است. θ پارامتر از تابعی انحراف، بنابراین می�شود. نامیده انحراف آماره می�دهند، نشان
همکاران و اسپیگل�هالتر توسط مدل، برازش از اندازه�ای به�عنوان ،D(θ) = Eθ|y[D(θ)] پسینی٨٨،
با می�تواند �راحتی به D(θ) باشد، داشته بسته�ای صورت D(θ) �که صورتی در شد. پیشنهاد (٢٠٠٢)

.(٢٠٠٢ همکاران، و (اسپیگل�هالتر �شود زده MCMCتقریب روش�های از استفاده
اسپیگل�هالتر مشخصنیست. شود، گرفته کار به مدل در برایپیچیدگی باید که جریمه�ای٨٩ کلی به�طور
پسین توزیع واریانس Vθ|y(·) آن در که کردند معرفی جریمه به�عنوان را ۱

۲Vθ|y{D(θ)} همکارانش، و
می�شود: تعریف زیر صورت به که �شد نامیده انحراف اطلاع معیار جریمه، این با معرفی�شده معیار است.

DIC = D(θ) + PD = D(θ̄) + ۲PD

نوشته PD = D(θ)−D(θ̃) �صورت به که است بیزی مدل یک مؤثر پارامترهای تعداد ،PD آن در که
PD اساس بر پیچیدگی مقدار DIC معیار در است. انحراف آماره همان D(·) و θ̃ = E(θ|y) می�شود،

دارد. عهده به را مدل برازش سنجش نیز D(θ̄) و می�شود تعریف

حاشیه�ای درستنمایی و بیزی عامل
همچنین باشند. مستقل متغیرهایتصادفی از تصادفیnتایی Yیکنمونه = (Y۱, . . . , Yn) فرضکنید
یک باشد. مشاهدات این توزیع برای نظر مورد نامزد مدل�های از متناهی مجموعه یک {Mi , i ∈ I}
بیزی عامل است. بیزی٩٠ عامل محاسبه مؤلفه�ها، تعداد تعیین و مدل بهترین انتخاب برای ساده روش
�صورت M۱به M۰و مدل برای B بیزی عامل است. حاشیه�ای درستنمایی پایه بر مقایسه�ای معیار یک

�صورت به حاشیه�ای درستنمایی آن در که می�شود تعریف B = f(y|M۱)
f(y|M۰)

f(y|Mi) =

∫
f(y|θi,Mi)f(θi|Mi) dθi (۵.١)

پارامترهای پیشین چگالی تابع f(θi|Mi) Miو مدل پارامتری بردار θi که به�طوری می�شود، محاسبه
درستنمایی است. M۰بهتر M۱از مدل آن�گاه باشد، B > ۱ اگر بیزی عامل اساس بر Miاست. مدل
جلیزکوف و چیب و (١٩٩۵) چیب توسط که MCMC نمونه�گیری روش�های از می�توان را حاشیه�ای
است پیشین �احتمال به وابسته حاشیه�ای درستنمایی محاسبه آورد. به�دست �شده�اند، ارائه (٢٠٠١)

.(١٩٩۵ رفتری، و (کاس

بیزی اطلاع معیار
الگوریتم از �که زمانی برای است، بیزی اطلاع معیار از استفاده (۵.١) تقریب برای کلاسیک روش یک

شود. استفاده مدل پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد MCMCبرای

٨٨Posteriori Mean of Deviance
٨٩Penalty
٩٠Bayes Factor



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢۶

مواردی، در است ممکن .(١٩٨٧ (ایچوارز، است مدل مقایسه برای معیاری بیزی، اطلاع معیار
به�عنوان معمولا˟ BIC شرایط این تحت باشد. کم داده�ها در موجود اطلاعات به نسبت پیشین اطلاعات
بیزی اطلاع معیار .(١٩٩۵ رفتری، و (کاس نمی�شود ارزیابی پیشین توزیع از و می�شود اعمال تقریب یک

می�شود: تعریف زیر �صورت به مشاهده n و پارامتر p با
BIC = −۲ log{f(y|θ̂)}+ p log(n).

بود. خواهد منتخب مدل باشد، BIC مقدار کمترین دارای که مدلی تعریف این با

چولگی معیارهای ٨.١
توزیع یک برای است. آماری توزیع یک در تقارن، عدم یا تقارن کمی�سازی برای معیاری چولگی٩١
مثبت، مقادیر سمت به دمی کشیدگی با نامتقارن٩٣ توزیع یک برای صفر، با برابر چولگی متقارن٩٢،
چولگی منفی، مقادیر سمت به دمی کشیدگی با نامتقارن توزیع یک برای و راست سمت به چولگی
است. گرفته صورت چولگی تعریف و اندازه�گیری زمینه در بسیاری تلاش�های است. چپ سمت به
(١٨٩۵) پیرسون کارل توسط بار نخستین می�روند، �کار به توزیع یک چولگی تعیین برای که معیارهایی
(١٩٠۵) چارلیر ،(١٩٠۴) اجورث جمله از بسیاری افراد توسط گسترده�تری به�طور آن پساز شدند. مطرح

به می�توان معیارها این جمله از یافتند. توسعه (١٩٢٠) باولی و

Sk =
(µ−M)

σ

γ۱ =
E(X − µ)۳

σ۳

b =
(Q۳ +Q۱ − ۲m)

(Q۳ −Q۱)

و
γ′
m =

(µ−m)

σ

m میانگین، µ توزیع، چارک�٩۴های سومین و اولین Q۳ و Q۱ معیار، انحراف σ آن در که کرد، اشاره
مرتب�سازی٩۵ مفهوم چولگی، معیارهای به توجه با (١٩۶۴) زوییت وان هستند. توزیع مد M و میانه

.(١٩٨١ (اوجا، است گرفته قرار توجه مورد گسترده�ای به�طور موضوع این که کرد، بیان را توزیع دو
g(x) و f(x) چگالی توابع G(x)و و F (x) تجمعی توزیع تابع با تصادفی متغیرهای برای تعریف١.٨.١.

اگر �می�نامند، F (x) به نسبت راست به چوله بیشترین را G(x) محدود، بازه با
R(x) = G−۱(F (x))

٩١Skewness
٩٢Symmetric
٩٣Asymmetric
٩۴Quartile
٩۵Ordering



٢٧ چولگی معیارهای

است. G از کوچکتر محدب ترتیب نظر از F می�گوییم و F <c G می�نویسیم باشد. محدب
دارایویژگی�های باید γ(·) مانند چولگی یکمعیار زوییت، تعریفمرتب�سازیوان به توجه با بنابراین،

باشد: زیر
.γ(F ) = ۰ ،F متقارن توزیع تابع برای •

.γ(cF + d) = γ(F ) ،d و c ثابت مقادیر برای •

.γ(−F ) = −γ(F ) •

.γ(F ) ≤ γ(G) آن�گاه باشد، F <c G اگر •
خاصیت بالاتر، یا ٣ مرتبه از استاندارد٩۶، مفرد مرکزی گشتاورهای همه� که داد نشان (١٩۶۴) زوییت وان
را راست چولگی نمی�تواند توزیع، توابع از بسیاری برای γ۱ معیار اما می�کنند. حفظ را بودن محدب
را بودن محدب ویژگی شرایطی، تحت نیز معیارها سایر .(١٩٩١ موریس، و (لی �کند بیان �خوبی به
چهار هر که کردند معرفی مد پایه بر چولگی برای معیاری (١٩٩۵) گرینولد و آرنولد می�کنند. حفظ
می�کند حفظ چوله راست به توزیع�های خانواده�های از بسیاری برای زیر، شرایط تحت را چولگی ویژگی
زیر �صورت به شرایط این شود. گرفته نظر در معیارها سایر برای خوبی بسیار رقیب به�عنوان می�تواند و

می�شوند: بیان
در IX = (a, b) بازه در f(x) > ۰ چگالی تابع و F (x) پیوسته توزیع تابع با X تصادفی متغیر •

باشند. +∞ و −∞ �ترتیب به می�توانند b و a که می�شود، گرفته نظر
باشند. f ′(Mx) = ۰ و f ′(x) < ۰ ،x > Mx برای ،f ′(x) > ۰ ،x < Mx برای کنید فرض •

است. X مد Mxتنها بنابراین،
بنابراین باشد. توزیع مد تنها Mx و F (x) توزیع تابع با پیوسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض

�صورت به γM(X)

γM(X) = ۱− ۲F (Mx)

تنها ازای به دادند، نشان (١٩٧٧) میدن و گرینولد .−۱ ≤ γM(X) ≤ ۱ که به�طوری می�شود، تعریف
اگر ،x مقدار یک

f(Mx + x)− f(Mx − x) ≥ ۰ x ≥ ۰

�صورت به باشد، مثبت ،γM چولگی، این�که برای کافی شرط بنابراین، Mxاست. < mx آن�گاه
γM(X) = ۱− ۲F (Mx) > ۱− ۲F (mx) = ۰

چولگی توزیع، تابع بنابراین، است. F (Mx) <
۱
۲ آن�گاه Mxباشد، < mx اگر نتیجه، در می�شود. بیان

بر دارد. منفی چولگی سطحی، دو داده�های برای توزیع تابع اساس بر ساخته�شده پیوند تابع و مثبت
تابع و منفی چولگی توزیع، تابع بنابراین، است. F (Mx) > ۱

۲ آن�گاه باشد، Mx > mx اگر عکس،
دارد. مثبت چولگی پیوند،

٩۶Odd Standardized Central Moments



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢٨

تعاریف سایر ٩.١
فقط که است تصادفی متغیر یک احتمال توزیع تباهیده٩٧، توزیع یک تباهیده). (توزیع ١.٩.١ تعریف
شده متمرکز حقیقی خط یک روی نقطه، یک در تباهیده توزیع یعنی می�شود. شامل را نقطه تک یک
است: زیر صورت به آن توزیع تابع و احتمال تابع باشد، تباهیده توزیع Xدارای اگر .(٢٠٠۴ (کسلا، است

f(x; c) =

۰ x ̸= c

۱ x = c
F (x; c) =

۰ x < c

۱ x ≥ c

پیوسته R : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d مستطیلی ناحیه بر f(x, y) اگر فوبینی٩٨). (قضیه ٢.٩.١ قضیه
آن�گاه ∫باشد،

R

f(x, y) dA =

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx.

باشد. پیوسته R چون ناحیه�ای روی f(x, y) �کنید فرض قوی�تر: حالت
پیوسته [a, b] بر f۲ و f۱ که شرط این با باشد، a ≤ x ≤ b, f۱(x) ≤ y ≤ f۲(x) صورت به R تعریف اگر •

آن�گاه ∫هستند، ∫
R
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

∫ f۲(x)

f۱(x)
f(x, y) dydx.

پیوسته [c, d] بر g۲ و g۱ که شرط این با باشد، c ≤ y ≤ d, g۱(y) ≤ x ≤ g۲(y) صورت به R تعریف اگر •
آن�گاه ∫هستند، ∫

R
f(x, y) dxdy =

∫ d

c

∫ g۲(y)

g۱(y)
f(x, y) dxdy.

کنید. مراجعه (١٩۶۴) رودین کتاب به بیشتر اطلاعات برای
اطلاق احتمال توزیع توابع از �دسته�ای به آمار در دم�کلفت٩٩ توزیع دم�کلفت). (توزیع ٣.٩.١ تعریف
میانگین مقدار از دمی مقادیر توزیعی�، تابع چنین در .(٢٠٠٧ (رسنیک، دارند بزرگی کشیدگی که می�شود
توزیع می�گردد. تعیین نرمال توزیع یک با مقایسه در توزیع تابع یک دم�کلفتی به�ویژه دارند. زیادی فاصله

�که به�طوری باشد، داشته وجود a > ۰ مانند عددی اگر می�شود خوانده دم�کلفت X تصادفی متغیر
P (X > x) ∼ x−a x → ∞

است. بودن ارز هم معنی به ∼ نماد آن در که
داده�های اندازه�هایمکرر، برای معمولا˟ آمیخته١٠٠ اثرهای با مدل آمیخته). اثرهای با تعریف۴.٩.١(مدل
آمیخته اثرهای با خطی مدل یک کلی حالت در می�رود. �کار به طبقه�بندی�شده داده�های برخی و وابسته

می�شود: معرفی زیر �صورت به
y = Xβ + Zu+ ϵ

٩٧Degenerate Distribution
٩٨Fubini’s Theorem
٩٩Heavy-Tailed Distribution
١٠٠Mixed Effects Model



٢٩ تعاریف سایر

شامل ستونی پررتبه n × p ماتریس X پاسخ، متغیر مشاهده�شده مقادیر بعدی n بردار y آن در که
و تصادفی اثرهای بعدی q بردار u ثابت، اثرهای نامعلوم پارامترهای بعدی p بردار β تبیینی، متغیرهای
اثرهای درباره موجود فرض�های به توجه با که است نشانگر و تبیینی متغیرهای برخی شامل Z ماتریس
است مدل تصادفی خطای مؤلفه�های بعدی n بردار نیز ϵ جمله می�شوند. ساخته مدل در u تصادفی

.(٢٠٠۶ استوارت، و مولر ١٩٨٢؛ ویر، و (لرد
قرار مشاهده�شده متغیرهای مقابل در آمار، در پنهان١٠١ متغیرهای پنهان). (متغیرهای ۵.٩.١ تعریف
دیگر متغیرهای میان از می�توانند نیستند، مشاهده قابل مستقیم �صورت به که متغیرها این می�گیرند.
بسته مفهوم، این از آماری مدل�بندی در شوند. شناخته آماری یکمدل توسط هستند، مشاهده قابل که
(بورسبوم می�رود کار به مدل پارامترهای و تصادفی متغیرهای بیان برای نظر، مورد کاربردی زمینه به

.(٢٠٠٣ همکاران، و
به می�شود. بررسی پارامترها بودن یکتا مدل، شناسایی�پذیری١٠٢ در (شناسایی�پذیری). ۶.٩.١ تعریف
مشاهده�شده، داده�های روی از مدل در آزاد پارامترهای از یک هر یگانه مقدار بررسی برای دیگر، بیانی
مجموعه چندین از مدل شناسایی�پذیری بررسی برای عمل در می�گردد. استفاده مدل شناسایی�پذیری از
برآورد به منجر اولیه، متفاوت مقادیر چنان�چه می�شود. استفاده پارامترها برآورد برای اولیه مقادیر

.(١٩٨٨ ریدی، مک و (دایتون بود خواهد شناسایی�پذیر مدل شود، پارامترها برای مشابهی

١٠١Latent Variables
١٠٢Identifiability





٢ فصل
تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل

سطحی دو پاسخ�های مدل�بندی ١.٢
که است سطحی دو پاسخ متغیر ماهیت مختلف، کاربردی موقعیت�های در رگرسیونی، مدل�های در
دختر ۶۵ و پسر ۶۵ به متعلق داده�های مثال، به�عنوان داد. نمایش ٠ و ١ اعداد قالب� در را آن�ها می�توان
داده، مجموعه این ساختار بگیرید. نظر در را شده�اند، گردآوری (١٩٩۶) شوماخر توسط که دبیرستانی،
حرارت درجه مؤنث)، و مذکر سطح دو با (عاملی جنسیت شامل متغیرها این است. متغیر سه شامل
بررسی داده�ها این تحلیل از هدف هستند. قلب ضربان و غیرطبیعی) و طبیعی سطح دو با (عاملی بدن
برای معمولا˟ است. آن�ها بدن غیرطبیعی و طبیعی حرارت درجه بر افراد قلب ضربان و جنسیت تأثیر
همیشه اما می�شود. استفاده Cloglog و پرابیت لجیت، رگرسیونی مدل�های از داده�ها، از نوع این تحلیل

.(١٩٩٢ سنتنر، و (زادو داشت نخواهند بر در را خوبی نتایج پیوند توابع این از استفاده

نادر) (پیشامدهای نامتعادل سطحی دو پاسخ�های ١.١.٢
بیفتد؛ اتفاق کم بسیار یا کم احتمال با یعنی باشد نادر رویداد یک است ممکن موارد از بسیاری در
تفاوت مثال، به�عنوان باشد. چوله �شدت به آن�ها پاسخ متغیر منحنی که شویم مواجه داده�هایی با یعنی
که افرادی با (٠) دارند طبیعی حرارت درجه که افرادی تعداد بین پاسخ، منحنی چولگی در معنی�داری
١.٢ شکل در ١ و ٠ سطح دو با پاسخ متغیر هیستوگرام دارد. وجود ،(١) دارند طبیعی غیر حرارت درجه

است. شده داده نشان
داده�های تحلیل برای لجیت و پرابیت معمول مدل�های کردیم، اشاره اول فصل در که همان�طور

٣١



تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ٣٢

بدن حرارت داده�های در پاسخ متغیر فراوانی نمودار :١.٢ شکل

مدل ندارند. پاسخ�ها نوع این مناسب برازش برای را لازم انعطاف آن�ها زیرا نمی�کنند؛ عمل خوب چوله،
مدل�بندی در ١ و ٠ جای اگر عبارتی به است. مناسب باشد ١ها �سود به چولگی �که زمانی تنها Cloglogنیز
�شدت به که نادر دوسطحی پاسخ�های برای بنابراین بود. خواهد ناکارا نیز مدل این کند، تغییر داده�ها
منعطف�تری رگرسیونی مدل�های از باید و نمی�شود توصیه معمول مدل�های از استفاده هستند، چوله

کرد. استفاده آن��ها برازش برای

معرفی�شده جانشین راهکارهای ٢.٢
قرار بررسی مورد مختلفی محققین توسط سطحی، دو داده�های برای مناسب، پیوند تابع تعیین مسأله
لجستیک پیوند تابع از نادرست استفاده که دادند نشان (١٩٩٢) سنتنر و زادو �مثال، به�عنوان است. گرفته
شود. پارامترها برآوردگرهای (MSE) خطا٢ دوم توان میانگین و اریبی١ شدید افزایش به منجر می�تواند
انجام تعمیم�یافته خطی مدل�های پیوند توابع به لازم انعطاف ورود برای زیادی کارهای دیگر، سوی از
لجستیک مدل تقارن عدم و تقارن برای را جداگانه� پارامتری یک مدل دو ،(١٩٨١) اورداز آراندا �شده�اند.
پیشنهاد را بخت�ها۴ پارامتری یک کاکس٣ و باکس تبدیل یک ،(١٩٨٢) جانسون و گررو کرد. معرفی
یک ،(١٩٨٨) استوکل داد. ارائه را پارامتری یک مکعبی۵ لجستیک مدل یک ،(١٩٨٣) مورگان دادند.

١Bias
٢Mean Squared Error
٣Box-Cox
۴Odds
۵Cubic Logistic



٣٣ معرفی�شده جانشین راهکارهای

مدل�های داد. پیشنهاد سطحی دو داده�های مدل�سازی برای لجستیکتعمیم�یافته، مدل�های از کلی رده
حضور در مدل�ها این شوند. زده تقریب خانواده�ها از بسیاری توسط می�توانند و هستند کلی استوکل
و دی (چن، هستند ناسره پسین دارای ناآگاهی�بخش پیشین�های از بسیاری برای تبیینی، متغیرهای

.(١٩٩٩ شائو،
بالایی انعطاف از که کردند معرفی را t-تعمیم�یافته چوله پیوند تابع همکارانش و کیم ٢٠٠٨ سال در
جستجوی در همواره محققان واقع، در است. برخوردار نامتعادل سطحی دو داده�های مدل�بندی برای
تنظیم بر علاوه که توزیع�هایی �دیگر، �بیان به یا دهند بروز خود از منعطف�تری رفتار که هستند توزیع�هایی
کلفت�تر دم�های با توزیع�هایی آماری دیدگاه از کنند. کنترل نیز را توزیع دم رفتار بتوانند چولگی پارامتر
از توزیع دم رفتار در کنترل قدرت داشتن دلیل به t-تعمیم�یافته توزیع هستند. نظر مد نرمال توزیع از

می�کنیم. معرفی را مدل این ادامه در است. برخوردار بالایی انعطاف�پذیری

تعمیم�یافته -t توزیع ١.٢.٢
�صورت به است شده پیشنهاد (١٩٩۵) بولفارین و آرلانو-واله توسط که t-تعمیم�یافته۶ چگالی تابع

fgt,v۱,v۲(w) =
Γ(v۱+۱

۲ )
√
πv۲Γ(

v۱
۲ )

(
۱+

w۲

v۲

)− (v۱+۱)
۲ (١.٢)

متغیر یک W اگر است. مقیاس پارامتر v۲ ∈ R+ و توزیع شکل٧ پارامتر v۱ ∈ R+ آن در که است،
نوشت می�توان است، حقیقی اعداد مجموعه آن تکیه�گاه که باشد t-تعمیم�یافته چگالی تابع با تصادفی

از عبارت�اند ترتیب به توزیع این واریانس و میانگین .W ∼ Pgt,v۱,v۲

E(W ) = ۰ v۱ > ۱

V ar(W ) =
v۲

(v۱ − ۲) v۱ > ۲.

تبدیل آزادی درجه v با t-استودنت توزیع به t-تعمیم�یافته توزیع ،v۱ = v۲ = v خاص حالت در
است. متقارن صفر محور حول t-استودنت، مشابه t-تعمیم�یافته، توزیع احتمال چگالی تابع می�شود.
دم�کلفت توزیع یک به توزیع این شکل، پارامتر کوچک مقادیر ازای به می�باشد. زنگی-شکل٨ آن نمودار
می�شود. همگرا نرمال توزیع به توزیع این ،v۱ → ∞ شکل، پارامتر بزرگ مقادیر برای و می�شود تبدیل
٢.٢ شکل در که همان�طور می�گردد. تعیین نرمال توزیع یک با مقایسه در توزیع تابع یک دم�کلفتی
دارد. استاندارد نرمال چگالی به نسبت کندتری نزولی سیر t-تعمیم�یافته توزیع چگالی می�شود، مشاهده

تعمیم�یافته -t متقارن پیوند تابع
β = (β۱, . . . , βp)

′ سطحی، دو مستقل مشاهده�شده پاسخ�های بردار y = (y۱, . . . , yn)′ کنید فرض
p تبیینی متغیرهای بردار ،i = ۱,۲, . . . , n ،xi = (xi۱, xi۲, . . . , xip)

′ رگرسیونی، ضرایب بردار
۶Generalized T-Distribution
٧Shape Parameter
٨Bell-Shaped



تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ٣۴

(ب) (آ)

و v۱ = ۱٫۲ (آ) با �پر) (خط t-تعمیم�یافته چگالی تابع و (خط�چین) استاندارد نرمال چگالی تابع نمودار :٢.٢ شکل
v۲ = ۱ و v۱ = ۲ (ب) و v۲ = ۱

که پنهان متغیر رهیافت باشند. مستقل پنهان متغیرهای بردار w = (w۱, w۲, . . . , wn)
′ و بعدی

به سطحی دو رگرسیون مدل یک نمایش برای می�تواند است، شده ارائه (١٩٩٣) چیب و آلبرت توسط
می�شود: تعریف زیر صورت به که باشد پنهان متغیر یک wi کنید فرض رود. کار

yi =

۱ wi > ۰
۰ wi ≤ ۰

که به�طوری
wi = x′iβ + ϵi (٢.٢)

صورت به t-استودنت توزیع تابع کنید فرض است. تجمعی توزیع تابع یک F و ϵi ∼ F آن در که
Ftv(w) =

∫ w

−∞
ftv(u)du

F = Ftv (٢.٢) رابطه در اگر است. آزادی درجه v با t-استودنت توزیع چگالی تابع ftv(·)آن در که باشد،
پیوند تابع این .(٢٠٠۴ (لیو، می�شود نامیده رابیت٩ پیوند تابع �آمده، به�دست پیوند تابع آن�گاه شود،
تبدیل کوشی١٠ پیوند تابع به است v = ۱ زمانی�که برای و پرابیت پیوند تابع به ،v → ∞ زمانی�که
چیب، و (آلبرت شود زده تقریب رابیت پیوند تابع به�وسیله می�تواند نیز لجیت پیوند تابع می�شود.
پیوند تابع مدل نیست، کارا متقارن پیوند توابع به��وسیله چوله پاسخ�های تحلیل که آن�جایی از .(١٩٩٣

است. شده معرفی t-تعمیم�یافته١١ چوله
٩Robit Link
١٠Cauchy Link
١١Skewed Generalized T-link Function



٣۵ معرفی�شده جانشین راهکارهای

تعمیم�یافته -t چوله پیوند تابع
معرفی پنهان متغیر اساسرهیافت بر (١٩٩٩) شائو و دی توسطچن، t-تعمیم�یافته چوله پیوند تابع مدل
wi کنید فرض قبل، مفروضات به توجه با گردید. ارایه آمیخته اثرات ساختار با مدلی قالب در که شد

می�شود: تعریف زیر �صورت به که باشد پنهان متغیر یک
yi =

۱ wi > ۰
۰ wi ≤ ۰

که به�طوری
wi = x′iβ + σzi + ϵi (٣.٢)

چوله توزیع یک تجمعی توزیع تابع G همچنین مستقل�اند. هم از zi و ϵi و ϵi ∼ F ،zi ∼ G آن در که
است: زیر ویژگی�های دارای ساختار این با مدل است. متقارن توزیع یک تجمعی توزیع تابع F و

می�شود. محسوب آمیخته اثرهای با مدل یک مدل این •
اگر و مثبت چولگی σ > ۰ اگر که، معنی این به می�کند. کنترل را چولگی σ مقیاس پارامتر •

است. منفی چولگی σ < ۰

است. متقارن پیوندی تابع با مدل باشد، σ = ۰ یا باشد صفر در تباهیده توزیع یک G اگر •
است. �اجرا قابل �راحتی به گیبز نمونه�گیر الگوریتم از استفاده •

رابطه در یکدیگر با σ و مبدأ از عرض آمیختن١٢ درهم اما است، مناسبی ویژگی�های دارای مدل این�که با
مبدأ از عرض بدون مدلی (١٩٩٩) همکاران و چن می�شود. مدل در محدودیت بروز موجب (٣.٢)
این دیگر ممکن �حل راه نگیرد. صورت �خوبی به برازش است ممکن نیز مدل این در که دادند پیشنهاد
رفتن دست از موجب نیز مدل این شود. گرفته نظر در σ = ۱ اما باشد مدل در مبدأ از عرض که است
را مدلی (٢٠٠٨) همکاران و کیم مشکلات، این بر غلبه برای می�شود. چولگی کنترل در انعطاف�پذیری

دادند. ارائه زیر �صورت به
می�شود: تعریف زیر �صورت به که باشد پنهان متغیری w∗

i کنید فرض
yi =

۱ w∗
i > ۰

۰ w∗
i ≤ ۰

که به�طوری
w∗

i = x′iβ
∗ + {zi − E(z)}+ ϵ∗i

با مستقل�اند. هم از نیز zi و ϵ∗i و است، G توزیع میانگین E(z) ،zi ∼ G، ϵ∗i ∼ Fgt,v۱,v۲ آن در که
می�دهیم قرار مدل، کردن١٣ بازپارامتری از استفاده

wi =
w∗

i√
v۲

β =
β∗
√
v۲

σ =
۱

√
v۲

ϵi =
ϵ∗

√
v۲

.

١٢Confounding
١٣Reparametrization



تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ٣۶

می�شود: ارائه زیر �صورت به چوله پیوند تابع مدل بنابراین،

yi =

۱ wi > ۰
۰ wi ≤ ۰

که به�طوری
wi = x′iβ + σ{zi − E(z)}+ ϵi

تعیین ۰ < σ ≤ ۱ �صورت به چولگی پارامتر مدل، این در .ϵi ∼ fgt,v۱,v۲=۱ و σ > ۰ آن در که
سنگینی نیز v۱ پارامتر می�کند. فراهم را مدل در مبدأ از عرض وجود اجازه محدودیت این که می�گردد
برای مختلف توزیع چندین مدل، شناسایی�پذیری از اطمینان برای عمل در می�کند. کنترل را دنباله
با متناسب توزیع بهترین DIC مانند مدل انتخاب معیارهای از استفاده با سپس و می�شوند تعریف G

می�شود: معرفی زیر صورت�های به G توزیع می�گردد. تعیین داده�ها

آن از منظور و می�شود داده {۰}△نشان �صورت به و است تباهیده صفر در •

P (zi = ۰) = ۱

می�دهد. نتیجه را t-تعمیم�یافته متقارن پیوند تابع توزیع این از استفاده است.

احتمال چگالی تابع با (E) استاندارد نمایی •

f(zi) =

e−zi zi > ۰
۰ جاها سایر

می�دهد. نتیجه را مثبت چوله پیوند تابع یک که

احتمال چگالی تابع با (NE) منفی١۴ استاندارد نمایی •

f(zi) =

ezi zi < ۰
۰ جاها سایر
می�دهد. نتیجه را منفی چوله پیوند تابع یک که

احتمال چگالی تابع با (HN ) نیم�نرمال١۵ توزیع •

f(zi) =

( ۲√
۲π )e

− z۲i
۲ zi > ۰

۰ جاها سایر
به شدن نزدیک سرعت نرخ پیوند تابع این در می�دهد. نتیجه را مثبت چوله پیوند تابع یک که

است. صفر به شدن نزدیک سرعت نرخ از بیشتر یک
١۴Negative Standard Exponentail Distribution
١۵Half Normal Distribution



٣٧ معرفی�شده جانشین راهکارهای

احتمال چگالی تابع با (NHN ) منفی١۶ نیم�نرمال •

f(zi) =

( ۲√
۲π )e

− z۲i
۲ zi < ۰

۰ جاها سایر
بیشتر آن در صفر به شدن نزدیک سرعت نرخ و می�دهد نتیجه را منفی چوله پیوند تابع یک که

است.
می�دهد. نشان G برای مختلف توزیع�های با را t-تعمیم�یافته توزیع تابع ٣.٢ نمودار

(ب) (آ)

(آ) σ = ۱ و v۲ = ۱ ،v۱ = ۱٫۲ با σzi + ϵi برای t-تعمیم�یافته توزیع تابع نمودار :٣.٢ شکل
(نقطه�چین)، G = HN (ب) و پر) (خط G = △{۰} و (نقطه�خط) G = NE (نقطه�چین)، G = E

پر) (خط G = △{۰} و (نقطه�خط) G = NHN

دی و وانگ روش، این در محاسبات سنگینی همچنین و چولگی پارامتر در محدودیت دلیل به
تابع از بیشتر حتی و با مشابه انعطافی که کردند معرفی را تعمیم�یافته فرین مقادیر پیوند تابع (٢٠١٠)
فرین مقادیر توزیع ابتدا مدل، این معرفی برای است. ساده�تر آن اجرای و دارد t-تعمیم�یافته چوله پیوند

می�کنیم. معرفی را تعمیم�یافته

تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع ٢.٢.٢
در را کوچک خیلی یا بزرگ خیلی مشاهدات رفتار و دارد تمرکز توزیع دم�های بر که فرین مقادیر نظریه
جمله از است. گرفته قرار مطالعه مورد مختلف علمی زمینه�های در می�کند، تحلیل تصادفی فرآیندی
همکاران، و تامسون ١٩٨٩؛ (اسمیت، زیست�محیطی علوم به می�توان نظریه این کاربردی زمینه�های
تحلیل در هواشناسی ،(١٩٩٩ همکاران، و (کایرس زمین�لرزه�ها بزرگی تحلیل در زمین�شناسی ،(٢٠٠١
تحلیل و (٢٠٠٧ تامس، و (رایس خوردگی تحلیل در مهندسی ،(٢٠٠٧ همکاران، و (کولی بارش مقدار

نمود. اشاره (٢٠٠۶ ذمپلنی، و (درایدن ماهیچه�ای بافت و DNA شکل�های
١۶Negative Half Normal Distribution



تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ٣٨

دلخواه توزیع تابع با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xt; t ≥ ۱} کنید فرض
یعنی می�دهیم. Mnنشان با را دنباله این اول تصادفی متغیر n ماکسیمم باشد. F (·)

Mn = max{X۱, . . . , Xn}.

میل n → ∞ وقتی آن، مجانبی ویژگی�های Mnو تصادفی متغیر توزیع تابع با فرین، مقادیر توزیع بحث
�صورت Mnبه توزیع تابع است. آمیخته هم در می�کند،

FMn(x) = P (X۱ ≤ x, . . . , Xn ≤ x)

= P (X۱ ≤ x)× · · · × P (Xn ≤ x)

= F n(x)

(۴.٢)

که باشد مقداری کوچکترین x∗ اگر کند، میل بی�نهایت سمت به n وقتی کنید توجه می�شود. تعیین
عمل در .(٢٠٠١ (کلز، شد خواهد x∗ در تباهیده (۴.٢) توزیع x < x∗ هر ازای به آن�گاه F (x∗) = ۱
بزرگتری خیلی نقصان موجب F برآورد در نقصان هرگونه شود. برآورد باید و است نامعلوم F توزیع تابع
ثابت�های از دنباله دو استقلال، و هم�توزیعی فرض دو قبول با منظور، این برای می�شود. F n برآورد در
nافزایش با P (Mn−bn

an
≤ x) توزیع که می�شوند تعیین طوری {bn;n ≥ ۱} و {an;n ≥ ۱} حقیقی

ابتدا می�شود، بیان زیر در که فرین انواع قضیه شود. همگرا G(x) غیرتباهیده توزیع تابع به (n → ∞)
کرد. اثبات را آن از کامل�تری صورت (١٩۴٣) ندنکوف سپس و گردید ارائه (١٩٢٨) تیپت و فیشر توسط
{an;n ≥ ۱} ثابتحقیقی دنباله�های و باشد غیرتباهیده١٧ توزیع Gیکتابع اگر فرین). (انواع ١.٢.٢ قضیه

که باشند داشته وجود طوری {bn;n ≥ ۱} و
lim
n→∞

P (
Mn − bn

an
≤ x) = lim

n→∞
F n(anx+ bn) = G(x)

ترتیب به توزیع توابع با وایبل١٩ و فرشه١٨ گامبل، توزیع�های از یکی G آن�گاه
I : G(x) = exp{− exp{−(

x− b

a
)}} −∞ < x < ∞

II : G(x) =

۰ x ≤ b

exp{−(x−b
a
)−α} x > b

III : G(x) =

exp{−{−(x−b
a
)}α} x < b

۱ x ≥ b

می�باشند. توزیع شکل پارامتر α > ۰ و مکان پارامتر b ∈ R مقیاس، پارامتر a > ۰ آن�ها در که است،
�توزیع، هم و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای ماکسیمم که می�دهد نشان قضیه این واقع در
چگالی توابع ۴.٢ شکل می�کند. پیروی وایبل و فرشه گامبل، توزیع�های از یکی از وجود، صورت در
گامبل و (a = ۱, b = ۰, α = ۰٫۵) فرشه ،(a = ۱, b = ۰, α = −۰٫۵) وایبل توزیع�های

١٧Nondegenerat Distribution
١٨Frechet
١٩Weibull



٣٩ معرفی�شده جانشین راهکارهای

(نقطه�چین) فرشه توزیع پر)، (خط وایبل توزیع فرین: مقادیر توزیع�های چگالی تابع نمودار :۴.٢ شکل
(خط�چین) گامبل توزیع و

پارامتر دارای وایبل توزیع و α > ۰ شکل پارامتر دارای فرشه توزیع می�دهد. نشان را (a = ۱, b = ۰)
هستند. مدی تک توزیع سه هر و بوده راست به چوله گامبل و فرشه توزیع�های هستند. α < ۰ شکل
به را وایبل توزیع چگالی ۵.٢ شکل می�کند. فراهم را مدی تک توزیع�های از غنی خانواده�ای وایبل توزیع
،α > −۳٫۶ ازای به توزیع این می�شود، ملاحظه که همان�طور می�دهد. نشان α مختلف مقادیر ازای

است. راست به چوله و متقارن چپ، به چوله ترتیب به α < −۳٫۶ و α = −۳٫۶
دست واحدی مدل به وایبل و فرشه گامبل، توزیع�های کردن بازپارامتری با (١٩٣۶) میسس وان
وایبل، توزیع�های با α = ۱

ξ
طریق از توزیع این می�شود. نامیده تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع که یافت

به ،{x : ۱+ ξ (x−µ)
σ

> ۰} مجموعه روی بر آن توزیع تابع به�طوری�که می�شود، مرتبط گامبل و فرشه
�صورت

G(x) = exp

[
−
{
۱+ ξ

(x− µ)

σ

}−۱
ξ

+

]

،µ ∈ R مکان پارامتر سه دارای توزیع تابع این است. x+ = max{x,۰} آن در که می�شود تعریف
ξ شکل پارامتر می�دهیم. نشان GEV (µ, σ, ξ) نماد با را آن و است ξ ∈ R شکل و σ ∈ R+ مقیاس
مقدار و فرشه توزیع ،ξ > ۰ مثبت، شکل پارامتر .(٢٠١٠ دی، و (وانگ می�کند کنترل را توزیع دم رفتار
می�کنیم تفسیر ξ → ۰ به�عنوان را ξ = ۰ مقدار می�کند. مشخص را وایبل توزیع ،ξ < ۰ آن، منفی
به چندجمله�ای، مرتبه با که است �کلفت دم با توزیعی ξ > ۰ مقدار می�دهد. نتیجه را گامبل توزیع که
به نمایی، مرتبه با که است متوسط دم با توزیعی ξ = ۰ مقدار همچنین می�یابد. کاهش صفر سمت
چندجمله�ای مرتبه با توزیع دم از بیشتر نمایی، مرتبه با توزیع دم نزول سرعت کاهشمی�یابد. سمتصفر
توزیع این مد و واریانس میانگین، .(٢٠٠٣ (اسمیت، است باریک دم با توزیعی نیز ξ < ۰ مقدار است.



تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ۴٠

α = −۲ و (نقطه�چین) α = −۳٫۶ پر)، (خط α = −۷ با وایبل توزیع چگالی تابع نمودار :۵.٢ شکل
(خط�چین)

از: است عبارت
E(X) = µ− σ

ξ
+

σ

ξ
Γ(۱− ξ)

V ar(X) =
σ۲

ξ۲
(Γ(۱− ۲ξ)− Γ۲(۱− ξ))

M(X) = µ+ σ
(۱+ ξ)−ξ − ۱

ξ

است: زیر صورت به گاما تابع Γ(·) آن�ها در که
Γ(α) =

∫ ∞

۰
xα−۱e−xdx.

تعریف با می�نیمم�ها برای تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع تابع
mn = min{X۱, . . . , Xn}

مجموعه بر P (mn−dn
cn

≤ x) −→ ۱−G(−x) یعنی ماکسیمم�ها، توزیع تابع با آن رابطه و
{x : ۱− ξ

(x− µ)

σ
> ۰}

حالت این در است. تعریف قابل
G(x) = ۱− exp

[
−
{
۱− ξ

(x− µ)

σ

}−۱
ξ

+

]
.

کنیم. بیان را آن ویژگی�های و معرفی را تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل می�توانیم اکنون



۴١ معرفی�شده جانشین راهکارهای

تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل ٣.٢.٢
بردار β = (β۱, . . . , βp)

′ سطحی، دو مشاهده�شده پاسخ�های بردار y = (y۱, . . . , yn)′ کنید فرض
بعدی p تبیینی متغیرهای بردار ،i = ۱,۲, . . . , n ،xi = (xi۱, xi۲, . . . , xip)

′ و رگرسیونی ضرایب
pi اگر کنند. پیروی برنولی توزیع از ،i = ۱,۲, . . . , n ،yi پاسخ�های �کنید فرض همچنین، باشند.
y۱, . . . , yn nتایی نمونه یک برای باشد، yi = ۰ شکست احتمال ۱− pi و yi = ۱ موفقیت احتمال

با است برابر آن�ها توأم احتمال تابع هم، از مستقل
n∏

i=۱
pyii (۱− pi)

۱−yi = exp

[
n∑

i=۱
yi ln

(
pi

۱− pi

)
+

n∑
i=۱

ln(۱− pi)

]
اساس بر موفقیت احتمال مدل�سازی برای بنابراین، است. نمایی توزیع�های خانواده از عضوی که
برایمدل�سازیاحتمال�های کرد. استفاده تعمیم�یافته مدل�هایخطی از باید نظر، مورد تبیینی متغیرهای

که باشد داشته وجود g(·) مانند تابعی باید تعمیم�یافته، خطی مدل�های الگوی از پیروی با pi
g(pi) = x′

iβ.

x′
iβ برازش�شده مقدار می�گیرد، قرار [۰,۱] بازه در همواره و است احتمال یک pi که این به توجه با

از باید وضعیتی، چنین از اجتناب برای گیرد. قرار بازه این از خارج در x′
i مقادیر تغییر با است ممکن

خطی مدل چارچوب بنابراین باشد. [۰,۱] محدوده در آن�ها معکوس تابع برد که نمود استفاده توابعی
صورت به حالت این در تعمیم�یافته

pi = P (yi = ۱) = g−۱(x′
iβ) = F (x′

iβ) (۵.٢)
مشتق�پذیر و یکنوا٢٠ پیوند تابع g = F−۱(·) و تجمعی توزیع تابع F (·) آن در که می�شود، داده نشان

می�باشند.
توابع رایج�ترین� بود. خواهد متقارن نیز آن پیوند تابع است، متقارن توزیع تابع یک F زمانی�که
F−۱(pi) = log( pi

۱−pi
) و F−۱(pi) = Φ−۱(pi) شکل�های با ترتیب به لجیت و پرابیت متقارن پیوند

می�شود. تعریف نامتقارن توزیع تابع از نامتقارن پیوند تابع همچنین .(١٩٨١ اورداز، (آراندا هستند
کرد اشاره F−۱(pi) = log{− log(۱ − pi)} شکل با Cloglog پیوند تابع به می�توان مثال، به�عنوان
به چوله نامتقارن متقارن، می�توانند که فرین مقادیر توزیع�های خانواده صورت به توجه با .(١٩٩٩ (چن،
فرض با تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل برای خطی مدل چارچوب باشند، چپ به چوله نامتقارن یا راست

�صورت به (٢.٢) مدل در ϵi ∼ GEV (µ = ۰, σ = ۱, ξ)
pi = P (yi = ۱) = ۱− exp{−(۱− ξxi

′β)
−۱

ξ

+ } = ۱−GEV (−x′
iβ; ξ) (۶.٢)

پارامترهای با تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع تجمعی احتمال GEVتابع (x; ξ) آن در که می�شود، تعریف
تعمیم�یافته فرین مقادیر پیوند تابع بنابراین، است. x نقطه در ξ نامعلوم شکل پارامتر و σ = ۱ ،µ = ۰

است: زیر صورت به
F−۱(pi) =

(log(۱− pi))
ξ + ۱

ξ(log(۱− pi))ξ
.

٢٠Monotone Link Function
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مقادیر و شکل پارامتر متفاوت مقادیر ازای به را تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع تابع ،۶.٢ شکل
۶.٢ شکل در که همان�طور می�دهد. نشان مقیاس و مکان پارامترهای ترتیب به برای یک و صفر
به نسبت ،ξ ∈ [−۰٫۵,۰٫۵] با GEV مدل در آمده به�دست چولگی محدوده می�شود، مشاهده

است. عریض�تر بسیار مشخص، توزیع�های با t-تعمیم�یافته مدل

ξ = ۰٫۵ پر)، (خط ξ = ۰ ازای به تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیونی مدل نمودار :۶.٢ شکل
(خط�چین) ξ = −۰٫۵ و (نقطه�چین)

نظر در ξ ≈ −۰٫۲۷۷۶۰ و σ ≈ ۰٫۹۹۹۰۳ ،µ ≈ −۰٫۳۵۵۷۹ اگر خاص، حالت در
پیوند تابع یعنی می�شود. زده تقریب فرین مقادیر توزیع توسط استاندارد نرمال توزیع آن�گاه شوند، گرفته
مقابل در فرین مقادیر توزیع چندک�های ٧.٢ شکل در می�شود. تبدیل پرابیت پیوند تابع به فرین مقادیر
را فرین مقادیر مدل بودن مجانبی نرمال می�توان نمودار این به توجه با شده�اند. ترسیم پرابیت مدل

می�خورد. چشم به دم�ها ناحیه در عمده اختلاف گرفت. نتیجه

تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل چولگی ارزیابی
استفاده توزیع�ها چولگی میزان سنجش برای µ۳ = {E(x− µ)۳}{E(x− µ)۲}−۳

۲ معیار از معمولا˟
ندارد. وجود ،ξ شکل، پارامتر مثبت و بزرگ مقادیر ازای به ،GEV مدل در معیار این اما می�شود.

می�شود. استفاده چولگی تعیین برای شد، معرفی اول فصل در که ،γ(·) معیار از بنابراین،
می�شود: تعریف زیر �صورت به تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل پیوند تابع برای پاسخ منحنی

F (x′
iβ) = h(xi) = ۱− e{−(۱−ξx′

iβ)}
−۱

ξ
.
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و σ ≈ ۰٫۹۹۹۰۳ ،µ ≈ −۰٫۳۵۵۷۹ مقادیر با فرین مقادیر چندک�های نمودار :٧.٢ شکل
مرجع خط چین، خط و چندک نمودار توپر خط پرابیت، چندک�های مقابل در ξ ≈ −۰٫۲۷۷۶۰

است

نرخ محاسبه برای دارد. وجود x کمکی متغیر یک تنها کنید فرض مسأله، کلیت دادن دست از بدون
داریم دارد، اهمیت ١ و ٠ نزدیکی در آن اندازه�گیری که پاسخ منحنی شیب

∂h(x)

∂x
= ξ β e{−(۱−ξxβ)}−

۱
ξ × ۱

ξ
(۱− ξxβ)−

۱
ξ
−۱

= β e{−(۱−ξxβ)}−
۱
ξ × (۱− ξxβ)−

۱
ξ
−۱.

می�آید: به�دست زیر �صورت به نیز ∂h(x)
∂x

نرخ تغییرات
∂۲h(x)

∂x۲ = β۲ e{−(۱−ξxβ)}−
۱
ξ × (۱− ξxβ)−

۱
ξ
−۲ × [(۱+ ξ)− (۱− ξxβ)−

۱
ξ ].

β که معنی این به می�یابد افزایش x زمانی�که بنابراین، است. ∂۲h(x)
∂x۲ < ۰ باشد، ξ ≤ −۱ هنگامی�که

از بیشتر ٠ نزدیکی در پاسخ منحنی شدن زیاد سرعت نتیجه، در است. کاهشی ∂h(x)
∂x

نرخ است، مثبت
منفی چولگی همیشه ξ ≤ برای۱− GEV پیوند تابع بنابراین، است. ١ نزدیکی در آن شدن زیاد سرعت
منحنی شدن زیاد سرعت نتیجه، در است، منفی β که معنی این به می�یابد کاهش x زمانی�که دارد.
برای GEV پیوند تابع بنابراین، است. ٠ نزدیکی در آن شدن زیاد سرعت از بیشتر ١ نزدیکی در پاسخ

دارد. منفی چولگی ξ ≤ −۱
می�افتد: اتفاق حالت دو ،(۱− ξxβ) > ۰ شرط به توجه با باشد، ξ > −۱ هنگامی�که

باید باشد، مثبت ∂۲h(x)
∂x۲ آن�که برای •

[(۱+ ξ)− (۱− ξxβ)−
۱
ξ ] > ۰.
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بنابراین
[(۱+ ξ)− (۱− ξxβ)−

۱
ξ ]−ξ > ۰.

گرفت نتیجه می�توان اکنون
(۱+ ξ)−ξ > (۱− ξxβ).

پس
ξxβ > ۱− (۱+ ξ)−ξ

برای نهایت در و
x >

۱− (۱+ ξ)−ξ

ξβ

است. افزایشی ∂h(x)
∂x

نرخ

باید ،∂۲h(x)
∂x۲ بودن منفی برای •

[(۱+ ξ)− (۱− ξxβ)−
۱
ξ ] < ۰.

بنابراین
[(۱+ ξ)− (۱− ξxβ)−

۱
ξ ]−ξ < ۰.

نتیجه در
(۱+ ξ)−ξ < (۱− ξxβ).

نوشت می�توان راحتی به که
ξxβ < ۱− (۱+ ξ)−ξ.

برای بنابراین
x <

۱− (۱+ ξ)−ξ

ξβ

است. کاهشی ∂h(x)
∂x

نرخ

این که می�افتد، اتفاق x∗ = ۱−(۱+ξ)−ξ

ξβ
نقطه در باشد، ∂h(x)

∂x
نرخ به نزدیک که ماکسیمم مقدار پس

تابع مقدار و است مدی تک تعمیم�یافته، فرین مقادیر توزیع پیوند تابع است. مد همان مقدار حداکثر
با است برابر مد، در آن احتمال چگالی

f(x∗) = ۱− e−(۱+ξ).

صورت به X تصادفی متغیر چولگی شد، بیان (٨.١) بخش در که شرایطی تحت
γ(X) = ۱− ۲F (Mx)
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مقدار ازای به �آمد، �دست به مد برای که رابطه�ای به توجه با (۶.٢) پیوند تابع چولگی می�شود. تعریف
�صورت به ξ > −۱

γM(X) = ۱− ۲F (Mx)

= ۱− ۲(۱− exp[−(۱+ ξβMx)
−۱

ξ

+ ])

= ۱− ۲(۱− exp[−(۱+ ξβ
(۱+ ξ)−ξ − ۱

ξβ
]
−۱
ξ

+ )

= ۲ exp[−(۱+ ξ)−ξ]
−۱
ξ

+ ]− ۱
= ۲ exp[−(۱+ ξ)]− ۱

چولگی آن�ها ازای به که را ξ از مقادیری می�توان مدل، شکل پارامتر حسب بر بنابراین می�شود. محاسبه
باید منفی چولگی برای آورد. دست به� است، منفی پیوند تابع

۲e[−(۱+ξ)] − ۱ > ۰.

داشت خواهیم پس
e[−(۱+ξ)] >

۱
۲ .

نتیجه در
ξ < log۲− ۱.

GEV پیوند تابع بنابراین، دارد. مثبت چولگی است، ξ < log۲ − ۱ هنگامی�که GEV توزیع پس
در پاسخ منحنی شدن زیاد سرعت نتیجه، در دارد. منفی چولگی است، ξ < log۲ − ۱ هنگامی�که
تابع مثبت چولگی بررسی برای مشابه به�طور است. ١ نزدیکی در آن شدن زیاد سرعت از بیشتر ٠ نزدیکی

باید پیوند،
۲e[−(۱+ξ)] − ۱ < ۰.

بنابراین
e[−(۱+ξ)] <

۱
۲

می�شود نتیجه که
ξ > log۲− ۱.

شدن زیاد سرعت نتیجه، در دارد. مثبت چولگی پیوند تابع است، ξ > log۲−۱ هنگامی�که بنابراین،
و آرنولد مقاله در نتایج این است. ٠ نزدیکی در آن شدن زیاد سرعت از بیشتر ١ نزدیکی در پاسخ منحنی

است. شده بیان (١٩٩۵) گرینولد





٣ فصل
تعمیم�یافته فرین مقادیر بیزی مدل

از کرد. برآورد بیزی و درستنمایی گشتاوری، روش�های با می�توان را فرین مقادیر مدل پارامترهای
است. مزیت�هایی دارای سادگی عین در ماکسیمم درستنمایی روش برآوردیابی، متفاوت روش�های میان
مناسبی انعطاف�پذیری دارای کاربردی لحاظ از بهینه، مجانبی ویژگی�های بودن دارا بر علاوه روش این
درستنمایی برآوردگرهای از استفاده که مشکلی می�باشد. تبیینی متغیرهای اطلاعات مدل�بندی در
مهیا وجود با عمل در است. نمونه حجم بودن کوچک می�کند، محدود وجود، صورت در را، ماکسیمم
می�مانند. باقی برازش برای کمی مشاهدات فرین، مقادیر تعریف از بعد بزرگ داده�های مجموعه بودن
برآورد در را مشکلاتی داده�ها زیاد پراکندگی اما باشد، مناسب داده�ها حجم است ممکن دیگر طرف از
برآوردهای که می�شود موجب محدودیت�ها این کند. ایجاد ماکسیمم درستنمایی روش با پارامترها

نباشند. برخوردار کافی دقت از ماکسیمم درستنمایی
درستنمایی بر مبتنی استنباط برای بهتری جانشین می�تواند مدل این در بیزی استنباط مقابل، در
یک فصل، این در باشد. مبرا ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای برای موجود نظری مشکلات از و باشد
الگوریتم�های از استفاده با را آن و داده ارایه تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل برای را بیزی نسخه

می�دهیم. MCMCبرازش

ماکسیمم درستنمایی استنباط ١.٣
دارایویژگی�های می�شوند، حاصل درستنمایی تابع کردن ماکسیمم از که ماکسیمم برآوردگرهایدرستنمایی
می�باشند؛ مفید بعدی استنباط�های برای نظم شرایط بودن برقرار صورت در که هستند بهینه مجانبی

۴٧
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ممکن نظم شرایط است، وابسته پارامتر به تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع تکیه�گاه آن�که دلیل به اما
فرین مقادیر توزیع پارامترهای ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای (١٩٨۵) اسمیت نباشند. برقرار است

داد: نشان و نمود بررسی را تعمیم�یافته

معمول مجانبی ویژگی�های دارای ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای باشد، ξ > −۰٫۵ اگر •
هستند.

دارای اما بوده موجود ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای باشد، −۱ < ξ < −۰٫۵ اگر •
نیستند. استاندارد مجانبی ویژگی�های

ندارند. وجود ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای باشد، ξ < −۱ اگر •

مجانبی بودن نرمال و کارایی سازگاری، مانند مجانبی ویژگی�های ξ > −۰٫۵ ازای به تنها بنابراین
هستند. حصول قابل برآوردگرها توزیع

باشند. تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع تابع با مستقل تصادفی متغیرهای ،Y۱, . . . , Yn کنید فرض
ازای به باشد، ۱ + ξ(yi−µ

σ
) > ۰ ،i = ۱, . . . , n هر برای آن�که بر مشروط درستنمایی تابع لگاریتم

با است برابر ξ ̸= ۰

ℓ(µ, σ, ξ) = −n log σ − (۱+
۱
ξ
)

n∑
i=۱

log

[
۱+ ξ(

yi − µ

σ
)

]

−
n∑

i=۱

[
۱+ ξ(

yi − µ

σ
)

]−۱
ξ

(١.٣)

از است عبارت ξ = ۰ برای و
ℓ(µ, σ, ξ) = −n log σ −

n∑
i=۱

(
yi − µ

σ

)
−

n∑
i=۱

exp

{
−
(
yi − µ

σ

)}
. (٢.٣)

پارامترهای حسب بر نیوتن-رافسون الگوریتم مانند عددی روش�های با (٢.٣) و (١.٣) کردن ماکسیمم
�کار به اولیه مقدار به�عنوان را معمولی گشتاوری برآوردهای الگوریتم�ها این است. امکان�پذیر (µ.σ, ξ)
اما نمی�شوند، همگرا الگوریتم�هایی چنین گاهی کوچک حجم با نمونه�های برای که هرچند می�گیرند.

هستند. استوار �توجهی قابل به�طور
تعمیم�یافته، فرین مقادیر مدل در درستنمایی بر استنباطمبتنی انجام برای معایباشاره�شده به توجه با

می�کنیم. استفاده مدل این در استنباط برای پایان�نامه این در بیزی رهیافت از

بیزی استنباط ٢.٣
زیاد پراکندگی دلیل به نخست است. اهمیت دارای نظر چند از بیزی رهیافت با فرین مقادیر تحلیل
وقتی دیگر طرف از شود. استنباط بهبود موجب می�تواند پیشین اطلاعات از استفاده فرین، مقادیر

نیستند. موجود ماکسیمم درستنمایی برآوردگرهای است، ξ < −۱ پارامتر



۴٩ بیزی استنباط

باشند، تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل در مشاهده�شده داده�های Dobs = (n, y, X) کنید فرض
بردار y هستند، تبیینی متغیرهای مشاهدات آن ستون�های که است مدل طرح ماتریس X آن در که
تابع گرفتن نظر در با و (۶.٢) و (۵.٢) روابط به توجه با است. نمونه حجم n و است پاسخ مشاهدات

صورت به مشاهدات درستنمایی

L(β, ξ|y, X) =
n∏

i=۱
{۱−GEV (−x′iβ; ξ)}yi{GEV (−x′iβ; ξ)}۱−yi

�صورت به مشاهدات �شرط به پارامترها پسین توزیع

π(β, ξ|Dobs) ∝ L(β, ξ|y, X)π(β|ξ)π(ξ) (٣.٣)

می�شود. حاصل
پیشینی توزیع هر کلی، حالت در است. پارامترها برای پیشین توزیع تعیین نیازمند بیزی تحلیل
رهیافت با استنباط و نباشند اختیار در پارامترها مورد در پیشین اطلاعات وقتی شود. استفاده می�تواند
از آمده به�دست اطلاعات معمولا˟ شود، استفاده برایبرطرفنمودنمحدودیت�هایمحاسباتی بیزیصرفاً
ناآگاهی�بخش پیشین�های از نتیجه در دارند. ارجحیت پیشین اطلاعات بر درستنمایی تابع در مشاهدات
ناسره پسین به منجر می�تواند ناآگاهی�بخش پیشین�های از استفاده موارد از برخی در می�شود. استفاده
بودن سره باید استنباط، انجام از قبل نتیجه در نیست. امکان�پذیر ناسره پسین توزیع با استنباط گردد.

شود. تایید و بررسی حتما پسین توزیع
دامنه نظری، دیدگاه از می�کنیم. استفاده سره پیشین توزیع از ξ شکل پارامتر برای پایان�نامه این در
(٢٠٠٠) نادارجا و کاتز و (٢٠٠١) کولز در که همان�طور اما است؛ R حقیقی اعداد مجموعه ξ تغییرات
−۱/۲ < ξ < ۱/۲ گرفتن نظر در که داده نشان واقعی داده�های تحلیل تجربه است، شده پیشنهاد
پیشین توزیع�های تحت ،ξ بزرگ مثبت مقادیر است. راضی�کننده عملی کاربردهای در همیشه تقریبا
بزرگ منفی مقادیر و می�شوند منجر ناسره پسین�های به یکنواخت، پیشین توزیع�های مثل β برای ناسره
بیزی محاسبات برای که است منطقی بنابراین .(٢٠٠١ (کولز، می�شوند دیده عمل در ندرت به ξ برای
نظر در ξ برای را [−۱,۱) فاصله در یکنواخت پیشین توزیع فصل این در .−۱ ≤ ξ < ۱ که بپذیریم
استفاده ξ برای N(۰, σ۲

ξ ) پیشین توزیع از شبیه�سازی�ها اجرای برای بعد، فصل در البته می�گیریم.
کرد. خواهیم

پارامترهای ناآگاهی�بخشبرای پیشین�های از ازایبسیاری به پسین توزیع فرین، مقادیر پیوند تابع تحت
پیشین و جفریز ناآگاهی�بخش پیشین� به می�توان پیشین�ها، این جمله از است. سره ،β رگرسیونی
و می�کنیم معرفی β پارامتر برای GEV مدل در را پیشین دو این ادامه در کرد. اشاره ناسره یکنواخت
برای بعدی فصل در می�کنیم. بررسی یکنواخت ناسره پیشین توزیع به نسبت را پسین توزیع بودن سره
استفاده ،j = ۱, . . . , p ،βj ∼ N(۰, σ۲

βj
) نرمال پیشین توزیع�های از شبیه�سازی مطالعه اجرای

می�کنیم.
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جفریز پیشین
تعریف π(β|ξ) ∝ |I(β|ξ)|۱۲ صورت به� GEV مدل در β رگرسیونی پارامترهای برای جفریز پیشین

می�آوریم. به�دست را GEV مدل در β پارامتر برای فیشر اطلاع ماتریس زیر قضیه در می�شود.
آن در که می�شود، نوشته X ′ΩX �صورت به ،I(β|ξ) فیشر، اطلاع ماتریس .١.٢.٣ قضیه

Ω = diag(w۱, . . . , wn)

i = ۱, . . . , n برای و
wi = {(۱− ξx′

iβ)
−۲
ξ
−۲}[exp{(۱− ξx′

iβ)
−۱
ξ } − ۱]−۱.

از است عبارت درستنمایی تابع لگاریتم برهان.

lnL(β, ξ|y, X) =
n∑

i=۱
[ yi log(۱− e−(۱−x′

iβξ)
−۱

ξ
) + (۱− yi) log(e

−(۱−x′
iβξ)

−۱
ξ
)]

=
n∑

i=۱
[ yi log

۱− e−(۱−x′
iβξ)

−۱
ξ

e−(۱−x′
iβξ)

−۱
ξ

− (۱− x′
iβξ)

−۱
ξ ]

=
n∑

i=۱
[ yi log(e

(۱−x′
iβξ)

−۱
ξ − ۱)− (۱− x′

iβξ)
−۱

ξ ].

(۴.٣)

دادن قرار با می�گیریم. مشتق β به نسبت (۴.٣) رابطه از ،k = ۱, . . . , p و j = ۱, . . . , p ازای به
داریم ،ℓ(β, ξ|y, X) = lnL(β, ξ|y, X)

∂ℓ(β, ξ|y, X)

∂βj

=
n∑

i=۱

 yi
e(۱−x′iβξ)

−۱
ξ
xij (۱− x′iβξ)

−۱
ξ
−۱

(e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱)
− xij (۱− x′iβξ)

−۱
ξ
−۱


=

n∑
i=۱

xij (۱− x′iβξ)
−۱

ξ
−۱

 yi e
(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

(e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱)
− ۱


=

n∑
i=۱

xi (۱− x′iβξ)
−۱

ξ
−۱

 yi − ۱+
yi

(e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱)

 .

داریم ،B =

[
yi − ۱+ yi

(e(۱−x′
i
βξ)

−۱
ξ
−۱)

]
و A = xi (۱− x′iβξ)

−۱
ξ
−۱ دادن قرار با

∂۲ℓ(β, ξ|y, X)

∂βj∂βk

=
n∑

i=۱
(B

∂A

∂βk

+
∂B

∂βk

A)

∂A

∂βk

= xij xik (۱+ ξ)(۱− x′iβξ)
−۱

ξ
−۲

∂B

∂βk

= −yi (e
(۱−x′iβξ)

−۱
ξ − ۱)−۲ e(۱−x′iβξ)

−۱
ξ
xik (۱− x′iβξ)

−۱
ξ
−۱.
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نوشت می�توان نتیجه در
∂۲ℓ(β, ξ|y, X)

∂βj∂βk

=
n∑

i=۱
[( yi − ۱+

yi

(e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱)
)xij xik (۱+ ξ)(۱− x′iβξ)

−۱
ξ
−۲

− yi e
(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

(e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱)۲
xik (۱− x′iβξ)

−۱
ξ
−۱ xij (۱− x′iβξ)

−۱
ξ
−۱].

داریم ،E(yi) = pi = ۱− e−(۱−x′iβξ)
−۱

ξ که آن�جایی از

E

(
∂۲ℓ(β, ξ|y, X)

∂βj∂βk

)
= ۰−

n∑
i=۱

(۱− e−(۱−x′iβξ)
−۱

ξ
)e(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

(e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱)۲
xijxik(۱− x′iβξ)

−۲
ξ
−۲

= −
n∑

i=۱

xijxik(۱− x′iβξ)
−۲

ξ
−۲

e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱
.

�صورت به فیشر اطلاع ماتریس (j, k) درایه بنابراین
Ijk = −E

(
∂۲ℓ(β, ξ|y, X)

∂βj∂βk

)
=

n∑
i=۱

(۱− x′iβξ)
−۲

ξ
−۲

e(۱−x′iβξ)
−۱

ξ − ۱
xijxik

حالت، این در است. شده بیان (٢٠٠٨) ابراهیم و گوپتا توسط که است نتیجه�ای مشابه نتیجه این است.
�صورت به پسین توزیع

π(β, ξ|Dobs) ∝
n∏

i=۱
{۱−GEV (−x′iβ; ξ)}yi{GEV (−x′iβ; ξ)}۱−yi|I(β|ξ)|

۱
۲
۱
۲I[−۱,۱)(ξ)

می�شود. حاصل

یکنواخت پیشین
�صورت به پسین توزیع ،π(β) ∝ ۱ ،β برای ناسره یکنواخت پیشین گرفتن نظر در با

π(β, ξ|Dobs) ∝
n∏

i=۱
{۱−GEV (−x′iβ; ξ)}yi{GEV (−x′iβ; ξ)}۱−yi × ۱× ۱

۲I[−۱,۱)(ξ)

اگر فقط و اگر می�شود، سره (٣.٣) رابطه در پسین توزیع پیشین، توزیع این انتخاب با می�شود. ∫حاصل ۱

−۱

∫
Rp

L(β, ξ|y,X) dβ dξ < ∞. (۵.٣)
یک و لم یک باید نظر، مورد قضیه بیان از قبل می�کنیم. بیان زیر در را ۴.٢.٣ قضیه ،(۵.٣) اثبات برای

گردیده�اند. ارائه (٢٠٠١) شائو و چن توسط که کنیم، مطرح را دیگر قضیه
yi = ۰ گاه هر τi = −۱ و yi = ۱ گاه هر τi = ۱ می�کنیم تعریف ،i = ۱, . . . , n هر برای
همچنین باشد. ،i = ۱, . . . , n برای ،x′i سطرهای با n × p طرح ماتریس X کنید فرض باشد.
تعریف ،l < i ≤ m ،τix′i سطرهای با (m − l) × p ماتریس یک را X∗

l,m = (τix
′
i, l < i ≤ m)

(۵.٣) رابطه برقراری برای کافی و لازم شرایط ،٢.٢.٣ قضیه .۰ ≤ l < m ≤ n که به�طوری می�کنیم،
است. کرده مطرح را
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باشند: برقرار زیر شرایط کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه
باشد. رتبه پر X طرح ماتریس (C١

باشد، ai > ۰ مولفه هر که معنی این به باشد، داشته وجود a = (a۱, . . . , ap)′ ∈ Rp مثبت بردار (C٢
که به�طوری

X∗′ai = ۰.

(C٣∫ ∞

−∞
|u|kdF (u) < ∞.

صورت این ∫در ۱

−۱

∫
Rp

L(β, ξ|y,X)dβdξ < ∞.

ماتریس یک X∗
ml−۱,ml

همچنین باشند. برقرار ٢.٢.٣ قضیه (C۲ و (C۱ شرایط کنید فرض .٣.٢.٣ لم
�که زمانی �شود. a′lX∗

ml−۱,ml
= ۰ ،l = ۱, . . . , p هر برای که به�طوری باشد، رتبه پر

X∗β ≤ u

�که به�طوری دارد وجود k مثل ثابتی باشد، برقرار
∥β∥ ≤ k∥u∥

یا
∥β∥ ≤ k min

۱≤l≤p
max

ml−۱<i≤ml

|ui|.

می�پردازیم. نظر مورد قضیه بیان به اکنون
وجود a۱, . . . ,ar مثبت بردارهای و ،۰ = m۰ < . . . < mr ≤ n ،r > p کنید فرض .۴.٢.٣ قضیه
.a′

lX
∗
ml−۱,ml

= ۰ ،l = ۱, . . . , r برایهر و باشد رتبه ∗Xیکماتریسپر
ml−۱,ml

که به�طوری باشند داشته
شد. خواهد سره (٣.٣) رابطه در پسین توزیع ،π(β) ∝ ۱ ناسره یکنواخت پیشین توزیع تحت

مقادیر توزیع تابع با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای u = (u۱, . . . , un)
′ کنید فرض برهان.

روابط به توجه با می�دهیم. نمایش F با که است ξ شکل پارامتر و σ = ۱ ،µ = ۰ با تعمیم�یافته فرین
۱− F (−x) = EI(ui > −x)

و
F (−x) = EI(−ui ≥ −(−x))

نوشت می�توان
[۱− F (−xi

′β)]yi [F (−xi
′β)]۱−yi ≤ EI[τiui ≥ τi(−xi

′β)]

و
[۱− F (−xi

′β)]yi [F (−xi
′β)]۱−yi ≥ EI[τiui > τi(−xi

′β)].
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گرفت نتیجه می�توان فوبینی، قضیه و ٣.٢.٣ لم به توجه با باشد. u∗ = (τ۱u۱, . . . , τnun) ∫فرضکنید ۱

−۱

∫
Rp

L(β, ξ|y,X) dβ dξ

=

∫ ۱

−۱

∫
Rn

[

∫
Rp

I(−τxi
′β < τiui,۱ ≤ i ≤ n) dβ] dF (u) dξ

=

∫ ۱

−۱

∫
Rn

[

∫
Rp

I(X∗β < u∗) dβ] dF (u) dξ

≤
∫ ۱

−۱

∫
Rn

[

∫
Rp

I(∥β∥ ≤ k min
۱≤l≤r

max
ml−۱<i≤ml

|u∗|)dβ]dF (u) dξ

≤ k

∫ ۱

−۱

∫
Rn

r∏
l=۱

E( max
ml−۱<i≤ml

|u∗|
r
p )dF (u) dξ. (۶.٣)

ازای به Eξ(|u|a) دهیم نشان باید ابتدا است، متناهی (۶.٣) رابطه دهیم نشان بتوانیم این�که برای
زمانی�که برای u چگالی تابع است. ،−۱ ≤ ξ < ۱ برای ،ξ از پیوسته توزیع تابع یک ۰ < a < ۱

با است برابر u ∼ F (·)

fξ(u) =


exp

[
−{۱+ ξu}

−۱
ξ

]
۱

{۱+ξu}
۱
ξ
+۱ , u > −۱

ξ
اگر ξ > ۰; u < −۱

ξ
اگر ξ < ۰

exp(− exp(−u)) exp(−u), −∞ < u < ∞ اگر ξ = ۰.

نوشت می�توان ،t = {۱+ ξu}
−۱
ξ کنیم تعریف اگر ξ ̸= ۰ �که هنگامی

Eξ(|u|a) =
∫ ∞

۰
|۱
ξ
(t−ξ − ۱)|ae−tdt.

نوشت می�توان ،t = e−u دهیم قرار اگر باشد ξ = ۰ هنگامی�که مشابه به�طور
Eξ(|u|a) =

∫ ∞

۰
| − log t|ae−tdt.

داریم t > ۰ به�ازای
ht(ξ) =

 t−ξ−۱
ξ

اگر ξ ̸= ۰
− log t اگر ξ = ۰.

داریم −۱ ≤ ξ < ۱ و t > ۰ برای بنابراین
−(t+ ۱) ≤ ht(ξ) ≤

۱
t
+ ۱.

t > ۰ برای آن�گاه باشد، |ξ| ≤ ۱ اگر t−ξ∣∣∣∣پس − ۱
ξ

∣∣∣∣ ≤ max(
۱
t
+ ۱, t+ ۱)

|log t| ≤ max(
۱
t
+ ۱, t+ ۱).

کنید فرض حال
h(t) =


(۱
t
+ ۱

)a اگر ۰ < t < ۱
(t+ ۱)a اگر t ≥ ۱.
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گرفت نتیجه می�توان t > ۰ برای باشد، |ξ| ≤ ۱ اگر ۱ξ∣∣∣∣بنابراین (t−ξ − ۱)
∣∣∣∣a ≤ h(t)

|log t|a ≤ h(t).

۰ < a < ۱ برای نتیجه ∫در ∞

۰
h(t)e−tdt < ∞.

نیز Eξ(|u|a) میانگین مقدار قضیه طبق است، ξ برای پیوسته تابعی
∣∣∣۱ξ (t−ξ − ۱)

∣∣∣a که آن�جایی از
می�شود. کامل قضیه برهان نتیجه در است. پیوسته

MCMCنمونه�گیری از استفاده با برازشمدل ٣.٣
صورت به� جفریز ناآگاهی�بخش پیشین تحت پسین توزیع

π(β, ξ|Dobs) ∝ L(β, ξ|y, X)π(β|ξ)π(ξ)

=
n∏

i=۱
{۱−GEV (−x′iβ; ξ)}yi{GEV (−x′iβ; ξ)}۱−yiπ(β|ξ)π(ξ)

=
n∏

i=۱

(
۱− e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)yi (
e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)۱−yi

|I(β|ξ)|
۱
۲
۱
۲I[−۱,۱)(ξ)

(٧.٣)

�صورت به یکنواخت ناآگاهی�بخش پیشین تحت و

π(β, ξ|Dobs) ∝ L(β, ξ|y, X)π(β|ξ)π(ξ)

=
n∏

i=۱
{۱−GEV (−x′iβ; ξ)}yi{GEV (−x′iβ; ξ)}۱−yiπ(β|ξ)π(ξ)

=
n∏

i=۱

(
۱− e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)yi (
e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)۱−yi ۱
۲I[−۱,۱)(ξ)

(٨.٣)

پاول، و (کلز نیست مزدوج پیشین توزیع دارای تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع این�که به توجه با است.
یکی ندارد. بسته�ای صورت گرفته�شده، نظر در پيشین توزیع�های با پارامترها پسین توزیع ،(١٩٩۶
است. MCMC الگوریتم�های از استفاده پیچیده توزیع�های این�گونه تقریب برای معمول روش�های از
باید کنیم، استفاده (٨.٣) و (٧.٣) پسین�های از نمونه تولید برای گیبز نمونه�گیر از بخواهیم چنانچه
اما کنیم. نمونه تولید آن�ها از و محاسبه را π(ξ|y, X,β) و π(β|y, X, ξ) کامل شرطی توزیع�های
مشخص و بسته شکل دارای پارامترها کامل شرطی توزیع�های زیرا نیست. امکان�پذیر راحتی به کار این
برای جفریز ناآگاهی�بخش پیشین با ξ و β پارامترهای کامل شرطی توزیع�های مثال، به�عنوان نیستند.
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بود: خواهند زیر صورت به ،β

π(β|y, X, ξ) =
π(β, y, X, ξ)

π(y, X, ξ)
=

L(β, ξ|y, X)π(β|ξ)π(ξ)
L(β, ξ|y, X)π(ξ)

=

∏n
i=۱

(
۱− e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)yi (
e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)۱−yi

× |I(β|ξ)|۱۲

∫
Rp

∏n
i=۱

(
۱− e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)yi (
e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)۱−yi

dβ

و

π(ξ|y, X,β) =
π(ξ, y, X,β)

π(y, X,β)
=

L(β, ξ|y, X)π(β|ξ)π(ξ)
L(β, ξ|y, X)π(β|ξ)

=

∏n
i=۱

(
۱− e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)yi (
e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)۱−yi
۱
۲I[−۱,۱)(ξ)

∫
Rp

∏n
i=۱

(
۱− e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)yi (
e−(۱−x′iβξ)

−۱
ξ

+

)۱−yi

dξ

.

از باید و کرد نمونه تولید آن�ها از نمی�توان کامل شرطی چگالی�های بودن پیچیده به باتوجه بنابراین،
از نوع این کلی ساختار بعدی زیربخش در نمود. استفاده گیبز١ تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم�های

می�کنیم. معرفی MCMCرا الگوریتم�های

گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم ١.٣.٣
می�توان کرد، شبیه�سازی کامل شرطی چگالی�های از سادگی به نتوان که مواقعی برای را گیبز نمونه�گیر

از شبیه�سازی i = ۱,۲, . . . ,m برای کنید فرض مثال، به�عنوان داد. تعمیم آسانی به

fi(xi|x(t+۱)
۱ , . . . , x

(t+۱)
i−۱ , x

(t)
i+۱, . . . , x

(t)
m )

نمونه�گیری الگوریتم (در آن از نمونه تولید برای می�توان حالت این در باشد. مشکل t + ۱ مرحله در
آن مانای توزیع که MH الگوریتم یک با گام این نتیجه در کرد. استفاده MH الگوریتم از گیبز)
دو ترکیب از الگوریتم نوع این می�شود. جایگزین است، fi(xi|x(t+۱)

۱ , . . . , x
(t+۱)
i−۱ , x

(t)
i+۱, . . . , x

(t)
m )

می�گویند. گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم آن به که می�شود MHتشکیل و گیبز الگوریتم
ترتیب همین به می�توان باشد، مشکل کامل شرطی چگالی یک از بیشتر شبیه�سازی که صورتی در

.(١٩٩۶ همکاران، و (گیلکز کرد MHترکیب الگوریتم با را گیبز نمونه�گیر از مختلفی مراحل

١Metropolis-Hastings Within Gibbs





۴ فصل
و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی

واقعی داده�های تحلیل

با نامتعادل، سطحی دو داده�های برای را تعمیم�یافته فرین مقادیر مدل عملکرد ابتدا فصل، این در
می�پردازیم. واقعی داده مجموعه یک تحلیل به سپس می�کنیم. بررسی شبیه�سازی مثال دو از استفاده
از تولیدشده داده�های برازش در تعمیم�یافته، فرین مقادیر پیوند تابع انعطاف�پذیری دادن نشان هدف،
و شده�اند شبیه�سازی Cloglog رگرسیونی مدل یک از داده�ها اول، شبیه�سازی در است. رقیب مدل�های
مدل�ها پسین توزیع از تولیدشده نمونه�های همگرایی پرابیت. رگرسیونی مدل یک از دوم، شبیه�سازی در
نیز زنجیر آمیختگی رفتار بررسی شده�اند. ارزیابی هیدلبرگ-ولچ جی�وکو تشخیصهمگرایی روش�های با
مطرح�شده مدل�های مقایسه برای همچنین، گرفته�اند. صورت خودهمبستگی٢ و اثر١ نمودارهای رسم با

کرده�ایم. استفاده حاشیه�ای درستنمایی و BIC ،DIC مدل انتخاب معیارهای از پایان�نامه این در
(تیم R نرم�افزار محیط در ،MCMC نمونه�گیری الگوریتم�های اجرای و ذکرشده روش�های همگی
بسته�های از نظر مورد مدل�های از داده�ها تولید برای شده�اند. پیاده�سازی (٢٠١۶ ،R برنامه�نویسی
توابع از زنجیرها آمیختگی رفتار و همگرایی ارزیابی برای همچنین کرده�ایم. استفاده evd و VGAM

گرفته�ایم. کمک coda بسته

١Trace Plots
٢Autocorrelation Plots

۵٧



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ۵٨

Cloglog مدل از تولید اول: مثال ١.۴
رگرسیون مدل یک از که داده�هایی مجموعه روی بر را Cloglog و GEV لجیت، مدل سه اول مثال در
مدل از خاصی حالت Cloglog مدل که بیاورید یاد به دادیم. برازش شده�اند، شبیه�سازی Cloglog

نظر در را تبیینی متغیر چهار مثال این برای است. ξ = ۰ برابر آن واقعی شکل پارامتر که است GEV
برای واقع در متغیر این کردیم. تعریف ۱ مقادیر با nتایی بردار یک را x۱ اول تبیینی متغیر گرفتیم.
توزیع از را است، پیوسته متغیری که ،x۲ دوم تبیینی متغیر شد. گرفته نظر در مبدا از عرض کردن وارد
چندجمله�ای توزیع از سطح سه با اسمی متغیر یک را سوم تبیینی متغیر کردیم. تولید استاندارد نرمال
دو از رگرسیونی مدل در متغیر این مشاهدات کردن وارد برای کردیم. تعریف ۱

۳ برابر احتمال�های با
با برنولی توزیع یک از نیز را x۵ چهارم تبیینی متغیر کردیم. استفاده ،x۴ و x۳ یعنی ظاهری٣، متغیر
اجرای برای را n = ۲۰۰,۱۰۰۰,۵۰۰۰ نمونه حجم سه گرفتیم. نظر در ۰٫۵ موفقیت احتمال

گرفتیم. نظر در شبیه�سازی�ها
صورت به داده�ها به برازش�شده رگرسیونی مدل�های همه در خطی پیشگوی
xi

′β = β۱ + β۲xi۲ + · · ·+ β۵xi۵, i = ۱, . . . , n

به ضرایب این کردیم. تعریف β = (۰,۱,۱,۰٫۵,−۰٫۵) برابر را واقعی رگرسیونی ضرایب می�باشد.
آن دلیل شود. شامل را مشاهدات کل ٪۷۵ تقریبا ١ مقدار با پاسخ�های تعداد که شده�اند تعریف گونه�ای
باشد. کارا حالت این در می�تواند Cloglog مدل که است ها ١ سود به پاسخ متغیر تعادل عدم ایجاد هم

است. Cloglog مدل نتایج با GEV مدل نتایج مقایسه شبیه�سازی این از هدف
تمام در کنیم. تعریف نیز را پیشین توزیع�های باید شبیه�سازی�ها، در بیزی مدل تکمیل برای
،βj رگرسیونی ضرایب برای N(۰, σ۲

βj
) نرمال پیشین توزیع�های از مثال، این در برازش�شده مدل�های

نیز ξ شکل پارامتر برای شد. انتخاب σβj
= ۱۰ آن�ها همه در که کردیم استفاده ،j = ۱, . . . , p

MCMC الگوریتم�های مدل�ها، برازش برای گرفتیم. نظر در σξ = ۱۰ با را N(۰, σ۲
ξ ) پیشین توزیع

زنجیر اول نمونه ۲۰۰۰۰ تعداد، این از کردیم. اجرا تایی ۵۰۰۰۰ کارلویی مونت نمونه حجم با را
١٠ گام�های در زنجیر مولفه�های نمونه�ها، مابقی از و کردیم) (حذف سوزاندیم داغیدن دوره به�عنوان را
که شدند گرفته نظر در N(θ(t−۱),۱۰۲) پارامترها همه برای پیشنهادی توزیع�های کردیم. انتخاب را
استخراج تایی ۳۰۰۰ نهایی نمونه یک اساس بر استنباط�ها همه بنابراین، است. θ = (β, ξ) آن�ها در

شده�اند.
مقادیر این گزارششده�اند. پسین توزیع از خلاصه�شده�ای آماره�های مقادیر ،٢.۴ و ١.۴ جدول دو در
،SE برآوردها، استاندارد خطای پسین)، توزیع (میانگین پارامترها بیزی برآوردهای شامل خلاصه�شده
لجیت، مدل سه برای متفاوت، نمونه حجم�های ازای به مدل، پارامترهای ٪۹۵ اعتبار فاصله�های و
حجم با حتی GEV مدل پارامترهای برآوردهای که می�دهند نشان نتایج هستند. Cloglog و GEV
واقعی مقادیر به نزدیک و Cloglog واقعی مدل در متناظر برآوردهای به نزدیک بسیار کوچک، نمونه
داده�ها بر مشابهی برازش تقریباً Cloglog و GEV مدل دو هر گفت می�توان دیگر عبارت به هستند.

٣Dummy Variable



۵٩ Cloglog مدل از تولید اول: مثال

هستند. برابر تقریباً مدل دو هر برای پارامترها اعتبار فواصل طول همچنین، دارند.
می�کند. تایید را پاسخ�ها در مثبت چولگی وجود نیز GEV مدل در شکل پارامتر برآوردشده مقدار
و هستند نزدیک ξ = ۰ واقعی مقدار به نمونه، حجم سه هر برای برآوردشده، مقدار دیگر، طرف از
سازگاریداده�هایشبیه�سازی�شده معنی به این می�شوند. شامل را صفر نیز ۹۵٪متناظر اعتبار فاصله�های

است. برازش�شده GEV مدل با

اول شبیه�سازی مثال در آن�ها استاندارد خطای و پارامترها بیزی برآوردهای :١.۴ جدول

n پارامترها Cloglog GEV Logit
میانگین SE میانگین SE میانگین SE

٢٠٠ β۱ −۰٫۱۵۳ ۰٫۲۴۸ −۰٫۱۵۵ ۰٫۲۶۱ ۰٫۴۵۵ ۰٫۳۹۶
β۲ ۱٫۰۱۰ ۰٫۱۴۸ ۰٫۹۸۳ ۰٫۱۶۲ ۱٫۵۷۰ ۰٫۲۳۵
β۳ ۰٫۶۸۱ ۰٫۲۷۶ ۰٫۶۴۰ ۰٫۲۷۶ ۱٫۲۲۸ ۰٫۴۵۴
β۴ ۰٫۶۴۷ ۰٫۲۸۴ ۰٫۶۳۸ ۰٫۲۸۴ ۱٫۰۸۹ ۰٫۴۵۴
β۵ −۰٫۴۰۹ ۰٫۲۲۵ −۰٫۳۸۷ ۰٫۲۲۱ −۰٫۶۵۰ ۰٫۳۸۵
ξ ۰٫۰۱۹ ۰٫۲۹۷

١٠٠٠ β۱ ۰٫۰۵۱ ۰٫۰۹۶ ۰٫۰۳۱ ۰٫۱۰۸ ۰٫۸۱۹ ۰٫۱۶۱
β۲ ۱٫۰۰۴ ۰٫۰۷۰ ۰٫۹۹۳ ۰٫۰۷۲ ۱٫۶۱۲ ۰٫۱۱۷
β۳ ۰٫۸۸۶ ۰٫۱۲۰ ۰٫۸۸۱ ۰٫۱۲۳ ۱٫۴۹۷ ۰٫۲۰۷
β۴ ۰٫۳۷۷ ۰٫۱۲۰ ۰٫۳۷۹ ۰٫۱۲۰ ۰٫۶۰۴ ۰٫۱۹۷
β۵ −۰٫۵۷۰ ۰٫۰۹۸ −۰٫۵۵۷ ۰٫۱۰۰ −۰٫۹۷۱ ۰٫۱۷۰
ξ ۰٫۰۴۵ ۰٫۱۴۲

۵٠٠٠ β۱ ۰٫۰۱۵ ۰٫۰۴۳ ۰٫۰۷۱ ۰٫۰۴۸ ۰٫۷۶۶ ۰٫۰۷۴
β۲ ۰٫۹۵۵ ۰٫۰۲۹ ۰٫۹۵۲ ۰٫۰۳۰ ۱٫۵۵۷ ۰٫۰۵۰
β۳ ۱٫۰۴۴ ۰٫۰۵۷ ۱٫۰۳۸ ۰٫۰۵۶ ۱٫۷۱۳ ۰٫۰۹۷
β۴ ۰٫۴۸۱ ۰٫۰۵۴ ۰٫۴۷۹ ۰٫۰۵۳ ۰٫۷۴۹ ۰٫۰۸۸
β۵ −۰٫۵۰۹ ۰٫۰۴۳ −۰٫۵۰۸ ۰٫۰۴۴ −۰٫۸۴۵ ۰٫۰۷۷
ξ ۰٫۰۳۶ ۰٫۰۶۶

چوله مدل دو �خوبی به اصلا لجیت (متقارن) مدل می�شود، مشاهده جدول�ها نتایج در که همان�گونه
بیزی) اعتبار فاصله�های و استاندارد اساسخطای (بر نیز برآوردها دقت است. نکرده برآورد را پارامترها

نیست. رقابت قابل Cloglog و GEV مدل دو با مدل این در
نمونه حجم�های با معیارها این می�کنیم. استفاده مدل انتخاب معیارهای از مدل�ها مقایسه برای
معیارهای از آمده به�دست مقادیر می�شود، ملاحظه که همان�طور �شده�اند. گزارش ٣.۴ جدول در متفاوت
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اول شبیه�سازی مثال در برازش�شده مدل�های پارامترهای برای ٪۹۵ اعتبار فاصله�های :٢.۴ جدول
n پارامترها Cloglog GEV Logit

٪۲٫۵ ٪۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۷٫۵
٢٠٠ β۱ −۰٫۷۰۷ ۰٫۲۹۵ −۰٫۷۱۰ ۰٫۲۹۹ −۰٫۲۵۶ ۱٫۳۰۳

β۲ ۰٫۷۲۶ ۱٫۳۰۳ ۰٫۶۵۳ ۱٫۲۸۸ ۱٫۰۹۶ ۲٫۰۲۶
β۳ ۰٫۱۳۲ ۱٫۲۱۲ ۰٫۰۸۷ ۱٫۱۶۵ ۰٫۳۶۶ ۲٫۱۲۷
β۴ ۰٫۰۸۹ ۱٫۲۰۸ ۰٫۰۶۹ ۱٫۱۷۴ ۰٫۱۶۸ ۰٫۹۴۷
β۵ −۰٫۸۵۲ ۰٫۰۳۵ −۰٫۸۳۵ ۰٫۰۲۸ −۱٫۳۹۴ ۰٫۰۹۶
ξ −۰٫۵۲۳ ۰٫۶۱۹

١٠٠٠ β۱ −۰٫۱۲۴ ۰٫۲۴۸ −۰٫۱۸۹ ۰٫۲۲۶ ۰٫۵۰۰ ۱٫۱۲۸
β۲ ۰٫۸۷۱ ۱٫۱۴۸ ۰٫۸۵۱ ۱٫۱۲۳ ۱٫۳۸۷ ۱٫۸۵۰
β۳ ۰٫۶۴۷ ۱٫۱۲۲ ۰٫۶۴۹ ۱٫۱۲۹ ۱٫۰۸۴ ۱٫۹۰۲
β۴ ۰٫۱۴۳ ۰٫۶۱۵ ۰٫۱۳۶ ۰٫۶۰۷ ۰٫۲۴۱ ۱٫۰۰۵
β۵ −۰٫۷۵۹ −۰٫۳۷۸ −۰٫۷۶۲ −۰٫۳۶۸ −۱٫۲۷۹ ۰٫۶۱۳
ξ −۰٫۲۳۰ ۰٫۳۲۱

۵٠٠٠ β۱ −۰٫۰۶۸ −۰٫۰۱۴ −۰٫۰۷۹ ۰٫۱۱۳ ۰٫۶۲۰ ۰٫۹۰۷
β۲ ۰٫۸۹۷ ۰٫۹۳۴ ۰٫۸۹۶ ۱٫۰۱۶ ۱٫۴۵۸ ۱٫۶۵۱
β۳ ۰٫۹۳۷ ۱٫۱۶۰ ۰٫۹۲۸ ۱٫۱۵۳ ۱٫۵۰۹ ۱٫۸۹۵
β۴ ۰٫۳۷۸ ۰٫۵۹۳ ۰٫۳۶۶ ۰٫۵۷۸ ۰٫۵۷۸ ۰٫۹۲۹
β۵ −۰٫۵۹۰ −۰٫۴۱۷ −۰٫۵۹۴ −۰٫۴۲۳ −۰٫۹۹۰ −۰٫۶۸۷
ξ −۰٫۰۹۶ ۰٫۱۶۳

است. GEV مدل از کمتر تایی ۲۰۰ نمونه در لجیت مدل برای BIC و DIC حاشیه�ای، درستنمایی
برای و باشد تاثیرگذار برازش کارایی در می�تواند GEV چوله مدل در نمونه�ها تعداد که می�دهد نشان این
آمده به�دست مقادیر اما دارد. بزرگ نمونه حجم به نیاز مدل این داده�ها،� در موجود چولگی کردن آشکار
با هستند. لجیت مدل از کمتر GEV مدل در ۵۰۰۰ و ۱۰۰۰ نمونه حجم�های در معیارها، این از
بهتر این است. داشته مدل�ها سایر به نسبت بهتری عملکرد شرایط تمام در Cloglog مدل حال، این

است. واقعی مدل Cloglog مدل و شده انجام مدل این از شبیه�سازی زیرا است، طبیعی هم بودن
از MCMC زنجیرهای از حاصل نمونه�های که هستند معتبر زمانی گزارش�شده استنباطی نتایج
است. مهم اجراشده زنجیرهای همگرایی سنجش بنابراین باشند. شده استخراج همگرا زنجیر یک
و MCMCهیدلبرگ-ولچ زنجیرهای همگرایی بررسی رسمی آزمون دو از زنجیرها همگرایی بررسی برای
حجم�های �ازای به مثال، این در نظر مورد مدل�های برای هیدلبرگ-ولچ آزمون کردیم. استفاده جی�وک
تولیدشده زنجیر جدول، نتایج به توجه با �شده��اند. گزارش ۴.۴ جدول در نتایج و بررسی متفاوت، نمونه
برای �است. نشده همگرا دوم مرحله در ولی شده همگرا آزمون اول مرحله در پارامترها از بعضی برای
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اول شبیه�سازی مطالعه در Cloglog و GEV ،Logit مدل�های مقایسه معیارهای :٣.۴ جدول
n پارامترها Cloglog GEV Logit
٢٠٠ D(θ̃) ۱۸۶٫۶۰۰ ۱۸۶٫۶۳۰ ۱۸۷٫۸۵۵

DIC ۱۹۶٫۵۱۶ ۱۹۸٫۲۱۷ ۱۹۷٫۹۳۸
PD ۴٫۹۵۸ ۵٫۷۹۳ ۵٫۰۴۱

Marginal Likelihood −۹۳٫۳۰۰ −۹۳٫۳۱۵ −۹۳٫۹۲۷
BIC ۲۱۳٫۰۹۱ ۲۱۸٫۴۲۰ ۲۱۴٫۳۴۷

١٠٠٠ D(θ̃) ۸۸۹٫۹۲۵ ۸۸۹٫۸۳۲ ۹۰۱٫۰۶۸
DIC ۸۹۹٫۸۵۲ ۹۰۱٫۸۹۵ ۹۱۱٫۱۲۷
PD ۴٫۹۶۳ ۶٫۰۳۱ ۵٫۰۲۹

Marginal Likelihood −۴۴۴٫۹۶۲ −۴۴۴٫۹۱۶ −۴۵۰٫۵۳۴
BIC ۹۲۴٫۴۶۴ ۹۳۱٫۲۷۹ ۹۳۵٫۶۰۷

۵٠٠٠ D(θ̃) ۴۳۷۴٫۸۳۸ ۴۳۷۴٫۵ ۴۴۳۰٫۳۷۴
DIC ۴۳۸۴٫۸۱۷ ۴۳۸۶٫۶۴۱ ۴۴۴۰٫۳۸۵
PD ۴٫۹۸۹ ۶٫۰۷۰ ۵٫۰۰۵

Marginal Likelihood −۲۱۸۷٫۴۱۹ −۲۱۸۷٫۲۵ −۲۲۱۵٫۱۸۷
BIC ۴۴۱۷٫۴۲۴ ۴۴۲۵٫۶۰۳ ۴۴۷۲٫۹۶

که گرفت نتیجه می�توان مجموع در �است. شده رد اول مرحله همان در همگرایی نیز پارامترها از بعضی
آمده�اند. متناظرشان مانای پسین توزیع از تقریباً تولیدشده نمونه�های پارامترها، از بسیاری برای

آماره نمودارهای رسم با است. جی�وک آزمون پارامتر، هر برای زنجیرها همگرایی ارزیابی دوم آزمون
آزمون آماره نمودارها این در کرد. بررسی پارامترها از یک هر برای را همگرایی می�توان جی�وک، آزمون
از بعد Zn دومین زنجیر، تکرارهای تمام با Zn اولین می�شود. محاسبه بارها و بارها ،Zn جی�وک،
می�شوند. محاسبه ترتیب همین به و اول بخش دو گذاشتن کنار از بعد سومین و اول بخش گذاشتن
برای جی�وک نمودارهای شد. خواهد محاسبه زنجیر دوم نیمه از استفاده با تنها Zn آخرین نهایت، در
٣.۴ و ٢.۴ ،١.۴ شکل�های در متفاوت، نمونه حجم�های ازای به مدل، سه هر در پارامترها از یک هر
در محاسبه�شده Znهای از زیادی تعداد که می�کنید مشاهده نمودارها این به توجه با شده�اند. گزارش
گرفته زنجیر، مانای قسمت از تولید�شده نمونه�های گفت می�توان بنابراین دارند. قرار مشخص�شده فاصله

�شده�اند.
مقادیر ،۵.۴ جدول سنجید. ESS معیار محاسبه با می�توان نیز را تولیدشده نمونه�های کیفیت
مشاهده که همان�طور می�دهد. نشان پارامترها از یک هر برای مختلف، نمونه حجم�های �ازای به را ESS
برایمدل ولی برخوردارند کیفیتخوبی Cloglogاز و لجیت مدل دو برای تولیدشده نمونه�های می�شود،



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ۶٢

اول شبیه�سازی مطالعه در هیدلبرگ-ولچ آزمون نتایج :۴.۴ جدول
n پارامترها آماره برآورد نیم�فاصله آزمون

Cloglog GEV Logit Cloglog GEV Logit
٢٠٠ β۱ ۵۰۱ - ۱٫۰۰ رد - پذیرش

β۲ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
β۳ ۵۰۱ - ۱٫۰۰ پذیرش - پذیرش
β۴ ۵۰۱ - ۱٫۰۰ پذیرش - پذیرش
β۵ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
ξ ۱٫۰۰ رد

١٠٠٠ β۱ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ رد رد پذیرش
β۲ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
β۳ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
β۴ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
β۵ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
ξ ۱٫۰۰ رد

۵٠٠٠ β۱ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ رد رد پذیرش
β۲ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
β۳ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
β۴ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
β۵ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ ۱٫۰۰ پذیرش پذیرش پذیرش
ξ ۱٫۰۰ رد

تولیدشده نمونه�های که است آن نشان�دهنده این دارند. کوچکی ESS معیار پارامترها از بعضی GEV
با نمونه�های داشتن برای دارند. یکدیگر با زیادی وابستگی پارامترها، از برخی برای ،GEV مدل در
تعداد به نزدیک پارامترها، از یک هر برای آمده به�دست مقادیر باید مستقل، مشاهدات به نزدیک کیفیت
زنجیر که صورتی در ارگودیک، قضیه البته باشند. ،٣٠٠٠ یعنی پسین، توزیع از تولیدشده نمونه�های

می�کند. صادر را آن از حاصل (وابسته) نمونه�های از استفاده مجوز باشد، شده همگرا
می�دهند. نشان GEVرا مدل پارامترهای از یک هر اثر نمودارهای ،۴.۴ شکل در موجود نمودارهای
این به توجه با کرد. مشاهده پارامتر فضای در را زنجیرها آمیختگی رفتار می�توان نمودارها این رسم با
برای تولیدشده زنجیر که گرفت نتیجه می�توان آن�ها از یک هر در زنجیر منظم نوسانات و نمودارها
به پسین چگالی نواحی که است معنی این به آمیختگی این است. برخوردار خوبی آمیختگی از پارامترها
از که است GEV مدل مشابه اثر نمودارهای نتیجه مدل�ها سایر برای گرفته�اند. قرار کاوش مورد خوبی

کرده�ایم. صرف�نظر آن�ها گزارش
بین خودهمبستگی مقادیر ارزیابی آن، همگرایی و زنجیر کیفیت ارزیابی برای دیگر جانشین راه



۶٣ Cloglog مدل از تولید اول: مثال

اول شبیه�سازی مطالعه در نظر مورد مدل�های پارامترهای برای ESS مقادیر :۵.۴ جدول
n پارامترها ESS

Cloglog GEV Logit
٢٠٠ β۱ ۶۶۷٫۹۱۰ ۷۰۹٫۹۰۳ ۱۴۵۵٫۱۷۱

β۲ ۴۷۱۸٫۵۲۷ ۳۵۷۰٫۲۴۹ ۴۲۵۶٫۳۰۱
β۳ ۱۱۰۴٫۴۳۵ ۱۲۷۰٫۴۵۱ ۲۶۸۱٫۸۳۸
β۴ ۱۱۷۶٫۳۱۷ ۱۱۹۳٫۵۷۷ ۲۳۳۲٫۹۸۸
β۵ ۱۶۷۴٫۲۵۴ ۱۷۵۰٫۸۵۹ ۲۰۱۰٫۰۱۳
ξ ۲۷۱۲٫۸۵۴

١٠٠٠ β۱ ۵۲۴٫۵۸۷ ۳۹۴٫۹۰۸ ۱۰۴۱٫۶۰۹
β۲ ۳۷۲۱٫۸۰۵ ۴۲۴۵٫۸۳۹ ۳۹۳۰٫۹۶۷
β۳ ۱۳۴۸٫۲۷۴ ۱۱۴۵٫۱۳۴ ۲۵۴۴٫۱۸۳
β۴ ۱۰۰۵٫۵۴۴ ۸۶۴٫۰۵۴ ۲۳۳۵٫۹۸۸
β۵ ۱۳۴۲٫۶۶۱ ۱۱۵۱٫۳۴۴ ۲۱۹۷٫۷۹۲
ξ ۱۳۸۳٫۸۶۳

۵٠٠٠ β۱ ۱۴۱۹٫۵۲۶ ۱۷۰٫۴۹۲ ۱۴۵۲٫۱۵۶
β۲ ۴۲۸۳٫۸۳۳ ۴۲۲۶٫۸۰۷ ۳۹۷۷٫۲۹۵
β۳ ۲۰۰۷٫۳۷۲ ۶۶۰٫۳۹۰ ۲۵۹۰٫۶۰۳
β۴ ۲۱۷۳٫۰۴۰ ۵۳۲٫۵۱۴ ۲۲۳۰٫۹۳۲
β۵ ۳۰۹۲٫۰۲۰ ۶۷۸٫۰۷۱ ۲۲۵۵٫۴۰۰
ξ ۱۱۶۹٫۹۴۷

t − ۱ زمان در آن قبلی مقدار به t زمان در نمونه مقدار یک که آن�جا از است. مارکوف زنجیرهای
زنجیرها در موجود نمونه�های در همبستگی ارزیابی بود. خواهند همبسته همواره نمونه�ها است، وابسته
همبستگی نمونه�ها و شود همگرا زنجیر اگر می�پذیرد. صورت تأخیر مقابل در خودهمبستگی نمودار با
این رسم از هدف یابد. کاهش سرعت به همبستگی تأخیر، افزایش با داریم انتظار باشند، داشته ناچیزی
این تاییدکننده پدیده این که است صفر سمت به زنجیر یک همبستگی سریع کاهش مشاهده نمودار،

می�شوند. همگرا خود مانای توزیع به تولیدشده نمونه�های که است مطلب
از یک هر ازای به را خودهمبستگی نمودارهای ٧.۴ و ۶.۴ ،۵.۴ شکل�های در موجود نمودارهای
نمونه�ها وابستگی از می�شود، مشاهده نمودارها این در می�دهند. نشان برازش�شده مدل سه در پارامترها
است همگرا پارامتر هر برای زنجیر دیگر، عبارت به می�کنند. میل صفر سمت به سرعت به و �شده کاسته

است. پذیرش قابل معتبر، استنباط�های استخراج برای نمونه�ها کیفیت و



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ۶۴

(آ)

(ب)

(ج)

در لجیت مدل (ج) ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها جی�وک نمودارهای :١.۴ شکل
٢٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه



۶۵ Cloglog مدل از تولید اول: مثال

(آ)

(ب)

(ج)

در لجیت مدل (ج) ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها جی�وک نمودارهای :٢.۴ شکل
١٠٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ۶۶

(آ)

(ب)

(ج)

در لجیت مدل (ج) ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها جی�وک نمودارهای :٣.۴ شکل
۵٠٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه



۶٧ Cloglog مدل از تولید اول: مثال

(آ)

(ب)

(ج)

و ١٠٠٠ نمونه حجم (ب) ،٢٠٠ نمونه حجم (آ) با GEV مدل برای پارامترها اثر نمودارهای :۴.۴ شکل
اول شبیه�سازی مطالعه در ۵٠٠٠ نمونه حجم (ج)



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ۶٨

(آ)

(ب)

(ج)

مدل (ج) و ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها خودهمبستگی نمودارهای :۵.۴ شکل
٢٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه در لجیت



۶٩ Cloglog مدل از تولید اول: مثال

(آ)

(ب)

(ج)

مدل (ج) و ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها خودهمبستگی نمودارهای :۶.۴ شکل
١٠٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه در لجیت



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ٧٠

(آ)

(ج) (ب)

مدل (ج) و ،GEV مدل (ب) ،Cloglog مدل (آ) برای پارامترها خودهمبستگی نمودارهای :٧.۴ شکل
۵٠٠٠ نمونه حجم با اول شبیه�سازی مطالعه در لجیت



٧١ پرابیت مدل از تولید دوم: مثال

پرابیت مدل از تولید دوم: مثال ٢.۴
رگرسیونی مدل از که داده�هایی برایمجموعه Cloglogرا GEVو لجیت، پرابیت، مدل�های دوم، مثال در
تولید اول مثال مشابه را تبیینی متغیرهای مثال، این در دادیم. برازش شده�اند، شبیه�سازی پرابیت

صورت به اول، مثال مشابه مثال، این مدل�های برای خطی پیشگوی بنابراین، کردیم.
xi

′β = β۱ + β۲xi۲ + · · ·+ β۵xi۵, i = ۱, . . . , n

ضرایب گرفتیم. نظر در را n = ۲۰۰,۱۰۰۰,۵۰۰۰ نمونه حجم سه نیز مثال این در است.
این در نیز، ضرایب این کردیم. تعریف β = (۰,۱,۱,۱٫۲۵,−۰٫۲۵) برابر را واقعی رگرسیونی
شود. شامل را مشاهدات کل ٪۶۵ تقریبا ١ مقدار با پاسخ�های تعداد که شده�اند تعیین شکلی به مثال،
باشد. کارا می�تواند پرابیت مدل که است پاسخ متغیر ١ و ٠ مقادیر بین نسبی تعادل ایجاد هم آن دلیل

است. پرابیت مدل نتایج با GEV مدل نتایج مقایسه شبیه�سازی این از هدف
کارلویی، مونت نمونه حجم شدند. تعیین قبل مثال مشابه مدل، پارامترهایچهار پیشین توزیع�های
پیشنهادی توزیع�های اول، مثال مشابه شدند. تعیین مشابه به�طور نیز انتخاب گام طول و داغیدن دوره
بنابراین، است. θ = (β, ξ) آن�ها در که شدند گرفته نظر در N(θ(t−۱),۱۰۲) پارامترها همه برای
فواصل و پارامترها برآورد نتایج آمده�اند. به�دست تایی ۳۰۰۰ نهایی نمونه اساسیک بر استنباط�ها همه

گفت می�توان نتایج، این به توجه با شده�اند. گزارش ٧.۴ و ۶.۴ جدول دو در آن�ها اعتبار
متناظر برآوردهای نزدیکبه بسیار کوچک، نمونه حجم با پارامترهایمدلGEVحتی برآوردهای •

هستند. واقعی مقادیر به نزدیک و پرابیت واقعی مدل در
دارد. بهتری برازش لجیت مدل به نسبت بالا، نمونه حجم در ،GEV مدل •

هستند. یکسان تقریباً Cloglog و GEV پرابیت، مدل سه پارامترهای اعتبار فواصل طول •
می�شود. محسوب ، ξ = −۰٫۲۷۸ شکل پارامتر با ،GEV مدل از خاصی حالت پرابیت مدل •
است نزدیک واقعی مقدار این به نمونه، حجم سه هر برای ،GEV مدل در پارامتر این بیزی برآورد
داده�های سازگاری معنی به این می�شود. شامل را مقدار این نیز متناظر ٪۹۵ اعتبار فاصله و

است. برازش�شده GEV مدل با شبیه�سازی�شده
مقادیر با نیز برآوردها دقت است. نکرده برآورد را پارامترها دیگر مدل سه �خوبی به لجیت مدل •

دارد. اختلاف مدل�ها سایر در متناظر
مقادیر �شده�اند. گزارش ٨.۴ جدول در متفاوت، نمونه حجم�های برای مدل، انتخاب معیارهای
تایی ۲۰۰ نمونه در لجیت مدل برای BIC و DIC حاشیه�ای، درستنمایی معیارهای از آمده به�دست
کوچک نمونه حجم که می�دهد نشان اول، شبیه�سازی مثال مشابه نتیجه، این GEVاست. مدل از کمتر
حجم�های در معیارها، این از آمده به�دست مقادیر اما نمی�دهد. نتیجه GEV مدل برای خوبی برازش
مدل به�عنوان نیز پرابیت مدل هستند. لجیت مدل از کمتر GEV مدل در ۵۰۰۰ و ۱۰۰۰ نمونه

است. برتر مدل�ها سایر به نسبت یکنواخت به�طور داده�ها، پشتیبان واقعی



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ٧٢

دوم شبیه�سازی مثال در آن�ها استاندارد خطای و پارامترها بیزی برآوردهای :۶.۴ جدول
n پارامترها Probit Logit Cloglog GEV

میانگین SE میانگین SE میانگین SE میانگین SE
٢٠٠ β۱ ۰٫۲۶۵ ۰٫۲۴۴ ۰٫۴۳۶ ۰٫۴۲۲ −۰٫۱۸۴ ۰٫۲۴۵ −۰٫۰۸۲ ۰٫۲۴۸

β۲ ۰٫۹۹۵ ۰٫۱۴۴ ۱٫۷۷۳ ۰٫۲۶۵ ۰٫۹۹۵ ۰٫۱۵۱ ۰٫۹۶۲ ۰٫۱۴۹
β۳ ۰٫۶۸۲ ۰٫۲۶۷ ۱٫۲۷۴ ۰٫۴۷۳ ۰٫۷۰۸ ۰٫۲۷۴ ۰٫۶۳۶ ۰٫۲۷۶
β۴ ۱٫۵۶۵ ۰٫۳۰۸ ۲٫۸۶۳ ۰٫۵۸۸ ۱٫۵۱۹ ۰٫۳۰۰ ۱٫۵۰۸ ۰٫۳۰۲
β۵ −۰٫۴۲۴ ۰٫۲۴۲ −۰٫۷۶۳ ۰٫۴۲۶ −۰٫۴۷۴ ۰٫۲۲۵ −۰٫۳۹۱ ۰٫۲۴۱
ξ −۰٫۲۸۶ ۰٫۲۰۰

١٠٠٠ β۱ ۰٫۰۱۸ ۰٫۰۹۲ ۰٫۰۶۳ ۰٫۱۶۴ −۰٫۴۴۸ ۰٫۱۱۱ −۰٫۳۲۹ ۰٫۱۰۵
β۲ ۱٫۰۹۳ ۰٫۰۶۹ ۱٫۸۸۸ ۰٫۱۳۴ ۱٫۱۰۰ ۰٫۰۷۳ ۱٫۰۹۲ ۰٫۰۷۲
β۳ ۱٫۱۲۷ ۰٫۱۲۵ ۱٫۸۹۵ ۰٫۲۱۶ ۱٫۱۹۴ ۰٫۱۳۵ ۱٫۱۳۳ ۰٫۱۳۱
β۴ ۱٫۱۶۲ ۰٫۱۲۷ ۲٫۰۰۵ ۰٫۲۲۶ ۱٫۱۰۱ ۰٫۱۳۲ ۱٫۱۶۷ ۰٫۱۲۵
β۵ −۰٫۳۴۷ ۳٫۱۰۸ −۰٫۶۱۴ ۰٫۱۷۹ −۰٫۳۲۵ ۰٫۱۰۴ −۰٫۳۴۲ ۰٫۱۰۰
ξ −۰٫۳۰۶ ۰٫۱۰۵

۵٠٠٠ β۱ ۰٫۰۱۱ ۰٫۰۴۳ ۰٫۲۴ ۰٫۷۴ ۰٫۴۵۲ ۰٫۰۴۶ ۰٫۳۴۵ ۰٫۰۴۹
β۲ ۱٫۰۶۲ ۰٫۰۳۰ ۱٫۸۳۶ ۰٫۰۵۶ ۱٫۰۶۲ ۰٫۰۳۰ ۱٫۰۶۸ ۰٫۰۳۱
β۳ ۱٫۰۷۵ ۰٫۰۵۶ ۱٫۸۵۲ ۰٫۰۹۸ ۱٫۰۹۴ ۰٫۰۵۶ ۱٫۰۸۲ ۰٫۰۵۷
β۴ ۱٫۳۰۱ ۰٫۰۵۸ ۲٫۲۴۲ ۰٫۱۰۴ ۱٫۳۱۰ ۰٫۰۵۸ ۱٫۳۱۲ ۰٫۰۵۹
β۵ −۰٫۳۵۱ ۰٫۰۴۴ −۰٫۶۰۹ ۰٫۰۷۶ −٫ ۰٫۳۴۲ ۰٫۰۴۵ −٫ ۰۳۵۴ ۰٫۰۴۵
ξ −۰٫۲۷۱ ۰٫۰۳۶

هیدلبرگ-ولچ همگرایی اساسمعیارهای بر تولیدشده زنجیر همگرایی تایید بر مبتنی نتایج این تمام
شدن حجیم از صرف�نظر برای شده�اند. استخراج اول، مثال در اشاره�شده معیارهای سایر و جی�وک و

کردیم. خودداری مثال این در آن�ها گزارش از پایان�نامه



٧٣ پرابیت مدل از تولید دوم: مثال

دوم شبیه�سازی مثال در برازش�شده مدل�های پارامترهای برای ٪۹۵ اعتبار فاصله�های :٧.۴ جدول
n پارامترها Probit Logit Cloglog GEV

٪۲٫۵ ٪۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۷٫۵
٢٠٠ β۱ −۰٫۲۱۷ ۰٫۷۱۴ −۰٫۴۰۲ ۱٫۲۳۴ −۰٫۶۷۷ ۰٫۲۸۳ −۰٫۵۵۴ ۰٫۴۰۶

β۲ ۰٫۷۱۸ ۱٫۲۸۰ ۱٫۲۳۳ ۲٫۳۰۳ ۰٫۷۱۴ ۱٫۳۰۵ ۰٫۶۷۱ ۱٫۲۵۱
β۳ ۰٫۱۵۸ ۱٫۲۰۸ ۰٫۳۴۱ ۲٫۲۰۸ ۰٫۱۵۷ ۱٫۲۱۳ ۰٫۱۰۴ ۱٫۱۸۴
β۴ ۰٫۹۵۲ ۲٫۲۶۵ ۱٫۶۹۳ ۴٫۰۱۸ ۰٫۹۴۳ ۲٫۱۱۹ ۰٫۹۳۶ ۲٫۱۰۷
β۵ −۰٫۸۷۹ ۰٫۰۶۹ −۱٫۵۴۹ ۰٫۱۱۰ −۰٫۹۰۶ −۰٫۰۲۶ −۰٫۸۴۷ ۰٫۰۸۹
ξ −۰٫۶۷۷ ۰٫۱۲۷

١٠٠٠ β۱ −۰٫۱۴۷ ۰٫۲۱۴ −۰٫۲۴۷ ۰٫۳۸۶ −۰٫۶۷۳ −۰٫۲۳۷ −۰٫۵۳۵ −۰٫۱۳۰
β۲ ۰٫۹۵۲ ۱٫۲۲۴ ۱٫۶۲۵ ۲٫۱۵۰ ۰٫۹۵۴ ۱٫۲۴۱ ۰٫۹۵۴ ۱٫۲۳۶
β۳ ۰٫۸۷۹ ۱٫۳۷۳ ۱٫۴۹۹ ۲٫۳۴۶ ۰٫۹۲۶ ۱٫۴۵۷ ۰٫۸۶۹ ۱٫۳۷۹
β۴ ۰٫۹۱۸ ۱٫۴۱۵ ۱٫۵۶۳ ۲٫۴۵۰ ۰٫۸۴۰ ۱٫۳۷۰ ۰٫۹۳۱ ۱٫۴۲۲
β۵ −۰٫۵۳۶ −۰٫۱۵۶ −۰٫۹۴۵ −۰٫۲۴۶ −۰٫۵۳۹ −۰٫۱۳۲ −۰٫۵۳۸ −۰٫۱۴۵
ξ −۰٫۵۰۱ −۰٫۰۸۹

۵٠٠٠ β۱ ۰٫۰۷۳ ۰٫۰۹۲ ۰٫۱۱۳ ۰٫۱۷۲ ۰٫۵۴۱ ۰٫۳۵۹ ۰٫۴۳۷ ۰٫۲۵۳
β۲ ۱٫۰۰۲ ۱٫۱۲۰ ۱٫۷۱۸ ۱٫۹۴۱ ۱٫۰۰۳ ۱٫۱۲۴ ۱٫۰۰۹ ۱٫۱۳۱
β۳ ۰٫۹۶۶ ۱٫۱۸۵ ۱٫۶۵۹ ۲٫۰۴۱ ۰٫۹۸۳ ۱٫۲۰۱ ۰٫۹۷۲ ۱٫۱۹۴
β۴ ۱٫۱۸۶ ۱٫۴۱۱ ۲٫۰۵۰ ۲٫۴۵۴ ۱٫۲۰۱ ۱٫۴۲۸ ۱٫۱۹۸ ۱٫۴۲۹
β۵ −۰٫۴۳۷ −۰٫۲۶۴ −۰٫۷۵۹ −۰٫۴۶۵ −۰٫۴۳۱ −۰٫۲۵۳ −۰٫۴۴۵ −۰٫۲۶۶
ξ −۰٫۳۴۱ −۰٫۱۹۷



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ٧۴

دوم شبیه�سازی مطالعه در Cloglog و GEV ،Logit ،Probit مدل�های مقایسه معیارهای :٨.۴ جدول
n پارامترها Probit Logit Cloglog GEV
٢٠٠ D(θ̃) ۱۵۸٫۸۶۷ ۱۵۸٫۴۴۷ ۱۶۱٫۶۷۹ ۱۵۹٫۱۱۰

DIC ۱۶۹٫۰۵۴ ۱۶۸٫۵۶۳ ۱۷۱٫۵۶۱ ۱۷۰٫۹۷۳
PD ۵٫۰۹۳ ۵٫۰۵۷ ۴٫۹۴۱ ۵٫۹۳۱

Marginal Likelihood −۷۹٫۴۳۳ −۷۹٫۲۲۳ −۸۰٫۸۳۹ −۷۹٫۵۵۹
BIC ۱۸۵٫۳۵۹ ۱۸۴٫۹۳۹ ۱۸۸٫۱۷۱ ۱۹۰٫۹۰۰

١٠٠٠ D(θ̃) ۸۲۹٫۲۵۴ ۸۳۲٫۳۸۵ ۸۳۶٫۱۴۲ ۸۲۸٫۴۹۵
DIC ۸۳۹٫۱۶۸ ۸۴۲٫۵۶۷ ۸۴۶٫۵۴۲ ۸۴۰٫۳۴۳
PD ۴٫۹۵۷ ۵٫۰۹۰ ۵٫۱۹۹ ۵٫۹۲۴

Marginal Likelihood −۴۱۴٫۶۲۷ −۴۱۶٫۱۹۲ −۴۱۸٫۰۷۱ −۴۱۴٫۲۴۷
BIC ۸۶۳٫۷۹۳ ۸۶۶٫۹۲۴ ۸۷۰٫۶۸۱ ۸۶۹٫۹۴۱

۵٠٠٠ D(θ̃) ۴۱۱۲٫۹۳۲ ۴۱۲۲٫۳۳۶ ۴۱۵۲٫۰۶۳ ۴۱۱۲٫۳۸۱
DIC ۴۱۲۳٫۰۲۸ ۴۱۳۲٫۲۸۹ ۴۱۶۱٫۸۹۴ ۴۱۲۴٫۴۴۵
PD ۵٫۰۴۸ ۴٫۹۷۶ ۴٫۹۱۵ ۶٫۰۳۱

Marginal Likelihood −۲۰۵۶٫۴۶۶ −۲۰۶۱٫۱۶۸ −۲۰۷۶٫۰۳۲ −۲۰۵۶٫۱۹۱
BIC ۴۱۵۵٫۵۱۸ ۴۱۶۴٫۹۲۲ ۴۱۹۴٫۶۴۹ ۴۱۶۳٫۴۸۴



٧۵ تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیونی مدل کاربرد

تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیونی مدل کاربرد ٣.۴
یک روی بر را GEV و Cloglog لجیت، پرابیت، رگرسیون مدل چهار هر بیزی تحلیل بخش، این در
توزیع شرکت خدماتمشترکین اداره داده�های شامل مجموعه، این می�کنیم. تشریح واقعی داده مجموعه
به کارلویی مونت نمونه یک بخش، این در نظر مورد مدل�های برازش برای است. گیلان استان برق
استنباط�ها بنابراین، گرفتیم. نظر در را ١٠ انتخاب گام طول ۱۰۰۰۰و داغیدن دوره ۴۰۰۰۰با حجم

شده�اند. استخراج تایی ٣٠٠٠ نمونه یک بر مبتنی

برق توزیع بدحسابشرکت و خوش�حساب مشتریان ١.٣.۴
سال�های بین در گیلان استان برق شرکت مشترکین از ثبت�شده اطلاعات شامل داده مجموعه این
سطوحمشتریخوش�حساب با سطحی دو یکمتغیر اینمجموعه در پاسخ متغیر ۱۳۹۵است. ۱۳۵۰تا
مدت برق، مصرف متوسط متغیر سه شامل نیز تبیینی متغیرهای است. (٠) بدحساب مشتری و (١)
۵ با رسته�ای سوم تبیینی متغیر و پیوسته اول تبیینی متغیر دو هستند. مصرف نوع و اشتراک زمان
برای را رسته�ای تبیینی متغیر هستند. مصارف سایر و عمومی تولید، کشاورزی، خانگی، مصرف دسته
پاکسازی۴، عملیات انجام از بعد نمونه�ها تعداد کردیم. تبدیل ظاهری متغیر چهار به مدل در کردن وارد
برابر پاسخ ۴۱۷۹ نمونه، تعداد این بین از است. ۵۳۱۲ برابر پرت، و گم�شده رکوردهای حذف شامل
٪۷۹ تقریبا دیگر عبارت به هستند. بدحساب) (مشتریان صفر بقیه و خوش�حساب) (مشتریان یک

می�شود. شامل یک را پاسخ�ها
از است عبارت رگرسیونی، مدل چهار هر برای خطی پیشگوی

x′
iβ = β۱ + β۲xi۲ + · · ·+ β۷xi۷, i = ۱, . . . , n.

مثال�های GEVمشابه و Cloglog پرابیت، لجیت، مدل�های در رگرسیونی پارامترهای پیشین توزیع�های
پیشین توزیع رگرسیونی، پارامترهای همه برای یعنی انتخابشدند. متناظرشان مدل�های در شبیه�سازی
در U [−۱,۱) یکنواخت پیشین توزیع نیز GEV مدل در شکل پارامتر برای شد. انتصاب N(۰,۱۰۲)

شد. گرفته نظر
نمودارهای جی�وک، و آزمون�هایهیدلبرگ-ولچ شامل زنجیر، آمیختگی و معیارهایسنجشهمگرایی
کیفیت و بودند راضی�کننده مدل چهار هر در تولیدشده زنجیر برای ESS معیار و خودهمبستگی، و اثر
آن�ها گزارش از پایان�نامه شدن حجیم از دوری دلیل به که می�کردند تایید را تولیدشده نمونه�های خوب

کردیم. استخراج را استنباط نتایج تولیدی، نمونه کیفیت از اطمینان با بنابراین کردیم. خودداری
چهار هر برای معیارها این مقادیر بررسی با �شده�اند. گزارش ٩.۴ جدول در مدل�ها مقایسه معیارهای
داده�های برازش در یکسانی عملکرد معیارها، این اساس بر مدل�ها، همه گرفت نتیجه می�توان مدل،
مشابه و یکسان مدل چهار هر برای معیارها سایر ،BIC به�جز جزیی�تر، به�طور دارند. برق توزیع شرکت
است. بیشتر دارند، هم با مشابه مقداری که مدل�ها سایر از GEV مدل برای BIC معیار تنها هستند.
رده بودن منعطف�تر و بزرگ�تر به توجه با بنابراین نیست. اعتنا قابل چندان نیز اختلاف این البته

۴Cleaning



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ٧۶

توصیف برای آن از می�شود، دیده نیز پارامترها اعتبار فاصله�های جدول در که ،GEV رگرسیونی مدل�های
می�کنیم. استفاده مدل پارامترهای

واقعی داده�های برای Cloglog و GEV ،Logit ،Probit مدل�های مقایسه معیارهای :٩.۴ جدول
پارامترها Probit Logit Cloglog GEV
D(θ̃) ۵۴۰۳٫۵۸۵ ۵۴۰۳٫۴۵۸ ۵۴۰۳٫۷۵۳ ۵۴۰۳٫۷۵۳
DIC ۵۴۱۷٫۵۶۵ ۵۴۱۷٫۴۸۱ ۵۴۱۷٫۷۷ ۵۴۱۷٫۴۹۹
PD ۶٫۹۸۹۷ ۷٫۰۱۱۵ ۷٫۰۰۸۵ ۶٫۸۷۳۱

Marginal Likelihood −۲۷۰۱٫۷۹۲ −۲۷۰۱٫۷۲۹ −۲۷۰۱٫۸۷۷ −۲۷۰۱٫۸۷۶
BIC ۵۴۴۶٫۴۷۴ ۵۴۴۶٫۳۴۷ ۵۴۴۶٫۶۴۲ ۵۴۵۵٫۲۱۹

خطای هستند، پسین توزیع میانگین همان که پارامترها، بیزی برآوردهای ١١.۴ و ١٠.۴ جدول دو در
می�کنید مشاهده شده�اند. گزارش مدل چهار هر برای ٪۹۵ اعتبار فاصله�های و برآوردها استاندارد
هر گفت می�توان و هستند Cloglog و پرابیت مدل دو به نزدیک GEV مدل در برآوردشده پارامترهای
این زیرا است. درک قابل نیز ξ پارامتر اعتبار فاصله در مساًله این دارند. مشابهی برازش تقریباً مدل سه
و واقعی مقادیر ترتیب به که ξ = −۰٫۲۷۷ مقدار هم و دارد بر در را ξ = ۰ مقدار هم اعتبار فاصله
به نیز مدل سه هر برای پارامترها اعتبار فواصل طول هستند. پرابیت و Cloglog مدل�های در تقریبی

هستند. نزدیک یکدیگر

GEV و Cloglog ،Logit ،Probit مدل�های برای آن�ها استاندارد خطای و بیزی برآوردهای :١٠.۴ جدول
پارامترها Probit Logit Cloglog GEV

میانگین SE میانگین SE میانگین SE میانگین SE
β۱ ۰٫۵۷۶۷ ۰٫۰۳۶۶ ۰٫۹۳۷۶ ۰٫۰۶۱۶ ۰٫۲۳۳۹ ۰٫۰۳۴۰ ۰٫۲۵۳۸ ۰٫۰۴۲۷
β۲ −۰٫۲۲۰۸ ۰٫۱۳۵۴ −۰٫۳۸۰۲ ۰٫۲۲۰۹ −۰٫۲۳۶۷ ۰٫۱۴۹۳ −۰٫۱۸۹۹ ۰٫۱۲۵۸
β۳ −۰٫۰۱۱۰ ۰٫۰۱۹۳ −۰٫۰۱۹۷ ۰٫۰۳۴۱ −۰٫۰۱۰۲ ۰٫۰۱۷۴ −۰٫۰۱۲۰ ۰٫۰۲۰۹
β۴ ۰٫۲۸۳۲ ۰٫۰۴۳۹ ۰٫۴۸۱۳ ۰٫۰۸۶۳ ۰٫۲۵۵۳ ۰٫۰۳۹۸ ۰٫۳۰۹۵ ۰٫۰۶۶۱
β۵ −۰٫۱۹۸۱ ۰٫۱۴۸۲ −۰٫۳۲۰۶ ۰٫۲۴۰۷ −۰٫۲۰۷۰ ۰٫۱۵۰۳ −۰٫۲۱۷۵ ۰٫۱۵۳۷
β۶ ۰٫۶۲۲۶ ۰٫۰۸۸۳ ۱٫۱۱۱۱ ۰٫۱۶۷۲ ۰٫۵۳۳۶ ۰٫۰۷۱۴ ۰٫۷۰۰۳ ۰٫۱۶۷۵
β۷ −۰٫۵۷۴۶ ۰٫۲۱۱۵ −۰٫۹۳۷۶ ۰٫۳۴۱۷ −۰٫۶۴۴۷ ۰٫۲۴۹۶ −۰٫۵۷۱۷ ۰٫۲۲۴۴
ξ −۰٫۴۹۱۶ ۰٫۴۰۷۷

متغیر کرد، نتیجه�گیری می�توان آن�ها اعتبار فاصله�های و برآوردشده رگرسیونی ضرایب به توجه با
هم ضریب این زیرا ندارد؛ مشترکین بدحسابی یا خوش�حسابی بر معنی�داری تاثیر اشتراک مدت طول
تبیینی متغیر برای دارد. بر در را صفر مقدار متناظرش اعتبار فاصله هم و است نزدیک صفر به خیلی
خیلی فاصله بالای کران اما است، صفر شامل متغیر این اثر اعتبار فاصله آن�که علی�رغم مصرف، متوسط
هر گفت می�توان منفی، علامت با و آن رگرسیونی ضریب بزرگی به توجه با بنابراین است. صفر به نزدیک

شد. خواهد کمتر مشترک بودن خوش�حساب شانس می�شود، بیشتر مصرف متوسط چه



٧٧ تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری

GEV و Cloglog ،Logit ،Probit مدل�های برای پارامترها ٪۹۵ اعتبار فاصله�های :١١.۴ جدول
پارامترها Probit Logit Cloglog GEV

٪۲٫۵ ٪۹۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۹۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۹۷٫۵ ٪۲٫۵ ٪۹۷٫۵
β۱ ۰٫۵۰۴۵ ۰٫۶۴۸۵ ۰٫۸۱۲۲ ۱٫۰۵۳۷ ۰٫۱۷۱۰ ۰٫۳۰۴۴ ۰٫۱۶۹۹ ۰٫۳۳۶۵
β۲ −۰٫۴۷۰۹ ۰٫۰۵۷۴ −۰٫۷۹۰۸ ۰٫۰۷۳۴ −۰٫۵۲۳۶ ۰٫۰۵۰۱ −۰٫۴۳۸۳ ۰٫۰۵۲۵
β۳ −۰٫۰۴۷۴ ۰٫۰۲۶۸ −۰٫۰۸۳۵ ۰٫۰۴۹۶ −۰٫۰۴۳۷ ۰٫۰۲۵۳ −۰٫۰۵۸۱ ۰٫۰۲۶۳
β۴ ۰٫۲۰۰۷ ۰٫۳۶۹۴ ۰٫۳۳۷۹ ۰٫۶۳۴۷ ۰٫۱۷۶۲ ۰٫۳۳۳۱ ۰٫۱۷۹۳ ۰٫۴۳۷۶
β۵ −۰٫۴۹۴۳ ۰٫۰۷۷۷ −۰٫۷۹۱۱ ۰٫۱۴۴۱ −۰٫۵۰۵۷ ۰٫۰۷۹۲ −۰٫۵۱۹۴ ۰٫۰۸۰۹
β۶ ۰٫۴۴۰۰ ۰٫۷۸۶۴ ۰٫۷۹۸۲ ۱٫۴۴۹۲ ۰٫۳۹۲۰ ۰٫۶۷۰۲ ۰٫۳۷۰۵ ۱٫۰۲۲۵
β۷ −۰٫۹۹۹۳ −۰٫۱۸۱۱ −۱٫۵۹۷۰ −۰٫۲۵۶۹ −۱٫۱۲۸۰ ۰٫۱۷۴۹ −۰٫۹۸۰۶ −۰٫۱۲۳۹
ξ −۰٫۹۹۹۷ ۰٫۴۳۲۹

رده دادن قرار مبنا با ظاهری، متغیر چهار از این�که به توجه با مصرف، نوع تبیینی متغیر مورد در
ضریب واضح�تر به�طور می�گیرد. صورت مبنا رده با مقایسه در ضرایب تعبیر کردیم، استفاده مصارف، سایر
یا خوش�حساب شانس که است معنی آن به این نیست؛ معنی�دار مصارف) سایر با تولید رده (تقابل β۷

ضرایب بودن مثبت به توجه با اما، است. یکسان مصارف، سایر با تولید مصرف مشترکین بودن بدحساب
مصارف)، سایر با عمومی مصرف نوع رده (تقابل β۶ و مصارف) سایر با خانگی مصرف نوع رده (تقابل β۴

مقابل، در است. بیشتر مصارف سایر با مقایسه در عمومی و خانگی مشترکین بودن شانسخوش�حساب
وجود احتمال مصارف)، سایر با کشاورزی مصرف نوع رده تقابل ) β۵ ضریب بودن منفی به توجه با
از مبنا رده تغییر با تعبیرها این است. کمتر مصارف سایر به نسبت خوش�حساب کشاورزی مشترکین

می�کنند. تغییر مصرف دیگر انواع به مصارف سایر
در نهفته اطلاعات از دانش با بدحساب و خوش�حساب مشترکین مورد در می�توان نتایج، این با
به�عنوان کرد. تصمیم�گیری و برنامه�ریزی اشتراک، نوع و مصرف، متوسط شامل آن�ها تبیینی متغیرهای
پساعمال هستند. مشتریان سایر از بیشتر عمومی و خانگی مصرف نوع با خوش�حساب مشتریان نمونه،
می�تواند آن�ها، مصرف متوسط گرفتن نظر در کنار در مشترکین، نوع این برای تشویقی سیاست�های
مشتریان کشاورزی مشترکین دیگر، طرف از باشد. تاثیرگذار خوش�حساب مشتریان درصد افزایش بر
وصول نحوه و آن�ها مصرفی برق بر قیمت�گذاری سیاست�های تغییر شاید بنابراین نیستند. خوش�حسابی

باشد. لازم مشترکین این در خوش�حسابی افزایش برای آن، هزینه

تحقیق آینده برای پیشنهادات و نتیجه�گیری ۴.۴
شد. معرفی نامتعادل سطحی دو پاسخ�های برای تعمیم�یافته فرین مقادیر رگرسیون مدل پایان�نامه این در
با پارامترها پسین توزیع نیست، مزدوج پیشین توزیع دارای تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع که آن�جایی از
کمک با بیزی دیدگاه در آن برازش بنابراین، ندارد. بسته�ای شکل گرفته�شده، نظر در پیشین توزیع�های
شد موجب پارامترها کامل شرطی توزیع�های پیچیدگی گرفت. صورت MCMC نمونه�گیری روش�های
کنار در مدل این عملکرد شود. استفاده گیبز و متروپلیس-هستینگز نمونه�گیری روش دو ترکیب از تا



واقعی داده�های تحلیل و شبیه�سازی مطالعه در مدل عملکرد ارزیابی ٧٨

در آن کاربرد و گرفت قرار ارزیابی مورد شبیه�سازی مطالعه دو با ،Cloglog و لجیت پرابیت، مدل سه
از آمده به�دست نتایج به توجه با شد. داده نشان گیلان، استان برق مشترکین مورد در واقعی، مثال یک
کرد: فهرست را زیر نتایج می�توان خلاصه به�طور واقعی، مثال روی بر مدل پیاده�سازی و شبیه�سازی�ها
تشخیص در آن بالای انعطاف�پذیری تعمیم�یافته، فرین مقادیر رگرسیونی مدل اساسی مزیت�های از •
برای می�تواند شکل پارامتر متفاوت مقادیر با مدل، این چگالی تابع زیرا است؛ چولگی کنترل و

رود. کار به چپ به چوله و راست به چوله متقارن، داده�های مدل�بندی
نیز کوچک نمونه حجم با حتی مدل این انعطاف�پذیری که دادند نشان انجام�شده شبیه�سازی�های •

است. مناسب
رگرسیونی مدل مدل، انتخاب معیارهای به توجه با واقعی، مثال و شبیه�سازی دو هر در تقریباً •

دارد. نزدیکی رقابت مدل�ها سایر با تعمیم�یافته فرین مقادیر
تحقیق آینده به�عنوان زیر موارد از می�توان پایان�نامه، این در شبیه�سازی و نظری مطالب به توجه با

برد: نام

اثر دنباله�ها سنگینی روی بر می�کند، کنترل را رگرسیونی مدل این چولگی که ξ شکل پارامتر •
که داد تغییر گونه�ای به را تعمیم�یافته فرین مقادیر توزیع مکانیزمی طراحی با بتوان اگر می�گذارد.

بخشید. بهبود را آن انعطاف�پذیری می�توان کند، کنترل را چولگی فقط پارامتر این
استفاده کردیم. استفاده مستقل سطحی دو پاسخ متغیر�های برای مدل این از پایان�نامه این در •
زمانی، فضایی، وابستگی مانند مختلف وابستگی ساختارهای با سطحی دو پاسخ�های برای آن از
توجه جالب می�تواند مدل این در آمیخته مدل�های از استفاده و خوشه�ای و طولی فضایی-زمانی،

باشد.
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پیوستآ�
نتایج از قسمتی بازتولید برای R �دستورهای

پایان�نامه

پیوست این در پایان�نامه نمودارهای همچنین و چهارم فصل شبیه�سازی�های برای Rکدهای از نمونه�ای
شده�اند. گزارش

می�باشند: زیر �صورت به ١.١ شکل تولید برای لازم دستورات (١
(آ): حالت برای

f=function(x){
alpha=0
beta=1
y = alpha + beta*x;
Y= 1/(1+ exp(-y));
}
curve(f,xlim=c(-5,5),ylim=c(0,1), lwd = 2,main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )

(ب): حالت برای

f=function(x){
alpha =0
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beta=1
y <- alpha + beta*x;
Y= exp(y)/((1+ exp(y)))^2;
}
curve(f,xlim=c(-5,5),ylim=c(0,0.4), lwd = 2,main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )

می�باشند: زیر �صورت به ٢.١ شکل تولید برای لازم دستورات (٢
(آ): حالت برای

f=function(x){
pnorm(x, mean = 0, sd = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
}
curve(f,xlim=c(-5,5),ylim=c(0,1), lwd = 2,main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )

(ب): حالت برای
f=function(x){
dnorm(x,mean = 0, sd = 1,log = FALSE)
}
curve(f,xlim=c(-5,5),ylim=c(0,0.4), lwd = 2,main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )

می�باشند: زیر �صورت به ٣.١ شکل تولید برای لازم دستورات (٣
(آ): حالت برای

f=function(x){
alpha =0
beta=1
y <- alpha + beta*x; Y= 1-(exp(-(exp(y))))
}
curve(f,xlim=c(-5,5),ylim=c(0,1), lwd = 2,main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )

(ب): حالت برای
f=function(x){
alpha =0
beta=1
y <- alpha + beta*x; c=(beta*exp(y));Y=c*(exp(-(exp(y))))
}
curve(f,xlim=c(-5,5),ylim=c(0,0.4), lwd = 2,main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )
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می�باشند: زیر �صورت به ٢.٢ شکل تولید برای لازم دستورات (۴

dt<-function(v1,v2,x){
a<-gamma((v1+1)/2)
b<-gamma(v1/2)
c<-sqrt(pi*v2)
d<-(1+((x^2)/v2))^(-((v1+1)/2))
k<-(a/(b*c))*d
k
}
dt(v1,v2,x)
curve(dt(v1,v2,x),0,4,ylim=c(0,0.5),ylab="Probability Density Function",xlab="w")
curve(dnorm(x),lty=5,col="red",add=T)

می�باشند: زیر �صورت به ۴.٢ شکل تولید برای لازم دستورات (۵

f=function(x){
dnweibull(x, loc=0, scale=1, shape=0.5, log = FALSE)
}
curve(f,xlim=c(-4,6),ylim=c(0,1), main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )

f=function(x){
dfrechet(x, shape=0.5, log = FALSE)
}
curve(f,xlim=c(-4,6),ylim=c(0,1),lty = 3,type = "l",col="red", main=' ',
xlab=' ',ylab=' ',add=T )

f=function(x){
dgumbel(x)
}
curve(f,xlim=c(-4,6),ylim=c(0,1),lty = 5,type = "l",col="blue", main=' ',
xlab=' ',ylab=' ',add=T )

می�باشند: زیر �صورت به ۵.٢ شکل تولید برای لازم دستورات (۶

f=function(x){
dnweibull(x, loc=0, scale=1, shape=7, log = FALSE)
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}
curve(f,xlim=c(-4,6),ylim=c(0,3),type = "l", main=' ',xlab=' ',ylab=' ' )

f=function(x){
dnweibull(x, loc=0, scale=1, shape=3.6, log = FALSE)
}
curve(f,xlim=c(-4,6),ylim=c(0,3),lty = 3,type = "l",col="red", main=' ',
xlab=' ',ylab=' ',add=T )

f=function(x){
dnweibull(x, loc=0, scale=1, shape=2, log = FALSE)
}
curve(f,xlim=c(-4,6),ylim=c(0,3),lty = 5,type = "l",col="blue", main=' ',
xlab=' ',ylab=' ',add=T )

می�باشند: زیر �صورت به ۶.٢ شکل تولید برای لازم دستورات (٧

f=function(x){1-pgev(-x, loc=0, scale=1, shape=-0.5, lower.tail = TRUE)}
curve(f(x),xlim=c(-4,4),ylim=c(0,1),col="blue",lty=2,xlab="eta"
,ylab="Cumulative Distribution Fanction")

f=function(x){1-pgev(-x, loc=0, scale=1, shape=0.5, lower.tail = TRUE)}
curve(f(x),xlim=c(-4,4),ylim=c(0,1),col="red",lty=3,add=T)

f=function(x){1-pgev(-x, loc=0, scale=1, shape=0, lower.tail = TRUE)}
curve(f(x),xlim=c(-4,4),ylim=c(0,1),add=T,)

می�باشند: زیر �صورت به ٧.٢ شکل تولید برای لازم دستورات (٨

qqplot(1-qnorm(p),1-qgev(p, loc=-0.35579, scale=0.99903, shape=-0.27760,
lower.tail =TRUE),type="l",lwd=2,xlab="probit quantaile",ylab="GEV quantaile")
abline(0,1,lty = 5)

می�باشند: زیر صورت به GEV مدل MCMCدر نمونه�گیری الگوریتم اجرای برای R دستورات (٩

#### MCMC algorithm (Metropolis-Hasting-within-Gibbs) for gev link model
mcmc.gev <- function(burn.N, mc.N){



٩١

# tuning parameters for the proposals
sigma.beta1 <- 1
sigma.beta2 <- 0.2
sigma.beta3 <- 0.3
sigma.beta4 <- 0.3
sigma.beta5 <- 0.3
sigma.xi <- 0.2
# uniform random variable for parameters
U.beta1 <- runif(burn.N + mc.N)
U.beta2 <- runif(burn.N + mc.N)
U.beta3 <- runif(burn.N + mc.N)
U.beta4 <- runif(burn.N + mc.N)
U.beta5 <- runif(burn.N + mc.N)
U.xi <- runif(burn.N + mc.N)
##
accept.beta1 <- 0
accept.beta2 <- 0
accept.beta3 <- 0
accept.beta4 <- 0
accept.beta5 <- 0
accept.xi <- 0
## space for the parameters and likelihood
beta1.star <- rep(NA, burn.N + mc.N)
beta2.star <- rep(NA, burn.N + mc.N)
beta3.star <- rep(NA, burn.N + mc.N)
beta4.star <- rep(NA, burn.N + mc.N)
beta5.star <- rep(NA, burn.N + mc.N)
sai.star <- rep(NA, burn.N + mc.N)
dev.star <- rep(NA, burn.N + mc.N)
#
out.glm <- glm(cbind(y, 1-y)~ x2 + x3 + x4 + x5,

family=binomial(link="cloglog"), data=data.probit)
beta1.star[1] <- coef(out.glm)[1]
beta2.star[1] <- coef(out.glm)[2]
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beta3.star[1] <- coef(out.glm)[3]
beta4.star[1] <- coef(out.glm)[4]
beta5.star[1] <- coef(out.glm)[5]
sai.star[1] <- 0
dev.star[1] <- -2*like.gev(beta1.star[1], beta2.star[1], beta3.star[1],
beta4.star[1], beta5.star[1], sai.star[1])
##### starting updating states of the chain
for(r in 2:(burn.N + mc.N)){
print(r)
## updating the shape parameter: sai
sai.can <- rnorm(1,sai.star[r-1],sigma.xi)
fraction <- exp((like.gev(beta1.star[r-1], beta2.star[r-1],
beta3.star[r-1], beta4.star[r-1], beta5.star[r-1], sai.can) +
log(dnorm(sai.can,0,100))) - (like.gev(beta1.star[r-1],
beta2.star[r-1], beta3.star[r-1], beta4.star[r-1], beta5.star[r-1],
sai.star[r-1]) + log(dnorm(sai.star[r-1],0,100))))
metro.hasting.frac <- min(1,fraction)
if(U.xi[r] < metro.hasting.frac) {
accept.xi <- accept.xi + 1
sai.star[r] <- sai.can
} else {
sai.star[r] <- sai.star[r-1]
}
## updating the parameter beta1
beta1.can <- rnorm(1, beta1.star[r-1], sigma.beta1)
fraction <- exp((like.gev(beta1.can, beta2.star[r-1], beta3.star[r-1],
beta4.star[r-1], beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta1.can, 0, 10^2)))-
(like.gev(beta1.star[r-1], beta2.star[r-1], beta3.star[r-1], beta4.star[r-1],
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta1.star[r-1], 0, 10^2))))
metro.hasting.frac <- min(1,fraction)
if(U.beta1[r] < metro.hasting.frac) {
accept.beta1 <- accept.beta1 + 1
beta1.star[r] <- beta1.can
} else {
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beta1.star[r] <- beta1.star[r-1]
}
## updating the parameter beta2
beta2.can <- rnorm(1, beta2.star[r-1], sigma.beta2)
fraction <- exp((like.gev(beta1.star[r], beta2.can, beta3.star[r-1], beta4.star[r-1],
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta2.can, 0, 10^2)))-
(like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r-1], beta3.star[r-1], beta4.star[r-1],
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta2.star[r-1], 0, 10^2))))
metro.hasting.frac <- min(1,fraction)
if(U.beta2[r] < metro.hasting.frac) {
accept.beta2 <- accept.beta2 + 1
beta2.star[r] <- beta2.can
} else {
beta2.star[r] <- beta2.star[r-1]
}
## updating the parameter beta3
beta3.can <- rnorm(1, beta3.star[r-1], sigma.beta3)
fraction <- exp((like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r], beta3.can, beta4.star[r-1],
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta3.can, 0, 10^2)))-
(like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r], beta3.star[r-1], beta4.star[r-1],
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta3.star[r-1], 0, 10^2))))
metro.hasting.frac <- min(1,fraction)
if(U.beta3[r] < metro.hasting.frac) {
accept.beta3 <- accept.beta3 + 1
beta3.star[r] <- beta3.can
} else {
beta3.star[r] <- beta3.star[r-1]
}
## updating the parameter beta4
beta4.can <- rnorm(1, beta4.star[r-1], sigma.beta4)
fraction <- exp((like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r], beta3.star[r], beta4.can,
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta4.can, 0, 10^2)))-
(like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r], beta3.star[r], beta4.star[r-1],
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta4.star[r-1], 0, 10^2))))



پایان�نامه نتایج از قسمتی بازتولید برای R �دستورهای ٩۴

metro.hasting.frac <- min(1,fraction)
if(U.beta4[r] < metro.hasting.frac) {
accept.beta4 <- accept.beta4 + 1
beta4.star[r] <- beta4.can
} else {
beta4.star[r] <- beta4.star[r-1]
}
## updating the parameter beta5
beta5.can<- rnorm(1, beta5.star[r-1], sigma.beta5)
fraction <- exp((like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r], beta3.star[r],
beta4.star[r],beta5.can, sai.star[r]) + log(dnorm(beta5.can, 0, 10^2)))-
(like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r], beta3.star[r], beta4.star[r],
beta5.star[r-1], sai.star[r]) + log(dnorm(beta5.star[r-1], 0, 10^2))))
metro.hasting.frac <- min(1,fraction)
if(U.beta5[r] < metro.hasting.frac) {
accept.beta5 <- accept.beta5 + 1
beta5.star[r] <-beta5.can
} else {
beta5.star[r] <- beta5.star[r-1]
}
## updating the deviance
dev.star[r] <- -2*like.gev(beta1.star[r], beta2.star[r], beta3.star[r],
beta4.star[r],beta5.star[r], sai.star[r])

}
# end for loop
result <- list("beta1.star"=beta1.star, "beta2.star"=beta2.star,

"beta3.star"=beta3.star,"beta4.star"=beta4.star, "beta5.star"=beta5.star,
"sai.star"=sai.star,"dev.star"=dev.star, "accept.beta1"=accept.beta1,
"accept.beta2"=accept.beta2,"accept.beta2"=accept.beta2,
"accept.beta3"=accept.beta3, "accept.beta4"=accept.beta4,
"accept.beta5"=accept.beta5,"accept.sai"=accept.xi)
return(result)
}



Aabstract

For many applied situations, in a regression model, the response is a binary variable. The
general models for analysis of such responses are logistic, probit and Cloglog. Logistic
and probit symmetric link models are not appropriate choices when the number of ob-
servations in the two response categories is unbalanced. Further, the positively skewed
Cloglog link model will lose its efficiency when responses are negatively skewed. The
generalized t-link model is a good alternative in such situations, though the constraint
on the shape parameter greatly reduces the possible range of skewness provided by this
model. Wang and Dey (2010) proposed a new extremely flexible model based on gen-
eralized extreme value distribution. In this thesis, we reintroduce generalized extreme
value link model and discuss its fitting from Bayesian framewrok. Due to the complexity
of posterior distribution of the model we use Markov chain Monte Carlo methods. We
explore the efficiency of generalized extreme value link model by a simulation study and
demonstrate its applicability in the analysis of a real example.

Keywords: Generalized extreme value distribution; latent variable; Markov chain Monte
Carlo algorithms; posterior distribution; rare events; skewness.
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