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 تشکر و قدرداني

 

را با راهنمايي و ياري اساتيد و ديگر خداوند يكتا و متعال را شاكرم كه توفيق يافتم تا اين پايان نامه 

بزرگواران، تدوين نمايم و به زعم خود از همه اين عزيزان تشكر و قدرداني مي كنم و براي ايشان از درگاه 

 ايزد مهربان آرزوي سعادت و عاقبت به خيري دارم.

شوقم بوده اند و گذر از در ابتدا صميمانه ترين تشكر ها تقديم به پدر و مادر عزيزم كه همواره راهنما و م

 و بدون دعاي خير و بركت وجودشان، غير ممكن بود. به حول و قوه الهيمشكلات زندگي ام 

كه سعه صدر و  جناب آقاي دكتر رحیمي وجناب آقاي دكتر امیني خواهاز اساتيد راهنماي ارجمندم، 

صبوري مرا راهنمايي نموده و در پيشبرد اين پايان نامه سعي تمام  مبذول داشتند كمال تشكر و قدرداني 

 مي نمايم.

كه زحمت داوري اين پايان دكتر ناظمي  جناب آقايو  دكتر گرشاسبي جناب آقاياز اساتيد محترم، 

 مايم.نامه را به عهده داشتند صميمانه تشكر و قدرداني مي ن

برخود لازم مي دانم تا از كليه اساتيد گرانقدر دانشكده رياضي كه در دوران تحصيل از محضرشان كسب 

 فيض نمودم، تشكر نمايم.

در نهايت از تمامي دوستان و هم اتاقي هاي عزيزم و همكلاسي ها و هم دانشكده اي هاي گرامي ام كه در 

 .ا را داشتم، صميمانه سپاسگزاري نمايمطول اين مدت افتخار مصاحبت و همفكري با آنه
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 پايان نامه ) رساله ( متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد .
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 چکیده

معرفي مفاهيم اساسي مورد نياز مي پردازيم. در فصل دومّ مشتق و در اين پايان نامه ابتدا در فصل يك به 

 -ليوويل، گرونوالد -انتگرال كسري را بيان مي كنيم. در اين فصل پس از معرفي مشتق كسري ريمان

لتنيكوف به بيان خواص و ارتباط اين مشتقات مي پردازيم. در فصل سه ساختار روش آشفتگي هوموتوپي را 

ر ادامه با بيان چند قضيه،  همگرايي اين روش را بررسي مي كنيم و كاربرد هاي اين روش بيان مي كنيم، د

براي حل معادلات تابعي را با بيان چند مثال نشان خواهيم داد. در فصل چهارم چند صورت از معادلات 

 يم.ديفرانسيل كسري خاص را معرفي كرده و سپس حل آنها را با روش آشفتگي هوموتوپي بيان مي كن
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 مقدمه

، 2، اويلر1زاولّيه در اين مورد شامل كارهاي لايب نيت آغاز شد و بحثهاي 17حساب كسري از قرن 

و بسياري ديگر بوده است. اوّلين گزارش مربوط به تعميم  7، ريمان6، ليوويل5، آبل4، لاپلاس3لاگرانژ

است كه در آن هوپيتال از لايب ز و هوپيتال به مشتقات كسري منصوب به لايب نيتمشتقات معمولي 

ز مي پرسد كه اگر در نماد نيت
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
 عدد  n، به جاي

1

2
( 1112قرار دهيم چه اتفاقي مي افتد. لاپلاس )  

مشتقات كسري با  1لاكرويكس 1119مشتقات كسري را به صورت يك انتگرال تعريف كرد و در سال 

 مرتبه دلخواه را با تعميم فرمول مشتق معمولي زير مورد توجه قرار داد 

𝑑𝑛𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑛
=

𝑚!

(𝑚 − 𝑛)!
𝑥𝑚−𝑛,     𝑚 ≥ 𝑛  , 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁, 

 

 به صورت زير بود 𝜐و  mكه تعميم او براي هر 

𝑑𝜐𝑥𝑚

𝑑𝑥𝜐
=

𝛤(𝑚 + 1)

𝛤(𝑚 − 𝜐 + 1)
𝑥𝑚−𝜐. 

                                                 
1 Leibnitz 
2 Euler 
3 Lagrange 
4 Laplace 
5 Abel 
6 Liouville 
7 Riemann 
8 lacroix 
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 به صورت زير معرفي كرد 𝑓(𝑥) ( عملگرهاي كسري را با نمايش انتگرالي تابع1122) 1فوريه

 

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢 ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑡(𝑥 − 𝑢))𝑑𝑡

+∞

−∞

+∞

−∞
,  

 

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑓(𝑥) =

1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢

+∞

−∞

∫ 𝑡𝑛𝑐𝑜𝑠 (𝑡(𝑥 − 𝑢) +
1

2
𝑛𝜋) 𝑑𝑡

+∞

−∞

. 

 

 .عوض كرد αرا با عدد دلخواه   nو به صورت نماديا

ت كه عملگرهاي كسري را مستقيماً براي حل يك معادله انتگرال مورد استفاده آبل اولين كسي اس

هنگام حل مساله همزمان رخ  ،قرار داد. معادله انتگرالي كه آبل در آن از عملگر كسري استفاده كرد

تن شكلي از يك عبارت است از ياف آبل معروف است و اين مسالهداده بود كه امروزه به مساله همزمان 

كاك و تحت تأثير يك ميدان ين آمدن يك جرم نقطه اي بدون اصطمان پائمنحني به طوري كه ز

ت يك ثابت معروف باشد، معادله گرانشي روي اين شكل مستقل از نقطه آغازين باشد. اگر زمان حرك

 انتگرال آبل به صورت زير خواهد بود 

𝑘(𝑥) = ∫ (𝑥 − 𝑡)𝛼
𝑥

0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 

 

𝛼كه البته معادله فوق با  = −
1

2
ه به معادله انتگرال آبل معروف است. انتگرال معادله فوق امروز 

صرف نظر از ضريب 
1

Γ(1/2)
ليوويل است. در  -ريمان يك حالت خاص از انتگرال كسري معروف 

بل با اثر دادن عملگر كسري بايد محاسبه شود. آ 𝑓(𝑡)تابع  آبلمعادلات انتگرالي نظير 
𝑑1/2

𝑑𝑥1/2
بر دو  

 .طرف معادله، آن را حل كرد

فرمول انتگرال فوريه و جواب آبل مورد توجه ليوويل قرار گرفت. ليوويل نظريه حساب كسري را توسعه 

 سائل تئوري پتانسيل به كار برد. داد و آنها را در م

                                                 
1 Fourier 
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گيري از مرتبه دلخواه  ساب كسري عبارت است از حساب مربوط به انتگرال و مشتقامروزه اصطلاح ح

، گنگ و حتي مختلط باشد. در مورد مرتبه گويا كارهاي مختلفي طوري كه مرتبه مشتق بتواند گويا به

بحث شده  اوا ُوسريواستاوا هاي كسري توسط صورت گرفته است ولي تحليل مختلط مشتقات و انتگرال

 است.

هاي فراواني در مدارهاي رياضي نيستند بلكه كاربردرفاً مشتقات و انتگرال هاي كسري بحث هاي ص

، شيمي و علوم الكتريكي، شيمي تجزيه، چند قطبي هاي كسري، فرموله كردن مسائل فيزيك

 بيولوژيكي دارد.

ليوويل در زمينه هاي  -ديفرانسيل كسري شامل عملگر ديفرانسيلي ريماناخيراً كاربردهاي معادلات 

، پردازش سيگنال، بيولوژيك، پليمر و مكانيك آماري ديده محاسباتي مختلفي نظير ديناميك سيالات

و همچنين توابع پله اي  2از توابعي نظير توابع وايراشتراس 1شده است. حساب كسري به فرم فركتالي

 ده است.لبگ نيز مطرح ش

تمام بحث ها و مطالعات انجام شده در اين شاخه بر پايه تعاريف موجود از مشتق و انتگرال كسري بنا 

شده است. تعاريف مختلفي از مشتق و انتگرال كسري وجود دارد كه منشأ متفاوتي دارند و لزوماً هم 

ك، معروف ترين تعاريف از معرفي مفاهيم اوّليه مورد نياز در فصل ي بعد .معادل يكديگر نيستند

دو مطرح را در فصل  4لتنيكوف -و گراونوالد 3ليوويل -ريمانموجود مشتق هاي كسري يعني تعريف 

، تركيب آنها با مشتقات معمولي، مشتقات كرده قبيل منشأ و پيدايش تعريف مي كنيم و خواص آنها را

 .خواهيم دادمورد بحث قرار را كسري و انتگرال كسري 

                                                 
1 Fractional 
2   ٌ Weierstrass 
3 Riemann-Liouville 
4 Grünwald-Letnikov 
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و شرط آغاز مي كنيم براي حل معادلات ديفرانسيل  1را با معرفي روش آشفتگي هوموتوپيفصل سومّ  

 يم. در ادامه اين فصل به حل چند دسته ازكافي همگرايي را در قالب قضيه اي بيان و اثبات مي كن

 معادلات ديفرانسيل خطي و غير خطي با روش آشفتگي هوموتوپي مي پردازيم.

ابتدا به معرفي تعدادي معادلات ديفرانسيل معروف كسري خطي وغير خطي در نهايت در فصل چهارم 

 مي پردازيم و در ادامه حل اين معادلات را با روش آشفتگي هوموتوپي بررسي خواهيم كرد.

 

 

                                                 
1 Homotopy perturbation method 
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 فصل اوّل

 

 

 

 

 

 مفاهیم اولّیه و معرفي توابع خاص
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 مقدمه  9-9

توابع متعالي يكي از ابزارهاي مهم و پايه اي در حساب كسري مي باشند كه خواننده علاقمند به اين 

در اين فصل پس از  برخي از خواص آنها آشنا باشد.شاخه از رياضيات لازم است تا با اين توابع و 

و ... كه در حل تحليلي و  3لفلر -، و تابع ميتاژ2، تابع بتا1نظير تابع گاماابع معرفي تعدادي از اين تو

مهم و مورد نياز در  بيان خواص هعددي معادلات ديفرانسيل كسري مورد استفاده قرار مي گيرند، ب

سياري هستند، بديهي است كه اثبات و بيان مي پردازيم. توابع متعالي داراي خواص ب اين پايان نامه

تمام اين خواص و قضاياي مربوطه از حوصله اين رساله خارج است و بحثهاي تكميلي اين قسمت را 

 .مي توان در منابع معرفي شده يافت

 

 

 

 

 

                                                 
1 Gamma 
2 Beta 
3 Mittag-Leffler Functiorl 
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 توابع پايه حساب كسري  9-2

 تابع لگاريتم طبیعي و تابع نمائي  9-2-9

است تابع توابعي كه بيش از همه مورد توجه  ،بحثهاي معادلات ديفرانسيلمي توان گفت كه در تمام 

 ن تابع نمائي است.لگاريتم طبيعي و معكوس آ

 كه به صورت زير تعريف مي شودتابع لگاريتم طبیعي 

𝑙𝑛 𝑥 = ∫
1

𝑡
𝑑𝑡        𝑥 > 0,

𝑥

1

                                                                                                   (1

− 1) 

تابعي با دامنه اعداد مثبت است كه در سراسر دامنه اش پيوسته و مشتق پذير مي باشد. چون تابع 

لگاريتم طبيعي در دامنه اش پيوسته و صعودي است لذا داراي معكوس مي باشد، معكوس تابع 

 تعريف مي شود:ناميده مي شود كه به صورت زير تابع نمائي  لگاريتم طبيعي

𝑥 اگر = ln 𝑦  در اين صورت 𝑦 = 𝑒𝑥𝑝(𝑥) تابع نمائي از x   ناميده مي شود كه غالباً با

 𝑒𝑥.تابع نمائي اين است كه مشتق آن برابر خودش )در  يكي از كاربردي هاينمايش داده مي شود

حالت كلي تر از جنس خودش( مي باشد. اين خاصيت پايه و اساس روشهاي حل معادلات معمولي با 

 ضرائب ثابت است.

 

 

 9تابع گاما  9-2-2

است و اين امكان را  !𝑛 يكي از توابع اساسي حساب كسري تابع گاماي اويلر است كه تعميمي از تابع

 مقادير غير صحيح و حتي مختلط را بپذيرد. n فراهم مي كند كه

 با انتگرال زير تعريف مي شود: Γ(𝑧)تابع گاما  تعريف:

                                                 
1 Gamma 
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𝛤(𝑧) = ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡,                                                                                                          (2
∞

0

− 1) 

𝑅𝑒(𝑧)كه در نيمه سمت راست صفحه مختلط يعني > همگرا مي شود. تابع گاما يك تعريف با   0

 ايش حدي نيز دارد كه به صورت زير استنم

𝛤(𝑧) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛! 𝑛𝑧

𝑧(𝑧 + 1)(𝑧 + 2) … (𝑧 + 𝑛)
,                                                                         (3

− 1) 

𝑅𝑒(𝑧)فرض اوليه ما اين است كه در آن كه  > 0  . 

 ابع گاما رابطه بازگشتي زير باشدتيكي از مهمترين خواص شايد 

𝛤(𝑧 + 1) = 𝑧𝛤(𝑧),                                                                                                                (4

− 1) 

 به جزء به سادگي قابل اثبات است يري به روش جزءبا استفاده از انتگرالگ اين رابطه

𝛤(𝑧 + 1) = ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑧𝑑𝑡 = [−𝑒−𝑡𝑡𝑧]𝑡=0
𝑡=∞ + 𝑧 ∫ 𝑒−𝑡𝑡𝑧−1𝑑𝑡

∞

0

∞

0

= 𝑧𝛤(𝑧). 

Γ(1)به وضوح  =  خواهيم داشت …,z = 1,2,3و براي 1

𝛤(2) = 1 × 𝛤(1) = 1, 

𝛤(3) = 2 × 𝛤(2) = 2 × 1! = 2!, 

𝛤(4) = 3 × 𝛤(3) = 3 × 2! = 3!, 

⋮ 

𝛤(𝑛 + 1) = 𝑛𝛤(𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)! = 𝑛!. 

 تابع گاما به صورت زير استخاصيت مهم ديگر 

𝛤(𝑧 + 𝑛)𝛤(−𝑧 − 𝑛 + 1)

= (−1)𝑛𝛤(𝑧)𝛤(1 − 𝑧).                                                          (5 − 1) 

 

! 𝛼 عدد صحيح مثبت نباشد، به صورت αنماد فاكتوريل را حتي اگر  = Γ(𝛼 + تعريف مي  (1

 تابع گاما به صورت زير است:وتن را بر حسب كنيم. به عنوان مثال، ضرائب بسط دو جمله اي ني

(
−𝑧

𝜉
) =

𝛤(1 − 𝑧)

𝛤(𝜉 + 1)𝛤(1 − 𝑧 − 𝜉)
, 
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 باشد، آنگاه n يك عدد صحيح نامنفي مانند 𝜉در حالت خاص اگر 

(
−𝑧

𝑛
) =

𝛤(1 − 𝑧)

𝑛! 𝛤(1 − 𝑧 − 𝑛)
= (−1)𝑛

𝛤(𝑧 + 𝑛)

𝑛! 𝛤(𝑧)
= (−1)𝑛 (

𝑧 + 𝑛 − 1

𝑛
). 

 

 

 تابع پي سي اويلر  9-2-8

 صورت زير معرفي مي شود شود كه بهاويلر ناميده مي   psiمشتق لگاريتم تابع گاما تابع

𝜓(𝑧) = 𝐷 𝑙𝑛 𝛤(𝑧)

=
𝐷𝛤(𝑧)

𝛤(𝑧)
                                                                                               (6 − 1) 

 تابع دي گاما نيز ناميده مي شود. در حالت خاص 𝜓(𝑧)بعات

𝜓(1) = −𝛾  و  𝜓 (
1

2
) = −𝛾 − 𝑙𝑛 4 

𝛾 550/...كه 𝜓(𝑧يك عدد صحيح نامنفي باشد، zاست و اگر  9ثابت اويلر = + –برابر  (1 𝛾 +

∑
𝑧

𝑘(𝑘+𝑧)
∞
𝑘=1.در رابطه بازگشتي زير صدق مي كند پي سي تابع قابل دكر است كه خواهد بود 

𝜓(𝑧 + 1) = 𝜓(𝑧) +
1

𝑧
. 

 بناميم، آنگاه  nعدد صحيح مثبت بوده و آن را  zدر حالت خاص اگر

𝜓(𝑛 + 1) = −𝛾 + ∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

. 

 

 

 2تابع بتا  9-2-4

                                                 
𝑠𝑁اگر قرار دهيم 1 = 1 +

1

2
+ ⋯ +

1

N
𝑙𝑖𝑚در اين صورت  

𝑁
(𝑠𝑁 − 𝑙𝑛 𝑁)  موجود بوده كه ثابت اويلر ناميده مي شود. ثابت

اويلر از تمرينهاي مهم مبحث حد دنباله و سري است كه نمونه هاي آن را در اغلب كتاب هاي آناليز رياضي مي توان يافت. تمرين 

مثال هائي از اين فصل شش اصول آناليز حقيقي رابرت جي بارتل  36فصل هشت اصول آناليز رياضي والتر رودين و يا تمرين  9

 دست هستند.
2 Beta 
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موسوم به تابع بتا  در بسياري از حالات بهتر است به جاي تركيبي از مقادير معين تابع گاما از تابعي

 غالباً به صورت زير تعريف مي شودتابع بتا استفاده كنيم. 

𝐵(𝑧, 𝑤) = ∫ 𝑡𝑧−1
1

0

(1 − 𝑡)𝑤−1𝑑𝑡 , 𝑅𝑒(𝑧) > 0 ,

𝑅𝑒(𝑤) > 0                           (7 − 1) 

استفاده مي كنيم كه به صورت زير  بين تابع بتا و گاما از تبديل لاپلاس براي به بدست آوردن رابطه

 تعريف مي شود

ℎ𝑧,𝑤(𝑡) = ∫ 𝜏𝑧−1(1 − 𝜏)𝑤−1𝑑𝜏.
𝑡

0

 

ℎ𝑧,𝑤(1)مي باشد و  𝑡𝑤−1و  𝑡𝑧−1يك كانولوشن از توابع  ℎ𝑧,𝑤(𝑡)واضح است كه = 𝐵(𝑧, 𝑤) 

. 

 يل لاپلاس آن دو تابع است، داريمدكانولوشن دو تابع برابر حاصل ضرب تبلاپلاس با توجه به اينكه 

𝐻𝑧,𝑤(𝑠) =
𝛤(𝑧)

𝑠𝑧

𝛤(𝑤)

𝑠𝑤
=

𝛤(𝑧)𝛤(𝑤)

𝑠𝑧+𝑤
, 

يك ثابت  Γ(𝑧)Γ(𝑤)به عبارت ديگر چون است.  ℎ𝑧,𝑤(𝑡)تبديل لاپلاس تابع 𝐻𝑧,𝑤(𝑠)در آن  كه

را با گرفتن معكوس تبديل لاپلاس از طريق رابطه فوق دوباره به دست آورد،  ℎ𝑧,𝑤(𝑡)است مي توان 

 ين خواهيم داشتابنابر

ℎ𝑧,𝑤(𝑡) =
𝛤(𝑧)𝛤(𝑤)

𝛤(𝑧 + 𝑤)
𝑡𝑧+𝑤+1. 

𝑡دادن  قرار با =  داريم 1

𝐵(𝑧, 𝑤) =
𝛤(𝑧)𝛤(𝑤)

𝛤(𝑧 + 𝑤)
. 

يكي از اين خواص به . [1]به كمك تابع بتا مي توان خواص ديگري از تابع گاما را به دست آورد

 صورت زير است

𝛤(𝑧)𝛤(1 − 𝑧) =
𝜋

𝑠𝑖𝑛 𝜋𝑧
.      (𝑧

≠ 0, ±1 , ±2 , … ).                                                           (8 − 1) 
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𝑧در حالت خاص اگر =
1

2
Γرابطه معروف  (

1

2
) = √𝜋 قدار تابع حاصل مي شود كه براي محاسبه م

رد استفاده قرار مي گيرد. خاصيت ديگري از تابع گاما كه به سادگي از تابع بتا گاما در بسياري نقاط مو

 استلژاندر  فرمولنتيجه مي شود، 

𝛤(𝑧)𝛤 (𝑧 +
1

2
) = √𝜋22𝑧−1𝛤(2𝑧)  ,

2𝑧 ≠ 0, −1, −2, ….                                          (9 − 1) 

𝑧كه با قرار دادن  = 𝑛 +
1

2
در آن مجموعه اي از مقادير خاص تابع گاما به صورت زير بدست مي  

 آيد:

𝛤 (𝑛 +
1

2
) =

√𝜋22𝑛𝛤(2𝑛 + 1)

𝛤(𝑛 + 1)

=
√𝜋22𝑛(2𝑛)!

𝑛!
.                                       (10 − 1) 

 

 تابع گاماي ناقص  9-2-5

از بين توابع متعالي كه در حساب كسري مورد استفاده قرار مي گيرند تابع گاماي ناقص و توابع مربوط 

به آن از اهميت ويژه اي برخوردار هستند. در اين قسمت به معرفي تابع گاماي ناقص مي پردازيم و 

رد بحث قرار مي دهيم. تابع وو توابع مربوط به آن را پس از تعريف مشتق و انتگرال كسري مخواص 

 ي ناقص به صورت زير تعريف مي شودگاما

𝛾∗(𝜐, 𝑧) = 𝑒−𝑧 ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝜐 + 𝑘 + 1)
.                                                                                    (11

∞

𝑘=0

− 1) 

𝛾∗ ل هم نسبت به يك تابع كام𝑧  و هم نسبت به𝜐  است يعني در تمام صفحه تحليلي مي باشد. اگر

𝑅𝑒𝑧 > ,𝛾∗(𝜐، آنگاه  0 𝑧) داراي نمايش انتگرالي زير است 

𝛾∗(𝜐, 𝑧) =
1

𝛤(𝜐)𝑧𝜐
∫ 𝑡𝜐𝑒−𝑡𝑑𝑡.                                                                                         (12

𝑧

0

− 1) 
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 تابع فوق هندسي   9-2-6

سري فوق هندسي تعميم  .وسيعي از توابع تحليلي هستند دستهتابع فوق هندسي و تعميمهاي آن 

𝐹𝑞𝑝يافته 
 به صورت زير تعريف مي شود  

Fq(a1, … , ap, b1, … , bq; z)𝑝
 =

Γ(b1)∙Γ(b2)∙…∙Γ(bq)

Γ(a1)∙Γ(a2)∙…∙Γ(ap)
∑

Γ(a1+k)∙…∙Γ(ap+k)zk

Γ(b1+k)∙…∙Γ(bq+k)k!
,∞

k=0                (13 −

1)  

𝑝. اگراعداد صحيح نامثبت نباشند  𝑏𝑖به شرطي كه ≤ 𝑞   به ازاي تمام سري𝑧  ها همگراست و

𝑝اگر = 𝑞 + |𝑧|شعاع همگرائي سري برابر يك است يعني سري به ازاي  1 <  همگراست و   1

𝑝چنانچه  > 𝑞 +  هاي غير صفر، واگراست.  𝑧سري براي تمام  1

𝑝 در حالت خاص اگر = 𝑞و  2 =  خواهيم داشت  1

𝐹1(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) =
𝛤(𝑐)

𝛤(𝑎)𝛤(𝑐 − 𝑎)
∑

𝛤(𝑎 + 𝑘)𝛤(𝑏 + 𝑘)

(𝑐 + 𝑘)
∙

𝑧𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

2
 . 

تابع حاصل و تمام توابع تحليلي برگرفته از آن تابع فوق هندسي ناميده مي شوند. سري براي تمام 

 𝑧هايي كه|𝑧| < 𝑅𝑒(𝑐)همگراست. اگر  1 > 𝑅𝑒(𝑎) >  نمايش انتگرالي زير را داريم،  0

𝐹1(𝑎, 𝑏, 𝑐; 𝑧) =
𝛤(𝑐)

𝛤(𝑎)𝛤(𝑐 − 𝑎)
∫ 𝑡𝑎−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑎−1(1 − 𝑡𝑧)−𝑏𝑑𝑡.

1

0
2
  

𝑅𝑒(𝑐)در حالت خاص، اگر  > 𝑅𝑒(𝑎 + 𝑏)   و𝑐  عدد صحيح نامثبت نباشد، داريم 

𝐹1(𝑎, 𝑏, 𝑐; 1) =
𝛤(𝑐)Γ(𝑐 − 𝑎 − 𝑏)

𝛤(𝑐 − 𝑎)𝛤(𝑐 − 𝑏)
,2

  

𝑝اگر و  = 𝑞 = 𝑅𝑒(𝑐)و   1 > 𝑅𝑒(𝑎) >  ، نمايش انتگرالي زير را داريم 0

𝐹1(𝑎, 𝑐; 𝑧) =
𝛤(𝑐)

𝛤(𝑎)𝛤(𝑐 − 𝑎)
∫ 𝑡𝑎−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑎−1𝑒𝑧𝑡𝑑𝑡.

1

0
1
  

𝐹11تابع
 .صدق مي كندمعادله ديفرانسیل كومر  موسوم بهديفرانسيل زير  در معادله  

𝑧𝐷2𝑤 + (𝑐 − 𝑧)𝐷𝑤 − 𝑎𝑤 = 0 
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را مي  ابعي كه در اين فصل تعريف شده اندبرخي از توابع شناخته شده و توبه همين دليل است كه 

 توابع فوق هندسي نوشت. توجه داريم كه توان برحسب

(1 − 𝑧)−𝑎 = 𝐹1
 

0(𝑎; 𝑧), 

𝑙𝑛
1 + 𝑥

1 − 𝑥
= 2𝑥2𝐹1 (

1

2
, 1,

3

2
; 𝑥2) ,            0 ≤ 𝑥 < 1, 

𝛾∗(𝜈, 𝑧) =
1

𝛤(𝜈 + 1)
𝐹1(𝜈, 𝜈 + 1; 𝑧) =

1

𝛤(𝜈 + 1)1
 𝑒−𝑧 𝐹1(1, 𝜈 + 1; 𝑧),1

  

𝐵𝜏(𝑥, 𝑦) = 𝑥−1𝜏𝑥 𝐹1(𝑥, 1 − 𝑦, 𝑥 + 1; 𝜏) = 𝑥−1𝜏𝑥(1 − 𝜏)𝑦 𝐹1(𝑥 + 𝑦, 1, 𝑥 + 1; 𝜏)2
 

2
 ,  

,𝐵𝑟(𝑥كه 𝑦) براي  بوه و بتاي ناقص تابع𝑅𝑒(𝑥) >  به صورت تعريف مي شود  0

𝐵𝑟(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝜏𝑥−1(1 − 𝜏)𝑦−1𝑑𝑡,     0 < 𝜏
𝜏

0

< 1                                                             (14 − 1) 

 

 

 لفلر -تابع میتاژ  9-2-7

عميم يك در تئوري معادلات ديفرانسيل معمولي نقش مهمي ايفا مي كند. ت 𝑒𝑧مي دانيم تابع نمائي 

,2]پارامتري آن كه به صورت زير نمايش داده مي شود  3]  

𝐸𝛼(𝑡) = ∑
𝑡𝑘

𝛤(1 + 𝑘𝛼)
  ,     𝛼

∞

𝑘=0

≥ 0                                                                                  (15 − 1) 

ناميده مي  [4]لفلر -تعريف و مورد مطالعه قرار گرفت و تابع ميتاژ 1لفلر -جي.ام.ميتاژتوسط اين تابع 

 شود.

1)در نمودار  − 𝛼 1و 5/1و 2و 5لفلر براي  -تابع ميتاژ (1  نمايش داده شده است. =

                                                 
1 G. M. Mittag-leffler, Sopra la fonzione , Rend.Acc.Lincei, ser. 5 vol, 13, 1904, pp.3-5 
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 1-1شكل 

يت ويژه اي دارد را اولين بار لفلر كه در حساب كسري اهم -تابع دو پارامتري از نوع ميتاژ

 به صورت زير معرفي كرد 1[5]الروآگا

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 𝛽)

∞

𝑘=0

 

  ,   (𝛼 > 0, 𝛽

> 0).                                                        (16 − 1) 

𝛼با نماد هاي تعريف فوق چنانچه فرض كنيم  = 𝛽و  1 =  خواهيم داشت 1

𝐸1,1(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

= ∑
𝑧𝑘

𝑘!
= 𝑒𝑧 .                                                              (17 − 1)

∞

𝑘=0
 

 ي توان روابط زير را به دست آورد.به همين ترتيب م

𝐸1,1,(𝑧) =
𝑒𝑧 − 1

𝑧
,                                                                                                                (18

− 1) 

𝐸2,1(𝑧) = 𝑐𝑜𝑠ℎ(√𝑧),                                                                                                           (19

− 1) 

                                                 
1Agrawal 
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𝐸2,2(𝑧) =
𝑠𝑖𝑛(√𝑧)

√𝑧
.                                                                                                             (20

− 1) 

𝛽لفلر -هم چنين اشاره مي كنيم كه اگر در تابع دو پارامتري ميتاژ = باشد، تابع يك پارامتري   1

 لفلر به دست مي آيد -ميتاژ

𝐸𝛼,1(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

≅ 𝐸𝛼(𝑧).                                                                            (21 − 1) 

لفلر  -لفلر وابسته به مجموع يابي و انتگرال گيري از تابع ميتاژ -يتاژفرمولهاي ديگري از تابع م

 ( را به صورت زير ارائه مي كنيم𝛼معمولي )داراي يك پارامتر 

𝐸𝛼(𝑧) =
1
𝑝

∑ 𝐸𝛼
𝑝

(𝑧
1
𝑝𝑒

𝑖𝑧𝜋
ℎ
𝑝)

𝑝−1

ℎ=0
, 𝑝

∈ 𝑁,                                                                    (22 − 1) 

𝐸𝛼(𝑧) =
1
2

[𝐸𝛼
2

(+𝑧
1
2) + 𝐸𝛼

2
(−𝑧

1
2)],                                                                           (23

− 1) 

∫ 𝑒
−𝑥2

(4𝑡)
∞

0

𝐸𝛼(𝑥𝛼)𝑑𝑥 = √𝜋𝑡, 𝑡𝐸𝛼
2

(𝑡
𝛼
2)

> 0,                                                                   (24 − 1) 

∫ 𝑒−𝑢
∞

0

𝐸𝛼(𝑢𝛼𝑧)𝑑𝑢 =
1

1 − 𝑧
, 𝛼

> 0.                                                                               (25 − 1) 

 لفلر به صورت زير تعريف مي شود -تابع چند متغيره ميتاژ

𝐸(𝛼1,…,𝛼𝑛),𝛽(𝑧1, … , 𝑧𝑛+1) 

= ∑ ∑ (𝑘; 𝑙1 + ⋯ + 𝑙𝑛+1)
 

𝑙1+⋯+𝑙𝑛+1=𝑘
𝑙𝑗≥0

∞

𝑘=𝑜
[

∏ 𝑧
𝑗

𝑙𝑗𝑛+1
𝑗=1

Γ(𝛽 + ∑ 𝛽𝑗𝑙𝑗
𝑛+1
𝑗=1 )

].     (26 − 1) 

 

 

 زقاعده لايب نیت  9-8
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ام حاصلضرب اين دو تابع به n، براي محاسبه مشتق 𝑓(𝑡)و  𝑔(𝑡)قاعده لايب نيتز براي دو تابع 

 صورت زير بيان مي شود:

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝑔(𝑡)𝑓(𝑡))

= ∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0
𝑔(𝑘)(𝑡)𝑓(𝑛−𝑘)(𝑡)                                                          (27 − 1) 

 ز براي مشتقگیري از انتگرال قانون لايب نیت  9-4

∫اگر بخواهيم از انتگرال  𝐺(𝑥, 𝑡)
ℎ(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑡  نسبت بهx  مشتق بگيريم با توجه به قانون لايب نيتز

 داريم

𝑑

𝑑𝑥
∫ 𝐺(𝑥, 𝑡)

ℎ(𝑥)

𝑓(𝑥)

𝑑𝑡 = 𝐺(𝑥, ℎ(𝑥))
𝑑ℎ(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝐺(𝑥, 𝑓(𝑥))

𝑑𝑓(𝑥)

𝑑𝑥
+ ∫

𝜕𝐺(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

ℎ(𝑥)

𝑓(𝑥)

𝑑𝑡 

,𝐺(𝑥كه در آن  𝑡)  و
𝜕𝐺(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
شامل مستطيل  Dمي باشند به طوري كه  D توابعي پيوسته در دامنه 

R به صورت ،𝑅 = ((𝑥, 𝑡)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,  𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1)  و  مي باشد. از طرفي𝑔(𝑡)  و𝑓(𝑡) 

 هستند كه داراي مشتق پيوسته مي باشند. توابعي

 

 

 گانه 𝒏فرمول كوشي براي انتگرال   9-5

 به فرم زير است گانه 𝑛فرمول كوشي انتگرال 

∫ 𝑑𝑥1

𝑥

𝑎

∫ 𝑑𝑥2

𝑥1

𝑎

… ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥𝑛−1

𝑎

=
1

(𝑛 − 1)!
∫ (𝑥 − 𝑡)𝑛−1

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡                            (28 − 1) 
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 مقدمه  2-9

در نامه لايب  1695همانگونه كه در مقدمه بيان شد، ايده انتگرال و مشتق از مرتبه كسري در سال 

نيتز به هوپيتال بيان شد. بسياري از پديده ها در مسائل فيزيك، شيمي و ديگر علوم را مي توان با 

,6]رياضي بيان كرداستفاده از ابزار رياضي حساب ديفرانسيل و انتگرال كسري به صورت مدل  7] .

 تعاريف زيادي در خصوص مفهوم انتگرال و مشتق از مرتبه غير صحيح وجود دارد.

 و كاپوتو را ارائه مي دهيم. لتنيكوف -گرونوالد وليوويل  -ريمانريف اتعدر اين فصل 
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  28لتنیکوف -مشتقات كسري گرونوالد  2-2

 از مرتبه صحیحبیان توسط مشتقات و انتگرالهاي   2-2-9

درباره دو نكته كه غالباً در آناليز كلاسيك مطرح مي شوند بحث مي كنيم، مشتق از  در اين قسمت

مشتق، اولين مشتق  ا در نظر بگيريد. طبق تعريفر  𝑓(𝑡)تابع پيوسته ه.گان–𝑛و انتگرال   𝑛مرتبه

 صورت زير است به 𝑓(𝑡) تابع

𝑓´(𝑡) =
𝑑𝑓

𝑑𝑡
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − ℎ)

ℎ
.                                                                               (1 −  2) 

 كنيم مشتق مرتبه دوم حاصل مي شوداگر اين تعريف را دوباره استفاده 

𝑓´´(𝑡) =
𝑑2𝑓

𝑑𝑡2
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

𝑓 ´(𝑡) − 𝑓´(𝑡 − ℎ)

ℎ
 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ
{

𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑡 − ℎ)

ℎ
−

𝑓(𝑡 − ℎ) − 𝑓(𝑡 − 2ℎ)

ℎ
} 

= lim
ℎ→0

𝑓(𝑡) − 2𝑓(𝑡 − ℎ) + 𝑓(𝑡 − 2ℎ)

ℎ2
.                                             (2 −  2) 

 اريمبا استفاده از مطالب فوق د

𝑓´´´(𝑡) =
𝑑3𝑓

𝑑𝑡3
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0

𝑓(𝑡) − 3𝑓(𝑡 − ℎ) + 3𝑓(𝑡 − 2ℎ) − 𝑓(𝑡 − 3ℎ)

ℎ3
,                         (3

− 2) 

 و با استقراء رياضي داريم

𝑓(𝑛)(𝑡) =
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑡𝑛
=  

 
𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

1

ℎ𝑛
∑ (−1)𝑟 (

𝑛

𝑟
) 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ),

𝑛

𝑟=0
                                               (4

− 2) 

 كه در آن

(
𝑛

𝑟
) =

𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) … (𝑛 − 𝑟 + 1)

𝑟!
,                                                                          (5

−  2) 

                                                 
23 Grünwald-Letnikov 
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1)ضرائب بسط دو جمله اي هستند. حال فرض كنيد عبارت زير تعميمي از − 4)تا  (2 − 2) 

 باشد

𝑓ℎ
𝑝(𝑡) =  

1

ℎ𝑝
∑ (−1)𝑟 (

𝑝

𝑟
) 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ),

𝑛

𝑟=0
                                                                       (6

− 2) 

𝑛ي صحيح است. براي عددنيز   𝑛يك عدد صحيح دلخواه است و  𝑝كه ≤ 𝑝  داريم 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑓ℎ
𝑝(𝑡) = 𝑓(𝑝)(𝑡)

=
𝑑𝑝𝑓

𝑑𝑡𝑝
,                                                                                              (7 − 2) 

زيرا در اين حالت همان طور كه از ضرائب بسط دوجمله اي نتيجه مي شود، تمام ضرائب صورت بعد 

𝑝)از 
𝑝

 د بود.نصفر خواه (

 را در نظر بگيريد. براي سادگي كار نماد زير را به كار مي بريم  𝑝اكنون مقادير منفي

[
𝑝

𝑟
] =

𝑝(𝑝 + 1) … (𝑝 + 𝑟 − 1)

𝑟!
.                                                                                         (8 − 2) 

 در اين صورت خواهيم داشت

(
−𝑝

𝑟
) =

−𝑝(−𝑝 − 1) … (−𝑝 − 𝑟 + 1)

𝑟!

= (−1)𝑟 [
𝑝

𝑟
].                                                    (9 − 2) 

6)در  –𝑝با جاي گذاري  −  اريمد  𝑝به جاي  (2

𝑓ℎ
(−𝑝)(𝑡) =

1

ℎ−𝑝
∑ [

𝑝

𝑟
] 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)

𝑛

𝑟=0
.                                                                         (10 − 2) 

 يك عدد صحيح مثبت است.  𝑝در آن  كه

𝑓ℎيك عدد ثابت باشد آنگاه   𝑛اگر
(−𝑝)

(𝑡)  وقتي ℎ → نه چندان جالب صفر ميل مي مقدار به  0

𝑛 فرض كنيم صفر بايدنا حدكند. براي رسيدن به يك  → ℎ وقتي  ∞ → ℎفرض كنيد  . 0 =

𝑡−𝑎

𝑛
𝑎، كه ∈ ℩ℛ  مقدار حد  است در اين صورت 𝑓ℎ

(−𝑝)
(𝑡)مي در نظر  متناهي يا نامتناهي را

 مي دهيمريم و با نماد زير نمايش يگ
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𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

𝑓ℎ
(−𝑝)(𝑡) = 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 .                                                                                             (11

− 2) 

𝐷𝑡 در اينجا
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

كرانها هستند.  𝑡و   𝑎و  دارد  𝑓(𝑡)در واقع اشاره به انجام عملي معين روي تابع  

 چند حالت خاص را در نظر مي گيريم:حال 

𝑝براي =  داريم  1

𝑓ℎ
(−1)

(𝑡) = ℎ ∑ 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ).
𝑛

𝑟=0
                                                                                         (12

− 2) 

𝑡با توجه به − 𝑛ℎ = 𝑎  و اينكه تابع 𝑓(𝑡)  پيوسته فرض شده است خواهيم داشت 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

𝑓ℎ
(−1)(𝑡) = 𝐷𝑡

−1𝑓(𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡 − 𝑧)𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎

𝑡−𝑎

0
𝑎
 .                               (13

− 2) 

𝑝حال فرض كنيد  =  ، در اين حالت داريم 2

[
2

𝑟
] =

2 ∙ 3 ∙ … ∙ (2 + 𝑟 − 1)

𝑟!
= 𝑟 + 1, 

 و از آنجا خواهيم داشت

𝑓ℎ
(−2)(𝑡) = ℎ ∑ ((𝑟 + 1)ℎ)𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)

𝑛

𝑟=0
.                                                                     (14

− 2) 

𝑡با در نظر گرفتن + ℎ = 𝑦  مي توان نوشت 

𝑓ℎ
(−2)

(𝑡) = ℎ ∑ (𝑟ℎ)𝑓(𝑦 − 𝑟ℎ)
𝑛+1

𝑟=1
.                                                                               (15

− 2) 

ℎحال اگر →  داريم  0

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

𝑓ℎ
(−2)(𝑡) = 𝐷𝑡

−2𝑓(𝑡) = ∫ 𝑧𝑓(𝑡 − 𝑧)𝑑𝑧 = ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎

𝑡−𝑎

0
𝑎
 ,                (16

− 2) 

𝑦چون → 𝑡   وقتي كهℎ → 0  . 
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𝑝خاص، حالت سومين حالت = 𝐷𝑡است كه فرم كلي عبارت  3
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

را نشان مي دهد. در اين   

 حالت

[
3

𝑟
] =

2 × 3 × … × (3 + 𝑟 − 1)

𝑟!
=

(𝑟 + 1)(𝑟 + 2)

1 × 2
, 

 و داريم

𝑓ℎ
(−3)(𝑡) =

ℎ

1 ∙ 2
∑ (𝑟 + 1)(𝑟 + 2)ℎ2𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)

𝑛

𝑟=0
.                                                    (17

− 2) 

𝑡همانند بالا قرار مي دهيم + ℎ = 𝑦  و داريم 

𝑓ℎ
(−3)(𝑡) =

ℎ

1 ∙ 2
∑ 𝑟(𝑟 + 1)ℎ2𝑓(𝑦 − 𝑟ℎ)

𝑛+1

𝑟=1
.                                                              (18

− 2) 

 

 بارت فوق را به صورت زير بنويسيممي توانيم ع

 

𝑓ℎ
(−3)(𝑡) =

ℎ

1 ∙ 2
∑ (𝑟ℎ)2𝑓(𝑦 − 𝑟ℎ)

𝑛+1

𝑟=1

+
ℎ2

1 ∙ 2
∑ 𝑟ℎ𝑓(𝑦 − 𝑟ℎ)

𝑛+1

𝑟=1
.                       (19 − 2) 

ℎ حال اگر →  داريم 0

𝐷𝑡
−3𝑓(𝑡) =

1

2!
∫ 𝑧2𝑓(𝑡 − 𝑧)𝑑𝑧 = ∫ (𝑡 − 𝜏)2𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

𝑡−𝑎

0
𝑎
 .                                        (20

− 2) 

ℎ اگر  → 𝑦 در اين صورت  0 → 𝑡 و در نتيجه داريم 

𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ2

1 ∙ 2
∑ 𝑟ℎ𝑓(𝑦 − 𝑟ℎ)

𝑛+1

𝑟=1
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0
𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏 = 0   
𝑡

𝑎

 

13)روابطاز  − 20)تا   (2 −  زير نتيجه مي شود رابطه (2
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𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡) =𝑎

 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  
𝑛

𝑟=0
[
𝑝

𝑟
] 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)

=
1

(𝑝 − 1)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏.     (21 − 2)

𝑡

𝑎

 

قرار بر 𝑝ان مي دهيم كه اگر رابطه براي براي اثبات رابطه از استقراء رياضي استفاده مي كنيم و نش

𝑝باشد براي +  .نيز برقرار است  1

𝑓1(𝑡)تابع = ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎
𝑓1(𝑎)را در نظر مي گيريم كه خاصيت   = و فرض مي كنيم  را دارد  0

 كه 

𝐷𝑡
−𝑝−1𝑓(𝑡) =𝑎

 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝+1 ∑  
𝑛

𝑟=0
[
𝑝 + 1

𝑟
] 𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)                                 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  
𝑛

𝑟=0
[
𝑝 + 1

𝑟
] 𝑓1(𝑡 − 𝑟ℎ)                                                   (22 − 2) 

                − 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  
𝑛

𝑟=0
[
𝑝 + 1

𝑟
] 𝑓1(𝑡 − (𝑟 + 1)ℎ).                     

𝑝+1]با به كارگيري خاصيت
𝑟

] = [𝑝
𝑟
] + [𝑝+1

𝑟−1
8)كه از [ − نتيجه مي شود در اولين   (2

22)مجموع − 𝑟و جاگذاري  (2 −  در مجموع دوم خواهيم داشت  𝑟به جاي  1

𝐷𝑡
−𝑝−1𝑓(𝑡) =𝑎

 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  
𝑛

𝑟=0
[
𝑝

𝑟
] 𝑓1(𝑡 − 𝑟ℎ) 

+ 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  
𝑛

𝑟=0
[
𝑝 + 1

𝑟 − 1
] 𝑓1(𝑡 − 𝑟ℎ) 

− 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  
𝑛+1

𝑟=1
[
𝑝 + 1

𝑟 − 1
] 𝑓1(𝑡 − 𝑟ℎ)                                  (23 − 2) 

= 𝐷𝑡
−𝑝𝑓1(𝑡)𝑎

 − 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 [
𝑝 + 1

𝑛
] 𝑓1(𝑡 − (𝑛 + 1)ℎ) 

             = 𝐷𝑡
−𝑝𝑓1(𝑡)𝑎

 − (𝑡 − 𝑎)𝑝 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 [
𝑝 + 1

𝑛
]

1

𝑛𝑝
𝑓1 (𝑎 −

𝑡 − 𝑎

𝑛
).   

 

 نتيجه مي گيريم  𝑓1(𝑡)از تعريف تابع

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓1 (𝑎 −
𝑡 − 𝑎

𝑛
) = 0 



 

23 

 

 با توجه به نمايش حدي تابع گاما مي توان نوشت

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

 [
𝑝 + 1

𝑛
]

1

𝑛𝑝
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

(𝑝 + 1)(𝑝 + 2) … (𝑝 + 𝑛)

𝑛𝑝𝑛!
 

=
1

𝛤(𝑝 + 1)
,                             (24 − 2) 

 مبنابراين داري

𝐷𝑡
−𝑝−1𝑓(𝑡) =𝑎

 𝐷𝑡
−𝑝𝑓1(𝑡)𝑎

 =
1

(𝑝 + 1)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1𝑓1(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

                       =
(𝑡 − 𝜏)𝑝𝑓1(𝜏)

𝑝!
|
𝜏 = 𝑡

𝜏 = 𝑎
+

1

𝑝!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

                                   (25

− 2) 

                      =
1

𝑝!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝𝑓(𝜏)𝑑𝜏,

𝑡

𝑎

  

21)كه اثبات فرمول  −  را كامل مي كند.  (2

21)حال مي خواهيم نشان دهيم كه فرمول − گانه مي - 𝑝داراي نمايشي به صورت انتگرال   (2

 باشد.

21)از طرفين رابطه زير كه از −  نتيجه شده است، انتگرال مي گيريم  (2

𝑑

𝑑𝑡
( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

=
1

(𝑝 − 2)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−2𝑓(𝜏)𝑑𝜏 = 𝐷𝑡

−𝑝+1𝑓(𝑡).𝑎
 

𝑡

𝑎

                           (26 − 2) 

 داريم

( 𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 ) = ∫ ( 𝐷𝑡
−𝑝+1𝑓(𝑡)𝑎

 )𝑑𝑡
𝑡

𝑎

 

( 𝐷𝑡
−𝑝+1𝑓(𝑡)𝑎

 ) = ∫ ( 𝐷𝑡
−𝑝+2𝑓(𝑡)𝑎

 )𝑑𝑡
𝑡

𝑎

 

⋮ 

( 𝐷𝑡
−𝑝+𝑘𝑓(𝑡)𝑎

 ) = ∫ ( 𝐷𝑡
−𝑝+𝑘+1𝑓(𝑡)𝑎

 )𝑑𝑡
𝑡

𝑎

 

 بنابراين
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𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = ∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑎

∫ ( 𝐷𝑡
−𝑝+2𝑓(𝑡)𝑎

 )𝑑𝑡
𝑡

𝑎

 

                  = ∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑎
∫ 𝑑𝑡

𝑡

𝑎
∫ ( 𝐷𝑡

−𝑝+3𝑓(𝑡)𝑎
 )

𝑡

𝑎
𝑑𝑡 

                 = ∫ 𝑑𝑡
𝑡

𝑎
∫ 𝑑𝑡

𝑡

𝑎
… ∫ 𝑓(𝑡)

𝑡

𝑎
𝑑𝑡. 

هاي خاصي از فرم حالت  𝑓(𝑡)ام تابع پيوسته - 𝑛و انتگرال   𝑛ملاحظه مي كنيم كه مشتق از مرتبه 

 كلي زير مي باشد

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ−𝑝 ∑  (−1)𝑟 (
𝑝

𝑟
)

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ),                                                    (27

− 2) 

𝑝است اگر  𝑚كه بيانگر مشتق مرتبه = 𝑚  و چنانچه𝑝 = −𝑚  انتگرال مرتبه𝑚   را نتيجه مي

 دهد.

27)در  𝑝را به تعميم مشتق و انتگرال به طوريكهمطالب فوق  − حتي  يك عدد حقيقي و يا (2

شامل اعداد مختلط نمي شود و فقط محدود به اعداد  كه البته بحث مختلط باشد، رهنمون مي سازد،

 -با داشتن مقدمات بالا به جمع بندي مطالب فوق و بيان تعريف گرونوالد حقيقي است. در اينجا

 .لتنيكوف مي پردازيم

 

 

 لتنیکوف -مشتق كسري گرونوالد  2-2-2

𝑝براي هر پيوسته حقيقي باشد، 𝑓(𝑡): اگر تابع9-2تعريف ∈ 𝑅+ لتنيكوف  -مشتق كسري گرونوالد

 ت وجود حد، به شكل زير خواهد بوددر صور𝑓(𝑡) تابع  𝑝مرتبه

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ−𝑝 ∑  (−1)𝑟 (
𝑝

𝑟
)

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ),                                                    (28

− 2) 

ℎكه در آن =
𝑡−𝑎

𝑛
𝑝يده مي شوند. در صورتي كهنقاط كرانه اي نام 𝑡و  𝑎نقاط و   < باشد، به   0

 لتنكوف مطرح مي شود كه تعريف آن به صورت زير است -جاي مشتق، انتگرال كسري گرونوالد
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𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  (−1)𝑟 (
−𝑝

𝑟
)

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ).                                                (29

− 2) 

9)اگر از − ضايا مورد استفاده قرار مي استفاده كنيم، رابطه زير به دست مي آيد كه براي اثبات ق (2

 گيرد:

𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  [
𝑝

𝑟
]

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ).                                                                 (30

− 2) 

پائين قضيه اي ذكر مي كنيم كه با  فوق است. درح است مساله وجود حد مساله مهمي كه اينجا مطر

 استفاده از آن مي توان در مورد وجود و مقدار حد هاي فوق اظهار نظر كرد. 

 

𝛼𝑛,𝑘 (𝑘 دنباله هاي  [1]: 2–2قضیه = 1,2, … )  ,   𝛽𝑘 , را در نظر بگيريد همچنين فرض كنيد

 كه شرايط زير برقرار باشند

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝛽𝑘 = 1 ; 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛼𝑛,𝑘 = 0   ;        𝑘 براي تمام  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝛼𝑛,𝑘 = 𝐴    ;       𝑘 براي تمام
𝑛

𝑘=1
 

∑ |𝛼𝑛,𝑘|
𝑛

𝑘=1
< 𝑀   ;      𝑛 براي تمام 

 در اين صورت

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝛼𝑛,𝑘𝛽𝑘 = 𝐴.
𝑛

𝑘=1
 

 نتيجه ساده اي دارد و آن اينكه اگر فوق قضيه

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝛽𝑘 = 𝐵, 

 در اين صورت

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝛼𝑛,𝑘𝛽𝑘 = 𝐴𝐵.
𝑛

𝑘=1
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𝛽̃𝑘براي اثبات فرض مي كنيم  =
𝛽𝑘

𝐵
𝑙𝑖𝑚، از اينرو داريم 

𝑘→∞
𝛽̃𝑘 =  2-2قضيه ي به ،پس با توجه  1

 نتيجه مطلوب بدست مي آيد. 2-2 در قضيه  𝛽𝑘جاي

عددي حقيقي است(.   𝑝)كه مي پردازيم  𝑓(𝑡)تابع پيوسته  𝑝اكنون به محاسبه انتگرال از مرتبه

بنابراين لازم است تا مقدار حدي كه در تعريف آمده است را به دست آوريم. براي انجام اين كار بايد از 

2قضيه − 2استفاده كنيم. براي به كار بردن قضيه  2 − 30)عبارتدر محاسبه حد   2 − به   (2

 صورت زير عمل مي كنيم

                   𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  [
𝑝

𝑟
]

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ) 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

∑
1

𝑟𝑝−1
 [

𝑝

𝑟
]

𝑛

𝑟=0
ℎ(𝑟ℎ)𝑝−1𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ)    

      =
1

𝛤(𝑝)
𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

∑
𝛤(𝑝)

𝑟𝑝−1
 [

𝑝

𝑟
]

𝑛

𝑟=0
ℎ(𝑟ℎ)𝑝−1𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ) 

=
1

𝛤(𝑝)
𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

∑
𝛤(𝑝)

𝑟𝑝−1
 [

𝑝

𝑟
]

𝑛

𝑟=0

𝑡 − 𝑎

𝑛
(𝑟

𝑡 − 𝑎

𝑛
)

𝑝−1

𝑓 (𝑡 − 𝑟
𝑡 − 𝑎

𝑛
).    

 دهيم: حال قرار مي

𝛽𝑟 =
𝛤(𝑝)

𝑟𝑝−1
[
𝑝

𝑟
], 

𝛼𝑛,𝑟 =
𝑡 − 𝑎

𝑛
(𝑟

𝑡 − 𝑎

𝑛
)

𝑝−1

𝑓 (𝑡 − 𝑟
𝑡 − 𝑎

𝑛
). 

 دي تابع گاما استفاده كنيم آنگاهاگر از صورت ح

𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

𝛽𝑟 = 𝑙𝑖𝑚
𝑟→∞

𝛤(𝑝)

𝑟𝑝−1
[
𝑝

𝑟
]

= 1.                                                                                            (31 − 2) 

,𝑎]روي بازه 𝑓(𝑡)اگر 𝑏]  پيوسته باشد، داريم 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∑ 𝛼𝑛,𝑟

𝑛

𝑟=0
= 𝑙𝑖𝑚

ℎ→0
𝑛ℎ=𝑡−𝑎

∑  
𝑛

𝑟=0

𝑡 − 𝑎

𝑛
(𝑟

𝑡 − 𝑎

𝑛
)

𝑝−1

𝑓 (𝑡 − 𝑟
𝑡 − 𝑎

𝑛
) 

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→∞

∑ ℎ(𝑟ℎ)𝑝−1𝑓(𝑡 − 𝑟ℎ)
𝑛

𝑟=0
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= ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎

.                                                     (32 − 2) 

31)روابط با به كارگيري  − 32)و  (2 − 1در قضيه  (2 −  داريم  2

𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ𝑝 ∑  [
𝑝

𝑟
]

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ)

=
1

𝛤(𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

.          (33 − 2) 

𝑓اگر
/
 (𝑡) روي[𝑎, 𝑏]  32)پيوسته باشد فرمول − جزء به جزء به فرم زير در با انتگرالگيري  ( 2

 مي آيد

𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
𝑓(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑝

𝛤(𝑝 + 1)

+
1

𝛤(𝑝 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝𝑓 ́(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

.                                    (34 − 2) 

𝑚داراي 𝑓(𝑡)چنانچه تابع  +  رگيري مكرر روش جزء به جزء داريممشتق پيوسته باشد، با به كا  1

𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑝+𝑘

𝛤(𝑝 + 𝑘 + 1)

𝑚

𝑘=0

+
1

𝛤(𝑝 + 𝑚 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝+𝑚𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

                                   (35

− 2) 

لتنيكوف كاري بسيار دشوار است، لذا  -چون استفاده از تعريف براي محاسبه انتگرال كسري گرونوالد

 قضيه زير استفاده مي كنيم كه جمع بندي مطالب فوق مي باشد. اي به دست آوردن انتگرال ازبر

 

𝑓تابع. اگر قضیه انتگرال گیري از مرتبه دلخواه [1] :8-2قضیه ∈ 𝐶𝑚+1[𝑎, 𝑏]  و𝑚 ≤

𝑝 < 𝑚 + 𝑚كه در آن  1 ∈ 𝑁 ∪ لتنيكوف از  -، در اين صورت انتگرال كسري گرونوالد{0}

 عبارت است از 𝑝مرتبه 

𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡−𝑎)𝑝+𝑘

𝛤(𝑝+𝑘+1)
+

1

𝛤(𝑝+𝑚+1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝+𝑚𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎
𝑚
𝑘=0              (36 −

2)  
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را به دست بياوريم. براي اين كار بايد مقدار حد موجود   𝑓(𝑡)اكنون مي خواهيم مشتق كسري تابع

 ن هدف ما، محاسبه حد زير مي باشددر تعريف را به دست بياوريم. بنابراي

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

ℎ−𝑝 ∑  (−1)𝑟 (
𝑝

𝑟
)

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ)

= 𝑙𝑖𝑚
ℎ→0

𝑛ℎ=𝑡−𝑎

𝑓ℎ
(𝑝)(𝑡),                      (37 − 2) 

 كه در آن

𝑓ℎ
(𝑝)(𝑡) = ℎ−𝑝 ∑  (−1)𝑟 (

𝑝

𝑟
)

𝑛

𝑟=0
𝑓 (𝑡 − 𝑟ℎ).                                                                 (38

− 2) 

37)براي محاسبه حد − 2مجدداً با اعمال تكنيك هائي شرايط استفاده از قضيه  (2 − را ايجاد   2

ذكر صورت  قط بهاز آوردن آن در اينجا خوداري مي كنيم و ف مي كنيم. به دليل طولاني بودن اثبات

  قضيه مي پردازيم.

 

𝑓. اگر تابع قضیه مشتقگیري از مرتبه دلخواه [1] :4-2قضیه ∈ 𝐶𝑚+1[𝑎, 𝑏] و 𝑚 ≤ 𝑝 <

𝑚 + 𝑚كه در آن  1 ∈ 𝑁 ∪  𝑝لتنيكوف از مرتبه  -در اين صورت مشتق كسري گرونوالد {0}

 عبارت است از

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡−𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝+𝑘+1)
+

1

𝛤(−𝑝+𝑚+1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏.     (39 − 2)

𝑡

𝑎
𝑚
𝑘=0   

 

𝑓(𝑘)(𝑡) (𝑘 ل فوق تحت اين فرض به دست آمد كهفرمو = 1,2, … , 𝑚 +  در بازه بسته   ,  (1

[𝑎, 𝑡]  و پيوسته هستند𝑚  كوچكترين عدد صحيحي است كه در شرايط زير صدق مي كند 

𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 1. 

تق به دست مي آيد. به تركيب مشدر حساب ديفرانسيل معمولي مي دانيم كه مشتقات مراتب بالا از 

 عنوان مثال

𝐷3𝑓(𝑡) = 𝐷2(𝐷𝑓(𝑡)) = 𝐷(𝐷2𝑓(𝑡)) = 𝐷 (𝐷(𝐷𝑓(𝑡))). 
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به  لتنيكوف نيز صحيح است؟ -لدحال مي خواهيم بدانيم كه آيا اين قوانين براي مشتق كسري گرونوا

𝐷 واهيم بدانيمعبارت ديگر مي خ (𝐷
2

3𝑓(𝑡)) = 𝐷
5

3𝑓(𝑡)  و𝐷
1

2(𝐷𝑓(𝑡)) = 𝐷
3

3𝑓(𝑡) 

و يا تحت چه شرايطي برقرارند. براي پاسخ دادن به اين سوالات كه تركيب درست هستند يا نه 

𝑡)مشتقات نام دارند لازم است تا مشتق كسري − 𝑎)𝜐  را بدانيم زيرا به عنوان مثال اگر بخواهيم اثر

𝐷𝑡بيابيم يعني بخواهيم  𝑝 را بر مشتق از مرتبه 𝛼مشتق كسري مرتبه 
𝛼( 𝐷𝑡

𝑝
𝑓(𝑡)𝑎

 )𝑎
را بيابيم با   

39)توجه به  − 𝐷𝑡مي دهد، بايدنتيجه را   𝑝لتنيكوف از مرتبه -كه مشتق كسري گرونوالد (2
𝛼

𝑎
را   

 ر دهيم. بنابراين بايد مشتق كسريهم بر مجموع و هم بر انتگرال موجود در اطراف راست رابطه اث

(𝑡 − 𝑎)𝜐 .آمده را در ابتدا در قسمت بعد اين كار را انجام مي دهيم و فرمول به دست  را بدانيم

 قسمتهاي بعدي، براي پاسخ دادن به سوالات مطرح شده مورد استفاده قرار مي دهيم.

 

 

𝒕)لتنیکوف تابع –مشتق كسري گرونوالد   2-2-8 − 𝒂)𝝊 

𝐷𝑡لتنيكوف -خواهيم مشتق كسري گرونوالد همان طور كه گفتيم مي
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
تابع تواني يعني    

𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)𝜐  را بيابيم كه در آن𝜐  .ابتدا فرض مي كنيم كه يك عدد حقيقي است𝑝  عددي

را بيابيم. براي اينكار از  𝑝منفي باشد. پس در واقع مي خواهيم انتگرال كسري از مرتبه 

33)فرمول −  استفاده مي كنيم  (2

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜐

𝑎
 =

1

Γ(−𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝−1(𝜏 − 𝑎)𝜐𝑑𝜏.                                                      (40

𝑡

𝑎

− 2) 

𝜐انتگرال فرض كنيم براي همگرائي  > 𝜏. حال اگر از تغيير متغير  1− = 𝑎 + 𝜉(𝑡 − 𝑎)  

 استفاده كنيم داريم

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜐

𝑎
 =

1

Γ(−𝑝)
(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝 ∫ 𝜉𝜐(1 − 𝜉)−𝑝−1𝑑𝜉.

1

0
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 گرال تابع بتا مي باشد. پس داريمملاحظه مي كنيم كه انتگرال بالا انت

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜐

𝑎
 =

1

𝛤(−𝑝)
𝐵(−𝑝, 𝜐 + 1)(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝 

=
Γ(𝜐 + 1)

Γ(𝜐 − 𝑝 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝 ,                 (𝑝 < 0, 𝜐 > −1).                       (41 − 2)   

𝑝حال فرض كنيد > 0يافت كه  𝑚پس مي توان عدد طبيعي مثل  0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 1  

𝜐( استفاده مي كنيم ضمن اينكه براي همگرائي انتگرال بايد فرض كنيم 39-2اين بار از فرمول ) >

𝑚  .(ملاحظه مي كنيم كه جمله اول سمت راست برابر صفر خواهد بود. زيرا 39-2با توجه فرمول )

𝑓(𝑡) مشتقات = (𝑡 − 𝑎)𝜐 در نقطه𝑡 = 𝑎   صفر مي شود. پس فقط جمله شامل انتگرال باقي

 مي ماند

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜐

𝑎
 =

1

𝛤(−𝑝 + 𝑚 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝

𝑑𝑚+1(𝜏 − 𝑎)𝜐

𝑑𝜏𝑚+1
𝑑𝜏.                          (42

𝑡

𝑎

− 2) 

 با توجه به 

𝑑𝑚+1(𝜏 − 𝑎)𝜐

𝑑𝜏𝑚+1
= 𝜐(𝜐 − 1) … (𝜐 − 𝑚)(𝜏 − 𝑎)𝜐−𝑚−1 =

𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(𝜐 − 𝑚)
(𝜏 − 𝑎)𝜐−𝑚−1, 

𝜏اگر تغيير متغير  = 𝑎 + 𝜉(𝑡 − 𝑎)  را به كار بگيريم داريم 

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜐

𝑎
 =

Γ(𝜐 + 1)

Γ(𝜐 − 𝑚)𝛤(−𝑝 + 𝑚 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝(𝜏 − 𝑎)𝜐−𝑚−1𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 

=
𝛤(𝜐 + 1)𝐵(−𝑝 + 𝑚 + 1, 𝜐 − 𝑚)

𝛤(𝜐 − 𝑚)𝛤(−𝑝 + 𝑚 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝                                   (43 − 2)  

=
𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(−𝑝 + 𝜐 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝.                                                           

متقارن هستند. پس مي توانيم بگوييم كه مشتق   𝑝( نسبت به41-2( و )43-2ملاحظه مي كنيم كه )

𝑓(𝑡) تابع توانيلتنيكوف  -كسري گرونوالد = (𝑡 − 𝑎)𝜐 با فرمول زير داده مي شود 

𝐷𝑡
𝑝(𝑡 − 𝑎)𝜐

𝑎
 =

𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(𝜐 − 𝑝 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝, (𝑝 < 0, 𝜐 > −1) 𝑜𝑟 

 (0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 1, 𝜐 > 𝑚).                                          (44 − 2)  
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 تركیب با مشتقات مرتبه صحیح   2-2-4

 در حالت كلي برقرار است يا خير، پاسخ مي دهيمدر اين قسمت به اين سوال كه آيا رابطه زير 

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡))𝑎

 = 𝐷𝑡
𝑝+𝑛𝑓(𝑡)𝑎

 . 

استفاده  𝑠از حرف   𝑚( كه رابطه اي كاربردي براي محاسبه مشتق كسري است به جاي39-2در )

 ( به فرم زير تبديل مي شود39-2مي كنيم. پس )

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = ∑
𝑓(𝑘)(𝑡)(𝑡−𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝+𝑘+1)
𝑠
𝑘=0 +

1

𝛤(−𝑝+𝑠+1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑠−𝑝𝑓(𝑠+1)(𝜏)𝑑𝜏.                 (45 −

𝑡

𝑎

2)  

𝑠ابتدا مي خواهيم وقتي كه  ≥ 𝑚 + 𝑛 − رابطه فوق را بيابيم. براي   𝑛، مشتق مرتبه صحيح  1

 اين كار داريم

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝
𝑓(𝑡)𝑎

 ) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝−𝑛+𝑘

𝛤(−𝑝 − 𝑛 + 𝑘 + 1)

𝑠

𝑘=0
 

+
1

𝛤(−𝑝 − 𝑛 + 𝑠 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑠−𝑝−𝑛𝑓(𝑠+1)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

                     (46 − 2) 

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑛𝑓(𝑡).𝑎

                                                                                        (47 − 2) 

 

𝑠چون  ≥ 𝑚 + 𝑛 − 𝑠دلخواه است پس قرار مي دهيم  1 = 𝑚 + 𝑛 −  ، لذا1

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝+𝑛𝑓(𝑡) =𝑎
 ∑

𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝−𝑛+𝑘

𝛤(−𝑝 − 𝑛 + 𝑘 + 1)

𝑚+𝑛+1

𝑘=0
 

+
1

𝛤(𝑚 − 𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝−1𝑓(𝑚+𝑛)(𝜏).

𝑡

𝑎

          (48 − 2) 

 

 ( داريم45-2حال مي خواهيم مشتق كسري مشتق معمولي را به دست آوريم. از )
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𝐷𝑡
𝑝 (

𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
)𝑎

 = ∑
𝑓(𝑛+𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝 + 𝑘 + 1)

𝑠

𝑘=0

+
1

𝛤(−𝑝 + 𝑠 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑠−𝑝𝑓(𝑛+𝑠+1)(𝜏)𝑑𝜏.                                 (49

𝑡

𝑎

− 2) 

 

𝑠حال با فرض = 𝑚 −  داريم  1

𝐷𝑡
𝑝 (

𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑛 )𝑎
 = ∑

𝑓(𝑛+𝑘)(𝑎)(𝑡−𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝+𝑘+1)
𝑚−1
𝑘=0 +

1

𝛤(𝑚−𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝−1𝑓(𝑛+𝑚)(𝜏)𝑑𝜏.  (50 −

𝑡

𝑎

2)  

 ( داريم41-2( و )50-2با مقايسه )

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
𝑝 (

𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
)𝑎

 + ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝+𝑛+𝑘

𝛤(−𝑝 − 𝑛 + 𝑘 + 1)

𝑛−1

𝑘=0
.                      (51 − 2) 

( نشان مي دهد كه 51-2رابطه )
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐷𝑡و  

𝑝
𝑎
 جا به جا مي شوند يعني  

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡))𝑎

 = 𝐷𝑡
𝑝+𝑛𝑓(𝑡)𝑎

  

𝑡ن پائيني يعني فقط اگر در كرا = 𝑎  داشته باشيم 

𝑓(𝑘)(𝑎) = 0                               (𝑘

= 0,1,2, … , 𝑛 − 1).                                                    (52 − 2) 

 لتنیکوف -تركیب مشتقات كسري گرونوالد  2-2-5

در اينجا مي خواهيم ببينيم كه آيا مشتقات كسري با يكديگر جا به جا مي شوند. در واقع كار بررسي 

𝐷𝑡مقدار 
𝑞

( 𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
 )𝑎

𝑝است كه بحث خود را در دو حالت انجام مي دهيم.    > 𝑝و   0 < 0  

𝑞مشتق از مرتبه  𝑞بسته به علامت  > 𝑞و يا انتگرال از مرتبه   0 > ل پرانتز اثر بر عملگر داخ - 0

 مي كند. در هر يك از حالتهاي ذكر شده، درستي رابطه زير را بررسي مي كنيم.

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝
𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 . 
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𝒑حالت اول: < 0  

𝑞ابتدا فرض مي كنيم  <  ، داريم:0

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

1

𝛤(−𝑞)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑞−1( 𝐷𝜏

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )𝑑𝜏  

𝑡

𝑎

 

=
1

𝛤(−𝑞)𝛤(−𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑞−1𝑑𝜏 ∫ (𝜏 − 𝜉  )−𝑝−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉  

𝜏

𝑎

𝑡

𝑎

 

=
1

𝛤(−𝑞)𝛤(−𝑝)
∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉 ∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑞−1(𝜏 − 𝜉  )−𝑝−1𝑑𝜏              

𝑡

𝜉

(53 − 2)
𝑡

𝑎

 

=
1

𝛤(−𝑝 − 𝑞)
∫ (𝜏 − 𝜉  )−𝑝−𝑞−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉

𝜏

𝑎

                                      

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 .                                                                                      

 

 

𝜏در محاسبات مربوط به تساوي چهارم از تغيير متغير  = 𝜉 + 𝑧(𝑡 − 𝜉)   و تعريف تابع بتا به

 صورت زير استفاده شده است

∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑞−1(𝜏 − 𝜉  )−𝑝−1𝑑𝜏 =
𝑡

𝜉

(𝜏 − 𝜉  )−𝑝−𝑞−1 ∫ (1 − 𝑧)−𝑞−1(𝑧  )−𝑝−1𝑑𝑧
1

0

 

            =
𝛤(−𝑞)𝛤(−𝑝)

𝛤(−𝑝 − 𝑞)
(𝜏 − 𝜉  )−𝑝−𝑞−1. 

𝑞حال فرض كنيد > 0، در اين صورت  0 < 𝑛 < 𝑞 < 𝑛 +  𝑞. براي بررسي اين حالت ابتدا   1

𝑞را به صورت  = (𝑛 + 1) + (𝑞 − 𝑛 − 𝑞در نظر مي گيريم كه  (1 − 𝑛 − 1 < و سپس   0

𝐷𝑡با تجزيه 
𝑞

𝑎
𝐷𝑡به صورت   

𝑞
𝑎
 𝑓(𝑡) =

𝑑𝑛+1

𝑑𝑡𝑛+1 { 𝐷𝑡
𝑞−𝑛−1

𝑎
 𝑓(𝑡)}  خواهيم داشت ) توجه مي

كنيم كه به دليل اين كه رابطه 
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛 ( 𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑡

𝑝+𝑛
𝑎
 𝑓(𝑡) ( همواره برقرار است 41-2از )

 اجازه چنين تجزيه اي را داريم(

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

𝑑𝑛+1

𝑑𝑡𝑛+1
{ 𝐷𝑡

𝑞−𝑛−1
𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )} 

=
𝑑𝑛+1

𝑑𝑡𝑛+1
{ 𝐷𝑡

𝑝+𝑞−𝑛−1
𝑎
 𝑓(𝑡)}                              (54 − 2) 
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= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 . 

𝑝( در مي يابيم كه اگر 54-2( و )53-2با تركيب ) <  داريم  𝑞براي هر مقدار حقيقي  0

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 .                                                         

 

مشتق كسري را روي انتگرال كسري از همان مرتبه به كار گيريم، اثر يكديگر را : اگر 5-2نتیجه

 خنثي مي كنند، به عبارت ديگر

𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝑓(𝑡) 

 

𝒑حالت دوم: > 0  

0در اين حالت فرض كنيد كه  ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 39)در اين صورت طبق  ،1 −  داريم (2

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡−𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝+𝑘+1)
𝑚
𝑘=0 +

1

𝛤(−𝑝+𝑚+1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏.            (55 −

𝑡

𝑎

2)  

𝑞ابتدا فرض مي كنيم  < 𝐷𝑡و مقدار   0
𝑞

( 𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
 )𝑎

را محاسبه مي كنيم. با مشاهده طرف   

𝑡)كه توابع  ( در مي يابيم 55-2راست ) − 𝑎)−𝑝+𝑘 𝑘براي    = 0,1,2, … , 𝑚 − انتگرال   1

–مذكور به اين دليل است كه  يري توابعپذير نيستند. )انتگرال ناپذ 𝑝 + 𝑘 < در محاسبه   0

عبارت   𝑞يك نقطه تكين محسوب مي شود.( بنابراين انتگرال كسري مرتبه   𝑎انتگرال فوق نقطه

𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
( صفر شود و اين زماني امكان 55-2در صورتي وجود دارد كه جمله اول سمت راست )  

 پذير است كه

𝑓(𝑘)(𝑎) = 0                               (𝑘

= 0,1,2, … , 𝑚 − 1).                                                   (56 − 2) 
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( و توجه به اينكه انتگرال سمت راست همان معادل 56-2پس با در نظر گرفتن نماد فوق و شرايط )

𝐷𝑡
𝑝−𝑚−1

𝑓(𝑡)𝑎
𝑝−است )انتگرال كسري مرتبه )   + 𝑚 + ( به 55-2ابطه )( ر𝑓(𝑡) ( تابع1

 شكل زير در مي آيد

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
𝑓(𝑚)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝+𝑚

𝛤(−𝑝 + 𝑚 + 1)

+ 𝐷𝑡
𝑝−𝑚−1𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑎

 .                                          (57 − 2) 

 

𝑞اكنون مي توانيم مشتق كسري مرتبه < 𝑞−به عبارت ديگر انتگرال كسري مرتبه   0 > رابطه   0

 ( را به دست آوريم2-57)

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

𝑓(𝑚)(𝑎)(𝑡−𝑎)−𝑝−𝑞+𝑚

𝛤(−𝑝−𝑞+𝑚+1)
+

1

𝛤(−𝑝−𝑞+𝑚+1)
∫

𝑓(𝑚+1)(𝜏)

(𝑡−𝜏)𝑝+𝑞−𝑚 ,
𝑡

𝑎
                        (58 −

2)  

 زيرا

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝−𝑚−1𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝+𝑞−𝑚−1𝑓(𝑚+1)(𝑡)𝑎
  

         =
1

𝛤(−𝑝 − 𝑞 + 𝑚 + 1)
∫

𝑓(𝑚+1)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝑝+𝑞−𝑚
.

𝑡

𝑎

 

 ( داريم51-2( و رابطه )56-2شرايط )حال با استفاده از 

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 .                                                                                          (59 − 2) 

𝑞حالت آخر كه > 0است نيز بحثي مشابه دارد. در اين حالت ابتدا فرض مي كنيم كه   0 < 𝑛 <

𝑞 < 𝑛 + 𝑞و با توجه به اينكه   𝑓(𝑡)( براي 56-2با قبول شرايط )1 − 𝑛 − 1 < مي توان   0

 نوشت

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

𝑑𝑛+1

𝑑𝑡𝑛+1
{ 𝐷𝑡

𝑞−𝑛−1
𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )} 
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=
𝑑𝑛+1

𝑑𝑡𝑛+1
{ 𝐷𝑡

𝑝+𝑞−𝑛−1
𝑎
 𝑓(𝑡)}                             (60 − 2) 

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 . 

𝐷𝑡توان گفت رابطه( است. پس مي 59-2كه همان )
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎
𝑝اگر    < 0  

0حقيقي دلخواه برقرار است و اگر   𝑞باشد، براي هر < 𝑚 < 𝑝 < 𝑚 + 1  (𝑝 > ، در (0

𝑓(𝑘)(𝑎)حقيقي دلخواه برقرار است كه شرايط  𝑞صورتي براي هر  = 0,    (𝑘 =

0,1,2, … , 𝑚 − 0برقرار باشد. علاوه بر اين اگر  (1 < 𝑛 < 𝑞 < 𝑛 + 1 , 0 < 𝑚 < 𝑝 <

𝑚 + 𝑓(𝑘)(𝑎)در شرايط   𝑓(𝑡)و تابع   1 = 𝑘به ازاي  0 = 0,1,2,3,4, … , 𝑟 − 𝑟كه  1 = 

 max
 

{𝑛, 𝑚}  صدق كند مشتقات كسري𝐷𝑡
𝑝

𝑎
𝐷𝑡و   

𝑞
𝑎
 :جا مي شوند جابه  

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝
𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 .                                                        (61 − 2) 

 

 

 24لیوويل –مشتقات كسري ريمان   2-8

لتنيكوف تعريف شده به صورت حد يك تفاضل پسرو  -در بسياري از جاها مشتق كسري گرونوالد

مرتبه كسري قابل استفاده نيست و به دنبال عبارتي صريحتر و ساده تر مشتق كسري هستيم. عبارت 

 ( به واسطه وجود انتگرال در آن مفيدتر به نظر مي رسد. اما جمله اول آن همچنان39-2موجود در )

( را به صورت 39-2مشكل ساز مي با شد. براي برطرف كردن اين مشكل سعي مي كنيم تا عبارت )

 ديفرانسيلي زير در نظر بگيريم –حالت خاصي از عبارت انتگرال 

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡) = (

𝑑

𝑑𝑡
)

𝑚+1

∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎𝑎
   , (𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 1).                            (62 −

2)  

ليوويل  -معروف ترين تعريف مشتق كسري باشد كه غالباً مشتق كسري ريمان( شايد 62-2عبارت )

 ناميده مي شود.
                                                 
24 Riemann-Liouville 
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𝑚)داراي  𝑓(𝑡)لتنيكوف با اين فرض كه  -( كه براي مشتق كسري گرونوالد39-2عبارت ) + 1) 

( نيز با همان مفروضات به دست مي آيد. اين كار با 62-2مشتق پيوسته باشد، به سادگي از روي )

 استفاده مكرر از انتگرال گيري جزء به جزء و محاسبه مشتق در پايان صورت مي گيرد، يعني 

 

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡) = (

𝑑

𝑑𝑡
)

𝑚+1

∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎
𝑎
  

= ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝+𝑘

𝛤(−𝑝 + 𝑘 + 1)

𝑚

𝑘=0
+

1

𝛤(−𝑝 + 𝑚 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝𝑓(𝑚+1)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

     

= 𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 ,                 (𝑚 ≤ 𝑝 < 𝑚 + 1).                                                      

𝑚را در نظر بگيريم كه داراي  𝑓(𝑡)بنابراين اگر رده اي از توابع مثل + 𝑡مشتق پيوسته براي   1 ≥

ليوويل تعريف شده  -لتنيكوف و مشتق كسري ريمان -گرونوالد باشند در اين صورت مشتق كسري  0

( 62-2ليوويل ) -( معادل خواهند بود. حال مي خواهيم ببينيم كه مشتق كسري ريمان62-2با )

 چگونه به صورت نتيجه اي از مفاهيم مشتق و انتگرال معمولي قابل بيان است.

 

 

 ه انتگرال معموليلیوويل به وسیل -بیان انتگرال كسري ريمان  2-8-9

,𝑎)را روي هر بازه  𝑓(𝜏)براي شروع تابع  𝑡)  پيوسته و انتگرال پذير فرض مي كنيم. در اين صورت

 انتگرال زير موجود و متناهي است

𝑓(−1)(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎

.                                                                                                        (63

− 2) 

 به صورت مي باشد  𝑓(𝜏)تابع 2با مفروضات فوق انتگرال مرتبه 

𝑓(−2)(𝑡) = ∫ 𝑑𝜏1

𝑡

𝑎

∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝜏1

𝑎

 

              = ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎
∫ 𝑑𝜏1

𝜏1

𝑎
                                                                                            (64 −

2) 
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              = ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏.
𝑡

𝑎
 

 را در نظر مي گيريم  𝑓(𝜏) تابع 3حال انتگرال مرتبه 

𝑓(−3)(𝑡) = ∫ 𝑑𝜏1

𝑡

𝑎

∫ 𝑑𝜏2 ∫ 𝑓(𝜏3)𝑑𝜏3

𝜏2

𝑎

𝜏1

𝑎

 

= ∫ 𝑑𝜏1

𝑡

𝑎

∫ (𝜏1 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏                                                                             (65 − 2)
𝜏1

𝑎

 

=
1

2
∫ (𝑡 − 𝜏)2

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏                                                                                      

 با استقراء رياضي در حالت كلي به فرمول انتگرال كوشي مي رسيم

𝑓(−𝑛)(𝑡) =
1

𝛤(𝑛)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 ,            𝑡

> 𝑎.                                                 (66 − 2) 

𝑛تعريف مي كند كه در آن  𝑛را از مرتبه صحيح  𝑓(𝑡)عبارت فوق انتگرال تابع  ≥ . انتگرال  1

 𝑝عدد حقيقي  يد. اين تعميم با جاگذاريبا تعميم فرمول كوشي به دست مي آ ليوويل -كسري ريمان

 صورت مي گيرد 𝑛به جاي 

𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
1

𝛤(𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 ,            𝑡

> 𝑎.                                               (67 − 2) 

𝑛بايد در شرط  𝑛( عدد صحيح 66-2در ) ≤ كمي  𝑝( روي 67-2صدق كند. شرط متناظر در ) 1

𝑝( بايستي 67-2گرال )ضعيف تر است، براي وجود انت >  باشد. 0

 

 

 لیوويل -انتگرال كسري ريمان  2-8-2

,𝑎]تابعي حقيقي روي 𝑓(𝑡)اگر  :6-2تعريف 𝑏] مرتبه ليوويل -باشد انتگرال كسري ريمان 𝑝 > 0 

 به صورت زير تعريف مي شود 𝑓(𝑡) تابع 

𝐷𝑡
−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
1

𝛤(𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

 ,            𝑡

> 𝑎.                                               (68 − 2) 
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𝑡براي 𝑓(𝑡) اگر ≥ 𝑎  ليوويل مانند انتگرال كسري گرونوالد -پيوسته باشد انتگرال كسري ريمان- 

 لتنيكوف داراي خاصيت زير است

𝐷𝑡
−𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
−𝑝−𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 ,                                                                                   (69 − 2) 

اثر كند حاصل انتگرال گيري از  𝑞بر انتگرال كسري از مرتبه  𝑝يعني اگر انتگرال كسري از مرتبه 

𝑝مرتبه  + 𝑞 خواهد بود. اثبات آنچه گفتيم به صورت زير است 

𝐷𝑡
−𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

1

𝛤(𝑞)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑞−1( 𝐷𝜏

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )𝑑𝜏  

𝑡

𝑎

 

=
1

𝛤(𝑞)𝛤(𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑞−1𝑑𝜏 ∫ (𝜏 − 𝜉  )𝑝−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉  

𝜏

𝑎

𝑡

𝑎

                             

=
1

𝛤(𝑞)𝛤(𝑝)
∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑞−1(𝜏 − 𝜉  )𝑝−1𝑑𝜏                               

𝑡

𝜉

𝑡

𝑎

 

=
1

𝛤(𝑝 + 𝑞)
∫ (𝜏 − 𝜉  )𝑝+𝑞−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉

𝜏

𝑎

                                                            

= 𝐷𝑡
−𝑝−𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 .                                                                                                    

𝜏در محاسبات مربوط به تساوي چهارم از تغيير متغير  = 𝜉 + 𝑧(𝑡 − 𝜉) استفاده  و تعريف تابع بتا

مي تواند عوض شود. بنابراين مطالب فوق را مي  𝑞و  𝑝شده است. واضح است كه در اثبات بالا جاي 

 توان در قالب قضيه اي به صورت زير بيان كرد:

 

𝑝براي هر آنگاه در شرايط تعريف صدق كند،   𝑓(𝑡)اگر تابع :7-2قضيه  > 𝑞و  0 > همواره  0

 داريم

𝐷𝑡
−𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

−𝑝
𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
−𝑝−𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 .                                            (70 − 2) 
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 لیوويل -مشتق كسري ريمان  2-8-8

 فرمول انتگرال كوشي را دوباره در نظر بگيريد.

𝑓(−𝑛)(𝑡) =
1

𝛤(𝑛)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

 

𝑛فرض كنيد  ≥ 𝑘ثابت باشد و عدد صحيح  1 ≥  را در نظر بگيريد. داريم 0

𝑓(−𝑘−𝑛)(𝑡) =
1

𝛤(𝑛)
𝐷−𝑘 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏,

𝑡

𝑎

                                                            (71

− 2) 

𝐷−𝑘 ،(𝑘كه در آن نماد  ≥ دارد. از طرف ديگر براي هر مقدار ثابت   𝑘اشاره به انتگرال مرتبه (0

𝑛 ≥ 𝑘و عدد صحيح  1 ≥ 𝑛 مشتق مرتبه ،𝑘 − 𝑛  تابع𝑓(𝑡)  مي توان نوشت را به صورت زير 

𝑓(𝑘−𝑛)(𝑡) =
1

𝛤(𝑛)
𝐷𝑘 ∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏,

𝑡

𝑎

                                                                 (72

− 2) 

𝐷𝑘 ،(𝑘كه در آن نماد  ≥  مي باشد.  𝑘بيانگر مشتق معمولي مرتبه  (0

( 72-2( را مي توان به عنوان حالت خاصي از يكي از آن به عنوان مثال )72-2( و )71-2دو فرمول )

𝑘بار انتگرال گيري است اگر  𝑘بيانگر  𝐷𝑘ثابت، نماد  nدر نظر گرفت كه در آن  ≤ بار  𝑘، و 0

𝑘مشتقگيري است اگر  > 𝑘. اگر  0 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, ( بيانگر 72-2در اين صورت فرمول ) …

𝑘، اگر𝑓(𝑡)گرالهاي مكرر انت = 𝑛   فرمول خود تابع را نتيجه مي دهد و چنانچه 

𝑘 = 𝑛 + 1, 𝑛 + 2, 𝑘فرمول مشتقهاي مرتبه   … − 𝑛 = 1,2,3, را نتيجه    𝑓(𝑡)تابع   …

 مي دهد.

عوض مي كنيم به  αرا با يك عدد حقيقي مثل  𝑛( جاي عدد صحيح 72-2به منظور تعميم رابطه )

𝑘طوري كه  − 𝛼 >  در اين صورت داريم باشد،  0
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𝐷𝑡
𝑘−𝛼𝑓(𝑡)𝑎

 =
1

𝛤(𝛼)

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏,           (0 < 𝛼

≤ 1).                          (73 − 2) 

𝛼اين است كه  α( تنها شرط روي 73-2براي همگرايي انتگرال موجود در ) > . بدون كاستن از  0

0كليت موضوع اين محدوديت را مي توان به صورت  < 𝛼 ≤  در نظر گرفت.  1

𝑝با قرار دادن  = 𝑘 − 𝛼 ( را مي توانيم به صورت زير بنويسيم73-2رابطه ) 

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
1

𝛤(𝑘 − 𝑝)

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑘−𝑝−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏,           (𝑘 − 1 < 𝛼

≤ 𝑘).          (74 − 2) 

𝐷𝑡با توجه به اينكه انتگرال موجود در رابطه فوق همان 
−(𝑘−𝑝)

𝑓(𝑡)𝑎
 نوشت است، مي توان  

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
( 𝐷𝑡

−(𝑘−𝑝)
𝑓(𝑡)𝑎

 ) ,     (𝑘 − 1 < 𝛼

≤ 𝑘).                                      (75 − 2) 

 قبل از اينكه بيشتر وارد اين بحث شويم مي خواهيم تا مطالب فوق را به صورت تعريفي جامع بيان 

 كنيم:

يك عدد حقيقي دلخواه باشد، در اين صورت مشتق   𝑝تابعي حقيقي باشد و 𝑓(𝑡): اگر 3-2تعريف

 به صورت زير تعريف مي شود 𝑓(𝑡)تابع  𝑝ليوويل مرتبه  -كسري ريمان

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
( 𝐷𝑡

−(𝑘−𝑝)
𝑓(𝑡)𝑎

 ) 

𝑘مي باشد، يعني   𝑝كوچكترين عدد طبيعي بزرگتر از 𝑘كه در آن  − 1 < 𝑝 ≤ 𝑘 . 

ليوويل مي پردازيم. اولين و شايد يكي از  -ي ريمانحال به بررسي بعضي از خواص مشتقات كسر

𝑝ليوويل اين است كه براي  -مهمترين خاصيت مشتقات كسري ريمان > 𝑡و  0 > 𝑎 داريم 

𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

=  𝑓(𝑡).                                                                                                  (76 − 2) 

𝑝اثبات در حالتي كه  = 𝑛 >  يك عدد صحيح باشد ساده و به صورت زير است 1
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𝐷𝑡
𝑛

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑛𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏  

𝑡

𝑎

 

=
𝑑

𝑑𝑡
∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

                                                                

= 𝑓(𝑡)          

𝑘در حالتي كه  − 1 ≤ 𝑝 < 𝑘 ه تركيب انتگرالها استفاده كرده و مي نويسيمباشد از قضي 

𝐷𝑡
−𝑘𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝐷𝑡
−(𝑘−𝑝)

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ).                           

 حال بر اساس تعريف مشتق كسري داريم

𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
{ 𝐷𝑡

−(𝑘−𝑝)
𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )} 

=
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
{ 𝐷𝑡

−𝑘
𝑎
 𝑓(𝑡)}                                                           

= 𝑓(𝑡).          

 

كه اثبات را كامل مي كند. مطلب فوق حالت خاصي از صورت كلي زير است كه آنرا در قالب يك 

 قضيه كلي ثابت مي كنيم:

 

𝐷𝑡ه تابعي پيوسته و در صورتي ك  𝑓(𝑡)اگر  :1-2قضیه 
𝑝−𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 موجود باشد داريم  

𝐷𝑡
𝑝

                         𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
  

𝑝اثبات: دو حالت در نظر مي گيريم:  ≥ 𝑞 ≥ 𝑞 و 0 ≥ 𝑝 ≥ 0  . 

𝑞اگر  ≥ 𝑝 ≥  ( داريم76-2( و )70-2، در اين صورت با استفاده از )0

𝐷𝑡
𝑝

                         𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝
𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝
𝑎
 𝐷𝑡

−(𝑞−𝑝)
𝑎
 𝑓(𝑡)) 

= 𝐷𝑡
−(𝑞−𝑝)

𝑓(𝑡)𝑎
                               

= 𝐷𝑡
𝑝−𝑞𝑓(𝑡).𝑎
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𝑝در صورتي كه  ≥ 𝑞 ≥ ,𝑚اعداد صحيح  0 𝑛   0را طوري در نظر بگيريد كه < 𝑚 − 1 ≤

𝑝 < 𝑚  0و < 𝑛 − 1 ≤ 𝑞 < 𝑛  واضح است كه𝑚 ≥ 𝑛داريم ، 

𝐷𝑡
𝑝

                         𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
( 𝐷𝑡

−(𝑚−𝑝)
𝑎
 𝐷𝑡

−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) 

=
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
( 𝐷𝑡

𝑝−𝑞−𝑚𝑓(𝑡)𝑎
 )                                         

=
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
( 𝐷𝑡

−(𝑚−(𝑝−𝑞))
𝑓(𝑡)𝑎

 )                                 

= 𝐷𝑡
𝑝−𝑞𝑓(𝑡)𝑎

                                                             

نكته جالب و قابل بحث اين است كه همانند مشتق و انتگرال معمولي، مشتق و انتگرال كسري نيز با 

 برقرار نيست و داريم 9-2يكديگر جابه جا نمي شوند. به عبارت ديگر عكس قضيه 

𝐷𝑡
𝑝

 𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝑓(𝑡) − ∑ [ 𝐷𝑡
𝑝−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗

Γ(𝑝 − 𝑗 + 1)
.                

𝑚

𝑗=1
           (77 − 2) 

 براي اثبات داريم

𝐷𝑡
−𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

1

𝛤(𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−1( 𝐷𝜏

𝑝𝑓(𝜏)𝑎
 )𝑑𝜏  

𝑡

𝑎

 

=
𝑑

𝑑𝑡
{

1

𝛤(𝑝 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝

𝑡

𝑎

𝐷𝜏
𝑝𝑓(𝜏)𝑎

 𝑑𝜏  }.                                   (78 − 2) 

 وشه را حساب مي كنيمحال مقدار داخل كر

1

𝛤(𝑝 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝

𝑡

𝑎

𝐷𝜏
𝑝𝑓(𝜏)𝑎

 𝑑𝜏 =
1

𝛤(𝑝 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝

𝑡

𝑎

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
[ 𝐷𝜏

−(𝑘−𝑝)
𝑓(𝜏)𝑎

 ] 𝑑𝜏   

=
1

𝛤(𝑝 − 𝑘 + 1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝−𝑘

𝑡

𝑎

[ 𝐷𝜏
−(𝑘−𝑝)

𝑓(𝜏)𝑎
 ] 𝑑𝜏          

− ∑ [
𝑑𝑘−𝑗

𝑑𝑡𝑘−𝑗
( 𝐷𝑡

−(𝑘−𝑝)
𝑓(𝑡)𝑎

 )]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗+1

𝛤(2 + 𝑝 − 𝑗)

𝑚

𝑗=1
    

               = 𝐷𝑡
−(𝑝−𝑘+1)

𝑎
 [ 𝐷𝜏

−(𝑘−𝑝)
𝑓(𝜏)𝑎

 ] 
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− ∑ [ 𝐷𝑡
𝑝−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗+1

𝛤(2 + 𝑝 − 𝑗)

𝑚

𝑗=1
                          

= 𝐷𝜏
−1𝑓(𝑡)𝑎

 − ∑ [ 𝐷𝑡
𝑝−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗+1

𝛤(2 + 𝑝 − 𝑗)

𝑚

𝑗=1
         

( 70-2آخر از )و تساوي  1-2تساوي دوم با استفاده مكرر از روش جزء به جزء تساوي سوم از تعريف 

𝐷𝑡به دست آمده است. همچنين وجود تمام جملات فوق از انتگرال پذير بودن 
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

نتيجه مي   

𝑗)شود، زيرا با قبول اين شرط مقدار تمامي مشتقات كسري از فرم  = 1,2, … , 𝑘), 𝐷𝑡
𝑝−𝑗

𝑓(𝑡)
𝑎

 
در  

𝑡نقطه  = 𝑎 .موجود و متناهي است 

1ي با جايگذاري مقدار به دست آمده برا

𝛤(𝑝+1)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑝𝑡

𝑎
𝐷𝜏

𝑝𝑓(𝜏)𝑎
 𝑑𝜏 ( اثبات رابطه 71-2در ) 

 ( كامل مي شود. نكته فوق نيز حالت خاصي از قضيه زير است:2-77)

 

0اعدادي حقيقي باشند به طوري كه  𝑞و  𝑝تابعي پيوسته بوده و  𝑓(𝑡)اگر :90.-2 قضیه ≤ 𝑘 −

1 ≤ 𝑞 < 𝑘  و𝐷𝑡
𝑞

  𝑎
 باشد در اين صورت داريم 𝑝انتگرال پذير از مرتبه   

𝐷𝑡
−𝑝

    𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑞−𝑝
  𝑎

 𝑓(𝑡) − ∑ [ 𝐷𝑡
𝑞−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗

𝛤(𝑝 − 𝑗 + 1)

𝑘

𝑗=1
       

𝑝اثبات: در حالتي كه  ≥ 𝑞  و اگر  7-2از قضيه𝑝 ≤ 𝑞  استفاده كرده سپس با استفاده  9-2از قضيه

 ( داريم77-2از)

𝐷𝑡
−𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑞−𝑝
𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑞
  𝑎

 ( 𝐷𝑡
𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 )) 

= 𝐷𝑡
𝑞−𝑝

𝑎
 {𝑓(𝑡) − ∑ [ 𝐷𝑡

𝑞−𝑗
𝑓(𝑡)𝑎

 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑞−𝑗

𝛤(𝑞 − 𝑗 + 1)

𝑘

𝑗=1
} 

= 𝐷𝑡
𝑞−𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 − ∑ [ 𝐷𝑡
𝑞−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗

𝛤(𝑝 − 𝑗 + 1)

𝑘

𝑗=1
.              

 مي آيدكه در آن از مشتق  معروف تابع تواني استفاده شده است كه به صورت زير بدست 
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𝐷𝑡
𝑞−𝑝

𝑎
 {

(𝑡 − 𝑎)𝑞−𝑗

𝛤(𝑞 − 𝑗 + 1)
} =

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗

𝛤(𝑝 − 𝑗 + 1)
. 

 

 

𝒕)مشتق كسري تابع تواني   2-8-4 − 𝒂)𝝊 

𝑓(𝑡)تابع  𝑝ليوويل مرتبه -مي خواهيم مشتق كسري ريمان = (𝑡 − 𝑎)𝜐  را به دست بياوريم كه

0وجود دارد كه   𝑛يك عدد حقيقي است. براي اين كار فرض كنيد كه عدد طبيعي 𝜐در آن  ≤

𝑛 − 1 ≤ 𝑝 < 𝑛 ليوويل داريم -. طبق تعريف ريمان 

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡) =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

−(𝑛−𝑝)
𝑓(𝑡)𝑎

 )𝑎
 . 

𝛼ابتدا انتگرال كسري مرتبه  = 𝑛 − 𝑝  تابع𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)𝜐 را به دست مي آوريم 

𝐷𝑡
−𝛼

𝑎
 (𝑡 − 𝑎)𝜐 =

1

𝛤(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1(𝜏 − 𝑎)𝜐𝑑𝜏.

𝑡

𝑎

 

𝜏حال اگر تغيير متغير  = 𝑎 + 𝜉(𝑡 − 𝑎) را به كار بگيريم داريم 

𝐷𝑡
−𝛼

𝑎
 (𝑡 − 𝑎)𝜐 =

1

𝛤(𝛼)
(𝑡 − 𝑎)𝜐+𝛼 ∫ 𝜉𝜐(1 − 𝜉)−𝛼−1𝑑𝜉

1

0

. 

 ملاحظه مي كنيم كه انتگرال بالا انتگرال تابع بتا مي باشد. بنابراين داريم

𝐷𝑡
−𝛼

𝑎
 (𝑡 − 𝑎)𝜐 =

1

𝛤(𝛼)
𝐵(𝛼, 𝜐 + 1)(𝑡 − 𝑎)𝜐+𝛼 

                        =
𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(𝜐 + 𝛼 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐+𝛼 

 بار مشتق بگيريم، طبق تعريف، مشتق كسري تابع حاصل مي شود 𝑛حال اگر از رابطه اخير 

                 𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 (𝑡 − 𝑎)𝜐 =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝛼(𝑡 − 𝑎)𝜐
𝑎
 ) 
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=
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
[

𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(𝜐 + 𝛼 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐+𝛼]                                           (79 − 2) 

=
𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(𝜐 − 𝑝 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝                              

 كليه مطالب فوق را مي توان در فرمول هاي زير جمع آوري كرد

𝐷𝑡
−𝑝

𝑎
 (𝑡 − 𝑎)𝜐 =

𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(𝜐 + 𝑝 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐+𝑝 .                                                                 (80

− 2) 

𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 (𝑡 − 𝑎)𝜐 =

𝛤(𝜐 + 1)

𝛤(𝜐 − 𝑝 + 1)
(𝑡 − 𝑎)𝜐−𝑝 .                                                                    (81

− 2) 

 

 

 تركیب با مشتقات معمولي  2-8-5

در بسياري از مسائل كاربردي تركيب مشتق معمولي و مشتقات كسري ظاهر مي شوند. ابتدا مي 

( 74-2بررسي كنيم. با استفاده از ) 𝑝را روي مشتق كسري مرتبه  𝑛خواهيم اثر مشتق معمولي مرتبه 

 داريم

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

1

𝛤(𝑘 − 𝑝)

𝑑𝑛+𝑘

𝑑𝑡𝑛+𝑘
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑘−𝑝−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏 

                             = 𝐷𝑡
𝑛+𝑝𝑓(𝑡),           (𝑘 − 1 < 𝑝 ≤ 𝑘)𝑎

  

 داريم

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
𝑛+𝑝𝑓(𝑡).𝑎

                                                                                          (82 − 2) 

 اما در حالت عكس ابتدا رابطه زير را در نظر مي گيريم

𝐷𝑡
−𝑛𝑓(𝑛)(𝑡)𝑎

 =
1

(𝑛 − 1)!
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−1

𝑡

𝑎

𝑓(𝑛)(𝜏)𝑑𝜏 
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                         = 𝑓(𝑡) − ∑
𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑗

𝛤(𝑗 + 1)
,

𝑛−1

𝑗=0
 

 مداري 9-2سپس با استفاده از قضيه 

𝐷𝑡
𝑝 (

𝑑𝑛𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝑛
)𝑎

 = 𝐷𝑡
𝑝+𝑛( 𝐷𝑡

−𝑛𝑓(𝑛)(𝑡)𝑎
 )𝑎

  

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑛

𝑎
 (𝑓(𝑡) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑗

𝛤(𝑗 + 1)

𝑛−1

𝑗=0
)                                      (84 − 2) 

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑛

𝑎
 𝑓(𝑡) − ∑

𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑗−𝑝−𝑛

𝛤(1 + 𝑗 − 𝑝 − 𝑛)

𝑛−1

𝑗=0
.                        

( برقرار باشد، عملگر كسري 15-2لتنيكوف، اگر شرايط) -گرونوالدبنابراين مانند حالت مشتق كسري 

𝐷𝑡ليوويل -ريمان
𝑝

𝑎
 جابه جا مي شود. پس قضيه زير را ثابت كرديم:  𝑛با عملگر مشتق معمولي مرتبه  

در صورتي  عددي صحيح باشد،  𝑛عددي حقيقي، و  𝑝تابعي پيوسته بوده و  𝑓(𝑡)راگ :11-2 قضيه

 كه شرايط

𝑓(𝑘)(𝑎) = 0                                      (𝑘

= 0,1,2, … , 𝑛 − 1).                                             (85 − 2) 

𝐷𝑡ليوويل-عملگر كسري ريمان و آنگاه برقرار باشد
𝑝

𝑎
𝑑𝑛 با عملگر مشتق معمولي   

𝑑𝑡𝑛
جابه جا مي شود  

 يعني

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝
𝑎
 (

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡))

= 𝐷𝑡
𝑛+𝑝𝑓(𝑡).𝑎

                                                     (86 − 2) 

 

 

 تركیب با مشتق كسري   2-8-6
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𝐷𝑡ليوويل  -در اينجا تركيب دو عملگر مشتق كسري ريمان
𝑝

𝑎
  ،(𝑚 − 1 ≤ 𝑝 < 𝑚)  و𝐷𝑡

𝑞
𝑎
  

(𝑛 − 1 ≤ 𝑞 < 𝑛)    , ( 2( و فرمول )77-2بررسي مي كنيم. با استفاده مكرر از تعريف و رابطه-

 ( خواهيم داشت12

      𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) =

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
{ 𝐷𝑡

−(𝑚−𝑝)
𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 )} 

=
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
{ 𝐷𝑡

𝑝+𝑞−𝑚𝑓(𝑡) −𝑎
 ∑ [ 𝐷𝑡

𝑞−𝑗
𝑓(𝑡)𝑎

 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)𝑚−𝑝−𝑗

𝛤(𝑚 − 𝑝 − 𝑗 + 1)

𝑛

𝑗=1
}    

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡) −𝑎

 ∑ [ 𝐷𝑡
𝑞−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)−𝑝−𝑗

𝛤(1 − 𝑝 − 𝑗)

𝑛

𝑗=1
,             (87 − 2) 

متقارن است بنابراين مي توانيم جاي آنها راعوض كنيم و سپس تعويض  𝑞و 𝑝چون رابطه فوق براي 

m  وnبا انجام اين كار خواهيم داشت، 

      𝐷𝑡
𝑞

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡) −𝑎

 ∑ [ 𝐷𝑡
𝑝−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

(𝑡 − 𝑎)−𝑞−𝑗−1

𝛤(1 − 𝑞 − 𝑗)

𝑚

𝑗=1
.          (88 − 2) 

𝐷𝑡ت كلي عملگرهاي مشتق كسري لبيان مي كند كه در حا (11-2( و )17-2تركيب روابط )
𝑝

𝑎
و   

𝐷𝑡
𝑞

𝑎
𝑝نمي توانند جا به جا شوند، فقط به يك شرط خاص )علاوه بر حالت بديهي    = 𝑞 يعني )

𝑝براي حالت  ≠ 𝑞 اريمد 

𝐷𝑡
𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑞
𝑎
 ( 𝐷𝑡

𝑝𝑓(𝑡)𝑎
 )

= 𝐷𝑡
𝑝+𝑞𝑓(𝑡),                                                        (89 − 2)𝑎

  

( صفر شوند. براي اين موضوع به 11-2( و)17-2)فقط اگر هر دو مجموع در سمت راست از روابط 

 برقراري همزمان شرايط زير نياز داريم

[ 𝐷𝑡
𝑝−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

= 0,       (𝑗 = 1,2, … , 𝑚),                                                                       (90 − 2) 

[ 𝐷𝑡
𝑞−𝑗

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎

= 0,       (𝑗 = 1,2, … , 𝑛).                                                                        (91 − 2) 

 ( معادل است با 90-2ت پيوسته داشته باشد، آنگاه شرايط )كافي مشتقا به اندازه 𝑓(𝑡)از طرفي اگر 
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𝑓(𝑗)(𝑎) = 0,       (𝑗

= 0,1,2, … , 𝑚 − 1),                                                                            (92 − 2) 

 ( معادل است با19-2و شرايط )

𝑓(𝑗)(𝑎) = 0,       (𝑗

= 0,1,2, … , 𝑛 − 1).                                                                             (93 − 2) 

 ( بر قرار است اگر19-2رابطه )

                      𝑓(𝑗)(𝑎)

= 0,       (𝑗 = 0,1,2, … , 𝑟 − 1),                                                      (94 − 2) 

𝑟كه در آن  = 𝑚𝑎𝑥(𝑚, 𝑛). 

 

 

 لیوويل -لتنیکوف و تعريف ريمان -ارتباط بین تعريف گرونوالد  2-4

,𝑎]( بار بطور پيوسته در بازه n-1) ،𝑓(𝑡)تابع ض كنيم فر 𝑇] و همچنين  مشتق پذير باشد

𝑓(𝑛)(𝑡)  در بازه[𝑎, 𝑇] .بنابراين براي هر  انتگرال پذير باشد𝑝 (0 < 𝑝 < 𝑛) مشتق ريمان- 

𝐷𝑡ليوويل 
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
𝐷𝑡 لتنيكوف  -موجود است و با مشتق گرونوالد  

𝑝
𝑓(𝑡)𝑎

0برابر است، و اگر   ≤

𝑚 − 1 ≤ 𝑝 < 𝑚 ≤ 𝑛 آنگاه براي ،𝑎 < 𝑡 < 𝑇  داريم 

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

  

                    = ∑
𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑗−𝑝

𝛤(1 + 𝑗 − 𝑝)

𝑚−1

𝑗=0

+
1

𝛤(𝑚 − 𝑝)
∫

𝑓(𝑚)(𝜏)𝑑𝜏

(𝑡 − 𝜏)𝑝−𝑚+1

𝑡

𝑎

.                (95 − 2) 

𝐷𝑡لتنيكوف  -( با مشتق گرونوالد95-2واضح است كه عبارت سمت راست فرمول )
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
برابر   

  است لذا مي توان نوشت

𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
{∑

𝑓(𝑗)(𝑎)(𝑡 − 𝑎)𝑚+𝑗−𝑝

𝛤(1 + 𝑚 + 𝑗 − 𝑝)

𝑚−1

𝑗=0
+

1

𝛤(2𝑚 − 𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)2𝑚−𝑝−1𝑓(𝑚)(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

}, 

𝐷𝑡ليوويل  -بار انتگرال گيري جزبه جزء از فرم مشتق ريمان 𝑚كه بعد از 
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
 داريم   
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𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
{

1

𝛤(𝑚 − 𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝑝−1𝑓  (𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

} =
𝑑𝑚

𝑑𝑡𝑚
{ 𝐷𝑡

−(𝑚−𝑝)
𝑓(𝑡)𝑎

 } 

                   = 𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡).𝑎

    

 ( در مسائل كاربرد فراواني دارد.95-2حالت خاص زير از رابطه )

,𝑎] در بازه 𝑓′(𝑡)ه باشد و پيوست 𝑓(𝑡)اگر  𝑇] آنگاه براي هر انتگرال پذير باشند ،𝑝 

(0 < 𝑝 < لتنيكوف وجود دارد و مي توان به فرم زير  -ليوويل و مشتق گرونوالد -مشتق ريمان (1

 نوشت 

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 = 𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
𝑓  (𝑎)(𝑡 − 𝑎)−𝑝

𝛤(1 − 𝑝)
+

1

𝛤(1 − 𝑝)
∫ (𝑡 − 𝜏)−𝑝𝑓′ (𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑎

.       (96 − 2) 

 ( انتگرال پذير است.96-2كه، مشتق بدست آمده بوسيله عبارت )واضح است 

𝑝( نتيجه مي شود اين است كه مشتق مرتبه 95-2ويژگي مهم ديگر كه از رابطه ) > ام، مشتق 0

𝑞،0ام را براي هر 𝑞مرتبه  < 𝑞 < 𝑝.ايجاب مي كند ، 

ليوويل  -مشتق ريمان آنگاه باشد مشتق انتگرال پذير داشته 𝑓(𝑡)تابع پيوسته  تر، اگر بطور دقيق

𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
بطوريكه  𝑞، همچنين براي هر لتنيكوف( موجود و انتگرال پذير نيز مي باشد -)گرونوالد  

(0 < 𝑞 < 𝑝)  مشتق𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
 .موجود و انتگرال پذير نيز مي باشد  

𝑔(𝑡)واضح است كه، اگر قرار دهيم  = 𝐷𝑡
−(1−𝑝)

𝑓(𝑡)𝑎
 ، آنگاه مي توان نوشت  

𝐷𝑡
𝑝𝑓(𝑡)𝑎

 =
𝑑

𝑑𝑥
( 𝐷𝑡

−(1−𝑝)
𝑓(𝑡)𝑎

 ) = 𝑔′(𝑡) 

0( و همچنين نامساوي 96-2انتگرال پذير است با جايگذاري در فرمول ) 𝑔′(𝑡)با توجه به اينكه  <

1 + 𝑞 − 𝑝 < 𝐷𝑡نتيجه مي شود كه مشتق  1
1+𝑞−𝑝

𝑔(𝑡)𝑎
و انتگرال پذير است. بنابراين با موجود   

𝐷𝑡استفاده از رابطه، 
𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 ) = 𝐷𝑡

𝑝−𝑞𝑓(𝑡)𝑎
 داريم. ، 

𝐷𝑡
1+𝑞−𝑝𝑔(𝑡)𝑎

 = 𝐷𝑡
1+𝑞−𝑝

𝑎
 ( 𝐷𝑡

−(1−𝑝)
𝑓(𝑡)𝑎

 ) = 𝐷𝑡
𝑞𝑓(𝑡).𝑎
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ليوويل نتيجه ديگري كه خيلي مهم  -لتنيكوف و تعريف ريمان-( بين تعريف گرونوالد96-2رابطه )

مقدار است براي فرمول بندي مسائل كاربردي و عمليات با مشتقات كسري و فرمول بندي از مسائل 

 اوليه فيزيك در معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري دارد.

بار به طور پيوسته مشتق پذير است و مشتق مرتبه  𝑓(𝑡) ((m-1)تحت فرضيات يكسان روي تابع 

m ام در بازه[𝑎, 𝑇] و روي انتگرال پذير است )𝑝 (𝑚 − 1 < 𝑝 < 𝑚) شرط 

[ 𝐷𝑡
𝑝

𝑓(𝑡)𝑎
 ]𝑡=𝑎 = 0,                                                                                                              (97

− 2) 

 با شرايط زير معادل است

𝑓(𝑗)(𝑎) = 0,       (𝑗

= 1,2, … , 𝑚).                                                                                      (98 − 2) 

( 95-2در رابطه ) 𝑎به سمت  𝑡( برقرار باشد آنگاه با ميل دادن 91-2واضح است كه، اگر شرايط )

 ( دست مي آوريم.97-2بلافاصله رابطه )

( در 95-2( برقرار باشد، آنگاه با ضرب هر در طرف رابطه )97-2از طرف ديگر، اگر شرط )

(𝑡 − 𝑎)𝑝−𝑗 ،(𝑗 = 𝑚 − 1, 𝑚 − 2, 𝑚 − 3, … بدست  𝑎به سمت  𝑡دن ، و با ميل دا(2,1,0

𝑓(𝑎)مي آوريم  = 0, 𝑓′(𝑎) = 0, 𝑓″(𝑎) = 0, … , 𝑓𝑚−2(𝑎) = 0, 𝑓𝑚−1(𝑎)0 يعني ،

( 91-2( برقرار است اگر و تنها اگر رابطه )97-2( حاصل مي شوند. بنابراين، رابطه )91-2شرايط )

 برقرار باشد.

𝑝ضي ( بلافاصله نتيجه مي گيريم كه اگر براي بع91-2( و )97-2از هم ارزي شرايط ) > كه  0

𝑡 ، در نقطه𝑓(𝑡)ام 𝑝مشتق  = 𝑎  هاي مرتبه مشتق تمامبرابر صفر باشد، آنگاه 𝑞  (0 < 𝑞 < 𝑝) 

𝑡 در نقطه = 𝑎 يعني صفر هستند برابر 

[ 𝐷𝑡
𝑞𝑓(𝑡)𝑎

 ]𝑡=𝑎 = 0 

 

 

 مشتق كسري كاپوتو 2-5
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تعاريفي  در بسياري از مسايل مدل سازي هاي رياضي به فرمولبندي شرايط اوليه نياز است، پس بايد

از مشتق هاي كسري را به كار ببريم كه امكان استفاده از شرايط اوليه اي كه مفهوم فيزيكي دارند را 

 .[8]فراهم كنند. تعريف مشتق كاپوتو اين اجازه را مي دهد تا شرايط اوليه در فرمول مساله قرار بگيرد

𝑓فرض مي كنيم       ∈ 𝐶𝑛[𝑎, 𝑏]  و𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛با عبارت زير  ، مشتق كسري كاپوتو

 [9]تعريف مي شود

𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑎

 
𝑡
𝛼−𝑛𝑓(𝑛)(𝑡)

=
1

𝛤(𝛼 − 𝑛)
∫

𝑓(𝑛)(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−𝑛+1
𝑑𝜏

𝑡

𝑎

                                    (99 − 2) 

 و داراي خواص زير است

𝑖)   𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼 C = 0                                                                                                                     (100

− 2) 

𝑖𝑖)  lim
𝛼→𝑛

𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑛)(𝑡) 

𝑖𝑖𝑖)  𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝑚𝑓(𝑡) = 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝛼+𝑚𝑓(𝑡),          𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛  ,        𝑚 ∈ 𝑁 

𝑓 ليوويل داراي دو خاصيت اساسي است. فرض مي كنيم -شتق كاپوتو با انتگرال ريمانتركيب م ∈

𝐶𝑛[𝑎, 𝑏]  و𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 در اين صورت 

𝑖)   𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼 𝐷𝑎

 
𝑡
−𝛼 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) 

𝑖𝑖)  𝐷𝑎
 

𝑡
−𝛼 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑

𝑓(𝑘)(𝑎+)

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0
(𝑡 − 𝑎)𝑘 ,

𝑡 ≥ 𝑎 .                    (101 − 2) 

 ( داريم:iiاثبات )براي 

𝐷𝑎
 

𝑡
−𝛼 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝛼 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑎

 
𝑡
−𝛼 𝐷𝑎

 
𝑡
𝛼−𝑛𝑓(𝑛)(𝑡) =  𝑓(𝑡) − ∑

𝑓(𝑘)(𝑎 )

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0
(𝑡 − 𝑎)𝑘 , 𝑡 ≥ 𝑎.  

 ( حالت خاصي از معادله زير است101-2)معادله 

𝐷𝑎
 

𝑡
−𝛼 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝛽

𝑓(𝑡) = 𝐷𝑎
 

𝑡
−𝛼 𝐷𝑎

 
𝑡
𝛽−𝑚

𝑓(𝑚)(𝑡) = 𝐷𝑎
 

𝑡
𝛼−𝛽

( 𝐷𝑎
 

𝑡
−𝑛𝑓(𝑛)(𝑡))      

 = 𝐷𝑎
 

𝑡
𝛼−𝛽

𝑓(𝑡) − ∑
𝑓(𝑘)(𝑎 )

𝛤(𝛼 − 𝛽 + 𝑘 − 1)

𝑛−1

𝑘=0
(𝑡 − 𝑎)𝛼−𝛽+𝑘 ,  

𝑡 ≥ 𝑎 , 𝑚 − 1 < 𝛽 < 𝑚, 𝛼 > 𝛽 
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 :ليوويل -مقايسه بين تعريف كاپوتو و تعريف ريمان

 -ليوويل به شرايط اوليه اي منجر مي شود كه شامل مقادير مشتق هاي كسري ريمان -تعريف ريمان

شرايطي وجود ندارد. اما در تعريف كاپوتو شرايط ليوويل است و تفسير فيزيكي معلومي براي چنين 

 اوليه معادلات ديفرانسيل كسري به همان شكلي كه براي معادلات ديفرانسيل هستند، در مي آيند.

 ليوويل يك ثابت صفر نيست. -مشتق كاپوتو يك ثابت صفر است، اما مشتق ريمان

 دارد. براي مشتق كاپوتو داريم ليوويل و كاپوتو وجود -تفاوت ديگري نيز بين تعاريف ريمان

𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼 ( 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝑚𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝛼+𝑚𝑓(𝑡),

(𝑚 = 0, 1, 2, … ; 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛),                (102 − 2) 

 ليوويل داريم -در حاليكه براي مشتق ريمان

𝐷𝑎
 

𝑡
𝑚( 𝐷𝑎

 
𝑡
𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑎

 
𝑡
𝛼+𝑚𝑓(𝑡),

(𝑚 = 0, 1, 2, … ; 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛),                (103 − 2) 

102)ملگر هاي مشتق گيري در فرمولهاي جاي ع − 103)و   (2 − تحت شرايط متفاوتي مي  (2

 توان تعويض كرد

𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼 ( 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝑚𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝑚( 𝐷𝑎

 
∗𝑡
𝛼 𝑓(𝑡))

= 𝐷𝑎
 

∗𝑡
𝛼+𝑚𝑓(𝑡),                                                (104 − 2) 

 

𝑓(𝑘)(0) = 0, 𝑘 = 𝑛, 𝑛 + 1, … , 𝑚 

 

(𝑚 = 0, 1, 2, … ; 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛) 

 

𝐷𝑎
 

𝑡
𝑚( 𝐷𝑎

 
𝑡
𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑎

 
𝑡
𝛼( 𝐷𝑎

 
𝑡
𝑚𝑓(𝑡))

= 𝐷𝑎
 

𝑡
𝛼+𝑚𝑓(𝑡),                                                  (105 − 2) 

 

𝑓(𝑘)(0) = 0, 𝑘 = 0,1, 2, … , 𝑚 

 

(𝑚 = 0, 1, 2, … ; 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛) 



 

54 

 

𝑘 ليوويل، در مورد مشتق كاپوتو، محدوديتي روي مقادير -بر خلاف تعريف ريمان = 0,1, 2, … , 𝑛 −

𝑓(𝑘)(0)و  1  وجود دارد. =
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 ومفصل س

 

 

 

 

 

 معرفي روش آشفتگي هوموتوپي
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 مقدمه  8-9

به كار  تابعيتوسط بسياري از محققان علوم و مهندسي جهت حل معادلات  1شفتگي هوموتوپيروش آ

تدا اين روش را براي حل معادلات بيان شد. او اب 1991در سال  2يرفته است. اين روش توسط ه

، يك مساله مقدار [11] 4، معادلات غير خطي موج[10]گسسته  3مربوط به نوسانگرهاي غير خطي

كه روش و مسايل ديگري از اين معادلات به كار برد. اكنون مي توان گفت  [12]مرزي خاص 

اخته شده و بسيار مشهور براي حل معادلات تابعي مي آشفتگي هوموتوپي يك روش شن

13]باشد − ، [19]6، معادله برگرز[18] 5.براي مثال اين روش براي حل معادله شرودينگر[17

، و ديگر معادلات [21] 7، معادلات غير خطي در انتقال حرارت[20]معادلات انتگرال فردهلم 

[22 − روش جواب معادله به صورت مجموع يك سري نامتناهي در  ، به كار رفته است. در اين[39

 نظر گرفته مي شود كه معمولاً به جواب واقعي معادله همگرا مي شود.

                                                 
1 Homogony perturbation method 
2 He 
3 Nonlinear oscillator 
4 Nonlinear wave equation 
5 schrodinger 
6 Burgers 
7 Nonlinear heat equation 
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در اين فصل ابتدا مقدماتي را در مورد واژه هوموتوپي بيان و سپس ساختار روش آشفتگي هوموتوپي را 

ش خواهيم پرداخت و با ارايه قضايايي در بيان مي كنيم. در ادامه به بحث در مورد همگرايي اين رو

 اين مورد و چند مثال همگرايي روش را بررسي خواهيم كرد.

 

 

 هوموتوپي   8-2

است كه در  Xاز زير مجموعه هاي  𝜏گردايه اي مانند  Xيك توپولوژي در مجموعه : تعريف  8-2-9

 شرايط زير صدق مي كند.

1-𝜙  وX  به𝜏 .متعلق اند 

 متعلق است. 𝜏به  𝜏اجتماع اعضاي هر زير گردايه -2

 متعلق است. 𝜏به  𝜏اشتراك اعضاي هر زير گردايه متناهي -3

مشخص باشد در اين  𝜏 مجموعه اي باشد كه براي آن توپولوژي Xفرض كنيد : تعريف  8-2-2

,𝑋)صورت زوج مرتب 𝜏) را يك فضاي توپولوژيك مي نامند. 

,𝑋) كنيدفرض : تعريف   8-2-8 𝜏) باشد تابع پيوسته  1يك فضاي توپولوژيكℎ: [𝑎, 𝑏] → 𝑋  را

را نقطه پاياني مي نامند. همچنين گويند  ℎ(𝑏)را نقطه آغازي و نقطه  ℎ(𝑎)مسير )قوس( گويند. 

 اين دو نقطه را به هم وصل مي كند.  hكه 

                                                 
1 Topological space 
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,𝑓فرض كنيد : تعريف  8-2-4 𝑔 ∶ [0,1] = 𝐼 → 𝑋  مسيرهايي درX  باشند به گونه اي كه

𝑓(0) = 𝑔(0) = 𝑥0  و𝑓(1) = 𝑔(1) = 𝑥1  گوييمf  وg  هوموتوپ هستند هرگاه نگاشت

𝐹پيوسته اي چون  ∶ 𝐼 × 𝐼 → 𝑋  وجود داشته باشد به گونه اي كه 

𝐹(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 𝐹(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥), 

𝐹(0, 𝑡) = 𝑥0,     𝐹(1, 𝑡) = 𝑥1. 

F  را يك هوموتوپي )مسير( ميانf  وg  مي نامند. اگرf  وg  هوموتوپ باشند، مي نويسيم𝑓~𝑔. 

𝐹𝑡(𝑥)اكنون تعريف مي كنيم  = 𝐹(𝑥, 𝑡)  براي𝑥, 𝑡 ∈ 𝐼  آن گاه𝐹0 = 𝑓، 𝐹1 = 𝑔، 

𝐹𝑡(0) = 𝑥0  و𝐹𝑡(1) = 𝑥1  بنابراين𝑡 → 𝐹𝑡  يك خانواده از مسيرها بوده كهf  را بر رويg 

 را يك هوموتوپي گويند. 0≤𝑡≤1{𝐹𝑡}قرارمي دهد. به طور معادل 

𝑎فرض كنيد : تعريف  8-2-5 < 𝑏 < 𝑐 كه ،𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → 𝑋  يك مسير و𝑔 ∶ [𝑏, 𝑐] → 𝑋 

𝑔(𝑏)مسير ديگري باشد به گونه اي كه  = 𝑓(𝑏)  و فرض كنيد ابتدا مسير اول وسپس مسير دوم را

 طي كنيد. حاصل ضرب اين دو مسير چنين تعريف مي شود

(𝑓𝑔)(t) = {
𝑓(𝑡)          𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]

g(t)            t ∈ [b, c]
 

𝑓𝑔واضح است كه  ∶  [𝑎, 𝑐] → 𝑋. 

,𝑓 فرض كنيد: تعريف  8-2-6 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑌  نگاشت هاي پيوسته باشند. گوييمf  باg  هوموتوپيك

𝐹است هر گاه نگاشت پيوسته اي چون  ∶ 𝑋 × 𝐼 → 𝑌  وجود داشته باشد به گونه اي كه براي هر

𝑥 ∈ 𝑋 ،𝐹(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥)  و𝐹(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥). 

0براي توضيح بيشتر براي هر  ≤ 𝑡 ≤ 𝐹𝑡نگاشت پيوسته  1 ∶ 𝑋 → 𝑌 تعريف مي  به صورت زير را

𝑥 براي هر                                 كنيم ∈ 𝑋 𝐹𝑡(𝑥) = 𝐹(𝑥, 𝑡). 
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𝐹0 داريم t=0را پارامتر زمان در نظر بگيريم آن گاه در لحظه  tاكنون اگر  = 𝑓 و در لحظه t = 1 

𝐹1داريم  = 𝑔 بنابراين اگر .t  را از صفر تا يك تغيير دهيم آن گاه به گونه اي پيوستهf  برg  قرار مي

 گيرد.

 [40] )لم چسب( قضیه  8-2-7

𝑋 فرض كنيد = 𝐴 ∪ 𝐵  وA  وB  درX  بسته باشند به علاوه فرض كنيد𝑓 ∶ 𝐴 → 𝑌  و𝑔 ∶

𝐵 → 𝑌  پيوسته باشند. در اين صورت اگر به ازاي هر𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵  داشته باشيم𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) ،

ℎرا با هم تركيب نمود تا تابع پيوسته  gو  fآن گاه مي توان  ∶ 𝑋 → 𝑌  را به دست آورد كه به ازاي

𝑥 ∈ 𝐴  به صورتℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)  و به ازاي𝑥 ∈ 𝐵  به صورتℎ(𝑥) = 𝑔(𝑥) .تعريف مي شود 

 رابطه هوموتوپي يك رابطه ي هم ارزي است.: لم  8-2-3

بديهي است  𝑓~𝑓مي دانيم كه يك رابطه هم ارزي انعكاسي، متقارن و متعدي است. رابطه : اثبات

,𝐹(𝑥زيرا  𝑡) = 𝑓(𝑥)  همان هوموتوپي مورد نظر است. اكنون اگر𝑓~𝑔  فرض كنيد𝐹  يك

,𝐺(𝑥باشد. قرار مي دهيم  𝑔و  𝑓هوموتوپي بين  𝑡) = 𝐹(𝑥, 1 − 𝑡) آن گاه ،G  يك هوموتوپي

. اگر 𝑓~ℎ، بايد نشان دهيم كه 𝑔~ℎو  𝑓~𝑔تعريف مي كند. اكنون فرض كنيد كه  𝑔و  𝑓ميان 

F  يك هوموتوپي ميانf . وg ،G  يك هوموتوپي ميانg  وh  باشد آن گاه𝐻 ∶ 𝑋 × 𝐼 → 𝑌  را

 .چنين تعريف مي كنيم

𝐻(𝑥, 𝑡) = {
𝐹(𝑥, 2𝑡)       𝑡 ∈ [0,

1

2
] ,

𝐺(𝑥, 2𝑡 − 1)   𝑡 ∈ [
1

2
, 1] ,

 

𝑡حال قرار مي دهيم  =
1

2
 داريم. ،

𝐹(𝑥, 2𝑡) = 𝐹(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥) = 𝐺(𝑥, 0) = 𝐺(𝑥, 2𝑡 − 1) 
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𝑋بر دو زير مجموعه ي بسته  Hخوش تعريف است. چون  Hبنابراين،  × [0,
1

2
𝑋و  [ × [

1

2
, از  [1

𝑋 × 𝐼  پيوسته است بنابر لم چسب بر همه بازه𝑋 × 𝐼  ،پيوسته خواهد شد. بنابراينH  همان

 است. hو  fهوموتوپي مطلوب بين 

𝐴فرض كنيد : تعريف  8-2-1 ⊆ 𝑋  و𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑌  داده شده باشند چنان كه براي هر𝑥 ∈

𝐴 ،𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) گوييم .f  وg  نسبت بهA گاه هوموتوپي هوموتوپيك هستند هر𝐹 ∶ 𝑋 × 𝐼 →

𝑌  وجود داشته باشد به گونه اي كه براي هر𝑥 ∈ 𝑋 𝐹(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)  و𝐹(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥) .

𝑥همچنين براي هر  ∈ 𝐴  و𝑡 ∈ 𝐼 𝐹(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)  .و در اين حالت مي نويسيم

𝑓  𝐴
~ 𝑔  در حالت𝐴 =  .𝑓~𝑔م يمي نويس ∅

, 𝑓هردو تابع پيوسته : مثال  90 8-2 𝑔 ∶ 𝑋 → ℝ𝑛  هوموتوپ هستند، زيرا اگر تعريف كنيم

𝐹(𝑥, 𝑡) = 𝑡𝑔(𝑥) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥)  چون توابعf  وg  و تركيب خطي تابع پيوسته است

,𝐹(𝑥پيوسته است. از طرفي  Fبنابراين  0) = 𝑓(𝑥)  و𝐹(𝑥, 1) = 𝑔(𝑥)  پسf  وg  هوموتوپ

 هستند.

𝑋فرض كنيد : مثال  8-2-99 = 𝑌 = ℝ𝑛 𝑓 = 1𝑥  و𝑔 = ,𝐹(𝑥آن گاه  0 𝑡) = 𝑡𝑥  يك

 .است fبه  gهوموتوپي از 

 

 

 ساختار روش آشفتگي هوموتوپي  8-8

 .در نظر مي گيريمبراي درك بهتر اين روش معادله ديفرانسيل غير خطي زير را 

𝐴(𝑢) − 𝑓(𝑟) = 0,    𝑟

∈ 𝛺,                                                                                                   (1 − 3) 
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 با شرايط مرزي

𝐵 (𝑢,
𝜕𝑢

𝜕𝑛
) = 0,   𝑟

∈ Γ,                                                                                                          (2 − 3) 

يك  𝑓(𝑟)يك عملگر مرزي است. همچنين  Bيك عملگر ديفرانسيل عمومي است، و  Aكه در آن 

 است. Ωمرز دامنه ي Γتابع معلوم و تحليلي و 

در اين  غير خطي است، Nخطي و  Lكه در آن تجزيه شود  Nو  Lملگر به دو ع Aفرض كنيد عملگر 

 انيم به صورت زير باز نويسي كنيم:( را مي تو1-3معادله )صورت 

𝐿(𝑢) + 𝑁(𝑢) − 𝑓(𝑟) = 0,   𝑟

∈ Ω,                                                                                     (3 − 3) 

,υ(𝑟هوموتوپي  تابع يك 𝑝) ∶  Ω × [0 ,1] → ℝ  را كه در رابطه زير صدق كند، در نظر مي

 گيريم

𝐻(𝜐, 𝑝) =  (1 − 𝑝)(𝐿(𝜐) − 𝐿(𝑢0)) + 𝑝(𝐴(𝜐) − 𝑓(𝑟))

= 0,                                       (4 − 3) 

 يا 

𝐻(𝜐, 𝑝) = 𝐿(𝜐) − 𝐿(𝑢0) + 𝑝𝐿(𝑢0) + 𝑝(𝑁(𝜐) − 𝑓(𝑟))

= 0,                                       (5 − 3) 

𝑝كه در آن  ∈ ( است كه در شرايط مرزي 1-3) يك تقريب اوليه براي جواب معادله 𝑢0و  [0,1]

 ( داريم:5-3( و )4-3از معادلات ) صدق مي كند. به روشني

𝐻(𝜐, 0) = 𝐿(𝜐) − 𝐿(𝑢0)

= 0,                                                                                              (6 − 3) 

 و



 

58 

 

𝐻(𝜐, 1) = 𝐴(𝜐) − 𝑓(𝑟)

= 0,                                                                                                (7 − 3) 

 ا يك افزايش مي يابد مساله سادهبه طور يكنواخت از صفر ت pوقتي پارامتر وارد شده واضح است كه 

𝐿(𝜐) − 𝐿(𝑢0) = 𝐴(𝜐)به مساله غير خطي  0 − 𝑓(𝑟) =  تبديل مي شود. 0

 بنويسيم p( را به عنوان يك سري تواني نسبت به 1-3فرض كنيد كه جواب معادله )

𝜐 = 𝜐0 + 𝑝𝜐1 + 𝑝2𝜐2 + ⋯                                                                                                    (8

− 3) 

 ( به صورت زير خواهد بود1-3همگرا باشد جواب معادله ي ) p=1( به ازاي 1-3در صورتي كه )

𝜐 = 𝑙𝑖𝑚
𝑝→1

𝜐 = 𝜐0 + 𝜐1 + 𝜐2 + ⋯                                                                                           (9

− 3) 

 معادله حركت پاندول را با شرايط اوليه زير در نظر مي گيريم: مثال  8-8-9

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0, 

𝜃(𝑡 = 0) = 𝐴,
𝑑𝜃

𝑑𝑡
(𝑡 = 0)

= 0,                                                                                         (10 − 3) 

𝜔كه در آن  = √
𝑔

𝑙
زاويه امتداد  𝜃طول پاندول و  lنيروي جاذبه،  gفركانس طبيعي ارتعاش خطي،  

l  با محور عمودي است.براي مقادير كوچك𝜃  .معادله به صورت زير نوشته مي شود 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝜃 = 0, 

𝜃(𝑡 = 0) = 𝐴,
𝑑𝜃

𝑑𝑡
(𝑡 = 0) = 0,  
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𝜃(𝑡)جواب دقيق اين معادله  = 𝐴 𝑐𝑜𝑠 (√
𝑔

𝑙
𝑡) .است 

( را با روش آشفتگي هوموتوپي حل مي كنيم. با جاي گذاري بسط 10-3اكنون معادله غير خطي )

𝑠𝑖𝑛تيلور  𝜃 غير خطي معادله هوموتوپي زير را تشكيل مي دهيم در معادله: 

(1 − 𝑝) (
𝑑2𝛩

𝑑𝑡2
−

𝑑2𝜃0

𝑑𝑡2
) + 𝑝 (

𝑑2𝛩

𝑑𝑡2
+ 𝜔2 (𝛩 −

𝛩
3

3!
+

𝛩
5

5!
+ ⋯ )) = 0 

Θحال فرض كنيم اين معادله داراي جوابي به صورت  = Θ
0

+ 𝑝Θ
1

+ 𝑝2Θ
2

+ با  .است ⋯

 خواهيم داشت pدر معادله هوموتوپي و مرتب كردن جملات بر حسب  Θقرار دادن 

𝑝0 ∶  
𝑑2𝛩

0

𝑑𝑡2
−

𝑑2𝜃0

𝑑𝑡2
 = 0, 𝛩

0
(0) = 𝐴,

𝑑

𝑑𝑡
𝛩

0
(0) = 0, 

𝑝1 ∶  
𝑑2𝛩

1

𝑑𝑡2
−

𝑑2𝜃0

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝛩

0
−

𝜔2

6
𝛩

0

3
+

𝜔2

120
𝛩

0

5
 = 0, 𝛩

1
(0) = 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝛩

1
(0)

= 0,     (11 − 3) 

𝑝2 ∶  
𝑑2𝛩

2

𝑑𝑡2
+ 𝜔2𝛩

1
−

1

2
𝜔2𝛩

0

3
𝛩

1
+

1

24
𝜔2𝛩

0

5
 𝛩

1
= 0, 𝛩

2
(0) = 0,

𝑑

𝑑𝑡
𝛩

2
(0) = 0, 

 ⋮ 

𝛩0به عنوان يك تقريب اوليه مي توان جواب معادله خطي را به شكل  = 𝜃0 = 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡)  در

11)در معادله  𝛩0يك ضريب ثابت نامعين است. با قرار دادن  αنظر گرفت كه در آن  −  داريم (3

𝑑2𝛩
1

𝑑𝑡2
=

1

6
𝜔2𝐴3𝑐𝑜𝑠3(𝛼𝜔𝑡) −

1

120
𝜔2𝐴5𝑐𝑜𝑠5(𝛼𝜔𝑡) − 𝜔2𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡)

+ 𝜔2𝐴 𝛼2𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) 

 و يا 
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𝑑2𝛩1

𝑑𝑡2 = (𝐴𝛼2𝜔2 − 𝐴𝜔2) 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) +
1

24
𝜔2𝐴3(𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) + 3 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡)) −

1

192
𝜔2𝐴5 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) −

1

384
𝜔2𝐴3 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) −

1

1920
𝜔2𝐴3 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) = (𝐴𝛼2𝜔2 −

𝐴𝜔2 +
1

8
𝜔2𝐴3 −

1

192
𝜔2𝐴5) 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) + 𝜔2𝐴3 (

15

384
𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) −

1

1920
𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡)).           (12 − 3)  

در معادله بالا بايد برابر صفر باشد در اين صورت  𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡)ضريب  1براي حذف جملات اضافي

 داريم

α = √1 −
1

8
A2 +

1

192
A4 . 

 ( داريم12-3بنابراين از رابطه )

𝛩1 =
𝐴3

750(192 − 24𝐴2 + 𝐴4)
(3 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) + 622 − 625 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡)). 

 داريم( 11-3ز حل معادلات )همچنين ا

𝛩2 =
1

𝛼4
(5/4677 × 10−3𝐴(−1/9051 × 108𝐴4𝛼2 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) − 2/6460 ×

109𝛼2 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡)) +/0464 × 1010𝐴4𝛼2 − 7/1124 × 1011𝐴2𝛼2 + 108289 ×

1012𝛼2 + 9/4080 × 1011𝐴2 − 1/5029 × 1011𝐴4 + 1/4744 × 107𝐴8 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) −

4/9298 × 108𝐴6 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) − 5/4720 × 105𝐴6𝑐𝑜𝑠(7𝛼𝜔𝑡) + 1/2365 ×

106𝐴8 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) + 1225 × 𝐴8 𝑐𝑜𝑠(9𝛼𝜔𝑡) + 36225 × 𝐴8 𝑐𝑜𝑠(7𝛼𝜔𝑡) − 3/0369 ×

107𝐴6 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) + 6/1152 × 109𝐴4 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) + 2/3437 × 108𝐴4 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) +

1/8289 × 1012 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) + 2/5401 × 1010𝐴2𝛼2 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) − 1/8289 × 1012 −

2/7107 × 108𝐴8 + 1/0226 × 1010𝐴6 − 2/6342 × 1010𝐴2 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) + 6/8584 ×

1011𝐴2𝛼2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 4/7628 × 1010𝐴4𝛼2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 9/1445 ×

1011𝐴2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) + 1/4394 × 1011𝐴4 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 9/7020 × 109𝐴6 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) +

2/5505 × 108𝐴8 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 1/8289 × 1012𝛼2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡)).  

                                                 
1   ٌ  ٌ Secular term 
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 ( به صورت زير در نظر مي گيريم10-3معادله )بنابراين تقريب مرتبه سوم ذيل را براي جواب 

θ = Θ0 + Θ1 + Θ2 

= 𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) +
𝐴3

750(192−24𝐴2+𝐴4)
(3 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) + 622 − 625 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡))     +

         
1

𝛼4 (5/4677 × 10−3𝐴 (−
1

9051
× 108𝐴4𝛼2 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) −

2

6460
×

109𝛼2 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡)) +/0464 × 1010𝐴4𝛼2 − 7/1124 × 1011𝐴2𝛼2 + 1/8289 ×

1012𝛼2 + 9/4080 × 1011𝐴2 − 1/5029 × 1011𝐴4 + 1/4744 × 107𝐴8 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) −

4/9298 × 108𝐴6 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) − 5/4720 × 105𝐴6𝑐𝑜𝑠(7𝛼𝜔𝑡) + 1/2365 ×

106𝐴8 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) + 1225 × 𝐴8 𝑐𝑜𝑠(9𝛼𝜔𝑡) + 36225 × 𝐴8 𝑐𝑜𝑠(7𝛼𝜔𝑡) − 3/0369 ×

107𝐴6 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) + 6/1152 × 109𝐴4 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) + 2/3437 × 108𝐴4 𝑐𝑜𝑠(5𝛼𝜔𝑡) +

1/8289 × 1012 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) + 2/5401 × 1010𝐴2𝛼2 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) − 1/8289 × 1012 −

2/7107 × 108𝐴8 + 1/0226 × 1010𝐴6 − 2/6342 × 1010𝐴2 𝑐𝑜𝑠(3𝛼𝜔𝑡) + 6/8584 ×

1011𝐴2𝛼2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 4/7628 × 1010𝐴4𝛼2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 9/1445 ×

1011𝐴2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) + 1/4394 × 1011𝐴4 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 9/7020 × 109𝐴6 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) +

2/5505 × 108𝐴8 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡) − 1/8289 × 1012𝛼2 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝜔𝑡))  

مي باشد. همچنين دوره تناوب معادله پاندول غير  [41]همان مقدار اوليه به دست آمده در  αكه 

 خطي به صورت زير بيان مي شود

𝑇 =
2𝜋

𝜔√1 −
1
8 A2 +

1
192 A4

 

به دست آمده است. دوره تناوب به  1از روش تكرار وردشي [41]اين جواب همان جوابي است كه در 

𝐴دست آمده با اين روش داراي دقت بالا است زيرا براي مثال براي  =
𝜋

2
مقدار به دست آمده از  

𝑇معادله بالا  = 1/17𝑇0  است در حالي كه𝑇𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 = 1/16𝑇0 كه در آن ،𝑇0 =
2π

ω
دوره  

𝐴در شكل نتايج براي  تناوب ارتعاش خطي مي باشد. =
𝜋

2
، با جواب خطي مقايسه شده است. همان 

طور كه در شكل ديده مي شود جواب بدست آمده از روش آشفتگي هوموتوپي دقيقاً منطبق بر روش 
                                                 
1 Variational iteration method 
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𝐴به دست آمده است و در مقايسه با جواب خطي با زاويه اوليه  [41]تكرار متغير مي باشد كه در  =

𝜋

2
 مي باشد.وبي داراي اختلاف فاز مطل  

𝑔براي  𝑡: نمودار دامنه نوسان پاندول نسبت به 1-3شكل  = 10 ،𝑙 = 𝐴و  10 =
𝜋

2
. 

با در معادله هوموتوپي عموماً قسمت خطي معادله تابعي در نظر گرفته مي شود اما  Lهرچند انتخاب 

يك معادله را قسمت غير خطي معادله در نظر گرفت. مثال زير كه  Lبه شرايط مساله مي توان  توجه

 ديفرانسيل مشهور مي باشد اين مطلب به خوبي نشان داده مي شود.

 [14]معادله ديفرانسيل معمولي با شرايط اوليه زير در نظر مي گيريم: مثال  8-8-2

(𝑥 + 𝜀𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 0,

𝑦(1) = 1.                                                                               (13 − 3) 

 ( با روش آشفتگي هوموتوپي، معادله زير را در نظر مي گيريم13-3براي حل معادله )
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(1 − 𝑝) (𝜀𝑌
𝑑𝑌

𝑑𝑥
− 𝜀𝑦0

𝑑𝑦0

𝑑𝑥
) + 𝑝 ((𝑥 + 𝜀𝑌)

𝑑𝑌

𝑑𝑥
+ 𝑌)

= 0,                                         (14 − 3) 

 ( داراي جوابي به صورت زير است14-3فرض كنيد معادله )

𝑌 = 𝑌0 + 𝑝𝑌1 + 𝑝2𝑌2 + ⋯.                                                                                                (15

− 3) 

خواهيم  p( و مساوي قرار دادن ضرايب جملات با توانهاي يكسان 14-3( در )15-3با قرار دادن )

 داشت

𝑝0  ∶   𝜀𝑌0

𝑑𝑌0

𝑑𝑥
− 𝜀𝑦0

𝑑𝑦0

𝑑𝑥
= 0, 

𝑝1  ∶   𝜀𝑌1

𝑑𝑌1

𝑑𝑥
+ 𝑝 ((𝑥 + 𝜀𝑌0)

𝑑𝑌0

𝑑𝑥
+ 𝑌0) = 0. 

𝑌0(𝑥)با قرار دادن  = 𝑦0(𝑥) = −
𝑥

𝜀
𝑌0(1)و   = −

1

ε
 در معادله بالا داريم 

𝜀𝑌1

𝑑𝑌1

𝑑𝑥
−

𝑥

𝜀
= 0,    𝑌1(1)

= 1 +
1

𝜀
.                                                                                    (16 − 3) 

 ( برابر است با16-3جواب معادله ديفرانسيل )

𝑌1 =
1

𝜀
√𝑥2 + 2𝜀 + 𝜀2. 

 ب مرتبه دوم را به عنوان جواب اين معادله ديفرانسيل در نظر بگيريم خواهيم داشت اگر يك تقري

𝑦 = 𝑌0 + 𝑌1 =
1

𝜀
(−𝑥 + √𝑥2 + 2𝜀 + 𝜀2), 

 كه جواب واقعي معادله است.
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در حالت كلي است ولي ملاحظات زير به اين انتخاب كمك مي  𝑢0و جواب اوليه  Lانتخاب عملگر 

مي نظر را همانگونه كه در ساختار روش آشفتگي هوموتوپي بيان شد قسمت خطي در  Lمعمولاً  كند.

را در سريعتر ما  را قسمتي در نظر مي گيريم كه L گيريم.در حالتي كه شرايط اوليه يا مرزي نداريم

 𝑢0و  Lبه جواب واقعي كمك كند. در مسايلي كه داراي شرايط اوليه يا مرزي هستند رسيدن 

تناسب با اين شرايط انتخاب مي شوند. به عنوان مثال فرض كنيم در يك مساله، شرايط اوليه بر م

باشد و به  xرا قسمتي انتخاب مي كنيم كه مشتق آن بر حسب  Lباشد در اين صورت  xحسب 

صورت گيرد. توجه به اين نكته ضروري است كه اين انتخاب  xعبارت ديگر انتگرال گيري بر حسب 

 درمرتبه همگرايي جواب موثر باشد. 𝑢0و  Lمناسب 

 

 

 روش آشفتگي هوموتوپي  9همگرايي  8-4

𝐴(𝑢)معادله تابعي  = 𝑓(𝑟)  را در نظر مي گيريم. ديديم كه به وسيله روش هوموتوپي يك

,𝑉(𝑟هوموتوپي  𝑝) ∶  Ω × [0, 1] → ℝ رابطه ي زير صدق كند، مي توان ساخت كه در 

𝐿(𝑉) − 𝐿(𝑢0) + 𝑝𝐿(𝑢0) + 𝑝(𝑁(𝑉) − 𝑓(𝑟))

= 0.                                                        (17 − 3) 

( 11-3طرفين رابطه ) باشد. با اعمال اين عملگر به Lعملگر معكوس عملگر خطي  𝐿−1فرض كنيم 

 داريم

𝑉 − 𝑢0 + 𝑝𝑢0 + 𝑝(𝐿−1𝑁(𝑉) − 𝐿−1𝑓(𝑟))

= 0,                                                              (18 − 3) 

 و يا 

                                                 
1 Convergence 
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𝑉 = 𝑢0 + 𝑝(𝐿−1𝑓(𝑟) − 𝐿−1𝑁(𝑉) − 𝑢0)

= 0.                                                                 (19 − 3) 

𝑉 حال فرض كنيم = ∑ 𝑝𝑖𝜐𝑖
∞
𝑖=0( را به صورت زير بازنويسي مي كنيم19-3، رابطه ) 

𝑉 = 𝑢0 + 𝑝 [𝐿−1𝑓(𝑟) − 𝐿−1𝑁 [∑ 𝑝𝑖𝜐𝑖

∞

𝑖=0
] − 𝑢0]

= 0,                                                (20 − 3) 

𝑝از طرفي هنگامي كه  →  لذا مي توان نوشت همگرا مي شود، uتحت شرايطي به  V، تابع 1

𝑢 = 𝐿−1𝑓(𝑟) − 𝐿−1𝑁 [∑ 𝜐𝑖

∞

𝑖=0
] 

= 𝐿−1𝑓(𝑟) − ∑ (𝐿−1𝑁)𝜐𝑖

∞

𝑖=0
                                                                                       (21 − 3) 

 شرط كافي را در مورد همگرايي روش آشفتگي هوموتوپي به صورت زير بيان مي كنيم.حال يك 

 

𝒩دو فضاي باناخ باشند و  Yو  Xفرض كنيم : قضیه )شرط كافي همگرايي(  8-4-9 ∶ 𝑋 → 𝑌 

 يك نگاشت انقباضي باشد يعني

∀ υ, 𝜐 ̃ ∈ X; ‖𝒩(υ) − 𝒩(υ̃)‖ ≤ γ‖υ − υ̃‖, 0 < 𝛾

< 1.                                              (22 − 3) 

مي باشد. يعني  uثابت باناخ، داراي يك نقطه ثابت مانند  نقطه بنا بر قضيه 𝒩در اين صورت 

𝒩(𝑢) = 𝑢. 

 اكنون دنباله توليد شده از روش آشفتگي هوموتوپي را به صورت زير در نظر مي گيريم

𝑉𝑛 = 𝒩(𝑉𝑛−1), 𝑉𝑛−1 = ∑ 𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=0
,

𝑛 = 1, 2, 3, …,                                          (23 − 3) 
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𝒩در حقيقت مي توان گفت كه  = 𝐿−1𝑁  كنيدو فرض 𝑉0 = 𝜐0 = 𝑢0 ∈ 𝐵𝑟(𝑢)  كه

𝐵𝑟(𝑢) = {𝑢∗ ∈ 𝑋⃒‖𝑢∗ − 𝑢‖ < 𝑟}. در اين صورت خواهيم داشت 

𝑉𝑛‖الف(  − 𝑢‖ ≤ 𝛾𝑛‖𝜐0 − 𝑢‖. 

𝑉𝑛ب( ∈ 𝐵𝑟(𝑢). 

𝑙𝑖𝑚ج(
𝑛→∞

𝑉𝑛 = 𝑢. 

 داريم n=1انجام مي دهيم. براي  nاثبات به استقرا روي  (الف: اثبات

‖𝑉1 − 𝑢‖ = ‖𝒩(𝑉0) − 𝒩(𝑢)‖ ≤ 𝛾‖𝜐0 − 𝑢‖ 

𝑉𝑛−1‖حال فرض كنيم  − 𝑢‖ ≤ 𝛾𝑛−1‖𝜐0 − 𝑢‖ در اين صورت داريم 

‖𝑉𝑛 − 𝑢‖ = ‖𝒩(𝑉𝑛−1) − 𝒩(𝑢)‖ 

                       ≤ 𝛾‖𝑉𝑛−1 − 𝑢‖ 

                       ≤ 𝛾𝛾𝑛−1‖𝜐0 − 𝑢‖ 

                       = 𝛾𝑛‖𝜐0 − 𝑢‖. 

 با استفاده از قسمت )الف( داريم ب(

‖𝑉𝑛 − 𝑢‖ ≤ 𝛾𝑛‖𝜐0 − 𝑢‖ ≤ 𝛾𝑛𝑟 < 𝑟, 

𝑉𝑛در نتيجه  ∈ 𝐵𝑟(𝑢). 

𝑉𝑛‖از آنجا كه  ج( − 𝑢‖ ≤ 𝛾𝑛‖𝜐0 − 𝑢‖ و𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝛾𝑛 =  خواهيم داشت 0

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑉𝑛 − 𝑢‖ = 0 

 بنابراين
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𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑉𝑛 = 𝑢. 

 با شرايط اوليه زير را در نظر مي گيريم 1معادله برگرز: مثال 3-4-2

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
,   (𝑥, 𝑡)

∈   ℝ × [0,
1

2
),                                                                      (24 − 3) 

𝑢(𝑥, 0) = 2𝑥 

,𝑢(𝑥به فرم  مسالهجواب دقيق اين  𝑡) =
2𝑥

1+2𝑡
 مي باشد. 

 روش آشفتگي هوموتوپي، معادله زير را در نظر مي گيريم( با 24-3براي حل معادله )

(1 − 𝑝) (
𝜕𝜐

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
) + 𝑝 (

𝜕𝜐

𝜕𝑡
+ υ

𝜕𝜐

𝜕𝑥
−

𝜕2𝜐

𝜕𝑥2
)

= 0,                                                      (25 − 3) 

 ( داراي جوابي به صورت زير مي باشد25-3فرض مي كنيم معادله ) اكنون

𝜐 = 𝜐0 + 𝑝𝜐1 + 𝑝2𝜐2

+ ⋯.                                                                                                 (26 − 3) 

 خواهيم داشت p( و مساوي صفر قرار دادن ضريب توانهاي 25-3( در )26-3با قرار دادن )

𝑝0 ∶   
𝜕𝜐0

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
= 0, 

𝑝1 ∶   
𝜕𝜐1

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+ 𝜐0

𝜕𝜐0

𝜕𝑥
−

𝜕2𝜐0

𝜕𝑥2
= 0, 𝜐1(𝑥, 0) = 0, 

𝑝2 ∶   
𝜕𝜐2

𝜕𝑡
+ 𝜐1

𝜕𝜐0

𝜕𝑥
+ 𝜐0

𝜕𝜐1

𝜕𝑥
−

𝜕2𝜐1

𝜕𝑥2
= 0, 𝜐2(𝑥, 0) = 0, 

⋮ 

                                                 
1 Burgers 
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𝑝𝑗 ∶   
𝜕𝜐𝑗

𝜕𝑡
+ ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
−

𝜕2𝜐𝑗−1

𝜕𝑥2
= 0, 𝜐𝑗(𝑥, 0) = 0, 

,𝜐0(𝑥حال براي ساده سازي قرار مي دهيم  𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 2𝑥لذا داريم ، 

𝜐𝑗 = ∫ (
𝜕2𝜐𝑗−1

𝜕𝑥2
− ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
) 𝑑𝑡,      𝑗

𝑡

0

= 1, 2, 3, … .                                     (27 − 3) 

 از اين رابطه نتايج زير به دست مي آيد

𝜐1(𝑥, 𝑡) = −4𝑥𝑡, 

𝜐2(𝑥, 𝑡) = 8𝑥𝑡2, 

𝜐3(𝑥, 𝑡) = −16𝑥𝑡3, 

⋮ 

𝜐𝑛(𝑥, 𝑡) = (−1)𝑛2𝑛+1𝑥𝑡𝑛 

 بنابراين

𝑢 = ∑ 𝜐𝑗 = 2𝑥 ∑ (−1)𝑗(2𝑡)𝑗
∞

𝑗=0

∞

𝑗=0

=
2𝑥

1 + 2𝑡
.                                                         (28 − 3) 

𝒩حال فرض كنيم  ∶  ℝ × [0,
1

2
) → ℝ2  و𝑉𝑛 = 𝒩(𝑉𝑛−1)  كه𝑉𝑛  طبق رابطه زير تعريف

 مي شود

𝑉𝑛 = ∑ ∫ (
𝜕2𝜐𝑗

𝜕𝑥2
− ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘

𝜕𝑥

𝑗

𝑘=0
) 𝑑𝑡,      𝑛 = 1, 2, 3, … .

𝑡

0

 
𝑛

𝑗=0
 

𝑉0 = 𝜐0 = 𝑢0. 

𝑡همچنين  <
𝛾

2
0و   < 𝛾 < 1. 
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 𝒩( يك شرط كافي براي همگرايي اين دنباله اين است كه عملگر غير خطي 1-4-3طبق قضيه )

 انقباضي باشد. بنابراين خواهيم داشت

‖𝜐0 − 𝑢‖ = ‖2𝑥 −
2𝑥

1 + 2𝑡
‖ = 4 ‖

𝑥𝑡

1 + 2𝑡
‖, 

‖𝑉1 − 𝑢‖ = ‖𝑢0 + 𝑢1 − 𝑢‖ = 8 ‖
𝑥𝑡2

1 + 2𝑡
‖ ≤ 8 (

𝛾

2
) ‖

𝑥𝑡

1 + 2𝑡
‖ = 𝛾‖𝜐0 − 𝑢‖, 

‖𝑉2 − 𝑢‖ = ‖𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 − 𝑢‖ = 16 ‖
𝑥𝑡3

1 + 2𝑡
‖ ≤ 16 (

𝛾

2
)

2

‖
𝑥𝑡

1 + 2𝑡
‖ = 𝛾2‖𝜐0 − 𝑢‖, 

⋮ 

‖𝑉𝑛 − 𝑢‖ = ‖∑ 𝑢𝑗 − 𝑢
𝑛

𝑗=0
‖ = 2𝑛+2 ‖

𝑥𝑡𝑛+1

1 + 2𝑡
‖ ≤ 2𝑛+2 (

𝛾

2
)

𝑛

‖
𝑥𝑡

1 + 2𝑡
‖ = 𝛾𝑛‖𝜐0 − 𝑢‖, 

 در نتيجه مي توان نوشت

lim
𝑛→∞

‖𝑉𝑛 − 𝑢‖ ≤ lim
𝑛→∞

𝛾𝑛‖𝜐0 − 𝑢‖ = 0 

 بنابراين خواهيم داشت

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑉𝑛 =
2𝑥

1 + 2𝑡
 

𝑡( براي 21-3توجه داريم با توجه به ) كه اين همان جواب دقيق معادله مي باشد. ≥
1

2
، سري واگرا 

 مي شود.

 

 

 كاربردهاي روش آشفتگي هوموتوپي براي حل معادلات تابعي  8-5
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  9معادله برگرز  8-5-9

براي  معادله مرتبه دوم غير خطي است. اين با مشتقات جزئيمعادله برگرز يك معادله ديفرانسيل 

تشريح حركت سيالات و بررسي لايه هاي مرزي و امواج ضربه اي، حركت و جابه جايي اجرام و 

 همچنين در علوم مهندسي به عنوان مدلي ساده براي نمايش آشفتگي و تلاطم به كار مي رود.

 معادله برگرز در حالت يك بعدي را به شكل زير در نظر مي گيريم

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
,                                                                                                           (29

− 3) 

 ط اوليه تحت شر

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),     0 ≤ 𝑥

≤ 𝑙,                                                                                            (30 − 3) 

 و شرايط مرزي 

𝑢(0, 𝑡) = 𝑓1(𝑡),   
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 𝑓2(𝑡),    𝑡

> 0.                                                                   (31 − 3) 

( ضريب چسبندگي نام دارد و همچنين عدد 29-3در معادله ) 𝜈پارامتر ثابت 
1

ν
را عدد رينولد مي  

سرعت انتقال مورد  uدر رفتار روشهاي عددي دارد. همچنين  نامند. اين پارامتر نقش تعيين كننده اي

 نظر مي باشد. 

𝜈ابتدا يك حل تحليلي براي اين معادله را در حالت  = به صورت زير بيان مي كنيم. براي تعيين  1

 جواب معادله تغيير متغير زير را در نظر مي گيريم

                                                 
1 Burgers 



 

71 

 

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) = −
𝜕

𝜕𝑥
𝜑(𝑥, 𝑡),                                                                                              (32

− 3) 

 در اين صورت خواهيم داشت

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −

𝜕

𝜕𝑡

𝜕𝜑

𝜕𝑥
= −

𝜕2𝜑

𝜕𝑡𝜕𝑥
, 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(𝑢2) =

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

, 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= −

𝜕3𝜑

𝜕𝑥3
. 

 معادله ي زير تبديل مي شود بنابراين معادله برگرز به 

−
𝜕2𝜑

𝜕𝑡𝜕𝑥
+

1

2

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

+
𝜕3𝜑

𝜕𝑥3
= 0, 

 و يا

−
𝜕

𝜕𝑥
[
𝜕𝜑

𝜕𝑡
−

1

2
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

−
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2
] = 0. 

 موجود است به طوري كه  𝑓(𝑡)در نتيجه مي توان گفت تابعي مانند 

𝜕𝜑

𝜕𝑡
=

1

2
(

𝜕𝜑

𝜕𝑥
)

2

+
𝜕2𝜑

𝜕𝑥2

+ 𝑓(𝑡).                                                                                           (33 − 3) 

 تغيير متغير زير را در نظر مي گيريم

𝜑 = 𝜑(𝑥, 𝑡) = 𝜓(𝑥, 𝑡) + ∫ 𝑓(𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑠, 

33)بنابراين معادله  −  به معادله زير تبديل مي شود (3
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𝜕𝜓

𝜕𝑡
=

1

2
(

𝜕𝜓

𝜕𝑥
)

2

+
𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
.                                                                                                       (34

− 3) 

𝜓حال قرار مي دهيم  = 𝜓(𝑥, 𝑡) = 2 𝑙𝑛 𝑧(𝑥, 𝑡) ، در اين صورت معادله بالا به معادله ي زير

 تبديل مي شود

𝜕𝑧

𝜕𝑡
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
.                                                                                                                             (35

− 3) 

𝑧يرهاي جدا از هم حل مي كنيم. قرار مي دهيماين معادله را با روش متغ = 𝑧(𝑥, 𝑡) =

𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) داريم 

𝑋(𝑥)𝑇 ′(𝑡) = 𝑋″(𝑥)𝑇(𝑡), 

 توان نوشتدر نتيجه مي 

𝑇 ′(𝑡)

𝑇(𝑡)
=

𝑋″(𝑥)

𝑋(𝑥)
= λ, 

 سه حالت زير را در نظر مي گيريم

λ(اگر 1 > λقرار مي دهيم  0 = α2  در اين صورت داريم 

𝑇 ′(𝑡)

𝑇(𝑡)
= α2,

𝑋″(𝑥)

𝑋(𝑥)
= α2. 

 از حل معادلات بالا خواهيم داشت

𝑧 = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) = (𝑐1𝑒𝛼𝑥 + 𝑐2𝑒−𝛼𝑥)𝑒𝛼2𝑡. 

  جه به مطالب گفته شده داريما توحال ب
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𝑢 = −
𝜕𝜑

𝜕𝑥
= −

𝜕

𝜕𝑥
(𝜓 + ∫ 𝑓(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠) 

                   = −
𝜕

𝜕𝑥
(2 𝑙𝑛 𝑧 + ∫ 𝑓(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠) 

                   = −
𝜕

𝜕𝑥
(2 𝑙𝑛 ((𝑐1𝑒𝛼𝑥 + 𝑐2𝑒−𝛼𝑥)𝑒𝛼2𝑡) + ∫ 𝑓(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠) 

=
𝑎𝑒𝛼𝑥 + 𝑏𝑒−𝛼𝑥

𝑐1𝑒𝛼𝑥 + 𝑐2𝑒−𝛼𝑥
, 𝑎 = −2𝑐1𝛼,    𝑏 = 2𝑐2𝛼. 

λ(اگر 2 < λقرار مي دهيم  0 = −α2 در اين صورت داريم 

𝑇 ′(𝑡)

𝑇(𝑡)
= −α2,

𝑋″(𝑥)

𝑋(𝑥)

= −α2.                                                                                      (36 − 3) 

36)از حل معادلات  −   داريم (3

𝑧 = 𝑋(𝑥)𝑇(𝑡) = (𝑐1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥)𝑒−𝛼2𝑡. 

 داريمحال با توجه به مطالب گفته شده 

𝑢 = −
𝜕

𝜕𝑥
(2 𝑙𝑛 𝑧 + ∫ 𝑓(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠) 

   = −
𝜕

𝜕𝑥
(2 𝑙𝑛 ((𝑐1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥)𝑒−𝛼2𝑡) + ∫ 𝑓(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠) 

=
𝑎𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑏𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥

𝑐1𝑐𝑜𝑠𝛼𝑥 + 𝑐2𝑠𝑖𝑛𝛼𝑥
, 𝑎 = 2𝑐1𝛼,    𝑏 = −2𝑐2𝛼. 

λ(اگر 3 =  خواهيم داشت 0

𝑇 ′(𝑡)

𝑇(𝑡)
=

𝑋″(𝑥)

𝑋(𝑥)
= 0. 
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 داريمحال با توجه به مطالب گفته شده 

𝑢 = −
𝜕

𝜕𝑥
(2 𝑙𝑛 𝑧 + ∫ 𝑓(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠) 

   = −
𝜕

𝜕𝑥
(2 𝑙𝑛(𝑐1 + 𝑐2𝑥) + ∫ 𝑓(𝑠)

𝑡

0

𝑑𝑠) 

= −
2𝑐2

𝑐1 + 𝑐2𝑥
. 

( ابتدا هوموتوپي زير را 30-3( با روش آشفتگي هوموتوپي تحت شرط اوليه )29-3براي حل معادله )

 مي سازيم

(1 − 𝑝) (
𝜕𝜐

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
) + 𝑝 (

𝜕𝜐

𝜕𝑡
+ υ

𝜕𝜐

𝜕𝑥
− ν

𝜕2𝜐

𝜕𝑥2
)

= 0,                                                    (37 − 3) 

 يا به طور معادل 

𝜕𝜐

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
= 𝑝 (𝜈

𝜕2𝜐

𝜕𝑥2
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
− 𝜐

𝜕𝜐

𝜕𝑥
).                                                                           (38

− 3) 

 ( به صورت زير باشد31-3دله )افرض كنيد جواب مع

𝜐 = 𝜐0 + 𝑝𝜐1 + 𝑝2𝜐2

+ ⋯.                                                                                                (39 − 3) 

 خواهيم داشت p( و مساوي قرار دادن ضرايب جملات هم توان 31-3( در )39-3با جاي گذاري )

𝑝0 ∶   
𝜕𝜐0

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
= 0, 

𝑝1 ∶   
𝜕𝜐1

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+ 𝜐0

𝜕𝜐0

𝜕𝑥
− 𝜈

𝜕2𝜐0

𝜕𝑥2
= 0, 𝜐1(𝑥, 0) = 0, 
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𝑝2 ∶   
𝜕𝜐2

𝜕𝑡
+ 𝜐1

𝜕𝜐0

𝜕𝑥
+ 𝜐0

𝜕𝜐1

𝜕𝑥
− 𝜈

𝜕2𝜐1

𝜕𝑥2
= 0,

𝜐2(𝑥, 0) = 0,                                     (40 − 3) 

⋮ 

𝑝𝑗 ∶   
𝜕𝜐𝑗

𝜕𝑡
+ ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
− 𝜈

𝜕2𝜐𝑗−1

𝜕𝑥2
= 0, 𝜐𝑗(𝑥, 0) = 0, 

,𝜐0(𝑥حل معادلات بالا قرار مي دهيم  براي سادگي 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥) در اين صورت ،

 ير به دست مي آيدزرابطه بازگشتي 

𝜐𝑗 = ∫ (𝜈
𝜕2𝜐𝑗−1

𝜕𝑥2
− ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
) 𝑑𝑡,      𝑗

𝑡

0

= 1, 2, 3, … .                                  (41 − 3) 

𝑝( با جاي گذاري 29-3جواب معادله ) =  ( به دست مي آيد.39-3در رابطه ) 1

 (، معادله هوموتوپي زير را مي سازيم31-3( با شرايط مرزي )29-3به طور مشابه براي حل معادله )

∂2𝜐

∂𝑥2
−

∂2𝑢0

∂𝑥2
= 𝑝 (

1

𝜈
(

𝜕𝜐

𝜕𝑡
+ 𝜐

𝜕𝜐

𝜕𝑥
) −

∂2𝑢0

∂𝑥2
),                                                                    (42

− 3) 

,𝜐0(𝑥با تقريب اوليه به صورت  𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑓1(𝑡) + 𝑥𝑓2(𝑡). 

( باشد، مطابق توضيحاتي كه در قسمت قبل 39-3( به صورت )42-3حال فرض كنيد جواب معادله )

 داده شد به روابط زير مي رسيم

𝑝0 ∶  
𝜕2𝜐0

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
= 0, 

𝑝1 ∶  
𝜕2𝜐1

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
−

1

𝜈
(

𝜕𝜐0

𝜕𝑡
+ 𝜐0

𝜕𝜐0

𝜕𝑥
) = 0,   𝜐1(0, 𝑡) =

𝜕𝜐1

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0, 
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𝑝2 ∶  
𝜕2𝜐2

𝜕𝑥2
−

1

𝜈
(

𝜕𝜐1

𝜕𝑡
+ 𝜐0

𝜕𝜐1

𝜕𝑥
+ 𝜐1

𝜕𝜐0

𝜕𝑥
) = 0,   𝜐2(0, 𝑡) =

𝜕𝜐2

𝜕𝑥
(0, 𝑡)

= 0,                  (43 − 3) 

⋮ 

𝑝𝑗 ∶  
𝜕2𝜐𝑗

𝜕𝑥2
−

1

𝜈
(

𝜕𝜐𝑗−1

𝜕𝑡
+ ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
) = 0,   𝜐𝑗(0, 𝑡) =

𝜕𝜐𝑗

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0 

 ( خواهيم داشت43-3معادلات )از 

𝜐𝑗 =
1

𝜈
∫ ∫ (

𝜕𝜐𝑗−1

𝜕𝑡
− ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
)

𝑥

0

𝑥

0

𝑑𝑥𝑑𝑥,        𝑗

= 1, 2, 3, ….                      (44 − 3) 

 [19]با شرط اوليه زير را در نظر بگيريد 1معادله ديفرانسيل نسبي برگرز: مثال  8-5-9-9

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 

𝑢(𝑥, 0) = 2 (1 + 𝑒
𝑥
𝜈)

−1

, |𝑥| < ∞. 

 به صورت زير در نظر مي گيريميك هوموتوپي 

(1 − 𝑝) (
𝜕𝜐

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
) + 𝑝 (

𝜕𝜐

𝜕𝑡
+ υ

𝜕𝜐

𝜕𝑥
− 𝜈

𝜕2𝜐

𝜕𝑥2
) = 0. 

,𝑢(𝑥اولين تقريب را به صورت  0) = 2 (1 + 𝑒
𝑥

𝜈)
−1

( 41-3، در نظر مي گيريم. از معادله )

 خواهيم داشت

𝜐𝑗 = ∫ (𝜈
𝜕2𝜐𝑗−1

𝜕𝑥2
− ∑ 𝜐𝑘

𝜕𝜐𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
) 𝑑𝑡,      𝑗 = 1, 2, 3, … ,

𝑡

0

 

 مي رسيمزير هاي  از رابطه بالا به جواب

                                                 
1 Burgers 
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𝑢0 = 2 (1 + 𝑒
𝑥
𝜈)

−1

, 

𝑢1 = 2𝑡𝜈−1𝑒
𝑥
𝜈 (1 + 𝑒

𝑥
𝜈)

−1

, 

𝑢2 = 1(𝑡𝜈−1)2𝑒
𝑥
𝜈 (𝑒

𝑥
𝜈 − 1) (1 + 𝑒

𝑥
𝜈)

−3

, 

𝑢3 =
1

3
(𝑡𝜈−1)3𝑒

𝑥
𝜈 (1 − 4𝑒

𝑥
𝜈 + 2𝑒

2𝑥
𝜈 ) (1 + 𝑒

𝑥
𝜈)

−4

, 

𝑢4 =
1

12
(𝑡𝜈−1)4𝑒

𝑥
𝜈 (𝑒

𝑥
𝜈 − 1) (𝑒

2𝑥
𝜈 − 10𝑒

𝑥
𝜈 + 1) (1 + 𝑒

𝑥
𝜈)

−5

 

𝑢𝑛به آساني مي توان نشان داد كه  =
2

𝑛!
𝑡𝑛 𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛 (
1

1+𝑒(𝑥−𝑡)/𝜈)
𝑡=0

 ، بنابراين

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑛

∞

𝑛=0
(𝑥, 𝑡) = 2(1 + 𝑒(𝑥−𝑡)/𝜈)

−1
, 

 است. مساله كه جواب واقعي

 [19]معادله ديفرانسيل با شرط مرزي زير را در نظر بگيريد: مثال  8-5-9-2

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 

𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(0, 𝑡) =

1

𝑡
−

𝜋2

2𝜈𝑡2
, 𝑡 > 0 

 اي اين معادله داراي شكل زير است:روش آشفتگي هوموتوپي بر

𝐿(𝜐) − 𝐿(𝑢0) + 𝑝𝐿(𝑢0) − 𝑝 (
1

𝜈
(

𝜕𝜐

𝜕𝑡
+ 𝜐

𝜕𝜐

𝜕𝑥
)) = 0, 

𝐿 ر آنكه د =
𝜕2

𝜕𝑥2
,𝑢0(𝑥قرار مي دهيم .  𝑡) = (

1

𝑡
−

𝜋2

2𝜈𝑡2) 𝑥( رابطه 44-3، از معادله )

 داشتبازگشتي زير را خواهيم 
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𝑢𝑗 =
1

𝜈
∫ ∫ (

𝜕𝑢𝑗−1

𝜕𝑡
− ∑ 𝑢𝑘

𝜕𝑢𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥

𝑗−1

𝑘=0
)

𝑥

0

𝑥

0

𝑑𝑥𝑑𝑥,        𝑗 = 1, 2, 3, …, 

 گشتي جوابهاي زير بدست مي آيندبا استفاده از اين رابطه باز

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
𝑥3𝜋4

24𝜈3𝑡4
, 

𝑢2(𝑥, 𝑡) = −
𝑥5𝜋6

240𝜈5𝑡6
, 

𝑢3(𝑥, 𝑡) =
17𝑥7𝜋8

4032𝜈7𝑡8
, 

𝑢4(𝑥, 𝑡) = −
𝑥9𝜋10

725760𝜈9𝑡10
, 

 بنابراين خواهيم داشت

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)
∞

𝑛=0
 

             =
𝑥

𝑡
−

𝑥𝜋2

2𝜈𝑡2
+

𝑥3𝜋4

24𝜈3𝑡4
−

𝑥5𝜋6

240𝜈5𝑡6
+

17𝑥7𝜋8

4032𝜈7𝑡8
− ⋯ 

            =
𝑥

𝑡
−

𝜋

𝑡
(

𝜋𝑥

2𝜈𝑡
−

𝑥3𝜋3

3(2)3𝜈3𝑡3
−

2𝑥5𝜋5

15(2)5𝜈5𝑡5
+

17𝑥7𝜋7

315(2)7𝜈7𝑡7
− ⋯ ) 

           =
𝑥

𝑡
−

𝜋

𝑡
𝑡𝑎𝑛ℎ (

𝜋𝑥

2𝜈𝑡
), 

 كه جواب واقعي معادله است.

 9معادله شرودينگر  8-5-2

معادله ديفرانسيل با مشتقات جزيي غير خطي مرتبه دوم شرودينگر با شرط اوليه به شكل زير مي 

 باشد

                                                 
1 Stirödinger 
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𝑖
𝜕𝜓(𝑋, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

1

2
∇2𝜓 + 𝑉𝑑(𝑋)𝜓 + 𝛽𝑑|𝜓|2𝜓,

𝑋 ∈ ℝ𝑑 , 𝑡 ≥ 0,                            (45 − 3) 

𝜓(𝑋, 0) = 𝜓0(𝑋), 𝑋 ∈ ℝ𝑑 , 

براي حل اين معادله با روش  يك ثابت حقيقي است. 𝛽𝑑انرژي پتانسيل يك ذره و  𝑉𝑑(𝑋)كه در آن 

 يك هوموتوپي به صورت زير مي سازيم ،آشفتگي هوموتوپي

(1 − 𝑝) (
𝜕𝛹

𝜕𝑡
−

𝜕𝜓0

𝜕𝑡
) + 𝑝 (

𝜕𝛹

𝜕𝑡
− 𝑖 (

1

2
𝛻2𝛹 − 𝑉𝑑(𝑋)𝛹 − 𝛽𝑑|𝛹|2𝛹))

= 0,            (46 − 3) 

 جوابي به صورت زير باشند( داراي 46-3فرض كنيم )

𝛹 = 𝛹0 + 𝑝𝛹1 + 𝑝2𝛹2

+ ⋯,                                                                                             (47 − 3) 

 خواهيم داشت p( و معادل قرار دادن جملات هم توان 46-3( در )47-3با جاي گذاري )

𝑝0 ∶  
𝜕𝛹0

𝜕𝑡
−

𝜕𝜓0

𝜕𝑡
= 0, 

𝑝1 ∶  
𝜕𝛹1

𝜕𝑡
−

𝜕𝜓0

𝜕𝑡
− 𝑖 (

1

2
𝛻2𝛹0 − 𝑉𝑑(𝑋)𝛹0 − 𝛽𝑑|𝛹0|2𝛹0) = 0, 𝛹1(𝑋, 0) = 0, 

𝑝2 ∶  
𝜕𝛹2

𝜕𝑡
− 𝑖 (

1

2
𝛻2𝛹1 − 𝑉𝑑(𝑋)𝛹1 − 𝛽𝑑 ∑ ∑ |𝛹𝑖||𝛹𝑘|𝛹1−𝑘−𝑖

1−𝑖

𝑘=0

1

𝑖=0
) = 0, 𝛹2(𝑋, 0)

= 0, 

𝑝3 ∶  
𝜕𝛹3

𝜕𝑡
− 𝑖 (

1

2
𝛻2𝛹2 − 𝑉𝑑(𝑋)𝛹2 − 𝛽𝑑 ∑ ∑ |𝛹𝑖||𝛹𝑘|𝛹2−𝑘−𝑖

2−𝑖

𝑘=0

2

𝑖=0
) = 0, 𝛹3(𝑋, 0)

= 0, 

⋮ 
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𝑝𝑗 ∶  
𝜕𝛹𝑗

𝜕𝑡
− 𝑖 (

1

2
𝛻2𝛹𝑗−1 − 𝑉𝑑(𝑋)𝛹𝑗−1 − 𝛽𝑑 ∑ ∑ |𝛹𝑖||𝛹𝑘|𝛹𝑗−𝑘−𝑖−1

𝑗−𝑖−1

𝑘=0

𝑗−1

𝑖=0
)

= 0, 𝛹𝑗(𝑋, 0) = 0, 

,𝛹0(𝑋حال فرض كنيم  𝑡) = 𝜓0(𝑋, 𝑡) = 𝜓0(𝑋)به معادله بازگشتي زير مي رسيم ، 

𝛹𝑗 = 𝑖 ∫ (
1

2
𝛻2𝛹𝑗−1 − 𝑉𝑑(𝑋)𝛹𝑗−1 − 𝛽𝑑 ∑ ∑ |𝛹𝑖||𝛹𝑘|𝛹𝑗−𝑘−𝑖−1

𝑗−𝑖−1

𝑘=0

𝑗−1

𝑖=0
) ,     𝑗

𝑡

0

= 1, 2, 3, …                                                                                                 (48

− 3) 

𝛹|2|چون  = 𝛹𝛹∗ كه در آن 𝛹∗  مزدوج مختلط𝛹 ت مي باشد مي توان براي پرهيز از محاسبا

𝛹𝑖𝛹𝑘از   |𝛹𝑖||𝛹𝑘|( به جاي 41-3طولاني در معادله بازگشتي )
 استفاده كرد. ∗

𝑝( با جاي گذاري 45-3جواب معادله ) =  ( به دست مي آيد.47-3در رابطه ) 1

𝜓 = 𝛹0 + 𝛹1 + 𝛹2 + ⋯ 

معادله ديفرانسيل جزيي سه بعدي شرودينگر با شرط اوليه زير را در نظر : مثال  8-5-2-9

 [18]بگيريد

𝑖
𝜕𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

1

2
(

𝜕2𝜓

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝜓

𝜕𝑧2
) + 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜓 + |𝜓|2𝜓,

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ [0,2𝜋] × [0,2𝜋] × [0,2𝜋], 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) =  𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 

 

,𝑉(𝑥كه در آن  𝑦, 𝑧) = 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑦𝑠𝑖𝑛2𝑧. 

 روش آشفتگي هوموتوپي براي اين معادله به صورت زير است

𝜕𝛹

𝜕𝑡
−

𝜕𝜓0

𝜕𝑡
= 𝑝 (𝑖 (

1

2
(

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝛹

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝛹

𝜕𝑧2
) − 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝛹 − 𝛹2𝛹∗) −

𝜕𝜓0

𝜕𝑡
) = 0 
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𝜓0با فرض اين كه تقريب اوليه معادله به شكل  = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 0) =  𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧  باشد، با

 ( خواهيم داشت41-3استفاده از رابطه )

𝜓𝑗 = 𝑖 ∫ (
1

2
(

𝜕2𝛹

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝛹

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝛹

𝜕𝑧2
) − 𝑉(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜓𝑗−1

𝑡

0

− ∑ ∑ 𝜓𝑖𝜓𝑘
∗

𝑖−𝑗−1

𝑘=0

𝑗−1

𝑖=0
𝜓𝑗−𝑘−𝑖−1) 𝑑𝑡,      𝑗

= 1,2,3, …                    (49 − 3) 

 ( نتايج زير به دست مي آيد49-3بنابراين از معادله )

𝜓1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = −
5

2
𝑖𝑡𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 =

1

1!
(

−5𝑖𝑡

2
) 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧, 

𝜓2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = −
25

8
𝑡2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 =

1

2!
(

−5𝑖𝑡

2
)

2

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧, 

𝜓3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
125

48
𝑖𝑡3𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 =

1

3!
(

−5𝑖𝑡

2
)

3

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧, 

𝜓4(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
625

384
𝑡4𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 =

1

4!
(

−5𝑖𝑡

2
)

4

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧, 

⋮ 

 جواب دقيق معادله به صورت زير به دست مي آيد:

𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = ∑ 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
∞

𝑛=0
 

                      = ∑
1

𝑛!

∞

𝑛=0
(

−5𝑖𝑡

2
)

𝑛

𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 

                  = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 ∑
1

𝑛!

∞

𝑛=0
(

−5𝑖𝑡

2
)

𝑛

 

                  = 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑠𝑖𝑛𝑦𝑠𝑖𝑛𝑧 𝑒−
5𝑖𝑡
2 . 
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 9معادلات ديفرانسیل جزيي هذلولوي كوشي  8-5-8

معادلات ديفرانسيل هذلولي نقش مهمي در بسياري از شاخه هاي علوم و مهندسي ايفا مي كنند. به 

عنوان مثال معادله موج يك معادله هذلولوي است كه مدل سازي مسايلي مانند ارتعاش نخي كه دو 

سرآن ثابت شده است، ارتعاش يك ميله در طول آن، انتشار موجهاي صوتي و الكترومغناطيسي و 

بسياري از معادلات ديگر از اين قبيل معادلات مي باشند. اين معادلات در ديناميك سيالات محاسباتي 

(𝐶𝐹𝐷) .نيز اتفاق مي افتند. همچنين معادلات اويلر حركت گازها از نوع هذلولوي هستند 

 يك معادله ديفرانسيل جزئي به صورت زير در نظر مي گيريم:

𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑑

= 0,                                                                                   (50 − 3) 

، x ،y ،uممكن است توابعي از  dو  a ،b ،cكه در آن 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
و  

𝜕𝑢

𝜕𝑦 
 باشند و مشتقات مرتبه دوم در 

𝑏2اگر  ضرايب معادله ظاهر نمي شوند. − 4𝑎𝑐 > ( يك معادله هذلولوي ناميده 50-3معادله ) 0

 مي شود.

 ( را با شرايط اوليه زير در نظر مي گيريم50-3اكنون معادله )

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),

𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑦
= 𝑔(𝑥)                                                                             (51 − 3) 

𝑢(0, 𝑦) = 𝑓(𝑦),

𝜕𝑢(0, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑔(𝑦)                                                                            (52 − 3) 

 و مشتقات آن نيستند. uدر اين جا حالتي را در نظر مي گيريم كه ضرايب معادله كوشي بر حسب 

                                                 
1 Cauchy hyperbolic partial differential equations 
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 ( معادله هوموتوپي زير را مي سازيم51-3( با شرايط )50-3براي حل معادله )

(1 − 𝑝) [
𝜕2𝜐

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
] + 𝑝 [

𝑎

𝑐

𝜕2𝜐

𝜕𝑥2
+

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝜐

𝜕𝑦2
+

𝑑

𝑐
] = 0 

𝜐حال فرض كنيم  = 𝜐0 + 𝑝𝜐1 + 𝑝2𝜐2 + در رابطه فوق و يكساني قرار  𝜐با قرار دادن  ⋯

 در طرفين خواهيم داشت pدادن ضرايب توانهاي 

𝑝0 ∶  
𝜕2𝜐0

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
= 0 

𝑝1 ∶  
𝜕2𝜐1

𝜕𝑦2
= −

𝑎

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝑥2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
−

𝑑

𝑐
, 𝜐1(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝜐1

𝜕𝑥
(𝑥, 0) = 0 

𝑝2 ∶  
𝜕2𝜐2

𝜕𝑦2
= −

𝑎

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝑥2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 𝜐2(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝜐2

𝜕𝑥
(𝑥, 0)

= 0                                   (53 − 3) 

𝜐0اكنون قرار مي دهيم  = 𝑢0 = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑦( داريم53-3، از حل معادلات ) 

𝜐1 = ∫ ∫ [−
𝑎

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝑥2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝑥𝜕𝜉
−

𝑑

𝑐
]

𝑦

0

𝑦

0

𝑑𝜉𝑑𝑦 

𝜐2 = ∫ ∫ [−
𝑎

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝑥2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝑥𝜕𝜉
]

𝑦

0

𝑦

0

𝑑𝜉𝑑𝑦 

⋮ 

 (، به صورت زير به دست مي آيد51-3(، تحت شرايط )50-3جواب معادله )

𝑢 = 𝜐0 + 𝜐1 + 𝜐2 + ⋯. 

هوموتوپي زير را در نظر مي (، معادله 52-3با شرايط اوليه ) (،50-3به طور مشابه براي حل معادله )

 گيريم

𝜕2𝜐

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
= 𝑝 [−

𝑐

𝑎

𝜕2𝜐

𝜕𝑦2
−

𝑏

𝑎

𝜕2𝜐

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝑑

𝑎
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
] 
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 ( در نظر بگيريم، با توجه به توضيحات قسمت قبل داريم39-3اگر جواب اين معادله را به صورت )

𝑝0 ∶  
𝜕2𝜐0

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
= 0 

𝑝1 ∶  
𝜕2𝜐1

𝜕𝑥2
= −

𝑎

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝑦2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
−

𝑑

𝑐
, 𝜐1(0, 𝑦) = 0,

𝜕𝜐1

𝜕𝑥
(0, 𝑦) = 0 

𝑝2 ∶  
𝜕2𝜐2

𝜕𝑥2
= −

𝑎

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝑦2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 𝜐2(0, 𝑦) = 0,

𝜕𝜐2

𝜕𝑥
(0, 𝑦)

= 0                                   (54 − 3) 

𝜐0حال قرار مي دهيم  = 𝑢0 = 𝑓(𝑦) + 𝑔(𝑦)𝑥لذا داريم ، 

𝜐1 = ∫ ∫ [−
𝑎

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝑦2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐0

𝜕𝜉𝜕𝑦
−

𝑑

𝑐
]

𝑥

0

𝑥

0

𝑑𝜉𝑑𝑥 

𝜐2 = ∫ ∫ [−
𝑎

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝑦2
−

𝑏

𝑐

𝜕2𝜐1

𝜕𝜉𝜕𝑦
]

𝑥

0

𝑥

0

𝑑𝜉𝑑𝑥                                                                          (55

− 3) 

⋮ 

𝑢در نتيجه  = lim
𝑝→1

𝜐 = 𝜐0 + 𝜐1 + 𝜐2 + ⋯. 

 [34] زير را در نظر بگيريد كرانه ايمعادله ديفرانسيل با شرط مثال:   8-5-8-9

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ (1 − 2𝑥)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (𝑥4 − 𝑥 − 2)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0 

𝑢(0, 𝑦) = 𝑦,
𝜕𝑢(0, 𝑦)

𝜕𝑥
= 1. 

𝑢فرض كنيد = 𝑢0 + 𝑝𝑢1 + 𝑝2𝑢2 +  ( داريم52-3، بر طبق )⋯

𝜕2𝜐

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
= 𝑝 [(1 − 2𝑥)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
− (𝑥4 − 𝑥 − 2)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
] 
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,𝑢0(𝑥جواب اوليه را به صورت  𝑦) = 𝑥 + 𝑦 ( خواهيم داشت53-3در نظر مي گيريم، بر اساس ) 

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
= 0, 𝑢1(0, 𝑦) =

𝜕𝑢1

𝜕𝑥
(0, 𝑦)

= 0,                                                                               (56 − 3) 

,𝑢1(𝑥جواب اين معادله به آساني به صورت  𝑦) = دست مي آيد. از اين رو يك تقريب تحليلي به  0

 مرتبه دوم براي جواب معادله عبارت است از

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) + 𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 

 كه جواب دقيق معادله مورد نظر است.

 [34] زير را در نظر بگيريد معادله ديفرانسيل با شرط كرانه ايمثال:   8-5-8-2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 4𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑑 = 0, 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2,
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑦
= 0. 

 معادله هوموتوپي اين معادله به صورت زير نوشته مي شود

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
= 𝑝 [

1

4𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
−

𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
] 

,𝑢0(𝑥حال فرض كنيد  𝑦) = 𝑥2( داريم55-3( و )54-3، از روابط ) 

𝑢1(𝑥, 𝑦) =
1

4

𝑦2

𝑥2
, 

𝑢2(𝑥, 𝑦) =
1

32

𝑦4

𝑥6
, 

𝑢3(𝑥, 𝑦) =
1

640

𝑦6

𝑥10
, 
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𝑢4(𝑥, 𝑦) =
1

2048

𝑦8

𝑥14
, 

 اگر يك تقريب مرتبه پنجم براي اين معادله در نظر بگيريم، داريم

𝑢(𝑥, 𝑦) ≈ 𝑥2 +
1

4

𝑦2

𝑥2
+

1

32

𝑦4

𝑥6
+

1

640

𝑦6

𝑥10
+

1

2048

𝑦8

𝑥14
. 
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 مقدمه  4-9

در اين فصل، پرداختن به معرفي برخي از معادلات ديفرانسيل كسري و حل آنها به وسيله روش هدف 

 آشفتگي هوموتوپي مي باشد.

 

 

 معرفي معادلات و حل آنها با روش آشفتگي هوموتوپي  4-2

 9كاراموتو برگرز 𝑲𝒅𝑽 معادله  4-2-9

 [42]معادله ديفرانسيل كسري غير خطي كاراموتو برگرز با شرط اوليه به شكل زير مي باشد 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
 +  𝑢

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑥𝛼
 +  𝑎

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 +  𝑏

𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
 +  𝑐

𝜕4𝑢

𝜕𝑥4
 =  0,       𝑡 > 0, 0 <  𝛼 ≤  1,                     (1 −

4)  

𝑢(𝑥, 0) = 𝑘𝑥4,   𝑘 ∈ 𝐶, 

,𝑢(𝑥  مرتبه مشتق مكان كسري را توصيف مي كند. 𝛼و پارامتر   ثابت هستند c و a ،bكه  𝑦)  تابع

𝑡فضا فرض مي شود كه براي  2عليّ > 𝑥و  0 > براي حل اين معادله با روش  صفر مي شود. 0

 آشفتگي، يك هوموتوپي به صورت زير مي سازيم

                                                 
1 Kdv-Burgers-Kuramoto equation 
2 Causal 
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(1 − 𝑝) [
𝜕𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 −  

𝜕𝑢0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
] + 𝑝 [

𝜕𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 +  𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝛼𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝛼  +  𝑎
𝜕2𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2  +  𝑏
𝜕3𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥3  +

 𝑐
𝜕4𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
] = 0,                                                                                                                        (2 −

4)  

 و يا به طور معادل

𝜕𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 −  

𝜕𝑢0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
+  𝑝

𝜕𝑢0(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑝 [

𝜕𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
 +  𝑣(𝑥, 𝑡)

𝜕𝛼𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝛼  +  𝑎
𝜕2𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2  +  𝑏
𝜕3𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥3  +

 𝑐
𝜕4𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4 ] = 0.                                                                                                                        (3 −

4)  

 ( داراي جوابي به صورت زير باشد3-4فرض كنيد معادله )

 𝑣 =  𝑣0 +  𝑝 𝑣1 + 𝑝2 𝑣2 

+ ⋯.                                                                                           (4 − 4) 

 خواهيم داشت p( و مساوي قرار دادن ضرايب جملات هم توان 3-4( و )-44با جا گذاري )

𝑝0 ∶  
𝜕𝑣0

𝜕𝑡
 –

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
= 0,  

𝑝1 ∶  
𝜕𝑣1

𝜕𝑡
 +   

𝜕𝑢0

𝜕𝑡
+ 𝑣0

𝜕𝛼𝑣0

𝜕𝑥𝛼
 +  𝑎

𝜕2𝑣0

𝜕𝑥2
 +  𝑏

𝜕3𝑣0

𝜕𝑥3
 +  𝑐

𝜕4𝑣0

𝜕𝑥4
= 0,   𝑣1(𝑥, 0)  =  0,  

𝑝2 ∶  
𝜕𝑣2

𝜕𝑡
 +  𝑣0

𝜕𝛼𝑣1

𝜕𝑥𝛼
 + 𝑣1

𝜕𝛼𝑣0

𝜕𝑥𝛼
 +  𝑎

𝜕2𝑣1

𝜕𝑥2
 +  𝑏

𝜕3𝑣1

𝜕𝑥3
 +  𝑐

𝜕4𝑣1

𝜕𝑥4
= 0,   𝑣2(𝑥, 0)  =  0, 

⋮                                                                                                                                                 (5 − 4) 

𝑝𝑗 ∶  
𝜕𝑣𝑗−1

𝜕𝑡
+ ∑ 𝑣𝑘

𝜕𝛼𝑣𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥𝛼

𝑗−1
𝑘=0 + 𝑎

𝜕2𝑣𝑗−1

𝜕𝑥2  +  𝑏
𝜕3𝑣𝑗−1

𝜕𝑥3  +  𝑐
𝜕4𝑣𝑗−1

𝜕𝑥4 = 0,       𝑣𝑗−1(𝑥, 0) =

0,       

,𝜐0(𝑥براي سادگي حل معادلات بالا قرار مي دهيم 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑥4 ، در اين صورت رابطه

 بازگشتي زير به دست مي آيد

𝑣𝑗 = ∫ (∑ 𝑣𝑘
𝜕𝛼𝑣𝑗−𝑘−1

𝜕𝑥𝛼

𝑗−1
𝑘=0 + 𝑎

𝜕2𝑣𝑗−1

𝜕𝑥2  +  𝑏
𝜕3𝑣𝑗−1

𝜕𝑥3  +  𝑐
𝜕4𝑣𝑗−1

𝜕𝑥4 )
𝑡

0
𝑑𝑡,   𝑗 = 1, 2, 3, …      (6 −

4)  

 از رابطه بالا به جوابهاي زير مي رسيم

𝑢0 = 𝑘𝑥4, 
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𝑢1 = − 
24

𝛤(5 − 𝛼)
𝑥8−𝛼  −  12a𝑘𝑥2𝑡 –  24𝑏𝑘𝑥𝑡 –  24𝑐𝑘𝑡 , 

𝑢2 =   − ∫ (∑ 𝑢𝑘

𝜕𝛼𝑢1−𝑘

𝜕𝑥𝛼

1

𝑘=0

 +  𝑎
𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
 +  𝑏

𝜕3𝑢1

𝜕𝑥3
 +  𝑐

𝜕4𝑢1

𝜕𝑥4
)

𝑡

0

𝑑𝑡,  

⋮ 

 ( به دست مي ايد.4-4در رابطه ) p=1( با جاي گذاري 3-4جواب معادله )

 𝑢 =  𝑣0 +   𝑣1 +  𝑣2 + ⋯. 
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                                          A 

 

                                            B 

 

𝑎 وقتي كه αروش آشفتگي هوموتوپي براي مقادير مختلف از به وسيله (1-4)معادله جوابهايي از : 1-4شكل = 𝑏 =

𝑐 = 𝑘و  1 = (A) 𝛼 = 𝛼( B) و 1 = 0/5. 
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 9معادله شرودينگر كسري  4-2-2

 [43]با شرط اوليه به شكل زير مي باشد مرتبه دوم شرودينگر معادله ديفرانسيل كسري غير خطي

𝑖
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
+ 𝛽

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑉(𝑥)𝑢 + 𝛾|𝑢|2𝑢 = 0,

𝑡 > 0, 0 < 𝛼 ≤ 1                                    (7 − 4) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥)       𝑥 ∈ ℝ𝑑 . 

فرم استاندارد معادله غير  ثابت حقيقي هستند. 𝛾 و 𝛽انرژي پتانسيل يك ذره و  𝑉(𝑥)كه در آن 

 خطي شرودينگر تعميم يافته به صورت زير مي باشد

𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑖(𝛽𝐿𝑥𝑢 + 𝑉(𝑥)𝑢 + 𝛾|𝑢|2𝑢)                                                                        (8

− 4) 

𝐿x در آن كه = ∂2/𝜕𝑥2  و𝐷𝑡
𝛼 = ∂𝛼/𝜕𝑥𝛼 .عملگر ديفرانسيل كسري است 

 يك هوموتوپي به صورت زير مي سازيم ين معادله با روش آشفتگي،براي حل ا

(1 − 𝑝) (
𝜕𝛼𝑈

𝜕𝑡𝛼
−

𝜕𝛼𝑢0

𝜕𝑡𝛼
) + 𝑝 (

𝜕𝛼𝑈

𝜕𝑡𝛼
− 𝑖(𝛽𝐿𝑥𝑈 + 𝑉(𝑥)𝑈 + 𝛾|𝑈|2𝑈))

= 0.               (9 − 4) 

 ( داراي جوابي به صورت زير باشند4-9فرض كنيم )

𝑈 = 𝑈0 + 𝑝𝑈1 + 𝑝2𝑈2

+ ⋯.                                                                                             (10 − 4) 

 خواهيم داشت p( و معادل قرار دادن جملات هم توان 9-4( و )10-4با جاي گذاري )

𝑝0 ∶  
𝜕𝛼𝑈0

𝜕𝑡𝛼
−

𝜕𝛼𝑢0

𝜕𝑡𝛼
= 0, 

𝑝1 ∶  
𝜕𝛼𝑈1

𝜕𝑡𝛼
+

𝜕𝛼𝑢0

𝜕𝑡𝛼
− 𝑖(𝛽𝐿𝑥𝑈0 + 𝑉(𝑥)𝑈0 + 𝛾|𝑈0|2𝑈0) = 0,     𝑈1(𝑥, 0) = 0, 

𝑝2 ∶  
𝜕𝛼𝑈2

𝜕𝑡𝛼
− 𝑖 (𝛽𝐿𝑥𝑈1 + 𝑉(𝑥)𝑈1 − 𝛾 ∑ ∑ |𝑈𝑖||𝑈𝑘|𝑈1−𝑘−𝑖

1−𝑖

𝑘=0

1

𝑖=0
) = 0, 𝑈2(𝑥, 0) = 0, 

                                                 
1 Fractional schrödinger equation 
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𝑝3 ∶  
𝜕𝛼𝑈3

𝜕𝑡𝛼
− 𝑖 (𝛽𝐿𝑥𝑈2 + 𝑉(𝑥)𝑈2 − 𝛾 ∑ ∑ |𝑈𝑖||𝑈𝑘|𝑈2−𝑘−𝑖

2−𝑖

𝑘=0

2

𝑖=0
) = 0, 𝑈3(𝑥, 0) = 0, 

⋮ 

𝑝𝑗 ∶  
𝜕𝛼𝑈𝑗

𝜕𝑡𝛼
− 𝑖 (𝛽𝐿𝑥𝑈𝑗−1 + 𝑉(𝑥)𝑈𝑗−1 − 𝛾 ∑ ∑ |𝑈𝑖||𝑈𝑘|𝑈𝑗−𝑘−𝑖−1

𝑗−𝑖−1

𝑘=0

𝑗−1

𝑖=0
) = 0, 

𝑈𝑗(𝑥, 0) = 0.                                                                                      (11 − 4) 

 ( بدست مي آوريم11-4معادله )در دو طرف  𝐷−αبا اعمال 

𝑈𝑗(𝑥, 𝑡) − 𝑈0(𝑥, 𝑡) =                    𝑖𝐷−α
(𝛽𝐿𝑥𝑈𝑗−1 + 𝑉(𝑥)𝑈𝑗−1 −

𝛾 ∑ ∑ |𝑈𝑖||𝑈𝑘|𝑈𝑗−𝑘−𝑖−1
𝑗−𝑖−1
𝑘=0

𝑗−1
𝑖=0 )  𝑗 = 1,2,3, …   

,𝑈0(𝑥اكنون فرض كنيم  𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥)به معادله بازگشتي زير مي رسيم ، 

𝑈𝑗(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑖𝐷−α (𝛽𝐿𝑥𝑈𝑗−1 + 𝑉(𝑥)𝑈𝑗−1 − 𝛾 ∑ ∑ |𝑈𝑖||𝑈𝑘|𝑈𝑗−𝑘−𝑖−1

𝑗−𝑖−1

𝑘=0

𝑗−1

𝑖=0
)  

𝑗 = 1,2,3, …                                                            (12 − 4) 

𝑈|2|چون  = 𝑈𝑈∗ كه در آن 𝑈∗  مزدوج مختلط𝑈  مي باشد مي توان براي پرهيز از محاسبات

𝑈𝑖𝑈𝑘از   |𝑈𝑖||𝑈𝑘|( به جاي 12-4طولاني در معادله بازگشتي )
 استفاده كرد. ∗

𝑝( با جاي گذاري 7-4جواب معادله ) =  ( به دست مي آيد.10-4در رابطه ) 1

𝑢 = 𝑈0 + 𝑈1 + 𝑈2

+ ⋯                                                                                                      (13 − 4) 

 [43]زير در نظر بگيريد ليهرا با شرط اوغير خطي معادله شرودينگر كسري مثال:   4-2-2-9

𝑖
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
+

1

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ |𝑢|2𝑢

= 0.                                                                                               (14 − 4) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑖𝑥 
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 ( را بدست آوريم 13-4(، مي توانيم بعضي از جملات سري )11-4با استفاده ا ز روابط )

𝑢0 = 𝑒𝑖𝑥, 

𝑢1 =
𝑖

2
𝑒𝑖𝑥

𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
, 

𝑢2 =
−1

4
𝑒𝑖𝑥

𝑡2𝛼

𝛤(2𝛼 + 1)
, 

𝑢3 =
−𝑖

8
𝑒𝑖𝑥

𝑡3𝛼

𝛤(3𝛼 + 1)
, 

,𝑢(𝑥( جواب 13-4،... در معادله )𝑢0 ،𝑢1 ،𝑢2 ،𝑢3با جايگذاري  𝑡)  به صورت سري زير به دست

 مي آيد 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝑥 +
𝑖

2
𝑒𝑖𝑥

𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
+

−1

4
𝑒𝑖𝑥

𝑡2𝛼

𝛤(2𝛼 + 1)
+

−𝑖

8
𝑒𝑖𝑥

𝑡3𝛼

𝛤(3𝛼 + 1)
+ ⋯

= 𝑒𝑖𝑥 ∑
(

𝑖𝑡𝛼

2 )
𝑘

𝛤(𝑘𝛼 + 1)

∞

𝑘=0
 

 دقيق به صورت زير بدست مي آيد:كه جواب 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝑥𝐸α (
𝑖𝑡𝛼

2
) 

𝐸α در آن كه (
𝑖𝑡𝛼

2
 كه به صورت زير بيان مي شود: لفلر است -تابع ميتاژ  (

𝐸α(z) = ∑
𝑧𝑘

𝛤(𝑘𝛼 + 1)

∞

𝑘=0
. 

αوقتي  →  آنگاه داريم 1

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑖𝑥 ∑
(

𝑖𝑡
2)

𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0
= 𝑒𝑖(𝑥+

1
2

𝑡)
 



 

92 

 

 شرودينگر غير خطي كسري است.كه يك جواب دقيق براي فرم استاندارد معادله 

 

معادله شرودينگر غير خطي كسري زمان تحت شرط اوليه زير در نظر مثال:   4-2-2-2

 [43]بگيريد

𝑖
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
+

1

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ |𝑢|2𝑢 = 0.  𝑡 > 0, 0 < 𝛼

≤ 1                                                              (14 − 4) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝑒𝑖
𝑐
2

𝑥𝑠𝑒𝑐ℎ(𝑘𝑥),   𝑘 =
𝑎

√2
, 𝑎 = √2(𝑤 − 0/25)𝑐2 

αجواب دقيق فقط در حالت خاص كه  →  به صورت زير مي باشد 1

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎𝑖𝑒𝑖(−
1
2

𝑐2𝑡+𝑡𝑤+
𝑐
2

𝑥)𝑠𝑒𝑐ℎ(𝑘(𝑥 − 𝑐𝑡))                                                               (15

− 4) 

 ( را بدست آوريم 13-4(، مي توانيم بعضي از جملات سري )11-4با استفاده ا ز روابط )

𝑢0 = 𝑓(𝑥), 

𝑢1 = 𝑓1(𝑥)
𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
, 

𝑢2 = 𝑓2(𝑥)
𝑡2𝛼

𝛤(2𝛼 + 1)
, 

 كه

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑖𝑒𝑖
𝑐
2

𝑥𝑠𝑒𝑐ℎ(𝑘𝑥),    

𝑓1(𝑥) = 𝑓(2) + |𝑓|2𝑓, 

𝑓2(𝑥) = 𝑓1
2 + 2|𝑓|2𝑓1 + 𝑓2𝑓1̅, 
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,𝑢(𝑥( جواب 13-4،... در معادله )𝑢0 ،𝑢1 ،𝑢2و بنابراين، با جايگذاري  𝑡)  به صورت سري زير به

 دست مي آيد 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑓1(𝑥)
𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
+ 𝑓2(𝑥)

𝑡2𝛼

𝛤(2𝛼 + 1)

+ ⋯.                                       (16 − 4) 

 را ببينيد. 3-4و  2-4شكل هاي 

 

 

 

 

 

,𝑢(𝑥نمودار نتايج عددي براي قدر مطلق : 2-4شكل 𝑡)  در𝛼 → 1 (𝑎)  مقايسه با حل تحليلي(𝑏)  را نشان مي

𝑐دهد،  = 0/05, 𝑤 = 0/1. 
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,𝑢(𝑥نمودار حل تقريبي براي قدر مطلق : 3-4شكل 𝑡)  :را نشان مي دهد(𝑐) α = 0/95 ،(𝑑) α = 0/99. 

 

 

 

 

 

 9دستگاه معادلات ديفرانسیل كسري  4-2-8

 [44]دستگاه معادلات ديفرانسيل كسري با شرط اوليه به شكل زير مي باشد

𝐷𝛼1𝑦1(𝑡) = 𝑓1(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛), 

𝐷𝛼2𝑦2(𝑡) = 𝑓2(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛), 

⋮ 

𝐷𝛼𝑛𝑦𝑛(𝑡) = 𝑓𝑛(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛),                                                                                        (17

− 4) 

𝑦𝑘(0) = 𝑐𝑘,     𝑘 = 1, 2, 3, … , 𝑛, 

𝛼𝑖 (0از مرتبه  𝑦𝑖مشتق كسري  𝐷𝛼𝑖 در آن كه < 𝛼𝑖 ≤ توابع خطي و غير خطي  𝑓𝑖و  است (1

. دستگاه معادلات ديفرانسيل كسري خطي و غير خطي به ترتيب با استفاده از روش دلخواه مي باشد

,46]و  [45]آشفتگي هوموتوپي در  يك  3و اودي بات 2، موماني[48]حل شده است. در  [47

                                                 
1 System of fractional differential equations 
2 Momani 
3 Odibat 
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براي سيستمهاي دستگاه معادلات  2و روش تكرار وردشي 1مقايسه عددي بين روش تجزيه آدومين

روش تبديل  [49]و موماني  3ديفرانسيل كسري خطي و غير خطي ارائه داده اند. اخيراً، ارتورك

 تفاضلي براي دستگاه معادلات ديفرانسيل كسري به كار گرفته اند.

( علاقه منديم. 17-4) در اينجا، به توسعه روش آشفتگي براي دستگاه معادلات ديفرانسيل كسري

براي نشان دادن كارائي الگوريتم روش آشفتگي هوموتوپي، چندين مثال عددي از دستگاه معادلات 

 ديفرانسيل كسري ارائه مي دهيم.

,50]با توجه به روش آشفتگي هوموتوپي   ، هوموتوپي زير را مي سازيم[51

𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖 = 𝑝𝑓𝑖(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛),                         𝑖

= 1, 2, … , 𝑛,                                         (18 − 4) 

پارامتر وارد شده كه از صفر تا يك تغيير مي كند. فرض كنيم دستگاه معادلات  pدر آن كه 

 ( داراي جوابي به صورت زير باشد18-4ديفرانسيل كسري )

𝑦𝑖(𝑡) = 𝑦𝑖0 + 𝑝𝑦𝑖1 + 𝑝2𝑦𝑖2 + 𝑝3𝑦𝑖3 + ⋯ .    𝑖

= 1, 2, … , 𝑛,                                     (19 − 4) 

 خواهيم داشت p( و مساوي قرار دادن ضرايب جملات هم توان 18-4) در( 1-49با جا گذاري )

𝑝0 ∶  𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖0 = 0, 

𝑝1 ∶  𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖1 = 𝑓𝑖1(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0), 

𝑝2 ∶  𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖2 = 𝑓𝑖2(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … , 𝑦𝑛1), 

𝑝3 ∶  𝐷𝛼𝑖𝑦𝑖3 = 𝑓𝑖3(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … , 𝑦𝑛1, 𝑦12, 𝑦22, … , 𝑦𝑛2),                       (20

− 4) 

⋮ 

 در معادله زير صدق مي كنند  ،...،𝑓𝑖1 ،𝑓𝑖2كه توابع 

𝑓𝑖(𝑡, 𝑦10 + 𝑝𝑦11 + 𝑝2𝑦12 + ⋯ , … , 𝑦𝑛0 + 𝑝𝑦𝑛1 + 𝑝2𝑦𝑛2 + ⋯ ) 

= 𝑓𝑖1(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0) + 𝑝𝑓𝑖2(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … , 𝑦𝑛1) 

+𝑝2𝑓𝑖3(𝑡, 𝑦10, 𝑦20, … , 𝑦𝑛0, 𝑦11, 𝑦21, … , 𝑦𝑛1, 𝑦12, 𝑦22, … , 𝑦𝑛2)

+ ⋯.                                 (21 − 4) 

                                                 
1 Adomian Decomposition Method 
2 Variational Iteration Method 
3 Ertürk 
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حل  𝐷𝛼𝑖 يعني معكوس عملگر 𝐷−𝛼𝑖 عملگر  به وسيلهواضح است كه اين معادلات خطي به آساني 

𝑦𝑖𝑘 (𝑘ينرو، مولفه هاي ا. از شوندمي  = 1, 2, 3 , … مي تعيين  از حل روش آشفتگي هوموتوپي (

,53]و رفتار مجانبي آن در  [52]. تحليل همگرايي سري جواب در شود نشان داده شده است.  [54

𝑦𝑖براي تحليل عددي تقريب از سري حل روش آشفتگي هوموتوپي ،  = ∑ 𝑦𝑖𝑘(𝑡)∞
𝑘=0 ،وسيلهه ب 

N دكرخواهيم  استفادهرا  از سري زير جمله بريده شده: 

𝜙𝑖𝑁 = ∑ 𝑦𝑖𝑘(𝑡)
𝑁−1

𝑘=0
.                                                                                                          (22

− 4) 

زير در نظر  معادلات ديفرانسيل كسري خطي زير را تحت شرايط اوليهدستگاه : مثال  4-2-8-9

 [44]بگيريد

𝐷𝛼1𝑢1(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡),     0 < 𝛼1 ≤ 1, 

𝐷𝛼2𝑢2(𝑡) = −𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡),     0 < 𝛼2 ≤ 1, 

𝑢1(0) = 0,     𝑢2(0)

= 1.                                                                                                    (23 − 4) 

𝛼1كه حل دقيق به ازاي  = 𝛼2 =  به صورت زير مي باشد  1

𝑢1(𝑡) = 𝑒𝑡 sin(𝑡),      𝑢2(𝑡)

= 𝑒𝑡 cos(𝑡).                                                                      (24 − 4) 

 ( هوموتوپي زير را مي سازيم 11-4طبق )

𝐷𝛼1𝑢1 = 𝑝(𝑢1 + 𝑢2), 

𝐷𝛼2𝑢2 = 𝑝(−𝑢1 + 𝑢2).                                                                                                      (25

− 4) 

 ( داراي جوابي به صورت زير باشد25-4فرض كنيم دستگاه معادلات ديفرانسيل كسري )

𝑢𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖0 + 𝑝𝑢𝑖1 + 𝑝2𝑢𝑖2 + 𝑝3𝑢𝑖3 + ⋯ .   𝑖

= 1, 2                                                     (26 − 4) 

در دو مجموعه از معادلات  p( مجموعه توانهاي يكسان از 25-4( در معادلات )26-4با جاي گذاري )

  خطي به صورت زير نتيجه مي شود

           𝑝0:     𝐷𝛼1𝑢10 =0, 
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          𝑝1:     𝐷𝛼1𝑢11 = 𝑢10 + 𝑢20, 

          𝑝2:     𝐷𝛼1𝑢12 = 𝑢11 + 𝑢21, 

          𝑝3:     𝐷𝛼1𝑢13 = 𝑢12 + 𝑢22, 

           ⋮ 

            𝑝0:     𝐷𝛼2𝑢20 =0, 

          𝑝1:     𝐷𝛼2𝑢21 = −𝑢10 + 𝑢20, 

          𝑝2:     𝐷𝛼2𝑢22 = −𝑢11 + 𝑢21, 

          𝑝3:     𝐷𝛼2𝑢23 = −𝑢12 + 𝑢22,  

          ⋮                                                                                                                                     (27

− 4) 

براي معادلات فوق، چند جمله اول از حل سري  𝐷−𝛼2و  𝐷−𝛼1بنابراين با استفاده از عملگرهاي 

 ( به صورت زير بدست مي آيند:23-4روش آشفتگي هوموتوپي براي دستگاه )

 

          𝑢10 = 𝑢1(0) = 0, 

          𝑢20 = 𝑢2(0) = 1, 

          𝑢11 =
𝑡𝛼1

𝛤(𝛼1+1)
, 

          𝑢21=
𝑡𝛼2

𝛤(𝛼2+1)
, 

          𝑢12 =
𝑡2𝛼1

𝛤(2𝛼1+1)
+

𝑡𝛼1+𝛼2

𝛤(𝛼1+𝛼2+1)
, 

          𝑢22 =
𝑡2𝛼2

𝛤(2𝛼2+1)
−

𝑡𝛼1+𝛼2

𝛤(𝛼1+𝛼2+1)
, 

          𝑢13 =
𝑡3𝛼1

𝛤(3𝛼1+1)
+

𝑡𝛼1+2𝛼2

𝛤(𝛼1+2𝛼2+1)
, 

         𝑢23 =
𝑡3𝛼2

𝛤(2𝛼2+1)
− 2

𝑡𝛼1+2𝛼2

𝛤(𝛼1+2𝛼2+1)
−

𝑡2𝛼1+𝛼2

𝛤(2𝛼1+𝛼2+1)
,                                                       (28 − 4) 

⋮ 

 بنابراين جواب تقريبي به صورت زير حاصل مي شود
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𝑢1(𝑡) =
𝑡𝛼1

𝛤(𝛼1 + 1)
+

𝑡2𝛼1

𝛤(2𝛼1 + 1)
+

𝑡𝛼1+𝛼2

𝛤(𝛼1 + 𝛼2 + 1)

𝑡3𝛼1

𝛤(3𝛼1 + 1)
+

𝑡𝛼1+2𝛼2

𝛤(𝛼1 + 2𝛼2 + 1)

+ ⋯.                                                                                                           (29

− 4)  

𝑢2(𝑡) = 1 +
𝑡𝛼2

𝛤(𝛼2 + 1)
+

𝑡2𝛼2

𝛤(2𝛼2 + 1)
−

𝑡𝛼1+𝛼2

𝛤(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
+

𝑡3𝛼2

𝛤(2𝛼2 + 1)

− 2
𝑡𝛼1+2𝛼2

𝛤(𝛼1 + 2𝛼2 + 1)
−

𝑡2𝛼1+𝛼2

𝛤(2𝛼1 + 𝛼2 + 1)

+ ⋯.                                 (30 − 4) 
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به  (b( حل دقيق )aوقتي )( 23-4آشفتگي هوموتوپي براي دستگاه )از حل هاي تقريبي روش  اول جمله 1: 4-4شكل

𝛼1ازاي  = 𝛼2 = 𝛼1به ازاي  (cو ) 1 = 0/7 , 𝛼2 =  مي باشد. 0/9
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 [44]معادلات ديفرانسيل كسري غيرخطي زير را در نظر بگيريددستگاه : مثال  4-2-8-2

𝐷𝛼1𝑢1(𝑡) = 𝑢1
2 + 𝑢2,     0 < 𝛼1 ≤ 1, 

𝐷𝛼2𝑢2(𝑡) = 𝑢2𝑐𝑜𝑠𝑢1,     0 < 𝛼2 ≤ 1, 

𝑢1(0) = 0,     𝑢2(0)

= 1.                                                                                                    (31 − 4) 

مي توان به صورت زير نشان را ( 31-4در ) 𝑐𝑜𝑠𝑢1با استفاده از بسط سري تيلور، جمله غير خطي 

 داد

𝑐𝑜𝑠 𝑢1 ≈ 1 −
𝑢1

2

2
.                                                                                                               (32

− 4) 

 ير تقريب بزنيم وسيله دستگاه زه ( را ب31-4زاينرو، مي توانيم دستگاه )ا

𝐷𝛼1𝑢1(𝑡) = 𝑢1
2 + 𝑢2, 

𝐷𝛼2𝑢2(𝑡) = 𝑢2

−
𝑢2𝑢1

2

2
.                                                                                                    (33

− 4) 

 ( هوموتوپي زير را مي سازيم 11-4طبق )

𝐷𝛼1𝑢1(𝑡) = 𝑝(𝑢1
2 + 𝑢2), 

𝐷𝛼2𝑢2(𝑡) = 𝑝 (𝑢2 −
𝑢2𝑢1

2

2
).                                                                                            (34

− 4) 

با جاي ( باشد. 26-4( داراي جوابي به صورت )34-4فرض كنيم دستگاه معادلات ديفرانسيل كسري )

-4معادلات خطي )، p( و مساوي قرار دادن جملات با توانهاي يكسان از 34-4( در )26-4گذاري )

 ( به دو مجموعه از معادلات خطي به صورت زير تبديل مي شوند34-4( براي دستگاه )20

 

           𝑝0:     𝐷𝛼1𝑢10 =0, 

          𝑝1:     𝐷𝛼1𝑢11 = 𝑢10
2 + 𝑢20, 

          𝑝2:     𝐷𝛼1𝑢12 = 2𝑢10𝑢11 + 𝑢21, 

          𝑝3:     𝐷𝛼1𝑢13 = 2𝑢10𝑢12 + 𝑢11
2 + 𝑢22, 
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           ⋮ 

            𝑝0:     𝐷𝛼2𝑢20 =0, 

          𝑝1:     𝐷𝛼2𝑢21 = −
𝑢20𝑢10

2

2
+ 𝑢20, 

          𝑝2:     𝐷𝛼2𝑢22 = 𝑢21 − 𝑢20𝑢10𝑢11 −
𝑢21𝑢10

2

2
, 

          𝑝3:     𝐷𝛼2𝑢23 = 𝑢22 − 𝑢20𝑢10𝑢12 −
𝑢20𝑢11

2

2
− 𝑢21𝑢10𝑢11 −

𝑢22𝑢10
2

2
,  

           ⋮                                                                                                                                    (35

− 4) 

يند به بدست آ د، روش آشفتگي هوموتوپي مي توان𝐷−𝛼با استفاده از عملگر انتگرال گيري كسري 

 وسيله 

𝑢1(𝑡) =
𝑡𝛼1

𝛤(𝛼1 + 1)
+

𝑡𝛼1+𝛼2

𝛤(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
+

𝑡𝛼1+2𝛼2

𝛤(𝛼1 + 2𝛼2 + 1)
+

𝛤(2𝛼1 + 1)𝑡3𝛼1

𝛤(𝛼1 + 1)2𝛤(3𝛼1 + 1)

+ ⋯.                                                                                                           (36

− 4)  

𝑢2(𝑡) = 1 +
𝑡𝛼2

𝛤(𝛼2 + 1)
+

𝑡2𝛼2

𝛤(2𝛼2 + 1)
+

𝑡3𝛼2

𝛤(3𝛼2 + 1)
−

𝛤(2𝛼1 + 1)𝑡2𝛼1+𝛼2

𝛤(𝛼1 + 1)2𝛤(2𝛼1 + 𝛼2 + 1)

+ ⋯.                                                                                                            (37

− 4) 
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𝛼1به ازاي  37-4و  36-4: جواب معادلات 5-4شكل = 0/5 , 𝛼2 =  مي باشد. 0/3

 

 

 9كازنتسوف-معادله زاخواروف  4-2-4

 [55]معادله ديفرانسيل كسري غير خطي زاخواروف به صورت زير مي باشد

𝐷𝑡
𝛼𝑢 + 𝑎(𝑢𝑝)𝑥 + 𝑏(𝑢𝑞)𝑥𝑥𝑥 + 𝑐(𝑢𝑟)𝑦𝑦𝑥

= 0,                                                               (38 − 4) 

𝑢كه  = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)  ،𝛼   0)پارامتر وارد شده مرتبه مشتق كسري است < 𝛼 ≤ 1) ،a ،b  وc 

 غير صفر هستند.صحيح اعداد  rو  p ،qدلخواه هستند و  هاي ثابت

;𝐹𝐾𝑍(𝑝اين معادله را به طور خلاصه به صورت  𝑞; 𝑟) .نمايش مي دهيم 

زير را با شرط اوليه زير در  (𝐹𝑍𝐾(2,2,2)) معادله ديفرانسيل زاخوروف كسري : مثال  4-2-4-9

 نظر بگيريد

𝐷𝑡
𝛼𝑢 + (𝑢2)𝑥 +

1

8
(𝑢2)𝑥𝑥𝑥 +

1

8
(𝑢2)𝑦𝑦𝑥 = 0,   0 < 𝛼

≤ 1,                                            (39 − 4) 

                                                 
1 Zakharov-Kuznetsov Equation 
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𝑢(𝑥, 𝑦, 0) =
4

3
𝜌 sin ℎ2 (𝑥 + 𝑦),        

𝜌( به ازاي 39-4حل دقيق معادله ) ثابت دلخواه مي باشد. 𝜌 در آن كه = به صورت مي باشد  1

[56] 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
4

3
𝜌 𝑠𝑖𝑛 ℎ2 (𝑥 + 𝑦 − 𝜌𝑡), 

 انتخاب مي كنيمعملگر خطي مرتبه صحيح زير را 

𝐿 = 𝐷𝑡
𝛼𝑢. 

 هوموتوپي زير را در نظر مي گيريم

(1 − 𝑝)(𝐷𝑡
𝛼𝑢 − 𝐷𝑡

𝛼𝑢0) + 𝑝 (𝐷𝑡
𝛼𝑢 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑢2 +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢2 +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
𝑢2)

= 0,         (40 − 4) 

 يا به طور معادل

𝐷𝑡
𝛼𝑢 − 𝐷𝑡

𝛼𝑢0 + 𝑝𝐷𝑡
𝛼𝑢0 + 𝑝 (

𝜕

𝜕𝑥
𝑢2 +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢2 +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
𝑢2)

= 0.                        (41 − 4) 

 ( به صورت زير باشد41-4فرض كنيد جواب معادله )

𝑢 = 𝑢0 +  𝑝𝑢1 + 𝑝2𝑢2 + 𝑝3𝑢3 

+ ⋯.                                                                              (42 − 4) 

 خواهيم داشت p( و مساوي قرار دادن ضرايب جملات هم توان 41-4( در  )42-4با جاي گذاري )

𝑝0:   𝐷𝑡
𝛼𝑢0 − 𝐷𝑡

𝛼𝑢0 = 0,    

𝑝1:   𝐷𝑡
𝛼𝑢1 + 𝐷𝑡

𝛼𝑢0 +
𝜕

𝜕𝑥
𝑢0

2 +
1

8

𝜕3

𝜕𝑥3 𝑢0
2 +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2 𝑢0
2 = 0, 

𝑝2:   𝐷𝑡
𝛼𝑢2 +

𝜕

𝜕𝑥
(2𝑢0𝑢1) +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥3
(2𝑢0𝑢1) +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
(2𝑢0𝑢1) = 0,  

⋮                                                                                                                                               (43 −

4)  

𝑝 𝑗:   𝐷𝑡
𝛼𝑢𝑗 +

𝜕

𝜕𝑥
(∑ 𝑢𝑘𝑢𝑗−𝑘−1

𝑗−1

𝑘=0
) +

1

8

𝜕3

𝜕𝑥3
(∑ 𝑢𝑘𝑢𝑗−𝑘−1

𝑗−1

𝑘=0
)

+
1

8

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
(∑ 𝑢𝑘𝑢𝑗−𝑘−1

𝑗−1

𝑘=0
) = 0,                                                       



 

104 

 

,𝑢0(𝑥براي سادگي حل معادلات بالا قرار مي دهيم  𝑦, 𝑡) =
4

3
𝜌 sin ℎ2 (𝑥 + 𝑦) در اين ،

 صورت روابط زير بدست مي آيد

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
4

3
𝜌𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝑤) 

𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = −
(4𝜌)2

9
𝑠𝑖𝑛ℎ(𝑤)𝑐𝑜𝑠ℎ(𝑤)[14𝑠𝑖𝑛ℎ2(𝑤) + 6𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑤)]

𝑡𝛼

𝛤(𝛼 + 1)
, 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
128

27
[𝜌3(1200𝑐𝑜𝑠ℎ6(𝑤) − 2080𝑐𝑜𝑠ℎ4(𝑤)

+ 968𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑤)               (44 − 4)  

− 79)]
∫ 𝑠𝛼(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑡

0

𝛤(𝛼 + 1)𝛤(𝛼)
                                                                            

𝑤كه در روابط فوق  = 𝑥 + 𝑦 .مي باشد 

𝑝( با جاي گذاري 39-4جواب تقريبي ) =  ( به صورت زير بدست مي آيد.42-4در رابطه ) 1

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡)

+ ⋯.                                             (45 − 4) 

,𝑢𝑘(𝑥مولفه هاي باقيمانده  𝑦, 𝑡) و  1-4د. جدول ( تعيين شون43-4توانند با استفاده از رابطه ) مي

براي به وسيله سه تكرار روش آشفتگي هوموتوپي ( 39-4جوابهاي تقريبي از معادله ) 6-4شكل 

 نشان مي دهد. 𝛼مقادير مختلف از 

 

 

 

HPM       

𝒙   y t 𝛼 = 0/67 𝛼 = 0/75 𝛼 = 1  (𝛼 = 1) دقيق   

0/1 0/1 0/2 5/312470836E-5 5/324803165E-5 5/355357783E-5 5/393877159E-

5 

  0/3 5/284171545E-5 5/296795218E-5 5/330824165E-5 5/388407669E-

5 

  0/4 5/259096071E-5 5/271273263E-5 5/306423838E-5 5/382941057E-

5 

0/6 0/6 0/2 2/954168860E-3 2/963771657E-3 2/990033905E-3 3/036507411E-

3 

  0/3 2/932339341E-3 2/940940919E-3 2/967705722E-3 3/035778955E-

3 

  0/4 2/914574216E-3 2/921608223E-3 2/946469045E-3 3/035050641E-
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3 

0/9 0/9 0/2 1/085646376E-2 1/088017307E-2 1/104449039E-2 1/153697757E-

2 

  0/3 1/081087201E-2 1/078265651E-2 1/085951192E-2 1/153454074E-

2 

  0/4 1/083789679E-2 1/075668709E-2 1/071700190E-2 1/153210438E-

2 

𝜌وقتي كه  𝛼: جوابهايي از سه تكرار روش آشفتگي هوموتوپي براي مقادير مختلف از1-4جدول = 𝑦و   0/001 =

 .مي باشند 0/9
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A 

 

B 

 

C 

 

D 

 

𝜌وقتي كه  𝛼هوموتوپي براي مقادير مختلف ازجوابهايي از سه تكرار روش آشفتگي : 6-4شكل = 𝑦و   0/001 =

0/9  (A) ( ،دقيقB )𝛼 = 1( ،C)  𝛼 = 𝛼( Dو )   0/75 = 0/67. 

 

 

 

 

 

 

 

 زير را در نظر بگيريد (𝐹𝑍𝐾(3,3,3)) معادله ديفرانسيل زاخوروف كسري : مثال   4-2-4-2

𝐷𝑡
𝛼𝑢 + (𝑢3)𝑥 + 2(𝑢3)𝑥𝑥𝑥 + 2(𝑢3)𝑦𝑦𝑥 = 0,   0 < 𝛼

≤ 1,                                           (46 − 4) 
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𝑢(𝑥, 𝑦, 0) =
3

2
𝜌 sin ℎ [

1

6
(𝑥 + 𝑦)], 

𝜌( به ازاي 46-4حل دقيق معادله ) ثابت دلخواه مي باشد. 𝜌 در آن كه =  به صورت مي باشد   1

[57] 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
3

2
𝜌 sin ℎ [

1

6
(𝑥 + 𝑦 − 𝜌𝑡)], 

 عملگر خطي مرتبه صحيح زير را انتخاب مي كنيم

𝐿 = 𝐷𝑡
𝛼𝑢. 

 زير را در نظر مي گيريم هوموتوپي

(1 − 𝑝)(𝐷𝑡
𝛼𝑢 − 𝐷𝑡

𝛼𝑢0) + 𝑝 (𝐷𝑡
𝛼𝑢 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑢3 + 2

𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢3 + 2

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
𝑢3)

= 0,         (47 − 4) 

 يا به طور معادل

𝐷𝑡
𝛼𝑢 − 𝐷𝑡

𝛼𝑢0 + 𝑝𝐷𝑡
𝛼𝑢0 + 𝑝 (

𝜕

𝜕𝑥
𝑢3 + 2

𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢3 + 2

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
𝑢3)

= 0,                        (48 − 4) 

 ( به صورت زير باشد41-4جواب معادله )فرض كنيد 

𝑢 = 𝑢0 +  𝑝𝑢1 + 𝑝2𝑢2 + 𝑝3𝑢3 

+ ⋯.                                                                              (49 − 4) 

 خواهيم داشت p( و مساوي قرار دادن ضرايب جملات هم توان 41-4( در )49-4با جاي گذاري )

𝑝0:   𝐷𝑡
𝛼𝑢0 − 𝐷𝑡

𝛼𝑢0 = 0,    

𝑝1:   𝐷𝑡
𝛼𝑢1 + 𝐷𝑡

𝛼𝑢0 +
𝜕

𝜕𝑥
𝑢0

3 + 2
𝜕3

𝜕𝑥3
𝑢0

3 + 2
𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
𝑢0

3 = 0, 

𝑝2:   𝐷𝑡
𝛼𝑢2 +

𝜕

𝜕𝑥
(3𝑢0

2𝑢1) + 2
𝜕3

𝜕𝑥3
(3𝑢0

2𝑢1) + 2
𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2
(3𝑢0

2𝑢1) =

0,                         (50 − 4)  

⋮  

,𝑢0(𝑥براي سادگي حل معادلات بالا قرار مي دهيم  𝑦, 𝑡) =
3

2
𝜌 sin ℎ [

1

6
(𝑥 + 𝑦)] در اين ،

 دنصورت روابط زير بدست مي آي

𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
3

2
𝜌 sin ℎ [𝑤], 
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𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) = [−3𝜌3 𝑠𝑖𝑛 ℎ2 (𝑤) −
3

8
𝜌3 𝑐𝑜𝑠 ℎ3 (𝑤)]

𝑡𝛼

𝛤(2𝛼 + 1)
, 

𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
3

32
[𝜌5(765𝑐𝑜𝑠ℎ4(𝑤) − 728𝑐𝑜𝑠ℎ2(𝑤)

+ 91) 𝑠𝑖𝑛 ℎ (𝑤)]
∫ 𝑠𝛼(𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑡

0

𝛤(𝛼 + 1)𝛤(𝛼)
,                                                      (51

− 4) 

𝑤كه در روابط فوق  =
1

6
(𝑥 + 𝑦) .مي باشد 

𝑝( با جاي گذاري 46-4جواب تقريبي ) =  ( به صورت زير بدست مي آيد.49-4در رابطه ) 1

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢0(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + ⋯. 

,𝑢𝑘(𝑥مولفه هاي باقيمانده  𝑦, 𝑡) تعيين شوند. جدول  وابط باز گشتي فوقمي توانند با استفاده از ر

 به وسيله سه تكرار روش آشفتگي هوموتوپي (46-4جوابهاي تقريبي از معادله ) 7-4و شكل  4-2

 نشان مي دهد. 𝛼براي مقادير مختلف از 

 

 

 

 

HPM       

𝒙  y t 𝛼 = 0/67 𝛼 = 0/75 𝛼 = 1  (𝛼 =  دقيق(1
0/1 0/1 0/2 5/000911707E-5 5/000913646E-5 5/000918398E-5 4/995923204E-5 

  0/3 5/000907252E-5 5/000909264E-5 5/000914609E-5 4/993421817E-5 

  0/4 5/000903272E-5 5.000905239E-5 5.000910820E-5 4/990920434E-5 

0/6 0/6 0/2 3/020038072E-4 3/020038339E-4 3/020038993E-4 3/019530008E-4 

  0/3 3/020037458E-4 3/020037735E-4 3/020038472E-4 3/019274992E-4 

  0/4 3/020036910E-4 3/020037180E-4 3/020037950E-4 3/019019978E-4 

0/9 0/9 0/2 4/567801693E-4 4/567802061E-4 4/567802963E-4 4/567281735E-4 

  0/3 4/567800847E-4 4/567801229E-4 4,567802243E-4 4/567020404e-4 

  0/4 4/567800092E-4 4/567800465E-4 4/567801524E-4 4/566759074e-4 

𝜌وقتي كه  α: جوابهايي از سه تكرار روش آشفتگي هوموتوپي براي مقادير مختلف از2-4جدول = 𝑦و   0/001 =

 .مي باشند 0/9
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A 

 

B 

 

 

C 

 

D 

 
 

𝜌وقتي كه  𝛼از سه تكرار روش آشفتگي هوموتوپي براي مقادير مختلف ازجوابهايي : 7-4شكل = 𝑦و   0/001 =

0/9  (A) ( ،دقيقB )𝛼 = 1( ،C)  𝛼 = 𝛼( Dو )   0/75 = 0/67. 
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 نتیجه گیري و پیشنهادات

 

طالعه و حل معادلات ديفرانسيل فركتالي )كسري( به روش آشفتگي هوموتوپي مورد مدر اين پايان نامه 

وش بررسي قرار گرفتند و همچنين انواع تعاريف مشتق و انتگرال كسري بيان شده است. و ساختار ر

به  آشفتگي هوموتوپي را براي حل معادلات يك مساله مقدار مرزي خاص و مسايل ديگري از اين معادلات

ر رده شده است. روش آشفتگي هوموتوپي حل هاي عددي بسيار دقيقي براي مسايل غير خطي دكار ب

 مقايسه با روشهاي ديگر فراهم مي كند. مقايسه ها با روش تجزيه آدومين آشكار مي كند كه حل هاي

دومين تقريبي بدست آمده به وسيله روش آشفتگي هوموتوپي به حل هاي دقيق شان سريعتر از روش آ

لي براي گراست. ممكن است كه نتيجه بدهد كه اين تكنيك خيلي قوي و موثر در يافتن حل هاي تحليهم

هوموتوپي  دسته بزرگي از معادلات ديفرانسيل هستند و همچنين نتايج نشان داده شده كه روش آشفتگي

ام داد، مي توان قوي تر از روش تكرار وردشي است. در ادامه كارهايي كه مي شود در اين پايان نامه انج

اد كرد.معادلاتي كه با روش هاي ديگر حل شده با استفاده از روش آشفتگي هوموتوپي حل نمود را پيشنه  

 براي محاسبات و رسم از نرم افزار ميپل استفاده شده است.
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Abstract 

 

At first we introduce the basic necessary concepts in chapter one of this thesis. next 

in chapter two we express the fractional differentiation and integration, also after 

the introduction of Riemann-Liouville and Grünwald-Letnikov fractional 

differentiation, we explain the properties and relations of this differentiations. On 

chapter three we say the structure of Homotopy Perturbation Method . then we 

investigate the convergence of this method by some theorems and demonstrate of 

applications of this method for solving the functional equations . on chapter four 

we introduce the some special forms of fractional differential equations and then 

solving them by Homotopy Perturbation Method. 
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