




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آنالیز گرایش محض، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

با بازاری در بیمه شرکت ورش΄ستگͬ مرکباحتمال پواسون مدل
پور عیسͬ حدیث نگارنده:

راهنما استاد

ͷدسترن الهام دکتر

١٣٩۵ بهمن





 





دو॥ت را ریاિی ଒ ی਩ساই ৳مام ଘ ৎقد৤م
دار৯د.

ز



ষیاীش...
١ خدایا...

است، گذشته زیستن برای که لحظه ای بی ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا ب·ذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت

ͬ داری. م دوست تو که آنچنان
پای به بردن ͷرن و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن ش΄نجه که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو
که توست رهایی امید از ͬ خندم، م دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو
ریه هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و ͬ درخشد م خسته ام چشمان در امید برق
جمله های و ساده کلمات زیر در که را ش·فتͬ نیروی بزنم. حرف خوب ͬ توانم نم ͬ کنم. م احساس

دریاب. دریاب، کرده ام پنهان افتاده، و ضعیف
نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که ͬ دانند م همه و ͬ دانͬ م تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چ·ونه بیاموز، من به را زیستن چ·ونه تو،

بی پاداش، کار بی سلاح، جهاد بی همراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΄ست، در تلاش توفیق من به
خوبی بی ریا، ایمان بی نان، خدمت بی نام، عظمت بی عوام، مذهب بی دنیا، دین س΄وت، در فداکاری
داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی هوس، عشق بی غرور، قناعت بی خامͬ، گستاخͬ بی نمود،

کن. روزی بداند، دوست بی آنکه

঒ࡣت ೯دا باز ॴوم، ඛ঺ھا ඛ঺ھا ଌୃن ඟ໋ا
ಶඍن ॥୓ت... ৯دا ૡঙه جا಻ඎিن او

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ণپاس ච໋اری...
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی کران لطف با که را ح΄یم خداوندگار سپاس

ͷدسترن الهام دکتر خانم سر کار خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از ͬ دانم م خود وظیفه  آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده  راهنمایی های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تش΄ر صمیمانه ،

ͬ رسید. نم
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر ͬ زنم م بوسه پایان، در
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم دوستان از ͬ کنم م تش΄ر و را مقدس شان وجود ͬ کنم م

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان،

پور عیسͬ حدیث
١٣٩۵ بهمن



ଓฬ ৎ࠻ھد
دانش·اه ریاضͬ علوم محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی پور عیسͬ حدیث اینجانب
مرکب پواسون مدل با بازاری در بیمه شرکت ورش΄ستگͬ احتمال عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ،
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

پور عیسͬ حدیث
١٣٩۵ بهمن

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
فرآیند و کرده تبعیت مرکب پواسون فرآیند مدل از که شویم مͬ بورسͬ بازارهای وارد رساله این در

کند. مͬ تبعیت زیر تصادفͬ فرمول از بازار آن در بیمه شرکت دارایی

Sr(t) = xert +

∫ t

٠
er(t−s)C(ds)−

N(t)∑
k=١

Xke
r(t−σk), t ≥ ٠

بازارها نوع این در ͬ کند. م پرداخت سهام دار که است ای بیمه حق C و ضرر فرایند Xk آن در که
که هستیم ای کننده بیمه شرکت ورش΄ستگͬ احتمال برای ساده ای و مناسب فرمول یافتن دنبال به

است. کرده بیمه را بازار در مفروض ریس΄ͬ سرمایه

کلیدی: کلمات
ریس΄ͬ سرمایه ورش΄ستگͬ، احتمال مرکب، پواسون فرآیند
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١ فصل
اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١ . ١
در است، نیاز مورد نامه پایان این بهتر درک برای اولیه اصطلاحات و مفاهیم برخͬ با آشنایی که آنجا از
بخش این در شده ارائه مطالب شود. پرداخته آنها به خلاصه طور به که است شده آن بر سعͬ بخش این

است. شده آورده [٣٢] و [٢٧] و [٢٨] ͽمراج از است، شده ذکر روشنͬ به که مواردی جز به

V روی نرم ΁ی را ∥ · ∥ : V → R تابع باشد، R روی برداری فضای ΁ی V کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف
هر گاه گوییم

،∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ V هر برای .١

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ V هر برای .٢

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .٣

.x = ٠ اگر فقط و ∥x∥اگر = ٠ ، x ∈ V هر برای .۴

به باشد، تام ΁متری فضای d(x, y) = ∥x− y∥ متر با V هر گاه ͬ گوییم. م نرمدار فضای (V, ∥ · ∥) به
ͬ گوییم. م باناخ فضای آن



اولیه مفاهیم و تعاریف ٢

پذیری اندازه و اندازه ١ . ٢
ͬ باشد. م [٣١] ͽمرج از آمده، بعدی بخش و بخش این در که مفاهیمͬ

باشد. X های مجموعه زیر از ناتهͬ ای دسته C و ناتهͬ ای مجموعه X کنیم فرض

تفاضل و بسته متناهͬ اشتراک های تحت C اگر Xگوییم های مجموعه زیر از حلقه نیم ΁ی را C .١
باشد. C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر C عضو دو هر

بسته تفاضل و متناهͬ اجتماع های تحت C اگر گوییم X مجموعه های زیر از حلقه ΁ی را C .٢
باشد.

متناهͬ اشتراک های تحت C اگر گوییم X مجموعه های زیر از جبر) (نیم میدان نیم ΁ی را C .٣
باشد. C مجزای دو به دو اعضای از متناهͬ اجتماعͬ با برابر عضو هر م΄مل و بسته

م΄مل و شمارش پذیر اجتماع های Cتحت اگر Xگوییم های مجموعه زیر از σ‐میدان ΁ی Cرا .۴
باشد. بسته

ال·وهای اقلیدسͬ فضاهای سایر در آنها دکارتͬ حاصلضرب های و R در بازه ها از گوناگون های دسته
هستند. حلقه نیم برای مناسبی

مانند تابعͬ C روی اندازه ΁ی از منظور باشد، ها مجموعه زیر از دلخواه و ناتهͬ ای دسته C کنیم فرض
کند. صدق زیر شرایط در که به طوری است C دامنه با µ

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در A هر برای (١

به طوری Cباشد مجزای دوبه دو اعضای از نامتناهͬ) یا (متناهͬ ای دنباله ،{An, n ≥ ١} هرگاه (٢
.µ(∪∞

n=١An) =
∑∞

n=١ µ(An) آنگاه (∪∞
n=١An) ∈ C که

‐σ کوچ΄ترین شمول) رابطه  (برحسب باشد، X مجموعه های زیر از دلخواه دسته ای C کنیم فرض
σ(C) صورت به و ͬ نامیم م C توسط شده تولید میدان ‐σ را X مجموعه های زیر از C شامل میدان
کنیم فرض است. C شامل σ‐جبرهای تمام اشتراک σ(C) که است ذکر به لازم ͬ دهیم. م نشان
با و گوییم σ‐جبربورل را C توسط شده تولید σ‐جبر باشد. ها بازه تمام دسته  C و (Rn (یا X = R
هستند گویا اعداد a, b آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به ها بازه تمام دسته  ͬ دهیم. م نشان B

Bاند. مولد هم·ͬ باشند گویا اعداد آنها انتهای و ابتدا که شعاع هایی مجموعه  یا و

مجموعه های توسط شده تولید σ‐میدان توپولوژی΄ͬ فضای ΁ی در کلͬ به طور الف) .١ . ٢ . ١ ملاحظه
ͬ دهیم. م نشان B با و ͬ نامیم م بورل میدان ‐σ را باز

است. باز مجموعه های همه  حاوی که است σ‐میدانͬ کوچ΄ترین بورل، مجموعه های دسته  ب)



٣ پذیری اندازه و اندازه

X مجموعه های زیر از میدان) یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم سازه ای C کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
µ(A) < ∞ ،C در A هر برای هرگاه گوییم متناهͬ ،C روی را µ اندازه باشد. C روی اندازه ای µ و
طوری که به باشد داشته وجود C اعضای از {An, n ≥ ١} مانند دنباله ای هرگاه گوییم متناهͬ ‐σ و

.µ(An) <∞ ،n هر برای و X = ∪∞
n=١An

ای اندازه µ و X های مجموعه زیر از حلقه ای نیم H و ناتهͬ مجموعه ای X کنید فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
تعریف زیر صورت به را A خارجͬ اندازه X از A دلخواه مجموعه ی زیر برای باشد. H روی σ‐متناهͬ

ͬ کنیم. م
µ∗(A) = inf{

∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂ ∪n≥١In}

µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H برای الف) .۴ . ١ . ٢ ملاحظه
آن گاه باشد دلخواه دنباله ای {An}n≥١ اگر ب)

µ∗(∪n≥١An) ≤
∑
n≥١

µ∗(An).

باشیم داشته H در I هر برای اگر گوییم، اندازه پذیر (µ (یا µ∗ به نسبت را X از A مجموعه ی زیر

µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A).

اندازه پذیراند. H توسط شده تولید حلقه ی عضو هر و H عضو هر الف) .۵ . ١ . ٢ ملاحظه
داریم X از B دلخواه مجموعه زیر هر برای آنگاه باشد، اندازه پذیر µ∗ به نسبت A اگر ب)

µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A).

مجموعه ΁ی از متش΄ل که ،(X,A) زوج از است عبارت پذیر اندازه  فضای ΁ی از منظور .۶ . ١ . ٢ تعریف
پذیر اندازه مجموعه ی ΁ی را A عضو هر ͬ باشد. Xم مجموعه های زیر از A σ‐میدان Xو مانند ناتهͬ
µ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) که است (X,A, µ) سه تایی اندازه، فضای ΁ی از منظور ͬ نامیم. م

است. A σ‐میدان روی اندازه ΁ی
تقریبا است، شده تعریف (X,A, µ) اندازه  فضای اعضای تمام برای که خاصیتͬ گوییم .١ . ٢ . ٧ تعریف
پذیر اندازه نیستند، خاصیت آن دارای که نقاطͬ مجموعه  اگر تنها و اگر است برقرار (a.e.) یا ١ جا همه

باشند. صفر µ اندازه  دارای و
را f : (X,A) → (Rn, B) تابع باشد، اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) کنید فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف

باشیم داشته ،u ∈ B هر برای هرگاه گوییم اندازه پذیر ‐A یا اندازه پذیر

f−١(U) := {x ∈ X; f(x) ∈ U} ∈ A.
١Almost everywhere
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کوچ΄ترین ،Y توسط شده تولید FY σ‐ میدان ب·یرید. نظر در را Y : (Ω, F ) → (Rn, B) تابع
های مجموعه شامل Ω روی میدان ‐σ

Y −١(B); B ∈ B,

دی·ر عبارت به ͬ باشد، م

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

است. اندازه پذیر ،FY به نسبت Y وضوح به

انتگرال
با را A مجموعه  ی مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه ای مجموعه A اگر .١ . ٢ . ٩ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان χA

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ o.w.

متناهͬ مقادیرش تعداد که حقیقͬ، مقادیر و دلخواه دامنه با است تابعͬ ساده تابع .١ . ٢ . ١٠ تعریف
باشد. a١, a٢, . . . , an متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعͬ φ کنیم فرض است.
ها Ai که است روشن ،Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =

∑n
i=١ aiχAi

نوشت ͬ توان م
هستند. مجزا

به را µ اندازه ی به نسبت φ انتگرال اندازه پذیراند. Aiها ب·وییم اینکه با است معادل φ پذیری اندازه
ͬ کنیم. م تعریف زیر ∫صورت

X

φdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).

نامنفͬ و پذیر اندازه تابعͬ fو اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) ͬ کنیم م فرض .٠×∞ = ٠ ͬ کنیم م قرارداد
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روی f انتگرال ∫باشد.

A

fdµ = sup{
∫
A

φdµ : φ ≤ f},

است. نامنفͬ و ساده تابعͬ φ آن در که
دو به دو اعضای از دنباله ای A١, A٢, . . . و X روی اندازه پذیر تابع f کنیم فرض .١ . ٢ . ١١ ملاحظه

داشت خواهیم این صورت در .A = ∪∞
i=١Ai و باشد A ∫مجزای

A

fdµ =
∞∑
i=١

∫
Ai

fdµ.



۵ احتمال نظریه

هرگاه گوییم انتگرال پذیر ،A اندازه پذیر مجموعه روی f نا منفͬ و اندازه پذیر تابع .١ ∫قرارداد
A

fdµ <∞.

f− توابع f دامنه از x هر برای f با متناظر باشد، دلخواه دامنه با حقیقͬ تابعͬ f اگر .١ . ٢ . ١٢ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را f+ و

f−(x) = max{−f(x),٠} , f+(x) = max{f(x),٠}.

تابع هر یعنͬ ،f = f+−f− این صورت در ͬ نامیم. م f مثبت جزء و منفͬ جزء ترتیب به را f+ و f−

.| f |= f++f− داریم همچنین نوشت. نا منفͬ اندازه پذیر تابع دو تفاضل به صورت ͬ توان م را اندازه پذیر
اندازه پذیرند. نیز f+ و f− آن گاه باشد، اندازه پذیر f اگر است روشن

را است شده تعریف X روی که f تابع باشد. اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) کنید فرض .١ . ٢ . ١٣ تعریف
تعریف A ∈ A هر برای این صورت در باشند. متناهͬ دو هر ∫ f+ و ∫ f− هرگاه گوییم، انتگرال پذیر

ͬ کنیم ∫م
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ.

احتمال نظریه ١ . ٣
به احتمال نظریه دی·ر، عبارت به است. ریاضیات دیدگاه از احتمالͬ رویداد های مطالعه احتمال نظریه 
متغیر های را احتمال تئوری هسته دارد. سروکار تصادفͬ وقایع تحلیل با که گویند ریاضیات از ای شاخه
پدیده های توضیح بر علاوه احتمال نظریه ͬ دهند. م تش΄یل پیشامد ها و تصادفͬ فرآیند های و تصادفͬ
نتایج آزمایش دفعات زیاد تکرار با ولͬ نیستند تصادفͬ لزوماً که ͬ پردازد م پدیده هایی بررسͬ به تصادفͬ
احتمال ͬ توانیم م آزمایش تکرار با تاس یا س΄ه پرتاب آزمایش در مثلا́ ͬ کنند، م پیروی مشخص ال·ویی از

دهیم. قرار بررسͬ مورد و بزنیم حدس را مختلف پدیده های وقوع

Ω ،P (Ω) = ١ که طوری به (Ω,F , P ) اندازه ی فضای از است عبارت احتمال فضای .١ . ٣ . ١ تعریف
ͬ نامیم. م احتمال اندازه را P و پیشامد را F اعضای نمونه، فضای را

.P (A) = ٠ هرگاه ͬ نامیم م P‐ پوچ را A ∈ F مجموعه ی .١ . ٣ . ٢ تعریف
زیر مجموعه های تمام شامل F هر گاه ͬ نامیم م تام یا کامل را (Ω,F , P ) احتمال فضای .١ . ٣ . ٣ تعریف

باشد. P‐ پوچ مجموعه  هر
مجموعه  هر مجموعه های زیر کردن اضافه با ͬ توان م را (Ω,F , P ) احتمال فضای هر روشنͬ، به

نمود. کامل F به P‐ پوچ
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رخ ٢ یقین به قریب A یا ͬ دهد م رخ ١ احتمال با A پیشامد ͬ گوییم م P (A) = ١ اگر .۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ دهد. م

زیر باشند. پذیر اندازه فضاهای (Ωn,Fn) ، . . . ،(Ω٢,F٢) ،(Ω١,F١) کنید فرض .۵ . ١ . ٣ تعریف
. . . ،F٢ ⊆ Ω٢ ،F١ ⊆ Ω١ رابرای Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn از F١ × F٢ × · · · × Fn های مجموعه
پذیر اندازه گوشه  راست Fn ∈ Fn ،. . . ، F٢ ∈ F٢ ،F١ ∈ F١ برای و گوشه راست Fn ⊆ Ωn و
‐σ است. Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn روی میدان نیم ΁ی پذیر، اندازه راست گوشه های دسته  ͬ نامیم. م
σ‐میدان را اندازه پذیر راست گوشه های میدان نیم توسط Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn در تولیدشده میدان

ͬ دهیم. م نشان F١ ⊗F٢ ⊗ · · · ⊗ Fn نماد با و نامیده حاصلضربی
اندازه پذیر گوشه های راست نیم حلقه Pروی اندازه Fiباشد، روی اندازه ΁یPi ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به

P (F١ × F٢ × · · · × Fn) = P١(F١)× P٢(F٢)× · · · × Pn(Fn).

این الحاقͬ σ‐میدان باشد. F σ‐میدان های زیر از ای دسته {Uα, α ∈ I} گیریم .۶ . ١ . ٣ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به σ‐میدان ها از ∨دسته

α∈I

Uα = σ(
∪
α∈I

Uα)

اقلیدسͬ فضاهای روی مفروض توپولوژی و احتمال فضای (Ω, F, P ) از منظور جا همه پس، این از
بورل σ‐میدان نشانگر B و است بورل میدان ‐σ آنها روی مفروض میدان ‐σ و استاندارد توپولوژی

است. R روی
µ٢ اندازه به نسبت را µ١ اندازه باشند. (X,A) روی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض .١ . ٣ . ٧ تعریف

هرگاه ،µ١ ≪ µ٢ ͬ نویسیم م و گوییم پیوسته مطلقا
∀A ∈ A (µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠).

(X,A) روی σ‐متناهͬ اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض (٣ رادون‐نی΄ودیم مشتق ) .١ . ٣ . ٨ قضیه
به طوری که دارد وجود X روی f نا منفͬ و اندازه پذیر تابع .µ١ ≪ µ٢ به طوری که باشند

∀A ∈ A, µ١(A) =

∫
A

f dµ٢.

ریاضͬ تصادفͬ‐امید متغیر ١ . ٣ . ١
مفروض σ‐میدان و استاندارد توپولوژی اقلیدسͬ فضاهای روی مفروض توپولوژی رساله این سراسر در

است. بورل σ‐میدان آنها روی
٢almost surely
٣Radon-Nikodym Derivation
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تصادفͬ متغیر (Ω,F) روی پذیر اندازه و حقیقͬ تابع هر باشد، احتمال فضایی (Ω,F , P اگر(
ͬ شود. م نامیده

ͬ کنیم. م استفاده X,Z, U, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفͬ متغیرهای دادن نشان برای معمولا
فضای آن دامنه  که اندازه پذیر است تابعͬ ،X = (X١, X٢, . . . , Xn) n‐بعدی تصادفͬ بردار

داریم A ∈ Bn هر برای یعنͬ است Rn در آن مقادیر و (Ω,F , P ) احتمال
{ω : X(ω) ∈ A} = {(X١, X٢, . . . , Xn) ∈ A} ∈ F ,

است. Rn روی بورل σ‐میدان ،Bn آن در که
بانماد که X توسط شده تولید میدان ‐σ باشد، تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١ . ٣ . ٩ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ͬ شود م داده نشان FX یا σ(X)

FX = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B}

را آن که X توزیع تابع باشد، (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیری X اگر .١ . ٣ . ١٠ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ،x حقیقͬ عدد هر برای ͬ دهیم، م نشان FX با

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع که است B روی X توسط القاشده اندازه  PX آن در که
باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١ . ٣ . ١١ تعریف

ͬ دهیم. م نشان E(X) نماد با و ͬ گوییم م X ریاضͬ امید را ∫
Ω
XdP

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت طبیعͬ به طور g(X) مثل تصادفͬ، متغیر ΁ی از تابعͬ ریاضͬ امید

E(g(X)) =

∫
Ω

g(X)dP.

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان σ٢(X) با Xرا تصادفͬ متغیر واریانس .١ . ٣ . ١٢ تعریف
σ٢(X) = E

[
(X − E(X))٢

]
.

آن گاه ∫
Ω

|f (X(ω)) |P (ω) <∞ و باشد اندازه پذیر f : R → R اگر کلͬ طور به

E [f(X)] :=

∫
Ω

f (X(ω)) P (ω) =

∫
R

f(x)PX(x).

متغیر دو (اگر ͬ نامیم. م کواریانس را تصادفͬ متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه .١ . ٣ . ١٣ تعریف
آنها ریاضͬ امید که Y و X تصادفͬ متغیرهای برای شد) خواهد واریانس برابر کواریانس باشند ی΄ͬ

با است برابر کواریانس هستند E[Y ] = ν و E[X] = µ

cov(X, Y ) = E[(X − E(X)).(Y − E(Y ))] = E[(X − µ)(Y − ν)]

ͬ شود. م صفر آنها کواریانس باشند، ناهمبسته تصادفͬ متغیر دو چنان که
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کواریانس خواص
cov(X,X) = var(X) .١

cov(X, Y ) = cov(Y,X) .٢
a, b, c, d ∈ R هر برای .٣
cov(X, a) = ٠ (آ)

cov(aX, bY ) = abcov(X, Y ) (ب)
cov(X + a, Y + b) = cov(X, Y ) (ج)

عدد ΁ی r (که E(Xr) آن گاه باشد، fX(x) احتمال تابع با تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر .١۴ . ١ . ٣ تعریف
ͬ گوییم. م مبدا پیرامون r‐ام مرتبه گشتاور را است) طبیعͬ

با را X گشتاور مولد تابع باشد، fX(x) احتمال تابع با تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر .١۵ . ١ . ٣ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان MX(t) علامت
MX(t) = E(etX)

هرگاه است مستقل (Ω,F , P ) مفروض احتمال فضای از B و A پیشامد دو .١۶ . ١ . ٣ تعریف
P (A ∩B) = P (A) · P (B).

‐σ هر گاه گوییم مستقل را X, Y : (Ω, F, P ) → (R, B) تصادفͬ متغیر دو .١ . ٣ . ١٧ تعریف
A ∈ FX هر برای که معنا این به باشند، مستقل FY و FX یعنͬ Y و X توسط شده تولید  میدان های

باشیم. داشته B ∈ FY و
P (A ∩B) = P (A) · P (B),

(FX = {X−١(B) : B ∈ B})

صورت این در باشند، مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X کنید فرض
E(XY ) = E(X)E(Y ).

هرگاه گوییم انتگرال پذیر را X تصادفͬ متغیر .١ . ٣ . ١٨ تعریف
EX <∞

باشد. متناهͬ X تصادفͬ متغیر ریاضͬ امید دی·ر عبارت به باشد،
ͬ باشد. م EX <∞ آن گاه باشد، E(|X|) <∞ اگر .١ . ٣ . ١٩ نتیجه

است، انتگرال پذیر X تصادفͬ متغیر که ͬ گیریم م نتیجه ١ . ٣ . ١٩ نتیجه و ١ . ٣ . ١٨ تعریف به توجه با
باشد. انتگرال پذیر |X| اگر
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΃لب تسلطͬ هم·رایی قضیه و فاتو لم ١ . ٣ . ٢
ͬ باشد. م [٢٠] ͽمرج از بخش این مطالب

آن گاه باشد، نامنفͬ تصادفͬ متغیر های از دنباله ΁ی {Xn;n ≥ ١} کنید فرض فاتو۴) (لم .١ . ٣ . ٢٠ لم
E(lim infn→∞Xn) ≤ lim infn→∞E(Xn)

متغیر های به را انتگرال پذیری فرضیه که تفاوت این با ͬ کنیم، م بیان فاتو لم مشابه ای قضیه اکنون
ͬ کنیم. م بیان را نتیجه و داده نسبت تصادفͬ

به طوری که باشند انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر دو Z و Y اگر .١ . ٣ . ٢١ قضیه
Y ≤ Xn ≤ Z

آن گاه
E(lim inf

n→∞
Xn) ≤ lim inf

n→∞
E(Xn) ≤ lim sup

n→∞
E(Xn) ≤ E(lim sup

n→∞
Xn)

که باشد، |Xn| ≤ Y ،n هر برای کنید فرض (۵΃لب تسلطͬ هم·رایی (قضیه .١ . ٣ . ٢٢ قضیه
باشیم داشته ،n→ ∞ ͬ که زمان و است EY <∞

Xn → X a.s.

این صورت در
E|Xn −X| → ٠

خاص حالت در و
EXn → EX.

داریم. را زیر رابطه Xn → X و |Xn| ≤ Y از برهان.
|Xn| − |X| ≤ |Xn −X| ≤ |Xn|+ |X| ≤ ٢Y ⇒ −٢Y︸ ︷︷ ︸

Y

≤ Xn −X︸ ︷︷ ︸
Xn

≤ ٢Y︸︷︷︸
Z

داریم. را زیر رابطه ١ . ٣ . ٢١ قضیه کارگیری به با حال
E
(
lim inf
n→∞

(Xn −X)
)

︸ ︷︷ ︸
٠

≤ lim inf
n→∞

E(Xn −X)

≤ lim sup
n→∞

E(Xn −X)

≤ E

(
lim sup
n→∞

(Xn −X)

)
︸ ︷︷ ︸

٠

(١ . ١)

۴Fatou,s Lemma
۵The Lebesgue Dominated Convergence Theorem



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٠

نتیجه در
lim
n→∞

E(Xn −X) = ٠ ⇒ E(Xn) → E(X) (١ . ٢)
فوق آمده دست به نتایج هم باز باشیم، داشته را −٢Y ≤ Xn −X ≤ ٢Y رابطه هم اگر علاوه به

که صورت  این به است، برابر
lim
n→∞

E(Xn −X) = ٠ (١ . ٣)
که داریم (١ . ٣) و (١ . ٢) روابط از آخر در

E|Xn −X| → ٠.

تصادفͬ فرآیند ١ . ٣ . ٣
روی مفروض میدان ‐σ همچنین است. (Ω, F, P ) مفروض احتمال فضای بخش این سراسر در
احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر های از {Xt}t∈I خانواده  است. بورل میدان ‐σ اقلیدسͬ فضاهای
یا پذیر شمارش ͬ تواند م I اندیس گذار (مجموعه  ͬ نامیم م ۶ تصادفͬ فرآیند را (Ω, F, P ) مشترک

باشد). ناپذیر شمارش
،t ∈ T هر ازاء به یعنͬ، است. تصادفͬ متغیر های از خانواده ای {X(t), t ∈ T} تصادفͬ فرآیند
در ٧ فرآیند حالت را X(t) و نامیده زمان را T اندیس گذار مجموعه است. تصادفͬ متغیر ΁ی X(t)

اگر و نامیده، ٨ زمان گسسته را فرآیند باشد، شمارا T اندیس گذار مجموعه اگر ͬ خوانیم. م t زمان
ͬ کند م اختیار X(t) تصادفͬ متغیر که مقادیری ͬ نامیم. م ٩ زمان پیوسته را فرآیند باشد پیوسته T
نمو های دارای فرآیند گوییم باشد. پیوسته یا گسسته ͬ تواند م فضا این و نامیده ١٠ حالات فضای را
متغیر های ،t٠ < t١ < t٢ < · · · < tn مانند اندیس ها از دنباله هر ازاء به هرگاه است، ١١ مستقل
گوییم و بوده، هم از مستقل X(t١) − X(t٠), X(t٢) − X(t١), . . . , X(tn) − X(tn−١) تصادفͬ
ثابت توزیع دارای T به متعلق های t تمامͬ برای X(t+ s)−X(t) اگر است ١٢ ایستا نمو های دارای

باشد.

شرطͬ امید ۴ . ١ . ٣
تصادفͬ، متغیری Y و F از σ‐ میدانͬ Dزیر کنید فرض و باشد احتمال فضایی (Ω, F, P ) کنید فرض
است (Ω,F) روی D‐ اندازه پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی D شرط به Y امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ

۶Stochastic Process
٧Process State
٨Discrete-Time
٩Continuouse-Time

١٠State Space
١١Independent Increment
١٢Stationary Increment
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داریم و ͬ دهیم م نشان E(Y |D) با را آن که

∀D ∈ D,

∫
D

E(Y |D)dP =

∫
D

Y dP.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به شرطͬ امید ، Y دلخواه انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر برای

E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω),٠} و Y +(ω) = max{Y (ω),٠} ،ω هر برای آن در که
شرطͬ امید خواص

آن گاه X ≥ ٠ اگر .١
E(X|D) ≥ ٠, a.s.

.E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s. .٢

a ∈ R هر برای .٣
E(aX|D) = aE(X|D), a.s.

آنگاه D = {Ω, ∅} اگر .۴
E(X|D) = E(X), a.s.

D١ ⊆ D٢ اگر .۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.

.۶
E(E(X|D)) = E(X), a.s.

مارکف فرآیند ۴ . ١
هرگاه گویند مارکف را تصادفͬ فرآیند ΁ی هستند، تصادفͬ فرآیند های از مهم رده ای مارکف فرآیند های

ͬ گوییم. م بی حافظه فرآیند را آن اصطلاحاً و باشد نداشته بستگͬ آن گذشته به فرآیند آینده
کرد. بیان زیر صورت به ͬ توان م T = {٠,١,٢, . . . } برای را مارکف شرط

P (Xn+١ = j|Xn = in, Xn−١ = in−١, . . . , X٠ = i٠) = P (Xn+١ = j|Xn = in)

΁ی در j به i از وضعیت تغیر احتمال آن به که احتمال این .i٠ و . . . و in−و١ i و j و n مقدار هر برای
دارد. بستگͬ n به کلͬ حالت در ͬ شود، م گفته ای) مرحله ΁ی انتقال احتمال (یا گام
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ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را تصادفͬ وزنͬ مجموع .١ . ۴ . ١ تعریف

W =
∞∑
n=١

θnXn,

با ی΄سان توزیع دارای و مستقل و نا منفͬ تصادفͬ متغیر های از دنباله ای {Xn, n ≥ ١} آن در که
از مستقل و نا منفͬ تصادفͬ متغیر های از دی·ر دنباله ای {θn, n ≥ ١} و باشد B مشترک توزیع تابع

باشد. {Xn, n ≥ ١}

توزیع چند یاد آوری ١ . ۴ . ١
به را آماری توزیعͬ که ͬ شود م اطلاق تابعͬ به احتمال چ·الͬ تابع احتمالات و آمار در .٢ . ۴ . ١ تعریف

است. زیر به صورت آن ریاضͬ تعریف که است غیرمنفͬ تابع این مقدار دهد. نمایش انتگرالͬ ش΄ل
توزیع و است شده تعریف (X,A) اندازه فضای در آن مقدار که ب·یرید نظر در را X تصادفͬ متغیر
به (X,A) در µ ͽمرج اندازه به نسبت X چ·الͬ آن گاه است، (X,A) در X ∗ P اندازه آن احتمال

ͬ شود. م تعریف زیر ش΄ل به نی΄ودیم رادون‐ مشتق واسطه

f =
dX ∗ P
dµ

.

با اندازه گیری قابل تابع هر ͬ تواند م f ، A ∈ A اندازه پذیر مجموعه هر ازای به دی·ر، عبارتͬ به
باشد. زیر ویژگͬ

P [X ∈ A] =

∫
X−١A

dP =

∫
A

fdµ.

ͬ تواند م احتمال چ·الͬ تابع ͬ شود، م داده نسبت گسسته تصادفͬ متغیر ΁ی به که احتمالͬ خلاف بر
کند. اختیار نیز را ١ از بیشتر مقادیر

تصادفͬ متغیر دو این مجموع باشند. هم از مستقل تصادفͬ متغیر دو Y Xو کنیم فرض .٣ . ۴ . ١ تعریف
تعریف طبق باشد. S توزیع تابع دهنده ی نشان FS(s) کنیم فرض ͬ دهیم. م نشان S = X + Y با را

داریم توزیع تابع
FS(s) = P (S ≤ s) = P (X + Y ≤ s).

کل احتمال قانون طبق باشند، نامنفͬ مقادیر با گسسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر
داریم.

FS(s) =
∑
Y≤s

P (X + Y ≤ s | Y = y)P (Y = y)

=
∑
Y≤s

P (X ≤ s− y | Y = y)P (Y = y).
(۴ . ١)

بنویسیم. زیر صورت به را اخیر مجموع ͬ توانیم م Y و X استقلال به توجه با
FS(s) =

∑
Y≤s

FX(s− y)fY (y). (۵ . ١)



١٣ مارکف فرآیند

کرد. محاسبه زیر ش΄ل به ͬ توان م را توزیع تابع این نظیر احتمال تابع

fS(s) =
∑
Y≤s

fX(s− y)fY (y).

حالت این برای مشابه به طور باشند نامنفͬ و پیوسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض اگر حال
داریم.

FS(s) =

∫ s

٠
P (X ≤ s− y | Y = y)fY (y)dy

FS(s) =

∫ s

٠
FX(s− y)fY (y)dy

fS(s) =

∫ s

٠
fX(s− y)fY (y)dy.

(۶ . ١)

از و ͬ شوند م نامیده FY (y) و FX(x) توزیع توابع دوتایی ١٣ پیچش (۶ . ١) و (۵ . ١) روابط احتمال در
یا احتمال توابع از جفت ΁ی برای ͬ توان م را پیچش ͬ کنیم. م استفاده FS(s) به جای FX ∗ FY نماد
S = X١ + به صورت را مستقل تصادفͬ متغیر n مجموع اگر حال کرد. تعریف احتمال چ·الͬ توابع
X١+X٢+ · · ·+Xk توزیع تابع F (k) Xiو توزیع تابع Fi کنیم فرض و ب·یریم نظر +X٢در · · ·+Xn

داریم. را زیر رابطه باشد،
F (٢) = F٢ ∗ F (١)

F (٣) = F٣ ∗ F (٢)

F (۴) = F۴ ∗ F (٣)

...
F (n) = Fn ∗ F (n−١)

(١ . ٧)

F توزیع تابع با توزیع هم و مستقل تصادفͬ متغیر n مجموع X١ + X٢ + · · · + Xn اگر حال
داریم. را زیر رابطه باشد،

F (n)(S) = F n∗(S).

ͬ دهد. م نمایش را خودش با F (x) ام n پیچش F n∗(S)

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را F ٠∗(S) .۴ . ۴ . ١ تعریف

F ٠∗(S) =

١ اگر S ≥ ٠

٠ اگر S < ٠.
(١ . ٨)

هم شاخه های از ١۵ گوشه راست توزیع یا ١۴ پیوسته ی΄نواخت توزیع احتمال، و آمار نظریه در .۵ . ۴ . ١ تعریف
احتمال توزیع این تحت شاخه عضو هر فواصل تمام طول همچنین است. متقارن احتمال توزیع های

١٣Convolution
١۴Continuous Uniform Distribution
١۵Rectangular Distribution
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توزیع مختصر ش΄ل ͬ شود. م تعریف هستند، بیشینه و کمینه که b و a مقدار دو با کران است. ی΄سان
ͬ باشد. م چنین پیوسته ی΄نواخت توزیع احتمال چ·الͬ تابع است. U(a, b) به صورت اغلب

f(x) =

 ١
b−a

برای a ≤ x ≤ b,

٠ برای x < a یا x > b

است. زیر ش΄ل به آن نمودار همچنین

پیوسته ی΄نواخت توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ١ ش΄ل

ͬ باشد. م زیر احتمال چ·الͬ تابع دارای که است پیوسته توزیعͬ نمایی توزیع .۶ . ۴ . ١ تعریف

f(x, λ) =

λe−λx , x ≥ ٠,

٠ , x < ٠.
(١ . ٩)

گاما توزیع از خاصͬ حالت نمایی توزیع ͬ باشد. م توزیع ریاضͬ) (امید میانگین وارون آن در λ پارامتر که
ͬ باشد. م θ = ١

λ
برابر مقیاس پارامتر و k = ١ برابر ش΄ل پارامتر آن در که است ١٧ ١۶

ͬ شود. م استفاده خاص پیشامد ΁ی رخداد برای لازم زمان مدت زدن تخمین در بیشتر نمایی توزیع از
تماس ΁ی دریافت جنگ، ΁ی آغاز لرزه، زمین ΁ی رخداد تا اکنون) هم (از لازم زمان مدت نمونه، برای
هم·ن پواسون فرآیند از پدیده ای هرگاه ͬ باشند. م نمایی توزیع با تصادفͬ متغیر های اشتباه، تلفنͬ
طبیعͬ به طور پواسون فرآیند در رویداد دو بین زمان کننده توصیف به عنوان نمایی توزیع کند پیروی
در بیشتر رو این از و دارد بی حافظ·ͬ خاصیت که است پیوسته ای توزیع تنها نمایی توزیع ͬ شود. م ظاهر
ساختن آسان و کردن مدل سازی برای توزیع این از همچنین ͬ شود. م گرفته به کار احتمال مسائل حل
رویدادهایی که کرد تفسیر این طور ͬ توان م را تابع ویژگͬ این ͬ کنند. م استفاده واقعͬ مسائل حل شیوه

بدهیم. قرار زمان مبدا را بعد به حال زمان از و نگیریم نظر در ͬ توانیم م افتاده، اتفاق گذشته در که را
ͬ دهد. م نشان را نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع زیر ش΄ل

١۶Gamma Distribution
عددی k اگر ͬ باشد. م kش΄ل پارامتر θو مقیاس پارامتر دو دارای و است پیوسته احتمالͬ توزیع های از ی΄ͬ گاما ١٧توزیع

. ١
θ پارامتر با نمایی توزیع با تصادفͬ kمتغیر مجموع با است معادل گاما توزیع آنگاه باشد طبیعͬ
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نمایی توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ٢ ش΄ل

کل تعداد N(t) هر گاه گوییم، شمارشͬ فرآیند ΁ی را {N(t) : t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .٧ . ۴ . ١ تعریف
کند. صدق زیر شرایط در و داده اند رخ t زمان تا که باشد پیشامدهایی

ͬ کند، م اختیار را نامنفͬ صحیح مقادیر N(t) (١
،N(s) ≤ N(t) آنگاه s ≤ t اگر (٢

ͬ دهند. م رخ (s, t] زمانͬ فاصله در که است پیشامدهایی تعداد N(t)−N(s)برابر ، s < tبرای (٣
برای qn = P (N = n) احتمال تابع با شمارشͬ تصادفͬ متغیر N که کنیم فرض .٨ . ۴ . ١ تعریف
تصادفͬ متغیر های از ای دنباله {Xn;n = ١,٢, . . . } کنیم فرض همچنین باشد.  n = ٠,١,٢, . . .
S = تصادفͬ مجموع توزیع باشند. N از مستقل و F توزیع تابع با هم توزیع و مستقل و نامنفͬ
S توزیع تابع .S = ٠ آنگاه N = ٠ اگر آن، در که ͬ نامیم م مرکب توزیع را X١ +X٢ + · · · +XN

ͬ آید. م دست به زیر صورت به کل احتمال قانون طبق

FS(x) = P (S ≤ x) =
∞∑
n=٠

P (S ≤ x | N = n)P (N = n)

=
∞∑
n=٠

P (X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x)P (N = n)

(١ . ١٠)

داریم (٣ . ۴ . ١) تعریف طبق

P (X١ +X٢ + · · ·+Xn ≤ x) = F ∗ F ∗ · · · ∗ F (x) = F n∗(x).

باشد، پواسون توزیع دارای N اگر مثال برای ͬ گیرند. م N توزیع نام از را مرکب توزیع نام معمولا
بود. خواهد مرکب پواسون توزیع دارای S

هرگاه گوییم λ ≥ ٠ پارامتر با پواسون فرآیند ΁ی را {N(t), t ≥ ٠} شمارشͬ فرآیند .٩ . ۴ . ١ تعریف
باشیم داشته

،N(٠) = ٠ (١
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و s ≤ t زمانͬ مقدار هر و k صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مانا نموهای دارای Nt فرآیند (٢
P [N(t+∆)−N(t) = k] = P [N(s+∆)−N(s) = k], باشیم داشته ∆ > ٠

زمانͬ مقادیر و k > ٠ صحیح مقدار هر برای یعنͬ باشد مستقل نمو های دارای Nt فرآیند (٣
و . . . و N(t٢) − N(t١) و N(t١) − N(t٠) تصادفͬ متغیرهای ٠ ≤ t٠ ≤ t١ ≤ · · · ≤ tk

باشند. مستقل هم از دو به دو N(tk)−N(tk−١)

است. زیر شرح به پواسون فرآیند  مهم خاصیت دو .١٠ . ۴ . ١ نتیجه
توزیع دارای t طول به زمانͬ فاصله ی در پیشامد ها تعداد {N(t), t ≥ ٠} پواسون فرآیند هر در (١

داریم. را زیر رابطه s, t ≥ ٠ هر برای یعنͬ ͬ باشد م λt پارامتر با پواسون

P [N(t+ s)−N(s) = n] = e−λt (λt)
n

n!
n = ٠,١,٢, . . .

دومین اولین، وقوع زمان های دهنده ی نشان ترتیب به ٠ < T١ < T٢ < . . . کنیم فرض (٢
یعنͬ پیشامد دو بین زمان های تصادفͬ متغیر که ͬ شود م ثابت صورت این در باشند پیشامد و...
با نمایی ی΄سان توزیع دارای و مستقل ،λ پارامتر با پواسون فرآیند هر در Wi = Ti − Ti−١

هستند. ١
λ

میانگین

پواسون توزیع احتمال چ·الͬ تابع :١ . ٣ ش΄ل

بتوان هرگاه گوییم، ١٨ مرکب پواسون فرآیند ΁ی را {X(t), t ≥ ٠} تصادفͬ فرآیند .١١ . ۴ . ١ تعریف
΁ی {N(t), t ≥ ٠} آن در که داد، نشان X(t) =

∑N(t)
i=١ Yi به صورت t ≥ ٠ هر ازاء به را آن

فرآیند و هستند، هم توزیع و مستقل متغیر های از خانواده ای {Yi, i = ١,٢, . . . } و پواسون فرآیند
به X(t) واریانس و میانگین ͬ شوند. م فرض مستقل {Yi, i = ١,٢, . . . } دنباله و {N(t), t ≥ ٠}

.V ar[X(t)] = λtE[Y ٢] و E[X(t)] = λtE[Y ] از عبارتند ترتیب

تجدید نظریه
١٨Compound Poisson Process



١٧ مارکف فرآیند

زمان های به را پواسون فرآیند های که است احتمال نظریه از شاخه ای ١٩ تجدید نظریه .١٢ . ۴ . ١ تعریف
ͬ دهد. م عمومیت اختیاری نگهداری

پواسون فرآیند در ورود دو بین زمان های که ͬ دانیم م است. پواسون فرآیند یافته تعمیم ، ٢٠ تجدید فرآیند
فرآیندی که است آن طبیعͬ تعمیم ΁ی هستند. نمایی توزیع با توزیع هم و مستقل تصادفͬ متغیر های
باشند. دلخواه توزیع با و توزیع هم و مستقل ورود، دو بین زمان های آن در که ب·یریم نظر در را شمارشͬ

ͬ نامند. م تجدید فرآیند ΁ی را شمارشͬ فرآیند چنین
و مستقل نامنفͬ تصادفͬ متغیر های از دنباله ای {Xn, n = ١,٢, . . . } کنید فرض صوری، نظر از
.F (٠) = P{Xn = ٠} < ١ ͬ کنیم م فرض بدیهͬ موارد از اجتناب برای باشند، F مشترک توزیع با

کنید فرض ͬ کنیم. م تعبیر ‐ام n پیشامد زمان به عنوان را Xn

µ = E[Xn] =

∫ ∞

٠
xdF (x)

ͬ شود م نتیجه ،F (٠) < ١ و Xn ≥ ٠ پذیره های از باشد، پیاپی پیشامد های بین زمان میانگین
ͬ دهیم م قرار ،٠ < µ ≤ ∞

S٠ = ٠, Sn =
n∑

i=١
Xi, n ≥ ١.

بزرگترین برابر t زمان تا پیشامد ها تعداد که چون است. پیشامد امین n زمان Sn صورت این در که
زمان تا پیشامد ها تعداد ،N(t) است. داده روی t زمان از قبل ام n پیشامد آن ازاء به که است n مقدار

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت t

N(t) = sup{n;Sn ≤ t} (١ . ١١)

را تجدید ها و پیشامد ها اصطلاحات ͬ نامند. م تجدید فرآیند ΁ی را {N(t), t ≥ ٠} شمارشͬ فرآیند
چون است. داده روی Sn زمان در تجدید امین n که ͬ گوییم م بنابراین و ͬ بریم، م به کار ی΄دی·ر به جای
لحاظ از فرآیند تجدید، هر در که ͬ شود م نتیجه هستند، هم توزیع  و مستقل ورودی بین زمان های

ͬ شود. م شروع نو از احتمالاتͬ

براونͬ حرکت
متغیر های از خانواده ای یعنͬ است. تصادفͬ فرآیند ΁ی تجدید، فرآیند از مثالͬ به عنوان ٢١ براونͬ حرکت
احتمال فضای ΁ی روی هم·ͬ و است شده اندیس گذاری نامنفͬ حقیقͬ اعداد مجموعه با که تصادفͬ
همچنین است. مستقل و ایستا نمو های با مارکفͬ خاصیت دارای فرآیند این شده اند. تعریف مشترک

ندارد. مشتق نقطه ای هیچ در که است پیوسته ای مسیر های دارای

١٩Renewal Theory
٢٠Renewal Process
٢١Brownian Motion



اولیه مفاهیم و تعاریف ١٨

اگر گوییم وینر) (فرآیند استاندارد براونͬ حرکت ΁ی را {W (t), t ≥ ٠} تصادفͬ فرایند .١٣ . ۴ . ١ تعریف
W؛ (٠) = ٠ (١

باشد؛ t− s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای s ≤ t برای W (t)−W (s) (٢
برای W (t٢)−W (t١),W (t٣)−W (t٢), . . . ,W (tn)−W (tn−١) تصادفͬ متغیر های (٣

است). مستقل نمو های دارای W (t) (گوییم باشند مستقل t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn

داشت خواهیم s < t برای فوق تعریف با
E[W (t)W (s)] = E[(W (t)−W (s) +W (s))W (s)]

= E[(W (t)−W (s)]E[W (s)] + E[W (s)٢] = ٠ + s = s

.s, tنیمم ͬ م = t ∧ s آن در که E[W (t)W (s)] = t ∧ s بنابراین
است. شده آورده [١] ͽمرج از فوق تعریف

تولید جدید فرآیند ΁ی بار هر که ͬ دهد م نشان ٨ تکرار با را استاندارد براونͬ حرکت شبیه سازی زیر ش΄ل
ͬ کنند. م حرکت به شروع صفر نقطه از آنها همه و ͬ شود م

استاندارد براونͬ حرکت شبیه سازی :۴ . ١ ش΄ل



٢ فصل
و آماری توزیع های از خانواده چند معرفͬ

آن با مرتبط مفاهیم و قضایا بررسͬ

آن ها خواص بررسͬ و سنگین دم توزیع های دم، تابع ٢ . ١
ͬ کنند. م ایفا تصادفͬ سیستم های از بسیاری تحلیل و تجزیه در را عمده ای نقش ١ سنگین دم توزیع های
ارتباطات، و کامپیوتری شب΄ه های به مدل ورودی های بودن دقیق برای اغلب توزیع ها این مثال، برای
شمار به اساسͬ بخش ΁ی خطر فرآیند های از بسیاری در همچنین آنها ͬ باشند. م نیاز مورد و ضروری
و ͬ گیرد م را مثبت مقادیر تنها تصادفͬ متغیر که فیزی΄ͬ مسائل بیشتر در توزیع ها این ͬ آیند.کاربرد م
کاربرد ها این از خاصͬ است.مثال مسلم ͬ شود، م مورب راست سمت به خاصͬ به صورت ٣ ٢ هیستوگرام
مطالعه در همچنین داده هاست. کلͬ موقعیت سازی مدل برای باران قطرات اندازه سازی مدل در
΁ترافی در دسترسͬ قابل بسامدهای و ورودی‐میانͬ زمان در داده ها تحلیل و تجزیه و باد سرعت
علوم داده های ،΁فیزی در آنها تناسب برای زیادی آماری شواهد دارند. کاربرد جهانͬ گسترده شب΄ه
، ۴ پارتو توزیع به ͬ توان م توزیع ها، از خانواده  این از مثال هایی عنوان به دارد. وجود اقتصاد و زمین

١Heavy Tailed Distributions
٢Histogram

داده ها ͬ توان م آن ΁کم به و ͬ شود م رسم دسته هایی در داده ها فراوانͬ اساس بر که است میله ای نموداری نما، ٣بافت

کرد. تشریح را
۴Pareto Distribution



آن با مرتبط مفاهیم و قضایا بررسͬ و آماری توزیع های از خانواده چند معرفͬ ٢٠

[٢٣ ،٢٢] کرد. اشاره ٧ کوشͬ توزیع و از١) کوچ΁ تر م΄ان پارامتر (با ۶ ویبال توزیع ، ۵ نرمال ΃ل توزیع
ͬ باشند. م [٢٢] ͽمرج از زیر تعاریف

x هر برای ͬ دهیم، م نشان F̄ نماد با را آن که حقیقͬ اعداد مجموعه روی F ٨ دم تابع .٢ . ١ . ١ تعریف
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت حقیقͬ

F̄ (x) = F (x,∞) = P (X > x)

است. زیر به صورت آن نموار و

دم تابع :٢ . ١ ش΄ل

هرگاه است بی کران راست از x هر برای F همچنین

F̄ (x) > ٠.

انباشتگͬ مقدار تجمعͬ، توزیع تابع خلاف بر تابع این ͬ آید، بر م دم تابع تعریف از که همان طور
ͬ نماید. م محاسبه مربوطه، توزیع احتمال چ·الͬ تابع نمودار از ، x نقطه راست سمت در را احتمال

΁ی بودن قله ای میزان کننده توصیف ٩ کشیدگͬ یا برجستگͬ احتمالات نظریه و آمار در .٢ . ١ . ٢ تعریف
است. ماکزیمم نقطه در منحنͬ تیزی از معیاری کشیدگͬ دی·ر عبارت به است. احتمالͬ توزیع

باشیم داشته اگر ͬ نامیم، م سنگین دم حقیقͬ اعداد مجموعه ی روی را F توزیع .٢ . ١ . ٣ تعریف

∀ λ > ٠
∫ +∞

−∞
eλxd(F (x)) = ∞.

ͬ دهیم. م نمایش H با را سنگین توزیع های دم تمام خانواده
آن مثبت نمایی گشتاور های تمام اگر است، سنگین دم F توزیع که، ͬ یابیم در م فوق تعریف از

باشد. نامتناهͬ
بزرگͬ کشیدگͬ که ͬ شود م اطلاق احتمال توزیع توابع از دسته ای به احتمالات و آمار علم در سنگین دم

۵Lognormal Distribution
۶Weibull Distribution
٧Cauchy Distribution
٨Tail Function
٩Kurtosis



٢١ آن ها خواص بررسͬ و سنگین دم توزیع های دم، تابع

دم اصطلاح بنابراین (و دارند زیاد فاصله میانگین مقدار از که مقادیری توزیعͬ، تابع چنین در دارند.
توزیع ΁ی با مقایسه در توزیع تابع ΁ی سنگینͬ دم ویژه به اند. محتمل نسبتاً ͬ شود)، م اطلاق آنها به
فواصل در سنگین دم توابع ͬ که حال در است نمایی ش΄ل به نرمال توزیع تابع دم ͬ گردد. م تعیین نرمال
سنگین دم X تصادفͬ متغیر توزیع ریاضͬ به صورت ͬ یابند. م کاهش توانͬ صورت به میانگین، از دور

اگر ͬ شود م خوانده
P [X > x] ∼ x−αx→ ∞, α > ٠,

با است معادل که
fX(x) ∼ x−(١+α)x→ ∞, α > ٠.

است. احتمال چ·الͬ تابع fX(x) آن در که
باشیم داشته λ > ٠ هر برای اگر فقط و اگر است سنگین دم f > ٠ تابع .۴ . ٢ . ١ تعریف

lim sup
x→∞

f(x)eλx = ∞

به نیازی f تابع بودن سنگین دم برای که ͬ شود م استنتاج مطلب این فوق، تعریف به دقیق نگاه با
باشد. نامتناهͬ نظر، مورد تابع lim sup باید فقط بل΄ه نیست، آن بودن متناهͬ حتͬ و lim وجود

دم توزیع از مثال هایی ΁ی از کمتر م΄ان مشخصه با ویبال ، ١٠ نوع‐پارتو پارتو، نرمال، ΃ل توزیع های
ͬ کنیم. م معرفͬ را آنها مختصر به طور که هستند سنگین

شده اند. گرفته [٢٢] و [٢٣] و [٢٩] ͽمراج از ͬ آوریم، م ادامه در که قضیه هایی و مفاهیم

نرمال توزیع
ͬ شود. م حاصل زیر به صورت σ معیار انحراف و µ میانه با X نرمال تصادفͬ متغیر احتمال چ·الͬ تابع

f(x | µ, σ) = ١
σ
√

٢π
exp

[
−(x− µ)٢

٢σ٢

]
و −∞ < x <∞,−∞ < µ <∞, σ > ٠.

است. زیر به صورت آن تجمعͬ توزیع تابع ͬ شود. م داده نشان N(µ, σ٢) با معمولا توزیع این

F (x | µ, σ) =
∫ x

−∞
f(t | µ, σ)dt.

ͬ دهند. م نشان را σ = ١ و µ = ٠ با ١١ نرمال توزیع احتمال چ·الͬ تابع ٢ . ٣ و ٢ . ٢ تصاویر

١٠Pareto-Type
١١Normal Distribution



آن با مرتبط مفاهیم و قضایا بررسͬ و آماری توزیع های از خانواده چند معرفͬ ٢٢

µ = ٠ با توزیع نرمال احتمال چ·الͬ تابع :٢ . ٢ ش΄ل

σ = ١ با توزیع نرمال احتمال چ·الͬ تابع :٢ . ٣ ش΄ل

نرمال تصادفͬ متغیر σ = ١ معیار انحراف و µ = ٠ میانه با نرمال تصادفͬ متغیر .۵ . ٢ . ١ تعریف
ͬ دهیم. م نشان Φ(z) با را آن تجمعͬ توزیع تابع و ͬ شود م نامیده استاندارد

داریم. را زیر رابطه آن گاه باشد، σ معیار انحراف و µ میانه با نرمال تصادفͬ متغیر X اگر

P (X ≤ x) = P

(
Z ≤ x− µ

σ

)
=

∫ (x−µ)
σ

−∞
exp

(
−t

٢

٢

)
dt = Φ

(
x− µ

σ

)
.

است. قیاس پارامتر ،σ معیار انحراف و م΄ان پارامتر ،µ میانه آن در که

نرمال ΃ل توزیع
داشته نرمال توزیع ln(X) اگر است نرمال ΃ل توزیع دارای X مثبت تصادفͬ متغیر .۶ . ٢ . ١ تعریف

ͬ شود. م حاصل زیر به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع باشد.

f(x | µ, σ) = ١√
٢πxσ

exp

[
−(ln(x)− µ)٢

٢σ٢

]
و x > ٠, σ > ٠,−∞ < µ <∞.

زیر به صورت توزیع این تجمعͬ توزیع تابع ͬ دهیم. م نمایش (µ, σ٢) نرمال ΃ل با را توزیع این



٢٣ آن ها خواص بررسͬ و سنگین دم توزیع های دم، تابع

ͬ آید. م به دست
F (x | µ, σ) = P (X ≤ x | µ, σ)

= P (lnX ≤ lnx | µ, σ)

= P

(
Z ≤ lnx− µ

σ

)
= Φ

(
lnx− µ

σ

)
است. ١٢ استاندارد نرمال توزیع تابع Φ آن در که

µ = ٠ با ل΃ نرمال احتمال چ·الͬ تابع :۴ . ٢ ش΄ل

پارتو توزیع
ͬ شود. م حاصل زیر به صورت b و a پارامترهای با پارتو توزیع برای احتمال چ·الͬ تابع .٢ . ١ . ٧ تعریف

F (x | a, b) = bab

xb+١ و x ≥ a > ٠, b > ٠.

ͬ آید. م به دست زیر به صورت آن تجمعͬ توزیع تابع و

F (x | a, b) = P (X ≤ x | a, b) = ١ − (
a

x
)b و x ≥ a.

ͬ دهد. م نشان را است، a = ١ و b = ١,٢,٣ که را حالتͬ ۵ . ٢ ش΄ل

١٢Standard Normal Distribution Function



آن با مرتبط مفاهیم و قضایا بررسͬ و آماری توزیع های از خانواده چند معرفͬ ٢۴

a = ١ با پارتو احتمال چ·الͬ تابع :۵ . ٢ ش΄ل

ویبال توزیع
از گوناگونͬ تعمیم های تاکنون و است پرکاربرد و پیوسته احتمالاتͬ توزیع های از ی΄ͬ .٢ . ١ . ٨ تعریف

شده اند. مطالعه و معرفͬ توزیع این
تعریف باشد. y > ٠ ،f(y) = e−y احتمال چ·الͬ تابع با استاندارد نمایی تصادفͬ متغیر Y کنیم فرض

ب·یرید. نظر در را زیر
X = bY

١
c +m و b > ٠, c > ٠

ͬ شود م شناخته m م΄ان پارامتر و b قیاس پارامتر ،c ش΄ل پارامتر با ویبال توزیع به عنوان X توزیع
ͬ شود. م حاصل زیر به صورت آن احتمال چ·الͬ تابع و

f(x | b, c,m) =
c

b

(
x−m

b

)c−١
exp

{
−
[
x−m

b

]c}
و x > m, b > ٠, c > ٠.

است. زیر به صورت آن تجمعͬ توزیع تابع و

F (x | b, c,m) = ١ − exp

{
−
[
x−m

b

]c}
و x > m, b > ٠, c > ٠.

است. زیر به صورت آن معکوس توزیع تابع ،٠ < p < ١ هر برای

F−١(p | b, c,m) = m+ b (− ln(١ − p))
١
c .



٢۵ آن ها خواص بررسͬ و سنگین دم توزیع های دم، تابع

b = ١ و m = ٠ با ویبال احتمال چ·الͬ تابع :۶ . ٢ ش΄ل

کوشͬ‐لورنتز توزیع
توزیع نام به بیشتر را توزیع این احتمالات در است. پیوسته احتمالͬ توزیع های از ی΄ͬ .٢ . ١ . ٩ تعریف
است. زیر صورت به bقیاس پارامتر و a م΄ان پارامتر با توزیع این احتمال چ·الͬ تابع ͬ شناسند. م کوشͬ

f(x | a, b) = ١
πb[١ + ( (x−a)

b
)٢]

و −∞ < a <∞, b > ٠

ͬ شود. م معرفͬ زیر به صورت آن تجمعͬ توزیع تابع
F (x | a, b) = ١

٢ +
١
π
tan−١(

x− a

b
) و b > ٠.

احتمال چ·الͬ تابع استاندارد ش΄ل است. (a, b) کوشͬ به عنوان توزیع این که باشید داشته توجه
توزیع این معکوس توزیع تابع ͬ آید. م به دست ١ با b و ٠ با a کردن جای·زین با آن تجمعͬ توزیع تابع و

ͬ شود. م داده نمایش زیر ش΄ل به

F−١(p | a, b) = a+ b tan(π(p− ٠٫۵)) و ٠ < p < ١.

است. زیر به صورت تابع این نمودار همچنین

a = ٠ با کوشͬ احتمال چ·الͬ تابع :٢ . ٧ ش΄ل
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به توزیع های با (Ω, F, P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیر های Y و X کنیم فرض .٢ . ١ . ١٠ تعریف
ͬ گیریم. م نظر در را نامنفͬ تصادفͬ متغیر های باشند. FY و FX ترتیب

R حقیقͬ محور تمام روی که است فاصله ای I که باشد I = {s ∈ R : EesX < ∞} کنیم فرض
را X از m̂ : I −→ R گشتاور مولد تابع باشد. {٠} عضوی تک یا نیم خط ΁ی ͬ تواند م و شده تعریف

ͬ کنیم. م تعریف m̂(s) = EesX وسیله به
تابع s > ٠ هر برای هرگاه گوییم سنگین دم را نامنفͬ تصادفͬ متغیر های با توزیع ها از دسته ای

باشیم. داشته را زیر رابطه یعنͬ باشد. نامتناهͬ آن گشتاور مولد
m̂(s) = ∞.

گوییم ١٣ تدریجͬ مختلف تابع ∞ به توی X از را L : R+ −→ (٠,∞) مثبت تابع .٢ . ١ . ١١ تعریف
باشد. برقرار زیر رابطه y > ٠ هر برای هرگاه

L(xy)

L(x)
→ ١ ͬ که هنگام x→ ∞.

L(x) تدریجͬ مختلف تابع برای هرگاه گوییم α > ٠ توان با نوع‐پارتو را F توزیع .٢ . ١ . ١٢ تعریف
باشد. برقرار زیر رابطه

F̄ (x) ∼ L(x)x−α ͬ که هنگام x→ ∞.

ͬ شوند. م نامیده ١۴ منظم مختلف دم های با توزیع های همچنین نوع‐پارتو توزیع های
مخاطره تابع M(x)را = − log F̄ (x) که αFباشد = lim supx→∞

M(x)
x

کنید فرض .٢ . ١ . ١٣ تعریف
که dM(x)

d(x)
= m(x) و است تعریف قابل M(x) آن گاه باشد، داشته پیوسته چ·الͬ F اگر گوییم؛ F ١۵

ͬ نامیم. م ١۶ مخاطره نرخ تابع را m(x)

است. سنگین دم F آن گاه باشد، αF = ٠ اگر .١۴ . ٢ . ١ قضیه
΁ی ε > ٠ هر برای بنابراین است. limx→∞

M(x)
x

= ٠ پس باشد، αF = ٠ که کنیم فرض برهان.
x ≥ ٠ و c > ٠ هر برای همچنین .M(x) ≤ εx ،x ≥ x′ هر برای به طوری که دارد وجود x′ > ٠

داریم. را زیر رابطه s ≥ ε هر برای بنابراین و است برقرار F̄ (x) ≥ ce−εx ∫رابطه ∞

٠
esxF̄ (x)d(x) = ∞. (٢ . ١)

دم F ͬ دهد م نشان که است برقرار s > ٠ هر برای (٢ . ١) رابطه بود، اختیاری ε > ٠ آنجایی که از
است. سنگین

است. برقرار زیر رابطه F سنگین دم توزیع هر برای .١۵ . ٢ . ١ ملاحظه
∀ s > ٠ lim sup

x→∞
esxF̄ (x) = ∞. (٢ . ٢)

١٣Slowly Varying Function
١۴Regular Varying Tails
١۵Hazard Function
١۶Hazard Rate Function
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مهم قضیه چند و زیر نمایی های توزیع دراز، دم های توزیع ٢ . ٢
و باشد بی کران راست از F اگر، است دراز دم حقیقͬ اعداد مجموعه ی روی F توزیع .٢ . ٢ . ١ تعریف

باشیم داشته y ̸= ٠ ثابت هر برای

lim
x→∞

F̄ (x+ y)

F̄ (x)
= ١

ͬ دهیم. م نمایش L با را دراز دم توزیع های تمام خانواده
در که است خاصیتͬ دراز ی دم چون که گرفت نتیجه ͬ توان م دراز ، دم توزیع تعریف به توجه با
احتمال که است معنͬ این به باشد، دراز  دم توزیعͬ اگر لذا ͬ گیرد م قرار بررسͬ مورد توزیع دم های
y ناصفر مقدار که زمانͬ در دمͬ انباشتگͬ احتمال با چندانͬ فرق بی نهایت، تا x نقطه از دمͬ انباشتگͬ

ندارد. شود، اضافه x به
باشد برقرار زیر رابطه y > ٠ هر برای اگر تنها و اگر است دراز دم f مثبت تابع .٢ . ٢ . ٢ تعریف

lim
x→∞

f(x+ y)

f(x)
= ١ (٢ . ٣)

کرد. جای·زین −y با را y ͬ توان م باشد، دراز دم f اگر به وضوح
برقرار λ > ٠ هر برای زیر رابطه بنابراین است. سنگین دم f آن گاه باشد، دراز دم f اگر .٢ . ٢ . ٣ لم

است.
lim
x→∞

f(x)eλx = ∞.

پس است دراز دم f آنجایی که از ͬ گیریم. م درنظر را λ > ٠ ثابت مقدار برهان.

f(x+ y) ∼ f(x), ͬ که هنگام x→ ∞

هر برای به طوری که دارد وجود ای x٠ بنابراین است. برقرار ی΄نواخت به طور y ∈ [٠,١] هر برای
داریم. را زیر رابطه y ∈ [٠,١] و x ≥ x٠

f(x+ y) ≥ f(x)e−
λ
٢

داریم y ∈ [٠,١] و n ≥ ١ هر برای پس
f(x٠ + n+ y) ≥ f(x٠)e

−λ(n+١)
٢

ͬ دهد. م نتیجه را ح΄م که است برقرار زیر رابطه نتیجه در

lim inf
x→∞

f(x)eλx ≥ f(x٠) lim
n→∞

e−
λ(n+١)

٢ eλn = ∞.
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نیست. برقرار لزوما بالا لم عکس که داد نشان ͬ توان م مثالͬ با
ͬ گیریم. م درنظر  زیر به صورت را f(x) تابع .۴ . ٢ . ٢ مثال

f(x) =
∞∑
n=١

٢−nχ{٢n−١<x≤٢n}

داریم. را زیر رابطه λ > ٠ برای پس
lim sup
x→∞

f(x)eλx ≥ lim sup
x→∞

٢−neλ٢n

= ∞

طرفͬ از است. سنگین دم f بنابراین

lim inf
x→∞

f(x+ ١)
f(x)

≤ lim inf
n→∞

f(٢n + ١)
f(٢n)

=
١
٢

نیست. دراز دم f ͬ دهد م نشان که
آن گاه باشند. بی کران ١٨ ١٧ تکیه گاه با R+ روی توزیع هایی F١, . . . , Fn کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه

است. برقرار زیر رابطه
lim inf
x→∞

F١ ∗ · · · ∗ Fn(x)

F̄١(x) + · · ·+ F̄n(x)
≥ ١.

باشند. F١, . . . , Fn به ترتیب توزیع های با مستقل تصادفͬ متغیر های ξ١, . . . , ξn کنید فرض برهان.
هم از جدا مختلف های k برای {ξk > x, ξj ∈ [٠, x] هر برای j ̸= k} پیشامد های که آنجایی  از

گردد. حاصل ͬ تواند م زیر ش΄ل به دمͬ پیچش پایین کران هستند،

F١ ∗ · · · ∗ Fn(x) ≥
n∑

k=١
P{ξk > x, ξj ∈ [٠, x] هر برای j ̸= k}

=
n∑

k=١
F̄k(x)

∏
j ̸=k

Fj(x)

∼
n∑

k=١
F̄k(x) ͬ که هنگام x→ ∞

ͬ دهد. م نتیجه را انتظار مورد ح΄م که
برقرار ند. زیر روابط n ≥ ٢ هر برای و بی کران تکیه گاه با R+ روی F توزیع هر برای .۶ . ٢ . ٢ نتیجه

lim inf
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
≥ n, (۴ . ٢)

داریم خاص حالت در و

lim inf
x→∞

F ∗ F (x)
F̄ (x)

≥ ٢. (۵ . ٢)
١٧Support

نباشد. صفر آنها ازای به تابع که است نقاط از مجموعه ای ریاضͬ، در تابع ΁ی تکیه گاه از ١٨منظور
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است. برقرار زیر رابطه پس باشد، R+ روی سنگین دم توزیعͬ F کنید فرض .٢ . ٢ . ٧ قضیه

lim inf
x→∞

F ∗ F (x)
F̄ (x)

= ٢. (۶ . ٢)

آن گاه باشد. سنگین دم F١ همچنین و باشند R+ روی توزیع دو F٢ و F١ کنید فرض .٢ . ٢ . ٨ قضیه
است. برقرار زیر رابطه

lim inf
x→∞

F١ ∗ F٢(x)

F̄١(x) + F̄٢(x)
= ١. (٢ . ٧)

بزرگتر اکیداً کنید فرض حال است. ١ حداقل (٢ . ٧) رابطه چپ سمت ۵ . ٢ . ٢ قضیه از استفاده با برهان.
داریم. را زیر رابطه بزرگ، کافͬ اندازه به x هر برای به طوری که دارد وجود ε > ٠ بنابراین باشد. ١ از

F١ ∗ F٢(x)

F̄١(x) + F̄٢(x)
≥ ١ + ٢ε. (٢ . ٨)

رابطه ٢ . ٢ . ٧ قضیه از استفاده با است. سنگین دم توزیع این ب·یرید. نظر در Gرا = (F١+F٢)
٢ توزیع

داریم. را زیر

lim inf
x→∞

G ∗G(x)
Ḡ(x)

= ٢. (٢ . ٩)

ͬ دهند. م نتیجه بزرگ، کافͬ اندازه به x هر برای را زیر رابطه ٢ . ٢ . ٧ و (٢ . ٨) طرفͬ از

G ∗G(x) = F١ ∗ F١(x) + F٢ ∗ F٢(x) + ٢F١ ∗ F٢(x)

۴

≥ ١)٢ − ε)F̄١(x) + ١)٢ − ε)F̄٢(x) + ١)٢ + ٢ε)(F̄١(x) + F̄٢(x))

۴
= ١)٢ +

ε

٢)Ḡ(x);

است. تناقض در (٢ . ٩) با که

باشیم. داشته را زیر رابطه اگر است زیر نمایی مثبت، حقیقͬ اعداد مجموعه Fروی توزیع .٢ . ٢ . ٩ تعریف

lim
x→∞

F ∗ F (x)
F̄ (x)

= ٢

ͬ دهیم. م نمایش S با را زیر نمایی توزیع های تمام خانواده

در چون نیست. زیرنمایی x ≥ ٠ هر برای λe−λx احتمال چ·الͬ تابع با نمایی توزیع .٢ . ٢ . ١٠ مثال
حالت این

١ − F ∗٢(x)

١ − F (x)
=
e−λx(١ + λx)

e−λx
→ ∞ ͬ که هنگام x→ ∞.
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برقرارند. زیر روابط x′ > ٠ هر برای آن گاه ،F ∈ S اگر .٢ . ٢ . ١١ لم

lim
x→∞

F̄ (x− x′)

F̄ (x)
= ١ (٢ . ١٠)

و

lim
x→∞

∫ x

٠

F̄ (x− x′)

F̄ (x)
dF (y) = ١ (٢ . ١١)

است. سنگین دم بنابراین و است L از ش΄لͬ زیرنمایی توزیع هر بالا، لم به توجه با

.F ∈ S آن گاه باشد، نوع‐پارتو F اگر .٢ . ٢ . ١٢ لم
باشند. F نوع‐پارتو توزیع با توزیع هم و مستقل X٢ و X١ کنید فرض برهان.

{X١ > (١−ε)x} یا {X١ > εx,X٢ > εx} روابط ε ∈ (٠,١) هر برای {X١+X٢ > x} به توجه با
ͬ دهد. م نتیجه را زیر رابطه که داریم، را {X٢ > (١ − ε)x} یا

P (X١ +X٢ > x) ≤ ٢P (X + (١ − ε)x) + (P (X > εx))٢

است. برقرار زیر رابطه بنابراین

lim sup
x→∞

P (X١ +X٢ > x)

L(x)x−α
≤ ١)٢ − ε)−α

(۵ . ٢) رابطه به توجه با بنابراین .lim supx→∞
F ∗٢(x)
F (x)

≤ ٢ پس بود اختیاری ε > ٠ آنجایی که از
ͬ آوریم. م به دست را زیر رابطه

lim
x→∞

F ∗٢(x)

F (x)
= ٢.

است. کامل اثبات
١٩ کلͬ دم توزیع µ > ٠ متناهͬ امید و نامنفͬ تصادفͬ متغیر های با F توزیع برای .٢ . ٢ . ١٣ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را F s

F s(x) =

٠ اگر x ≤ ٠

µ−١ ∫ x

٠ F (y)d(y) اگر x > ٠
(٢ . ١٢)

اما F s ∈ S به طوری که دارد وجود R+ روی F توزیع های از مثال هایی • .١۴ . ٢ . ٢ ملاحظه
.F /∈ S

بود. خواهد F s ∈ S آن گاه باشد F ∈ S∗ اگر ،S از S∗ معین مجموعه زیر هر برای •
١٩Integrated Tail Distribution
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رابطه و باشد µ متناهͬ امید دارای هرگاه گوییم S∗ دسته به وابسته را F توزیع الف) .١۵ . ٢ . ٢ تعریف
باشیم. داشته را زیر

lim
x→∞

∫ ∞

٠

F (x− y)

F (x)
F (y)dy = ٢µ (٢ . ١٣)

باشد. برقرار زیر رابطه y ∈ R هر برای هرگاه گوییم L به وابسته را F توزیع ب)

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= ١. (١۴ . ٢)

باشد. موجود µ <∞ با F از mF (x) مخاطره نرخ تابع کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٢ نتیجه
.F s ∈ S و F ∈ S آن گاه ،lim supx→∞ xmF (x) <∞ اگر

کاهش صفر به نهایت در و باشد داشته وجود F mFاز (x) مخاطره نرخ تابع کنید فرض .٢ . ٢ . ١٧ قضیه
.F ∈ S∗ آن گاه ،∫∞

٠ exp(xmF (x))F (x)dx <∞ اگر کند. پیدا
داریم. را زیر روابط ٠ < r < ١ و c > ٠ شرط با F =W (r, c) ویبال توزیع برای .٢ . ٢ . ١٨ مثال

F (x) = exp(−cxr)

و
mF (x) = crxr−١.

exp(xmF (x))F (x) تابع= اما کرد. استفاده ١۶ . ٢ . ٢ نتیجه از ͬ توان نم و limx→∞ xmF (x) = بنابراین∞
است. F = W (r, c) ∈ S∗ ٢ . ٢ . ١٧ قضیه از استفاده با همچنین و است انتگرال پذیر exp(c(r−١)xr)

Φ(x) کنیم فرض ͬ گیریم. م نظر در را F = LN(٠,١) استاندارد نرمال ΃ل توزیع .٢ . ٢ . ١٩ مثال
است. زیر به صورت مخاطره نرخ و دم تابع دارای F آن گاه باشد. ϕ(x) چ·الͬ با استاندارد نرمال توزیع

F (x) = ١ − Φ(log x) , mF (x) =
ϕ(log x)

x(١ − Φ(log x))

همچنین
ϕ(x) ∼ x(١ − Φ(x)) ͬ که هنگام x→ ∞.

ͬ گیریم. م نتیجه را زیر رابطه

e
−x٢

٢

(٢π) ١
٢

١
x
=

١
(٢π) ١

٢

∫ ∞

x

e
−y٢

٢

(
١ +

١
y٢

)
dy

> ١ − Φ(x) >
١

(٢π) ١
٢

∫ ∞

x

e
−y٢

٢

(
١ − ٣

y۴

)
dy

=
e

−x٢
٢

(٢π) ١
٢

(
١
x
− ١
x٣

)
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داریم. را زیر رابطه بنابراین
exmF (x)F (x) ∼ x(١ − Φ(log x)) ͬ که هنگام x→ ∞.

زیرا است. انتگرال پذیر x(١ − Φ(log x)) ∼ xϕ(log x)
log x

تابع ͬ کند م میل x→ ∞ که حالتͬ برای ∫پس ∞

١
x

١− (log x)
٢ dx <∞

و
ϕ(log x) = (٢π)

−١
٢ x

−(log x)
٢ .

زیرنمایی F s و F نتیجه در و است S∗ به وابسته LN(٠,١) استاندارد نرمال ΃ل توزیع بنابراین
هستند.

پیوسته تصادفͬ متغیر های مجموع ٢ . ٣
پیچش ٢ . ٣ . ١

و g(x) و f(x) ترتیب به چ·الͬ توابع با پیوسته تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف
تابعͬ g و f از f ∗ g پیچش پس باشند. شده تعریف حقیقͬ عدد هر برای دو هر g(x) و f(x) همچنین

ͬ شود. م حاصل زیر به صورت که است
(f ∗ g)(z) =

∫ +∞

−∞
f(z − y)g(y)dy

=

∫ +∞

−∞
g(z − x)f(x)dx.

هر برای fY (y) و fX(x) چ·الͬ توابع با مستقل تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢ قضیه
fZ که است fZ(z) چ·الͬ تابع با تصادفͬ متغیری Z = X + Y مجموع آن گاه باشند. شده تعریف x

است. fY و fX پیچش همان
ͬ کنیم. م بررسͬ را مثال چند مبحث، این بهتر درک برای

مستقل ی΄نواخت تصادفͬ متغیر دو مجموع
ی΄نواخت احتمال چ·الͬ با [٠,١] بازه از تصادفͬ و مستقل به صورت را عدد دو کنیم فرض .٢ . ٣ . ٣ مثال

است؟ مقدار چه مجموع این چ·الͬ کنیم. انتخاب
زیر رابطه پس باشد. آنها مجموع  Z = X + Y و کردیم بیان که تصادفͬ متغیر دو Y و X کنیم فرض

داریم. را
fX(x) = fY (y) =

١ اگر ٠ ≤ x ≤ ١

٠ o.w.



٣٣ پیوسته تصادفͬ متغیر های مجموع

ͬ شود. م حاصل زیر به صورت مجموع این برای احتمال چ·الͬ تابع و

fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy.

ͬ آید. م به دست زیر رابطه باشد، ٠ نقاط سایر در و ٠ ≤ y ≤ ١ اگر ،fY (y) = ١ آنجایی که از

fZ(z) =

∫ ١

٠
fX(z − y)dy.

در ( z − ١ ≤ y ≤ z این که م·ر (یعنͬ باشد. ٠ ≤ z − y ≤ ١ این که م·ر است، ٠ انتگرال زیر تابع
است. برقرار زیر رابطه باشد، ٠ ≤ z ≤ ١ اگر بنابراین ͬ شود. م ١ برابر صورت این

fZ(z) =

∫ z

٠
dy = z.

داریم. را زیر رابطه ١ < z ≤ ٢ اگر ͬ که صورت در

fZ(z) =

∫ ١

z−١
dy = ٢ − z.

ͬ شود. م حاصل زیر رابطه بنابراین .fZ(z) = ٠ ،z > ٢ یا z < ٠ اگر و

fZ(z) =


z, c٠ ≤ z ≤ ١

٢ − z, اگر ١ < z ≤ ٢

٠, o.w.

مستقل نمایی تصادفͬ متغیر دو مجموع
انتخاب λ پارامتر با نمایی چ·الͬ با [٠,∞) بازه از تصادفͬ به صورت را عدد دو کنیم فرض .۴ . ٢ . ٣ مثال

است؟ مقدار چه آنها مجموع چ·الͬ کنیم.
fZ و fY و fX ترتیب به ͬ های چ·ال تابع با تصادفͬ متغیر های به Z = X + Y و Y و X کنیم فرض

داریم. را زیر رابطه آن گاه باشند. داشته اشاره

fX(x) = fY (x) =

λe−λx, اگر x ≥ ٠

٠, o.w.

است. برقرار زیر رابطه باشد، z > ٠ اگر بنابراین
fZ(z) =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY (y)dy

=

∫ z

٠
λe−λ(z−y)λe−λydy

=

∫ z

٠
λ٢e−λzdy

= λ٢ze−λz,



آن با مرتبط مفاهیم و قضایا بررسͬ و آماری توزیع های از خانواده چند معرفͬ ٣۴

بنابراین .fZ(z) = ٠ باشد، z < ٠ اگر ͬ که صورت در

fZ(z) =

λ٢ze−λz, اگر z ≥ ٠

٠, o.w.

ͬ دهند. م نشان را نمایی چ·الͬ دو و ی΄نواخت چ·الͬ دو پیچش ، ٢ . ٩ و ٢ . ٨ اش΄ال

ی΄نواخت چ·الͬ دو پیچش :٢ . ٨ ش΄ل

λ = ١ با نمایی چ·الͬ دو پیچش :٢ . ٩ ش΄ل

مستقل نرمال تصادفͬ متغیر دو مجموع

µ١ میانه های با نرمال چ·الͬ دو پیچش ͬ دهد م نشان که است مهم و جالب مثالͬ این .۵ . ٢ . ٣ مثال
در است. σ٢

١ + σ٢
٢ واریانس و µ١ + µ٢ میانه با نرمالͬ چ·الͬ مجددا σ٢ و σ١ واریانس های و µ٢ و

Y و X کنیم فرض هستند. استاندارد نرمال تصادفͬ، متغیر دو هر که داد نشان ͬ توان م خاص حالتͬ
داریم. را زیر رابطه دارند. استاندارد نرمال چ·الͬ ΁هری که باشند مستقل تصادفͬ متغیر دو

fX(x) = fY (x) =
١√
٢π
e−

x٢
٢ .



٣۵ پیوسته تصادفͬ متغیر های مجموع

همچنین
fZ(z) = fX ∗ fY (z)

=
١

٢π

∫ +∞

−∞
e

−(z−y)٢

e

−y٢

٢ dy

=
١

٢πe
−z٢

۴

∫ +∞

−∞
e
−(

y−z
٢ )٢

dy

=
١

٢πe
−z٢

۴
√
π

[
١√
π

∫ +∞

−∞
e
−(

y−z
٢ )٢

dy

]
.

مساوی نتیجه در و است σ =
√

٢ و µ = ٠ با نرمال چ·الͬ تابع انتگرال بیان گر کروشه داخل عبارت
داریم. را زیر رابطه بنابراین است. ١

fZ(z) =
١√
۴π
e

−z٢
۴ .

نمایی زیر و دراز دم سنگین، دم توزیع های بین روابط از نمایشͬ ٢ . ١٠ ش΄ل مبحث، این پایان در
هست. نیز سنگین دم توزیع نمایی زیر و دراز دم توزیع هر ͬ دهد م نشان که است

نمایی. زیر و دراز دم سنگین، دم توزیع های روابط :٢ . ١٠ ش΄ل





٣ فصل
پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال

مرکب

و سهام داران برای ΁ریس کمترین با امن فضایی ایجاد دنیا، بورس بازار های در مهم مسائل از ی΄ͬ
گذاری سرمایه افزایش به ͷمنت ΁بی ش سهام داران خاطر اطمینان آوردن فراهم زیرا است. سرمایه گذاران
امنیتͬ چنین ایجاد راه های از ی΄ͬ شد. خواهد دنیا بورس بازارهای رونق آن تبع به و بورس بازارهای در
خود سهام شدن بیمه از زیادی استقبال نیز سهام داران است. بورس بازار به ١ بیمه های شرکت ورود
ورش΄ستگͬ احتمال بین این در مهم مساله اما ͬ کنند. م بیمه شرکت های توسط ΁ریس مقابل در
قرار شرکت ها این تمامͬ استقبال مورد مساله این ͺپاس یافتن حیث این از و بوده کننده بیمه شرکت های
دلیل به است. کرده تحقیقاتͬ چنین روی کلان سرمایه گذاری های به وادار را آن ها که جایی تا گرفته

داریم. ای مساله چنین روی تحقیق و بررسͬ قصد نیز رساله این در موضوع اهمیت
کننده بیمه شرکت های ورش΄ستگͬ احتمال ٢ اونزی جمله از زیادی فرانسوی ریاضیدانان که سالهاست
را مساله این این جا در اند. کرده محاسبه مختلف تصادفͬ مدل های با متفاوت بورس بازارهای برای را
و مرکب پواسون فرآیند مدل از آن ریس΄ͬ دارایی قیمت فرآیند که ͬ کنیم م حل بورسͬ بازار های برای

ͬ کند. م تبعیت زیر فرمول از کننده بیمه شرکت دارایی فرآیند

Sr(t) = xert +

∫ t

٠
er(t−s)C(ds)−

N(t)∑
k=١

Xke
r(t−σk), t ≥ ٠ (٣ . ١)

١Insurance
٢Avanzi



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ٣٨

بیمه ٣ . ١
بیمه گذار ΁ی احتمالͬ زیان که ͬ کند م تعهد ملاحظاتͬ به بنا  بیمه گر ΁ی آن طͬ که است راه΄اری بیمه
ارائه وی به را مشخصͬ خدمات یا و نماید جبران خاص، زمانͬ دوره ΁ی در حادثه ΁ی وقوع صورت در را

است. ΁ریس با مقابله روش های از ی΄ͬ بیمه بنابراین، دهد.
احتمال دارد. وجود زیانͬ یا و خطر ضرر، هر برای که است عددی مقدار ΁ی ΁ریس ریاضͬ دیدگاه از
به دنبال تنها عمل در است. احتمال عهده  بر ΁ریس کیفͬ مفهوم کردن کمͬ است، ΁ریس گویای زبان
زندگͬ در مهم ریس΁ های مدیریت به دنبال پس هستند، مهم تر ما زندگͬ در که هستیم ریس΁ هایی
و ͬ کند م منتقل خود به بیمه گذار از را ΁ریس ،΁ریس مدیریت با که دارد را ارزش این بیمه و هستیم
تعابیر بیمه ادبیات در ΁ریس واژه ی ͬ نامند. م بیمه حق را آن که ͬ کند م دریافت را وجهͬ آن ازای در
بیمه خطر. وقوع از اطمینان عدم از است عبارت صرفا ΁ریس بیمه، مدیریت دیدگاه از دارد. گوناگونͬ
΁ی آن موجب به که است دانشͬ بیمه است. شده گرفته ترس معنای به بیم کلمه  از فارسͬ زبان در
معین، حادثه بروز یا وقوع صورت در دی·ر، طرف از وجوهͬ یا وجه دریافت ازای در ͬ کند م تعهد طرف
را متعهد نماید. تقبل را خسارت جبران به مربوط مخارج یا و نموده جبران را آن از حاصل خسارت

ͬ نامند. م بیمه حق ͬ پردازد، م بیمه گر به بیمه گذار که را وجهͬ و بیمه گذار را تعهد طرف بیمه گر،
مثال، عنوان به ͬ رود م کار به جانͬ یا مالͬ زیان و خسارت بروز عامل توصیف برای بیمه در خطر کلمه

هستند. معنͬ همین به غیره و سرقت خطر تصادف، خطر سیل، خطر
وقوع از ناشͬ زیان های ΁ریس بار آن طریق از که است ΁ریس انتقال م΄انیسم ΁ی بیمه دی·ر بیانͬ به
شده ای بینͬ پیش گسترده تر ͹سط در شده، منتقل دی·ران به اقتصادی بنگاه یا شخص ΁ی از خسارت
بسیار نقش بیمه  شرکت ΁ی حیات ادامه برای ورش΄ستگͬ به مربوط مسائل رو این از ͬ گیرد. م قرار
را مهمͬ نقش ورش΄ستگͬ به خصوص آن به مربوط های نظریه و ΁ریس های نظریه ͬ کند. م ایفا مهمͬ

دارند. بیمه ریاضیات در

بیمه از مفاهیمͬ ٣ . ١ . ١
است. شده آورده [٢٩] ͽمرج از قسمت این مفاهیم

کرد. تقسیم بخش سه به ͬ توان م را بیمه ریاضیات نظریه
٣ زندگͬ بیمه .١

۴ زندگͬ غیر بیمه .٢
۵ خطر نظریه .٣

٣Life Insurance
۴Life non-Insurance
۵Risk Theory



٣٩ بیمه

خطر نظریه اساسͬ مفاهیم
مانند ͬ کنیم، م محدود خاص سهامͬ به را خود توجه و داریم سروکار بیمه از مختلفͬ نمودهای با اینجا در
و ۶ راه اندازی موقعیت ابتدا در ͬ شود. م مشخص تصادفͬ غیر و تصادفͬ عامل دو هر توسط که سهامͬ
مجموعه به عنوان را آن و است بیشتری اهمیت دارای ٨ اولیه سرمایه ͬ کنیم. م یادآوری را ٧ زمانͬ دوره
بیمه ای حق هنوز شرکت ͬ که هنگام یعنͬ ابتدایی زمانͬ دوره در هزینه ها و مخارج تامین از جدا سرمایه،
عناصری جمله از ͬ شود. م داده نشان u با اولیه سرمایه ادامه در ͬ کنیم. م تفسیر است، نکرده دریافت را

هستند. ذیل شرح به دارند، تصادفͬ طبیعت معمولا˟ که

ورودی دوره موارد بعضͬ در ͬ شوند. م داده نشان σ١, σ٢, . . . به وسیله ٩ ادعا ها از دوره هایی •
دنباله ΁ی از دوره ها این، از ͬ کنیم.جدا م معرفͬ σ٠ = ٠ با را صفر زمان در اضافͬ ادعای
متغیر های ͬ دانیم. نم آنها استقلال درباره خاصͬ چیز کلͬ فرض در که ͬ شوند م تش΄یل ناکاهشͬ
در ١٠ وقوع‐میانͬ زمان های را آنها و ͬ شوند م مشخص n ≥ ١ و Tn = σn − σn−١ با تصادفͬ

ͬ نامیم. م متوالͬ ادعا های بین

رابطه است. N(t) = sup{n; σn ≤ t} که ͬ شود م داده نشان N(t) با t زمان تا ادعا ها تعداد •
با {N(t), t ≥ ٠} شمارشͬ فرآیند و {σ٠, σ١, σ٢, . . . } ادعا ها ورودی از دنباله ای بین حقیقͬ
شمارشͬ فرآیند اغلب N(t) فرآیند ͬ آید. م به دست {N(t) = n} = {σn ≤ t < σn+١} رابطه

ͬ شود. م نامیده ١١

{Un, n = ١,٢, . . . } ،١٢ ادعا ها اندازه متوالͬ دنباله دارد. Unرا اندازه σn زمان در ادعا دادن رخ •
ͬ شود. م فرض توزیع هم و مستقل دو به دو تصادفͬ متغیر های شامل اغلب

اگر X(t) = ٠ و ͬ آید م به دست X(t) =
∑N(t)

i=١ Ui با t زمان در ١٣ متراکم ادعای مقدار •
از تصادفͬ مجموع کلͬ حالت در متراکم ادعای مقدار تعریف، این از استفاده با .N(t) = ٠

است. تصادفͬ متغیر های

بیمه ها حق دریافت طریق از π(t) نهایت در کنیم فرض ،t تا ٠ زمانͬ بازه در . ١۴ بیمه حق عایدی •
است. شده دریافت

ͬ آید. م به دست R(t) = u+ π(t)−X(t) رابطه با ،t زمان در ١۵ ریس΄ͬ سرمایه •
۶Starting Position
٧Time Period
٨Initial Reserve
٩Epochs Of The Claims

١٠Inter-Occurrence Times
١١Counting Process
١٢Clime Sizes
١٣Aggregate Claim Amount
١۴Premium Income
١۵Risk Reserve



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۴٠

ورش΄ستگͬ احتمال ٣ . ٢
ورش΄ستگͬ ٣ . ٢ . ١

گفت ͬ توان م کلͬ به طور است. نموده مشغول به خود را انسان ذهن دیرباز از که است موضوعͬ پیش بینͬ
متفاوت پدیده های بین ارتباط یافتن جهت تلاش مختلف زمینه های در علم وظایف مهم ترین از ی΄ͬ که
به شرکت ها مواردی در ورش΄ستگͬ شرایط وجود ͬ رغم عل که آنجا از است. آینده پیش بینͬ به منظور
از بهره گیری عدم و منابع رفتن هدر به منجر غیر مستقیم نوعͬ به و ͬ دهند م ادامه خود ظاهری حیات
پیشرفته تکنی΁ های از بهره گیری با تا ͬ شود م تلاش جهت این از ͬ شود. م سرمایه گذاری فرصت های

آورد. به دست صحیح نمایی دور آینده در شرکت ها ورش΄ستگͬ احتمال از بتوان
است مم΄ن ورش΄ستگͬ ͬ باشد. م شایع هم میزان همین به و باستانͬ ای مقوله تقریباً ورش΄ستگͬ
ͬ شود م بسته دلیل بدین و نیست اجاره اش تعهد ایفای به قادر که ΁کوچ فروشͬ خرده مغازه ΁ی در
بیفتد. اتفاق سالانه مستمر زیان های و مطلوب نقدینگͬ نداشتن دلیل به بزرگ تولیدی شرکت در یا
قبل ͬ توانند م که هستند آنها زیرا کنند درک خوبی به را ورش΄ستگͬ پدید آورنده علل باید حسابداران
زمانͬ ورش΄ستگͬ نمایند. ارائه کننده پیش گیری حل راه و سازند آگاه را مدیریت ورش΄ستگͬ، وقوع از

شود. منحل شرکت و شود فروخته شرکت بدهͬ پرداخت برای دارایی ها قانون، طبق که ͬ افتد م اتفاق

ورش΄ستگͬ احتمال
مطرح بیمه شرکت های ΁ریس مدیریت در هموار و ایمنͬ معیار ΁ی عنوان به ورش΄ستگͬ، احتمال
میزان انتخاب برای بیمه شرکت های سیاست گذاری ورش΄ستگͬ، احتمال کاربرد از ملموسͬ مثال است.
مفروض، ١۶ اتکایی بیمه ΁ی در مناسب نگهداری حد معیار، این طبق است. اتکایی بیمه های در نگهداری
مهمͬ بسیار مسئله ورش΄ستگͬ احتمالات محاسبات سازد. حداقل را ورش΄ستگͬ احتمال که است حدی
حق تعیین جمله از شرکت مشͬ خط مورد در ͬ توانند م بیمه شرکت مدیران آن دانستن با زیرا است،
تصمیم گیری مفروض اتکایی بیمه ΁ی در مناسب نگهداری حد و خود پوشش تحت افراد از دریافتͬ بیمه

.[٢] (١٣٩٣ افتخاری، سلماز و طباطبایی زهره علͬ؛ خلفͬ، (دلاور کنند.

ورش΄ستگͬ مساله ٣ . ٣
و استنتاجͬ نتایج از برخͬ در است. بوده آماری ریاضیات در اساسͬ بخش همیشه ورش΄ستگͬ نظریه
و محاسبه آماری، ریاضیات در حال این با است. شده محدود کاربردی حالت در نظر مورد هدف نظری
مهارتͬ اصول گرفتن کار به و شبیه سازی و خلاقیت منابع از استفاده با ورش΄ستگͬ احتمال زدن تقریب
شده بیمه از خاصͬ شاخه  در u مشخص مقدار ΁ریس به حاضر بیمه شرکت ΁ی کنید فرض است.
در را خود ͬ باشد، م مختلفͬ بیمه نامه های بیمه گر خود که بیمه شرکت بیمه، نوع این در است. بیمه نوعͬ اتکایی ١۶بیمه

ͬ نماید. م بیمه دی·ری بیمه شرکت  نزد ͬ شوند، م آن دچار بیمه نامه ها که احتمالͬ خسارات مقابل



۴١ ورش΄ستگͬ مساله

خاص شاخه آن برای جدی و شدید اقدام برخͬ برسد، u از بالاتر سطحͬ به ١٧ ادعا مازاد اگر یعنͬ است،
راحت خیال با ͬ توانیم م ͬ شود، م شروع u سرمایه با کار از قسمتͬ موارد بعضͬ در آنجایی که از ͬ کنند. م
مجدد) (بیمه اتکایی بیمه نوع هر و شود مطالبه بیمه حق باید اغلب یعنͬ بنامیم. اولیه سرمایه را u
معیار ΁ی ͬ شود. م تعیین رقبا تعرفه و شرکت سیاست و موقعیت با بیمه حق معمولا˟ کند. دریافت را
به ادعا (سرمایه) مازاد اینکه احتمال رساندن حداقل به اتکایی، بیمه قرارداد بهینه سازی برای مم΄ن
ب·یرید. نظر در را R(t) = u + π(t) − X(t) ریس΄ͬ ذخیره بود. خواهد برسد، u ͹سط از بالاتر
زمان لحظه ای به طور τ که ͬ کنیم م تعریف را τ = inf{t ≥ ٠ : R(t) < ٠} تصادفͬ متغیر همچنین
باید البته ͬ کند. م تفسیر فنͬ لحاظ از را ورش΄ستگͬ و ͬ دهد م ما به را ١٩ ١٨ سهام سبد ورش΄ستگͬ
بدانیم باید شود. τ = ∞ یعنͬ باشیم، داشته نظر در نیز را نیفتد اتفاق ورش΄ستگͬ هیچ اینکه احتمال
است. u معین مقدار همچنین و {R(t)} ریس΄ͬ ذخیره فرآیند در تصادفͬ عناصر تمام به وابسته τ که
احتمال یا ٢٠ بقا به ویژه، ͬ بریم. م کار به ورش΄ستگͬ زمان برای را τ(u) نماد تنها اغلب دلیل همین به

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ٢١ متناهͬ زمان در ورش΄ستگͬ عدم

ψ̄(u, x) = P ( inf
٠≤t≤x

R(t) ≥ ٠) = P (τ(u) ≥ x).

زیر کمیت با متناهͬ، زمان افق از بالاتر ٢٣ بقا احتمال ͬ گیریم. م نظر در را x > ٠ ٢٢ محدود افق
ͬ شود. م تعریف

ψ̄(u) = P (inf
t≥٠

R(t) ≥ ٠) = P (τ(u)) = ∞.

ͬ کنیم. م تعریف زیر کمیت با را ورش΄ستگͬ احتمال جای·زینͬ، ΁ی با

ψ(u, x) = ١ − ψ̄(u, x) , ψ(u) = ١ − ψ̄(u).

ͬ شود. م حاصل زیر به صورت ،{R(t), t ≥ ٠} ٢۴ ریس΄ͬ ذخیره فرآیند

R(t) = u+ βt−
N(t)∑
i=١

Ui,

ͬ شود. م تعریف زیر به صورت ،{S(t); t ≥ ٠} ٢۵ ادعا مازاد فرآیند که
١٧Claim Surplus
١٨Portfolio

است. کرده خریداری را آن ها سرمایه گذار ΁ی که است، دارایی ها سایر یا سهام از مناسب ترکیبی پرتفوی یا سهام ١٩سبد

ͬ تواند م سهم ΁ی سود ترتیب، بدین است؛ سهم چند بین سرمایه گذاری ΁ریس کردن تقسیم سهام، سبد تش΄یل از هدف
΁ریس که چرا نگذارید. سبد ΁ی در را تخم مرغ ها همه ͬ گوید: م معروف ضرب المثل ΁ی کند. جبران را دی·ر سهام ضرر

شد. خواهد تخم مرغ ها همه نابودی باعث سبد، ش΄ستن
٢٠Survival
٢١Nonruin Probability in Finite time
٢٢Finite Horizon
٢٣Survival Probability
٢۴Risk Reserve Process
٢۵Claim Surplus Process



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۴٢

S(t) =

N(t)∑
i=١

Ui − βt.

است زمانͬ دوره اولین ،τ(u) = min{t : R(t) ≤ ٠} = min{t : S(t) > u} ٢۶ ورش΄ستگͬ زمان
͹سط از بالاتر به ادعا مازاد فرآیند که زمانͬ معادل به طور یا ͬ رسد م منفͬ به ریس΄ͬ ذخیره فرآیند که
ψ(u) = limx→∞ ψ(u, x) = و ψ(u, x) = P (τ(u) ≤ x) ورش΄ستگͬ احتمال ما هدف برسد. u
احتمال ψ(u) و ٢٧ افق‐متناهͬ ورش΄ستگͬ احتمال ψ(u, x) اینجا در بود. خواهد P (τ(u) < ∞)

٢٩ نهایی ورش΄ستگͬ احتمال ͬ تواند م ψ(u) طرفͬ از ͬ شود. م نامیده ٢٨ افق‐نامتناهͬ ورش΄ستگͬ
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را ٣٠ بقا احتمال شود. نامیده

ψ̄(u) = ١ − ψ(u).

پیوسته زمان و گسسته زمان در ریس΄ͬ مدل از افق‐نامتناهͬ ورش΄ستگͬ احتمال بین رابطه ΁ی
،σk جای·زین دوره های در را {S(t)} ادعا مازاد فرآیند است کافͬ τ(u) آوردن به دست برای دارد. وجود

ببینید. را زیر ش΄ل کنیم. بررسͬ (k = ١,٢, . . . )

ادعا مازاد فرآیند :٣ . ١ ش΄ل

٢۶Time Of Ruin
٢٧Finite-Horizon Ruin Probability
٢٨Infinite-Horizon Ruin Probability
٢٩Ultimate Ruin Probability
٣٠Survival Probability



۴٣ مرکب پواسون مدل

M = رابطه با ͬ توان م را ادعا مازاد فرآیند از M = maxt≥٠ S(t) مقدار بیشترین ،ͽواق در
ͬ شود. م حاصل زیر به صورت ورش΄ستگͬ احتمال آن تبع به و آورد به دست maxn≥٠

∑n
k=١(Uk−βTk)

ψ(u) = P (M > u). (٣ . ٢)

انتظار زمان از دم تابع به عنوان را ψ(u) ورش΄ستگͬ تابع که ͬ دهد م ما به را ام΄ان این (٣ . ٢) فرمول
کنیم. تفسیر ٣٣ ٣٢ صف نظریه از ٣١ سرور‐تنها سیستم ΁ی از ثابت

پیوسته زمان آنجایی که با گسسته زمان در افق‐متناهͬ ورش΄ستگͬ احتمال مقایسه به حال این با
است. زیر به صورت کلͬ حالت در چون کنید. دقت است،

P (max
٠≤t≤x

S(t) > u) ̸= P ( max
٠<n≤x

n∑
k=١

(Uk − βTk) > u).

ریس΄ͬ مدل در افق‐متناهͬ ورش΄ستگͬ تابع برای مشابه نماد ΁ی از خود، کار شدن ساده تر برای
یعنͬ ͬ کنیم. م استفاده زمان‐گسسته ریس΄ͬ مدل همچنین و زمان‐پیوسته

ψ(u, x) = P (τ(u) ≤ x) = P (max
٠≤t≤x

S(t) > u).

با مرکب پواسون مدل از متناهͬ زمان ورش΄ستگͬ احتمال برای تقریبی فرمول ΁ی فصل این در
فرمول این ͬ دهیم. م ارائه است، بزرگ ابتدایی سرمایه که حالتͬ در زیر نمایی ادعا های و ثابت سود نرخ
تمام برای ویژه به و است سازگار است، شده شناخته ورش΄ستگͬ احتمال برای تاکنون که نتایجͬ با

دارد. ی΄سانͬ ش΄ل است، ٣۴ منظم مختلف دم ادعا، اندازه توزیع که افقͬ زمان های

مرکب پواسون مدل ۴ . ٣
دنباله ای از ش΄لͬ k = ١,٢, . . . ،Xk

٣۵ ادعا اندازه های آن در که ب·یرید نظر در را مرکبی پواسون مدل
B مشترک توزیع دارای هم·ͬ نا منفͬ تصادفͬ متغیر های و ،(i.i.d.) باشد ی΄سان توزیع دارای و مستقل
λ > ٠ شدت با زیر هم·رای پواسون فرآیند به ،k = ١,٢, . . . ،σk ورودی زمان های همچنین باشند،

ͬ شوند. م منصوب

N(t) = card{k = ١,٢, · · · : σk ≤ t} , t ≥ ٠
٣١Single-Server System
٣٢Queueing Theory

ͬ توان م را صف سیستم ΁ی ͬ شود. م به آن مربوط تصادفͬ فرآیند های و انتظار صف های ریاضͬ مطالعه شامل صف ٣٣نظریه

منتظر آن برای نباشد، اختیار در سرویس اگر و ͬ شوند م سیستم وارد گرفتن سرویس برای که کرد تعریف مشتریانͬ به صورت
سوی دو (سرور) دهنده سرویس و مشتری صف، سیستم های در ͬ کنند. م ترک را سیستم سرویس، انجام از پس و ͬ مانند م

هستند. صف ΁ی
٣۴Regulary Varying Tailed

بازار در بیمه شرکت ضرر میزان ͬ تواند م اینجا در که است بازار در ناگهانͬ و نادر اتفاقات اقتصادی اصطلاح در ٣۵ادعا

باشد.



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۴۴

معرف است، پیوسته راست از تصادفͬ فرآیند ΁ی که C(٠) = ٠ شرط با ،{C(t)}t≥٠ کنید فرض
باشد ٣٧ ثابت بهره نرخ r > ٠ کنید فرض همچنین باشد. t زمان در ٣۶ نهایی بیمه حق تراکم
ͬ گیریم. م نظر در ٣٨ ابتدایی سرمایه را x > ٠ و برسد) دلار ert به دلار ΁ی ،t زمان بعد (به طوری که

است. برقرار زیر معادله آن ازای به که ͬ شود م داده نشان Sr(t) با t زمان در ٣٩ نهایی سرمایه

Sr(t) = xert +

∫ t

٠
er(t−s)C(ds)−

N(t)∑
k=١

Xke
r(t−σk) , t ≥ ٠. (٣ . ٣)

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به مدل این ورش΄ستگͬ زمان
τ(x) = inf{t > ٠ : Sr(t) < ٠ | Sr(٠) = x}, (۴ . ٣)

به را T > ٠ متناهͬ زمان مدت در ورش΄ستگͬ احتمال رو این از ͬ کنیم. م قرارداد را inf ∅ = ∞ و
ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت

ψr(x, T ) = P (τ(x) ≤ T ). (۵ . ٣)
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت ۴٠ نهایی ورش΄ستگͬ احتمال این، بر علاوه

ψr(x) ≡ ψr(x,∞) = lim
T→∞

ψr(x, T ) = P (τ(x) <∞).

تجدید مدل ۵ . ٣
و ،(i.i.d.) بوده ی΄سان توزیع دارای و مستقل دنباله ای ش΄ل به ،n ≥ ١ ،Xn ادعاهای مدل، این در
،Yn ۴١ ورودی زمان های همچنین هستند، B مشترک توزیع دارای هم·ͬ نا منفͬ تصادفͬ متغیر های
،Xn تصادفͬ متغیر های از مستقل که بوده، i.i.d. نامنفͬ تصادفͬ متغیر های از دی·ر دنباله ای ،n ≥ ١
نشان τn =

∑n
k=١ Yk با را ۴٢ متوالͬ ادعاهای موقعیت ͬ کنند. نم پیدا کاهش ٠ به و هستند n ≥ ١

ͬ شوند. م منصوب زیر تجدید شمارشͬ فرآیند به که ͬ دهیم م
N(t) = #{n ≥ ١ : τn ∈ [٠, t]} t ≥ ٠.

را t ≥ ٠ زمان در ۴٣ ادعا ها انباشتگͬ نهایی مقدار ͬ کنیم. م قرارداد ٠ را خالͬ مجموعه اصلͬ عدد
ͬ دهیم. م نشان زیر مرکب مجموع با

S(t) =

N(t)∑
n=١

Xn , t ≥ ٠

٣۶Total Premium Accumulated
٣٧Constant Interest Force
٣٨Initial Surplus
٣٩Total Surplus
۴٠Probability Of Ultimate Ruin
۴١Interarrival Times
۴٢Successive Claims
۴٣Total Amount of Claims Accumulated



۴۵ مربوطه نتایج بر مختصری مرور

و ناکاهشͬ تصادفͬ فرآیند t ≥ ٠ ،C(t) کنیم فرض است. S(t) = ٠ باشد، N(t) = ٠ هرگاه که
را r > ٠ همچنین دهد. نشان را t ≥ ٠ زمان در ۴۴ بیمه ها حق انباشتگͬ نهایی مقدار که باشد نامنفͬ
نهایی سرمایه پس باشد. بیمه شرکت اولیه سرمایه x ≥ ٠ کنیم فرض ͬ گیریم. م نظر در ثابت بهره نرخ

ͬ کند. م صدق زیر معادله در که ͬ دهیم م نشان U(t) با مدل این در را t زمان در

U(t) = xert +

∫
[٠,t]

er(t−y)C(dy)−
∫
[٠,t]

er(t−y)S(dy), t ≥ ٠. (۶ . ٣)

تعریف زیر به صورت را آن که باشد متناهͬ ۴۵ بیمه ها حق نهایی یافته تنزیل مقدار کنیم فرض همچنین
ͬ کنیم. م

C̃ =

∫
[٠,∞]

e−ryC(dy) <∞, a.s. (٣ . ٧)

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به حالت این در ورش΄ستگͬ احتمال

ψ(x) = P (U(t) < ٠ ΁ی برای t ≥ ٠). (٣ . ٨)

فرض این تحت را ψr(x, T ) یعنͬ متناهͬ زمان در ورش΄ستگͬ احتمال تقریبی حالت های ادامه در
ͬ کنیم. م بررسͬ است، دم سنگین ΁ی B یعنͬ ادعا اندازه توزیع که

ارائه از پس و ͬ کنیم م بیان را اصلͬ نتایج اخیر، شده انجام کارهای بر مختصری مرور از بعد همچنین
ͬ کنیم. م اثبات را آنها لم، چندین

مربوطه نتایج بر مختصری مرور ۶ . ٣
شود. ذکر آن خلاف آن که م·ر ͬ رود، م x → ∞ که هستند حالتͬ به محدود روابط تمام کلͬ به طور

.lim a(x)
b(x)

= ١ اگر ،a(x) ∼ b(x) ͬ گوییم م ،b(·) و a(·) مثبت تابع دو برای
توزیع های از نوع مهم ترین است. دم سنگین ادعا، اندازه توزیع های که ͬ کنیم م محدود حالتͬ به را روابط
F ∈ S با که است زیرنمایی [٠,∞) روی F توزیع تعریف، طبق است. S نمایی زیر دسته دم، سنگین

رابطه و F̄ (x) = ١ − F (x) > ٠ ،x ≥ ٠ تمام برای اگر ͬ شود، م داده نشان

lim
F ∗n(x)

F (x)
= n (٣ . ٩)

به ͬ دهد. م نشان را F ام −n پیچش ،F ∗n که باشد برقرار n = ٢,٣, . . . , هر) برای حتͬ (و ΁ی برای
باشد. برقرار y > ٠ هر برای زیر رابطه هرگاه است، دراز دم F زیرنمایی توزیع هر ͬ دانیم م وضوح

lim
F̄ (x+ y)

F̄ (x)
= ١ (٣ . ١٠)

۴۴Total Amount Of Premiums Accumulated
۴۵Total Discounted Amount Of Premiums



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۴۶

ͬ شود. م داده نشان F ∈ L نماد با و
تعریف منظم متغیر های با توزیع ها از دسته ای را آن که است R زیرنمایی توزیع های از مفید زیر دسته ΁ی
F̄ (x) > ٠ ،x ≥ ٠ تمام برای اگر گوییم، R دسته به وابسته [٠,∞) بازه روی را F توزیع ͬ کنیم. م

باشد. برقرار y > ٠ هر برای زیر رابطه به طوری که باشد موجود α > ٠ ΁ی و باشد

lim
F̄ (xy)

F̄ (x)
= y−α. (٣ . ١١)

تمام برای وضوح به حالت این در ͬ دهیم. م نشان F ∈ R−α با را (٣ . ١١) رابطه در بودن منظم ویژگͬ
داریم. را زیر رابطه ،α١ < α < α٢ که هایی α٢ و α١

limxα١F̄ (x) = lim
١

xα٢F̄ (x)
= ٠;

y ∈ برای که ͬ شود م نتیجه F̄ (xy) ∼ y−αF̄ (x) تقریبی رابطه (٣ . ١١) معادله از این، بر علاوه
است. برقرار زیر رابطه ،٠ < a ≤ b <∞ که b و a اختیاری ثابت های برای است، ی΄نواخت [a, b]

lim sup
a≤y≤b

∣∣∣∣ F̄ (xy)y−αF̄ (x)
− ١
∣∣∣∣ = ٠ (٣ . ١٢)

و بینگام به مراجعه مالͬ و بیمه در آنها کاربرد و سنگین دم توزیع های مورد در بیشتر جزئیات برای
ͬ شود. م پیشنهاد [١٩] هم΄اران۴٧ و امبرتس و [۵] هم΄اران۴۶

΁ی که C(٠) با ۴ . ٣ بخش در که ΁ریس مدل از ψr(x) نهایی ورش΄ستگͬ احتمال تقریبی حالت های
و {Xk}∞k=١ و است سنگین دم ΁ی B توزیع همچنین شد. معرفͬ است، غیر احتمالͬ خطͬ تابع
و ساند۴٨ است. بوده گرفته قرار وارسͬ مورد اخیر نوشته های در مستقل اند، دو به دو که {N(t)}t≥٠

رابطه α > ١ Bبرای ∈ R−α شرط تحت دادند نشان [١٠] استادتمولر۵١ و کلوپلبرگ۵٠ و [١٢] تیوگل۴٩
است. برقرار زیر

ψr(x) ∼
λ

αr
B̄(x) (٣ . ١٣)

تحت زیر رابطه به طور مثال کردند، اثبات را ͬ تری کل نتیجه [۴] هم΄اران۵٣ و ازموسن و [٣] ازموسن۵٢
است. برقرار B ∈ S∗ شرط

ψr(x) ∼
λ

r

∫ ∞

x

B̄(y)

y
dy, (١۴ . ٣)

ͬ شود. م داده نشان زیر رابطه با و بود شده معرفͬ [٩] کلوپلبرگ توسط S∗ کلاس که
۴۶Bingham et. al.
۴٧Embrechts et. al.
۴٨Sundt
۴٩Teugel
۵٠Kluppelberg
۵١Stadtmuller
۵٢Asmussen
۵٣Asmussen et. al.



۴٧ اصلͬ نتایج

∫ x

٠
B̄(x− y)B̄(y)dy ∼ ٢µB̄(x),

توزیع و B آن گاه ،B ∈ S∗ اگر داد نشان [٩] کلوپلبرگ است. µ =
∫∞

٠ B̄(y)dy ∈ (٠,∞) آن در که
هستند. زیر نمایی هر دو ͬ شود، م تعریف زیر صورت به که BI کلͬ دم

BI(x) =
١
µ

∫ x

٠
B̄(y)dy, x ≥ ٠.

اصلͬ نتایج ٣ . ٧
در ͬ دهیم. م ارائه متناهͬ زمان ورش΄ستگͬ احتمال برای را ی΄سان فرمولͬ متمایز روشͬ با فصل این در

است. ذیل قضیه اصلͬ نتیجه اولین ͬ گیریم. م نظر در S دسته  کل از بالاتر را B حالت این
یعنͬ تصادفͬ، مبداء هر در که ب·یرید، نظر در را بخش٣ . ۴ در شده معرفͬ پواسون مدل .٣ . ٧ . ١ قضیه
رابطه T > ٠ هر برای آنگاه ،B ∈ S اگر مستقل اند. دو به دو {C(t)}t≥٠ و {N(t)}t≥٠ و {Xk}∞k=١

داریم. را زیر

ψr(x, T ) ∼
λ

r

∫ xerT

٠

B̄(y)

y
dy (١۵ . ٣)

باشد، B ∈ R−α اگر ،α > ٠ برای به ویژه است. سازگار (١۴ . ٣) با (١۵ . ٣) که باشید داشته توجه
داریم. را زیر رابطه (٣ . ١٢) موضعͬ ی΄نواختͬ ویژگͬ به توجه با آن گاه

∫ xerT

٠

B̄(y)

y
dy = B̄(x)

∫ xerT

٠

B̄(y)

B̄(x)

١
y
dy

∼ B̄(x)

∫ xerT

٠

(y
x

)−α ١
y
dy

=
١
α
B̄(x)(١ − e−αrT ).

ͬ شود. م نتیجه زیر رابطه T > ٠ هر برای (١۵ . ٣) از استفاده با حالت این در بنابراین

ψr(x, T ) ∼
λ

αr
B̄(x)(١ − e−αrT ), (١۶ . ٣)

زمان در ۵۵ نهایی شده ۵۴ تنزیل بیمه حق تراکم T > ٠ هر برای است. منطقͬ (٣ . ١٣) به توجه با که
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ͬ دهیم، م نشان C̃(T ) با را آن که T

C̃(T ) =

∫ T

٠
e−rtC(dt) برای T ∈ (٠,∞]. (٣ . ١٧)

قابل آینده در مشخصͬ زمان بندی در که نقدی وجوه جریان فعلͬ ارزش یا حال ارزش تخمین برای است روشͬ ۵۴تنزیل

است. دریافت
۵۵Total Discounted Premium Accumulated



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۴٨

.B ∈ R−α ،α > ٠ برای که ب·یرید نظر در را ۵ . ٣ بخش در شده معرفͬ تجدید فرآیند .٣ . ٧ . ٢ قضیه
باشد، برقرار زیر فرض دو از ی΄ͬ اگر

باشد. مستقل {Yn, n ≥ ١} و {Xn, n ≥ ١} از {C(t), t ≥ ٠} بیمه حق فرآیند .١
کند. صدق زیر رابطه در شد، تعریف (٣ . ٧) رابطه با که شده تنزیل بیمه حق نهایی مقدار .٢

lim sup
x→∞

P (C̃ > x)

B̄(x)
= ٠. (٣ . ١٨)

داریم. را زیر رابطه آن گاه

ψ(x) ∼ Ee−αrY١

١ − Ee−αrY١
B̄(x) (٣ . ١٩)

ͬ کند. م مشخص را x مقدار حداکثر برای بیمه، شرکت ضرر احتمال زیر قضیه
B ∈ R−α مشترک توزیع با i.i.d. تصادفͬ متغیر های از دنباله ای {Xk}∞k=١ کنید فرض .٣ . ٧ . ٣ قضیه
کراندار تصادفͬ متغیر های از دی·ر دنباله ای {Vk}∞k=١ کنید فرض همچنین باشد. α > ٠ ΁ی برای
به  صورت مبدا ها و λ > ٠ شدت با پواسون فرآیند {Nt}t≥٠ باشند. نیست) لازم (مستقل هم توزیع و
٠ ≤ t ≤ T که ،tبرای ی΄نواخت به طور و ثابت دلخواه T برای بنابراین باشند. مستقل دو  به دو تصادفͬ

است. برقرار زیر رابطه

P

N(t)∑
k=١

Xke
−tVk > x

 ∼ λtP (X١e
−tV١ > x) ∼ λtEe−αtV١B̄(x). (٣ . ٢٠)

قضایا اثبات ٣ . ٨
لم ها ٣ . ٨ . ١

ͬ کنیم. م بیان لم قالب در را مقدماتͬ نتیجه چند اثبات ها ارائه از قبل
نامساوی به طوری که دارد وجود Cε > ٠ ثابت ε > ٠ هر برای آن گاه باشد، زیر نمایی F اگر .٣ . ٨ . ١ لم

است. برقرار x ≥ ٠ و n = ١,٢, . . . هر برای زیر

F ∗n(x) ≤ Cε(١ + ε)nF̄ (x)

همچنین است. شده ارائه [١۶] ن۵٨ͬ و اسریا۵٧ و [١٧] چیستیاکاو۵۶ در نامساوی این اثبات برهان.
کنید. مراجعه هم΄اران و [١٨] امبرتس به ͬ توانید م

۵۶Chistyakov
۵٧Athreya
۵٨Ney



۴٩ قضایا اثبات

زیر نمایی توزیع دارای X اگر باشند. مستقل و نامنفͬ تصادفͬ متغیر دو Y و X کنید فرض .٣ . ٨ . ٢ لم
است. زیر نمایی توزیع دارای XY حاصل ضرب آن گاه باشد، ناتبه·ن ٠ در و کراندار Y و باشد

کنید. مراجعه [۶] سامارونایس΄۶٠ͬ و کلاین۵٩ از ٢.۵ نتیجه به برهان.

اگر باشد. k = ١,٢, . . . ،σk ورودی زمان های با پواسون فرایندی {Nt}t≥٠ کنید فرض .٣ . ٨ . ٣ لم
هم توزیع (σ١, σ٢, . . . , σn) تصادفͬ بردار آن گاه ،n = ١,٢, . . . ،N(t) = n ثابت، دلخواه T برای
متغیر n ترتیبی آماره های U(١,n), . . . , U(n,n) ͬ که وقت است (TU(١,n), . . . , TU(n,n)) تصادفͬ بردار با
انتخاب (٠,١) از ی΄نواخت توزیع با هم از مستقل و هم توزیع Uiها آن در که ,U١باشند . . . , Un تصادفͬ

شده اند.

کنید. مراجعه [٣٠] ۶١ راس از ٢.٣.١ قضیه به مثال برای است. روشن به خوبی نتیجه این برهان.

باشند، هم·را F پیوسته توزیع به t → ∞ ͬ که هنگام {Ft}t≥٠ توزیع های از دنباله ای اگر .۴ . ٣ . ٨ لم
داریم. را زیر رابطه و است ی΄نواخت حالت این در هم·رایی آن گاه

lim
t→∞

sup
−∞≤x≤+∞

|Ft(x)− F (x)| = ٠.

استفاده {Ft}t≥٠ از {Fn}∞n=١ دنباله به جای (که شود مراجعه [٢۵] ۶٢ پترو از ١.١١ قضیه به برهان.
ͬ کند). م

ب·یرید. نظر در α > ٠ Bبرای ∈ R−α شرط با را ١ . ۴ . ١ در شده ارائه تصادفͬ وزنͬ مجموع .۵ . ٣ . ٨ لم
است، برقرار زیر رابطه

P (W > x) ∼ B̄(x)
∞∑
n=١

Eθαn

باشد. برقرار زیر فرض دو از ی΄ͬ هرگاه

باشیم. داشته را زیر رابطه ،ε > ٠ ΁ی و ٠ < α < ١ برای .١
∞∑
n=١

E(θα+ε
n + θα−ε

n ) <∞.

باشیم. داشته را زیر رابطه ،ε > ٠ ΁ی و ١ ≤ α <∞ برای .٢
∞∑
n=١

E(θα+ε
n + θα−ε

n )
١

α+ε <∞.

۵٩Cline
۶٠Samorodnitsky
۶١Ross
۶٢Petrov



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۵٠

٣ . ٧ . ١ قضیه اثبات ٣ . ٨ . ٢
ͬ شود. م نتیجه t ∈ (٠, T ] ΁ی برای زیر رابطه (۵ . ٣) و (۴ . ٣) روابط از برهان.

ψr(x, T ) = P (e−rtSr(t) < ٠ | Sr(٠) = x). (٣ . ٢١)

داریم. را زیر رابطه (٣ . ٣) از t ∈ (٠, T ] هر برای همچنین

x−
N(T )∑
k=١

Xke
−rσk ≤ e−rtSr(t) ≤ x+ C̃(T )−

N(t)∑
k=١

Xke
−rσk , (٣ . ٢٢)

تنزیل ادعای تراکم مقدار را X̃(t) =
∑N(t)

k=١ Xke
−rσk اینجا در کردیم. تعریف (٣ . ١٧) در را C̃(T ) که

رابطه (٣ . ٢٢) در اول نا مساوی و (٣ . ٢١) از به وضوح ͬ گیریم. م نظر در t > ٠ زمان در ۶٣ نهایی شده
ͬ شود. م نتیجه زیر

ψr(x, T ) ≤ P (X̃(T ) > x), (٣ . ٢٣)

ͬ شود. م نتیجه زیر رابطه t ∈ (٠, T ] ΁ی برای (٣ . ٢٢) در دوم نا مساوی و (٣ . ٢١) از همچنین

ψr(x, T ) ≥ P (X̃(T ) > x+ C̃(T )) = P (X̃(T ) > x+ C̃(T )). (٢۴ . ٣)

که کنیم ثابت باید

P (X̃(T ) > x+ C̃(T )) ∼ P (X̃(T ) > x) (٢۵ . ٣)

داریم. را زیر رابطه ٣ . ٨ . ٣ از استفاده با ͬ کنیم. م اثبات را (٢۵ . ٣) تقریبی رابطه

P (X̃(T ) > x) =
∞∑
n=١

P

(
n∑

k=١
Xke

−rσk > x | N(T ) = n

)
P (N(T ) = n)

=
∞∑
n=١

P

(
n∑

k=١
Xke

−rTU(k,n) > x

)
P (N(T ) = n),

از مستقل و شده معرفͬ ٣ . ٨ . ٣ لم در n = ١,٢, . . . و k = ١,٢, . . . , n برای U(k,n) آن در که
است. برقرار زیر رابطه بنابراین هستند. {Xk}∞k=١

P (X̃(T ) > x) =
∞∑
n=١

P

(
n∑

k=١
Xke

−rTUk > x

)
P (N(T ) = n). (٢۶ . ٣)

همچنین هستند. زیرنمایی توزیع دارای k = ١,٢, . . . ،Xke
−rTUk حاصل ضرب ٣ . ٨ . ٢ لم به توجه با

به طوری که دارد وجود Cε > ٠ ثابت ،ε > ٠ اختیاری ثابت برای که ͬ دانیم م ٣ . ٨ . ١ لم از استفاده با
است. برقرار x ≥ ٠ و n = ١,٢, . . . هر برای زیر نامساوی

۶٣Total Discounted Claim Amount Accumulated



۵١ قضایا اثبات

P

(
n∑

k=١
Xke

−rTUk > x

)
≤ Cε(١ + ε)nP (X١e

−rTU١ > x)

تسلطͬ هم·رایی قضیه و (٣ . ٩) در زیرنمایی تعریف بردن کار به با و ،E(١+ε)N(T ) <∞ آنجایی که از
داریم. را زیر رابطه (٢۶ . ٣) رابطه و

P (X̃(T ) > x) ∼ P (X١e
−rTU١ > x) (٣ . ٢٧)

،Xke
−rTU١ حاصل ضرب آنجایی که از حقیقت در نیست. دشواری کار (٢۵ . ٣) اثبات (٣ . ٢٧) از استفاده با

قضیه از استفاده با است. دراز  دم X̃(T ) مجموع (٣ . ٢٧) به توجه با و است زیرنمایی توزیع دارای
ͬ آید. م به دست زیر رابطه دراز ، دم تعریف از (٣ . ١٠) ویژگͬ و تسلطͬ هم·رایی

lim
P (X̃(T ) > x+ C̃(T ))

P (X̃(T ) > x)
=

∫
[٠,∞)

lim
P (X̃(T ) > x+ y)

P (X̃(T ) > x)
P (C̃(T ) ∈ dy) = ١.

است. کامل قضیه اثبات

قضیه٣ . ٧ . ٢ اثبات ٣ . ٨ . ٣
ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را شد معرفͬ (۶ . ٣) با که ۶۴ سرمایه فرآیند یافته نزول مقدار برهان.

Ũ(t) = e−rtU(t) = x+

∫
[٠,t]

e−ryC(dy)−
∞∑
n=١

Xne
−rτn١(τn≤t) t ≥ ٠

است. برقرار t ≥ ٠ ΁ی برای زیر رابطه به وضوح است. A پیشامد مشخصه تابع ١A آن در که

ψ(x) = P (Ũ(t) < ٠)

داریم. را زیر رابطه همچنین و

x−
∞∑
n=١

Xne
−rτn ≤ Ũ(t) ≤ x+ C̃ −

∞∑
n=١

Xne
−rτn١(τn≤t) t ≥ ٠ (٣ . ٢٨)

است. برقرار زیر رابطه ۵ . ٣ . ٨ لم و (٣ . ٢٨) در نامساوی اولین از استفاده با

ψ(x) ≤ P

(
∞∑
n=١

Xne
−rτn > x

)
∼ B̄(x)

∞∑
n=١

Ee−rατn =
Ee−αrY١

١ − Ee−αrY١
B̄(x).

است. برقرار زیر رابطه دهیم نشان است کافͬ قضیه اثبات شدن کامل برای بنابراین

ψ(x) ≳ Ee−αrY١

١ − Ee−αrY١
B̄(x). (٣ . ٢٩)

۶۴Discounted Values Of The Surplus Process



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۵٢

ͬ آوریم. م به دست t ≥ ٠ ΁ی برای را زیر رابطه (٣ . ٢٨) دوم نامساوی از استفاده با منظور بدین

ψ(x) ≥ P

(
∞∑
n=١

Xne
−rτn١(τn≤t) > x+ C̃

)
= P

(
∞∑
n=١

Xne
−rτn > x+ C̃

)
. (٣ . ٣٠)

به دست زیر رابطه ۵ . ٣ . ٨ لم و فاتو لم بردن به کار و C̃ روی شرط و ٣ . ١٩ قضیه از ٣ . ٧ . ٢ فرض تحت
ͬ آید. م

lim inf
x→∞

ψ(x)

B̄(x)
≥ lim inf

x→∞

١
B̄(x)

∫
[٠,∞)

P

(
∞∑
n=١

Xne
−rτn > x+ y

)
P (C̃ ∈ dy)

≥
∫
[٠,∞)

lim inf
x→∞

P
(∑∞

n=١ Xne
−rτn > x+ y

)
B̄(x+ y)

B̄(x+ y)

B̄(x)
P (C̃ ∈ dy)

=
Ee−αrY١

١ − Ee−αrY١
.

عدد برای (٣ . ٣٠) رابطه از و ٣ . ١٩ قضیه از ٣ . ١٨ فرض تحت است. برقرار (٣ . ٢٩) رابطه بنابراین
داریم. را زیر رابطه l > ٠ دلخواه ثابت

ψ(x) ≥ P

(
∞∑
n=١

Xne
−rτn > (١ + l)x

)
− P (C̃ > lx).

ͬ آید. م به دست زیر رابطه ٣ . ١٠ در دراز دم تعریف و ۵ . ٣ . ٨ لم بردن به کار با مجددا

lim inf
x→∞

ψ(x)

B̄(x)
≥ lim inf

x→∞

١
B̄(x)

P

(
∞∑
n=١

Xne
−rτn > (١ + l)x+ C̃

)
− lim sup

x→∞

P (C̃ > lx)

B̄(x)

=
Ee−αrY١

١ − Ee−αrY١
lim inf
x→∞

B̄((١ + l)x+ C̃)

B̄(x)
− lim sup

x→∞

P (C̃ > lx)

B̄(x)

=
Ee−αrY١

١ − Ee−αrY١
lim inf
x→∞

B̄((١ + l)x+ C̃)

B̄((١ + l)x)
× B̄((١ + l)x)

B̄(x)
− lim sup

x→∞

P (C̃ > lx)

B̄(x)

=
Ee−αrY١

١ − Ee−αrY١
(١ + l)−α

است. برقرار کنیم، فرض صفر به ΁نزدی را l عدد که هنگامͬ (٣ . ٢٩) رابطه بنابراین

قضیه٣ . ٧ . ٣ اثبات ۴ . ٣ . ٨
باشیم. داشته را زیر رابطه N ثابت مثبت صحیح عدد برای موقت به طور کنیم فرض برهان.

(٣ . ٣١)
P

N(t)∑
k=١

Xke
−tVk > x

 =

(
N∑

n=١
+

∞∑
n=N+١

)
P

(
n∑

k=١
Xke

−tVk > x

)
P (N(t) = n)

= I١(x, t, N) + I٢(x, t, N).



۵٣ قضایا اثبات

زیرنمایی تصادفͬ متغیرهای برای [١۵] از ۵.١ گزاره بردن کار به با ͬ گیریم. م نظر در را I١(x, t, N) ابتدا
ی΄نواخت به طور زیر رابطه ،٠ < a ≤ b < ∞ که b و a اختیاری ثابت های برای و {Xk}Nk=١ i.i.d.

است. برقرار (c١, . . . , cN) ∈ [a, b]× · · · × [a, b] برای

P

(
N∑

k=١
ckXk > x

)
∼

N∑
k=١

P (ckXk > x).

ی΄نواخت به طور ٠ < t ≤ T ،t هر برای (V١, . . . , Vn)روی مناسب شرط  گذاری با اینجا در بنابراین
است. برقرار زیر رابطه

I١(x, t, N) ∼ P (X١e
−tv١ > x)

N∑
n=١

nP (N(t) = n). (٣ . ٣٢)

است. بدیهͬ زیر رابطه υ > ٠ هر برای همچنین

lim
N→∞

sup
٠<t≤T

١
λt
E(N(t))υ١{N(t)>N} = ٠. (٣ . ٣٣)

ͬ گیریم. م نتیجه را زیر رابطه (٣ . ٣٣) و (٣ . ٣٢) روابط از
(٣۴ . ٣)

lim
N→∞

lim sup
٠<t≤T

∣∣∣∣ I١(x, t, N)

λtP (X١e−tv١ > x)
− ١
∣∣∣∣ = lim

N→∞
sup

٠<t≤T

١
λt
E(N(t))١{N(t)>N} = ٠.

[٢۴] نگو ١.١ قضیه از آسانͬ به  احتمالͬ نامساوی حالت اولین ͬ گیریم. م نظر در را I٢(x, t, N) حال
زمان و B مشترک توزیع با {Xk}∞k=١ i.i.d. تصادفͬ متغیر های برای که صورت این به است برقرار

است. برقرار υ > ٠ و n = ١,٢, . . . , x > ٠ هر برای زیر نامساوی ،k ∈ (٠,١) مرتبه از محدود

P

(
n∑

k=١
Xk > x

)
≤ nB̄

(x
υ

)
+

(
eEXk

١
υ١−k

)υ

nυx−υk .

و Cυ > ٠ برای زیر رابطه υ > α
k
> ١ و k ∈ (٠,min{١, α}) ΁ی انتخاب با B ∈ R−α برای

است. برقرار x > ٠ هر و n = ١,٢, . . . , هر

P

(
n∑

k=١
Xk > x

)
≤ Cυn

υB̄(x).

داریم. را زیر رابطه M > ٠ برای ͬ کند، م میل x→ ∞ که هنگامͬ بنابراین

I٢(x, t,N) =
∞∑

n=N+١
P

(
n∑

k=١
Xk > xe−TM

)
P (N(t) = n)

≤ CυB̄(xe−TM)E(N(t))υ١{N(t)>N}

∼ Cυe
٢αTM B̄(xe−TM)E(N(t))υ١{N(t)>N}

≤ Cυe
٢αTMP (X١e

−tv١ > x)E(N(t))υ١{N(t)>N}.

(٣۵ . ٣)



مرکب پواسون مدل با بازاری در ورش΄ستگͬ احتمال ۵۴

ͬ شود. م نتیجه زیر رابطه (٣۵ . ٣) و (٣ . ٣٣) روابط از

lim
N→∞

lim sup
٠<t≤T

I٢(x, t, N)

λtP (X١e−tv١ > x)
= ٠. (٣۶ . ٣)

برقرار ی΄نواخت به طور ٠ < t ≤ T ،t هر برای (٣ . ٢٠) رابطه ،(٣۶ . ٣) و ،(٣۴ . ٣) ،(٣ . ٣١) روابط از
است. ٣ . ٧ . ٣ قضیه اثبات پایان این است.
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Aabstract

In this thesis, we deal with the markets which follows compound poisson process and
the surplus process of insurance company satisfyis at

Sr(t) = xert +

∫ t

0

er(t−s)C(ds)−
N(t)∑
k=1

Xke
r(t−σk) , t ≥ 0

Where Xk is claim process and C is premium. In our considered process we investi-
gate a formula for ruin probability of insurance company.

keywords: Compound Poisson Process, Ruin Probability, Risk Reserve
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