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୏وردگارا...
حسرت گذشته است، زیستن برای که لحظه ای بی ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستͬ من به
آنچنان اما کنم انتخاب خود را آن تا ب·ذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مردنͬ و نخورم

ͬ داری. م دوست تو که
ͬ قدر عال استاد از برسانم. پایان به را پایان نامه این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد شایان ش΄ر
بردم، بهره ارزشمندشان راهنمایی های از پایان نامه این انجام حین در که فتحعلͬ جعفر دکتر آقای جناب

دارم. را تش΄ر کمال
گرامͬ استادان بی وقفه تلاش های و دریغ بی زحمات از را قدردانͬ و سپاس مراتب است لازم همچنین
و مطالعه زحمت که آورم بجا بابره حسین زاده خسرو آقای جنای و آرشͬ محمد دکتر آقای جناب

نمودند. یاری را اینجانب احسن نحو به آن آماده سازی در و فرمودند تقبل را پایان نامه این مشاوره

کشاورزی رجا
١٣٩۵ دی

ه



نامه تعهد
دانش·اه ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی کشاورزی رجا اینجانب
راهنمایی تحت ، مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ

ͬ شوم: م متعهد فتحعلͬ جعفر
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

کشاورزی رجا
١٣٩۵ دی

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده

تنهایی به مشتری جذب که شده اند موضوع این متوجه شرکت ها و سازمان ها رقابت، عرصه در امروزه
برای معیاری بنابراین ͬ شود. م سودآوری باعث که است مشتری با ارتباط و نیست سودآور آن ها برای
مشتریان سودآورترین با مدت طولانͬ رابطه برقراری برای آن ها، بخش بندی و مشتریان ارزش ارزیابی
و آینده در مشتریان ارزش پیش بینͬ برای که است ابزاری مشتری عمر طول ارزش است. نیاز مورد

ͬ شود. م برده ب΄ار آن ها، بخش بندی
ارزش بر موثر عوامل شناسایی و محاسبه بر علاوه شرکت ها، و سازمان ها محدود بودجه به توجه با
از دی·ر ی΄ͬ زمان، بهترین در مناسب خدمات ارائه برای ارزش این بهینه سازی مشتری، عمر طول
ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد پیوسته و گسسته زمان در پایان نامه این در که شده است مطرح مهم مسائل
آن مهم کاربردهای و مدل ها از برخͬ بررسͬ و مشتری عمر طول ارزش معرفͬ به ابتدا منظور این برای
مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی برای آن از و معرفͬ را مارکوف تصمیم گیری فرآیند سپس ͬ پردازیم، م
مشتریان، مختلف گروه های به بودجه تخصیص برای سیاست بهترین اتخاذ با گسسته زمان های در
بهینه سازی به شرکت، و مشتری ارتباط زمان مدت بودن پیوسته فرض با نهایت در و ͬ شود م استفاده
و شرکت توسط شده تعیین درآمده آستانه عامل دو به نسبت پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش

ͬ شود. م پرداخته حساب، بررسͬ زمان بهترین

تصادفͬ، پویای برنامه ریزی مارکوف، تصمیم گیری فرآیند مشتری، عمر طول ارزش کلیدی: کلمات
بهینه سیاست

ز
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١ فصل
پیش·فتار

نوين بازاريابی فلسفه از پيروی به ملزم كنونͬ، ناپايدار عرصه در بقا جهت مختلف كارهای و كسب امروزه
توجه مورد دادوستد ΁ي ديدگاه از دي·ر مشتری دی·ر بیانͬ به ͬ باشند. م محوری مشتری آن، درصدر و

.[٢٢] ͬ كنند م نگاه او به العمر مادام ارزش بصورت دادوستد، تكرار براساس بل΄ه گيرد نمͬ قرار
سخت رقابتͬ محيط به توجه با امروزه اما بود بيشتر مشتريان آوردن بدست هدف، سنتͬ بازاريابي در
متوجه شرکت ها و سازمان ها ͬ باشد، م آن حفظ هزينه از بيشتر بسيار مشتری ΁ي جذب هزينه اینکه و
که است مشتری با ارتباط و نیست سودآور آن ها برای تنهایی به مشتری جذب که شده اند موضوع این
برای آن ها، بخش بندی و مشتریان ارزش ارزیابی برای معیاری بنابراین ͬ شود. م بیشتر سودآوری باعث
(CLV) مشتری١ عمر طول ارزش است. نیاز مورد مشتریان سودآورترین با مدت طولانͬ رابطه برقراری
در که ͬ شود م برده ب΄ار آن ها، بخش بندی و آینده در مشتریان ارزش پیش بینͬ برای که است ابزاری

ͬ پردازیم. م آن مهم کاربردهای و مدل ها پیشینه، ارزش، این معرفͬ به دوم فصل
ارزش بر موثر عوامل شناسایی و محاسبه بر علاوه شرکت ها، و سازمان ها محدود بودجه به توجه با
مطرح مهم مسائل از دی·ر ی΄ͬ مناسب، خدمات ارائه برای ارزش این بهینه سازی مشتری، عمر طول
مدت نوع گرفتن نظر در به توجه با که هستند آن دنبال به شرکت ها و سازمان ها از بسیاری که شده است

است. متفاوت (قرارداد) شرکت با مشتری ارتباط
فرآیند صورت این در که شود گرفته نظر در دوره ای و گسسته بصورت مشتری قرارداد است مم΄ن
عمر طول ارزش با بازاریابی فعالیت های ارتباط به توجه با را مشتریان روابط ،٢ مارکوف تصمیم گیری

١Customer lifetime value
٢Markov decision processes

١



پیش·فتار ٢

متغیر ΁ی عنوان به مشتریان عمر طول ارزش بنابراین ͬ کند. م مدلسازی حیاتشان، دوره در مشتریان
خواهد بستگͬ مشتری)، جذب یا (حفظ بازاریابی فعالیت های و مشتریان به که ͬ شود م گرفته نظر در
پرداخته آن حل روش های و مارکوف تصمیم گیری فرآیند معرفͬ به تفضیل به سوم فصل در لذا داشت.

است. شده
ارزش ، ٣ پویا برنامه ریزی از استفاده با بتوان که ͬ کند م فراهم را ام΄ان این مارکوف تصمیم گیری فرآیند
بهینه سازی به تصادفͬ پویای برنامه ریزی مدل ب΄ارگیری با چهارم فصل در نمود. ارزیابی را مشتریان

ͬ پردازیم. م معین و نامحدود زمانͬ افق در مشتری عمر طول ارزش
عمر طول ارزش محاسبه برای مدلͬ شرکت، استراتژی به توجه با چارچوبی ارائه با نیز پنجم فصل در
بررسͬ زمان و درآمد آستانه مقدار بهترین یافتن با سپس و ͬ شود م معرفͬ پیوسته زمان در مشتری
بودن تصادفͬ به توجه با ͬ رسد. م مقدار بیشترین به مشتری عمر طول ارزش مشتری، حساب مجدد
طول ارزش بهینه مقدار و ͬ شود م استفاده خاصͬ توزیع از مثال ΁ی ارائه با حالت، این در زمان متغیر

ͬ آوریم. م بدست را مشتری عمر

٣Dynamic programming



٢ فصل
مشتری عمر طول ارزش

مقدمه ٢ . ١
بازاريابی فلسفه از پيروی به ملزم كنونͬ ناپايدار عرصه در بقا جهت مختلف، كارهای و كسب امروزه
اول اولویت که معناست این به رابطه مند بازاریابی ͬ باشند. م رابطه مند بازاریابی آن، درصدر و نوين
بلندمدت رابطه ΁ی ساختن در سعͬ و موجود مشتریان از نگهداری و مراقبت سازمان ها، و شرکت ها
ͬ گيرد نم قرار توجه مورد دادوستد ΁ی ديدگاه از دي·ر مشتری .[١۶] است مطمئن سودآوری هدف با
سازمان ها منظور این برای ͬ كنند. م نگاه او به العمر مادام ارزش بصورت دادوستد، تكرار براساس بل΄ه
ارزش امروزه که داشتند نیاز آن ها ارزش اساس بر خود مشتریان رتبه بندی برای معیاری به شرکت ها و

رود. کار به مشتریان بخش بندی در تواند مͬ اندازه گیری قابل عامل عنوان به مشتری عمر طول
مشتریان ارزش تخمین به شرکت ها از محدودی تعداد که میلادی ١٩۴٠ دهه از مشتریان ارزش ارزیابی
شرکت ها ،١٩۶٠ دهه اواخر در بوده است. شرکت ها و سازمان ها برای دغدغه ΁ی همواره ͬ پرداختند م خود
کردند. استفاده مدت طولانͬ در مشتریان ارزش پیش بینͬ جهت کامپیوتری فناوری های از سازمان ها و
مدیریت، افزارهای نرم داده، پای·اه های مانند مدرن اطلاعات فناوری از استفاده با اخیر سال های در
است گرفته قرار بررسͬ مورد عمیق تر بصورت مشتری عمر طول ارزش …مفهوم و کاوی داده های

.[٣٠]
سودآور مشتری با ارتباط مدیریت به رسیدن جهت ابزاری عنوان به مشتری عمر طول ارزش فصل این در
ͬ تواند م آن ها، ارزش تعیین طریق از خود مشتریان شناسایی با سازمان ΁ی که طوری به ͬ شود، م معرفͬ
روی بر تاثیرگذار عوامل به توجه با سپس ببرد. بهره خود سود کردن ماکزیمم جهت در مشتریان این از

٣
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به و شده پرداخته آن ها مقایسه و رایج محاسباتͬ مدل های از برخͬ معرفͬ به مشتری عمر طول ارزش
ͬ شود. م اشاره بازاریابی١ در آن کاربردهای از برخͬ

مشتری با ارتباط مدیریت ٢ . ٢
افزایش و طبقه بندی نگهداری، آوردن، بدست برای کارآمد ابزاری (CRM) مشتری٢ با ارتباط مدیریت
همه به مشتری با ارتباط مدیریت دی·ر عبارت به ͬ باشد. م رقابتͬ صنایع در مشتریان رضایت مندی
گسترش، ترغیب، شناسایی، برای سازمان ها و شرکت ها در که ͬ شود م گفته فناوری هایی و فرآیندها

ͬ رود. م ب΄ار مشتریان به بهتر خدمات ارائه و حفظ
از ΁ی کدام که کرد آغاز را خود کار اساسͬ سوال این به ͺپاس در مشتری با ارتباط مدیریت ͽواق در
به باید را دسته کدام و دارند را بلندمدت رابطه ارزش و هستند آور سود شرکت یا سازمان ΁ی مشتریان
΁ج گفته ی به اما ͬ شد م نگاه چشم ΁ی به مشتریان همه ی به سنتͬ مدیریت در نمود؟ حذف تدریج
دهه ی در اما باشد مشتری ͬ توانست م کسͬ هر ٨٠ دهه ی در ،΁ال΄تری جنرال سابق عامل مدیر ٣͸ول

.[١٩] ͬ گردد م تلقͬ فردی به منحصر شخص مشتری، هر آن از بعد و ٩٠
مدت بلند روابط حفظ برای استراتژی ΁ی صورت به CRM مفهوم موضوع، این گرفتن نظر در با امروزه
مشتری با ارتباط مدیریت اساسͬ اصول از (CLV) مشتری عمر طول ارزش است. آمده در مشتریان با
از هدف هم΄ارانش و پیپرز۴ طوری که به ͬ شود، م استفاده CRM ارزیابی برای ابزاری عنوان به که است
برای مشتری عمر طول ارزش بودن بالا منظور به مشتریان با عمیق تر و نزدی΁ تر روابط ایجاد را CRM

.[٢٩] ͬ دانند م سازمان ها

مشتری عمر طول ارزش ٢ . ٣
تعاریف و مفاهیم ٢ . ٣ . ١

مورد مشتری٧ سودآوری مشتری۶، سرمایه مشتری۵، ارزش چون عناوینͬ تحت مشتری عمر طول ارزش
موضوع این متوجه شرکت ها و سازمان ها بیشتر حاضر حال در شده است. معرفͬ و گرفته قرار مطالعه
اصل طبق دارند. آن ها برای کمͬ سود یا نیستند سودآور آن ها مشتریان درصد ۴٠ تا ٢٠ که شده اند
بر CLV مفهوم ͽواق در .[٢٨] ͬ کنند م ایجاد را شرکت سود از درصد ٨٠ مشتریان از درصد ٢٠ پارتو٨
ارزش از استفاده با و هستند شرکت آینده سودهای و درآمد منبع مشتری ها، که است استوار مبنا این

١Marketing
٢Customer relationship management
٣Jack Welch
۴Peppers
۵Customer value
۶Customer equity
٧Customer profitability
٨Pareto principle
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کرد. شناسایی را سودآور مشتریان و پیش بینͬ را آینده زمان در مشتری سود ͬ توان م مشتری عمر طول
نمود: تعریف زیر بصورت ͬ توان م را مشتری عمر طول ارزش کلͬ طور به

افق ΁ی در مشتری ΁ی ͬ رود م انتظار که است ارزشͬ مقدار مشتری). عمر طول (ارزش ٢ . ٣ . ١ تعریف
که منفعتͬ میزان با ارزش این ΁ش بدون که باشد داشته همراه به شرکت یا سازمان برای معین زمانͬ

دارد. مستقیم ارتباط شود مͬ شرکت عاید مشتریان دسته این از
ترک زمان تا سازمان به مشتری ورود ابتدای از كه هزينه هایی ͽجم حاصل اگر دي·ر، عبارت به
آمده دست به سازمان با مشتری اين تراكنش های از كه درآمدهایی ͽجم حاصل از وی، توسط سازمان
آن ارزش آمده، بدست نتيجه گردد، تبديل فعلͬ پولͬ ارزش به آمده دست به ميزان و گردد تفريق
از سازمان كه است خالصͬ درآمد مشتری، عمر طول ارزش ͽواق در بود. خواهد سازمان برای مشتری

.[٣۵] دارد انتظار مشتری ΁ي
تفاضل (یعنͬ مشتری ΁ی سوددهͬ میزان با مشتری عمر طول ارزش که شود توجه نکته این به باید
این به است، متفاوت مشخص) زمانͬ بازه ΁ی در مشتری ΁ی با تعامل با مرتبط هزینه های و درآمدها
در را آینده مشتری عمر طول ارزش درحالی΄ه ͬ گیرد، م نظر در را گذشته مشتری، سوددهͬ که دلیل
کرده ایفا بیشتری نقش مدیران تصمیم گیری در مشتری عمر طول ارزش منظور این برای ͬ گیرد. م نظر
با رابطه بر متمرکز کارهای و کسب در بیشتر دلیل همین به است. پیچیده تر بسیار آن اندازه گیری و
مخابراتͬ و بیمه ای بانکͬ، خدمات مانند هستند، مشتری با قرارداد دارای که آن هایی خصوصا مشتری

ͬ شود. م …استفاده و
که است شده ارائه CLV عنوان تحت مشتری، عمر طول ارزش از مختلفͬ تعاریف گذشته تحقیقات در

:[٢٢] است شده آورده ٢ . ١ جدول در خلاصه صورت به تعاریف این داشته اند. هم با ناچیزی تفاوت

مختلف پژوهش های در CLV تعاریف :٢ . ١ جدول
منبع مشتری عمر طول ارزش تعاریف

لمان٩[١٨] و گوپتا مشتری از حاصل آینده سودهای تمام کنونͬ ارزش
نسر١٠[۴] و برگر شرکت با مشتری تراکنش های کل عمر طول در مشتری از آمده بدست خالص ضرر یا سود

دایتون١١[٧] و بلتبرگ مشتری مدیریت با مرتبط هزینه های گرفتن نظر در بدون مشتری، از انتظار مورد سود
پیرسون١٢ شرکت با وی تماس و مشتری تراکنش های از حاصل فعلͬ خالص ارزش

برگر١٣ و رابرتز آینده هم΄اری های تمام از حاصل سود فعلͬ خالص ارزش
کورتکس١۴ مشتری از انتظار مورد کلͬ وخارج و سود به آینده سهم های تمام فعلͬ خالص ارزش
ج΄سون١۵ ͬ رود. م انتظار مشتری آینده مشارکت جریان از که سودی خالص کنونͬ ارزش

خالص ارزش اساس بر تعاریف این از بسیاری مفهوم ͬ شود، م مشاهده ٢ . ١ جدول از که همانطور
١٠Gupta - Lehmann
١١Berger - Nasr
١٢Blattberg - Deighton
١٣Pearson
١۴Roberts - Berger
١۵Courtheoux
١۶Jackson
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است. متمرکز آن ها تراکنش های طول در مشتریان، از آمده بدست (NVP) فعل١۶ͬ
برای پایه مدل ͽواق در که نمود بیان (٢ . ١) رابطه تحت ͬ توان م را فوق تعاریف مجموعه ریاضͬ صورت

.[١٨] است مشتری عمر طول ارزش محاسبه

CLVi =
T∑

t=١

ri,t − ci,t
(١ + α)t

(٢ . ١)

و درآمد ترتیب به ci,t و ri,t برنامه ریزی، زمانͬ افق T ،i مشتری عمر طول ارزش CLVi آن در که
ͬ گیرد. م نظر در را پول زمانͬ ارزش که است ثابت ١٧ تنزیل نرخ α و t زمان در i مشتری هزینه های

ارزش به را سود ارزش آن، مخرج و ͬ دهد م نشان را زمانͬ بازه هر در خالص سود کسر، صورت بنابراین
ͬ کند. م تبدیل فعلͬ

تمامͬ عمر طول ارزش اگر ͬ شود. م محاسبه مشتری هر برای عمر طول ارزش (٢ . ١) رابطه از استفاده با
آمد: خواهد بدست زیر بصورت (CE) مشتری سرمایه شود، ͽجم باهم مشتریان

CE =
∑
i

niCLVi (٢ . ٢)

است. i دسته در مشتریان تعداد ni (٢ . ٢) رابطه در
جهت شده مصرف هزینه های میزان فعلͬ: خالص ارزش دو از مجموعͬ مشتری، سرمایه از دی·ری بیان
است محاسبه قابل زیر بصورت که ͬ گیرد م نظر در را آن ها حفظ هزینه های همچنین و مشتریان جذب

:[٧]

CE = am− A︸ ︷︷ ︸
جذب

+
∞∑
t=١

a

(
m− R

r

)
[r(١ + d)−١]t︸ ︷︷ ︸

حفظ

= am− A+ a

(
m− R

r

)
r

(١ + α− r)

دوره ΁ی در جذب هزینه های از شده صرف میزان A است. مشتری حفظ نرخ r و جذب نرخ a آن در که
m ͬ باشد. م ی΄ساله دوره ΁ی در مشتری هر برای نگهداری هزینه میزان R و مشتری هر برای سالیانه
ͬ کنند م بیان را نکته این هم΄اران و بلتبرگ١٨ البته است. تنزیل نرخ α و سود در مشتری هر مشارکت
نرخ دی·ر عبارتͬ به .[٧] است وابسته مشتریان نگهداری برای شده صرف بودجه میزان به حفظ نرخ که

ͬ آید: م بدست زیر بصورت که گرفتند نظر در R و A از توابعͬ ترتیب به را r حفظ نرخ و a جذب

a(A) = a١)٠ − e−K١A) r(R) = r١)٠ − e−K٢R)

هستند. مثبت ثابت مقادیر Kو٢ K١ و شده تعیین اولیه اولیه نرخ r٠ و a٠ آن در که
است. مشتری عمر طول ارزش محاسبه برای موجود مدل های ابتدایی ترین از (٢ . ١) محاسباتͬ مدل

١۶Net present value
١٧Discount rate
١٨Blattberg
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دی·ری محاسبه ای مدل های شد انجام زمینه این در که زیادی تحقیقات و پایه ای مدل این توسعه  با
معرفͬ به ابتدا منظور این برای ͬ پردازیم. م آن ها از برخͬ معرفͬ به بعد بخش های در که شد پیشنهاد

پرداخته شده است. CLV بر تاثیرگذار عوامل

مشتری عمر طول ارزش بر تاثیرگذار عوامل ٢ . ٣ . ٢
جریانات زمان، از: عبارتند است، تعريف قابل آن ها اساس بر مشتری عمر طول ارزش كه اصلͬ متغيرهای

ͬ پردازیم. م آن ها از ΁ی هر معرفͬ به که تنزیل نرخ و مشتری نقدی

زمان
سازمان در مشتری عمر طول يا زمان مشتری، عمر طول ارزش مفهوم در مهم بسيار عوامل از ي΄ͬ
ͬ شود م تعيين م΄رر خريدهای يا و خريد ΁ي شامل كار و كسب نوع به توجه با مشتری عمر طول است.
خريد رفتار بازه ها اين از ΁ی هر در كه ͬ باشد م (t) كوچ΄تر زمانͬ بازه های از متش΄ل دوره اين .[٢۴]

ͬ گردد. م بررسͬ مشتری

مشتری نقدی جریانات
بدست مشتری تراكنش های و ارتباط بابت سازمان هر كه است سودی مقدار همان نقدی١٩ جریانات
از مشتریان سودآوری محاسبه برای دارد. مستقيم رابطه مشتری عمر طول ارزش ميزان با که ͬ آورد، م
جانبی یا اضافͬ فروش همان که مشتری به دی·ر محصولات فروش مشتری، خرید میزان مانند مفاهیمͬ

ͬ شود. م استفاده مشتریان قبال در سازمان هزینه های و است مشتری به

تنزیل نرخ
تبديل سازمان برای فعلͬ ارزش به بايد ͬ گردد، م محاسبه و برآورد آينده زمان در مشتری از كه ارزشͬ
ͬ کند م بيان تنزيل ضريب ͬ پذيرد. م صورت ارزش فرمول در تنزيل٢٠ ضريب اعمال طريق از امر اين شود.
ͬ دهد: م نشان را تنزیل ضریب زیر فرمول .[٣۵] دارد ارزشͬ چه فعلͬ زمان در آينده پولͬ واحد ΁ی كه

تنزیل ضریب = (١ + α)−t t = ١, ٢, · · · , T (٢ . ٣)

تعاريف تنزيل نرخ مورد در ͬ شود. م استفاده تنزيل نرخ نام به پارامتری از تنزيل ضريب محاسبه در
سرمايه گذاری جهت سازمان هزينه وزنͬ ميانگين معادل تنزيل نرخ موارد، برخͬ در دارد. وجود متفاوتͬ
از سازمان انتظار مورد سود با برابر را تنزيل نرخ دي·ر، برخͬ در ͬ شود م گرفته نظر در بازاريابی در
ارزش مفهوم كه است درصدی تنزيل نرخ ،ͽواق در ͬ دانند. م نظر مورد محصول جهت در سرمايه گذاری

.[٣٩] دارد همراه به خود با را پول زمانͬ
١٩Cash flows
٢٠Discount factor
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مشتری عمر طول ارزش محاسباتͬ مدل های ٢ . ٣ . ٣
درازمدت در مشتری ΁ی سودآوری كه ͬ شوند م استفاده زمانͬ مشتری عمر طول ارزش مدل های معمولا
منظور به مشتریان از وزنͬ برداشت ΁ی ایجاد آن، محاسبه از اصلͬ هدف و گيرد قرار اندازه گيری مورد
از را دقت و پیچیدگͬ از متفاوتͬ سطوح ͬ تواند م پیش بینͬ مدل است. آن ها به منابع بهینه تخصیص
ارزش مدلسازی همچنین باشد. داشته داده، تحلیل پیچیده روش های تا ابتکاری، ساده ال·وریتم ΁ی

دارد. نیز مدلسازی اهداف و کار و کسب ماهیت به بستگͬ مشتری عمر طول
توجه با زیرا ͬ شود م محاسبه و معرفͬ مختلف متغيرهای اساس بر مشتری ΁ي ارزش مدل ها، اين در
روش های داریم اختیار در که اطلاعاتͬ نوع و گوناگون شرکت های و سازمان ها متفاوت سیاست های به
عبارت اند شده مطرح روش های متداول ترین ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد آن محاسبه برای متفاوتͬ
،٢٣ مارکوف زنجیره روش ،٢٢(SOW) پول کیف سهم روش ،٢١(NPV) فعلͬ خالص ارزش روش از:
.٢۶(RFM) آر.اف.ام روش و ٢۵(ROI) سرمایه بازگشت روش ،٢۴(PCV) مشتری گذشته ارزش روش
RMF مدل ͬ كنند. م تبعيت مشتری عمر طول ارزش ابتدایی و پايه مدل از ها مدل اين همه ،ͽواق در
دفعات تعداد تازگ٢٧ͬ، فاکتور سه که است مشتری عمر طول ارزش محاسبه زمینه در مدل قدرتمندترین
شرکت خدمات از استفاده آخرین از زمانͬ فاصله تازگͬ، ͬ گیرد. م نظر در را خرید٢٩ مالͬ ارزش و خرید٢٨
بیشتر دفعات تعداد است. بیشتر خرید احتمال باشد کمتر تازگͬ مقدار چه هر که است مشتری توسط
چنین به سازمان بیشتر توجه به نیاز نشانگر بالاتر مالͬ ارزش و است مشتری وفاداری نشان دهنده

است. مشتریانͬ
بر مبتنͬ مدل های کلͬ دسته دو به ͬ توان م را مشتری عمر طول ارزش محاسبه مدل های کلͬ، طور به
مشتری، حفظ بر مبتنͬ مدل های در کرد. دسته بندی مشتری مهاجرت٣٠ بر مبتنͬ مدل های و حفظ
مشابه، شرکت وجود عدم یا و مشتری توسط شرکت تعویض بالای هزینه دلیل به که ͬ شود م فرض
دی·ر کند رابطه ͽقط شرکت با مدتͬ برای مشتری اگر لذا هستند وفادار خاص شرکت ΁ی به مشتریان
چندین از ͬ توانند م مشتریان دی·ر، روش در اما ͬ شود. نم گرفته نظر در او بازگشت برای احتمالͬ
ͬ کنند. م تنظیم را ΁ی هر از خرید میزان که باشند شرکت چندین مشتری و کنند خریداری فروشنده
انجام را خرید پیش بینͬ آن اساس بر و شده گرفته نظر در احتمالͬ بصورت مشتریان رفتار مدل این در
از ΁ی هر معرفͬ به ادامه در هستند. مناسب بالا رقابت با محیط برای مدل هایی چنین .[١٣] ͬ دهد م

پرداخته شده است. ها مدل

٢١Net present value
٢٢Share of wallet
٢٣ Markov chaine
٢۴Past customer value
٢۵Return on investment
٢۶Recency, Frequensy, Monetary
٢٧Recency
٢٨Frequency
٢٩Monetary
٣٠Migration
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حفظ بر مبتنͬ مدل های
وفادار شرکت به ساله هر که مشتریان از دسته آن برای مشتری حفظ نرخ عنوان به نرخͬ مدل ها این در
مشتری روی·ردان٣١ͬ عدم احتمال قالب در ͬ توان م را حفظ نرخ دی·ر عبارت به ͬ شود. م تعریف ͬ مانند، م
زیر رابطه طریق از مشتری عمر طول ارزش ترتیب بدین نمود. تفسیر ی΄ساله دوره ΁ی در شرکت، از

:[١٧] بود خواهد محاسبه قابل

CLVi = (ri − ci) ·
T∑

t=١

pi
(١ + α)t

(۴ . ٢)

است. iمشتری برای شده صرف هزینه  و آمده بدست درآمد ترتیب به c و r و مشتری حفظ نرخ pآن در که

اساس بر مشتری عمر طول ارزش محاسبه برای مدلͬ شود گرفته نظر در پیوسته بصورت زمان اگر
ͬ آید. م بدست بقا٣٢ تابع

بقای تابع صورت این در باشد، سازمان از مشتری روی·ردانͬ نشان دهنده X تصادفͬ متغیر کنید فرض
به یا است نکرده روی·ردانͬ سازمان از مشتری t زمان تا که است این احتمال F̄ (t) = P (X > t)

ارزش مدل صورت این در ͬ دهد. م نشان را t لحظه تا سازمان در مشتری حضور احتمال دی·ر عبارتͬ
بود[٣۵]: خواهد زیر بصورت مشتری عمر طول

CLV =

T∫
t=٠

v(t)F̄ (t)D(t)dt (۵ . ٢)

صفر، زمان در مقدار اين ͬ آید. م بدست t زمان طول در مشتری از كه است ارزشͬ مقدار نشان هنده v(t)
عنوان به را f(t) = −dF̄ /dt تابع ͬ توان م بقا، تابع از استفاده با ͬ آورد. م بدست را مشتری فعلͬ ارزش
محاسبه را خطر٣٣ تابع سپس و نمود تعريف t زمان در سازمان از مشتری روي·ردانͬ لحظه ای احتمال
استفاده مشتريان روي·ردانͬ ميزان محاسبه برای f(t) تابع از بسياری .(h(t) = f(t)/F̄ (t)) نمود
تنزیل ضریب نیز D(t) تابع .[٣۵] ͬ آورد م بدست را مناسب تری مقدار h(t) كه شده اثبات اما ͬ كنند، م

ͬ شود. م پرداخته آن بهینه سازی و مدل این معرفͬ به نیز ۵ فصل در است.

مهاجرت بر مبتنͬ مدل های
گرفت. نظر در حفظ بر مبتنͬ مدل های از یافته ای تعمیم حالت ͬ توان م را مهاجرت بر مبتنͬ مدل های
ͬ کنند م استفاده وی بعدی خرید پیش بینͬ منظور به مشتری خرید آخرین زمان از مدل ها این از بسیاری
آخرین از شده سپری زمان مبنای بر ماندگاری تابع ΁ی مدل این گفت ͬ توان م دی·ر عبارت به .[١٣]
عمر طول ارزش محاسبه برای ͬ گیرد. م نظر در وی عمر طول ارزش محاسبه برای را مشتری خرید
شده محاسبه ͬ کنند م استفاده شرکت خدمات از معین سال ΁ی در که مشتری هایی تعداد ابتدا مشتری

٣١Churning
٣٢Survivor function
٣٣Hazard function
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ͬ آید. م بدست مشتری هر برای عمر طول ارزش متوسط سپس و
زیر رابطه از ͬ کنند م استفاده خدمات از مداوم طور به دوره ΁ی طͬ در که مشتریانͬ محاسبه برای

ͬ شود: م استفاده

Nt =
t∑

j=١

[
N(t−j)pj

j∏
k=١

(١ − p(j−k))

]
(۶ . ٢)

باشد. j خریدش آخرین از شده سپری زمان اینکه فرض با مشتری خرید احتمال pj رابطه، این در
مشتریان تعداد چنانچه و است بازگشتͬ رابطه ΁ی فوق رابطه است. اولیه مشتریان تعداد N٠ و p٠ = ٠

بود. خواهد محاسبه قابل بعد سال های مشتریان تعداد متوسط مقدار باشد، معلوم اولیه
ͬ شود: م استفاده زیر مدل از مشتری عمر طول ارزش محاسبه برای حال

CLV =
(r − c)

N٠

T∑
t=٠

Nt

(١ + α)t
(٢ . ٧)

مدل ها مقایسه ۴ . ٢ . ٣
به كارشان و كسب نوع كه مناسبند سازمان هايی برای مشتری، حفظ نرخ اساس بر مدل های معمولا
برای مشتری آن در و است ارتباط در آن ها با فقط مشتری رقيب، سازمان های بين از كه است گونه ای
نخواهد باز آن به دي·ر كند، ترک را سازمان دليل هر به اگر و كند تقبل را زيادی هزينه باید جابجايی
عمر دوره ارزش ميانگين از بيمه شركت های ͬ باشند. م سازمان ها اين جمله از بيمه شركت های گشت.
استفاده خود جانبی فروش ميزان تخمين برای مشتری بقای تابع و نگهداری نرخ اساس بر مشتريان

.[١٢] مي΄نند
سازمان در مشتری بقای و تنزيل ضريب مشتری، از حاصل سود و پيوسته طور به را زمان (۵ . ٢) مدل
استفاده دور راه ارتباطات و مخابراتͬ شركت های در مدل ها این از ͬ گيرد. م نظر در زمان از تابعͬ را

.[٣۵] ͬ شود م
ͬ شود.در م استفاده دارند، رقابتͬ فضای كه سازمان هايی برای مشتری مهاجرت اساس بر مدل های از
آن به دوباره و كرده ترک را سازمان كه مدتͬ از پس مشتری كه دارد وجود ام΄ان اين ها سازمان اين
برای کمͬ هزینه ͬ توانند م مشتریان که است مناسب سازمان هایی برای مدل ها این .[٣٩] كند رجوع

هواپیمایی). شرکت بپردازند(مانند دی·ر سازمان های به خود جابجایی و تعویض

مشتری عمر طول ارزش از استفاده کاربرد های ۴ . ٢
و بازاریابی ،[٣۶] کار و کسب فعالیت های تحلیل و عمل΄رد اندازه گیری در مشتری عمر طول ارزش
پیش بینͬ و وفاداری میزان سنجش ،[٢٠] قیمت گذاری و محصول پیشنهاد ،[٣٣] منابع تخصیص
مدل هایی بالا اهداف از ΁ی هر به رسیدن برای شده است. …استفاده و بخش بندی مشتریان، روی·ردانͬ

شده است. ب΄ارگرفته مختلفͬ ابزارهای و شده پیشنهاد
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این است. مشتریان بخش بندی برای مشتری عمر طول ارزش مدل از استفاده موارد مهم ترین از ی΄ͬ
شرکت برای ی΄سانͬ ارزش دارای مشتریان تمامͬ که ͬ شود، م آغاز مسئله این دانستن با بخش بندی
سودده ترین که ͬ دهد م اجازه شرکت ها به عمر طول ارزش ΁متری اساس بر مشتریان تقسیم نیستند.
متمرکز آنان روی بر سودده، کمتر مشتریان بر تمرکز جای به و کرده پیش بینͬ را خود مشتریان گروه های

کنند.
که ͬ شود م استفاده آن ها عمر طول ارزش استفاده با مشتريان بخش بندی برای مختلفͬ روش های
اشاره كامپيوتری٣٧. علوم بر مبتنͬ پایدار٣۶، اقتصادسنج٣۵ͬ، احتمال٣۴ͬ، RFM، مدل های به ͬ توان م
.[١٩] هستند[١۵] Pareto/NBD مدل و ماركوف٣٨ زنجيره بر مبتنͬ احتمالͬ مدل های کرد[١٧].
اين مواردی، در خصوص به ͬ شوند، م پياده سازی Pareto/NBD مدل اساس بر اقتصادی مدل های
مختلف اجزاء رفتار كردن مدل به پايدار مدل های ͬ کنند. م برآورد را مشتريان ريزش احتمال مدل ها
از ͬ توان م باشد دسترس در اجزا اين به مربوط نمونه های از كافͬ تعداد كه مواردی در و ͬ پردازند م خود
روش های از كامپيوتری علوم بر مبتنͬ مدل های در كرد[٨]. استفاده آن پويایی برای زمانͬ سری های
استفاده رگرسيون و دسته بندی درخت گيری۴٠، تصميم درخت عصبی٣٩، شب΄ه های مانند كامپيوتری

است[٢۶]. شده
خصوص به شرکت ها و سازمان ها مشتریان بخش بندی برای اخیر سال های در زیادی بسیار پژوهش  های
گرفته صورت کشور از خارج و داخل در عمر طول ارزش محاسبه از استفاده با مالͬ موسسات و بانک ها
مدل های از داشته اند اختیار در خود مشتریان از که اطلاعاتͬ و داده ها نوع به توجه با کدام هر که است،

کردند. استفاده مختلف
اساس بر ایران صادرات بانک مشتریان بخش بندی جهت چارچوبی هم΄اران و خواجوند مثال عنوان به
تراکنش های از مجموعه ای منظور این برای .[٢] دادند ارائه مشتری عمر طول ارزش بر مؤثر عوامل
اول زمانͬ بازه در و خرد بانکداری حوزه در تهران) (شعب صادرات بانک مشتری ٣٠٠٠٠ به مربوط
RFM مدل از استفاده با آن از پس و شد دریافت ١٣٩٠ سال ماه فروردین اول تا ١٣٨٩ سال ماه فروردین
و ارزشمند ”مشتریان طلایی”، ”مشتریان دسته چهار به مشتریان تصمیم، درخت ΁تکنی ΁کم با و

شدند. تقسیم ارزش” کم ”مشتریان و روی·ردانͬ” احتمال با ”مشتریان وفادار”،
عمر طول ارزش اندازه گیری و سنجش برای مناسبی مدل ارائه به هم΄اران و کهره صفری همچنین
الحسنه قرض حساب های از نمونه ای که ترتیب این به .[٣] پرداختند آن ها بخش بندی سپس و مشتریان
انتخاب سال ۴ مدت به ١٣٨٧ سال تا ١٣٨۴ سال از مشتری ١٠٠٠٠ برای ایران، تجاری بانک های از ی΄ͬ

شده است. آورده ٢ . ٢ جدول در آن نتایج که گرفت قرار CLV محاسبه مبنای و شد

٣۴ Probability models
٣۵Econometric models
٣۶Persistence models
٣٧Computer science models
٣٨Markov chain
٣٩Neural network
۴٠Decision tree
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ایران تجاری بانک های از ی΄ͬ CLV محاسبه به مربوط مقادیر مجموع :٢ . ٢ جدول
سال (n) تعداد حساب ها مجموع برای شده محاسبه CLV سال هر برای CLV میانگین

١٣٨۴ ١٠٠٠٠ ٣٧٠۵٢٣١٠٣٠ ٣٧٠۵٢٣
١٣٨۵ ١٠٠٠٠ ٧٨٠١۶۴٧٩۴٠ ٧٨٠١۶۵
١٣٨۶ ١٠٠٠٠ ۵۵٠٣۴٢۵٧٢٠ ۵۵٠٣۴٢
١٣٨٧ ١٠٠٠٠ ٢٣٧٣۶١٨٨۴٠ ٢٣٧٣۶٢

(CE) مجموع − ١٩٣٨٣٩٢٣۵٣٠ −

خوشه بندی۴١ روش از استفاده با آن ها بخش بندی مشتری، هر برای CLV مقادیر اساس بر سپس
از ΁ی هر برای است دسته آن CLV ارزش دهنده نشان که خوشه هر میانگین براساس و شده انجام
در را ١٣٨۴ سال محاسبات حاصل نمونه برای است. شده انجام بخش بندی ١٣٨٧ تا ١٣٨۴ سال های

است: شده آورده ٢ . ٣ جدول

١٣٨۴ سال برای CLV براساس مشتریان بندی دسته :٢ . ٣ جدول
دسته هر عنوان (n) تعداد دسته هر میانگین

GC ١٠٠٠ ٢٨۶٠٢١
A ١٢٠٠ ٣٩٧٢٠
B ١٧٣ ٣٢۵١٩
C ٣٩۶ ٢٠٣٩٩
D ٩۴٩ ٩۵١٣
E ۶٢٨٢ ٢٢۴۵

مجموع ١٠٠٠٠ ٣٧٠۵٢٣١٠٣٠

سودآوری با C و B بخش مناسب، سودآوری با مشتریان A بخش طلایی، مشتریان GC بخش مشتریان
بخش بندی ها این شدند. تلقͬ ارزش کم مشتریان E بخش و پایین ارزش با مشتریان D بخش متوسط،
آن ها به ویژه تسهیلات ارائه و حفظ در و شناخته را خود ارزش با مشتریان که ͬ کند م ΁کم سازمان ها به
یا کنند ترک را سازمان آینده دوره های در است مم΄ن که مشتریانͬ شناخت باعث همچنین کنند تلاش
داشته آن ها حفظ برای برنامه ای سازمان ها است مم΄ن که ͬ شود، م روی·ردان۴٢ مشتریان اصطلاح در

باشند.
که شود استفاده است مم΄ن مشتریان از موجود اطلاعات و داده ها نوع به توجه با دی·ری مدل های از
مبتنͬ مدل های کرد. اشاره مارکوف۴٣ زنجیره از استفاده با مشتری عمر طول ارزش مدل به ͬ توان م

۴١Clustering
۴٢Customer churn
۴٣Markov chaine
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هستند. تعریف قابل مشتری مهاجرت اساس بر هم و مشتری حفظ اساس بر هم ماركوف زنجيره بر

شود. طراحͬ ͬ تواند م ۴۵ مشتری مهاجرت اساس بر هم و نگهداری۴۴ اساس بر هم ماركوف زنجيره زیرا
با انحصاری صورت به آن ها مشتريان كه سازمان هايی برای هم و رقابتͬ سازمان های برای هم بنابراين

.[٣١] است مناسب ارتباطند، در آنان
عمر طول ارزش مدل و مارکوف تصمیم گیری فرآیند معرفͬ به ابتدا ٣ فصل در مدل، این معرفͬ برای
بازاریابی در مشتری عمر طول ارزش اهمیت به توجه با سپس و پرداخته مارکوف فرآیند بر مبتنͬ مشتری

ͬ پردازیم. م بهینه سیاست یافتن با آن کردن بهینه به

۴۴Retention-based model
۴۵Migration-based model





٣ فصل
مارکوف تصمیم گیری فرآیند

مقدمه ٣ . ١
هدف توصیفͬ ابزار ΁ی عنوان به (MDP)مارکوف١ تصمیم گیری فرآیند یا مارکوف تحلیل و تجزیه
΁ی شخص، ΁ی ͬ تواند م سیستم این که است مدیریتͬ سیستم های آینده رفتار پیش بینͬ عمده اش
تحلیلͬ مارکوف روش باشد. قبیل این از مواردی یا و ماشین ΁ی محصول، ΁ی برای تقاضا سازمان،
احتمالات ماتریس و احتمالͬ حالت های بردن کار به طریق از را آینده تا ͬ دهد م اجازه ما به که است

کنیم. پیش بینͬ انتقال
آغاز پیوسته آزمایش های توالͬ ی درباره ١٩٠۶ سال در مارکوف٢ آندری تحقیق های با مارکوف تحلیل
دان توسط ١٩٢٣ سال در پیوسته مسیرهای برای مارکوف فرآیند از صحیح ریاضͬ تعبیرهای اولین شد.
دوب٧ و لوی۶ دوبلین۵، گروف۴، توسط مارکوف تحلیل های و فرآیند ͽجام نظریه ولͬ شد، ارائه ونیر٣

.[١] شد تکمیل ١٩٣٠ دهه در
موجودی، کنترل انسانͬ، نیروی برنامه ریزی مانند مدیریت تصمیم گیری در بسیاری کاربرد مارکوف فرآیند

١Markov decision processes
٢Andrey Markov
٣Don Venir
۴ Groff
۵ Doblin
۶Levi
٧Dob

١۵



مارکوف تصمیم گیری فرآیند ١۶

کمبود با سازمان ΁ی در خاص پست ΁ی گاهͬ مثلا …دارد. و بهینه٨ توقف دستگاه، ونگهداری تعمیرات
نیرو تورم با دی·ر زمان های در پست همین است مم΄ن که حالͬ در ͬ شود، م رو به رو انسانͬ نیروی
منجر تولید خط توقف به و ͬ رسد م صفر به اوقات برخͬ در سازمان ها انبار موجودی باشد. رو به رو
شرکت دستگاهͬ شدن خراب با یا و است زیاد بسیار انبار موجودی دی·ر اوقات در که صورتͬ در ͬ شود م
شرکت یا سازمان ΁ی همچنین ͬ شود. م متحمل آن نگهداری و تعمیرات بابت را زیادی هزینه های
فرآیند ΁کم به منظور این برای آن هاست. نگهداری و حفظ برای خود مشتریان رفتار بینͬ پیش نیازمند
احتمالͬ ضرر از جلوگیری برای را تصمیم بهترین و کرد پیش بینͬ را سیستم ΁ی رفتار ͬ توان م مارکوف
زمینه این در گرفته صورت بسیار پژوهش های و تحقیقات از نمونه چند معرفͬ به اکنون نمود. اتخاذ

ͬ پردازیم. م
زمان بینͬ پیش ازطریق محصولات، کیفیت و تولید صحت افزایش برای مارکوف، مدل از گودانگ٩
سوئزلند در انسانͬ نیروی ریزي برنامه عنوان تحت تحقیقͬ .[٢۵] نمود استفاده جبرانͬ کنترل های
سوئزلند کتابخانه در آینده کار نیرو تقاضای و عرضه ΁سیستماتی بینͬ پیش منظور به تاپیسا١٠ توسط
دارند عهده بر را انسانͬ نیروی برنامه ریزی مسؤلیت که افرادی برای را اصولͬ پژوهش این که شد انجام
یا ها پست براي صلاحیت هایی و دانش ها توانایی ها، چه شد مشخص آن موجب به که کرد طراحͬ
اجتماعͬ علوم کتاب های انتشار برای مارکوف مدل از نیز کوت١١ .[٣٨] است موردنیاز آینده در مشاغل

.[٢٣] نمود استفاده ها کتاب ارزش مورد در قضاوت منظور به عمومͬ، کتابخانه ΁ی در ادبیات و
تحت تحقیقͬ در صحرایی نمونه برای است. شده انجام کشور داخل در هم تحقیقاتͬ زمینه این در
پیش بینͬ منظور به ” مارکوف زنجیره ازمدل استفاده با سازمان نیروي داخلͬ عرضه ”پیش بینͬ عنوان
کمبودهای و مازادها بررسͬ و سازمانͬ پست های و واحدها از ΁ی هر در انسانͬ نیروی خالص عرضه

.[٣٧] داد انجام نفتͬ فرآورده های پخش ملͬ شرکت های پست از ΁ی هر در کارکنان
شده معرفͬ سیستم ΁ی رفتار پیش بینͬ برای آن وکاربرد مارکوف تصمیم گیری فرآیند ابتدا فصل این در
داشت. خواهیم تصمیم بهترین یافتن با را، مارکوف تصمیم گیری فرآیند حل روش های نهایت در و است

مارکوف تصمیم گیری فرآیند ٣ . ٢
تصادفͬ فرآیندهای ٣ . ٢ . ١

{Xt ∈ S : تصادفͬ متغیرهای از مجموعه ای تصادف١٢ͬ فرآیند باشد، زمان نشان دهنده t کنید فرض
΁ی t ∈ T هر ازای به Xt ∈ S آن در که است، S حالت فضای و T اندیس گذار مجموعه با t ∈ T}
دنباله که است گسسته تصادفͬ فرآیند ΁ی {Xt : t ∈ T} آنگاه ، T = Z اگر است. تصادفͬ متغیر

است. پیوسته تصادفͬ فرآیند ΁ی آنگاه T = [٠,∞) یا T = [٠, ١] اگر ͬ شود. م نامیده تصادفͬ
٨Optimal stopping
٩Guo-Dong

١٠Thapisa
١١Kohut
١٢Stochastic process



١٧ مارکوف تصمیم گیری فرآیند

را زمان اگر که است تصادفͬ فرآیندهای از خاصͬ حالت مارکوفͬ خاصیت یا مارکوف تصمیم گیری فرآیند
در که مسیری به بستگͬ فرآیند این آینده کنیم، تقسیم آینده و حال گذشته، دوره سه به فرآیند این در
پواسون١٣ فرآیند مثلا است. وابسته حال زمان در آن موقعیت به تنها و ندارد است، کرده طͬ گذشته
افتد، مͬ اتفاق بعد به معین لحظه ΁ی از که پیشامدهایی تعداد آن در زیرا است مارکوف فرآیند نوعͬ
فرآیند وضعیت چنانچه دی·ر، عبارت به است. افتاده اتفاق آن از قبل که است پیشامدهایی از مستقل
فرآیند این آینده حالت پیش بینͬ برای که گفت ͬ توان م باشد، مشخص tn, · · · , t٢, t١ مانند لحظاتͬ در

است. کافͬ tn لحظه در فرآیند وضعیت یعنͬ اطلاعات، آخرین تنها ،tn+١ زمان در
تصادفͬ متغیرهای از دنباله ای داد. نشان نیز ریاضͬ زبان به ͬ توان م را فرآیند ΁ی مارکوفͬ خاصیت

است: برقرار زیر رابطه کند عمل مارکوف فرآیند طبق Xt اگر ب·یرید. درنظر را {Xt, t ≥ ٠}

P [Xtn+١ ≤ x|Xtn = xn, · · · , Xt٢ = x٢, Xt١ = x١] = P [Xtn+١ ≤ x|Xtn = xn]

کرد: دسته بندی عامل دو برحسب کلͬ، طور به ͬ توان م را مارکوف فرآیندهای
که کرد تفسیر چنین توان مͬ را t بودن گسسته باشد. گسسته یا پیوسته ͬ تواند م که ،t پارامتر الف)
Xt باشد، گسسته t صورتی΄ه در ͬ شود. م مطالعه زمان از مشخصͬ ͽمقاط در تنها سیستم رفتار

ͬ شود. م جای·زین Xn, · · · , X٢, X١ ش΄ل به تصادفͬ متغیرهای با
حالت فضای یا سیستم حالت تعریف، برحسب کند، انتخاب ͬ تواند م Xt که را مقادیری مجموعه ب)

باشد. پیوسته یا گسسته ͬ تواند م S حالت فضای ͬ دهند. م نشان S با و نامیده

مارکوف زنجیره ٣ . ٢ . ٢
مقادیر فقط سیستم حالت و t پارامتر آن در که است مارکوف فرایند از خاصͬ حالت مارکوف زنجیره
اگر ͬ نامند، م مارکوف زنجیره را {Xt : t ∈ N} تصادفͬ فرآیند اساس این بر ͬ کند. م انتخاب را گسسته

باشد: برقرار زیر رابطه i, j ∈ S و t ∈ N هر برای

P (Xn+١ = j|X١, X٢, · · · , Xn = i] = P [Xn+١ = j|Xn = i] (٣ . ١)

ͬ شود. م گفته دوره یا مرحله n به اینجا در
i حالت در n دوره در اینکه شرط به j حالت در n+ ١ دوره در فرآیند وجود احتمال بیانگر فوق عبارت

ͬ باشد. م بوده،
ͬ شود: م توصیف اطلاعات نوع چهار وسیله به مارکوف تصمیم گیری فرآیند کلͬ طور به

(S) حالت١۴ فضای .١
(D) تصمیم١۵ مجموعه .٢

١٣Poisson process
١۴State space
١۵Decision set



مارکوف تصمیم گیری فرآیند ١٨

(p) انتقال١۶ احتمالات .٣
(r) انتظار مورد (ضرر) عایدی .۴

حالت فضای
به S است. S = {١, ٢, ..., N} مجموعه از عضوی i که است i حالت در MDP دوره، هر آغاز در

دارد. اشاره MDP حالت فضای

تصمیم مجموعه
دارد. وجود D(i) مجاز تصمیم های از متناهͬ ی مجموعه i حالت هر برای

انتقال احتمالات
در i وضعیت از مرحله ای ΁ی انتقال احتمال را p(j|i) = P (Xn+١ = j|Xn = i) شرطͬ احتمال
i ،j به بستگͬ فقط احتمال این ͬ نامیم. م +nام ١ (زمان) مرحله در j وضعیت به nام، (زمان) مرحله

ͬ دهیم. م نمایش pij با را مرحله ای ΁ی انتقال احتمال دارد. n و
در ͬ شود م نامیده j به i حالت از سیستم انتقال احتمال ،i, j ∈ S برای pij,d = p(j|i, d) ͽواق در
در دوره ΁ی آغاز در کنیم فرض اگر دی·ر عبارت به باشد. شده انتخاب d ∈ D(i) تصمیم که صورتͬ
j بعدی دوره حالت ،p(j|i, d) احتمال با باشد، شده انتخاب d ∈ D(i) تصمیم و داریم قرار i حالت
به (نه دارد بستگͬ فعلͬ دوره طول در شده گرفته تصمیم و فعلͬ دوره حالت به فقط که بود خواهد

آن). تصمیمات و گذشته حالتهای
١٧ انتقال ماتریس را است دی·ر حالت به حالت ΁ی از انتقال احتمال های آن درایه های که P ماتریس

ͬ نامند. م
:P ماتریس در

است. pij ≥ ٠ ،i, j ∈ S هر برای (i)

است. N∑
j=١

pij = ١ ،i ∈ S هر برای (ii)

΁ی با برابر باید سطر هر عناصر مجموع و هستند نامنفͬ انتقال ماتریس درایه های تمام دی·ر عبارت به
از لحظه ای هر در مم΄ن حالت های مجموعه از ی΄ͬ در صد در صد احتمال به سیستم ΁ی چون باشد
برابر ستون هر احتمالات مجموع اگر نیست. ΁ی الزاما ستون ΁ی عناصر مجموع اما بود. خواهد زمان

ͬ نامند. م مضاعف انتقال ماتریس را ماتریس آن باشد ΁ی
شده داده نشان زیر مثال در که داد نشان حالت انتقال گراف ΁ی با ͬ توان م معمولا را مارکوف زنجیره

است.
١۶Transition probability
١٧Transition matrix



١٩ مارکوف تصمیم گیری فرآیند

نظر در را زیر انتقال احتمالات و S = {١, ٢, ٣} حالت فضای با مارکوف زنجیره ΁ی .٣ . ٢ . ١ مثال
ب·یرید:

P =


١
۴

١
٢

١
۴

١
٣ ٠ ٢

٣
١
٢ ٠ ١

٢


حالت انتقال احتمال یعنͬ نباشد j و i بین یالͬ هیچ اگر ͬ دهد. م نشان را حالات انتقال نحوه زیر گراف

.pij = ٠ دی·ر: عبارتͬ به است، صفر j به i از

مارکوف زنجیره در حالت انتقال دیاگرام :٣ . ١ ش΄ل

داریم: مثال برای فوق گراف اساس بر

P (X۴ = ٣|X٣ = ٢) = p٢٣ =
٢
٣

P (X٣ = ١|X٢ = ١) = p١١ =
١
۴

: گرفت نتیجه ͬ توان م مارکوفͬ خاصیت به توجه با صورت این در ،P (X٠ = ١) = ١
٣ کنید فرض

P (X٠ = ١, X١ = ٢) = P (X٠ = ١)P (X١ = ٢|X٠ = ١)

=
١
٣p١٢ =

١
٣

١
٢ =

١
۶



مارکوف تصمیم گیری فرآیند ٢٠

یا و

P (X٠ = ١, X١ = ٢, X٢ = ٣) =

P (X٠ = ١)P (X١ = ٢|X٠ = ١)P (X٢ = ٣|X١ = ٢, X٠ = ١)

= P (X٠ = ١)P (X١ = ٢|X٠ = ١)P (X٢ = ٣|X١ = ٢)

=
١
٣p١٢p٢٣ =

١
٣

١
٢

٢
٣ =

١
٩

بالاتر مراتب و اول مرتبه مارکوف زنجیره
گرفت. نظر در را مارکوف زنجیره مختلف درجات باید ͬ شود م تش΄یل جابجایی احتمالات ماتریس وقتͬ
هم·ن١٨ را، مارکوف زنجیره باشد n از مستقل و باشد داشته بستگͬ j و i به فقط شرطͬ احتمال چنانچه

آن ها در که هستند زنجیره هایی هم·ن، مارکوف زنجیره های دی·ر، عبارت به ͬ گویند. م

P (Xn+١ = j|Xn = i) = P (Xn = j|Xn−١ = i)

فرض آن در و است n از مستقل انتقال احتمال ͽواق در است. صحیح n هر برای بالا رابطه که
ͬ کند. نم تغییر بعد دوره به دوره ΁ی از بجایی جا احتمالات که ͬ شود م

به بعدی حالت برای مم΄ن، احتمال مقادیر که حافظه ای طول با است برابر مارکوف زنجیره ΁ی مرتبه
که است فرایندی است) متناهͬ m آن در (که m مرتبه مارکوف زنجیره ͬ شود. م محاسبه آن ΁کم
دوم مرتبه مارکوف زنجیره انتخاب بازار، در مثلا وابسته است. قبلͬ حالت m به بعدی حالت آن، در
کلͬ طور به دارد. گذشته دوره دو به بستگͬ مشتریان توسط محصولات انتخاب که است فرض این با
است داده نشان را خود صحت اول مرتبه فرضیات با شده حل مسائل که است داده نشان بازار تحقیقات
زنجیره از اول مرتبه مسائل نیز پایان نامه این در است. برخوردار ثابت روند ΁ی از بازار نوسان های زیرا

ͬ شود. م گرفته نظر در مارکوف

انتظار مورد (ضرر) عایدی
ri,d (ضرر) عایدی است، شده انتخاب d ∈ D(i) تصمیم و داریم قرار i حالت در که دوره ΁ی طول در

ͬ شود. م حاصل

کرد: تعریف زیر بصورت ͬ توان م را مارکوف تصمیم گیری فرآیند کلͬ طور به

ͬ شود م تعریف M = (S,D, p, r) چندتایی ΁ی عنوان به مارکوف تصمیم گیری فرآیند .٣ . ٢ . ٢ تعریف
با انتقال احتمال p(j|i, d) تصمیم، مجموعه D حالت، فضای S آن: در که

p(j|i, d) = P (Xt+١ = j|Xt = i, dt = d)

١٨Homogeneous



٢١ مارکوف تصمیم گیری فرآیند

است. d ∈ D(i) تصمیم اتخاد از حاصل (ضرر) عایدی ri,d

شود. توجه ٣ . ٢ . ٣ مثال به موضوع این بهتر درک برای حال

لحاظ از هفته هر پایان در دوره ای صورت به ͬ کند م کار تولید فرآیند در که دستگاه ΁ی .٣ . ٢ . ٣ مثال
عالͬ وضعیت، چهار از ی΄ͬ در دستگاه  ها، وضعیت بررسͬ هر از پس ͬ شود. م بررسͬ و معاینه کیفیت
وضعیت در دستگاه توسط آمده بدست هفتگͬ درآمد دارد. قرار (B) بد و (A) متوسط ،(G) خوب ،(E)

بررسͬ مورد هفته هر آغاز در دستگاه ها است. دلار ١٠ بد و دلار ۵٠ متوسط دلار، ٨٠ خوب دلار، ١٠٠ عالͬ
جای·زین عالͬ دستگاه ΁ی با را گزینه هایی ͬ توان م دستگاه هر وضعیت مشاهده از بعد ͬ گیرند، م قرار
داده ٣ . ١نشان جدول در زمان طول در دستگاه ها کیفیت است. دلار ٢٠٠ آن تعویض هزینه که کرد
(ضرر) عایدی میانگین و انتقال احتمالات تصمیم، مجموعه حالت، فضای شرایط این برای شده است.

ͬ آوریم. م بدست را

هفته در دستگاه وضعیت تغییر احتمالات :٣ . ١ جدول
بعد هفته در دستگاه وضعیت احتمال

بد متوسط خوب عالͬ دستگاه فعلͬ وضعیت
٠ ٠ ٠٫٣ ٠٫٧ (E) عالͬ
٠ ٠٫٣ ٠٫٧ ٠ (G) خوب

٠٫۴ ٠٫۶ ٠ ٠ (A) متوسط
١ ٠ ٠ ٠ (B) بد

است. S = {E,G,A,B} دستگاه ΁ی برای مم΄ن حالت های مجموعه مثال این در
: است زیر بصورت حالت هر برای مم΄ن تصمیمات

فعلͬ دوره شروع در (جای·زینͬ) تعویض = R

فعلͬ دوره طول در (جای·زینͬ) تعویض عدم = NR

وضعیت در که دستگاهͬ جای·زینͬ چون ͬ آوریم. م بدست حالت هر برای را تصمیم مجموعه حال
داریم: لذا است، معنͬ بی دارد قرار عالͬ

D(E) = {NR} D(G) = D(A) = D(B) = {R,NR}

تعویض عدم که زمانͬ برای بود. خواهد زیر بصورت شده انتخاب تصمیم به توجه با انتقال احتمالات
داریم: ͬ کنیم، م انتخاب را دستگاه

p(E|E,NR) = ٠٫٧ p(G|E,NR) = ٠٫٣ p(A|E,NR) = ٠ p(B|E,NR) = ٠
p(E|G,NR) = ٠ p(G|G,NR) = ٠٫٧ p(A|G,NR) = ٠٫٣ p(B|G,NR) = ٠
p(E|A,NR) = ٠ p(G|A,NR) = ٠ p(A|A,NR) = ٠٫۶ p(B|A,NR) = ٠٫۴
p(E|B,NR) = ٠ p(G|B,NR) = ٠ p(A|B,NR) = ٠ p(B|B,NR) = ١



مارکوف تصمیم گیری فرآیند ٢٢

عالͬ وضعیت در را هفته زمانی΄ه با انتقال احتمالات شود جای·زین عالͬ دستگاه ΁ی با دستگاه ΁ی اگر
بنابراین: بود. خواهد ی΄سان کند، شروع

p(E|G,R) =p(E|A,R) = p(E|B,R) = ٠٫٧

p(G|G,R) =p(G|A,R) = p(G|B,R) = ٠٫٣

p(A|G,R) =p(A|A,R) = p(A|B,R) = ٠

p(B|G,R) =p(B|A,R) = p(B|B,R) = ٠

بنابراین: بود، خواهد آمده بدست هفتگͬ درآمد با برابر عایدی میانگین نشود تعویض دستگاهͬ اگر
دستگاه با دستگاه ΁ی اگر بود. خواهد rB,NR = ١٠ ،rA,NR = ۵٠ ،rG,NR = ٨٠ ،rE,NR = ١٠٠
٢٠٠ و آمده بدست دلار ١٠٠ است، بوده وضعیتͬ چه در هفته آغاز در که نیست مهم شود جای·زین عالͬ

.rE,R = rG,R = rA,R = rB,R = −١٠٠ بنابراین است. شده هزینه دلار

مارکوف فرآیند از استفاده با سیستم ΁ی رفتار بینͬ پیش ٣ . ٣
آینده دوره های در وضعیت کردن مشخص مساله، ΁ی هدف مارکوف فرآیند در شد گفته که همانطور
در که ͬ هایی ویژگ به توجه با را سیستم ΁ی رفتار ͬ توان م مارکوف فرآیند از استفاده با ͽواق در است،
مدت) (کوتاه ،کم زمانͬ فاصله این است مم΄ن که کرد پیش بینͬ آینده زمان های در دارد حال وضعیت
یا و ΁نزدی آینده در شده انتخاب فعالیت وضعیت بخواهیم که این برای باشد. مدت) (بلند زیاد یا و

شود. داده انجام معینͬ ریاضͬ محاسبات باید آوریم بدست را مدت بلند در تعادلͬ وضعیت

مدت کوتاه برای محاسبات ٣ . ٣ . ١
عبارت به است. متفاوت مارکوف زنجیره های در مختلف حالت های برای احتمالات متفاوت زمان های در

نیست. ی΄سان n+ ١ و n زمان های در حالت ΁ی دادن رخ احتمال دی·ر،
برای است. مشخص باشد، حالت ها از ΁هری در اولیه زمان در فرآیند اینکه، احتمال ͬ کنیم م فرض
ͬ کنیم. م ضرب انتقال ماتریس در را اولیه حالت احتمال بعد، زمان در حالت احتمالات آوردن بدست
احتمال تا ͬ شود م ضرب انتقال ماتریس در سطری ماتریس ΁ی عنوان به اولیه حالت احتمالات ͽواق در

شود: مشخص بعد زمانͬ دوره در از حالت ها ΁هری در فرآیند وجود
(n = اولیه(٠ حالت احتمالات × انتقال ماتریس = (n = جدید(١ حالت احتمالات

کرد: عمل ͬ توان م طریق دو به ،n = ٢ دوره ی حالت احتمالات آوردن بدست برای

شود. ضرب انتقال ماتریس در n = ١ دوره حالت احتمالات الف)
شود. ضرب P ٢ یعنͬ انتقال، ماتریس دوم توان در n = ٠ دوره حالت احتمالات ب)



٢٣ مارکوف فرآیند از استفاده با سیستم ΁ی رفتار بینͬ پیش

اولیه حالت احتمالات یا ،n از زمانͬ هر برای و کرد عمل نیز بعد دوره های برای ͬ توان م ترتیب بدین
ماتریس در را (n − ١) دوره حالت احتمالات یا و کرد ضرب انتقال ماتریس nام توان در را (n = ٠)
با مختلف دوره های در انتقال احتمالات زیر مثال در موضوع این بهتر درک برای نمود. ضرب انتقال

است. آمده بدست روش این از استفاده
باشد زیر بصورت مارکوف خاص فرآیند ΁ی انتقال احتمالات ماتریس کنید فرض [١] .٣ . ٣ . ١ مثال

باشند. حالت هر برای اولیه احتمالات p(٠)
C = ٠٫٢ و p(٠)

B = ٠٫٣۵ ، p(٠)
A = و٠٫۴۵

P =


A B C

A ٠٫٩ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵
B ٠٫١ ٠٫٨ ٠٫١
C ٠٫١ ٠٫١۵ ٠٫٧۵


آوریم: بدست زیر صورت به را بعد دوره در مختلف حالت های دادن رخ احتمالات اکنون

(
٠٫۴۵ ٠٫٣۵ ٠٫٢

)
٠٫٩ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵
٠٫١ ٠٫٨ ٠٫١
٠٫١ ٠٫١۵ ٠٫٧۵

 =
(

٠٫۴۶ ٠٫٣٣٢۵ ٠٫٢٠٧۵
)

است. آمده بدست p(١)
C = ٠٫٢٠٧۵ و p(١)

B = ٠٫٣٣٢۵ ، p(١)
A = ٠٫۴۶ ͬ شود، م ملاحظه چنانچه

دوره چند برای حالت احتمالات آورد. بدست ͬ توان م بعد دوره های برای را احتمالات ترتیب همین به
است: آمده زیر جدول در انتخابی

n = ٣۵ n = ٣٠ n = ٢۵ n = ٢٠ n = ١٠ n = ١ n = ٠ دوره
٠٫۵٠٠٠ ٠٫۴٩٩٩۴ ٠٫۴٩٩٨٢ ٠٫۴٩٩۴٢ ٠٫۴٩۴۶۶ ٠٫۴۶ ٠٫۴۵ p

(n)
A

٠٫٢٨۵٧۵ ٠٫٢٨۵٧۵ ٠٫٢٨۵٨۴ ٠٫٢٨۶١٠ ٠٫٢٨٩٧٠ ٠٫٣٣٢۵ ٠٫٣۵ p
(n)
B

٠٫٢١۴٣١ ٠٫٢١۴٣١ ٠٫۴٢١۴٣۴ ٠٫٢١۴۴٨ ٠٫٢١۵۶۴ ٠٫٢٠٧۵ ٠٫٢٠ p
(n)
C

ͬ کنند. م پیدا کمتری تغییر حالت ها احتمالات ،n افزایش با ͬ شود م مشاهده بالا جدول به توجه با
سرانجام و شود هم·را ثابت مجموعه ΁ی سمت به است مم΄ن حالت احتمالات که ͬ کند م دلالت امر این
باقͬ حالت همان در و ͬ رسد م تعادل پایدار١٩یا حالت ΁ی به فرآیند زمان این در بمانند. باقͬ تغییر بدون

دهند. تغییر را احتمالات خارجͬ اعمال اینکه تا ماند خواهد

پایدار) (حالت مدت بلند برای محاسبات ٣ . ٣ . ٢
شرایط این رسید. خواهیم آن به نهایت در که ͬ شود م گفته مدت بلند در شرایطͬ به (تعادل) پایدار حالت
(اگر باشیم نداشته جابجایی احتمالات ماتریس در تغییری مختلف دوره های در که ͬ آید م بوجود زمانͬ

١٩Steady state
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زنجیره از بالاتری درجات به پایدار حالت یافتن برای کند، تغییر مختلف دوره های در جابجایی احتمالات
است). نیاز مارکوف

استفاده با بنابراین است، نیاز زیادی زمان ،٣ . ٣ . ١ مثال روش به پایدار حالت احتمالات آوردن بدست برای
است. شده ارا˚ئه دی·ری روش ٣ . ٣ . ٣ قضیه از

سیستمͬ در اگر ͬ گوییم م کاهش ناپذیر را مارکوف زنجیره کاهش ناپذیر٢٠). مارکوف (زنجیره ٣ . ٣ . ٢ تعریف
عدد دی·ر عبارت به برسد. ام j حالت به نهایت در صفر غیر احتمال با ͬ شود م شروع ام i حالت از که

بطوری΄ه: باشد داشته وجود n ≥ ٠ صحیح

P (Xn = j|X٠ = i) = pnij > ٠

زنجیره های در دی·ر بیان به است. iام حالت از حالات همه بودن دسترس در معنای به n = ٠ که
رسید. حالتͬ هر به ͬ توان م حالت هر از ناپذیر کاهش مارکوف

ی΄تا p = (p١, p٢, · · · , pn)
پایدار٢١ توزیع مارکوف، زنجیره کاهش ناپذیری فرض با [٩] .٣ . ٣ . ٣ قضیه

طوری΄ه: به دارد وجود
p = pP,

N∑
i=١

pi = ١, pi ≥ ٠

ی΄تا جواب دارای زیر دستگاه بنابراین ͬ شود. م نامیده مارکوف زنجیره ایستای معادله فوق، معادله
است. حالت ها پایدار احتمالات آمده، بدست احتمالات مجموعه و ,(p١بوده p٢, · · · , pN)PN×N = (p١, p٢, · · · , pN)

p١ + p٢ + · · ·+ pN = ١
(٣ . ٢)

داریم: ٣ . ٣ . ٣ قضیه از استفاده با ٣ . ٣ . ١ مثال در پایدار حالت احتمالات محاسبه برای

(
pA pB pC

)
٠٫٩ ٠٫٠۵ ٠٫٠۵
٠٫١ ٠٫٨ ٠٫١
٠٫١ ٠٫١۵ ٠٫٧۵

 =
(
pA pB pC

)

ͬ شود: م نتیجه زیر معادلات دستگاه بنابراین

٠٫٩pA + ٠٫١pB + ٠٫١pC = pA

٠٫٠۵pA + ٠٫٨pB + ٠٫١۵pC = pB

٠٫٠۵pA + ٠٫١pB + ٠٫٧۵pC = pC

pA + pB + pC = ١

٢٠Irreducible
٢١Stationary distribution



٢۵ CLV محاسباتͬ مدل های در مارکوف زنجیره کاربرد

داریم: فوق معادلات کردن مرتب با

−٠٫١pA + ٠٫١pB + ٠٫١pC = ٠ (١)

٠٫٠۵pA − ٠٫٢pB + ٠٫١۵pC = ٠ (٢)

٠٫٠۵pA + ٠٫١pB − ٠٫٢۵pC = ٠ (٣)

pA + pB + pC = ١ (۴)

حل با و کرده نظر صرف معادلات از ی΄ͬ از بنابراین هستند، خطͬ وابسته (٣) و (٢)،(١) معادلات
ͬ آید: م بدست زیر بصورت پایدار حالت احتمالات فوق دستگاه

pA = ٠٫۵ pB = ٠٫٢٨۵٧ pC = ٠٫٢١۴٣

است. ی΄سان قبلͬ محاسبات نتایج با آمده، دست به نتایج که

CLV محاسباتͬ مدل های در مارکوف زنجیره کاربرد ۴ . ٣
به رو روندی مشتریان عمر طول ارزش پیش بینͬ جهت مارکوف مدل های از استفاده اخیر سال های در
،[٨] ال΄تری΄ͬ محصولات صنعت در یا خودرو تعمیر خدمات صنایع در مثال برای .[٣٩] است داشته رشد
در مشتریان عمر طول ارزش محاسبه جهت مارکوف زنجیره از [٢٧] مشتریان اینترنتͬ خریدهای حتͬ و

است. شده استفاده گوناگون حالت های
تنها متغیر ΁ی ارزش آن در که است تصادفͬ متغيرهای از توالͬ ماركوف، زنجيره شد اشاره که همانطور
در مارکوف زنجیره از استفاده زمینه در شده انجام پژوهش های در گذشته. به نه است وابسته حال به
زمان معیارهای از ی΄ͬ مبنای بر مشتریان آن در که بوده مرسوم RFM معیار از استفاده CLV محاسبه
دسته بندی آن ها از ترکیبی یا و خرید٢٢ پولͬ ارزش خرید، دفعات تعداد خرید، آخرین از شده سپری
تصمیم گیری فرآیند ΁ی حالت ͬ توان م مشتریان بخش بندی ΁کم به صورت این در .[٢٧] ͬ شوند م

آورد. بدست را مارکوف
در سیستم ΁ی حالت تعیین برای معیاری عنوان به خرید آخرین از شده سپری زمان اگر مثال، برای

داریم: شود، گرفته s١نظر Recency = ١

s٢ Recency > ١
(٣ . ٣)

ͬ گیرد م قرار s١ حالت در مشتری باشد گذشته زمانͬ دوره ΁ی تنها مشتری خرید آخرین از اگر یعنͬ
به دی·ر حالت های برای ͬ توان م ترتیب همین به گرفت. خواهد قرار s٢ حالت در صورت این غیر در و

پرداخت. مشتریان دسته بندی
خود خاص مالͬ جریان حالتͬ هر چنانچه مشتریان، انتقال به وابسته احتمالات و حالت ها دانستن با

٢٢Monetary
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خواهد زیر فرمول با مطابق ماركوف زنجيره اساس بر مشتری عمر دوره ارزش مدل باشد، داشته را
بود[٣١]:

CLV =
T∑

t=٠

[
(١ + d)−١P

]t
R (۴ . ٣)

مالͬ جریان ،rj درایه هر که است rj درایه با پاداش بردار R بردار ، انتقال احتمالات ماتریس P ماتریس
است. رابطه طول T و تنزیل نرخ d ͬ دهد. م نشان را j حالت با مرتبط

به بالا رابطه آنگاه باشد. ∥(١ + d)−١P∥ < ١ صورتی΄ه در کنیم، فرض بینهایت را رابطه طول اگر
ͬ شود: م تعریف زیر ش΄ل

CLV∞ = lim
T→∞

CLVT =
[
I − (١ + d)−١P

]−١
R (۵ . ٣)

بخش بندی برای مشتری ΁ی ارزش پیش بینͬ برای مارکوف تصمیم گیری فرآیند از شد مشاهده چنانچه
که است عایدی مقدار مشتریان دسته بندی اصلͬ معیار مدل این در کرد. استفاده ͬ توان م مشتریان

ͬ کنند. م سازمان نصیب مشتریان
در که است اختیار در تصمیماتͬ مجموعه حالت هر برای مارکوف تصمیم گیری فرآیند در کلͬ طور به
تصمیم بهترین انتخاب برای معیاری بنابراین هستیم. آن ها از تصمیمͬ انتخاب به مجبور دوره هر آغاز

است. شده پرداخته آن به بعد بخش در که است نیاز دوره هر در

بهینه سیاست ۵ . ٣
است. شده آوری ͽجم [٣٢] و [۴١] ، [٢١] ،[۵] ͽمراج از بخش این مطالب

شود، انتخاب درست تصمیم انتخاب برای باید معیاری چه که سوال این به ͺپاس برای MDP ΁ی در
شود. معرفͬ بهینه٢٣ سیاست نام به موضوعͬ است نیاز

عبارت به است. D تصمیم مجموعه به S حالت فضای از نگاشتͬ ، سیاست٢۴ ΁ی .١ . ۵ . ٣ تعریف
انتخاب تصمیمͬ حالت هر برای دوره هر در چ·ونه که ͬ کند م مشخص که است قاعده ای سیاست دی·ر

شود.
طول در حالت به ͬ تواند م یعنͬ باشد. وابسته فرآیند قبلͬ سابقه به است مم΄ن t دوره تصمیم
داشته بستگͬ t−١, · · · , ٢, ١ دوره های طول در شده انتخاب تصمیم های به و t, · · · , ٢, ١ دوره های

باشد. (δt : S → ∆(D)) تصادفͬ یا (δt : S → D) قطعͬ است مم΄ن تصمیم انتخاب باشد.
باشد. δ = (δ, δ, · · · ) بصورت (مارکوفͬ) ثابت یا δ = (δ١, δ٢, · · · ) ثابت غیر است مم΄ن سیاست  ΁ی
قرار i حالت در که زمانͬ ͽمقط هر در اگر است، (پایدار)٢۵ ثابت سیاست ،δ سیاست .٢ . ۵ . ٣ تعریف
نمایش δ(i) با را سیاست این کند. اتخاذ مشخص تصمیم ΁ی تنها δ سیاست دوره)، از (مستقل داشتیم

میدهند.
٢٣Optimal policy
٢۴Policy
٢۵Stationary policy



٢٧ بهینه سیاست

تخمین برای ارزش٢۶ تابع از آن، بهترین انتخاب برای سیاست ها مقایسه و سیاست ΁ی ارزیابی برای
ͬ شود. م استفاده حالت هر ارزش

پیروی و حالت آن از شروع با که عایدی مقدار مجموع از است عبارت حالت ΁ی ارزش .٣ . ۵ . ٣ تعریف
ͬ گردد. م دریافت ͬ شود، م ختم نهایی حالت به که مشخصͬ سیاست از

ͬ شود. م تعریف زیر بصورت تنزیل نرخ گرفتن نظر در با نامحدود زمانͬ افق برای حالت هر ارزش
اگر باشد. سیاست ها تمام مجموعه نماینده ∆ و دلخواه سیاست ΁ی نماینده δ کنید فرض

( X١, X٢, · · · , Xn−١ مثال، (برای t دوره آغاز در مم΄ن حالت برای تصادفͬ متغیر = Xt

اولیه) (حالت ٠ دوره آغاز در فرآیند معلوم و شده داده حالت = X٠

t دوره طول در شده انتخاب سیاست = δt

تنزیل نرخ = α

آغاز در اینکه فرض با (ارزش)، نامحدود دوره های طول در آمده بدست عایدی ریاضͬ امید = Vδ(i)

سپس: بود. خواهد δ سیاست و است i حالت اول دوره ی

Vδ(i) = Eδ

(
t=∞∑
t=٠

αtrXt,δ(Xt)|X٠ = i

)
(۶ . ٣)

است. t دوره طول در آمده بدست عایدی ریاضͬ امید Eδ(α
trXtδ(Xt)|X٠ = i) که

است. α ∈ [٠, ١) تنزیل نرخ با نامحدود زمانͬ افق برای حالت ΁ی ارزش تابع (۶ . ٣) رابطه ͽواق در
کراندار). و محدود ri,d (برای است هم·را همیشه سری α ∈ [٠, ١) هر برای

در d ∈ D(i) هر و i ∈ S هر برای |ri,d| ≤ M < ∞ فرض با همیشه نامتناهͬ حالت برای ارزش تابع
.[٣٢] ͬ شود م گرفته نظر

ͬ شود: م تعریف زیر صورت به V ∗(i) بهینه ارزش ماکزیمم سازی، مسئله ΁ی در

V ∗(i) = Maxδ∈∆Vδ(i) (٣ . ٧)

ͬ کنیم: م تعریف مینیمم سازی، مسئله ΁ی در و

V ∗(i) = Minδ∈∆Vδ(i) (٣ . ٨)

باشد: برقرار زیر خاصیت i ∈ S هر برای اگر است، بهینه٢٧ سیاست ΁ی δ∗ سیاست .۴ . ۵ . ٣ تعریف

V ∗(i) = Vδ∗(i)

آن: در که است δ∗ بهینه سیاست MDP ΁ی جواب ͽواق در

δ∗ ∈ argmaxδ∈∆Vδ

٢۶Value function
٢٧optimal policy
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΁ی از بیش است مم΄ن MDP ΁ی زیرا ،δ∗ = argmax(.) نه است δ∗ ∈ argmax(.) : تذکر
(٣ . ٧) در همزمان طور به را iها همه که δ∗ سیاست ΁ی وجود دی·ر عبارت به بپذیرد. را بهینه سیاست
وجود بهینه سیاست باشند کراندار ها ri,d اگر داد نشان ول٢٨(١٩۶٢) ΁بل نیست. بدیهͬ کند ماکزیمم

.[۴١] دارد

بهینه سیاست تعیین روش های ۶ . ٣
ͬ آورد: م بدست زیر روش سه بوسیله ͬ توان م ،MDP ΁ی برای را بهینه ثابت سیاست

سیاست٢٩ تکرار .١

خط٣٠ͬ برنامه ریزی .٢

پی در پی تقریب یا ارزش٣١ تکرار .٣

هستند، سیاست بهترین یافتن برای روش ها متداول ترین از که اول روش دو تنها بعد بخش های در که
ͬ شود. م معرفͬ

سیاست تکرار ١ . ۶ . ٣
ارزش تعیین معادلات

آوردن بدست منظور به خطͬ معادلات دستگاه تعیین به نیاز سیاست، تکرار روش درباره توضیح از پیش
ب΄ار حالت هر ارزش تعیین برای بلمن٣٢ معادله منظور این برای است. i ∈ S هر برای Vδ(i) ارزش

. ͬ شود م برده

صدق بلمن) (معادله زیر رابطه در i ∈ S حالت برای ارزش تابع ،δ سیاست هر برای [۵] .١ . ۶ . ٣ گزاره
ͬ کند: م

Vδ(i) = ri,δ(i) + α

j=N∑
j=١

p(j|i, δ(i))Vδ(j) (i, j = ١, ٢, · · · , N) (٣ . ٩)

٢٨Blackwell
٢٩Policy Iteration
٣٠Linear Programming
٣١Value Iteration
٣٢Bellman Equation



٢٩ بهینه سیاست تعیین روش های

داریم: (۶ . ٣) رابطه طبق δ سیاست هر برای برهان.

Vδ(i) = Eδ

(
t=∞∑
t=٠

αtrXtδ(Xt)|X٠ = i

)

= ri,δ(i) + Eδ

(
t=∞∑
t=١

αtrXtδ(Xt)|X٠ = i

)

= ri,δ(i) + α

j=N∑
j=١

P (X١ = j|X٠ = i, δ(i))Eδ

(
t=∞∑
t=١

αt−١rXtδ(Xt)|X١ = j

)

= ri,δ(i) + α

j=N∑
j=١

p(j|i, δ(i))Vδ(j)

با و آمده بدست خطͬ معادله N و مجهول N با خطͬ معادلات دستگاه بلمن معادله از استفاده با
نمود. محاسبه ͬ توان م را Vδ(i) حالت هر ارزش دستگاه این حل

ͬ آوریم. م بدست مثال٣ . ٢ . ٣ برای را حالت هر ارزش ͬ خواهیم م .٢ . ۶ . ٣ مثال
ͬ شود: م گرفته نظر در دستگاه ها تعویض برای زیر، اولیه ثابت سیاست ابتدا

δ(E) = δ(G) = NR δ(A) = δ(B) = R

یعنͬ دارد. اشاره عالͬ و خوب دستگاه های نشدن تعویض و متوسط و بد دستگاه تعویض به سیاست این
به نیازی صورت این غیر در شود تعویض باید داشت، قرار B و A حالت در دستگاه اگر دوره هر در

داریم: (٣ . ٩) رابطه در جای·ذاری با ،α = ٠٫٩ فرض با و سیاست این برای نیست. دستگاه تعویض

Vδ(E) = rE,NR + α
۴∑

j=١
p(j|E, δ(E))Vδ(j)

Vδ(E) = ١٠٠ + ٠٫٩{(p(E|E,NR)Vδ(E)) + (p(G|E,NR)Vδ(G))

+ (p(A|E,NR)Vδ(A)) + (p(B|E,NR)Vδ(B))}

= ١٠٠ + ٠٫٩ {(٠٫٧Vδ(E)) + (٠٫٣Vδ(E)) + ٠ + ٠}

= ١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(E) + ٠٫٣Vδ(G))

داریم: حالت ها سایر برای صورت همین به و

Vδ(G) = ٨٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(G) + ٠٫٣Vδ(A))

Vδ(A) = −١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(E) + ٠٫٣Vδ(G))

Vδ(B) = −١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(E) + ٠٫٣Vδ(G))
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: داریم فوق دستگاه حل با
Vδ(E) = ۶٨٧٫٨١ Vδ(G) = ۵٧٢٫١٩

Vδ(A) = ۴٨٧٫٨١ Vδ(B) = ۴٨٧٫٨١

شد. آورده بدست بلمن معادله از استفاده با اولیه، سیاست به توجه با حالت هر ارزش ͽواق در
شده اتخاذ سیاست بررسͬ ارزش، تعیین معادلات از استفاده با حالت هر اولیه ارزش یافتن از پس
معرفͬ به سپس و کرده بیان را بلمن بهینگͬ اصل ابتدا رو این از است. نیاز سیاست بهترین یافتن و

ͬ شود. م پرداخته بهینه سیاست یافتن روش های

بلمن بهینگͬ اصل
تصمیمات بقیه حالت، هر برای اولیه تصمیم هر انتخاب با که است خاصیت این دارای بهینه سیاست

.[۵] شویم ΁نزدی بهینگͬ به اولیه تصمیم همان با که شود انتخاب ب·ونه ای باید

بلمن بهینه معادله
V ∗(i) = Maxδ∈∆Vδ(i)ماکزیمم سازی مسئله برای بهینه ارزش تابع [۵] بلمن). بهینه (معادله ٣ . ۶ . ٣ گزاره

است: بلمن معادله بهینه جواب
V ∗(i) = Maxd∈D(i)[rid + α

∑
j

p(j|i, d)V ∗(j)]

ͬ شود: م تعریف زیر بصورت بهینه سیاست که
δ∗(i) = argmaxd∈D(i)[rid + α

∑
j

p(j|i, d)V ∗(j)]

داریم: (٣ . ٧) رابطه طبق δ = (d, δ′) سیاست هر برای برهان.

V ∗(i) = Maxδ∈∆Vδ(i)

V ∗(i) = Maxδ∈∆Eδ

(∑
t≥٠

αtrXtδ(Xt)|X٠ = i

)
= Max(d,δ′)[rid + α

∑
j

p(j|i, d)Vδ′(j)]

= Maxd∈D(i)[rid + α
∑
j

p(j|i, d)Maxδ′Vδ′(j)]

= Maxd∈D(i)[rid + α
∑
j

p(j|i, d)V ∗(j)]



٣١ بهینه سیاست تعیین روش های

هاوارد سیاست تکرار روش
تصمیم گیری فرآیند برای بهینه ثابت سیاست یافتن روش های از ی΄ͬ هاوارد٣٣ سیاست تکرار روش

است[٢١]: زیر بصورت ماکزیمم سازی) (مسئله فرآیند ΁ی برای روش این است. مارکوف

برای ارزش تعیین معادلات از استفاده و δ ثابت اولیه سیاست ΁ی انتخاب سیاست: ارزیابی اول گام
.(i = ١, ٢, · · · , N) ،Vδ(i) آوردن بدست

محاسبه: ،(i = ١, ٢, · · · , N) حالت ها همه برای سیاست: بهبود دوم گام

Tδ(i) = Maxd∈D(i)

ri,d + α

j=N∑
j=١

p(j|i, d)Vδ(j)

 (٣ . ١٠)

Tδ(i) = Vδ(i) اگر .Tδ(i) ≥ Vδ(i) کرد، انتخاب i = ١, ٢, · · · , N برای d = δ(i) ͬ توان م چون
،Tδ(i) > Vδ(i) حالت ΁ی حداقل برای اگر است. بهینه سیاست ΁ی δ سپس ،i = ١, ٢, · · · , N برای
ͬ کنیم م اصلاح صورتͬ به بلمن بهینگͬ اصل طبق را δ صورت، این در نیست. بهینه سیاست δ آنگاه
بدست δ′ جدید ثابت سیاست ΁ی صورت این در باشد. نزدی΁ تر بهینگͬ به قبلͬ سیاست به نسبت که
δ جای به δ′ سیاست شدن جای·زین با .i = ١, ٢, · · · , N برای ،Vδ′(i) ≥ Vδ(i) طوری΄ه به ͬ آید م

ͬ گردیم. م باز اول گام به دوباره
i = هر برای Tδ(i) = Vδ(i) اگر ͬ شود. م تبدیل مینیمم به ٣ . ١٠ معادله مینیمم سازی، مسئله در
δ′ جدید سیاست جای·زینͬ با صورت این غیر در است، بهینه سیاست ΁ی δ سپس ،١, ٢, · · · , N

.Tδnew(i) = Vδnew(i) که ͬ دهیم م ادامه جایی تا را روند این و بازگشته اول گام به دوباره

سیاست تکرار روش ال·وریتم
ͬ دهیم. م قرار دلخواه اولیه سیاست را δ٠ .١

:δk فرض با ،k = ١, ٢, · · · تکرار هر در .٢

ͬ کنیم. م محاسبه را Vδk ارزش تابع سیاست: ارزیابی •
ͬ آوریم: م بدست را δk+١

حریصانه٣۴ سیاست ،i ∈ S هر برای سیاست: بهبود •

δk+١(i) ∈ argmaxd∈D(i)

ri,d + α

j=N∑
j=١

p(j|i, d)Vδ(j)

 (٣ . ١١)

.Vδk = Vδk+١ : اگر است، بهینه δk .٣
٣٣Howard’s policy iteration method
٣۴Greedy policy
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سیاست تکرار روش هم·رایی
متناهͬ تعداد در ال·وریتم این ͬ شود م داده نشان و پرداخته سیاست تکرار روش هم·رایی بررسͬ به حال

ͬ رسد. م بهینه سیاست به تکرار
W ∈ RN هر برای باشد. Vδ ∈ RN و |S| = N گسسته، حالت فضای در کنید فرض .۴ . ۶ . ٣ تعریف

ͬ شود: م تعریف (٣ . ١٢) رابطه بصورت که است τδ : RN → RN ،δ سیاست برای بلمن٣۵ عمل·ر

τδW (i) = ri,δ(i) + α

j=N∑
j=١

p(j|i, δ(i))Wδ(j) (i, j = ١, ٢, · · · , N) (٣ . ١٢)

بود: زیرخواهد بصورت W ∈ RN بردار هر برای بلمن٣۶ بهینه عمل·ر تعریف و
τW (i) = Maxd∈D[rid + α

∑
j

p(j|i, d)W (j)] (٣ . ١٣)

.τv = v اگر است τ : ν → ν عمل·ر ثابت٣٧ نقطه v ∈ ν بردار [١۴] .۵ . ۶ . ٣ تعریف
سپس W = Vδ اگر فوق، تعاریف از استفاده با

τδVδ(i) = ri,δ(i) + α

j=N∑
j=١

p(j|i, δ(i))Vδ(j) = Vδ(i)

خواهد τ بهینه عمل·ر ثابت نقطه نیز V ∗ صورت همین به است. τδ بلمن عمل·ر ثابت نقطه Vδ بنابراین
زیرا بود.

τV ∗(i) = Maxd∈D[rid + α
∑
j

p(j|i, d)v∗(j)] = V ∗(i)

بلمن عمل·ر مهم خواص
صورت: این در W١ ≤ W٢ اگر ،W١,W٢ ∈ RN هر برای ی΄نوایی: خاصیت •

τδW١ ≤ τδW٢ τW١ ≤ τW٢

است. τδ فرد به منحصر ثابت نقطه Vδ : δ سیاست هر برای •
است. τ فرد به منحصر ثابت نقطه V ∗

داریم: δ سیاست و W ∈ RN بردار هر برای •
lim
k→∞

(τδ)
kW = Vδ

lim
k→∞

(τ)kW = V ∗

٣۵Bellman operator
٣۶Bellman optimality operator
٣٧Fixed point



٣٣ بهینه سیاست تعیین روش های

شود. مراجعه [٣٢] به فوق خواص اثبات برای
ͬ کند. م بیان را سیاست تکرار روش هم·رایی ۶ . ۶ . ٣ قضیه

عبارتͬ یه ͬ کند، م تولید را نزولͬ غیر سیاست های از دنباله ای سیاست تکرار ال·وریتم [٢١] .۶ . ۶ . ٣ قضیه
:k = ١, ٢, · · · برای دی·ر

Vδk+١ ≥ Vδk

است. δ∗ به هم·را تکرارها از متناهͬ تعداد در دنباله ها این که
داریم: δk+١ حریصانه سیاست (٣ . ١١) رابطه و بلمن عمل·ر ثابت نقطه تعریف از برهان.

Vδk = τδkVδk ≤ τVδk = τδk+١Vδk

نوشت: ͬ توان م τδk+١ برای ی΄نوایی خاصیت از استفاده با

Vδk ≤ τδk+١Vδk

τδk+١Vδk ≤ (τδk+١)
٢Vδk

...
(τδk+١)

n−١Vδk ≤ (τδk+١)
nVδk

...

بلمن: عمل·ر خاصیت و فوق نامساوی های به توجه با

Vδk ≤ lim
n→∞

(τδk+١)
nVδk = Vδk+١

در روش این که دهیم نشان ͬ خواهیم م حال ͬ دهند. م نزولͬ غیر دنباله تش΄یل سیاست ها بنابراین
یعنͬ: رسید. خواهد بهینه سیاست به q تکرار متناهͬ تعداد

Vδq = V ∗

ͬ شود م متوقف تکرارها از محدودی تعداد از بعد ال·وریتم ͬ باشد، م محدود سیاست ها تعداد که آنجایی از
.Vδq = Vδq+١ که

Vδq = Vδq+١ = τδq+١Vδq+١ = τδq+١Vδq = τVδq

لذا است، فرد به منحصر ثابت نقطه دارای τ اینکه به توجه با است. τ عمل·ر ثابت نقطه Vδq بناراین
بود. خواهد بهینه سیاست δq بنابراین است. Vδq = V ∗ ،τ عمل·ر ثابت نقطه تعریف طبق

ͬ رسد. م جواب به تکرار متناهͬ تعداد در همیشه سیاست تکرار روش ͬ کند م بیان بالا قضیه ͽواق در
در زیرا باشد دور دارای ͬ تواند نم ال·وریتم همچنین است، متناهͬ حالت فضای و سیاست ها تعداد زیرا

ͬ شود. نم بدتر جواب تکرار هر
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بهترین یافتن با ارزش کردن ماکزیمم به ٣ . ٢ . ٣ مثال برای سیاست تکرار روش از باستفاده .٧ . ۶ . ٣ مثال
ͬ پردازیم. م بهینه سیاست

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر اولیه ثابت سیاست منظور این برای

δ(E) = δ(G) = NR δ(A) = δ(B) = R

، Vδ(G) = ۵٧٢٫١٩، Vδ(E) = ارزش،۶٨٧٫٨١ تعیین معادلات از استفاده با سیاست این برای
.(٢ . ۶ . ٣ (مثال بود آمده بدست Vδ(B) = ۴٧٨٫٨١ و Vδ(A) = ۴٨٧٫٨١

شود. محاسبه Tδ(B) و Tδ(A) ،Tδ(G) ،Tδ(E) مقادیر باید حال
داریم: (٣ . ١٠) رابطه به باتوجه ،(D(E) = {NR}) است NR ،E حالت برای مم΄ن تصمیم تنها چون

Tδ(E) = Vδ(E) = ۶٨٧٫٨١

است. آمده بدست NR تصمیم بوسیله Tδ(E) بنابراین
داریم: D(G) = {R,NR} چون G حالت برای

Tδ(G) = Max

−١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(E) + ٠٫٣Vδ(G)) = ۴٨٧٫٨١ (R)

٨٠ + ٠٫)٠٫٩۶Vδ(G) + ٠٫٣Vδ(A)) = ۵٧٢٫١٩∗ (NR)

به حالت ها سایر برای آمد. بدست NR تصمیم بوسیله که Tδ(G) = Vδ(G) = ۵٧٢٫١٩ بنابراین
داریم: صورت همین

Tδ(A) = Max

−١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(E) + ٠٫٣Vδ(G)) = ۴٨٧٫٨١ (R)

۵٠ + ٠٫)٠٫٩۶Vδ(A) + ٠٫٣Vδ(B)) = ۴٨٩٫٨١∗ (NR)

و

Tδ(B) = Max

−١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(E) + ٠٫٣Vδ(G)) = ۴٨٧٫٨١∗ (R)

١٠ + ٠٫٩Vδ(B) = ۴۴٩٫٠٣ (NR)

و Tδ(B) = Vδ(B) ، Tδ(G) = Vδ(G) ،Tδ(E) = Vδ(E) ͬ شود م مشاهده که همانطور
و ͬ کنیم م انتخاب را جدیدی سیاست اکنون نیست، بهینه δ سیاست بنابراین . Tδ(A) > Vδ(A)

ͬ کنیم: م تعریف زیر بصورت را δ′ سیاست ͬ بخشیم. م بهبود را δ

δ′(E) = δ′(G) = δ′(A) = NR δ′(B) = R

معادلات (٣ . ٩) رابطه از ͬ کنیم. م حل δ′ برای را ارزش تعیین معادلات و ͬ گردیم م باز اول گام به دوباره
است: زیر بصورت δ′ برای ارزش تعیین



٣۵ بهینه سیاست تعیین روش های

Vδ′(E) = ١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ′(E) + ٠٫٣Vδ′(G))

Vδ′(G) = ٨٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ′(G) + ٠٫٣Vδ′(A))

Vδ′(A) = ۵٠ + ٠٫)٠٫٩۶Vδ′(A) + ٠٫۴Vδ′(B))

Vδ′(B) = −١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ(E) + ٠٫٣Vδ(G))

Vδ′(B) = و Vδ′(A) = ۴٩٢٫٣۵ ،Vδ′(G) = ۵٧۵٫۵٠،Vδ′(E) = ۶٩٠٫٢٣ فوق، دستگاه حل با
دوم گام به اکنون است. Vδ′(i) > Vδ(i) ،i هر برای که ͬ شود م مشاهده ͬ آید. م بدست ۴٩٠٫٢٣

ͬ رویم: م
Tδ′(E) = Vδ′(E) = ۶٩٠٫٢٣

Tδ′(G) = Max

−١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ′(E) + ٠٫٣Vδ′(G)) = ۴٩٠٫٢٣ (R)

٨٠ + ٠٫)٠٫٩۶Vδ′(G) + ٠٫٣Vδ′(A)) = ۵٧۵٫۵٠∗ (NR)

Tδ′(A) = Max

−١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ′(E) + ٠٫٣Vδ′(G)) = ۴٩٠٫٢٣ (R)

۵٠ + ٠٫)٠٫٩۶Vδ′(A) + ٠٫۴Vδ′(B)) = ۴٩٢٫٣۵∗ (NR)

و

Tδ′(B) = Max

−١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩Vδ′(E) + ٠٫٣Vδ′(G)) = ۴٩٠٫٢٣∗ (R)

١٠ + ٠٫٩Vδ′(B) = ۴۵١٫٢١ (NR)

برای دی·ر عبارت به است. بهینه ثابت سیاست ΁ی δ′ بنابراین .Tδ′(i) = Vδ′(i) ،i حالت هر برای
تعویض باید بد دستگاه ΁ی دستگا ها، بررسͬ از پس و هفته هر آغاز در انتظار، مورد ارزش شدن ماکزیمم

نیست. متوسط و خوب عالͬ، دستگاه تعویض به نیاز ولͬ شود

خطͬ برنامه ریزی ٢ . ۶ . ٣
افق که زمانͬ برای نیز روش این است. بهینه سیاست یافتن برای دی·ری روش خطͬ برنامه ریزی روش

ͬ شود. م برده ب΄ار است نامحدود برنامه ریزی زمانͬ
i ∈ S حالت هر برای V (i) بهینه مقدار ماکزیمم سازی، مسئله ΁ی برای بلمن بهینه معادله به توجه با

ͬ کند: م صدق زیر رابطه در

V (i) = Maxd∈D(i)

ri,d + α

j=N∑
j=١

p(j|i, d)V (j)

 (∀i, j ∈ S)



مارکوف تصمیم گیری فرآیند ٣۶

است: برقرار زیر نامساوی محدودیت های از مجموعه ای بنابراین

V (i) ≥ ri,d + α

j=N∑
j=١

p(j|i, d)V (j) (∀i, j ∈ S,∀d ∈ D(i)) (١۴ . ٣)

به نسبت بالا کران (کوچ΄ترین اعدادی کوچ΄ترین Vها (i) برای بهینه مقادیر i هر برای حقیقت در
مسئله ΁ی برای بهینه ثابت سیاست لذا می΄نند. صدق (١۴ . ٣) نامساوی در که هستند مقادیر) همه

: آورد[٣۴] بدست زیر خطͬ برنامه ریزی حل بوسیله ͬ توان را، م ماکزیمم سازی

Min z = V (١) + V (٢) + · · ·+ V (N) (١۵ . ٣)

s.t. V (i)− α

j=N∑
j=١

p(j|i, d)V (j) ≥ rid (∀i, j ∈ S, ∀d ∈ D(i))

V (i) ≥ ٠

بود: خواهد زیر بصورت نیز مینیمم سازی مسائل برای و

Max z = V (١) + V (٢) + · · ·+ V (N) (١۶ . ٣)

s.t. V (i)− α

j=N∑
j=١

p(j|i, d)V (j) ≤ rid (∀i, j ∈ S, ∀d ∈ D(i))

V (i) ≥ ٠

تصمیم و i حالت برای محدودیت ΁ی اگر بود. خواهند خطͬ ریزی برنامه مسائل بهینه جواب V ∗(i)

در است. بهینه ،i حالت برای d تصمیم سپس زائد)، یا کم΄ͬ متغیر (بدون باشد فعال محدودیتͬ ،d
بود. نخواهد i حالت برای بهینه تصمیمͬ صورت این غیر

ارزش میانگین بطوری΄ه را سیاست بهترین خطͬ، برنامه ریزی روش با ٣ . ٢ . ٣ مثال برای .٨ . ۶ . ٣ مثال
ͬ آوریم. م بدست شود، ماکزیمم



٣٧ بهینه سیاست تعیین روش های

داریم: را زیر خطͬ برنامه ریزی دستگاه ها، تعویض مثال برای ،(١۵ . ٣) رابطه از استفاده با حل:
Min z = V (E) + V (G) + V (A) + V (B)

s.t. V (E) ≥ ١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩V (E) + ٠٫٣V (G)) (EبرایNR)

V (G) ≥ ٨٠ + ٠٫٧)٠٫٩V (G) + ٠٫٣V (A)) (GبرایNR)

V (G) ≥ −١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩V (E) + ٠٫٣V (G)) (GبرایR)

V (A) ≥ ۵٠ + ٠٫)٠٫٩۶V (A) + ٠٫۴V (B)) (AبرایNR)

V (A) ≥ −١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩V (E) + ٠٫٣V (G)) (AبرایR)

V (B) ≥ ١٠ + ٠٫٩V (B)) (BبرایNR)

V (B) ≥ −١٠٠ + ٠٫٧)٠٫٩V (E) + ٠٫٣V (G)) (BبرایR)

V (i) ≥ ٠

است: زیر بصورت آن  ͬ خروج که شده حل لینگو٣٨ افزار نرم از استفاده با فوق خطͬ برنامه ریزی

Globa l o p t ima l s o l u t i o n found .
Ob j e c t i v e va lue : 2235 .625
I n f e a s i b i l i t i e s : 0 .000000
To t a l s o l v e r i t e r a t i o n s : 6

Va r i a b l e Value Reduced Cos t
VE 690 .2325 0 .000000
VG 575 .5075 0 .000000
VA 492 .3525 0 .000000
VB 490 .2325 0 .000000

Row Slack or Su r p l u s Dual P r i c e
1 2235 .625 −1.000000
2 0 .000000 −14.58438
3 0 .000000 −18.43750
4 84 .37500 0 .000000
5 0 .000000 −5.978125
6 42 .68437 0 .000000
7 123 .1562 0 .000000
8 0 .000000 −1.000000

: حالت هر بهینه ارزش تقریبی مقادیر

V ∗(E) = ۶٩٠٫٢٣ V ∗(G) = ۵۴۵٫۵٠
٣٨ Lingo
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V ∗(A) = ۴٩٢٫٣۵ V ∗(B) = ۴٩٠٫٢٣

هفتم و چهارم دوم، اول، محدودیت های که ͬ دهد م نشان لینگو ͬ شود م مشاهده که همانطور همچنین
جای·زین و بد دستگاه تعویض بهینه، سیاست لذا هستند. کم΄ͬ متغیر بدون و فعال محدودیت های

دی·ر: عبارتͬ به ͬ کند. م بیان را متوسط و خوب عالͬ، دستگاه های نشدن

δ∗(B) = R δ∗(E) = δ∗(G) = δ∗(A) = NR

یافتن ͽواق در هستند. بهینه سیاست یافتن روش های پرکاربردترین از فصل این در شده معرفͬ روش دو
است مواجه بودجه محدودیت با شرکت یا سازمان که ͽمواق برخͬ در ͬ کند م ΁کم ما به تصمیم بهترین
فصل در بیانجامد. سیستم ارزش شدن ماکزیمم به که کند انتخاب ب·ونه ای را سیاست بهترین بتواند
هر در مشتریان عمر طول ارزش کردن ماکزیمم به بهینه سیاست یافتن و روش ها این از ب΄ارگیری با بعد

شد. خواهد پرداخته آنان از دسته هر به بودجه مناسب تخصیص و حالت



۴ فصل
استفاده با مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی

مارکوف فرآیند از

مقدمه ١ . ۴
سیستم ΁ی آینده رفتار پیش بینͬ به مارکوف تصمیم گیری فرآیند شد، اشاره ٣ فصل در که همانطور
استفاده اخیر سال های در باشد. شرکت یا سازمان ΁ی مشتریان رفتار ͬ تواند م سیستم این که ͬ پردازد م
بهینه مبنای بر مشتریان، به بازاریابی منابع تخصیص برای مارکوف زنجیره های و مارکوف خواص از

گشته است. متداول امری عمرشان، طول ارزش کردن
تصمیم گیری فرآیند مفهوم و مدت بلند در مشتریان ارزش حداکثرسازی جهت پویا برنامه ریزی از استفاده
منظور این برای دارد. ١٩۵٠ دهه در کاتالوگ قالب در محصولات فروش صنایع در ریشه مارکوف،
سیاست کردن پیدا جهت مارکوف فرآیند از و شده بخش بندی خریدشان آخرین زمان اساس بر مشتریان
ترتیب همین به شد[۶]. استفاده بودجه محدودیت به توجه با کاتالوگ ها پست عدم یا پست برای بهینه
کارلو مونت سازی شبیه از تیرن١ͬ مثال عنوان به است. گرفته صورت زمینه این در مختلفͬ پژوهش های
بودجه های تخصیص به و کرده استفاده مارکوف تصمیم گیری فرآیند در انتقال احتمالات تخمین ٢برای

خواص از بهره گیری با کومار۴، و ونکاتسان٣ .[٣٩] پرداخت اروپایی هواپیمایی شرکت ΁ی بازاریابی
١Tirenni
٢Monte Carlo simulations
٣Venkatesan
۴Kumar



مارکوف فرآیند از استفاده با مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی ۴٠

قرار توزیع درون متغیر، عنوان به را بازاریابی کانال های گاما)، عمومͬ توزیع (مانند گوسͬ توزیع های
در و شده برآورده رگرسیون ΁کم به مشتری مشارکت نمودند. محاسبه را احتمالات آن مبنای بر و داده

.[۴٠] شد داده قرار محدودیت بدون ماکزیمم سازی برای مدل
که همانطور شد. معرفͬ مارکوف تصمیم گیری فرآیند و مشتری عمر طول ارزش گذشته فصل های در
بدانیم باید جهت همین به ͬ شوند، م گرفته نظر در شرکت یا سازمان ΁ی سرمایه مشتریان شد، اشاره
کرد انتخاب باید را مشتریان کدام ما محدود سرمایه و بودجه با و هستند ارزشمندتر مشتریان کدام
کرد. بیشینه را مشتریان بهترین انتخاب از حاصل سود بتوان تا داشت برنامه ای باید همچنین .[٢٧]
را ام΄ان این مارکوف تصمیم گیری فرآیند و مشتری عمر طول ارزش مانند مفاهیمͬ منظور این برای

است. کرده فراهم
به موردی) مطالعه (بدون نظری صورت به مارکوف، تصمیم گیری فرآیند از استفاده با فصل این در
مشتریان رفتار پیش بینͬ به ابتدا ͬ شود. م پرداخته شرکت ΁ی مشتریان به تبلیغاتͬ بودجه های تخصیص
داده های از استفاده با و تئوری صورت به سپس ͬ پردازیم م مارکوف تصمیم گیری فرآیند از استفاده با
به که گرفته انجام مارکوف فرآیند از استفاده با مشتری حفظ و جذب در بودجه ها تخصیص فرضͬ،

ͬ انجامد. م مشتریان از دسته هر برای CLV مقدار شدن ماکزیمم

مشتری رفتار برای مارکوف زنجیره مدل ٢ . ۴
شده معرفͬ مارکوف تصمیم گیری فرآیند از استفاده با مشتری رفتار پیش بینͬ برای مدلͬ بخش، این در
بخش بندی به مارکوف، تصمیم گیری فرآیند حالت تعیین برای شد اشاره ٣ فصل در که همانطور است.
مشتریان بخش بندی معیار منظور این برای داریم. نیاز مشتری عمر طول ارزش از معیاری طبق مشتریان
استفاد میزان برحسب را شرکت ΁ی مشتری های بنابراین داده، قرار شرکت خدمات از استفاده میزان را
مثال برای کرد. طبقه بندی ،{٠, ١, · · · , N − ١} مم΄ن حالت N به ͬ توان م شرکت، آن خدمات از
متوسط ͹سط ،(١ (حالت پایین ͹سط کرد: بندی طبقه ،(N = ۴) حالت چهار به ͬ توان م را مشتری ها
معرفͬ ٠ ͹سط ΁ی بازار، مشتریان تمام گرفتن نظر در منظور به و (٣ (حالت بالا ͹سط ،(٢ (حالت

ͬ شود. م
هیچ شرکت خدمات از بررسͬ، مورد دوره طول در اگر، دارد قرار ٠ ͹سط در مشتری ΁ی ͬ گوییم م

باشد. رقیب شرکت مشتری یا نکند استفاده ای
دارد. تعلق {٠, ١, · · · , N − ١} حالت های از ی΄ͬ به دقیقا بازار در مشتری ΁ی زمان، هر در بنابراین
PN×N ͬ شود. م داده نشان انتقال ماتریس از استفاده با حالت ها این میان در مشتریان انتقال احتمالات
انتقال احتمال نمایانگر pij(i, j = ٠, ١, · · · , N − ١) آن در که است مشتریان حالت انتقال ماتریس

است. بعد دوره در i حالت در او ماندن احتمال pii و بعدی دوره در j ͹سط به i ͹سط از مشتری
مختلف، شرکت های و سازمان ها برای مدیریتͬ تصمیم گیری های توجه با تصمیم، مجموعه چنین هم
(دادن تسهیلاتͬ بودجه های تخصیص شرکت ها و سازمان ها بیشتر سیاست امروزه است. متفاوت
تسهیلات اعطای عدم یا اعطا ویژه به مشتریان، به و...) مناسب تبلیغات جایزه، اعطای تخفیف،
اعطای برای مناسب زمان یافتن همچنین و محدود بودجه به توجه با مشتریان مختلف گروه های به



۴١ مشتری رفتار برای مارکوف زنجیره مدل

است. خود خاص مشتریان به تسهیلات
روش ͬ باشد م موجود مارکوف تصمیم گیری فرآیند از استفاده برای لازم اطلاعات تمام اینکه به توجه با

است. بازار در مشتری ΁ی رفتار پیش بینͬ برای مناسب روشͬ مارکوف،
بطوری΄ه: دارد وجود p = (p٠, p١, · · · , pN−١) پایدار توزیع ،٣ . ٣ . ٣ قضیه طبق

p = pP,
N−١∑
i=٠

pi = ١, pi ≥ ٠

محاسبه زیر رابطه ΁کم به را شرکت ΁ی مشتری حفظ۵ احتمال ͬ توان م ،p پایدار توزیع از استفاده با
:[١٠] کرد

N−١∑
i=١

 pi

N−١∑
j=١

pj

 (١ − pi٠) = ١ − ١
١ − p٠

N−١∑
i=١

pipi٠ (١ . ۴)

است. بعدی دوره در شرکت، خدمات از استفاده و مشتری ماندن احتمال همان که
دی·ری مدل ͬ توان م شرایط، این به توجه با و مارکوف زنجیره ΁کم به مشتری، حفظ احتمال بر علاوه

کرد. ارائه (CLV) مشتری عمر طول ارزش برای
ارزش سپس شود. تعریف i حالت در مشتری از آمده بدست درآمد عنوان به ci اگر منظور، این برای

ͬ آید: م بدست زیر صوررت به مشتری انتظار مورد

CLV =
N−١∑
i=٠

cipi (٢ . ۴)

مجموعه از خاص تصمیم ΁ی اتخاذ فرض با بالا، در مورد ارزش و حفظ احتمال که است ذکر به لازم
تصمیمات برای P احتمالات ماتریس که شود توجه موضوع این به باید است. آمده بدست تصمیم
شرکت ΁ی فرضͬ داده های روی بر که ٢ . ١ . ۴ مثال در است. متفاوت هم با توجهͬ قابل طور به مختلف

شد. خواهد داده نشان مسئله این شده است، پیاده کامیپوتری خدمات

و مهم ویژگͬ های شرکت، آن داده پای·اه به توجه با کامپیوتری خدمات شرکت ΁ی در .٢ . ١ . ۴ مثال
است پولͬ کل مقدار ͽواق در که مشتری آمده بدست درآمد است. شده گرفته مشتری هر برای نیاز مورد
این در مشتری مصرف ساعت های مقدار و است کرده خرج بررسͬ مورد هفته های طول در مشتری که
متوالͬ هفته ٨ مدت به هفته ای ٢٠ دوره ΁ی در شرکت فرض کنید هستند. اطلاعات این جمله از هفته ها
برای تسهیلاتͬ هیچ هفته ١٢ و ͬ نماید م گوناگون دسته های در مشتریان به تسهیلات اعطای به اقدام
دهد قرار بررسͬ مورد هفته) ٢٠) دوره این در را مشتریان رفتار ͬ خواهد م شرکت ͬ گیرد. نم نظر در آن ها

کند. اتخاذ را سیاست هایی آن اساس بر تا آورده بدست را عمر طول ارزش و حفظ احتمال و
۵Retention Probability
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خدمات از استفاده ساعات به توجه با ،(١ ،٢ ،٣ ،٠) حالت چهار به مشتریان هفته، هر برای
΁ی اینجا در شده است. داده نشان بخش بندی این چ·ونگͬ ١ . ۴ جدول در که شده اند. بخش بندی
هفته طول در خدمات از استفاده ای یا باشد رقیب شرکت مشتری او، اگر دارد، قرار ٠ حالت در مشتری

نکرده باشد.

مشتریان حالت بخش بندی :١ . ۴ جدول
٠ ٣ ٢ ١ حالت

٠.٠٠ > ۴٠ ٢١ − ۴٠ ١ − ٢٠ دقیقه

این به و گرفته نظر در هفته) ١٢) آن اعطای وعدم هفته) ٨) تسهیلات اعطای را تصمیم مجموعه
هر در که صورت این به بود. خواهد محاسبه قابل انتقال احتمالات ماتریس تصمیم، هر برای ترتیب
در i حالت مشتریان کل بر سپس و کرده ثبت را رفته j حالت به i حالت از که مشتریانͬ تعداد دوره،

دی·ر: عبارت به میشود تقسیم نظر مورد دوره

pij =
j به i حالت از مشتریان انتقال تعداد

دوره در i حالت در موجود مشتریان کل تعداد (٣ . ۴)

تسهیلات اعطای عدم و (P (١)) تسهیلات اعطای تحت را انتقال احتمالات ماتریس ،(٣ . ۴) رابطه طبق
است: زیر ترتیب به که است شده آورده بدست ،(P (٢))

P (١) =


٠٫۴٢٣٠ ٠٫٠٩٩٢ ٠٫٠۶١۵ ٠٫۴١۶٣
٠٫٣۴۵٨ ٠٫٢١٠٩ ٠٫٢١۴٨ ٠٫٢٢٨۵
٠٫٢١۴٧ ٠٫٢٠٣۴ ٠٫۴۴۴٧ ٠٫١٣٧٢
٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٢۶۶ ٠٫٠١٩١ ٠٫٨٠۵۴


و

P (٢) =


٠٫۴١۴۶ ٠٫٠۶٢٣ ٠٫٠٢۶٧ ٠٫۴٩۶۴
٠٫٣٨٣٧ ٠٫١٧۴۴ ٠٫١١۵٨ ٠٫٣٢۶١
٠٫٢٧۴٢ ٠٫٢٠۶٩ ٠٫٢٨٠٩ ٠٫٢٣٨٠
٠٫١٠۶۴ ٠٫٠١٢١ ٠٫٠٠۵٣ ٠٫٨٧۶٢


هستند. متفاوت باهم بسیار P (٢) و P (١) داشتیم انتظار و شد اشاره قبلا که همانطور

قضیه به توجه با آورد. بدست حالت دو هر برای را مشتریان عمر طول ارزش و حفظ احتمال ͬ توان م حال
ͬ شود. م آورده بدست زیر بصورت P (٢) و P (١) انتقال احتمالات ماتریس دو برای پایدار توزیع ٣ . ٣ . ٣

نوشت: ͬ توان م ٣ . ٣ . ٣ قضیه طبق اول حالت برای

(
p٠ p١ p٢ p٣

)


٠٫۴٢٣٠ ٠٫٠٩٩٢ ٠٫٠۶١۵ ٠٫۴١۶٣
٠٫٣۴۵٨ ٠٫٢١٠٩ ٠٫٢١۴٨ ٠٫٢٢٨۵
٠٫٢١۴٧ ٠٫٢٠٣۴ ٠٫۴۴۴٧ ٠٫١٣٧٢
٠٫١۴٨٩ ٠٫٠٢۶۶ ٠٫٠١٩١ ٠٫٨٠۵۴

 =
(
p٠ p١ p٢ p٣

)
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ͬ آید: م بدست زیر معادلات دستگاه نتیجه در

−٠٫۵٧٧p٠ + ٠٫٣۴۵٨p١ + ٠٫٢١۴٧p٢ + ٠٫١۴٨٩p٣ = ٠

٠٫٠٩٩٢p٠ − ٠٫٧٨٩١p١ + ٠٫٢٠٣۴p٢ + ٠٫٠٢۶۶p٣ = ٠

٠٫٠۶١۵p٠ + ٠٫٢١۴٨p١ − ٠٫۵۵۵٣p٢ + ٠٫٠١٩١p٣ = ٠

٠٫۴١۶٣p٠ + ٠٫٢٢٨۵p١ + ٠٫١٣٧٢p٢ − ٠٫١٩۴۶p٣ = ٠

p٠ + p١ + p٢ + p٣ = ١

ͬ شود: م نتیجه فوق خطͬ دستگاه حل با

p(١) = (٠٫٢٣٠۶, ٠٫٠۶٩١, ٠٫٠٧٣٨, ٠٫۶٢۶۵)

داریم: صورت همین به نیز دوم حالت برای

p(٢) = (٠٫١۶٩٢, ٠٫٠٢٨۵, ٠٫٠١۶٧, ٠٫٧٨۵۶)

مشتریان اختیار در تسهیلات که زمانͬ برای (۵ . ۴) رابطه در جای·ذاری با مشتریان حفظ احتمال
͹واض ͬ آید. م بدست ٠.۵۴۶١ و ٠.۶٧٣۶ ترتیب به ͬ شود داده نم تسهیلاتͬ هیچ که زمانͬ و ͬ گیرد م قرار

است. بیشتر شود داده تسهیلات آن به که زمانͬ مشتری حفظ احتمال که است
دو هر برای مختلف حالت های در مشتریان درآمد میانگین مشتریان، از شده داده اطلاعات به توجه با
که شود توجه نکته این به باید است. شده آورده ٢ . ۴ جدول در کامپیوتری شرکت سیاست و تصمیم
به (… و جایزه اعطای بزرگ، تخفیف مثل تسهیلات( اعطای زمان در مشتریان از آمده بدست درآمد

. نداریم تسهیلاتͬ هیچ که ایست دوره از کمتر توجهͬ قابل طرز

حالت چهار در مشتریان درآمد میانگین :٢ . ۴ جدول
٠ ٣ ٢ ١ حالت

٠٫٠٠ ۴٣٫٧۵ ١٨٫٠٩ ۶٫٩٧ تسهیلات اعطای
٠٫٠٠ ١٣٩٫٢٠ ۵١٫٧٢ ١۴٫٠٣ تسهیلات اعطای عدم

آمد. خواهد بدست مشتری ارزش همان یا مشتری از انتظار مورد درآمد (٢ . ۴) رابطه از استفاده با
بود. خواهد ١٧.٠٧ تسهیلات اعطای عدم دوره برای و ٢.۴٢ تسهیلات اعطای دوره برای که

هزینه های دلیل به ͬ دهیم م قرار مشتریان اختیار در را تسهیلاتͬ که زمانͬ ͬ شود م مشاهده که همانطور
صورت در شود سعͬ باید بنابراین ͬ یابد م کاهش ملاحظه ای قابل طور به مشتریان ارزش گرفته، صورت
بودجه ͽمواق برخͬ در همچنین شود. گرفته نظر در تسهیلات مشتریان از خاصͬ گروه برای و لزوم
سیاست اجرای برای زمان بهترین انتخاب به نیاز که دارد قرار شرکت یا سازمان اختیار در محدودی

. هستیم
چون هستیم. مختلف زمان های در پی در پی تصمیمات اتخاذ به مجبور سیستم ΁ی در ͽواق در
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نامیده مرحله ای چند تصمیم گیری مسائل رو این از ͬ گیرند م انجام مرحله چند در تصمیم گیری ها این
ͬ باشد. م پویا برنامه ریزی مرحله ای چند مسائل این از نوعͬ ͬ شوند. م

به که ͬ کند م معین را متوالͬ تصمیمات از ترکیبی نظام گرا، فرآیندهای  ب΄ارگیری با پویا برنامه ریزی
΁ی از حالت ΁ی در تصمیم ΁ی اتخاذ با اینکه دلیل به ͬ گردد. م منتهͬ سیستم کارایی شدن ماکزیمم
نیست قطعͬ بعد مرحله حالت و رفت خواهیم بعد مرحله در متفاوتͬ حالت های به احتمالاتͬ با مرحله

ͬ شود. م استفاده نامحدود و محدود زمان افق برای تصادف۶ͬ پویای برنامه ریزی از
پویای روابط ͬ تواند م مارکوف تصمیم گیری فرآیند مانند ابزاری چ·ونه ͬ دهیم م نشان بعد بخش های در
تعیین با ͽواق در کند. ΁کم ما به بودجه بهینه تخصیص در و کرده مدلسازی را شرکت و مشتریان میان
عمر طول ارزش که ͬ شود م تقسیم مشتریان بین ب·ونه ای مشتری با ارتباط بودجه های سیاست، بهترین

شود. بیشینه مدت دراز در مشتریان

عمر طول ارزش محاسبه برای تصادفͬ پویای برنامه ریزی مدل ٣ . ۴
مشتری

ارزش بهینه سازی برای مارکوف زنجیره ΁کم به تصادفͬ پویای برنامه ریزی مدل ΁ی بخش این در
شد. معرفͬ (٣ . ٩) رابطه در ارزش تعیین معادلات گذشته فصل در ͬ شود. م ارائه مشتری عمر طول
مورد ͬ تر عموم حالت برای ͬ تواند م ماکزیمم سازی) مسئله (برای ارزش تعیین کلͬ رابطه مجموع در
ارزش مقدار بیشترین Vi(n) باشد، مانده باقͬ تصمیم گیری دوره n اگر کلͬ طور به قرارگیرد. استفاده

ͬ       شود[۴١]: م بیان زیر رابطه ش΄ل به که است i حالت در آمده بدست

Vi(n) = Max{ri,d + α
N∑
j=١

p(j|i, d)Vj(n− ١)} (n ≥ ١) (۴ . ۴)
Vi(٠) = ٠

حل قابل پویا برنامه ریزی مساله قالب در مارکوف تصمیم گیری فرآیند باشد محدود زمانͬ افق چنانچه
بود. خواهد خطͬ برنامه ریزی ΁ی به تبدیل قابل هم آن نامحدود نوع و است

مورد به آن مربوط بودجه تخصیص و تبلیغات زمینه در پویا برنامه ریزی قالب در بهینه سیاست مسئله
تحت CLV ماکزیمم سازی برای پویا تصادفͬ برنامه ریزی مدل از بخش این در ͬ گیرد. م قرار استفاده

ͬ شود. م استفاده بهینه سیاست یافتن
ͬ کنیم: م فرض منظور، این برای

(i = ٠, ١, · · · , N − ١) حالات کل تعداد = N

(j = ١, ٢, · · · ,M) سیاست ها کل مجموع = M

(t = ١, ٢, · · · , T ) ماه) اینجا (در ریزی برنامه افق زمانͬ دوره تعداد = T

i حالت در مشتری برای دوره هر در j تصمیم انجام برای لازم منابع = d
(j)
i

۶Stochastic dynamic programming
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دوره هر در j تصمیم انجام با i حالت در مشتری ΁ی از آمده بدست درآمد = c
(j)
i

دوره هر در j تصمیم تحت k حالت به i حالت از مشتری انتقال احتمال = p
(j)
ik

تنزیل نرخ = α

برای ͬ مانده باق (ماه) دوره t با پویا برنامه ریزی مدل در آمده بدست درآمد ریاضͬ امید عنوان به Vi(t)

تعریف ،t = ١, ٢, · · · , T و i = ٠, ١, · · · , N −١ برای (T − t) دوره آغاز در i حالت در مشتری ΁ی
درآمد ماکزیمم سازی برای بازگشتͬ رابطه صورت این در است. مشتری ارزش همان ͽواق در که ͬ شود م

بود: خواهد زیر ش΄ل به

Vi(t) = Maxj=١,··· ,M{c(j)i − d
(j)
i + α

N−١∑
k=٠

p
(j)
ik Vk(t− ١)} (۵ . ۴)

دو برای بالا بازگشتͬ رابطه اساس بر CLV ماکزیمم سازی برای مختلف مدل های بعد، بخش های در
برنامه ریزی ΁کم با بینهایت زمانͬ افق است. شده معرفͬ معین زمانͬ افق و بینهایت زمانͬ افق حالت

است. حل قابل سیاست تکرار روش و پویا برنامه ریزی ΁کم با معین زمانͬ افق و خطͬ

محدودیت بدون بینهایت زمانͬ افق ٣ . ١ . ۴
از ͬ شود. م بررسͬ نهایت بی زمانͬ افق با مارکوف تصمیم گیری فرآیند ΁ی فرمول بندی بخش این در
باید نهایت بی زمانͬ افق با مارکوف فرآیند برای Vi بهینه مقادیر i هر برای ٣ فصل از آمده بدست نتایج

کند[۴١]: صدق زیر رابطه در

Vi ≥ c
(j)
i − d

(j)
i + α

N−١∑
j=٠

p
(j)
ik Vk (۶ . ۴)

(کوچ΄ترین اعدادی کوچ΄ترین ها Vi برای بهینه مقادیر حقیقت در . j = ١, · · · ,M و i هر برای
می΄نند. صدق (۶ . ۴) نامساوی در که هستند مم΄ن) سیاست های همه مقدار به نسبت بالا کران

برنامه ریزی ش΄ل به را مساله Viها تعیین برای ͬ توان م ماکزیمم سازی، مساله ΁ی برای ٣ فصل طبق
: نوشت زیر رابطه بصورت خطͬ

min z =
N−١∑
i=٠

Vi

s.t. Vi ≥ c
(j)
i − d

(j)
i + α

N−١∑
k=٠

p
(j)
ik Vk i, k = ٠, ١, · · · , N − ١

Vi ≥ ٠

بدست بصورتͬ ثابت بهینه سیاست مدل این حل با بود. خواهد حل قابل سادگͬ به بالا برنامه ریزی
برسد. خود مقدار بیشترین به مشتری ارزش که ͬ آید م



مارکوف فرآیند از استفاده با مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی ۴۶

مدل تحلیل و تجزیه و پیاده سازی
ͬ خواهد م کامپیوتری خدمات شرکت ͬ شود. م پرداخته کامپیوتری خدمات شرکت مثال بررسͬ به حال
دسته هایی چه به مدت، بلند زمانͬ افق ΁ی در هفته)، ٢٠) خود مشتریان رفتار بررسͬ به توجه با بداند

باشد. داشته همراه به را سود بیشترین تا نماید تسهیلات اعطای به اقدام زمانͬ چه و
داریم: مسئله فرضیات طبق

M = ٢(D(i) = {p, np}) N = ۴(S = {١, ٢, ٣, ٠})

نظر در (D(i) = {١, ٢}) تسهیلات (٢) اعطای عدم یا (١) اعطا حالت، هر برای را تصمیم مجموعه
بود: خواهد زیر بصورت مسئله برای خطͬ برنامه ریزی مدل ترتیب این به ͬ گیریم. م

min z =
٣∑

i=٠
Vi

s.t. Vi ≥ c
(١)
i − d

(١)
i + α

٣∑
k=٠

p
(j)
ik Vk i, k = ٠, ١, · · · , ٣

Vi ≥ c
(٢)
i − d

(٢)
i + α

٣∑
k=٠

p
(j)
ik Vk i, k = ٠, ١, · · · , ٣

Vi ≥ ٠

بدست مختلف تصمیمات برای انتقال احتمالات ماتریس و است شده داده c
(j)
i مقدار ٢ . ۴ جدول در که

.(٢ . ١ . ۴ (مثال بود آمده
متفاوت، (d) تسهیلات انجام ثابت هزینه های و (α) تنزیل نرخ برای لینگو افزار نرم از استفاده با
است. آمده ٣ . ۴ جدول در تقریبی نتایج که است بدست آمده آن ها CLVهای مقدار و بهینه سیاست های
و باشد شده انتخاب ١ تصمیم که که ͬ شود م گرفته نظر در زمانͬ برای تسهیلات هزینه که شود توجه

است. صفر حالت هر برای d(٢)
i

است: شده آورده d = ٢ و α = ٠٫٩ فرض با مسئله حل برای لینگو در آمده بدست خروجͬ نمونه برای
Globa l o p t ima l s o l u t i o n found .

Ob j e c t i v e va lue : 621 .1462
I n f e a s i b i l i t i e s : 0 .000000
To t a l s o l v e r i t e r a t i o n s : 0

Va r i a b l e Value Reduced Cos t
V1 101 .6123 0 .000000
V2 163 .6028 0 .000000
V3 281 .8636 0 .000000
V0 74 .06756 0 .000000

Row Slack or Su r p l u s Dual P r i c e
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1 621 .1462 −1.000000
2 0 .000000 −9.915415
3 0 .6298730 0 .000000
4 64 .15457 0 .000000
5 0 .000000 −3.587557
6 68 .57377 0 .000000
7 0 .000000 −3.111276
8 0 .000000 −23.38575
9 2 .802847 0 .000000

اول، محدودیت های اینکه به توجه با است، ٠.٩٠ تنزیل نزخ و ٢ تسهیلات ثابت هزینه که زمانͬ
که زمانͬ که است این تصمیم بهترین بنابراین هستند فعال محدودیت هایی هفتم و ششم چهارم،
حالت که زمانͬ و .(D١ = D٠ = ١) ب·یریم نظر در آن برای تسهیلاتͬ است، ٠ یا ١ حالت در مشتری
همین به نیز را مقادیر بقیه .(D٢ = D٣ = ٢) نیست تسهیلات اعطای به نیازی باشد ٣ یا ٢ آن فعلͬ

کرد. تفسیر ͬ توان م صورت
و ((Di = ٢) تسهیلات اعطای عدم و (Di = ١) تسهیلات (اعطای بهینه سیاست های ٣ . ۴ جدول
محدودیت های به توجه با تسهیلات مختلف هزینه های و تنزیل نرخ برای را سیاست ها این با متناظر ارزش

ͬ دهد. م نشان فعال
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بینهایت زمانͬ افق برای آن ها CLV و بهینه ثابت سیاست های :٣ . ۴ جدول
d = ٢ d = ٠

α = ٠٫٩٠ α = ٠٫٩۵ α = ٠٫٩٩ α = ٠٫٩٠ α = ٠٫٩۵ α = ٠٫٩٩
۶٢١ ١٠١٢ ۴٠٨٣ ۶٨٧ ١١۴٩ ۴٧٩١ z
١٠١ ١٩٨ ٩۶۵ ١١٩ ٢٣۴ ١١۴۴ V١

١۶٣ ٢۶١ ١٠٣٠ ١٧٩ ٢٩۵ ١٢٠۶ V٢

٢٨١ ٣٨٢ ١١۵٣ ٢٩۶ ۴١۵ ١٣٢٨ V٣

٧۴ ١۶٨ ٩٣۴ ٩٢ ٢٠۴ ١١١٢ V٠

١ ١ ١ ١ ١ ١ D١

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ D٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ D٣

١ ١ ١ ١ ١ ١ D٠

d = ۵ d = ٣
α = ٠٫٩٠ α = ٠٫٩۵ α = ٠٫٩٩ α = ٠٫٩٠ α = ٠٫٩۵ α = ٠٫٩٩

۵۴١ ٨٢٧ ٣٠۵۶ ۶۵٩٠ ٩۴٣ ٣٧٢٩ z
٨٢ ١۵١ ٧٠٧ ٩۴ ١٨١ ٨٧٧ V١

١۴۵ ٢١٧ ٧٧۵ ١۵۶ ٢۴۵ ٩۴٢ V٢

٢۶۴ ٣٣٩ ١٨٩٩ ٢٧۵ ٣۶۶ ١٠۶۶ V٣

۵١ ١١٩ ۶٧۵ ۶۵ ١۵١ ٨۴۵ V٠

٢ ٢ ٢ ٢ ١ ١ D١

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ D٢

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ D٣

١ ١ ١ ١ ١ ١ D٠

گرفت: نتیجه ͬ توان م فوق جدول نتایج و عددی مثال  به توجه با

تسهیلات هر نباید که گونه ایست به بهینه سیاست باشد، بزرگ d تسهیلات هزینه های که زمانͬ •
و فعال غیر مشتریان اختیار در را خود تسهیلاتͬ طرح های باید و شود داده ارائه فعال مشتریان به
مشتریان مراقب باید باشد ΁کوچ d که زمانͬ وجود این با شود. داده قرار رقیب شرکت مشتریان
همچنین بود. رقیب شرکت های سوی به شرکت از آن ها روی·ردانͬ از جلوگیری برای پایین ͹سط

دارد. کمتری مقدار باشد بالا تسهیلات هزینه که زمانͬ مشتریان عمر طول ارزش

گروه هاست. بقیه از بیشتر بالا ͹سط مشتریان CLV که است ͹واض •

تنزیل های نرخ برای و است وابسته α تنزیل نرخ به توجهͬ قابل طور به مشتریان از گروه هر CLV •
ͬ آید. م بدست بهتری مقدار بالا
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محدودیت بدون معین زمانͬ افق ٣ . ٢ . ۴
کوتاه محصول عمر چرخه …که و کامپیوتر خدمات شرکت یا مخابرات صنعت مانند سازمان ها برخͬ در
تصمیم گیری فرآیند برای مسائل نوع ترین رایج ͬ شود. م گرفته نظر در معین و محدود زمانͬ، افق است،
در که است این بر فرض دی·ر عبارت به نداریم. محدودیتͬ هیچ آن در که است مسائلͬ مارکوف،
صورت این در است. مطرح هزینه کردن مینیمم یا سود کردن ماکزیمم تنها دوره هر در تصمیم گیری
اعطای چنانچه و باشد، مشتری به آن اعطای عدم یا تسهیلات اعطای مثال عنوان به ما سیاست اگر
سودآوری که لحظه ای تا شود، منجر آن ها ارزش شدن حداکثر به دسته ΁ی مشتریان برای تسهیلات

گرفت. خواهد صورت کار این تسهیلات، اعطای در محدودیت بدون شود حداکثر
بود: خواهد زیر بصورت (۵ . ۴) رابطه با مطابق مارکوف تصمیم گیری فرآیند رابطه ترتیب بدین

Vi(t) = Max{c(p)i −d
(p)
i +α

N−١∑
k=٠

p
(p)
ik Vk(t−١), c(np)i −d

(np)
i +α

N−١∑
k=٠

p
(np)
ik Vk(t−١)} (٧ . ۴)

تسهیلات اعطای = p

تسهیلات اعطای عدم = np

محدودیت با معین زمانͬ افق ٣ . ٣ . ۴
داشته محدودیت هم بودجه ها اختصاص در شرکت است مم΄ن باشد، معین زمانͬ افق که حالتͬ در
گرفته نظر در پویا برنامه ریزی در باید نیز مانده باقͬ دوره های و تسهیلات تعداد صورت این در باشد.
نشان ما به تسهیلاتͬ بودجه محدودیت دلیل به را زمان بهترین بهینه سیاست حالت این در شود.
اختصاص تسهیلات بودجه مشتریان از گروه کدام به و زمانͬ چه در ͬ گوید م ما به ͽواق در ͬ دهد. م
آخرین از که است روشͬ پویا برنامه ریزی باشند. داشته ما برای را ارزش بیشترین بطوری΄ه شود داده
استفاده با سپس ͬ نماید م بررسͬ است ام΄ان پذیر حالت آن در که را آنچه و کرده شروع مم΄ن حالت
برای کار این و ͬ پردازد م ماقبل حالت حل به حالت آخرین در بودن فرض از آمده بدست اطلاعات از

ͬ یابد. م ادامه آن از قبل حالت های
و مانده باقͬ جوایز تعداد حالت متغیر داریم، قرار آن در که است زمانͬ دوره مرحله، حالتͬ چنین در
برای داریم. قرار آن در که است دوره ای در مشتریان به تسهیلات اعطای عدم و اعطا نیز تصمیم متغیر
تسهیلات تعداد و مانده باقͬ دوره t که زمانͬ i حالت در مشتری ارزش عنوان به Vi(t, p) حالت این

است: زیر بصورت مسئله این برای بازگشتͬ رابطه ͬ شود. م تعریف باشد، p مانده باقͬ

Vi(t, p) = Max{c(p)i −d
(p)
i +α

N−١∑
k=٠

p
(p)
ik Vk(t−١, p−١), c(np)i −d

(np)
i +α

N−١∑
k=٠

p
(np)
ik Vk(t−١, p)}

و p = ١, · · · , pmax و t = ١, · · · , tmax برای

Vi(t, ٠) = c
(np)
i − d

(np)
i + α

N−١∑
k=٠

p
(np)
ik Vk(t− ١, ٠)
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مثال: برای

Vi(١, p) = Max{c(p)i − d
(p)
i + α

N−١∑
k=٠

p
(p)
ik Vk(٠, p− ١), r(np)i − d

(np)
i + α

N−١∑
k=٠

p
(np)
ik Vk(٠, p)}

از استفاده با باشد. مانده باقͬ تسهیلات p که زمانͬ است آخر قبل ما دوره در مشتری ارزش نمایانگر
اجرای زمان بهترین مختلف، سیاست های تکرار با دوره هر در سیاست بررسͬ و فوق بازگشتͬ رابطه

آمد. خواهد بدست ارزش بیشترین با سیاست

مدل تحلیل و تجزیه و پیاده سازی
wmax = هفته برحسب برنامه ریزی دوره طول ͬ کنیم م فرض کامپیوتری خدمات شرکت داده های برای
حل افزار نرم ΁کم با پویا برنامه ریزی باشد. pmax = ۴ تسهیلات تعداد بیشترین همچنین باشد، ۵٢

است. شده آورده ۴ . ۴ جدول در آن نتایج و شده
است: شده آورده زیر بصورت بهینه جواب جدول در

(t١, t٢, t٣, t۴, V
∗)

(−) و بهینه سیاست در تسهیلات اعطای برای هفته بهترین ti و بهینه درآمد میانگین V ∗ آن در که
جدول در متفاوت تنزیل نرخ و تسهیلات هزینه های برای نتایج خلاصه دارد. اشاره تسهیلات عدم به

شده است: آورده

معین زمانͬ افق برای آن ها CLV و بهینه ثابت سیاست های :۴ . ۴ جدول
حالت٠ حالت٣ حالت٢ حالت١ α

(١, ٢, ٣, ۴, ۶٧) (−,−,−,−, ٢٧۶) (−,−,−,−, ١۵٨) (١, ۴۵, ۵٠, ۵٢, ٩۵) ٠٫٩
(١, ٢, ٣, ۴, ١٣٨) (−,−,−,−, ٣٣۵) (−,−,−,−, ٢٣۴) (۴۵, ۴٨, ۵٠, ۵١, ١۶٩) ٠٫٩۵ d = ٠
(١, ٢, ٣, ۴, ٩٢٩) (−,−,−,−, ١١۵۵) (−,−,−,−, ١٠٣١) ((۴٧, ۴٩, ۵٠, ۵١, ٩۶٣ ٠٫٩٩
(١, ٢, ٣, ۴, ۶٠) (−,−,−,−, ٢٧١) (−,−,−,−, ١۵٢) (۴٩, ۵٠, ۵١, ۵٢, ٨٩) ٠٫٩
(١, ٢, ٣, ۴, ١٢٨) (−,−,−,−, ٣۴٧) (−,−,−,−, ٢٢۵) (۴٨, ۵٠, ۵١, ۵٢, ١۶٠) ٠٫٩۵ d = ٢
(١, ٢, ٣, ۴, ٨١۵) (−,−,−,−, ١٠۴١) (−,−,−,−, ٩١٧) (۴٨, ۴٩, ۵١, ۵٢, ٨۴٩) ٠٫٩٩
(١, ٢, ٣, ۴, ۶٠) (−,−,−,−, ٢۶٩) (−,−,−,−, ١۵٠) (−,−,−,−, ٨٧) ٠٫٩
(١, ٢, ٣, ۴, ١٢٣) (−,−,−,−, ٣۴٢) (−,−,−,−, ٢٢١) (۴٩, ۵٠, ۵١, ۵٢, ١۵۵) ٠٫٩۵ d = ٣
(١, ٢, ٣, ۴, ٧۵٨) (−,−,−,−, ٩٨۴) (−,−,−,−, ٨۶٠) (۴٨, ۵٠, ۵١, ۵٢, ٧٩٢) ٠٫٩٩
(١, ٢, ٣, ۴, ۵٠) (−,−,−,−, ٢۶۴) (−,−,−,−, ١۴۴) (−,−,−,−, ٨١) ٠٫٩
(١, ٢, ٣, ۴, ١١۴) (−,−,−,−, ٣٣۴) (−,−,−,−, ٢١٢) (−,−,−,−, ١۴٧) ٠٫٩۵ d = ۵
(١, ٢, ٣, ۴, ۶۵٠) (−,−,−,−, ٨٧۶) (−,−,−,−, ٧۵٢) (−,−,−,−, ۶٨۴) ٠٫٩٩
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داریم: ۴ . ۴ جدول نتایج از
مشتریان به تسهیلات اعطای عدم به بهینه سیاست ،d ثابت هزینه های متفاوت مقادیر برای •

دارد. اشاره ٣ و ٢ حالت
این به موجود تسهیلات چهار هر اعطای بهینه سیاست دارند، قرار ٠ حالت در که مشتریانͬ برای •

است. وقت اسرع در مشتریان از گروه
تسهیلات اعطای به نیاز باشد بزرگ d اگر دارد. d مقدار به بستگͬ بهینه ثابت سیاست ،١ حالت در •
را تسهیلات ͬ توان م است ΁کوچ d که زمانͬ صورت این غیر در نیست. مشتریان از گروه این به

داد. ارائه دوره اواخر در
بهینه سازی برای استفاده مورد روش عنوان به مارکوف تصمیم گیری فرآیند فصل این در کلͬ طور به
توجه با و شد معرفͬ شرکت، و مشتریان ارتباط طول بودن گسسته فرض با مشتریان عمر طول ارزش
و شد استفاده آن حل و مدل ایجاد برای روش هایی تصادفͬ، پویا برنامه ریزی مدل و آن ͬ های ویژگ به
از پس رسید. خود مقدار بهترین به شرکت با رابطه طول در مشتریان ارزش سیاست بهترین یافتن با
ارتباط مدت طول بودن پیوسته فرض با بعد فصل در گسسته زمان در مشتریان عمر طول ارزش بررسͬ

شد. خواهد پرداخته پیوسته زمان در مشتری عمر طول ازش بهینه سازی به مشتری و شرکت





۵ فصل
زمان در مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی

پیوسته

مقدمه ١ . ۵
مداخله ΁ی مشتری عمر طول ارزش مدلسازی از هدف شد، اشاره پیشین فصل های در که همانطور
تصمیم گیری به مشتری، ارزش بر نظارت با ͬ تواند م مشتری عمر طول ارزش دی·ر عبارت به است. آینده نگر
و بهره نرخ ارائه هزینه، در چه محصولات، فروش زمینه در (چه آینده در مشتری با رفتار چ·ونͬ درباره

کند. ΁کم (…
فرآیند ΁کم با آن بهینه سازی و گسسته زمان های در مشتری عمر طول ارزش مدلسازی تاکنون
پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش بررسͬ به فصل این در شد. معرفͬ مارکوف تصمیم گیری

ͬ شود. م پرداخته شرکت و مشتری ارتباط زمان مدت بودن پیوسته گرفتن نظر در با آن بهینه سازی و
ارزش تابع از استفاده با پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش برای مدلͬ [٣۵] هم΄اران و ١ روزت
که باشد (قرارداد) شرکت با مشتری ارتباط زمان مدت T تصادفͬ متغیر کنید فرض کردند. ارائه v(t)
در مشتری ΁ی عمر طول ارزش میانگین آنگاه است، F (t) = P (T ≤ t) تجمعͬ توزیع تابع دارای

١Rosset

۵٣
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ͬ شود: م محاسبه زیر بصورت شرکت با قرارداد زمان طول

E

{∫ T

٠
v(s)ds

}
= E

{∫ ∞

٠
I(٠ < s < T )v(s)ds

}
=

∫ ∞

٠
v(s)E{I(٠ < s < T )}ds

=

∫ ∞

٠
v(s)P (T > s)ds

=

∫ ∞

٠
v(s){١ − P (T ≤ s)}ds

=

∫ ∞

٠
v(s){١ − F (s)}ds

و مشتری ارزش بر خطر٢ تابع اثرات بررسͬ به و کرده تمرکز T توزیع برای مدل هایی روی بر سپس
پرداختند. مثال ها بررسͬ به سرانجام

مشتری عمر طول ارزش محاسبه برای مدلͬ شرکت، استراتژی به توجه با چارچوبی ارائه با فصل این در
حساب مجدد بررسͬ زمان و درآمد آستانه مقدار بهترین یافتن با سپس و شده معرفͬ پیوسته زمان در
اولیه مدل معرفͬ به ابتدا منظور این برای ͬ رسد. م مقدار بیشترین به مشتری عمر طول ارزش مشتری،

ͬ شود. م پرداخته پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش

پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش محاسبه ٢ . ۵
پیوسته زمان در شد، معرفͬ مشتری عمر طول ارزش بر تاثیرگذار عوامل گسسته زمان در که همانگونه

است: موثر مشتری ΁ی عمر طول ارزش محاسبه برای عامل سه هم
مشتری فعلͬ ارزش دهنده نشان t = ٠ که ،t ≥ ٠ برای (v(t))زمان طول در مشتری ارزش .١
ابزارهای و کار و کسب دانش ΁کم با موجود داده های از استفاده با مشتری آینده ارزش است.

ͬ شود. م زده تخمین تحلیلͬ
در ͬ شود. م توصیف بقا تابع توسط معمولا زمان طول در مشتری (روی·ردانͬ) ریزش احتمال .٢
اگر دی·ر عبارت به ͬ کند. م بیان را t زمان از بعد مشتری ماندگاری احتمال F̄ (t) بقا تابع ͽواق
و F̄ (٠) = ١ که است F̄ (t) = P (T > t) آنگاه باشد، T توزیع تابع F (t) = P (T ≤ t)

است. F̄ (∞) = ٠

بدست کار و کسب نوع براساس تابع این ͬ کند. م بیان را پول فعلͬ ارزش که D(t) تنزیل ضریب .٣
دارد: وجود رایج انتخاب دو معمولا که ͬ آید م

نمایی٣: تنزیل •
D(t) = exp(−at) a ≥ ٠

٢Hazard function
٣Exponential decay
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آستانه۴: تابع •
D(t) = I(t ≤ T ) T > ٠

نشود. گرفته نظر در تنزیل نرخ مدل ها برخͬ در است مم΄ن
زیر بصورت مشتری عمر طول ارزش محاسبه برای روشن و صریح مدل ΁ی عامل، سه این به توجه با

:[٣۵] است
CLV =

∫ T

٠
F̄ (t)D(t)v(t)dt

احتمال موارد از بسیاری در است. v(.) ارزش فرآیند بودن قطعͬ فرض فوق، مدل محدودیت های از ی΄ͬ
ارزش ͬ شود م پیشنهاد بعد بخش در باشد. زمان طول در تصادفͬ نوسانات معرض در فرآیند که است آن
محاسبه برای مدلͬ و باشد مشتری رفتار فردی ویژگͬ کننده منعکس تصادفͬ، فرآیند عنوان به مشتری

.[١١] ͬ شود م ارائه مشتری ارزش

مدلسازی چارچوب ٣ . ۵
تا (٠, t) دوره این طول در ͬ بندد. م قرارداد شرکت ΁ی با t = ٠ زمان در مشتری ΁ی که کنید فرض
مشتری برای شده صرف هزینه   و V١(t) شرکت برای مشتری از آمده بدست درآمد بعدی، دوره شروع
V(٠)١ = ٠ که ͬ شود م فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون است. C١(t) دوره این در شرکت توسط
بررسͬ روی تاثیری که است مشتری جذب هزینه نشان دهنده C(٠)١ > ٠ ͽواق در .C(٠)١ = ٠ و

ندارد.
مثلا نشود، اینگونه شرایط برخͬ در است مم΄ن (البته ͬ شود م گرفته نظر در صعودی معمولا V١ فرآیند
دلایل برخͬ برای مشتری به بازپرداخت یا و خاص قرارداد ΁ی برای هزینه متحمل شرکت که زمانͬ
آن نشان دهنده موضوع این است، ی΄سان مشتریان همه برای که است قطعͬ اغلب C١ فرآیند ͬ  شود.) م
داریم: فرض این با ͬ شود م گرفته نظر در ثابت تقریبا ͬ آید م بوجود شرکت برای که هزینه هایی که است

است. هزینه۵ نرخ γ١ > ٠ آن در که .E{C١(t)} = γ١t

شرکت برای زمان هر در آن به دادن خاتمه و قرارداد اتمام اختیار که گرفت نظر در باید را نکته این
توزیع تابع دارای که شد خواهد داده نشان T١ با داد قرار پایان زمان است. پذیر ام΄ان مشتری و

است. F̄١(t) = ١ − F١(t) بقا تابع و F١(t) = P (T١ ≤ t)

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر بصورت شرکت استراتژی
درآمد آستانه ͹سط v١ کنید فرض ͬ شود، م بررسͬ T١ > r١ که r١ زمان در مشتری (حساب) قرارداد
صورت این غیر در ͬ شود، م ͺفس شرکت بوسیله قرارداد باشد V١(r١) ≤ v١ اگر باشد، شده تعیین
شرایط در حساب تمدید به تشویق را مشتری جدید قرارداد ΁ی ارائه با شرکت ، V١(r١) > vاگر١
دوره ΁ی در C٢ جدید هزینه فرآیند و V٢ جدید درآمد فرآیند به نیاز جدید آرایش ͬ کند. م مطلوب تر
مشتری ͬ شود، م پیشنهاد قرارداد این که زمانͬ که دارد وجود احتمال این دارد. قرارداد برای جدید

۴Threshold function
۵Cost rate
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جای·زین شود صفر مثبت احتمال با T٢ دهیم اجازه اینکه به وسیله ͬ تواند م احتمال این کند. رد را آن
گردد.

است مم΄ن دوره هر در یعنͬ ͬ شود، م تکرار دوره ای بصورت قبل مرحله مانند (V٢, C٢, T٢) دوم مرحله
جدید دوره شرایط، بودن مطلوب صورت در و شود ͺفس قرارداد ب·یرد قرار آستانه حد زیر درآمدها اگر

شود. آغاز قرارداد
بصورت (CLV) قراردادش عمر طول زمان مدت در مشتری ارزش منظوره۶، تک بررسͬ استراتژی تحت

ͬ آید: م بدست زیر

CLV =


V١(T١)− C١(T١) T١ ≤ r١

V١(r١)− C١(r١) T١ > r١, V١(r١) ≤ v١

V١(r١)− C١(r١) + V٢(T٢)− C٢(T٢) T١ > r١, V١(r١) ≥ v١

باشد، X از مجموعه ای زیر A و ناتهͬ مجموعه ای X کنید فرض [١۴] نشانگر٧). (تابع ٣ . ١ . ۵ تعریف
تعریف زیر بصورت x ∈ X هر برای IA : X → {٠, ١} یعنͬ X در A نشانگر تابع صورت این در

ͬ شود: م
IA(x) =

١ x ∈ A

٠ x ∈ X − A

ͬ شود. م داده نشان نیز I(A) با که
ارزش میانگین که است تصادفͬ متغیر ΁ی I(A) سپس باشد، P توزیع با احتمالͬ فضای ΁ی X اگر

با: است برابر آن
E(I(A)) =

∫
X

I(A)dP =

∫
A

dP = P (A)

ارزش رابطه ͬ توان م X = T فرض با است زمان مدت تصادفͬ متغیر T که موضوع این به توجه با
نوشت: زیر بصورت ،I(.) نشانگر تابع توسط راحتͬ به را مشتری عمر طول

CLV = {V١(T١)− C١(T١)}I(T١ ≤ r١) + {V١(r١)− C١(r١)}I(T١ > r١) (١ . ۵)
+ {V٢(T٢)− C٢(T٢)}I(T١ > r١)I(V١(r١) > v١)

و اول مرحله در مشتری از آمده بدست درآمد است مم΄ن زیرا نیستند. مستقل V٢ و V١ فرآیندهای
است تصادفͬ مولفه ΁ی Z که ͬ شوند، م جای·زین ZU٢ و ZU١ بوسیله V٢ و V١ باشد. ی΄سان دوم
هستند. نزولͬ غیر U٢ و U١ فرآیندهای و است شخصͬ) (ویژگͬ فردی ارزش شاخص نشان دهنده که
Z مقدار بد» «مشتری ΁ی و بود خواهد بزرگ مثبت Z مقدار دارای خوب» «مشتری ΁ی بنابراین

داشت. خواهد منفͬ حتͬ یا ΁کوچ مثبت
داریم: (١ . ۵) رابطه در جای·ذاری با صورت این در

CLV = {ZU١(T١)− C١(T١)}I(T١ ≤ r١) + {ZU١(r١)− C١(r١)}I(T١ > r١)(٢ . ۵)
+ {ZU٢(T٢)− C٢(T٢)}I(T١ > r١)I(ZU١(r١) > v١)

۶Single-review
٧Indicator function
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سراسر در ١ میانگین دارای Z همچنین مستقلند. هم·ͬ Z و T٢ ،T١ ،U٢ ،U١ که ͬ شود م فرض اکنون
و شده گرفته نظر در ی΄سان افراد همه برای شخصͬ ویژگͬ تاثیر دی·ر عبارت به است. افراد جمعیت
ͬ توان م استقلال فرض با .(E(Z) = ١) دارند آمده بدست درآمد میانگین در مستقیم تاثیر U٢ و U١

نوشت:

E(CLV ) = EZET١EU١EC١{ZU١(T١)− C١(T١)}I(T١ ≤ r١)

+ EZET١EU١EC١{ZU١(r١)− C١(r١)}I(T١ > r١)

+ EZET١ET٢EU١EU٢EC٢{ZU٢(T٢)− C٢(T٢)}I(T١ > r١)I(ZU١(r١) > v١)

= ET١EU١EC١{U١(T١)− C١(T١)}I(T١ ≤ r١)

+ EU١EC١{U١(r١)− C١(r١)}ET١{I(T١ > r١)}

+ ET٢EU١EU٢EC٢

∫ ∞

v١
U١(r١)

{ZU٢(T٢)− C٢(T٢)}dFZ(Z)

ET١I(T١ > r١)

= EU١EC١

∫ r١

٠
{U١(t)− C١(t)}dF١(t)

+ EU١EC١{U١(r١)− C١(r١)}F̄١(r١)

+ ET٢EU١EU٢EC٢

∫ ∞

v١
U١(r١)

{ZU٢(T٢)− C٢(T٢)}dFZ(Z)

 F̄١(r١)

=

∫ r١

٠
E{U١(t)− C١(t)}dF١(t) + E{U١(r١)− C١(r١)}F̄١(r١)

+ E

∫ ∞

v١
U١(r١)

{ZU٢(T٢)− C٢(T٢)}dFZ(Z)

 F̄١(r١)

داریم: نتیجه در

E(CLV ) =

∫ r١

٠
E{U١(t)− C١(t)}dF١(t) + E{U١(r١)− C١(r١)}F̄١(r١) (٣ . ۵)

+ E

∫ ∞

v١
U١(r١)

{ZU٢(T٢)− C٢(T٢)}dFZ(Z)

 F̄١(r١)

است. Z توزیع تابع FZ که
.P (T١ = ∞) = ١ صورت این در ندهند. خاتمه را خود داد قرار مشتری ها است مم΄ن ͽمواق برخͬ در
F̄١(r١) = P (T١ > r١) = ١ سوم و دوم عبارت در و ͬ شود م صفر اول عبارت (٣ . ۵) رابطه در که

.P (T١ = ∞ > r١) = ١ زیرا است.
به (٣ . ۵) در سوم عبارت باشد، معلوم Z = z١ یعنͬ باشد اختیار در مشتری از بیشتری اطلاعات اگر
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ͬ یابد: م کاهش زیر عبارت

E

∫ ∞

v١
U١(r١)

{z١U٢(T٢)− C٢(T٢)}dFz١(z١)

 = E

(
{z١U٢(T٢)− C٢(T٢)}I(z١ >

v١
U١(r١)

)

)

= E ({z١U٢(T٢)− C٢(T٢)})E
(
I(z١ >

v١
U١(r١)

)

)
= E ({z١U٢(T٢)− C٢(T٢)})P (U١(r١) >

v١
z١
)

مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی ۴ . ۵
بهترین و (v١) درآمد آستانه مقدار ͬ خواهد م شرکت که ͬ شود م گرفته نظر در شرایطͬ بخش این در
بیشترین مشتری عمر طول ارزش میانگین که آورد بدست طوری را (r١) قرارداد بررسͬ برای زمان

شود. مقدار
قضیه از استفاده با (٣ . ۵) رابطه از ͬ شود. م گرفته قرار بررسͬ مود v١ به نسبت E(CLV ) تغییرات ابتدا

داریم: نیتز٨ لایب
∂

∂v١
E(CLV ) = E

[
− ١
U١(r١)

{
v١U٢(T٢)

U١(r١)
− C٢(T٢)

}
fZ(

v١
U١(r١)

)

]
F̄١(r١) (۴ . ۵)

U٢ و U١ که ͬ شود م فرض مطلب، شدن روشن و رابطه این بهتر فهم برای است. Z چ·الͬ fZتابع که
بود. خواهد درآمد٩ نرخ β آن در و U٢(t) = β٢t و U١(t) = β١t که هستند، قطعͬ کاملا فرآیندهایی

داریم: (۴ . ۵) در جای·ذاری با سپس
∂

∂v١
E(CLV ) = − µ٢

β١r١

(
v١β٢
β١r١

− γ٢

)
fZ(

v١
U١(r١)

)F̄١(r١) (۵ . ۵)

.µ٢ = E(T٢) که
صورت این در که ͬ آید، م بدست ∂

∂v١
E(CLV ) = ٠ معادله حل از درآمد آستانه مقدار ماکزیمم بنابراین

داریم:

− µ٢
β١r١

(
v١β٢
β١r١

− γ٢

)
fZ(

v١
U١(r١)

)F̄١(r١) = ٠(
v١β٢
β١r١

− γ٢

)
= ٠

ͬ دهد: م نتیجه که
v̂١ =

γ٢β١r١
β٢

به مشتری عمر طول ارزش آن ازای به که است شرکت درآمد آستانه مقدار بیشترین v̂١ = γ٢β١r١
β٢

لذا
رسید. خواهد خود مقدار بیشترین

٨Leibniz theorem
٩Income rate



۵٩ مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی

.v̂١ > γ٢r١ صورت این در باشد، اول مرحله از کمتر دوم مرحله در درآمد نرخ یعنͬ باشد، β٢ < β١ اگر
بیشتر اول دوره دوم مرحله هزینه  نرخ از شده تعیین درآمد آستانه بهترین که است معنͬ بدین این

است. قرارداد دوم مرحله طول در مشتری از بیشتر سود آوردن بدست نشان دهنده این که ͬ شود م
و U٢ و U١ بودن قطعͬ حفظ با ͬ شود. م داده  قرار بررسͬ مورد E(CLV ) بر r١ متغیر تاثیر اکنون

داریم: (٣ . ۵) رابطه از هزینه فرآیند بودن خطͬ

E(CLV ) =

∫ r١

٠
(β١t− γ١t)dF١(t) + (β١r١ − γ١r١)F̄١(r١) (۶ . ۵)

+ E

∫ ∞

v١
β١r١

(Zβ٢(T٢)− γ٢(T٢))dFZ(Z)

 F̄١(r١)

داریم: r١ به نسبت (۶ . ۵) رابطه طرفین از مشتق گیری و F̄١(r١) = ١ − F١(r١) اینکه به توجه با
∂

∂r١
E(CLV ) = (β١r١ − γ١r١)f١(r١) + (β١ − γ١)F̄١(r١)− f١(r١)(β١r١ − γ١r١)

− v١

β١r
٢
١

[
v١
β١r١

(β٢T٢ − γ٢T٢)

(
fZ(

v١
β١r١

)

)]
F̄١(r١)

− E

∫ ∞

v١
β١(r١)

(Zβ٢T٢ − γ٢T٢)dFZ(Z)

 f١(r١)

ͬ شود: م نتیجه فوق عبارت کردن ساده با

∂

∂r١
E(CLV ) = (β١ − γ١)F̄١(r١)− fZ

(
v١
β١r١

)
F̄١(r١)µ٢

(
v١β٢
β١r١

− γ٢

)(
v١

β١r
٢
١

)

− f١(r١)µ٢

∫ ∞

v١
β١(r١)

(Zβ٢ − γ٢)dFZ(Z)

: بنابراین ͬ شود، م صفر دوم عبارت v١ = v̂١ در
∂

∂r١
E(CLV ) = (β١ − γ١)F̄١(r١)− f١(r١)µ٢E{(Zβ٢ − γ٢)I(Z >

γ٢
β٢

)} (٧ . ۵)

داریم: دهیم، قرار صفر مساوی را (٧ . ۵) رابطه اگر
f١(r١)

F̄١(r١)
=

(β١ − γ١)

µ٢E{max(٠, β٢Z − γ٢)}
(٨ . ۵)

است. r١ نقطه در T١
خطر١٠ تابع چپ سمت عبارت

١٠Hazard function



پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی ۶٠

بازه ΁ی در آماری جامعه از واحدی افتادن کار از یا مرگ احتمال نشان دهنده خطر تابع .١ . ۴ . ۵ تعریف
بدست زیر بصورت که باشد فعال یا زنده بازه این ابتدای در واحد آن آنکه شرط به است مشخص زمانͬ

ͬ آید: م
h(t) =

f(t)

F̄ (t)

است. t زمان در فرآیند بقا تابع F̄ (t) و چ·الͬ تابع f(t) آن در که
کسر مخرج و است اول مرحله در هزینه و درآمد نرخ تفاضل راست سمت کسر صورت (٨ . ۵) رابطه در
که آن با (٨ . ۵) رابطه است. فرد به منحصر مشتری برای دوم مرحله در هزینه و درآمد نرخ تفاضل برابر
نمایی توزیع دارای T١ اگر مثال برای نیست. کاربردی r١ تعیین برای همیشه اما است جالبی شرط
و f(t) = λe−λt چ·الͬ تابع دارای نمایی توزیع زیرا بود. خواهد r١ از مستقل رابطه چپ سمت باشد

بنابراین: است F̄ (t) = e−λt بقا تابع
h(t) =

f(t)

F̄ (t)
= λ

برای است. نیاز تصادفͬ متغیرهای برای خاص توزیع های و توابع اتخاذ به ادامه در منظور این برای
عمر طول ارزش محاسبه به نرمال است توزیع دارای Z تصادفͬ مولفه اینکه فرض با بعد بخش در نمونه

شود. ارائه زیر لم که است لازم آن از قبل که است شده پرداخته مشتری
آن گاه: باشد، N(µ, σ٢) نرمال توزیع دارای Z اگر .٢ . ۴ . ۵ لم

E[ZI(Z > x)] = σϕ

(
x− µ

σ

)
+ µ

{
١ − Φ

(
x− µ

σ

)}
(٩ . ۵)

است. N(٠, ١) استاندارد نرمال توزیع تابع Φ و چ·الͬ تابع ϕ که
: داریم x ∈ R هر برای ،ϕ(x) = ١√

٢π
e−

x٢
٢ آنجایی که از برهان.

ϕ′(x) =
dϕ(x)

dx
= −xϕ(x)

همچنین
E[ZI(Z > x)] =

∫ ∞

x

Zϕ

(
Z − µ

σ

)
dZ

بنابراین
E[ZI(Z > x)] =

∫ ∞

x

σ

(
Z + µ− µ

σ

)
ϕ

(
Z − µ

σ

)
dZ

= σ

∫ ∞

x

(
Z − µ

σ

)
ϕ

(
Z − µ

σ

)
dZ + µ

∫ ∞

x

ϕ

(
Z − µ

σ

)
dZ

= σ

∫ ∞

x

−ϕ′
(
Z − µ

σ

)
dZ + µ

{
١ − Φ

(
x− µ

σ

)}
= σϕ

(
x− µ

σ

)
+ µ

{
١ − Φ

(
x− µ

σ

)}



۶١ مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی

خاص حالت ١ . ۴ . ۵
و E{U١(t)} = β١t دی·ر عبارت به است، ثابت زمان طول در تعهدی درآمد متوسط نرخ کنید فرض

یعنͬ: هستند خطͬ زمان در هزینه فرآیندهای میانگین همچنین ،E{U٢(t)} = β٢t

E{C١(t)} = γ١t E{C٢(t)} = γ٢t

. γ١ = γ٢ آن در که
طول ارزش میانگین µ = ١ فرض با و ٢ . ۴ . ۵ لم از استفاده با باشد، نرمال توزیع دارای Z کنید فرض

است. شده بیان زیر قضیه در (٣ . ۵) رابطه از مشتری عمر
از مشتری برای که دارد وجود نیز Z < ٠ صفر غیر احتمال با ،Z برای µ = ١ فرض با که شود توجه

ͬ شود. م گرفته نظر در پایین ͹سط مشتری و رفته دست

آنگاه: µZ = ١ و بوده نرمال توزیع دارای Z تصادفͬ مولفه کنید فرض .٣ . ۴ . ۵ قضیه

E(CLV ) = (β١ − γ١)

(∫ r١

٠
tdF١(t) + r١F̄١(r١)

)
(١٠ . ۵)

+ {β٢σE١ + (β٢ − γ١)(٢ − E٢)}µ٢F̄١(r١)

آن: در که

E١ =

[
ϕ

{(
v١

U١(r١)
− ١
)
/σ

}]
E٢ =

[
Φ

{(
v١

U١(r١)
− ١
)
/σ

}]
مسئله: فرضیات به توجه با و (٣ . ۵) رابطه طبق فوق، رابطه اثبات برای برهان.

E(CLV ) =

∫ r١

٠
(β١t− γ١t)dF١(t) + (β١r١ − γ١r١)F̄١(r١)

+ E

∫ ∞

v١
β١r١

(Zβ٢T٢ − γ٢T٢)dFZ(Z)

 F̄١(r١)

= (β١ − γ١)

(∫ r١

٠
tdF١(t) + r١F̄١(r١)

)

+ µ٢F̄١(r١)E

∫ ∞

v١
β١r١

(Zβ٢ − γ٢)dFZ(Z)


= (β١ − γ١)

(∫ r١

٠
tdF١(t) + r١F̄١(r١)

)

+ µ٢F̄١(r١)E

β٢

∫ ∞

v١
β١r١

ZdFZ(Z)− γ٢

∫ ∞

v١
β١r١

dFZ(Z)





پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی ۶٢

همچنین:

E

β٢

∫ ∞

v١
β١r١

ZdFZ(Z)− γ٢

∫ ∞

v١
β١r١

dFZ(Z)

 = E

(
β٢E

[
ZI(Z >

v١
β١r١

)

]

− γ٢E

[
I(Z >

v١
β١r١

)

])
(∗)

داریم: ٢ . ۴ . ۵ لم طبق

(∗) = E

(
β٢E

[
ZI(Z >

v١
β١r١

)

]
− γ٢E

[
I(Z >

v١
β١r١

)

])
= E

{
β٢σϕ

(
v١

U١(r١)
− ١/σ

)
+ β٢

(
١ − Φ

(
v١

U١(r١)
− ١/σ

))}
− γ٢E

(
١ − Φ

(
v١

U١(r١)
− ١/σ

))
= β٢σE

{
ϕ

(
v١

U١(r١)
− ١/σ

)}
+ β٢E

{
١ − Φ

(
v١

U١(r١)
− ١/σ

)}
− γ٢E

(
١ − Φ

(
v١

U١(r١)
− ١/σ

))
= β٢σE١ + (β٢ − γ١)(٢ − E٢)

ͬ شود: م نتیجه بنابراین

E(CLV ) = (β١−γ١)

(∫ r١

٠
tdF١(t) + r١F̄١(r١)

)
+{β٢σE١+(β٢−γ٢)(١−E٢)}µ٢F̄١(r١)

Z اینکه فرض با است، مشتری عمر طول ارزش آوردن بدست برای کلͬ رابطه ΁ی (١٠ . ۵) رابطه
فرض با مشتری عمر طول ارزش آوردن بدست برای ͬ توان م رابطه این از باشد. نرمال توزیع دارای
وایبل پیوسته احتمالͬ توزیع از زیر عددی مثال در نمونه برای کرد. استفاده T برای مختلف توزیع های

است. شده استفاده
توزیع برای باشد، F̄١(t) = exp{−(t/λ)k} بقا تابع با وایبل١١ توزیع T١دارای کنید فرض .۴ . ۴ . ۵ مثال
λ = ۴٫۴٩٩ ثابت پارامترهای باشد ماه ۶ و هفته) ۶)١.۵ ترتیب به سوم و اول چارک اینکه فرض با T١

است. σ = ٠٫٧٨٠٢ همچنین گرفته، نظر در µ٢(ماه) = ٢۴ را T٢ میانگین هستند. k = ١٫١٣۴ و
است: شده گرفته نظر در زیر بصورت نیز ماه در پولͬ واحد حسب بر هزینه و درآمد نرخ

β١ = ٢٠٠ γ١ = ۵٠

β٢ = ١٠٠ γ٢ = ٧۵
١١Weibull distribution



۶٣ مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی

قابل بطور (β٢ − γ٢ = ٢۵) دوم مرحله در (سود) خالص درآمد نرخ ͬ شود م مشاهده که همانطور
مطلوب تری پیشنهاد شرکت است مم΄ن زیرا است، (β١ − γ١ = ١۵٠) اول مرحله از کمتر ملاحظه ای

دهد. ارائه خود معتبر مشتری به
U١(r١) فرآیند برای توزیع کردن مشخص تنها (١٠ . ۵) رابطه از استفاده برای مسئله فرضیات به توجه با

آورد. بدست را E٢ و E١ بتوان آن بوسیله که ͬ ماند م باقͬ
است. گاما١٢ توزیع U١(r١) توزیع ͬ شود م فرض منظور این برای

چ·الͬ: تابع با ، U١(r١) ∼ Gamma(ηt,
١
ξ
) دی·ر عبارت به

fU = g(u; ξ, ηt) =
uηt−١e−u/ξξ−ηt

Γ(ηt)
u > ٠

ͬ شود: م تعریف زیر بصورت که است گاما١٣ تابع Γ(ηt)،بیانگر آن در که

Γ(ηt) =

∫ ∞

٠
yηt−١ exp(−y)dy ηt > ٠

است. مثبت عددی برابر آن مقدار و هم·راست انتگرالͬ گاما تابع
است. ξ٢ηr١ واریانس و ξηr١ میانگین دارای گاما توزیع

معیار انحراف و ٢٠٠ میانگین دارای U١(t) بنابراین ،η = ۴ و ξ = ۵٠ کنید فرض خاص حالت برای
است. (ماه) t = ١ زمان در ١٠٠

E{U١(t)} = ξηt = ۵٠(۴)(١) = ٢٠٠(= β١)

Var{U١(t)} = ξ٢ηt = ٢۵٠٠(۴)(١) = ١٠٠٠٠

فوق: فرضیات به توجه با

E١ = E

[
ϕ

{(
v١

U١(r١)
− ١
)
/σ

}]
=

∫ ∞

٠
ϕ
{(v١

u
− ١
)
/σ
}
g(u; ξ, ηt)du

=
١

ξηtΓ(ηt)

∫ ∞

٠
uηt−١e−u/ξϕ

{(v١
u

− ١
)
/σ
}

ͬ شود. م ϕ جای·زین Φ که تفاوت این با بود خواهد ش΄ل همین به هم E٢ و
محاسبه E٢ و E١ مقادیر باشد شده تعیین v١ = ٩٠ درآمد آستانه اینکه فرض با فوق مثال برای
محاسبه (١٠ . ۵) رابطه از استفاده با را مشتری عمر طول ارزش میانگین ͬ توان م اکنون شده است.

نمود.
زمانͬ بازه این در مشتری عمر طول ارزش میانگین مقادیر ١ . ۵ ش΄ل در ،(٠ < r١ ≤ ۶) فرض با
۶٣٠ حدود مشتری عمر طول ارزش مقدار بیشترین ͬ شود م مشاهده که همانطور شده است. مشخص

است. آمده بدست (ماه) r١ = ١ در که است
١٢Gamma distribution
١٣Gamma function



پیوسته زمان در مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی ۶۴

گاما فرآیند برای r١ به نسبت E(CLV ) مشتری عمر طول ارزش میانگین :١ . ۵ ش΄ل

حساب بررسͬ برای زمان بهترین کند پیروی گاما توزیع از درآمد فرآیند اگر ͬ شود م نتیجه بنابراین
داشت. خواهد را مقدار بیشترین مشتری ارزش صورت این در که است قرارداد اوایل در مشتری

آورد. بدست ،(۴ . ۵) رابطه به توجه با ͬ توان م نیز را شرکت توسط شده تعیین درآمد آستانه مقدار بهترین
∂

∂v١
E(CLV ) = E

[
− ١
U١(r١)

{
v١U٢(T٢)

U١(r١)
− C٢(T٢)

}
fZ(

v١
U١(r١)

)

]
F̄١(r١) = ٠

فرآیند برای (T٢) دوم مرحله در شود فرض اگر همچنین .E{U١(r١)} = ξηr١ مسئله فرض به توجه با
باشد: η′ = ٢ و ξ′ = ۵٠ گاما

− µ٢
ξηr١

(
v١ξ

′η′

ξηr١
− γ٢

)
fZ(

v١
U١(r١)

)F̄١(r١) = ٠

: )بنابراین
v١ξ

′η′

ξηr١
− γ٢

)
= ٠

داریم: r١ = ١ در
v̂١ =

γ٢ξη

ξ′η′
=

٧۵ × ٢٠٠
١٠٠ = ١۵٠

مشتری عمر طول ارزش آن ازای به که است ١۵٠ شرکت توسط شده تعیین درآمد آستانه بهترین بنابراین
رسید. خواهد مقدار بیشترین به

ارزش میانگین بیشترین نیز آن ها برای و گرفت نظر در درآمد فرآیند برای را دی·ری توزیع های ͬ توان م
آورد. بدست نیز را مشتری عمر طول



۶۵ مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی

نتیجه گیری
و مشتریان ارزش ارزیابی برای معیاری عنوان به مشتری عمر طول ارزش ابتدا پایان نامه، این در
سازمان ها برای فاکتور این اهمیت به توجه با سپس شد. معرفͬ مختلف گروه های به آنان بخش بندی
دارد، قرار شرکت ها و سازمان ها این اختیار در که بودجه ای محدودیت نیز و رقابت عرصه در شرکت ها و
بررسͬ شرکت،مورد و مشتری ارتباط زمان مدت بودن پیوسته و گسسته فرض با ارزش این بهینه سازی

گرفت. قرار
طول ارزش بهینه سازی منظور به پویا برنامه ریزی مدل از ارتباط، زمان مدت بودن گسسته فرض با ابتدا
بینهایت زمانͬ افق در گرفت. قرار بررسͬ مورد معین و بینهایت زمانͬ افق که شد استفاده مشتریان عمر
مشتریان عمر طول ارزش بهینه سازی برای استفاده مورد روش عنوان به مارکوف تصمیم گیری فرآیند
مشتریان ارزش مقدار بیشترین احتمالͬ، تصمیمات مجموعه از سیاست بهترین تعیین با که شد معرفͬ
هر برای مرحله هر در سیاست بررسͬ با پویا برنامه ریزی محدود زمانͬ افق برای همچنین آمد. بدست
را گروه هر در مشتریان ارزش میزان و تعیین را شده اتخاذ سیاست بهترین بازگشتͬ بصورت حالت،
جایزه، وام، (اعطای بهتر تسهیلات ارائه و بیشتر توجه به بهینه سیاست کلͬ طور به نمود. مشخص
که دارد اشاره زمان سریع ترین در رقیب شرکت مشتریان یا و فعال غیر مشتریان به (… و ویژه تخفیف

است. تاثیرگذار تصمیم، انتخاب بر تسهیلات هزینه و تنزیل نرخ میزان
در دوره ای بصورت و گسسته مشتری و شرکت ارتباط زمان مدت همیشه است مم΄ن اینکه به توجه با
که شد گرفته قرار بررسͬ مورد نیز زمان مدت بودن پیوسته فرض پایان نامه این در نشود، گرفته نظر
انتظار مورد درآمد آستانه دوپارامتر به نسبت مشتری عمر طول ارزش بهینه سازی به منظور این برای
مشتریان ارزش قبلͬ مدل های در اینکه به توجه با شد. پرداخته حساب بررسͬ زمان بهترین و شرکت
توزیع از استفاده با مشتریان، درآمد فرآیند بودن تصادفͬ فرض با بود شده گرفته نظر در قطعͬ فرآیندی
ارزش میانگین که آمد بدست گونه ای به مشتریان حساب بررسͬ زمان و درآمد آستانه مختلف، های
زمان است بهتر نیز قرارداد زمان بودن پیوسته فرض با که باشد داشته را خود مقدار بیشترین مشتریان

ب·یرد. صورت قرارداد اوایل در حساب بررسͬ
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Abstract

In recent years, corporations realized that customers are not profitable for them alone.
The development of relationships with the profitable customers in a crucial factor in stay-
ing in the market. Marketing is the art of attracting and keeping profitable customers. The
customer lifetime value (CLV) is a prediction of the net profit attributed to the entire future
relationship white a customer.
In the thesis we consider the discrete and continuous CLV. First we introduce somemodels
of CLV and its applications, then markov decision process is used to optimization CLV.
Finally, in the case that the relationship of company and customer is in a continuous time
the optimal time to reviewed account is discussed.

Keywords: Customer lifetime value, Markov decision process, Stochastic dynamic pro-
gramming, Optimal policy
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