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ণپاس ච໋ارم را ೯دا
স࣓ࢤودن ୀای راه ਪ୓ی ਱ࣨوز ଒

ا॥ت.... با਎ی ୀا৤م ඟ໊دن બ࠷ود ୀای پ૤ه ਪ୓ی و

زحمات از برسانم. پایان به را پایان نامه این تا ساخت هم را رفیق را توفیق که منان ایزد شایان ش΄ر
تش΄ر کمال ͷدسترن الهام دکتر خانم سرکار ͬ قدر عال استاد راهنمایی های و بی وقفه تلاش های بی دریغ،

دارم. را
آورم. بجا مهردوست فرشید دکتر آقای جناب گرامͬ استاد از را قدردانͬ و سپاس مراتب است لازم
بهره مند خود ارزشمند مشاوره های از مرا تحقیق مراحل در که فاطمͬ زینب خانم سرکار از همچنین

سپاس گزارم. نیز نمودند

لطیفͬ رقیه
١٣٩۵ بهمن

ه



نامه تعهد
ریاضͬ علوم دانش΄ده کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی لطیفͬ رقیه اینجانب
تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد ͷدسترن الهام راهنمایی تحت ، هستون تصادفͬ
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

لطیفͬ رقیه
١٣٩۵ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

و



چ΄یده

تلاطم مدل های معروف ترین از ی΄ͬ هستون مدل تصادفͬ، تلاطم مدل های بین در که آن جایی از
هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری به نامه پایان این در است. تصادفͬ
ثابت، تلاطم با مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری به ابتدا منظور، این برای ͬ شود. م پرداخته
قیمت از گشتاور مولد تابع محاسبه با سپس و ͬ شود م پرداخته مدل این از تعمیمͬ و شولز ΁بل مدل
برای تحلیلͬ فرمول های پایه، دارایی قیمت متناهͬ m‐ام گشتاور شرط وجود صورت در پایه، دارایی
قیمت متناهͬ گشتاور شرط وجود عدم صورت در ͬ آید. م به دست هستون مدل تحت توان اختیار قیمت
هستون مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری به سهموی و ذوزنقه ای تقریبی روش های با پایه، دارایی
هستون مدل هستون، مدل به تصادفͬ تلاطم فرآیند ΁ی افزودن با نهایت در است. شده پرداخته
هستون مدل تحت اختیار این قیمت گذاری به سریع فوریه تبدیل روش با و کرده معرفͬ را مضاعف

ͬ پردازد. م مضاعف

مضاعف، هستون مدل هستون، تصادفͬ تلاطم مدل تصادفͬ، تلاطم توان، معامله اختیار کلیدی: کلمات
سریع فوریه تبدیل

ز



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. Latifi. R, Dastranj.E, (2016), Valuation of power option under the double Heston’s
stochastic volatility model, 47th Annual Iranian Mathematics conference Khorazmi
university.
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١ فصل
پیش·فتار

چشمان مقابل در نوينͬ چشم انداز رياضيدان، سه به ميلادی ١٩٩٠ درسال اقتصاد نوبل جايزه ی اعطای با
ͬ كند م تلاش نظريه اين مال١ͬ. نظریه ی شد: متولد علوم از جديد شاخه ی عملا́ و شد گشوده پژوهش·ران
نو ظهور رشته ی اين كند. مطالعه و بررسͬ را آن كردن كار آمد تر چ·ونگͬ و مالͬ بازار بر حاكم سازوكار
بيش راستا دراين و ͬ كند م روزآمد را آن ها و ͬ دهد م توضيح ح΄م فرماست مالͬ بازارهای بر كه را اصولͬ
پيش بدان جا تا مالͬ) نظريه ی و (رياضيات رشته دو اين تعامل ͬ گيرد. م بهره رياضيات از هرچيز از
مالͬ رياضيات است. رياضيات در راهبردی پژوهش های زمره ی در اكنون مالͬ مسائل كه است رفته
فزاينده سرعتͬ با ΁فيزي حتͬ و رايانه علوم اقتصاد، آمار، رياضيات، نظير دانش هایی مشترک مرز در
بيشتر مالͬ اقتصاد .در دارد مالͬ اقتصاد رشته ی با نزدي΄ͬ رابطه ی رشته اين است. پيش روی حال در
عملͬ تجربه های در عددی و رياضͬ مدل های به رشته اين در ͬ كه حال در است مطرح نظری مباحث
سهام قيمت چرا كه را موضوع اين زير ساختͬ دلايل مالͬ اقتصاددان ΁ي ͬ كه حال در مثلا́ ͬ شود. م توجه
هست كه همان طور را مذكور سهام قيمت مالͬ رياضيدان ͬ كند، م بررسͬ است مشخص مقداری شركتͬ
ازموجودی های متعارفͬ ارزش تصادفͬ فرآيندهای محاسبات ΁كم به ͬ كند م تلاش سپس و ͬ پذيرد م

به دست آورد. مشتقه
مالͬ، بازارهای در سرمایه و پول جریان های برای که است ریاضیات از شاخه ای مالͬ ریاضیات حقیقت در
توصیف به تصادفͬ آنالیز ابزارهای ΁کم با دی·ر عبارت به ͬ نماید. م مطالعه و طراحͬ ریاضͬ مدل های
دارایی ها فروش و خرید محل مالͬ بازارهای ͬ پردازد. م مالͬ بازارهای مختلف رفتارهای مدل سازی و
عنوان تحت قراردادهایی قرضه، اوراق و سهام نظیر پایه دارایی های فروش و خرید بر علاوه و هستند

١The theory of finance

١



پیش·فتار ٢

است. معامله اختیار قرارداد مالͬ، مشتقات انواع از ی΄ͬ که ͬ گیرند م قرار توجه مورد نیز مالͬ مشتقات
مالͬ، مشتقات مهمترین و جدیدترین از ی΄ͬ عنوان به سرمایه بازارهای در معامله اختیار از استفاده
داشته سرمایه گذاران برای جذابیت پیدایش همچنین و بازده افزایش و ΁ریس کنترل در موثری نقش
دادوستد بیشتر سهم آن خود از سهم، روی شده نوشته اختیار برگ دنیا بیشترکشورهای در امروزه است.

ͬ شود. م
معامله، اختیار فروشنده از خریدار که نحوی به فروشنده، و خریدار بین است قراردادی معامله اختیار
هر معامله اختیار قرارداد در ͬ کند. م خریداری معین قیمت ΁ی در را دارایی ΁ی فروش یا خرید حق
پرداخت شرط حق عنوان تحت مبلغͬ فروشنده به خریدار ͬ کند، م اعطا مقابل طرف به را امتیازی طرف
مذکور دارایی فروش یا خرید حق نیز فروشنده و ͬ باشد م معامله اختیار قیمت همان ͽواق در که ͬ کند م
باید قرارداد این بودن عادلانه برای دی·ر عبارت به ͬ نماید. م اعطا خریدار به معین قیمت ΁ی در را
از نماید. پرداخت اختیار فروشنده به اختیار، قیمت عنوان به را مبلغͬ قرارداد، انعقاد زمان در خریدار
مختلف مدل های تحت اختیارات قیمت گذاری موضوع معاملات، اختیار دادوستد در که است جهت این
غیر معامله اختیار معاملات، اختیار از ی΄ͬ قیمت گذاری به نامه پایان این در که ͬ باشد م اهمیت حائز

ͬ پردازیم. م هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان استاندارد
برای مالͬ ریاضیات مقدماتͬ مفاهیم و تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم برخͬ دوم فصل در منظور این برای

ͬ کنیم. م بیان آتͬ فصل های بهتر درک
به سپس و ͬ  کنیم م معرفͬ را مدل این از تعمیمͬ و ثابت تلاطم با بل΁‐شولز مدل سوم فصل در

ͬ پردازیم. م مدل این تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری
گشتاور مولد تابع محاسبه با سپس ͬ کنیم، م معرفͬ را هستون تصادفͬ تلاطم مدل ابتدا چهارم فصل در
تحلیلͬ فرمول های پایه، دارایی قیمت متناهͬ m‐ام گشتاور شرط وجود صورت در پایه دارایی قیمت از
گشتاور شرط وجود عدم صورت در و ͬ آوریم م به دست هستون مدل تحت توان اختیار قیمت برای
تحت توان اختیار قیمت گذاری به سهموی و ذوزنقه ای تقریبی روش های با پایه دارایی قیمت متناهͬ
معرفͬ را کارلو مونت شبیه سازی روش مختصر طور به نهایت در است. شده پرداخته هستون مدل
مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری فرمول های این مقایسه به عددی نتایج از استفاده با و ͬ کنیم م

ͬ پرداریم. م هستون
معرفͬ را مضاعف هستون مدل هستون، مدل به تصادفͬ تلاطم فرآیند ΁ی افزودن با پنجم فصل در
ͬ پردازیم. م مضاعف هستون مدل تحت اختیار این قیمت گذاری به سریع فوریه تبدیل روش با و ͬ کنیم م



٢ فصل
مقدمات و مفاهیم

مقدمه ٢ . ١
این در شده ارائه مطالب ͬ پردازیم. م رساله این در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف از پاره ای به فصل این در
،[٣٠] ،[١٠] ،[١] ،[٢۶] ،[١٢] ͽمراج از برگرفته است شده مشخص روشنͬ به که مواردی جز به بخش

ͬ باشند. م [٢٠] و [٢٢]

تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم ٢ . ٢
΁ی را F باشد، Ω زیرمجموعه های از ناتهͬ دسته ای F و ناتهͬ مجموعه ای Ωاگر .٢ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه گوییم نیم حلقه
،∅ ∈ F .١

آن گاه باشند، F به متعلق An, . . . , A٢, A١ مانند مجموعه ها از متناهͬ دنباله ای اگر .٢
n∩

i=١
Ai ∈ F .

F اعضای از Bn, . . . , B٢, B١ متناهͬ دنباله آن گاه باشد F به متعلق مجموعه دو A١, A٢ اگر .٣
که به طوری باشد داشته وجود

A١ − A٢ =
n∪

i=١
Bi.
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. i = ١,٢, . . . , n و i ̸= j ،Bi

∩
Bj = ∅ که

‐σ ΁ی را F باشد، Ω زیرمجموعه های از ناتهͬ دسته ای F و ناتهͬ مجموعه ا ی Ωاگر .٢ . ٢ . ٢ تعریف
هرگاه گوییم میدان

،∅ ∈ F .١
،Ac ∈ F آن گاه A ∈ F اگر .٢

آن گاه باشند، F به متعلق . . . , A٢, A١ مانند مجموعه ها از نامتناهͬ دنباله ای اگر .٣
∞∪
i=١

Ai ∈ F .

شده تولید σ‐میدان باشد، بازه ها تمام دسته ی F و (Rn (یا Ω = R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ تعریف
[a, b] یا [a, b) صورت به بازه ها تمام دسته ی ͬ دهیم. م نشان B با و گوییم بورل σ‐میدان را F توسط
گویا اعداد آن ها انتهای و ابتدا که شعاع هایی مجموعه ی یا و هستند گویا اعداد b و a آن در که (a, b) یا

هستند. بورل مولد هم·ͬ باشند
نمایش {Ft}t∈I نماد با و گویند فیلتر ΁ی را σ‐میدان ها از صعودی دسته ی هر .۴ . ٢ . ٢ تعریف

است. ناپذیر شمارش یا شمارش پذیر ͬ تواند م که است اندیس گذار مجموعه ی I آن در که ͬ دهند م
µ تابع باشد، Ω ناتهͬ مجموعه زیرمجموعه های از نیم حلقه ΁ی F کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ تعریف

هرگاه ͬ گوییم م اندازه ΁ی را ( µ : F −→ [٠,+∞])
،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ باشیم داشته A ∈ F مجموعه هر برای .١

آن گاه باشد ∪
n≥١

An ∈ F به طوری که باشند F هم از جدا دو به دو اعضای از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢
باشیم داشته

µ(
∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

µ(An).

گوییم. µ برای σ‐جمͽ پذیری خاصیت را دوم خاصیت
ازاعضای {An}n≥١ دنباله ی هرگاه گوییم σ‐متناهͬ را µ : H −→ [٠,+∞] اندازه .۶ . ٢ . ٢ تعریف

به طوری که باشد داشته وجود H هم از جدا دو به دو

X =
∪
n≥١

An

.µ(An) <∞ باشیم داشته ،n ≥ ١ هر برای و
زوج باشد، آن زیرمجموعه های از میدانͬ ‐σ ،F و ناتهͬ مجموعه ا ی Ω کنید فرض .٢ . ٢ . ٧ تعریف

گویند. اندازه پذیر فضای ΁ی را (Ω,F) مرتب
ͬ نامیم. م اندازه فضای را (Ω,F , P ) سه تایی آن گاه باشد F روی اندازه ای P اگر



۵ تصادفͬ فرآیندهای مفاهیم

B هر برای هرگاه گوییم اندازه پذیر را f : (Ω,F) −→ (Y,B) ،f مقدار حقیقͬ تابع .٢ . ٢ . ٨ تعریف
باشیم داشته (بورل) B از

f−١(B) = {w ∈ Ω : f(w) ∈ B} ∈ F .

این گوییم باشند فضا این روی اندازه دو µ٢ و µ١ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) اگر .٢ . ٢ . ٩ تعریف
از A هر برای اگر تنها و اگر ͬ شود) م داده نمایش µ١ ≪ µ٢ نماد (با هستند پیوسته مطلقاً اندازه دو

باشیم داشته A
µ٢(A) = ٠ =⇒ µ١(A) = ٠.

P تابع باشد، Ω ناتهͬ مجموعه ی زیرمجموعه های از σ‐میدان ΁ی F کنید فرض .٢ . ٢ . ١٠ تعریف
هرگاه ͬ نامیم م احتمال اندازه ΁ی را (P : F −→ [٠,١])

،P (Ω) = ١ .١
باشیم داشته آن گاه باشند F در مجزا مجموعه های از دنباله ای {An}n≥١ اگر .٢

P (
∪
n≥١

An) =
∑
n≥١

P (An).

ͬ نامیم. م احتمال فضای را (Ω,F , P ) سه تایی
اندازه دو ν و µ و اندازه پذیر فضای ΁ی (X,A) کنید فرض رادون‐نی΄ودیم١) (قضیه .٢ . ٢ . ١١ قضیه
هر برای به طوری که دارد وجود f نامنفͬ اندازه پذیر تابع آن گاه µ ≪ ν اگر باشند. A روی σ‐متناهͬ

باشیم داشته A از A
µ(A) =

∫
A

fdν.

σ‐میدان و استاندارد توپولوژی اقلیدسͬ، فضاهای روی مفروض توپولوژی پس این از .٢ . ٢ . ١٢ ملاحظه
است. بورل σ‐میدان آن  ها، روی مفروض

متغیر ΁ی را (R,B) اندازه پذیر فضای Ω,F)به , P احتمال( فضای از اندازه پذیر تابع هر .٢ . ٢ . ١٣ تعریف
گوییم. تصادفͬ

ͬ کنیم. م استفاده X, Y, Z, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفͬ متغیرهای دادن نشان برای معمولا
نماد با که X توسط شده تولید σ‐میدان باشد، تصادفͬ متغیر ΁ی X کنیم فرض .١۴ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ شود م تعریف زیر صورت به ͬ شود م داده نشان F(X) یا σ(X)

F(X) = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B}.

X توزیع تابع باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفͬ متغیری X کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٢ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر صورت به x حقیقͬ عدد هر برای ͬ دهیم، م نشان FX با را آن که

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}

ͬ شود. م نامیده تصادفͬ متغیر توزیع و است B روی X توسط القاشده اندازه ی PX آن در که
١Rodon-Nikodym theorem
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با را A مجموعه ی مشخصه ی تابع باشد، A σ‐میدان از دلخواه مجموعه ای A اگر .١۶ . ٢ . ٢ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و ͬ دهیم م نشان χA

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ o.w.

متناهͬ مقادیرش مجموعه ی که حقیقͬ مقادیر و دلخواه دامنه با است تابعͬ ساده، تابع .٢ . ٢ . ١٧ تعریف
باشد. an, . . . , a٢, a١ متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعͬ ϑ کنیم فرض است.
ها Ai که است روشن .Ai = {x ∈ X : ϑ(x) = ai} آن در که ϑ =

∑n
i=١ aiχAi

نوشت ͬ توان م
اندازه به نسبت ϑ انتگرال اندازه پذیرند. Ai ها ب·وییم این که با است معادل ϑ اندازه پذیری هستند. مجزا

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را µ∫
A

ϑdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).

.٠ ×∞ = ٠ ͬ کنیم م قرارداد
انتگرال باشد، نامنفͬ و اندازه پذیر تابعͬ f و اندازه فضای ΁ی (X,A, µ) ͬ کنیم م فرض .٢ . ٢ . ١٨ تعریف

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روی f∫
A

fdµ = sup{
∫
A

ϑdµ : ϑ ≤ f},

است. نامنفͬ و ساده تابعͬ ϑ آن در که
ͬ گیریم. م نظر در را (Ω,F , P ) احتمال فضای روی X انتگرال پذیر تصادفͬ متغیر .٢ . ٢ . ١٩ تعریف

ͬ شود. م تعریف زیر صورت Xبه ریاضͬ امید
E(X) =

∫
Ω

X(w) dP (w).

ندارد. وجود X ریاضͬ امید آن گاه ،E | X |= ∞ اگر .٢ . ٢ . ٢٠ ملاحظه

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به X تصادفͬ متغیر واریانس .٢ . ٢ . ٢١ تعریف
V ar(X) = E(X٢)− [E(X)]٢.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ٢ گشتاور مولد تابع X تصادفͬ متغیر برای .٢ . ٢ . ٢٢ تعریف
MX(t) = E[etX ], t ∈ R.

هم·راست. مطلقاً انتگرال که گفت ͬ توان نم چون ندارد وجود همواره گشتاور مولد تابع .٢ . ٢ . ٢٣ ملاحظه
٢Moment generating function
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ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ٣ مشخصه تابع X تصادفͬ متغیر برای .٢۴ . ٢ . ٢ تعریف

φX(iw) = E[eiwX ].

است. زیر صورت به انتگرالͬ تبدیل ΁ی f تابع فوریه تبدیل .٢۵ . ٢ . ٢ تعریف

f(x) =

∫ ∞

−∞
F (u)eiuxdu,

آن معکوس تبدیل و
F (u) =

١
٢π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iuxdx,

است. انتگرال پذیر و پیوسته تابع ΁ی f که

است زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر دو کوواریانس .٢۶ . ٢ . ٢ تعریف

Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).

هرگاه گوییم هم از مستقل را Y و X تصادفͬ متغیر دو .٢ . ٢ . ٢٧ تعریف

E(XY ) = E(X)E(Y ).

گاه هر گوییم مستقل را Xn, . . . , X٢, X١ تصادفͬ متغیرهای دنباله .٢ . ٢ . ٢٨ تعریف

FX١,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) = FX١(x١) . . . FXn(xn)

خواهد صفر برابر متغیر دو کوواریانس آن گاه باشند مستقل تصادفͬ متغیر دو اگر .٢ . ٢ . ٢٩ ملاحظه
شد.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیرهای همبستگͬ ضریب .٢ . ٢ . ٣٠ تعریف

ρ = ρ(X,Y ) =
Cov(X, Y )√
V ar(X)V ar(Y )

اگر تنها و اگر است σ واریانس و µ میانگین با نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٢ . ٢ . ٣١ تعریف
باشد زیر صورت به آن احتمال چ·الͬ تابع

∀x ∈ R, φ(x) =
١

σ
√

٢π
exp

(
−١

٢

(
x− µ

σ

)٢
)
.

ͬ نامند. م استاندارد نرمال توزیع را σ = ١ و µ = ٠ با نرمال توزیع
٣Characteristic function
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F از σ‐میدان زیر ΁ی D و احتمال فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنید فرض شرطͬ) (امید .٢ . ٢ . ٣٢ تعریف
D‐اندازه پذیر تصادفͬ متغیر ΁ی D شرط به Z امید باشد. انتگرال پذیر و نامنفͬ تصادفͬ، متغیری Z و

داریم و ͬ دهیم م نشان E(Z | D) با را آن که است (Ω,F) روی
∀D ∈ D,

∫
D

E(Z | D) dP =

∫
D

Z dP.

شرطͬ امید خواص .٢ . ٢ . ٣٣ ملاحظه

۴ a.s. E(X | D) ≥ ٠ آن گاه X ≥ ٠ اگر .١
.٢

E(X + Y | D) = E(X | D) + E(Y | D), a.s. ,

a ∈ R هر برای .٣
E(aX | D) = aE(X | D), a.s. ,

آن گاه D = {Ω, ∅} اگر .۴
E(X | D) = E(X), a.s. ,

آن گاه باشد، D٢ از σ‐میدان زیر ΁ی D١ اگر .۵
E(E(X | D٢) | D١) = E(X | D١), a.s. ,

.۶
E(E(X | D)) = E(X), a.s. .

نامیده تصادفͬ فرآیند ΁ی تصادفͬ، متغیرهای از ناشمارا) یا (شمارا خانواده هر .٣۴ . ٢ . ٢ تعریف
ͬ شود. م

دهیم قرار و باشد تصادفͬ فرآیند ΁ی {Xt}t≥٠ اگر .٣۵ . ٢ . ٢ ملاحظه
Ft = σ(Xs, ٠ ≤ s ≤ t)

ͬ گوییم. م طبیعͬ فیلتر را آن و است فیلتر ΁ی F = {Ft, t ≥ ٠} آن گاه
سازگار F فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند باشد. فیلتر ΁ی F کنید فرض .٣۶ . ٢ . ٢ تعریف

باشد. Ft‐اندازه پذیر ،Xt تصادفͬ متغیر عبارتͬ به .Xt ∈ Ft ،t ≥ ٠ هر برای هرگاه ͬ گوییم م
هرگاه گوییم مارتینگل۵ ،F = {Ft}t∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xt}t∈Z+ تصادفͬ فرآیند .٢ . ٢ . ٣٧ تعریف

۴Almost surely
۵Martingale



٩ براونͬ حرکت

باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ .١
باشد، انتگرال پذیر Xn ،n هر برای یعنͬ E(| Xn |) <∞ ،n هر برای .٢

باشیم داشته n ≥ ١ هر برای .٣

E(Xn+١ | Fn) = Xn a.s. .

A ∈ F هر برای گاه هر گوییم معادل (Ω,F) فضای روی را P و Q احتمال اندازه دو .٢ . ٢ . ٣٨ تعریف
باشیم داشته

P (A) = ١ ⇐⇒ Q(A) = ١

براونͬ حرکت ٢ . ٣
تصادفͬ آنالیز مدرن، احتمال نظریه ی بنای سنگ و تصادفͬ فرآیندهای ͬ ترین اساس از براونͬ حرکت
روبرت افتخار به را هستند معلق آب در که گیاهان گرده نامنظم حرکت است. دیفرانسیل معادلات و
گرده نامنظم حرکت میلادی ١٨٢٧ تابستان در بار نخستین برای که اس΄اتلندی گیاه شناس ،۶ براون
٨ انیشتن آلبرت میلادی ١٩٠۵ سال در نامیدند. ٧ بروانͬ حرکت کرد، مشاهده را آب در معلق گیاهان
و ذرات دی·ر، عبارت به کرد. معرفͬ مایع مل΄ول های سوی از گرده دانه های بمباران را حرکت این علت
ͬ توانند م راستایی هر در یعنͬ هستند، نامنظمͬ حرکت دارای مایعات یا و گازها در موجود مول΄ول های
آن از پس ͬ گویند. م براونͬ حرکت حرکت، این به دهند جهت تغییر ی΄دی·ر با برخورد با و کنند حرکت
قیمت مدل سازی مانند مالͬ ریاضیات مباحث وارد حتͬ و رفته فراتر بسیار براونͬ حرکت کاربرد دامنه
برجسته ͬ دان ریاض میلادی) ١٩۶۴ ‐ ١٨٩۴) ٩ وینر نوربرت میلادی ١٩١٨ سال در است. شده نیز سهام
فرآیند میلادی ١٩٢٣ سال در وی کرد. بررسͬ کامل به طور را براونͬ حرکت ال·وی آمری΄ایی، نابغه و
زیر صورت به که ساخت ریاضͬ فرم به را ͬ شود م گفته نیز وینر فرآیند امروز که را براونͬ حرکت مطلوب

.[٢] است بیان قابل
هرگاه گوییم ١٠ استاندارد براونͬ فرآیند ΁ی را {Bt}t≥٠ تصادفͬ فرآیند .٢ . ٣ . ١ تعریف

،B٠(w) = ٠ .١
باشد، s− t واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع دارای Bs −Bt ،٠ ≤ t ≤ s برای .٢

و مستقل Btn − Btn−١ , . . . , Bt١ − Bt٢ تصادفͬ متغیرهای ،٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn برای .٣
باشند. هم توزیع

ͬ گوییم. م نیز وینر١١ رافرآیند استاندارد براونͬ حرکت
۶Robert Brown
٧Brownian motion
٨Albert Einstein
٩Norbert Wiener

١٠Standard Brownian motion
١١Wiener process



مقدمات و مفاهیم ١٠

براونͬ، فرآیند استاندارد فیلتر .٢ . ٣ . ٢ ملاحظه
Ft = σ{Bs, s ≤ t}.

ͬ باشد. م
داریم آن گاه باشد. براونͬ فرآیند استاندارد فیلتر Ft و براونͬ حرکت ΁ی {Bt}t≥٠ اگر .٢ . ٣ . ٣ قضیه

.E(Bt.Bs) = t ،t ≤ s هر برای .١
است. مارتینگل ΁ی {Bt}t≥٠ .٢

است. مارتینگل {B٢
t − t} .٣

‐ الف برهان.

E(BtBs) = E(Bt(Bs −Bt +Bt))

= E(Bt(Bs −Bt)) + E(B٢
t )

= E(Bt)E(Bs −Bt) + E(B٢
t )

= ٠ + t = t.

‐ ب

E(Bs | Ft) = E(Bs −Bt +Bt | Ft)

= E(Bs −Bt | Ft) + E(Bt | Ft)

= ٠ +Bt = Bt.

‐ ج

E(B٢
s − s | Ft) = E(B٢

s | Ft)− s = E((Bs −Bt +Bt)
٢ | Ft)− s

= E((Bs −Bt)
٢ + ٢(Bs −Bt)Bt +B٢

t | Ft)− s

= E((Bs −Bt)
٢ | Ft) + E(٢(Bs −Bt)Bt | Ft) + E(B٢

t | Ft)− s

= E((Bs −Bt)
٢) + ٢BtE(Bs −Bt | Ft) + B٢

t − s

= s− t+ ٢BtE(Bs −Bt) + B٢
t − s = B٢

t − t.

چون است، مشتق پذیر جا هیچ براونͬ حرکت مسیرهای تمام تقریبا .۴ . ٢ . ٣ قضیه

P (∀t ≥ ٠ lim sup | B(t+ h)−B(t)

h
|= +∞) = ١.

کنید. رجوع [٣٢] به برهان.



١١ ایتو حسابان

ͬ کند نم میل بی نهایت به فرآیند ΁ی آن طبق که است خاصیتͬ ،١٢ میانگین به بازگشت .۵ . ٢ . ٣ تعریف
است. زیر صورت به فرآیندی چنین ͬ کند. م نوسان تعریف خوش بلند مدت میانگین ΁ی حول و

dYt = λ(γ − Yt)dt+ σyfy(Yt)dWt,

ͬ دهند م نشان را Yt بلندمدت میانگین γ و براونͬ فرآیند Wt تعریف، خوش تابع ΁ی f تلاطم، σy که
ͬ شود. م نامیده میانگین به بازگشت نرخ λ و

ایتو حسابان ۴ . ٢
ایتو انتگرال ١ . ۴ . ٢

به دست زمان به نسبت را ͬ کند م حرکت جوی آب ͹سط در که ذره ای حرکت معادله بخواهیم کنید فرض
و باد وزش که ضرباتͬ دلیل به (T > ٠) و t ∈ [٠, T ] ،t لحظه در ذره م΄ان که آن جا از آوریم.
بود. خواهد زیر صورت به آن معادله است)، (تصادفͬ نیست مشخص ͬ کند م وارد آن به آب مول΄ول های

dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه) (٢ . ١)

به دست شواهد به توجه با نوفه، و هستند (٠,∞) × Ω روی شده داده حقیقͬ توابع b و σ آن در که
ͬ کند. م صدق زیر شرط سه در که است Zt مانند ͬ ای تصادف فرآیند دانشمندان، توسط آمده

باشند. هم از مستقل Zt٢ و Zt١ ،t١ ̸= t٢ که t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای •
بستگͬ t به t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Ztn+t, . . . , Zt١+t تصادفͬ متغیرهای توام توزیع •

باشد. نداشته
.E(Zt) = ٠ ،t ∈ (٠, T ] هر برای •

٢ . ١ رابطه گسسته سازی با است. [٠, T ] فاصله از افرازی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tm = T کنید فرض
داریم

Xtk+١ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkZk.

نوشت ͬ توان م لذا است. براونͬ فرآیند است پیوسته مسیرهای دارای که ͬ ها ویژگ این با فرآیندی تنها

Xt = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj, Xj)∆tj +
k−١∑
j=٠

σ(tj, Xj)∆Bj.

داشت خواهیم باشد داشته وجود ∆t −→ ٠ وقتͬ بالا عبارت راست طرف حد اگر

Xt = X٠ +

∫ t

٠
b(s, w)ds+

∫ t

٠
σ(s, w)dBs.

١٢Mean reversion
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بپردازیم. زیر فرم به انتگرال هایی محاسبه به است لازم {Xt} فرآیند کردن پیدا برای روشنͬ به ∫بنابراین T

s

f(t, w)dBt(w)

رسیدن برای است. [٠,∞) × Ω روی حقیقͬ تابعͬ f و استاندارد بعدی ΁ی براونͬ فرآیند Bt(w) که
ͬ داریم. برم را زیر گام های هدف این به

یعنͬ باشد ابتدایی١٣ تابعͬ ϕ : [٠,∞)× Ω −→ R کنیم فرض

ϕ(t, w) = X(w)χ[a,b)(t), a, b ∈ [٠,∞)

ͬ کنیم م تعریف صورت این ∫در t

a

ϕ(s, w)dBs =

∫ t

a

X(w)χ[a,b)dBs(w) = X(w)[Bb∧t(w)−Ba∧t(w)]

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R هر برای آن در که
یعنͬ باشد. [٠,∞)× Ω روی ساده١۴ تابعͬ f کنیم فرض

f =
n∑

j=٠
ϕi,

ͬ کنیم م تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع ϕiها ∫که t

a

fdBs =
n∑

j=٠

∫ t

a

ϕidBs. (٢ . ٢)

ͬ کنیم. م تعریف زیر صورت به را توابع از P٢ رده ی
ͬ های ویژگ با توابع از رده ای ،[٠,∞)×Ω مجموعه ی روی f(t, w) توابع از P٢ رده ی .١ . ۴ . ٢ تعریف

است زیر
است، B‐اندازه پذیر × F ،(t, w) −→ f(t, w) تابع •

باشد، Ft‐اندازه پذیر ،f(t, .) t،تابع هر ازای به •
.E
[∫ T

٠ f٢(s, w)ds
]
<∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن گاه باشد، ابتدایی و کران دار ϕ(t, w) تابع اگر ایتو) ایزومتری (لم .٢ . ۴ . ٢ لم

E

[(∫ T

s

ϕ(t, w)dBt(w)

)٢]
= E

[∫ T

s

ϕ٢(t, w)dt

]
.

کنید. رجوع [٢۶] به برهان.
١٣Elemintary function
١۴Simple function
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به طوری که دارد وجود ساده توابع از {ϕn} دنباله ی آن گاه ،f ∈ P٢ اگر .٣ . ۴ . ٢ لم

E

[∫ T

٠
| ϕ(s)− fn(s) |٢ ds

]
n→∞−−−→ ٠.

کنید. رجوع [٢۶] به برهان.
لم به توجه با ،f ∈ P٢ برای زیرا کنیم تعریف f ∈ P٢ هر برای را ∫ T

s
f(t, w)dBt ͬ توانیم م اکنون

کرد تعریف ͬ توان م پس ͬ کند. م میل f به که است موجود {ϕn} مانند ابتدایی توابع از دنباله ای ∫قبل T

٠
fdBt = lim

n→∞

∫ T

٠
ϕndBt.

نامند. ایتو١۵ انتگرال را اخیر انتگرال که

ایتو فرمول ٢ . ۴ . ٢
انتگرال ΁ی باشد. (Ω,F , P ) روی استاندارد براونͬ فرآیند ΁ی {Bt}t≥٠ کنید فرض .۴ . ۴ . ٢ تعریف

است صورت به (Ω,F , P ) روی Xt تصادفͬ فرآیند ΁ی بعدی، ΁ی تصادفͬ

Xt(w) = X٠(w) +

∫ t

٠
u(s, w) ds+

∫ t

٠
v(s, w) dBs,

داریم مشتق گیری با .u, v : [٠,∞)× Ω −→ R آن در که

dXt = u dt+ v dBt.

اگر ایتو) ١‐بعدی (فرمول .۵ . ۴ . ٢ قضیه
dXt = u dt+ v dBt, Yt = g(t,Xt)

آن گاه
dYt =

∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
(t,Xt)dXt +

١
٢
∂٢g

∂x٢ (t,Xt)(dXt)
٢,

.(dB)٢ = dt و dt.dt = dt.dBt = dBt.dt = ٠ این جا در که
لذا .g(t, x) = ١

٢x
٢ صورت این در ،Yt = g(t, Bt) =

١
٢B

٢
t کنید فرض .۶ . ۴ . ٢ مثال

∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂x
= x,

∂٢g

∂x٢ = ١,

داریم ایتو فرمول از استفاده با نتیجه در

dYt = BtdBt +
١
٢t.

١۵Ito integral
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g : [٠,∞)× و بعدی ‐n انتگرال ΁ی dXt = u dt+v dBt کنید فرض ایتو) کلͬ (فرم .٧ . ۴ . ٢ قضیه
داریم و است تصادفͬ انتگرال ΁ی Y (t, w) = g(t,Xt) آن گاه باشد. C٢ نگاشت ΁ی R٢ −→ R٢

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi
(t,Xt)dXi +

∑
i,j

١
٢

∂٢g

∂xi∂xj
(t,Xt)dXidXj,

.dBidBj = δijdt و dt.dt = dt.dBi = dBi.dt = ٠ اینجا در که
کنید. رجوع [٢۶] به برهان.

لذا .g(t, x) = x٢
١ + x٢

٢ آن گاه ،Xt = B٢
١(t) +B٢

٢(t) اگر .٨ . ۴ . ٢ مثال
∂g

∂t
= ٠ ∂g

∂xi
= ٢xi,

∂٢g

∂xi∂xj
= ٢δij,

بنابراین

dXt =
٢∑

i=١
٢BidBi +

١
٢

٢∑
i,j

٢δijdBidBj = ٢(B١dB١ +B٢dB٢ + dt).

تصادفͬ فرآیند صورت این در باشد. استاندارد براونͬ حرکت ΁ی {Wt}t≥٠ کنید فرض .٩ . ۴ . ٢ تعریف
ͬ کند م صدق زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله در که {Xt}t≥٠

dXt = αXtdt+ σXtdWt (٢ . ٣)

گویند. ١۶ هندسͬ براونͬ حرکت را ثابت اند، مقادیر σ و α آن در و
X٠داریم: = x٠ فرض با {Xt}t≥٠ هندسͬ بروانͬ حرکت برای .١٠ . ۴ . ٢ قضیه

،E(Xt) = x٠e
αt ‐١

.Xt = x٠ exp{(α− ١
٢σ

٢)t+ σWt} ‐٢
کنید. رجوع [٣٠] به برهان.

گیرسانوف قضیه ۵ . ٢
(Ω,F , P ) احتمال فضای روی B(t) ،٠ ≤ t ≤ T کنید فرض گیرسانوف١٧) (قضیه .١ . ۵ . ٢ قضیه
فرآیند ΁ی θ(t) کنید فرض همچنین باشد. براونͬ حرکت برای فیلتر ΁ی {Ft} و براونͬ حرکت ΁ی

ͬ کنیم م تعریف باشد. سازگار
Wt =

∫ t

٠
θ(u)du+B(t),

١۶Geometric Brownian motion
١٧Girsanov theorem



١۵ گیرسانوف قضیه

Z(t) = exp

{
−
∫ t

٠
θ(u)dB(u)− ١

٢

∫ t

٠
θ٢(u)du

}
,

کنیم تعریف زیر صورت به را دی·ری احتمال اندازه اگر
∀A ∈ F , Q(A) =

∫
A

Z(T )dP.

است. براونͬ فرآیند ΁ی Q احتمال اندازه تحت Wt این صورت در
است برقرار زیر شرط با فوق قضیه .٢ . ۵ . ٢ ملاحظه

E exp{١
٢

∫ T

٠
θ٢(u)du} <∞.

داریم فوق قضیه در .٣ . ۵ . ٢ ملاحظه
است. مارتینگل Z(t) ‐

است. احتمال اندازه Q ‐
آن گاه باشد تصادفͬ متغیر ΁ی X اگر ‐

EQ[X] = E[Z(T )X]

است. P احتمال اندازه به نسبت ریاضͬ امید E و Q احتمال اندازه به نسبت ریاضͬ امید EQ آن در که
کنید. رجوع [١٠] به برهان.

است جمله این مفهوم درک مالͬ تحلیل های و تجزیه اساس و پایه تنزیل) نرخ (فرآیند .۴ . ۵ . ٢ تعریف
سالانه سود نرخ با سرمایه گذاری ΁ی برابر آتͬ سال های در دارایی ارزش برای شده پیش بینͬ رقم هر که
دارایی ارزش محاسبات، در زمان عامل حذف برای مالͬ تحلیل های و تجزیه در ͬ باشد. م حال زمان در
در ͬ نمایند. م تبدیل روز ارزش به e−rt تنزیل ضریب از استفاده با ͬ گردد م کسب آتͬ سال های در که را
بدون بورس بازار ΁ی در گذاری سرمایه بهره نرخ عنوان به محاسبات در که r سالانه بهره نرخ حالت این
سازگار فرآیند ΁ی R(t) کنید فرض لذا .[٢۵] ͬ گیرند م نظر در تنزیل نرخ عنوان به را ͬ باشد م ΁ریس

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را تنزیل فرآیند باشد. بهره نرخ برای
D(t) = e−

∫ t
٠ R(s)ds.

داریم ایتو فرمول از f(x) = e−x و J(s) = ∫ t

٠ R(s)ds اگر
dD(t) = df(J(t))

= f ′(J(t))dJ(t) +
١
٢f

′′(J(t))dJ(t)dJ(t)

= −R(t)D(t)dt

سری ΁ی صفر) زمان (در فعلͬ ارزش محاسبه یا تعیین مسئله کرد، توجه آن به باید که موضوعͬ
محاسبه بهره نرخ مبنای بر پرداخت ها این فعلͬ ارزش ͬ گیرد. م صورت آینده در که است پرداخت هایی

ͬ شود. م
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باشیم داشته هرگاه گوییم ١٨ خنثͬ ΁ریس اندازه را Q احتمال اندازه .۵ . ۵ . ٢ تعریف
باشند. معادل احتمال اندازه دو P و Q .١

نرخ ،D(t) = e−
∫ t

٠ R(s)ds که باشد مارتینگل Q تحت D(t)S(t) شده تنزیل دارایی قیمت فرآیند .٢
ͬ باشد. م ΁ریس بدون بهره نرخ R(t) و تنزیل

ͬ باشد. م e−rt تنزیل نرخ بهره، نرخ بودن ثابت صورت در

اندازه به نسبت ارزش گذاری سهام، روی بر صادره مشتقه اوراق قیمت گذاری در مهم نتایج از ی΄ͬ
اختیار جمله از مالͬ مشتقات ͬ باشد. م (΁ریس به نسبت تفاوت بی ارزش گذاری (یا خنثͬ ΁ریس
به تفاوت اند. بی ΁ریس به نسبت سرمایه گذاران که کرد ارزش گذاری ͬ توان م فرض این با را معاملات
صورت به که سهام، معامله اختیار ارزش در سرمایه گذاران ΁ریس به مربوط ترجیحات دقیق تر، بیان
بازدهͬ از شولز ΁بل معادله در که است دلیل همین به و ندارد تأثیری است، پایه دارایی قیمت از تابعͬ

ͬ شود. نم استفاده µ یعنͬ سهام انتظار مورد
است. مشتقات قیمت آوردن به دست برای قوی ابزار ΁ی ،΁ریس به نسبت تفاوت بی ارزش گذاری فرض
مهم نتیجه دو ͬ شویم، م وارد گریزی ΁ریس دنیای به ΁ریس به نسبت تفاوت بی جهان از که زمانͬ زیرا

ͬ آید: م به دست
ͬ شود. م ΁ریس بدون بهره نرخ مساوی بهادار اوراق انتظار مورد بازده نرخ ‐١

΁ریس بدون بهره نرخ معادل آینده در پرداختͬ گونه هر جهت شده برده به کار تنزیل مناسب نرخ ‐٢
ͬ شود. م

استفاده با دارند، خاص زمانͬ دوره ΁ی در معینͬ بازده نرخ که را مشتقات سایر و معاملات اختیار ͬ توان م
کرد: قیمت گذاری زیر ترتیب به خنثͬ ΁ریس اندازه به نسبت ارزش گذاری فرض از

کنید. فرض r ،΁ریس بدون بهره نرخ را پایه دارایی انتظار مورد بازده نرخ ‐١
کنید. محاسبه را سررسید زمان در معامله اختیار انتظار مورد عایدی یا معامله اختیار ارزش ‐٢

کنید. تنزیل ΁ریس بدون بهره نرخ با را فوق انتظار مورد بازده ‐٣

ارزش صورت این در باشد. t لحظه در دارایی ΁ی (بازدهͬ) عایدی h(t) کنیم فرض .۶ . ۵ . ٢ قضیه
است زیر صورت به t لحظه در خنثͬ ΁ریس اندازه تحت دارایی

V (t) = EQ
[
e−

∫ T
t R(s)dsh(T ) | F

]
, ٠ ≤ t ≤ T,

است. Q خنثͬ ΁ریس اندازه به نسبت امید EQ که

کنید. رجوع [٣٠] به برهان.
١٨Risk neutral measure
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مالͬ ریاضͬ مفاهیم ۶ . ٢
سهام سبد ١ . ۶ . ٢

سرمایه گذار ΁ی که است، دارایی ها سایر یا سهام  از مناسب ترکیبی ١٩ پرتفوی یا سهام سبد .١ . ۶ . ٢ تعریف
چند بین سرمایه گذاری ΁ریس تقسیم کردن سهام، سبد تش΄یل از هدف است. کرده خریداری را آنها

کند. جبران حدی تا را دی·ر سهام ضرر ͬ تواند م سهم ΁ی سود احتمالا ترتیب بدین است؛ سهم
بازده کاهش احتمال عادی شرایط در تا ͬ شود م انتخاب صورتͬ به و ΁ریس کاهش منظور به پرتفوی

باشد. صفر به ΁نزدی شده) خریداری سهام های (شامل دارایی ها همه
تعریف زیر صورت به h پرتفوی ارزش فرآیند ب·یرید. نظر در را h = (x, y) پرتفوی .٢ . ۶ . ٢ تعریف

ͬ شود. م
V h
t = xBt + ySt, t = ٠,١,

قطعͬ فرآیند ) قرضه ورق ΁ی قیمت Btفرآیند ،t زمان در تصادفͬ) فرآیند ) سهم هر قیمت فرآیند St که
است. t زمان در ( ٢٠

داشته t = ٠,١, . . . , T − ١ هر برای هرگاه گوییم ٢١ خودتأمین را پرتفوی استراتژی .٣ . ۶ . ٢ تعریف
باشیم

xt(١ +R) + ytSt = xt+١)١ +R) + yt+١St.

شده تش΄یل t− ١ زمان در که (xt(١ +R) + ytSt) قدیم پرتفوی ارزش از استفاده با دی·ر، عبارتͬ به
داد. تش΄یل t لحظه در (xt+١)١ +R) + yt+١St) ارزش به جدید پرتفوی ͬ توان م است،

تغییر تنها و ͬ شود نم برداشت آن از پولͬ و ͬ شود نم وارد پولͬ هیچ گاه خودتأمین پرتفوی در حقیقت در
ͬ باشد. م پرتفوی ارزش در

. X ∈ FT هرگاه نامیم T سررسید زمان با ٢٢ مشروط ادعای ΁ی را X تصادفͬ متغیر .۴ . ۶ . ٢ تعریف
ͬ کند. م دریافت را X تصادفͬ مقدار t = T در ادعا این دارنده

نامیم ٢٣ ساده مشروط ادعای ΁ی را X مشروط ادعای باشد، پایه دارایی قیمت فرآیند St کنید فرض
ͬ شود. م نامیده ٢۴ قرارداد تابع ϕ که باشد X = ϕ(ST ) صورت به گاه هر

اختیارمعامله قردادهای ٢ . ۶ . ٢
اوايل در گرفت. صورت ١٨ قرن اوايل در آمري΄ا و اروپا در فروش، اختيار و خريد اختيار معاملات اولين
فروش اختيار و خريد اختيار معامله گران و كارگزاران انجمن را خود كه شركت ها از گروهͬ ، ١٩٩٠ دهه

١٩Portfolio
٢٠Determinestic
٢١Self financing
٢٢Contingent claim
٢٣Simple contingent claim
٢۴Contract function
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آوردن گردهم انجمن اين هدف نمودند. اقدام معامله اختيار بازار ΁ي ايجاد برای ͬ كردند، م معرفͬ
داشت، را معامله اختيار ΁ي خريد قصد سرمايه گذاری اگر بود. ي΄دي·ر كنار در فروشندگان و خريداران
معامله اختيار فروش قصد كه را، فروشنده ΁ي او تا ͬ گرفت، م تماس انجمن اعضای از ي΄ͬ با بايستͬ
فروش برای شركت خود كند، پيدا فروشنده ΁ي ͬ توانست نم مذكور عضو اگر كند. پيدا دارد، را مذكور
اختيار برای انحصاری بورس ΁ي شي΄اگو بورس ، ١٩٧٣ آوريل در ͬ کرد. م اقدام مذكور معامله اختيار
معاملات بورس های تمام تقريباً و سهام بورس چندين آن، از پس داد. تش΄يل سهام روی بر معاملات

نمودند. اقدام معامله اختيار مبادله به آتͬ،
اطمينان عدم و نوسانات بازارها، بر حاكم شرايط دليل به سرمايه گذاری و اقتصادی بازارهای فعالان
قرار زيان معرض در را آن ها است مم΄ن كه هستند مواجه ريس΁ هایی با همواره بازار؛ آتͬ وضعيت از
ريس΁ ها اين پوشش برای مناسبی راه΄ارهای كه است بوده اين بر تلاش همواره منظور اين به دهد.
كه ابزارهایی از ي΄ͬ شوند. مديريت سرمايه بازار فعالان روی پيش ريس΁ های عبارتͬ به و شود اتخاذ

ͬ باشد. م مشتقه اوراق شده، ايجاد هدف اين راستای در
با معلوم زمان در پایه دارایی آن موجب به که طرفین بین است قراردادی استاندارد، مالͬ مشتق ΁ی
است. معامله اختیار قرارداد مالͬ، مشتقات انواع از ی΄ͬ گیرد. قرار معامله مورد معلوم شده توافق قیمت

استاندارد اختیارمعامله
دارایی ΁ی تا ͬ دهد م را اجبار نه و اختیار این آن دارنده به که است اختیاری استاندارد، معامله اختیار ΁ی
الزام بدون حق اختیارها اساس بفروشد. یا بخرد شده توافق قیمت با آینده در مشخص زمان در را پایه
تعهد، بدون قراردادهای چنین در دارد. همراه به اختیار دارنده برای را ضرر بدون سود ͽواق در است.
ͬ توان م ͬ شود. م گفته اختیار قیمت آن به که کند پرداخت پیشاپیش را پول مقداری باید اختیار دارنده
در خريد اختيار ΁ی .٢۶ فروش اختيار و ٢۵ خريد اختيار كرد؛ تقسيم دسته دو به را معامله اختيار حق
تاريخ در و معين قيمت با را قرارداد موضوع دارایی كه ͬ دهد، م آن دارنده به را الزام) نه (و حق اين ͽواق
كه ͬ دهد، م را حق این آن دارنده به فروش اختيار ΁ی ترتیب، همين به بخرد. آن، از قبل یا مشخص
در كه را قيمتͬ بفروشد. آن از قبل یا و مشخصͬ تاريخ در و معين قيمت با را قرارداد موضوع دارایی
تاريخ اصطلاحاً را، قرارداد در شده ذكر تاريخ و ٢٧ اعمال قيمت يا توافقͬ قيمت ͬ شود، م ذكر قرارداد
و اروپایی حالت دو به كدام هر فروش، يا خريد اختيار ͬ گويند. م ٢٨ معامله اختيار سررسيد يا انقضا
حالͬ در دارد. اعمال قابليت سررسيد تاريخ در فقط ٢٩ اروپايی اختيار قرارداد ͬ شود. م تقسيم آمري΄ایی
است. اعمال قابل سررسيد تاريخ در يا سررسيد تاريخ از قبل زمانͬ هر در ،٣٠ آمري΄ایی اختيار قرارداد كه
است سرمايه گذاری كننده، معامله طرف ΁ي دارد. وجود معامله گر طرف دو معامله، اختيار قرارداد هر در
سرمایه گذار قرارداد، دوم طرف در است. خريده را معامله اختيار و است كرده اتخاذ خريد موقعيت كه

٢۵Call option
٢۶Put option
٢٧Strike price or Exercise price
٢٨Expiration date or Exercise date
٢٩European option
٣٠American option
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دارنده يا خريدار است. فروخته يا كرده صادر را معامله اختيار يعنͬ است؛ كرده اتخاذ فروش موقعيت
برای معامله اختيار صدور يا فروش ͬ که حال در ندارد، قرارداد قبال در تعهدی گونه هيچ معامله، اختيار
متعهد مقابل در و ͬ كند م دريافت را اختيار قيمت مبل; فروشنده، كه معنͬ بدين است. تعهدآور فروشنده
صادر زيان يا سود كند. عمل قرارداد مفاد به خريدار، توسط معامله اختيار اعمال صورت در كه ͬ شود م

ͬ باشد. م خريدار عكس درست اختيار، كننده
دارد: وجود معامله اختيار ΁ي برای موقعيت چهار كلͬ طور به

خريد اختيار قرارداد در خريد موقعيت .١
فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت .٢
خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت .٣

فروش اختيار قرارداد در فروش موقعيت .۴
نهايی ارزش يا بازده سررسيد، تاريخ در پايه دارایی قيمت بودن تصادفͬ به توجه با ͬ خواهيم م اكنون
سرمايه اوليه هزينه كه است ͹واض كنيم. بيان كلͬ حالت در را اروپایی معامله های اختيار در گذار سرمايه
سررسيد زمان در پايه دارایی قيمت را ST و اعمال قيمت را K اگر ͬ باشد. نم دخيل اينجا در گذاری

از: است عبارت اروپایی خريد اختيار ΁ي در خريد موقعيت از حاصل بازده بدانيم،
max{ST −K,٠}.

در و شد خواهد اعمال معامله اختيار باشد، K < ST اگر كه ͬ دهد م نشان را واقعيت اين بالا، رابطه
كه سرمايه گذاری بازده شد. نخواهد اعمال معامله اختيار باشد، ST ≤ K اگر يعنͬ صورت اين غير

بود: خواهد زير ترتيب به  است كرده اتخاذ اروپایی خريد اختيار قرارداد در فروش موقعيت
−max{ST −K,٠} = min{K − ST ,٠}.

كرده اتخاذ اروپایی فروش اختيار قرارداد در خريد موقعيت كه گذاری سرمايه بازده منوال همين به و
ͬ باشد. م زير صورت به است

max{K − ST ,٠}.

است: زير صورت به اروپایی فروش اختيار فروش موقعيت دارنده بازده همچنين
−max{k − ST ,٠} = min{ST − k,٠}.

ͬ دهند. م نشان را حالات معامله اختیار موقعیت چهار (٢ . ١) ش΄ل نمودارهای
(٣١ خرید اختیار و فروش اختیار برابری (رابطه .۵ . ۶ . ٢ تعریف

C +Ke−rT = P + S٠

رابطه گوییم. استاندارد معامله اختیار برای خرید” اختیار و فروش اختیار برابری ”رابطه را فوق رابطه
از را معين سررسيد و توافقͬ قيمت با اروپایی خريد اختيار ΁ي قيمت ͬ توان م كه ͬ دهد م نشان فوق

برعكس. و آورد به دست سررسيد همان و توافقͬ قيمت همان با اروپایی فروش اختيار ΁ی قيمت
٣١ Put-Call parity
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اروپایی معامله اختیار فروش یا خرید از حاصل بازدهͬ :٢ . ١ ش΄ل

استاندارد غیر معامله اختیار
قواعد، سری ΁ي از استفاده با كه هستند اختياراتͬ نامتعارف، یا استاندارد غیر معامله اختیار قراردادهای
آسان و ساده استاندارد معامله اختیار حق همچون بازده ها اين محاسبه كه ͬ دهند م بدست را بازده هایی
آمري΄ایی و اروپایی فروش اختيار و خريد اختيار از مجموعه ای معمول غير اختيارات برخͬ نيست.
،٣٢ آسیایی اختیار ͬ توان م استاندارد غیر اختیارات جمله از هستند. پيچيده تر قدری بقيه هستند،

برد. نام ... و ٣٣ گذشته به متکͬ اختیار
معاملاتͬ اختیار به ͬ باشند. م ٣۴ توان معاملات اختیار استاندارد، غیر معاملات اختیار از دی·ر دسته ای
توان معاملات اختیار است، سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت از چندجمله ای تابعͬ آن ها بازدهͬ که

از: است عبارت nام توان با معمولͬ توان خرید اختیار بازدهͬ تابع گوییم. ٣۵ معمولͬ

VT = max(
n∑

i=١
aiS

i
T −

n∑
i=١

aiK
i,٠), ai ≥ ٠,

ͬ باشد. م توافقͬ قیمت K و سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت ST مثبت، صحیح عدد n آن در که
ͬ دهد. م نشان را بازدهͬ این ٢ . ٢ ش΄ل نمودار

توان معامله اختیار ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد را معاملات اختیار این از خاص نوع سه رساله این در
٣٢Asain option
٣٣Lookback option
٣۴Power options
٣۵General Power options
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معمولͬ توان خرید اختیار بازدهͬ :٢ . ٢ ش΄ل

ST اگر است. m > ٠ از توانͬ با پایه دارایی قیمت به وابسته آن، بازدهͬ که است اختیاری ٣۶ استاندارد
توان خرید اختیار از حاصل بازده بدانیم، توافقͬ قیمت K و T > ٠ سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت

از است عبارت استاندارد m‐ام
max{Sm

T −Km,٠}.

از است عبارت استاندارد m‐ام توان فروش اختیار از حاصل بازده ترتیب، همین به و
max{Km − Sm

T ,٠}.

ͬ باشد. م زیر صورت به m‐ام توان خرید اختیار از حاصل بازدهͬ دی·ر نوع
max{Sm

T −K,٠}.

سررسید تاریخ ،K توافقͬ قیمت با آن بازدهͬ که است اختیاری ، ٣٧ سقف توان خرید اختیار دی·ری و
ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به L سقف و T > ٠

min{max{Sm
T −Km,٠}, L}.

به طور سود سقف دی·ر، عبارتͬ به ͬ شود. م تعیین پیش از سود سقف معامله، اختیار از نوع این در
دلیل به توان معاملات اختیار ͬ شود. م اعمال برسد، مشخصͬ حد به پایه دارایی قیمت که زمانͬ خودکار
و معامله اختیار خریداران توجه دارند، معمولͬ معاملات اختیار به نسبت که توجه ای قابل نفوذ قدرت
بهتر بازدهͬ داشتن دلیل به بازار، در تیزبین سرمایه گذار ΁ی برای زیرا نموده اند. جلب را سرمایه گذاران
عمل معمولͬ معامله های اختیار از توانمندتر ... و شاخص ها خارجͬ، ارز تبادلات بازار در خصوص به
ژاپن ین آمری΄ا، دلار روی FX سقف توان اختیارمعاملات آلمان در بانکداران مثال، عنوان به ͬ کند. م
چندجمله ای معاملات اختیار توکیو در همچنین ͬ کنند. م منتشر ٢ مرتبه از توانͬ با فرانسه فرانک و
منظور به که ابزارهایی جمله از معامله اختیار این این، بر علاوه ͬ شود. م مبادله Nikkei شاخص روی

گیرد. مͬ قرار استفاده مورد بانک ها در ΁ریس مدیریت
٣۶Standard Power option
٣٧Capped Power Call option
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معامله گران انواع ٣ . ۶ . ٢
است. بوده موفقیت آميز توجهͬ قابل طور به معاملات، اختيار و آتͬ پيمان های و آتͬ بازارهای عمل΄رد
قابليت ايجاد و معامله گران انواع از كثيری تعداد جذب برای بازارها اين توانايی آن، دليل مهم ترين
موقعيت ΁ي بخواهد سرمایه گذاری چنانچه که طوری به است، مبادلات انجام برای فراوان نقدينگͬ
معامله گران عمده گروه سه ندارد. قرارداد دوم طرف يافتن در مش΄لͬ معمولا˟ كند، اتخاذ را معاملاتͬ
با ΁ريس پوشش دهندگان گرفت. نظر در آربيتراژگران و سفته بازان ،΁ريس پوشش دهندگان ͬ توان م را
از كه هستند، ريس΄ͬ كاهش دنبال به معاملات اختيار و آتͬ پيمان های آتͬ، قراردادهای از استفاده
΁ي در قيمت، آتͬ حركت جهت پيش بينͬ، از سفته بازان ͬ شود. م ناشͬ متغير ΁ي در آتͬ بالقوه حركت
مختلف، بازار چند يا دو در متناسب موقعيت های اتخاذ با آربيتراژگران ͬ كنند. م استفاده بازار متغير
را گروه ها اين از ΁ي هر اقدامات و فعاليت ها قسمت اين در هستند. ΁ريس بدون سود كسب دنبال به

ͬ كنيم. م بررسͬ

معاملات اختیار از استفاده با ΁ریس پوشش
پوشش دهندگان که صورت این به پرداخت. ΁ریس پوشش به ͬ توان م معاملات، اختيار از استفاده با
قراردادهای از آن ها دارایی اند. قيمت تغيير با مرتبط ΁ريس معرض در كه هستند موقعيتͬ در ΁ريس
،٢٠٠٠ مه ماه در سرمايه گذاری كنيد فرض ͬ كنند. م استفاده ΁ريس اين حذف يا كاهش برای فوق
اقامه که ͬ رود م انتظار و است دلار ٧٣ سهم هر فعلͬ قيمت دارد. اختيار در را ماي΄روسافت سهام هزار
اختيار ͬ تواند، م سرمايه گذار اين شود. آینده ماه دو در قيمت، شديد افت باعث شركت، عليه دعوی
کنید فرض بخرد. سهم هر برای دلار ۶۵ توافقͬ قيمت با شي΄اگو بورس از را ژوئيه ١٠ سررسيد با فروش
معادل استراتژی، اين انتخاب كل هزينه صورت این در باشد. دلار ٢٫۵ فروش اختیار حق هر قیمت
بردارد، در هزينه دلار ٢۵٠٠ استراتژی اين انتخاب اين كه با بود. خواهد دلار ١٠٠٠ × ٢٫۵ = ٢۵٠٠
۶۵ اختيار، سررسيد زمان تا سهم هر برای سهام فروش قيمت حداقل كه ͬ كند، م تضمين عوض در ولͬ
دلار ۶۵٠٠ و كند اعمال را فروش اختيار ͬ تواند م شخص يابد، کاهش سهام بازار قيمت اگر باشد. دلار
وی، خالص درآمد معامله اختيار خريد برای دلار ٢۵٠٠ هزينه كسر با كه كند، دريافت سهام فروش بابت
منقضͬ و ͬ شود نم اعمال فروش اختيار شود، دلار ۶۵ از بیش بازار قيمت اگر ͬ شود. م دلار ۶٢۵٠٠ مبل;
هزينه گرفتن نظر در با (يا ͬ شود م دلار ۶۵٠٠٠ از بيش دارایی كل ارزش حالت، اين در اما ͬ گردد. م

ͬ شود). م دلار ۶٢۵٠٠ فروش اختيار اوراق

سفته بازان
ͬ كه درحال ͬ کنند. م اجتناب دارایی ها قيمت نامطلوب تغییرات با شدن مواجه از ΁ريس پوشش دهندگان
خود پيش بينͬ نوع با متناسب را موقعيت هایی و ͬ روند م ΁ريس استقبال به سفته بازان آن ها برخلاف
ͬ كند، م پیش بینͬ سفته باز ΁ی و است اكتبر ماه الان كنيد فرض ͬ كنند. م کسب قيمت ها، تغییر درباره
دلار ۴٠ حاضر، حال در فوق سهام قيمت يافت. خواهد افزايش آینده ماه دو در آمازون شرکت ارزش كه
را راه΄ار دو ͬ شود. م فروخته دلار ٢ قيمت به دلار، ۴۵ اعمال قيمت با ماهه دو خريد اختيار ΁ی و است
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گزينه بخرد. سهم ١٠٠ كه است اين اول گزينه ͬ كنیم. م تشريح دلار ۴٠٠٠ سرمايه با سفته باز ΁ی برای
سفته باز پيش بينͬ كنيد فرض است. خريد) اختيار قرارداد ٢٠ (يا خريد اختيار ٢٠٠٠ خريد شامل دوم
سود بود، سهام خريد كه اول گزينه برسد. دلار ٧٠ به دسامبر ماه در آمازون سهم قيمت و باشد درست

ͬ كند: م ايجاد را زير
١٠٠ × (٧٠ − ۴٠) = ٣٠٠٠

دلار، ۴۵ توافقͬ قيمت با آمازون سهام روی بر خريد اختيار ΁ي است. سودآورتر بسيار دوم گزينه اما
سهام كه ͬ سازد، م قادر را او خريد، اختيار ورقه كه چرا ͬ كند، م سفته باز نصيب دلار ٢۵ معادل درآمدی
است عبارت ͬ شود، م سفته باز نصيب دوم روش در كه سودی كل بخرد. دلار ۴۵ قيمت با را دلاری ٧٠

از:
٢۵ × ٢٠٠٠ = ۵٠٠٠٠

از: است عبارت خالص سود خرید، اختيار (قيمت) هزينه كردن كم با كه

۵٠٠٠٠ − ۴٠٠٠ = ۴۶٠٠٠

استراتژی انتخاب از حاصل سود برابر ١۵ از بيش خرید، اختيار استراتژی انتخاب از حاصل سود بنابراين
ͬ دهد. م افزايش نيز را بالقوه زيان ميزان خرید، اختيار اوراق كه كنيد توجه ضمن، در است. سهام خريد
(يعنͬ اول روش از استفاده صورت اين در يابد. كاهش دلار ٣٠ به دسامبر ماه در سهام قيمت كنيد فرض
كه آنجا از ولͬ ͬ كند. م وارد سفته باز بر دلار، ١٠٠ × (۴٠ − ٣٠) = ١٠٠٠ معادل زيانͬ سهام) خريد
فقط اختيار) اوراق (يعنͬ دوم روش لذا ͬ شوند، م منقضͬ شوند، اعمال اينكه بدون خريد اختيار اوراق
تحميل سفته باز بر ͬ شود‐ م پرداخته خريد اختيار اوراق بابت ابتدا در كه ‐مبلغͬ دلار ۴٠٠٠ معادل زيانͬ
اهرم نوعͬ آتͬ، قراردادهای همچون معامله، اختيار اوراق ͬ دهد م نشان استراتژی این نتايج ͬ كند. م
معامله اختيار اوراق از استفاده با گذاری سرمايه از حاصل مالͬ پيامدهای ميزان يعنͬ ͬ كنند؛ م ايجاد
اين غير در و بيشتر سودهای باشند، درست ͬ ها پيش بين اگر دي·ر، عبارت به ͬ يابد؛ م افزايش اهرمͬ،

ͬ كند. م سرمايه گذار نصيب را بيشتری زيان های صورت،

آربیتراژگران
آربيتراژگران آتͬ، قراردادهای و آتͬ پيمان های معاملات، اختيار بازارهای در معامله گران مهم و سوم گروه
يا دو در هم زمان ورود طریق از ،΁ريس بدون سود به دستيابی فرصت از است عبارت آربيتراژ هستند.

بازار. چند
همچنين ͬ شود. م معامله لندن سهام بورس در و نيويورک سهام بورس در هم زمان سهامͬ كنيد ض فر
نرخ اگر است. پوند ١٠٠ لندن بورس در و دلار ١٧٢ نيويورک بورس در سهام اين قيمت كنيد فرض
سهام ١٠٠ مثلا́ خريد با ͬ تواند م آربيتراژگر آنگاه باشد، پوند هر برای دلار ١٫٧۵ برابر دلار، و پوند مبادله

كند: پيدا دست زير ΁ريس بدون سود به لندن بازار در سهام آن فروش و نيويورک بورس از

١٠٠ × [(١٫٧۵ × ١٠٠)− ١٧٢] = ٣٠٠
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البته ͬ شود. م تضمين آربيتراژگر برای معاملات هزينه گرفتن نظر در بدون دلار ٣٠٠ معادل سودی يعنͬ
اين با ببرد. بين از را آربيتراژی سود ΁كوچ گذاران سرمايه برای معاملات هزينه های  که دارد احتمال
چندانͬ رقم بزرگ معاملات برای ارز، تبديلات بازار و سهام بازار در معاملات به هزينه های مربوط حال،
اين از تا ب΄وشند، هم·ان و باشد جذاب بسيار آربيتراژ فرصت كه ͬ شود م سبب موضوع همين و نيست
΁ي كه آربيتراژی فرصت های كه داشت توجه بايد همچنين کنند. کسب را منفعت بيشترين فرصت ها
بازار در سهام خريد با باشد. داشته استمرار طولانͬ مدت برای ͬ تواند نم شد، ذكر بالا در آن از نمونه
بازار در آن فروش همچنين و ͬ شوند م سهام قيمت افزايش باعث تقاضا و عرضه نيروهای نيويورک،
بازار دو در فعلͬ مبادله نرخ با فوق قيمت دو زودی به و ͬ آورد م فراهم را قيمت كاهش زمينه لندن،
آربيتراژی سود كسب دنبال به كه آربيتراژگرانͬ وجود كه است، اين جالب تر نكته شد. خواهند ي΄سان
ͬ سازد. م غيرمم΄ن ابتدا همان از را، پوند قيمت و دلار قيمت بين ملاحظه قابل تفاوتͬ ام΄ان هستند،
فرصت عمل، در كه معناست اين به بازار، در آربيتراژگر زيادی تعداد وجود گفت، ͬ توان م كلͬ طور به
خصوص در كه مسائلͬ بيشتر دلیل، همین به ͬ شود. م مشاهده مالͬ بازارهای در كمͬ بسيار آربيتراژی
فرصت كه هستند، مبتنͬ فرض پيش اين بر ͬ شوند، م مطرح مالͬ مشتقات و دارایی ها قیمت گذاری

ندارد. وجود آربيتراژ
فرآیند و (Ω,F , P ) احتمال فضای با شده تعریف بازار قیمت گذاری) اول اساسͬ (قضیه .۶ . ۶ . ٢ قضیه
Q تحت S که باشد داشته وجود Q مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است آربیتراژ بدون ،{St}t≥٠ قیمت

باشد. مارتینگل
کنید. رجوع [٣٠] به برهان.

اندازه (وجود ریاضͬ مفهوم ΁ی و بازار) در آربیتراژ وجود (عدم اقتصادی مفهوم ΁ی بین قضیه این
ͬ کند. م ایجاد ارتباط مارتینگلͬ)

ی΄تا مارتینگلͬ اندازه اگر تنها و اگر است کامل بازار قیمت گذاری) دوم اساسͬ (قضیه .٧ . ۶ . ٢ قضیه
باشد.

کنید. رجوع [٣٠] به برهان.

اصل آن در که است قیمت گذاری اساسͬ قضیه از استفاده در قراردادی هر قیمت گذاری کلید حقیقت در
است. خنثͬ ΁ریس احتمال اندازه ΁ی وجود با معادل آربیتراژ عدم



٣ فصل

با مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری
ثابت تلاطم

مقدمه ٣ . ١

اختیار اوراق قیمت گذاری در بزرگͬ گام مرتون رابرت و شولز میرن ،΁بل فیشر آقایان ١٩٧٠ سال اوایل در
گشت. معروف ”١ شولز ‐ ΁بل ”مدل عنوان تحت که بود مدلͬ ارائه آن ها کار نتیجه ی برداشتند. معامله
مدل این همچنین است. داشته معامله اختیار خطر پوشش و قیمت گذاری نحوه در زیادی تأثیر مدل این
آن جایی از است.[١] داشته ١٩٩٠ و ١٩٨٠ دهه های در مالͬ مهندسͬ موفقیت در محوری و اساسͬ نقش
΁بل مدل ΁بی ش است مالͬ اقتصادهای در موضوعات مهم ترین از ی΄ͬ معامله اختیار ارزش گذاری که
فصل این در دلیل بدین است. آورده وجود به معامله اختیار قیمت گذاری شیوه ی در انقلابی شولز ‐
توان معامله اختیار گذاری ارزش به سپس . ͬ کنیم م معرفͬ را آن از تعمیمͬ و شولز ‐ ΁بل مدل ابتدا

ͬ پردازیم. م مدل دو این تحت

١Black - Sholes model



ثابت تلاطم با مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ٢۶

ثابت تلاطم با مدل ٣ . ٢
شولز ΁بل مدل ٣ . ٢ . ١

ترتیب به که ریس΄ͬ دارایی ب‐ ΁ریس بدون دارایی الف‐ است دارایی دو شامل مدلͬ شولز ΁بل مدل
زیرهستند. دینامی΁ های دارای

dBt = rBtdt, B(٠) = ١,

dSt = µStdt+ σStdWt.

(مقادیر دارایی انتظار مورد بازده نرخ و دارایی قیمت تلاطم بهره، نرخ ترتیب به µ و σ ،r آن در که
است. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی براونͬ فرآیند ΁ی Wt و ͬ باشند م ثابت)

یافته تعمیم شولز ΁بل مدل ٣ . ٢ . ٢
فرآیند در σ تلاطم و Bt ΁ریس بدون دارایی فرآیند در ،r بهره نرخ ٢ یافته تعمیم بل΁‐شولز مدل در
تعمیم بل΁‐شولز مدل در ͬ باشند. م تصادفͬ) (غیر قطعͬ و زمان به وابسته St ریس΄ͬ پایه دارایی

ͬ کند. م پیروی زیر معمولͬ دیفرانسیل معادله از ΁ریس بدون دارایی ΁دینامی یافته،

dBt = rtBtdt, B(٠) = ١, (٣ . ١)

ͬ باشد. م (T > ٠ برای [٠, T ] روی (یا R+ := [٠,∞) روی نامنفͬ حقیقͬ تابع ΁ی rt = r(t) که
داریم ٣ . ١ معادله حل از

Bt = exp

(∫ t

٠
r(u)du

)
.

هندسͬ براونͬ حرکت که زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله از St ریس΄ͬ پایه دارایی ΁دینامی همچنین
ͬ کند م پیروی ͬ شود، م نامیده ٣ یافته تعمیم

dSt = µtStdt+ σtStdWt (٣ . ٢)

دارایی قیمت تلاطم و انتظار مورد بازده ترتیب به و هستند t ≥ ٠ ازای به قطعͬ توابع σt و µt آن در که
است. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی استاندارد براونͬ حرکت Wt و ͬ دهند م نشان را زمان) به (وابسته

ͬ شود. م حاصل زیر صورت به ٣ . ٢ تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب .٣ . ٢ . ١ گزاره

St = S٠ exp{
∫ t

٠
σ(u)dW (u) +

∫ t

٠
(µ(u)− ١

٢σ
٢(u))du}.

٢Generalized Black-Scholes
٣Generalized geometric Brownian motion



٢٧ ثابت تلاطم با مدل

کنید فرض برهان.

Xt =

∫ t

٠
σ(u)dW (u) +

∫ t

٠
(µ(u)− ١

٢σ
٢(u))du

آن گاه
dXt = σ(t)dW (t) + (µ(t)− ١

٢σ
٢(t)dt, dXtdXt = σ٢(t)dt

داریم ایتو فرمول از استفاده با بنابراین f(x) = S٠e
x و Yt = S٠e

Xt ͬ دهیم م قرار

dYt = df(Xt) = f
′
(Xt)dXt +

١
٢f

′′
(Xt)dXtdXt

= S٠e
Xt(dXt +

١
٢σ

٢
t dt)

= S٠e
Xt(σtdWt + µtdt)

= Yt(σtdWt + µtdt)

است. ٣ . ٢ دیفرانسیل معادله جواب Y و است برقرار ح΄م بنابراین
تصادفͬ دیفرانسیل معادله جواب .٣ . ٢ . ٢ نتیجه

dSt = µStdt+ σStdWt,

ͬ شود. م حاصل زیر صورت به ثابت اند، مقادیر σ و µ که

St = S٠ exp(σWt + (µ− ١
٢σ

٢)t).

ͬ گیریم م نظر در زیر صورت به را شده تنزیل (سهام) پایه دارایی قیمت فرآیند حال
S̃t =

St

Bt

= e−
∫ t

٠ r(u)duSt = D(t)St,

است. t زمان در تنزیل نرخ D(t) = ١
Bt

= e−
∫ t

٠ r(u)du که
داریم مشتق قاعده از استفاده با

dS̃t = d(D(t)St) = (dD(t))St +D(t)dSt

= D
′
(t)Stdt+D(t)dSt

= −rtD(t)Stdt+D(t)St(µtdt+ σtdWt)

= D(t)St[(µt − rt)dt+ σtdWt]

= σtD(t)St[θ(t)dt+ dWt],

.θt = µt−rt
σt

که
کنیم تعریف اگر

W̃ (t) =

∫ t

٠
θ(u)du+Wt
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داریم آن گاه

dS̃t = σtDtStdW̃t = σtS̃tdW̃t (٣ . ٣)

است، Q معادل اندازه تحت براونͬ فرآیند W̃ که ͬ دانیم م گیرسانوف قضیه از استفاده با این، بر علاوه
ͬ باشد م زیر صورت به که

Q(A) =

∫
A

Z(w)dP (w), A ∈ F ,

و Z = Z(T ) که
Z(t) = exp

(
−
∫ t

٠
θ(u)dW (u)− ١

٢θ
٢(u)du

)
.

اندازه Q دلیل، همین به است. مارتینگل Q تحت S̃t تنزیل قیمت فرآیند که ͬ دهد م نشان ٣ . ٣ رابطه
دارد. معامله اختیار قیمت گذاری قضیه در اصلͬ نقش که ͬ شود م نامیده خنثͬ ΁ریس احتمال

ͬ شود م بازنویسͬ زیر صورت به ٣ . ٢ رابطه ،Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت

dSt = rtStdt+ σtStdW̃t (۴ . ٣)

آن جواب که

St = S٠ exp{
∫ t

٠
σ(u)dW̃ (u) +

∫ t

٠
(r(u)− ١

٢σ
٢(u))du}.

ͬ باشد. م

شولز ΁بل مدل تحت توان اختیار ارزش گذاری ٣ . ٣
برای منصفانه ای قیمت یعنͬ است اختیار قیمت گذاری مسئله مسئله، مهم ترین مالͬ مشتقات بازار در

شود. محاسبه اختیار
ͬ پردازیم. م ارزش گذاری به آن از استفاده با و ͬ کنیم م مطرح را قضیه ای ابتدا

تلاطم و بهره (نرخ کند پیروری شولز ΁بل مدل از دارایی قیمت فرآیند کنید فرض [٣٣] .٣ . ٣ . ١ قضیه
Vکه (t) = F (t, St) آن گاه باشد x ∈ R برای تابع ΁ی h(x) که hT = h(ST ) اگر ثابت اند). مقادیر

و τ = T − t ،٠ ≤ t ≤ T

F (t, x) = e−rτ

∫ ∞

−∞

١√
٢π
e−

١
٢y

٢
h(x exp{σ

√
τy + (r − ١

٢σ
٢)τ})dy.

کنید. رجوع [٣٠] به برهان.
است زیر صورت به T سررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان خرید اختیار از حاصل بازده

hm(T ) = (Sm
T −K)+ = max{Sm

T −K,٠},



٢٩ شولز ΁بل مدل تحت توان اختیار ارزش گذاری

.m > ٠ که
ͬ شود م تعریف زیر صورت به ۶ . ۵ . ٢ از استفاده با t زمان در توان خرید اختیار ارزش بنابراین

Cm(t,K) = e−r(T−t)E
[
(Sm

T −K)+ | Ft

]
,

است. ثابت بهره، نرخ r که
خرید اختیار ارزش گذاری به شده، فرض ثابت تلاطم و بهره نرخ که شولز ΁بل مدل تحت ͬ خواهیم م
Cm(t,K) = F (t, x) و hm(x) = (xm −K)+ داریم ۶ . ۵ . ٢ و ٣ . ٣ . ١ از استفاده با به پردازیم. توان

که

F (t, x) = e−rτ

∫ ∞

−∞

١√
٢π
e−

١
٢y

٢
(xm exp{mσ

√
τy +m(r − ١

٢σ
٢)τ} −K)+dy

این که به توجه با
xm exp{mσ

√
τy +m(r − ١

٢σ
٢)τ} ≥ K

پس
y ≥ −

ln(x/K
١
m ) + (r − ١

٢σ
٢)τ

σ
√
τ

= −g٢(x, τ)

داریم بنابراین

F (t, x) = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)

١√
٢π
e−

١
٢y

٢
(xm exp{mσ

√
τy +m(r − ١

٢σ
٢)τ} −K)dy

که F (t, x) = A−B ͬ کنیم م فرض

A = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)

١√
٢π
e−

١
٢y

٢
xm exp{mσ

√
τy +m(r − ١

٢σ
٢)τ}dy

B = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)

١√
٢π
Ke−

١
٢y

٢
dy

داریم u = −y متغیر تغییر با

B = e−rτ

∫ g٢(x,τ)

−∞

١√
٢π
Ke−

١
٢u

٢
du = Ke−rτN(g٢(x, τ))

است. استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر تجمعͬ توزیع تابع N که

ͬ شود. م تعریف زیر صورت N(x)به استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر تجمعͬ توریع تابع .٣ . ٣ . ٢ ملاحظه

N(x) =
١√
٢π

∫ x

−∞
e−

١
٢u

٢
du, x ∈ R.



ثابت تلاطم با مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣٠

این بر علاوه
A = e−rτ

∫ ∞

−g٢(x,τ)

١√
٢π
e−

١
٢y

٢
xm exp{mσ

√
τy +mrτ − ١

٢mσ
٢τ}dy

= xme(m−١)rτ
∫ ∞

−g٢(x,τ)

١√
٢π

exp{−١
٢y

٢ +mσ
√
τy − ١

٢mσ
٢τ}dy

= xme(m−١)rτ
∫ ∞

−g٢(x,τ)

١√
٢π

exp{−١
٢(y −mσ

√
τ)٢ +

١
٢mσ

٢τ(m− ١)}dy

= xme(m−١)(r+ ١
٢mσ٢)τ

∫ ∞

−g٢(x,τ)

١√
٢π

exp{−١
٢(y −mσ

√
τ)٢}dy

داریم پس v = y −mσ
√
τ ͬ دهیم م قرار فوق رابطه در

A = xme(m−١)(r+ ١
٢mσ٢)τ

∫ ∞

−g٢(x,τ)−mσ
√
τ

١√
٢π

exp{−١
٢v

٢}dv.

آن گاه u := −v ͬ کنیم م فرض

A = xme(m−١)(r+ ١
٢mσ٢)τ

∫ g٢(x,τ)+mσ
√
τ

−∞

١√
٢π

exp{−١
٢u

٢}du

= xme(m−١)(r+ ١
٢mσ٢)τN(g١(x, τ)),

که
g١(x, τ) = g٢(x, τ) +mσ

√
τ

=
ln(x/K

١
m ) + (r + (m− ١

٢)σ
٢)τ

σ
√
τ

.

ͬ آید م به دست زیر صورت به شولز ΁بل مدل تحت توان خرید اختیار قیمت گذاری فرمول بنابراین
Cm(t,K) = Sm

t e
(m−١)(r+ ١

٢mσ٢)τN(g١(St, τ))−Ke−rτN(g٢(St, τ)),

و τ = T − t که
g١(x, τ) =

ln(x/K
١
m ) + (r + (m− ١

٢)σ
٢)τ

σ
√
τ

,

g٢(x, τ) = g١(x, τ)−mσ
√
τ .

حاصل اروپایی خرید اختیار برای ارزش گذاری فرمول m = ١ ازای به فوق رابطه ی در .٣ . ٣ . ٣ ملاحظه
ͬ شود. م

تعمیم شولز ΁بل مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ۴ . ٣
یافته

ͬ شود. م پرداخته یافته تعمیم شولز ΁بل مدل تحت توان خرید اختیار ΁ی ارزش گذاری به بخش این در
از یافته تعمیم شولز ΁بل مدل در ریس΄ͬ دارایی و ΁ریس بدون دارایی ٣ . ٢ . ٢ بخش از یادآوری با



٣١ یافته تعمیم شولز ΁بل مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری

ͬ کنند م پیروی زیر دینامی΁ های

dBt = rtBtdt, B(٠) = ١, (۵ . ٣)

dSt = µtStdt+ σtStdWt. (۶ . ٣)

است. استاندارد براونͬ حرکت ΁ی Wt و هستند t ≥ ٠ برای زمان به وابسته قطعͬ توابع σt و µt که
ͬ شود. م حاصل زیر به ترتیب فوق معادلات جواب های

Bt = exp

(∫ t

٠
r(u)du

)
,

St = S٠ exp{
∫ t

٠
σ(u)dW (u) +

∫ t

٠
(µ(u)− ١

٢σ
٢(u))du}.

ͬ گیریم. م نظر در زیر بازدهͬ با m‐ام توان خرید اختیار ΁ی

hm(T ) = (Sm
T −K)+,

ͬ باشد. م m > ٠ و سررسید تاریخ T توافقͬ، قیمت K که
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به t زمان در m‐ام توان خرید اختیار ارزش ۶ . ۵ . ٢ تعریف مطابق

Cm(T,K) =
D(T )

D(t)
EQ[(Sm

T −K)+ | Ft]. (٣ . ٧)

[t, T ] زمانͬ بازه در تنزیل نرخ D(T )

D(t)
= exp

(
−
∫ T

t
r(u)du

)
فوق، تعریف در .١ . ۴ . ٣ ملاحظه

است.

معادله در Q خنثͬ ΁ریس احتمال اندازه تحت St قیمت فرآیند ٣ . ٢ . ٢ بخش مطالب طبق طرفͬ از
ͬ کند م صدق زیر تصادفͬ دیفرانسیل

dSt = rtStdt+ σtStdW̃t,

است زیر صورت به معادله این جواب که

St = S٠ exp{
∫ t

٠
σ(u)dW̃ (u) +

∫ t

٠
(r(u)− ١

٢σ
٢(u))du}. (٣ . ٨)

ͬ کنیم. م مطرح را زیر لم ابتدا بپردازیم، ارزش گذاری به این که از قبل

همچنین باشد. F از σ‐میدان زیر ΁ی D احتمال، فضای ΁ی (Ω,F , P ) کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ لم
Xm+n, . . . , Xm+١ تصادفͬ متغیرهای و اندازه پذیر ‐D ،Xm, . . . , X١ تصادفͬ متغیرهای کنید فرض



ثابت تلاطم با مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣٢

تابع باشد. متغیر m + n از حقیقͬ تابع ΁ی f(x١, . . . , xm+n) کنید فرض باشند. D از مستقل
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را g(x١, . . . , xm)

g(x١, . . . , xm) = E[f(x١, . . . , xm, Xm+١, . . . , Xm+n)]

آن گاه
E[f(X١, . . . , Xm, Xm+١, . . . , Xm+n) | D] = g(X١, . . . , Xm)

کنید. رجوع [١۴] به برهان.
زیر فرمول از T سررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان خرید اختیار ارزش [٣٣] .٣ . ۴ . ٣ قضیه

ͬ آید. م به دست
Cm(T,K) = e(−

∫ T
t r(u)du)

{
Sm
t e

mn(t)+ ١
٢m

٢σ̄٢
tN
(
d١(St, t,K

١
m )
)
−KN

(
d١(St, t,K

١
m )
)}

ͬ کنیم م تعریف برهان.
I
{ST>K

١
m }

=

١ ST > K
١
m

٠ o.w
ͬ آید م به دست زیر صورت به اختیار ارزش ٣ . ٧ رابطه از استفاده با

Cm(T,K) =
D(T )

D(t)
EQ[(Sm

T −K)+ | Ft]

=
D(T )

D(t)
EQ[(Sm

T −K)I
{ST>K

١
m }

| Ft]

=
D(T )

D(t)

(
EQ[Sm

T I
{ST>K

١
m }

| Ft]−KQ({ST > K
١
m} | Ft)

)
. (٣ . ٩)

داریم ٣ . ٨ رابطه از

ST = Ste
Xt , Xt =

∫ T

t

σ(u)dW̃ (u) +

∫ T

t

(r(u)− ١
٢σ

٢(u))du

آن در و Xt ∼ N(n(t), σ̄٢(t)) این  که به توجه با

n(t) =

∫ T

t

(r(u)− ١
٢σ

٢(u))du, σ̄٢(t) =

∫ T

t

σ٢(u)du.

بنویسیم ͬ توانیم م بنابراین
Xt = n(t) + σ̄(t)Z, Z ∼ N(٠,١),

است. Ft از مستقل Z متغیر که
داریم z هر برای x = St فرض با ٣ . ٩ در ST > K

١
m نامساوی از

xen(t)+σ̄(t)z > K
١
m .



٣٣ یافته تعمیم شولز ΁بل مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری

داریم فوق رابطه از
z > − ln(x/K

١
m ) + n(t)

σ̄(t)
:= −d٢(x, t,K

١
m )

بنابراین
Q{ST > K

١
m | Ft} = Q{Z > −d٢(x, t,K

١
m )}

= Q{−Z < d٢(x, t,K
١
m )}

= N(d٢(x, t,K
١
m )) (٣ . ١٠)

داریم ٣ . ٨ رابطه از دی·ر، طرفͬ از

St = S٠ exp

{∫ t

٠
σ(u)dW̃ (u) +

∫ t

٠
(r(u)− ١

٢σ
٢(u))du

}
,

و
ST = S٠ exp

{∫ T

٠
σ(u)dW̃ (u) +

∫ T

٠
(r(u)− ١

٢σ
٢(u))du

}
,

پس
ST

St

= exp

{∫ T

t

σ(u)dW̃ (u) +

∫ T

t

(r(u)− ١
٢σ

٢(u))du

}
.

داریم ٢ . ۴ . ٣ لم از استفاده با ٣ . ٩ در ریاضͬ امید محاسبه برای
EQ[Sm

T I
{ST>K

١
m }

| Ft] = EQ[Sm
t e

mn(t)+mσ̄(t)ZI
{Sten(t)+σ̄(t)Z>K

١
m }

| Ft]

= g(St, t)

ͬ شود م حاصل زیر صورت به  g(x, t) تابع که
g(x, t) = EQ[xmt e

mn(t)+mσ̄(t)ZI
{xen(t)+σ̄(t)Z>K

١
m }

]

=

∫ ∞

−d٢(x,t,K
١
m )

xmemn(t)+mσ̄(t)z ١√
٢π
e−

١
٢ z

٢
dz

= xmemn(t)+ ١
٢m

٢σ̄٢(t)

∫ ∞

−d٢(x,t,K
١
m )

١√
٢π
e−

١
٢ (z−mσ̄(t))٢

dz

و y = z −mσ̄(t) ͬ دهیم م قرار

d١(x, t,K
١
m ) := d٢(x, t,K

١
m ) +mσ̄(t) =

ln(x/K
١
m ) + n(t) +mσ̄٢(t)

σ̄(t)

پس
g(x, t) = xmemn(t)+ ١

٢m
٢σ̄٢(t)

∫ ∞

−d١(x,t,K
١
m )

١√
٢π
e−

١
٢y

٢
dy

= xmemn(t)+ ١
٢m

٢σ̄٢(t)

∫ d١(x,t,K
١
m )

−∞

١√
٢π
e−

١
٢y

٢
dy

= xmemn(t)+ ١
٢m

٢σ̄٢(t)N(d١(x, t,K
١
m ))



ثابت تلاطم با مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣۴

ͬ آید م به دست زیر صورت به امید بنابراین

EQ[Sm
T I

{ST>K
١
m }

| Ft] = Sm
t e

mn(t)+ ١
٢m

٢σ̄٢(t)N(d١(St, t,K
١
m )). (٣ . ١١)

به دست زیر صورت به توان خرید اختیار قیمت گذاری فرمول ٣ . ٩ در ٣ . ١١ و ٣ . ١٠ روابط جای·ذاری با
ͬ آید. م

Cm(T,K) =
D(T )

D(t)

{
Sm
t e

mn(t)+ ١
٢m

٢σ̄٢
tN
(
d١(St, t,K

١
m )
)
−KN

(
d١(St, t,K

١
m )
)}

.



۴ فصل
مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری

هستون تصادفͬ تلاطم

مقدمه ١ . ۴
اختیار برای نیمه تحلیلͬ فرمول های سپس و ͬ پردازیم م هستون مدل معرفͬ به ابتدا فصل این در
به دست (E(Sm

T ) < ∞) پابه دارایی قیمت m‐ام توان متناهͬ گشتاور وجود شرط با توان معاملات
تقریب های از استفاده با باشد داشته نامتناهͬ گشتاور پایه دارایی قیمت توانm‐ام که حالتͬ در ͬ آوریم، م
روش به قیمت گذاری مختصر طور به بعدی بخش در و ͬ پردازیم م معاملات اختیار ارزش گذاری به عددی
را هستون مدل تحت توان معامله اختیار قیمت های نهایت در کرده، معرفͬ را کارلو مونت شبیه سازی

ͬ کنیم. م مقایسه و معرفͬ عددی نتایج با

هستون مدل ٢ . ۴
معامله اختیار قیمت گذاری شیوه ی در انقلابی شولز ‐ ΁بل مدل شد، ذکر قبل فصل در که همان طور
این شولز ‐ ΁بل مدل در اساسͬ فرض ͬ باشد. م نقص هایی دارای مدل این ولͬ است آورده وجود به
در تجربی شواهد که صورتͬ در ،[٧] است نرمال (سهام) پایه دارایی قیمت احتمال توزیع که است
کلفت تر دم دارای نرمال، توزیع با مقایسه در دارایی قیمت فرآیند که ͬ دهند م نشان واقعͬ مالͬ بازارهای
سهام قیمت تلاطم شولز ‐ ΁بل مدل در دی·ر، طرف از . است نرمال به نسبت بیش تری کشیدگͬ و



هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣۶

مبادله اختیار قیمت های در شده مشاهده تلاطم ال·وهای که است حالͬ در این و شده انگاشته ثابت
برای زیادی متخصصان شولز ‐ ΁بل مدل از بعد دارند[٧]. تلاطم بودن تصادفͬ از گواه بازار، در شده
هال به ͬ توان م آن ها جمله ی از که کردند ارائه تلاطم دینامی΁ های برای مدل هایی نقص ها این از رهایی
[١٩]۶ هستون و [٢۴]۵ ترنبول و ملینو ،[٢٩]۴ استین ،[٣١]٣ وی·ینس ،[٢٨]٢ اس΄ات ،[٢١]١ وایت و
و کلارک و [۵]٨ مورانا و بایلͬ ،[۶]٧ هم΄اران و باکشͬ جمله از زیادی تجربی مطالعات کرد. اشاره

داده اند. نشان را تصادفͬ تلاطم مدل های برتری [١٣]٩ ΃دیوی
است. تصادفͬ تلاطم مدل های معروف ترین از ی΄ͬ هستون مدل تصادفͬ، تلاطم مدل های این بین در
گونه ای به ͬ کند، م تبعیت تصادفͬ فرآیند ΁ی از بل΄ه نبوده ثابت دارایی قیمت تلاطم مدل، این در زیرا
΁ی وجود هستون مدل دی·ر ویژگͬ از ͬ پذیرد. نم را منفͬ (نوسانات) تلاطم دارایی، قیمت فرآیند که
هستون فرآیند از آن پایه دارایی ͬ شود م فرض که است معامله ای اوراق قیمت گذاری برای تحلیلͬ راه حل

شد. معرفͬ ١٠ هستون استون توسط ١٩٩٣ سال در بار اولین هستون مدل ͬ کند. م پیروی
فرآیند کنید فرض همچنین باشد. بروانͬ استاندارد فیلتر {Ft}t و احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض

ͬ کند. م تبعیت زیر مدل از Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت ،t لحظه ی در St پایه دارایی قیمت

dSt = rStdt+
√
VtStdWt, (١ . ۴)

dVt = k(θ − Vt)dt+ σ
√
VtdZt, (٢ . ۴)

dZtdWt = ρdt, (٣ . ۴)

به بازگشت سرعت نرخ k تلاطم، فرآیند بلندمدت میانگین θ تلاطم، فرآیند √Vt بهره، نرخ r آن در که
σ ͬ گردند)، م ͽجم بلندمدت میانگین پیرامون ͬ ها منحن آن در که ͬ کند م مشخص را (سرعتͬ میانگین
ͬ باشند. م ρ ∈ (−١,١) همبستگͬ ثابت با وابسته براونͬ فرآیند دو Zt Wtو ، و تلاطم فرآیند واریانس

داریم طرفͬ از هستند. مثبتͬ ثابت های σ و θ ،k پارامترهای که است شده فرض همچنین

Wt = ρZt +
√

١ − ρ٢Ŵt, (۴ . ۴)

است. Zt از مستقل استاندارد براونͬ فرآیند ΁ی Ŵt که
تصادفͬ فرآیند ΁ی از و است تصادفͬ بل΄ه نیست ثابت تلاطم شولز ‐ ΁بل مدل برخلاف هستون مدل در
(١ . ۴) ش΄ل در میانگین به بازگشت فرآیند از نمونه ای ͬ کند. م پیروی میانگین به بازگشت دوم ریشه

ͬ شود. م ملاحضه
١Hull and White
٢Scott
٣Wiggins
۴Stein
۵Melino and Turnbull
۶Heston
٧Bakshi et al
٨Baillie and Morana
٩Clark and Davig

١٠Steven Heston



٣٧ هستون مدل

میانگین به بازگشت فرآیند از نمونه ای :١ . ۴ ش΄ل

،k = ١٫۵ ،S٠ = ١٠٠ پارامترهای با هستون مدل تحت دارایی قیمت فرآیند از نمونه ده (٢ . ۴) ش΄ل
. [٢٧] ͬ دهد م نشان ρ = ٠٫٨ و σV = ٠٫٢ ،V٠ = θ = ٠٫٠۴

هستون مدل تحت دارایی فرآیند از مسیر ده :٢ . ۴ ش΄ل

در که همان طور داشت. خواهد همراه به را دارایی قیمت بازده توزیع روی چول·ͬ ،ρ پارامتر مقدار
و دارایی قیمت بازده توزیع در منفͬ چول·ͬ ایجاد باعث ρ منفͬ مقدار ͬ نمایید م ملاحضه (٣ . ۴) ش΄ل

. [٢٧] ͬ شود م قیمت بازده توزیع در مثبت چول·ͬ ایجاد باعث ρ مثبت مقدار ترتیب همین به
بیشتر σv ارزش چقدر هر (۴ . ۴) ش΄ل به توجه با ͬ دهد، م نشان را بازده ها توزیع در کشیدگͬ σv پارامتر

. ͬ شود[٢٧] م تلاطم فرآیند بیشتر نوسانات باعث نتیجه در و بیشتر کشیدگͬ شود،



هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣٨

هستون مدل تحت سهام قیمت بازده توزیع روی ρ تأثیر :٣ . ۴ ش΄ل

هستون مدل تحت سهام قیمت بازده توزیع روی σV تأثیر :۴ . ۴ ش΄ل

هستون مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣ . ۴
توان معاملات اختیار برای ارزش گذاری فرمول های [٢٣]١٢ گیوتارد‐پینن و ماکووسچͬ و اسر١١[١۵]
اختیار برای ارزش گذاری فرمول های این اما آورده اند، به دست کلͬ ساختار ΁ی در آن مختلف انواع و
ارزش گذاری از فرمول هایی بخش این در ͬ گیرند. نم قرار استفاده مورد عمل در هستون مدل تحت توان

١١Esser
١٢Macovschi and Quittard-Pinion



٣٩ هستون مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری

باشند. داشته جواب m ≥ ١ مقدار هر برای که ͬ یابیم م هستون مدل تحت توان معاملات اختیار
ͬ شوند: م تعریف صورت به Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت توان معاملات اختیار ارزش های

Tسررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان خرید اختیار ارزش •
Cm(T,K) ≡ e−rTEQ [max{Sm

T −Km,٠}] . (۵ . ۴)

T سررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان فروش اختیار ارزش •
Pm(T,K) ≡ e−rTEQ [max{Km − Sm

T ,٠}] . (۶ . ۴)

L سقف و T سررسید تاریخ ،K توافقͬ قیمت با سقف m‐ام توان خرید اختیار ارزش •
Cm,cap(T,K) ≡ e−rTEQ [min{max{Sm

T −Km,٠}, L}] . (٧ . ۴)

متناهͬ m‐ام گشتاور وجود شرط که است ضروری توان خرید اختیار ارزش گذاری تعریف به توجه با
اختیار ارزش گذاری برای که صورتͬ در گیرد. قرار بررسͬ مورد Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت پایه، دارایی
کراندار بازدهͬ اختیار دو این چون نیست شرط این وجود به نیازی سقف توان خرید اختیار و توان فروش

دارند.

EQ[Sm
T ] <∞ که وقتͬ توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣ . ١ . ۴

دارایی ها قیمت های از متناهͬ گشتاور وجود بررسͬ هستون مدل در تصادفͬ، مدل های اکثر برخلاف
شرایط [۴] ١٣ لحظه ای انفجار خاصیت از استفاده با ابتدا بنابراین است. دشوار ΁ی از بالاتر مرتبه از
شرایط این ΁کم با سپس و ͬ کنیم م بیان را نظر، مورد مدل پارامترهای برحسب متناهͬ گشتاور وجود
فوریه فرمول و اندازه تغییر روش های با هستون، مدل تحت توان اختیار قیمت های برای فرمول هایی
متناهͬ گشتاور وجود شرط تحت تحلیلͬ ارزش گذاری فرمول های که ͬ آوریم م به دست معکوس١۴[١٧]

ͬ باشند. م کاربردی و معتبر پایه دارایی قیمت
در توان معاملات اختیار برای قیمت گذاری فرمول های شد، گفته بخش این ابتدای در که همان طور
فرمول های این از ی΄ͬ این جا در ͬ باشند. م نیز هستون مدل شامل که آمده اند به دست کلͬ ساختار ΁ی
اختیار ارزش ندارد. کابردی عمل در فرمول این که ͬ دهیم م نشان مثال با و ͬ کنیم م بیان را ارزش گذاری

.[١۵ ،٢٣] است زیر صورت به T سررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان فروش

Pm(T,K) = e−rT

[
Km − ψT (m)

٢

+
١
π

∫ ∞

٠
Re

(
(ψT (m+ iζ)−KmψT (iζ))

e−iζ lnK

iζ

)
dζ

]
, (٨ . ۴)

١٣Moment explosion property
١۴Fourier inversion
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برای ساده فرمولͬ است. Q خنثͬ ΁ریس اندازه به نسبت lnST از گشتاور مولد تابع ψT (.) آن در که
.[١٩ ،٣] ͬ کنیم م بیان زیر صورت به ψT (.) گشتاور مولد تابع

ψT (s) = exp(AT (s) +BT (s)v٠ + s lnS٠), (٩ . ۴)

که

AT (s) = rTs+
kθ

σ٢

{
(k − ρσs+

√
v(s))T

− ٢ ln

(
−
k − ρσs−

√
v(s)− (k − ρσs+

√
v(s))e

√
v(s)T

٢
√
v(s)

)}
, (١٠ . ۴)

BT (s) =
(k − ρσs)٢ − v(s)

σ٢

(
١ − e

√
v(s)T

k − ρσs−
√
v(s)− (k − ρσs−

√
v(s))e

√
v(s)T

)
(١١ . ۴)

v(s) = (ρσs− k)٢ + σ٢(s− s٢). (١٢ . ۴)

رابطه معادله گشتاور، مولد تابع باید توان فروش اختیار ارزش محاسبه برای فوق روابط به توجه با
آوریم، به دست دلخواه sازای به v(s)√را مقدار ابتدا است لازم که کنیم محاسبه s هر ازای به را (٩ . ۴)
را مقداری هر s ،(١٢ . ۴) رابطه معادله به توجه با که صورتͬ در نباشد. منفͬ مقدار v(s) که به گونه ای
کامل اطمینان با را ١ یا ٠ حقیقͬ بخش با مختلط مقادیر و ١ یا ٠ حقیقͬ مقادیر s بپذیرد، ͬ  تواند نم
تابع دی·ر، عبارت به ͬ شود. نم ͽواق استفاده مورد (١٢ . ۴) معادله s دلخواه عدد هر ازای به و ͬ پذیرد م
کاربرد عمل در (٨ . ۴) رابطه معادله که است دلیل همین به ندارد، جواب s هر ازای به گشتاور مولد

ندارد.

نظر در را ρ = −٠٫٣ و σ = ١ ،θ = ٠٫٠٩ ،k = ٢ پارامترهای از مجموعه ای [٢٢] .٣ . ١ . ۴ مثال
ازایmهای به زیر ش΄ل .S٠ = ١ و T = ٢ ،v٠ = ٠٫٠٩ ،r = ٠٫٠۵ ͬ دهیم م قرار همچنین ͬ گیریم. م
m∗ = inf{m ≥ ٠ : EQ[Sm

T ] <∞} این جا در ͬ دهد. م نشان را EQ[Sm
T ] و v(m) مقادیر متفاوت

داده گشتاور مولد تابع برای ادامه در که فرمولͬ از EQ[Sm
T ] مقادیر محاسبه برای ͬ کنیم. م تعریف

است. شده استفاده ͬ شود، م
m = ازای به ͬ باشد، م k٢ > ٠ مقدار v(m) آن گاه m = ٠ اگر که است ͹واض ش΄ل به توجه با
مثال این در ͬ باشد. م منفͬ مقداری v(m) آن گاه باشد m٠ < m < m∗ اگر و v(m) = ٠ ،m٠

لذا ندارد جواب m هر ازای به v(m) که ͬ دهد نشان م مثال این .m∗ = ۴٫٧٨۴١ و m٠ = ٣٫۶٢٨٩
ندارد. کاربردی عمل در شده معرفͬ فروش اختیار ارزش

توانm‐ام معاملات اختیار قیمت گذاری فرمول های ادامه در بالا، در شده ذکر توضیحات به توجه با
ͬ آوریم. م به دست EQ[Sm

T ] <∞ که وقتͬ هستون مدل تحت را



۴١ هستون مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری

. m مختلف مقادیر ازای به EQ[Sm
T ] و v(m) نمودارهای :۵ . ۴ ش΄ل

پایه) دارایی قیمت متناهͬ mام گشتاور وجود (شرایط .٣ . ٢ . ۴ لم
کنید فرض همچنین .m > ١ کنید فرض

γ =
٢(ρσm− k)

σ٢ ,

δ =
m(m− ١)

σ٢ ,

D = γ٢ − ۴δ,

β =

√
| D |
٢ ,

باشد: برقرار زیر شرایط اگر تنها و اگر EQ[Sm
T ] <∞ داریم آن گاه

١. D > ٠ و γ < ٠,

٢. D > ٠ ، γ > ٠ و T <
١
σ٢β

ln
γ
٢ + β
γ
٢ − β

,

٣. D < ٠ و T <
٢
σ٢β

cot−١ γ

٢β ,

۴. D = ٠ و σ٢γT < ۴,

است. شده تعریف (٠, π) برد روی cot−١ که

کنید. رجوع [۴] به برهان.

داریم: ٣ . ٢ . ۴ لم از استفاده با .٣ . ٣ . ۴ ملاحظه
.T < T ∗ اگر تنها و اگر EQ[Sm

T ] <∞ که T ∗ ∈ (٠,∞] دارد وجود m > ١ هر برای .١
.m < m∗ اگر تنها و اگر EQ[Sm

T ] <∞ که m∗ ∈ (١,∞] دارد وجود T > ٠ هر برای .٢
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یعنͬ باشد. Q احتمال اندازه تحت lnST از گشتاور مولد تابع ψT (s) کنید فرض .۴ . ٣ . ۴ تعریف
ψT (s) = EQ[es lnST ] (١٣ . ۴)

.s مختلط اعداد برای
٠ ≤ Re(s) ≤ m اگر ،EQ[Sm

T ] <∞ کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ لم
و EQ | es lnST |<∞ آن گاه

ψT (s) = ez٠(s)EQ[ez١(s)
∫ T

٠ vudu+z٢(s)vT ], (١۴ . ۴)

که

z٠(s) =
s(σ lnS٠ − ρv٠ + (rσ − kρθ)T

σ
, (١۵ . ۴)

z١(s) =
s٢σ(١ − ρ٢) + s(٢kρ− σ)

٢σ , (١۶ . ۴)

z٢(s) =
sρ

σ
. (١٧ . ۴)

داریم برهان.

es lnST = e(Re(s)+iIm(s)) lnST = eRe(s) lnST .eiIm(s) lnST

= eRe(s) lnST (cos(Im(s) lnST ) + i sin(Im(s) lnST ))

داریم فوق رابطه از همچنین

| es lnST |= eRe(s) lnST

√
cos(Im(s) lnST )٢ + sin(Im(s) lnST )٢ = S

Re(s)
T

داریم ٠ ≤ Re(s) ≤ m و EQ[Sm
T ] <∞ این که فرض، به توجه با بنابراین

EQ | es lnST |= EQ[S
Re(s)
T ] ≤ EQ[Sm

T ] <∞.

داریم ایتو فرمول طبق Xt = lnSt ͬ دهیم م قرار

dXt = (r − ١
٢Vt)dt+

√
VtdWt,

داریم ۴ . ۴ رابطه جای گذاری با

dXt = (r − ١
٢Vt)dt+ ρ

√
VtdZt +

√
١ − ρ٢

√
VtdŴt,
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داریم بنابراین

lnST = lnS٠ +

∫ T

٠
r − ١

٢Vtdt+ ρ

∫ T

٠

√
VtdZt +

√
١ − ρ٢

∫ T

٠

√
VtdŴt (١٨ . ۴)

داشت خواهیم ٢ . ۴ رابطه از استفاده √با
VtdZt =

١
σ
dVt −

k(θ − Vt)

σ
dt (١٩ . ۴)

داریم ١٨ . ۴ رابطه در ١٩ . ۴ رابطه جای گذاری با

lnST = lnS٠ +
ρ

σ
(VT − V٠) + (r − ρkθ

σ
)T +

∫ T

٠
(
ρk

σ
− ١

٢)Vtdt (٢٠ . ۴)

+
√

١ − ρ٢
∫ T

٠

√
VtdŴt

با و ٢٠ . ۴ رابطه از استفاده با باشد. {Zt; ٠ ≤ t ≤ T} توسط تولیدشده σ‐میدان ،G ͬ کنیم م فرض
آن گاه ٠ ≤ Re(s) ≤ m اگر فرض به توجه

ψT (s) = EQ[es lnST ] = EQ[EQ[es lnST | G]] شرطͬ) امید (خواص (٢١ . ۴)
= es(σ lnS٠−ρV٠+(rσ−ρkθ)T )/σEQ

[
es(٢ρk−σ)/٢σ

∫ T
٠ Vtdt+(sρ/σ)VTEQ[eα | G]

]
,

آن در که
EQ[eα | G] = EQ[es

√
١−ρ٢ ∫ T

٠ VtdŴt | G].

دی·ر طرف از
EQ[es

√
١−ρ٢ ∫ T

٠ VtdŴt | G] = es
٢(١−ρ٢)/٢

∫ T
٠ Vtdt. (٢٢ . ۴)

است. برقرار ح΄م ٢١ . ۴ رابطه در ٢٢ . ۴ رابطه جای گذاری با بنابراین
کنید فرض .۶ . ٣ . ۴ گزاره

DT ≡ {(z١, z٢) ∈ C٢ : EQ[eRe(z١)
∫ T

٠ vtdt+Re(z٢)vT ] <∞}, (٢٣ . ۴)
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را FT , F̃T : C٢ → C توابع و

FT (z١, z٢) ≡


(k − z٢σ

٢)
sinh

(
T
٢

√
k٢ − ٢z١σ٢

)
√
k٢ − ٢z١σ٢

if z١ ̸= k٢

٢σ٢ ,

+cosh
(

T
٢

√
k٢ − ٢z١σ٢

)
١ + T

٢ (k − z٢σ
٢) if z١ =

k٢

٢σ٢ ,

F̃T (z١, z٢) ≡
√
k٢ − ٢z١σ٢

٢ sinh

(
T

٢
√
k٢ − ٢z١σ٢

)
+
k − z٢σ

٢

٢ cosh

(
T

٢
√
k٢ − ٢z١σ٢

)
.
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داریم صورت این در
دارای و است ی΄تا DT روی FT آرگومان .FT (z١, z٢) ̸= ٠ داریم ،(z١, z٢) ∈ DT هر برای الف‐

ͬ باشد: م زیر خواص
.−π٢ < argFT (z١, z٢) <

π

٢ آن گاه (z١, z٢) ∈ DT و حقیقͬ z١ اگر (١)
است. پیوسته DT روی argFT (٢)

داریم (z١, z٢) ∈ DT برای بالا، در DT روی argFT تعریف به توجه با ب‐

EQ[ez١
∫ T

٠ vt dt+z٢vT ] = exp

(
kV٠ + k٢θT

σ٢ − ٢V٠
σ٢

F̃T (z١, z٢)

FT (z١, z٢)
− ٢kθ

σ٢ lnFT (z١, z٢)

)
.

کنید. رجوع [٢٢] به برهان.
به وجود صورت در را دارایی قیمت ل·اریتم از گشتاور مولد تابع ۶ . ٣ . ۴ گزاره و ۵ . ٣ . ۴ لم ترکیب با

ͬ کنیم. م بیان زیر صورت
گشتاور) مولد (تابع [٢٢] .٣ . ٧ . ۴ قضیه

تعاریف یادآوری با باشد. ٠ ≤ Re(s) ≤ m شرط با مختلط عددی s و EQ(Sm
T ) < ∞ کنید فرض

برقرارند. زیر شرایط ،٢٣ . ۴ ،DT تعریف همچنین و ۵ . ٣ . ۴ و ١۶ . ۴ روابط (s)z٢در و z١(s)

.(z١(s), z٢(s)) ∈ DT الف‐
صورت به HT , H̃T : C٢ → C ͬ کنیم م تعریف ب‐

HT ≡ FT (z١(s), z٢(s)),

H̃T ≡ F̃T (z١(s), z٢(s)).

که به طوری شده تعریف ی΄تا {s ∈ C : ٠ ≤ Re(s) ≤ m} روی argHT آن گاه
.argHT (s) = ٠ آن گاه باشد حقیقͬ s اگر (١)

است. پیوسته {s ∈ C : ٠ ≤ Re(s) ≤ m} روی argHT (٢)
داریم ٠ ≤ Re(s) ≤ m با s مختلط عدد برای ج‐

ψT (s) = EQ[es lnST ] = exp

(
−aH̃T (s)

HT (s)
− b lnHT (s) + cs+ d

)
,

که

a =
٢V٠
σ٢ ,

b =
٢kθ
σ٢ ,

c = lnS٠ +
(rσ − kρθ)T − ρV٠

σ
,

d =
kV٠ + k٢θT

σ٢ .
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کنید. رجوع [٢٢] به برهان.
شوند تعریف زیر صورت به ͬ توانند م ٣ . ٧ . ۴ قضیه در H̃T و HT توابع .٣ . ٨ . ۴ ملاحظه

HT ≡

cosh
(
T
٢α(s)

)
+ (k − sρσ)

sinh
(
T
٢α(s)

)
α(s)

if α(s) ̸= ٠,

١ + T
٢ (k − sρσ) if α(s) = ٠,

H̃T ≡ α(s)

٢ sinh

(
T

٢α(s)
)
+
k − sρσ

٢ cosh

(
T

٢α(s)
)
,

که
α(s) =

√
k٢ − ٢z١(s)σ٢ =

√
k٢ − s٢σ١)٢ − ρ٢)− sσ(٢kρ− σ).

توان) معامله اختیار قیمت های برای تحلیلͬ (فرمول های [٢٢] .٣ . ٩ . ۴ قضیه
به ٧ . ۴ و ۶ . ۴ ،۵ . ۴ روابط در شده تعریف توان معامله اختیار ارزش های .EQ(Sm

T ) < ∞ کنید فرض
ͬ آیند م به دست زیر صورت

Tسررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان خرید اختیار ارزش الف‐

Cm(T,K) = e−rT

[
ψT (m)−Km

٢

+
١
π

∫ ∞

٠
Re

(
(ψT (m+ iζ)−KmψT (iζ))

e−iζ lnK

iζ

)
dζ

]
, (٢۴ . ۴)

T سررسید تاریخ و K توافقͬ قیمت با m‐ام توان فروش اختیار ارزش ب‐

Pm(T,K) = e−rT

[
Km − ψT (m)

٢

+
١
π

∫ ∞

٠
Re

(
(ψT (m+ iζ)−KmψT (iζ))

e−iζ lnK

iζ

)
dζ

]
, (٢۵ . ۴)

L سقف و T سررسید تاریخ ،K توافقͬ قیمت با سقف m‐ام توان فروش اختیار ارزش ج‐
Cm,cap(T,K,L) = Cm(T,K)− Cm(T,M), (٢۶ . ۴)

.M = (Km + L)
١
m که

سررسید تاریخ Kو توافقͬ قیمت با توانm‐ام خرید اختیار ارزش شد، گفته که همان طور الف‐ برهان.
ͬ شود م تعریف زیر صورت به Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت T

Cm(T,K) = e−rTEQ
[
(Sm

T −Km)+
] (٢٧ . ۴)

= e−rT
[
EQ
[
Sm
T ISm

T >Km

]
−KmQ(Sm

T > Km)
]

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را Qm احتمال فضای رادون‐نی΄ودیم مشتق قضیه از استفاده با
dQm

dQ
=

Sm
T

EQ[Sm
T ]
.
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داریم بنابراین

Cm(T,K) = e−rT
[
Qm(ST > K)EQ[Sm

T ]−KmQ(ST > K)
]
. (٢٨ . ۴)

توابع معکوس فرمول ، EQm
[eiζ lnST ] = ψT (m + iζ)/ψT (m) و EQ[eiζ lnST ] = ψT (iζ) چون

ͬ آیند م به دست زیر صورت به مشخصه

Q(ST > K) =
١
٢ +

١
π

∫ ∞

٠
Re

(
ψT (iζ)

e−iζ lnK

iζ

)
dζ, (٢٩ . ۴)

Qm(ST > K) =
١
٢ +

١
π

∫ ∞

٠
Re

(
ψT (m+ iζ)

ψT (m)

e−iζ lnK

iζ

)
dζ. (٣٠ . ۴)

ͬ شود. م حاصل ٢۴ . ۴ فرمول ،٢٧ . ۴ رابطه در ٣٠ . ۴ و ٢٨ . ۴ روابط جای گذاری با
ͬ شود م حاصل زیر m‐ام گشتاور برای فروش‐خرید برابری رابطه از استفاده با ٢۵ . ۴ رابطه فرمول ب‐

Cm(T,K)− Pm(T,K) = e−rTEQ[Sm
T −Km].

داریم ٧ . ۴ رابطه در سقف توان اختیار ارزش تعریف مطابق ج‐

Cm,cap(T,K) = e−rTEQ [min{max{Sm
T −Km,٠}, L}]

= e−rTEQ[max{Sm
T −Km,٠}]− e−rTEQ[max{Sm

T −Mm,٠}]

= Cm(T,K)− Cm(T,M).

EQ[Sm
T ] = ∞ که وقتͬ توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣ . ٢ . ۴

فرمول های ولͬ دارند، کراندار بازدهͬ سقف توان خرید اختیار و m‐ام توان فروش اختیار این که با
در ندارند. کاربردی باشد، داشته نامتناهͬ m‐ام گشتاور پایه دارایی که زمانͬ ٣ . ٩ . ۴ قضیه در تحلیلͬ
با ١۶ سهموی تقریب و ١۵ ذوزنقه ای تقریب  تقریبی، روش های با اختیارات این ارزش گذاری به بخش این

ͬ پردازیم. م EQ[Sm
T ] = ∞ شرط

ذوزنقه ای تقریب الف‐
ͬ کنیم. م شروع است، ST از دوضابطه ای خطͬ تابع ΁ی بازدهͬ که وقتͬ کلͬ فرمول با ما

y٠, . . . , yn ،x٠, . . . , xn حقیقͬ اعداد n نامنفͬ صحیح عدد ΁ی برای کنید فرض [٢٢] .٣ . ١٠ . ۴ قضیه
ͬ کنیم م فرض همچنین .٠ = x٠ < x١ < · · · < xn که ͬ کنیم م فرض باشند. شده داده a∗ و

١۵Trapezoidal approximation
١۶Parabolic approximation
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.(۶ . ۴ (ش΄ل است شده تعریف زیر صورت به تابع ΁ی h(١) : [٠,∞) −→ R

h(١)(x) =

ajx+ bj, xj−١ ≤ x ≤ xj, j = ١, . . . , n,

a∗x+ b∗, x ≥ xn,
(٣١ . ۴)

،j = ١, . . . , n برای که

aj =
yj − yj−١
xj − xj−١

, bj =
xjyj−١ − xj−١yj

xj − xj−١
, b∗ = yn − a∗xn.

ͬ شود. م داده زیر صورت به T سررسید تاریخ در h(١)(ST ) بازدهͬ با مشروط ادعای ΁ی قیمت آن گاه

٣ . ١٠ . ۴ قضیه در y = h(١)(x) نمودار :۶ . ۴ ش΄ل

e−rTEQ[h(١)(ST )] = a∗S٠ + e−rT b∗ +
n∑

j=١
(aj+١ − aj)P١(T, xj),

است. شده تعریف ٢۵ . ۴ رابطه در P١(T, xj) و an+١ ≡ a∗ که

ͬ آید م به دست زیر صورت به ٣١ . ۴ رابطه در h(١)(x) تابع که ͬ دهیم م نشان ابتدا برهان.

h(١)(x) = a∗x+ b∗ +
n∑

j=١
(aj+١ − aj)max{xj − x,٠}, (٣٢ . ۴)

بازگشتͬ، صورت به
جمعوندهای پس .max{xn − x,٠} = ٠ و xn − x ⩽ ٠ صورت این در ،x ⩾ xn کنید فرض ابتدا
٣١ . ۴ روابط در h(١)(x) تابع بنابراین .h(١)(x) = a∗x+ b∗ و است صفر با برابر ٣٢ . ۴ رابطه در سی·ما

برابرند. هم با ٣٢ . ۴ و
داریم j = ١,٢, . . . , n− ١ هر برای صورت این در ،xn−١ ⩽ x < xn کنید فرض حال

max{xj − x,٠} = ٠
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صفر برابر ٣٢ . ۴ رابطه در آن ها آخرین جز به سی·ما جمعوندهای پس .max{xn − x,٠} = xn − x و
با است برابر ٣٢ . ۴ رابطه فرمول در h(١)(x) تابع و است

h(١)(x) = a∗x+ b∗ + (an+١ − an)(xn − x)

،(xn−١, yn−١) و (xn, yn) نقطه دو بین واصل خط تعریف طبق و a∗ = an+١ فرض طبق طرفͬ از
داریم ،b∗ = yn − a∗xn چون و bn = yn − anxn

h(١)(x) = bn + anx.

است. برابر ٣١ . ۴ رابطه در h(١)(x) ضابطه با به وضوح ٣٢ . ۴ رابطه فرمول در h(١)(x) تابع بنابراین
فرمول در آخر تای دو جز به سی·ما جمعوندهای همه حالت این در ،xn−٢ ⩽ x < xn−١ کنید فرض

داریم و هستند صفر برابر ٣٢ . ۴ رابطه
h(١)(x) = a∗x+ b∗ + (a∗ − an)(xn − x) + (an − an−١)(xn−١ − x).

نقطه دو از گذرنده خط معادله ی در xn−١ نقطه جای·ذاری با و b∗ = yn − a∗xn این که به توجه با
داریم (xn−١, yn−١) و (xn, yn)

yn−١ = anxn−١ + bn,

داریم (xn−٢, yn−٢) و (xn−١, yn−١) نقطه دو از گذرنده خط معادله ی از همچنین و
yn−١ − an−١xn−١ = bn−١.

داریم روابط این جای·ذاری با بنابراین
h(١)(x) = a∗x+ b∗ + (a∗ − an)(xn − x) + (an − an−١)(xn−١ − x)

= bn−١ + an−١x.

است. برابر ٣١ . ۴ رابطه ضابطه با که
رابطه در ضابطه این با ٣١ . ۴ رابطه در h(١)(x) ضابطه که داد نشان ͬ توان م ترتیب به همین بنابراین

هستند. برابر ٣٢ . ۴
داریم ٣٢ . ۴ ضابطه در ST ازای به حال

h(١)(ST ) = a∗ST + b∗ +
n∑

j=١
(aj+١ − aj)max{xj − ST ,٠},

است برقرار زیر به صورت قضیه ۴ . ۶ح΄م رابطه به توجه با و
e−rTEQ[h(١)(ST )] = a∗e−rTEQ[ST ] + e−rT b∗

+
n∑

j=١
(aj+١ − aj)e

−rTEQ[max{xj − ST ,٠}]

= a∗S٠ + e−rT b∗ +
n∑

j=١
(aj+١ − aj)P١(T, xj)
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ذوزنقه ای تقریب با توان فروش اختیار ارزش گذاری
h(x) = که ͬ گیریم م نظر در h(ST ) = max{Km−Sm

T ,٠} بازدهͬ با m‐ام توان فروش اختیار ΁ی
صورت به توان فروش اختیار قیمت از ذوزنقه ای تقریب ٣ . ١٠ . ۴ قضیه از حال . max{Km − xm,٠}

ͬ شود. م حاصل زیر
P̃ (١)
m (T,K) ≡ e−rTEQ[h(١)(ST )],

هر برای و a∗ = ٠ فرض با ٣١ . ۴ رابطه تابع صورت به که بازدهͬ از تقریبی h(١)(ST ) آن در که
،j = ٠, · · · , n

xj =
jK

n
, yj = Km − xmj ,

است. شده داده
از موجود خطاهای تخمین دارند، اختلاف دقیق مقادیر با آمده به دست تقریبی مقادیر که آن جایی از
اختیار برای ذوزنقه ای تقریب از حاصل خطای برای بالا کران بنابراین است، برخوردار ویژه ای اهمیت

ͬ آید. م به دست زیر صورت به ام ‐m توان فروش

| P̃ (١)
m (T,K)− Pm(T,K) | = e−rT | EQ[h(١)(ST )− h(ST )] |

≤ e−rT sup
x≥٠

| h(١)(x)− h(x) |

= e−rT max
١≤j≤n

max
xj−١≤x≤xj

| ajx+ bj −Km + xm | .

x = با است برابر [xj−١, xj] بازه روی | ajx + bj − Km + xm | تابع ماکزیمم چون طرفͬ از
ͬ شود. م حاصل زیر صورت به خطا قدرمطلق از بالا کران پس (−aj/m)١/(m−١)

| P̃ (١)
m (T,K)− Pm(T,K) |≤ e−rT max

١≤j≤n
| ajx̃j + bj −Km + x̃mj |,

.j = ١, · · · ,m برای x̃j = (−aj/m)١/(m−١) که

ذوزنقه ای تقریب با سقف توان خرید اختیار ارزش گذاری
ͬ گیریم م نظر در را h(ST ) = min{max{Sm

T −Km,٠}, L} بازدهͬ با سقف توانm‐ام خرید اختیار
برای و x٠ = y٠ = a∗ = ٠ شرایط با ٣١ . ۴ رابطه در h(١)(ST ) صورت به را h(ST ) بازدهͬ تابع و

j = ١, · · · , n+ ١

xj = K +
(j − ١)(M −K)

n
, yj = xmj −Km,

اختیار قیمت از ذوزنقه ای تقریب ٣ . ١٠ . ۴ قضیه طبق بنابراین ͬ زنیم. م تقریب M = (Km+L)١/m که
ͬ شود. م حاصل زیر صورت به سقف توان خرید

C̃(١)
m,cap(T,K,L) ≡ e−rTEQ[h(١)(ST )].
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زیر صورت به سقف توان خرید اختیار قیمت برای ذوزنقه ای تقریب خطای بالای کران مشابه، طور به
ͬ شود م حاصل

| C̃(١)
m,cap(T,K,L)− Cm,cap(T,K,L) |≤ e−rT max

١≤j≤n
| ajx̃j + bj −Km + x̃mj |,

.x̃ = (aj/m)١/(m−١) که

سهموی تقریب ب‐
ST از ضابطه ای سه دوم، درجه تابع معامله اختیار بازدهͬ که وقتͬ ارزش  گذاری فرمول ΁ی زیر قضیه

باشد. برقرار EQ[S٢
T ] <∞ فرض که است لازم روش این برای ͬ کند، م بیان را است

y٠, . . . , y٢n ،x٠, . . . , x٢n حقیقͬ نامنفnͬاعداد صحیح عدد ΁ی برای کنید فرض [٢٢] .٣ . ١١ . ۴ قضیه
اعداد ،x٠ > ٠ اگر و ٠ ≤ x٠ < x١ < · · · < x٢n که ͬ کنیم م فرض باشند. شده داده b∗ و a∗ و
صورت به تابع ΁ی h(٢) : [٠,∞) −→ R ͬ کنیم م فرض همچنین . باشند شده داده b∗ و a∗ حقیقͬ

.(٧ . ۴ (ش΄ل است شده تعریف زیر

h(٢)(x) =


a∗x

٢ + b∗x+ c∗, ٠ ≤ x < x٠,

ajx
٢ + bjx+ cj, x٢j−٢ ≤ x < x٢j, j = ١, . . . , n,

a∗x٢ + b∗x+ c∗, x ≥ xn,

(٣٣ . ۴)

داریم j = ١, . . . , n برای که
aj =

y٢j−٢
(x٢j−٢ − x٢j−١)(x٢j−٢ − x٢j)

+
y٢j−١

(x٢j−١ − x٢j−٢)(x٢j−١ − x٢j)

+
y٢j

(x٢j − x٢j−٢)(x٢j − x٢j−١)
,

bj =
−(x٢j−١ + x٢j)y٢j−٢

(x٢j−٢ − x٢j−١)(x٢j−٢ − x٢j)
+

−(x٢j−٢ + x٢j)y٢j−١
(x٢j−١ − x٢j−٢)(x٢j−١ − x٢j)

+
−(x٢j−٢ + x٢j−١)y٢j

(x٢j − x٢j−٢)(x٢j − x٢j−١
,

cj =
x٢j−١x٢jy٢j−٢

(x٢j−٢ − x٢j−١)(x٢j−٢ − x٢j)
+

x٢j−٢x٢jy٢j−١
(x٢j−١ − x٢j−٢)(x٢j−١ − x٢j)

+
x٢j−٢x٢j−١y٢j

(x٢j − x٢j−٢)(x٢j − x٢j−١
,

و
c∗ = y٠ − a∗x

٢
٠ − b∗x٠, c∗ = y٢n − a∗x٢

٢n − b∗x٢n.

ͬ شود م داده زیر صورت به h(٢)(ST ) بازدهͬ با معامله اختیار قیمت آن گاه EQ[S٢
T ] <∞ اگر

e−rTEQ[h(٢)(ST )] = a∗e−rTψT (٢) + b∗S٠ + e−rT c∗

+
n∑

j=٠
((aj+١ − aj)P٢(T, x٢j) + (bj+١ − bj)P١(T, x٢j)),
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٣ . ١١ . ۴ قضیه در y = h(٢)(x) نمودار :٧ . ۴ ش΄ل

صورت این در x٠ = ٠ اگر و bn+١ ≡ b∗ ،an+١ = a∗ ،b٠ ≡ b∗ ،a٠ ≡ a∗ که
بود. خواهد صفر (a١ − a٠)P٢(T, x٠) + (b١ − b٠)P١(T, x٠)

است معادل زیر رابطه با ٣٣ . ۴ رابطه در h(٢)(x) تابع که ͬ دهیم م نشان ابتدا برهان.

h(٢)(x) = a∗x٢ + b∗x+ c∗ +
n∑

j=٠
(aj+١ − aj)max{x٢

٢j − x٢,٠}

+
n∑

j=٠
(bj+١ − bj)max{x٢j − x,٠}. (٣۴ . ۴)

داریم بازگشتͬ صورت به قبل، قضیه برهان از مشابه به  طور
max{x٢n − بنابراین x٢

٢n − x٢ ≤ ٠ و x٢n − x ≤ ٠ صورت این در ،x ≥ x٢n کنید فرض ابتدا
و است صفر با برابر ٣۴ . ۴ رابطه در سی·ما جمعوندهای پس .max{x٢

٢n − x٢,٠} = ٠ و x,٠} = ٠
ͬ باشند. م برابر ٣۴ . ۴ و ٣٣ . ۴ روابط در h(٢)(x) تابع بنابراین .h(٢)(x) = a∗x٢ + b∗x+ c∗

داریم j = ١, . . . ,٢n− ٢ هر برای صورت این در ،x٢n−٢ ≤ x < x٢n کنید فرض حال
max{x٢j − x,٠} = ٠, max{x٢

٢j − x٢,٠} = ٠

برابر ٣۴ . ۴ در h(٢)(x) تابع و است صفر برابر ٣۴ . ۴ رابطه در آن ها آخرین جز به سی·ما جمعوندهای پس
با است

h(٢)(x) = a∗x٢ + b∗x+ c∗ + (an+١ − an)(x
٢
٢n − x٢) + (bn+١ − bn)(x٢n − x).

معادله از استفاده با و c∗ = y٢n − a∗x٢
٢n − b∗x٢n و bn+١ = b∗ ،an+١ = a∗ فرض طبق طرفͬ از
داریم (x٢n−٢, y٢n−٢) و (x٢n, y٢n) نقطه دو بین واصل خط

cn = y٢n − anx
٢
٢n − bnxn.

داریم نتیجه در
h(٢)(x) = anx

٢ + bnx+ cn
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است. برابر ٣٣ . ۴ در h(٢) ضابطه با تابع این پس
آن ها آخرین از تا دو جز به سی·ما جمعوندهای همه حالت این در ،x٢n−۴ ≤ x < x٢n−٢ کنید فرض

داریم و هستند صفر برابر ٣۴ . ۴ در
h(٢)(x) = a∗x٢ + b∗x+ c∗ + (an − an−١)(x

٢
٢n−٢ − x٢) + (an+١ − an)(x

٢
٢n − x٢)

+ (bn − bn−١)(x٢n−٢ − x) + (bn+١ − bn)(x٢n − x)

خط معادله از طرفͬ از و c∗ = y٢n − a∗x٢
٢n − b∗x٢n و bn+١ = b∗ ،an+١ = a∗ قضیه فرض طبق

داریم (x٢n−٢, y٢n−٢) و (x٢n, y٢n) نقاط واصل
y٢n−٢ = anx

٢
٢n−٢ + bnx٢n−٢ + cn

داریم (x٢n−۴, y٢n−۴) و (x٢n−٢, y٢n−٢) نقاط واصل خط معادله از همچنین
y٢n−٢ = an−١x

٢
٢n−٢ + bn−١x٢n−٢ + cn−١

ͬ شود م حاصل زیر صورت به h(٢)(x) تابع مفروضات، و روابط این جای·ذاری با حال
h(٢)(x) = an−١x

٢ + bn−١x+ cn−١

است. برابر ٣٣ . ۴ ضابطه با که
٣٣ . ۴ روابط در h(٢) ضابطه j = ١, . . . , n که x٢j−٢ ≤ x < x٢j برای دهیم ادامه ترتیب همین به اگر

هستند. برابر ٣۴ . ۴ و
و b٠ = b∗ ،a٠ = a∗ قضیه فرض طبق حالت این در ،٠ ≤ x < x٠ کنید فرض حالت آخرین
داریم (٠, y) و (x٠, y٠) نقطه دو از گذرنده منحنͬ معادله از دی·ر طرفͬ از و c∗ = y٠ − a∗x

٢
٠ − b∗x٠

c٠ = y٠ − a∗x
٢
٠ − b∗x٠

داریم روابط این از
h(٢)(x) = a∗x

٢ + b∗c+ c∗

ͬ باشند. م ی΄ͬ ٣۴ . ۴ و ٣٣ . ۴ روابط در h(٢)(x) تابع که دادیم نشان بنابراین
داریم ٣۴ . ۴ در x = ST ازای به حال

h(٢)(ST ) = a∗S٢
T + b∗ST + c∗ +

n∑
j=٠

(aj+١ − aj)max{x٢
٢j − S٢

T ,٠}

+
n∑

j=٠
(bj+١ − bj)max{x٢j − ST ,٠} (٣۵ . ۴)

زیر صورت به قضیه ح΄م EQ[S٢
T ] = ψT (٢) و e−rTEQ[ST ] = S٠ این که و ۶ . ۴ رابطه به توجه با و

است برقرار
e−rTEQ[h(٢)(ST )] = a∗e−rTψT (٢) + b∗S٠ + e−rT c∗

+
n∑

j=٠
((aj+١ − aj)P٢(T, x٢j) + (bj+١ − bj)P١(T, x٢j))
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سهموی تقریب با توان فروش اختیار ارزش گذاری
از حال . ͬ گیریم م نظر در h(ST ) = max{Km − Sm

T ,٠} بازدهͬ با m‐ام توان فروش اختیار ΁ی
ͬ شود م حاصل زیر صورت به توان فروش اختیار قیمت از سهموی تقریب ٣ . ١١ . ۴ قضیه

P̃ (٢)
m (T,K) ≡ e−rTEQ[h(٢)(ST )],

هر برای و a∗ = b∗ = ٠ فرض با ٣٣ . ۴ رابطه تابع صورت به که بازدهͬ از تقریبی h(٢)(ST ) آن در که
j = ٠, · · · ,٢n

xj =
jK

٢n , yj = Km − xmj .

است. شده داده
به دست زیر صورت به ام ‐mتوان فروش اختیار برای سهموی تقریب از حاصل خطای برای بالا کران ΁ی

ͬ آید: م
| P̃ (٢)

m (T,K)− Pm(T,K) | ≤ e−rT max
١≤j≤n

max
x٢j−٢≤x≤x٢j

| ajx٢ + bjx+ cj −Km + xm | .

با است برابر [x٢j−٢, x٢j] بازه روی | ajx٢ + bjx + cj −Km + xm | تابع ماکزیمم چون طرفͬ از
ͬ باشند. م [x٢j−٢, x٢j] بازه در ٢ajx + bj +mxm−١ معادله ریشه های x̆j و x̃j که x = x̃j یا x̆j

ͬ شود م حاصل زیر صورت به خطا قدرمطلق از بالا کران پس
e−rT max

١≤j≤n
max{| ajx̃٢

j + bjx̃j + cj −Km + x̃mj |, | ajx̆٢
j + bjx̆j + cj −Km + x̆mj |}

سهموی تقریب با سقف توان خرید اختیار ارزش گذاری
ͬ گیریم م نظر در را h(ST ) = min{max{Sm

T −Km,٠}, L} بازدهͬ با سقف توانm‐ام خرید اختیار
و a∗ = b∗ = a∗ = b∗ = ٠ شرایط با ٣٣ . ۴ رابطه در h(٢)(ST ) صورت به را h(ST ) بازدهͬ تابع و

j = ١, · · · ,٢n برای
xj = K +

j(M −K)

٢n , yj = xmj −Km,

اختیار قیمت از سهموی تقریب ٣ . ١١ . ۴ قضیه طبق بنابراین ͬ زنیم. م تقریب M = (Km + L)١/m که
ͬ شود م حاصل زیر صورت به سقف توان خرید

C̃(٢)
m,cap(T,K,L) ≡ e−rTEQ[h(٢)(ST )].

صورت به سقف توان خرید اختیار قیمت برای سهموی تقریب خطای از بالای کران ΁ی مشابه، طور به
ͬ شود م حاصل زیر

e−rT max
١≤j≤n

max{| ajx̃٢
j + bjx̃j + cj +Km − x̃mj |, | ajx̆٢

j + bjx̆j + cj +Km − x̆mj |}

هستند. [x٢j−٢, x٢j] بازه در ٢ajx+ bj −mxm−١ معادله ریشه های x̆j و x̃j که
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کارلو مونت شبیه سازی روش با توان معامله اختیار ارزش گذاری ٣ . ٣ . ۴
شد پیشنهاد ١٩٧٧ سال در ١٨ بویل فلیم توسط بار اولین مالͬ در ١٧ کارلو مونت شبیه سازی روش های
روش شهودی ترین حقیقت، در شده اند. استفاده مالͬ ریاضیات در گسترده طور به روش ها این .[٨]
روش این در که صورت این به است. کارلو مونت شبیه سازی روش معاملات، اختیار قیمت گذاری برای

ͬ زند م تقریب زیر صورت به بزرگ اعداد قانون از استفاده با را E[f(X)] ریاضͬ امید

E[f(X)] ≈ ١
N

N∑
k=١

f(xk),

ͬ باشند. م X مم΄ن مقادیر {xk}Nk=١ که
اختیار قیمت گذاری تعریف طبق صورت این در باشد. معامله اختیار بازدهͬ تابع f(ST ) کنید فرض

داریم خنثͬ ΁ریس اندازه تحت معامله

V = e−rTEQ[f(ST )],

است. خنثͬ ΁ریس اندازه تحت امید که
ابتدا که است صورت این به معامله، اختیار قیمت گذاری برای کارلو مونت شبیه سازی روش اصلͬ ایده
آن ها، از میانگین محاسبه با سپس و شود تولید (ST )T سررسید تاریخ در پایه دارایی قیمت از نمونه هایی
١٩ گسسته سازی به باید ST از نمونه ای تولید برای شود. حاصل معامله اختیار قیمت گذاری برای تقریبی
شود. پرداخته ͬ کند، م تبعیت آن از تصادفͬ) دیفرانسیل (معادله St پایه دارایی قیمت فرآیند که مدلͬ

،Xt = lnSt ͬ دهیم م قرار ͬ کند. م پیروی هستون مدل از پایه دارایی قیمت فرآیند کنید فرض این جا در
داریم ٢ . ۴ از ایتو فرمول از استفاده با

dXt = (r − ١
٢Vt)dt+

√
VtdWt, (٣۶ . ۴)

و

dVt = k(θ − Vt)dt+ σ
√
VtdZt (٣٧ . ۴)

. به پردازیم فوق دیفرانسیل معادلات گسسته سازی به باید حال
تقریبی شبیه سازی، برای روش راحت ترین و گسسته سازی نوع ساده ترین ٢٠ اویلر‐مارویاما گسسته سازی
دیفرانسیل معادلات از اول مرتبه تیلور بسط روش این در اصلͬ ایده است. تصادفͬ دیفرانسیل معادلات از

داریم صورت این در t = t٠ < t١ < · · · < tn = T کنید فرض است. ٣٧ . ۴ و ٣۶ . ۴ تصادفͬ

∆X̂i = (r − ١
٢ V̂

+
i ) +

√
V̂ +
i ∆tiZs, (٣٨ . ۴)

١٧Monte Carlo simulation
١٨P. Phelim Boyle
١٩Discretization
٢٠Euler-Maruyama
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∆V̂ +
i = k(θ − V̂ +

i )∆ti + σ

√
V̂ +
i ∆tiZv, (٣٩ . ۴)

،Zv ∼ N(٠,١) ،V + = max{V,٠} پیشرو، تفاضل ∆ آن ها در که

Zs = ρZv +
√

١ − ρ٢Z,

.[١٨] است V از تقریبی V̂ همچنین و X از تقریبی X̂ و ∆t = T
n

،Z ∼ N(٠,١) که
نام به ΁ی از بالاتر مرتبه با تیلور بسط روش از دیفرانسیل، معادله جواب به سریع تر هم·رایی منظور به

.[١٨] ͬ شود م استفاده زیر صورت به ٣٩ . ۴ معادله برای ٢١ میلستین گسسته سازی

∆V̂ +
i = k(θ − V̂ +

i )∆ti + σ

√
V̂ +
i ∆tiZv +

١
٢σ

٢∆ti(Z
٢
v − ١).

روش با هستون مدل تحت m‐ام توان اختیار ارزش گذاری به ͬ توان م راحتͬ به شد، گفته آن چه بنابر
روش با توان اختیار ارزش گذاری از حاصل نتایج بعدی، بخش در پرداخت. کارلو مونت شبیه سازی

است. شده آورده کارلو مونت شبیه سازی

عددی نتایج ۴ . ۴
حاصل قبل بخش در که هستون، مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری فرمول های بخش این در

ͬ کنیم. م مقایسه و معرفͬ عددی نتایج با را شده اند
k = ٢٫٠٣, θ = ٠٫٠۴, σ = ٠٫٣٨, ρ =) A پارامترهای مجموعه ی با سقف توان خرید اختیار ΁ی
اولیه ارزش ،V٠ = ٠٫٠٨ اولیه تلاطم ،r = ٠٫٠۶ بهره نرخ ͬ کنیم م فزض و ͬ گیریم م نظر در (−٠٫۵٧
١٠٠٠٠٠ نمونه ای مسیرهای تعداد کارلو مونت شبیه سازی در باشند. L = ٢٠ سقف و S٠ = ١٠
و ٣ و ٠٫۵ سررسید تاریخ های ،m مختلف توان های برای باشند. ٢٠٠٠ گسسته سازی نقاط تعداد و
مونت شبیه سازی و تحلیلͬ روش دو به سقف توان خرید اختیار ارزش های ١١ و ٩ توافقͬ قیمت های

شده اند. آورده (١ . ۴) جدول در کارلو

٢١Milstein
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کارلو) مونت شبیه سازی و تحلیلͬ (روش سقف توان خرید اختیار قیمت های مقایسه :١ . ۴ جدول

T K m تحلیلͬ روش کارلو مونت شبیه سازی
٠٫۵ ٩ ١ ١٫۵١۴۶ ١٫۵١۶۵

٢ ١٣٫٠۵٩٣ ١٣٫٠۴٩١
٣ ١۴٫٨٢٣١ ١۴٫٨٠٩۶
۶ ١۴٫٩۵١۵ ١۴٫٩٧٠١
٩ ١۴٫٩۴۶١ ١۴٫٩٧٠١

٣ ١١ ١ ١٫٨٣١٨ ١٫٨۴٠٢
٢ ٨٫٧۵٧٩ ٨٫٧۶١۵
٣ ٩٫۴١٧۶ ٩٫۴٢١١
۶ ٩٫۴۶١٢ ٩٫۴١١٣
٩ ٩٫١۵٠٣ ٩٫۴٧١٠

مدل تحت سقف توان خرید اختیار قیمت های برای (١ . ۴) جدول در آمده به دست عددی نتایج
خرید اختیار قیمت گذاری تحلیلͬ فرمول که ͬ دهند م نشان شبیه سازی و تحلیلͬ روش دو با هستون
مقایسه نتایج، این از هدف حقیقت در ͬ باشد. م کاربردی و درست EQ[Sm

T ] < ∞ شرط با سقف توان
است. تحلیلͬ روش صحت بر تأکید بل΄ه نیست شبیه سازی و تحلیلͬ روش بین کارایی

(k = ٢٫٠, θ = ٠٫٠٩, σ = ١٫٠, ρ = −٠٫٣) B پارامترهای مجموعه ی با سقف توان خرید اختیار ΁ی
تعداد باشند. L = ٢٠ و S٠ = ١٠ ،V٠ = ٠٫٠٨ ،r = ٠٫٠۶ ͬ کنیم م فزض ͬ گیریم. م نظر در

باشند. ٢٠٠٠ گسسته سازی نقاط تعداد و ١٠٠٠٠٠ نمونه ای مسیرهای
سقف توان خرید اختیار قیمت گذاری تحلیلͬ فرمول (٢ . ۴) جدول در ͬ شود، م مشاهده که همان طور

ͬ دهد. نم جواب EQ[Sm
T ] = ∞ شرط با m = ۵ و K = ١١ ،T = ٣ که وقتͬ

کارلو) مونت شبیه سازی و تحلیلͬ (روش سقف توان خرید اختیار قیمت های مقایسه :٢ . ۴ جدول

T K m تحلیلͬ روش کارلو مونت شبیه سازی
٠٫۵ ٩ ١ ١٫۵۵٧٢ ١٫۵۵٣٩

٢ ١٣٫٢٨۶۵ ١٣٫٢۴۶٧
٣ ١۵٫٠١٧١ ١۵٫٠۶١۴
۵ ١۵٫١٣٣۴ ١۵٫١١۵٧

٣ ١١ ١ ٢٫١۵٨۴ ٢٫١۴٣٩
٢ ٨٫۶٣٨٨ ٨٫١۴١٧
٣ ٨٫٧١٨٨ ٨٫۶٨٧٩
۵ − ٨٫٧۵٠۶
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نباشد، برقرار نظر مورد پارامترهای ازای به متناهͬ m‐ام گشتاور وجود شرط که زمانͬ حقیقت در
ندارد. کاربردی تحلیلͬ روش

تقریب تحلیلͬ، روش سه به توان فروش اختیار و سقف توان خرید اختیار دو قیمت های مقایسه به ادامه در
،r = ٠٫٠۶ ͬ کنیم م فرض ͬ پردازیم. م (A مجموعه ی پارامترهای (تحت سهموی تقریب و ذوزنقه ای

باشند. L = ٢٠ S٠و = ١٠ ،V٠ = ٠٫٠٨
ͬ کنیم. م مقایسه سهموی و ذوزنقه ای تقریب دو با را تحلیلͬ روش (۴ . ۴) و (٣ . ۴) جداول در حقیقت در

تقریب و ذوزنقه ای تقریب روش تحلیلͬ، (روش سقف توان خرید اختیار قیمت های مقایسه :٣ . ۴ جدول
سهموی)

K تحلیلͬ روش n ذوزنقه ای تقریب n سهموی تقریب
٩ ١٢٫۴٧٣٣ ١٠ ١٢٫۴٧٣٣ ١ ١٢٫۴٧٣٣

٢٠ ١٢٫۴٧٣٣ ٢ ١٢٫۴٧٣٣
٣٠ ١٢٫۴٧٣٣ ٣ ١٢٫۴٧٣٣
۴٠ ١٢٫۴٧٣٣ ۴ ١٢٫۴٧٣٣

١١ ٩٫۴۶١٠ ١٠ ٩٫۴۶١٠ ١ ٩٫۴۶١٠
٢٠ ٩٫۴۶١٠ ٢ ٩٫۴۶١٠
٣٠ ٩٫۴۶١٠ ٣ ٩٫۴۶١٠
۴٠ ٩٫۴۶١٠ ۴ ٩٫۴۶١٠

برای ،m = ۵ توان و T = ٣ سررسید تاریخ ازای به (٣ . ۴) جدول در شده حاصل عددی نتایج
ͬ باشند. م درست و صحیح کاملا́ تقریب ها دو هر که ͬ دهند م نشان سقف توان خرید اختیار قیمت های

تقریب و ذوزنقه ای تقریب روش تحلیلͬ، (روش توان فروش اختیار قیمت های مقایسه :۴ . ۴ جدول
سهموی)

K تحلیلͬ روش n ذوزنقه ای تقریب n سهموی تقریب
٩ ٧٣٫۴۵۴٣ ١٠ ٧٢٫٨٠۵٧ ١ ۶٨٫۶٩٠١

٢٠ ٧٣٫٢٩١٠ ٢ ٧٣٫١۶١١
٣٠ ٧٣٫٣٨١٢ ٣ ٧٣٫۴٠١۵
۴٠ ٧٣٫۴١٢۴ ۴ ٧٣٫۴۴٠۶

١١ ٢٧٠٫۶٧٠٠ ١٠ ٢۶٨٫۵٠٠۶ ١ ٢۵۴٫۴٨۴١
٢٠ ٢٧٠٫١٢۴٨ ٢ ٢۶٩٫٨٠۶۵
٣٠ ٢٧٠٫۴٢۶١ ٣ ٢٧٠٫۵١١٨
۴٠ ٢٧٠٫۵٣١٧ ۴ ٢٧٠٫۶٢٣٧



هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ۵٨

برای ،m = ٣ و T = ٢ سررسید تاریخ ازای به (۴ . ۴) جدول در عددی نتایج ترتیب همین به
هر که صورت این به ͬ باشند م صحیح تقریب ها دو هر که ͬ دهند م نشان توان فروش اختیار قیمت های
دقیق قیمت های به اختیار تقریبی قیمت های ͬ شود م بیشتر گسسته سازی) نقاط (تعداد n مقدار چه

ͬ شوند. م نزدی΁ تر
فرض و ͬ گیریم م نظر در A پارامترهای مجوعه ی با توان فروش اختیار و سقف توان خرید اختیار دو
مونت شبیه سازی در باشند. T = ٣ و L = ٢٠ ،S٠ = ١٠ ،V٠ = ٠٫٠٨ ،r = ٠٫٠۶ ͬ کنیم م
قیمت های ازای به باشند، ٢٠٠٠ گسسته سازی نقاط تعداد و ١٠٠٠٠٠ نمونه ای مسیرهای تعداد کارلو
با را سهموی و ذوزنقه ای تقریب های روش دو (۶ . ۴) و (۵ . ۴) جداول در متفاوت n و m توان توافقͬ،

ͬ کنیم. م مقایسه کارلو مونت شبیه سازی روش

و سهموی تقریب ذوزنقه ای، تقریب (روش سقف توان خرید اختیار قیمت های مقایسه :۵ . ۴ جدول
کارلو) مونت شبیه سازی

K m n ذوزنقه ای تقریب n سهموی تقریب کارلو مونت شبیه سازی
٩ ٣ ١٠ ١٢٫۴١٧۴ ١ ١٢٫۴١٧۴ ١٢٫۴٣٩٠

٢٠ ١٢٫۴١٧۴ ٢ ١٢٫۴١٧۴
٣٠ ١٢٫۴١٧۴ ٣ ١٢٫۴١٧۴
۴٠ ١٢٫۴١٧۴ ۴ ١٢٫۴١٧۴

۶ ١٠ ١٢٫۴٧٣۶ ٣ ١٢٫۴١٧۴ ١٢٫۴۵۵٢
٢٠ ١٢٫۴٧٣۶ ۴ ١٢٫۴١٧۴
٣٠ ١٢٫۴٧٣۶ ٣ ١٢٫۴١٧۴
۴٠ ١٢٫۴٧٣۶ ۴ ١٢٫۴١٧۴

١١ ٣ ١٠ ٩٫۴١٧۶ ١ ٩٫۴١٧۶ ٩٫۴٢٨٠
٢٠ ٩٫۴١٧۶ ٢ ٩٫۴١٧۶
٣٠ ٩٫۴١٧۶ ٣ ٩٫۴١٧۶
۴٠ ٩٫۴١٧۶ ۴ ٩٫۴١٧۶

۶ ١٠ ٩٫۴۶١٢ ١ ٩٫۴۶١٢ ٩٫۴۴٣٩
٢٠ ٩٫۴۶١٢ ٢ ٩٫۴۶١٢
٣٠ ٩٫۴۶١٢ ٣ ٩٫۴۶١٢
۴٠ ٩٫۴۶١٢ ۴ ٩٫۴۶١٢

∆t = ١۵ × ١٠−۴ ازای به کارلو مونت شبیه سازی (۵ . ۴) جدول در ͬ شود م مشاهده که همان طور
خواهد سهموی و ذوزنقه ای تقریب های با سقف توان خرید اختیار قیمت های برای را مشابهͬ نتایج
روش های به توان فروش اختیار قیمت های برای (۶ . ۴) جدول در مشابهͬ نتایج ترتیب همین به داشت.
n افزایش با که به گونه ای ͬ شود، م مشاهده سهموی و ذوزنقه ای تقریب های و کارلو مونت شبیه سازی

ͬ شوند. م نزدی΁ تر شبیه سازی از حاصل قیمت با تقریبی روش های از حاصل قیمت های تقریب ها در
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شبیه سازی و سهموی تقریب ذوزنقه ای، تقریب (روش توان فروش اختیار قیمت های مقایسه :۶ . ۴ جدول
کارلو) مونت

K m n ذوزنقه ای تقریب n سهموی تقریب شبیه سازی
٩ ٢ ١٠ ۶٫۵٧٩٢ ١ ۶٫۶٠٧٧ ۶٫۶٧٨۶

٢٠ ۶٫۶٠٠٧ ٢ ۶٫۶٠٧٧
٣٠ ۶٫۶٠۴۵ ٣ ۶٫۶٠٧٧
۴٠ ۶٫۶٠۶٠ ۴ ۶٫۶٠٧٧

۴ ١٠ ٧٧٠٫١۴١۵ ١ ۶٩٠٫٣۵٠۴ ٧٧٨٫٨٢٨٠
٢٠ ٧٧۶٫۵٣۵٣ ٢ ٧٧٢٫٣۵٩۵
٣٠ ٧٧٧٫۶٨۴١ ٣ ٧٧٧٫٣٩٢١
۴٠ ٧٧٨٫١١۵۵ ۴ ٧٧٨٫٢٣٩٩

١١ ٢ ١٠ ١٨٫٠٣٨٣ ١ ١٨٫١١١۴ ١٨٫١٢٣٧
٢٠ ١٨٫٠٩٣١ ٢ ١٨٫١١١۴
٣٠ ١٨٫١٠٣٢ ٣ ١٨٫١١١۴
۴٠ ١٨٫١٠۶٨ ۴ ١٨٫١١١۴

۴ ١٠ ٣١١١٫۶٣٧٨ ١ ٢٨١۶٫٢۵٢٨ ٣١٢٧٫٠
٢٠ ٣١٣۴٫٨٨۴۵ ٢ ٣١٢٣٫٢٣٠۴
٣٠ ٣١٣۴٫٨٨۴۵ ٣ ٣١٣٨٫٩٣٨٨
۴٠ ٣١۴٠٫٧١٣١ ۴ ٣١۴١٫۴٩٣١





۵ فصل
مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری

مضاعف هستون تصادفͬ تلاطم

مقدمه ١ . ۵
قیمت فرآیند مشخصه تابع تعیین با سپس ͬ کنیم م معرفͬ را مضاعف هستون مدل ابتدا فصل این در
روش از استفاده با توان خرید اختیار قیمت گذاری برای فرمولͬ مضاعف، هستون مدل در پایه دارایی

ͬ آوریم. م به دست سریع فوریه تبدیل

مضاعف هستون مدل ٢ . ۵
هستون، مدل به تصادفͬ تلاطم فرآیند ΁ی کردن اضافه با (٢٠٠٩) سال در [١١] ١ هم΄اران و کریستفرسن
تجربی تخمین های با و کردند معرفͬ ٢ مضاعف هستون عنوان تحت تصادفͬ تلاطم فرآیند دو با مدلͬ
این این که جمله از دارد. برتری هایی هستون مدل با مقایسه در مضاعف هستون مدل که دادند نشان
بیشتری حساسیت قیمت ها جزئͬ تلاطم به نسبت و دارد پرت قیمت های نسبت بیش تری انعطاف مدل

ͬ دهد م نشان خود از
کنید فرض همچنین باشد. بروانͬ استاندارد فیلتر {Ft}t و احتمال فضای (Ω,F , P ) کنید فرض ˙

١Christoffersen and el
٢Double Heston



مضاعف هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ۶٢

ͬ کند. م تبعیت زیر مدل از Q خنثͬ ΁ریس اندازه تحت ،t لحظه ی در St پایه دارایی قیمت فرآیند

dSt = rStdt+

√
V

(١)
t StdW̃

(١)
t +

√
V

(٢)
t StdW̃

(٣)
t , (١ . ۵)

dV
(١)
t = k١(θ١ − V

(١)
t )dt+ σv١

√
V

(١)
t dW̃

(٢)
t , (٢ . ۵)

dV
(٢)
t = k٢(θ٢ − V

(٢)
t )dt+ σv٢

√
V

(٢)
t dW̃

(۴)
t , (٣ . ۵)

dW̃
(١)
t dW̃

(٢)
t = ρ١dt, (۴ . ۵)

dW̃
(٣)
t dW̃

(۴)
t = ρ٢dt, (۵ . ۵)

،V (١)
t تلاطم فرآیند بلندمدت میانگین θ١ تلاطم، فرآیند دو

√
V

(٢)
t و

√
V

(١)
t بهره، نرخ r آن در که

واریانس σv١ میانگین، به بازگشت سرعت نرخ های k٢ و k١ ،V (٢)
t تلاطم فرآیند بلندمدت میانگین θ٢

همبستگͬ ثابت با بروانͬ فرآیند دو W̃ (٢)
t و W̃ (١)

t ،V (٢)
t تلاطم فرآیند واریانس σv١ ،V (١)

t تلاطم فرآیند
ͬ باشند. م ρ٢ ∈ (−١,١) همبستگͬ ثابت با براونͬ فرآیند دو W̃ (۴)

t و W̃ (٣)
t همچنین و ρ١ ∈ (−١,١)

هستند. مثبتͬ ثابت های σv٢ و σv١ و θ٢ θ١و ،k٢ و k١ پارامترهای که است شده فرض همچنین

مضاعف هستون مدل تحت توان اختیار ارزش گذاری ٣ . ۵
دارایی قیمت فرآیند مشخصه تابع است، لازم ٣ سریع فوریه تبدیل روش به توان اختیار قیمت گذاری برای

بیابیم. را مضاعف هستون مدل تحت پایه

مشخصه تابع تعیین ٣ . ١ . ۵
است. شده گرفته [١۶] و [٣۴] ͽمراج از بخش این مطالب

داریم ١ . ۵ معادله از استفاده با و ایتو فرمول طبق صورت این در ،Xt = log St ͬ دهیم م قرار

d log St = rdt− ١
٢(V

(١)
t + V

(٢)
t )dt+

√
V

(١)
t dW̃

(١)
t +

√
V

٢)
t dW̃

(٣)
t ,

ͬ شود م حاصل زیر صورت به فوق رابطه ۵ . ۵ و ۴ . ۵ به توجه با و

d log St = rdt− ١
٢(V

(١)
t + V

(٢)
t )dt+

√
V

(١)
t (ρ١dW̃

(٢)
t +

√
١ − ρ٢

١dW̃
(١)
t )

+

√
V

(٢)
t (ρ٢dW̃

(۴)
t +

√
١ − ρ٢

٢dW̃
(٣)
t ). (۶ . ۵)

٣Transform Fourier fast



۶٣ مضاعف هستون مدل تحت توان اختیار ارزش گذاری

داریم ٣ . ۵ و ٢ . ۵ معادلات از طرفͬ ∫از T

٠

√
V

(١)
t dW̃

(٢)
t =

١
σv١

[
V

(١)
T − V (١)

٠ − k١θ١T + k١

∫ T

٠
V

(١)
t dt

]
, (٧ . ۵)

∫ T

٠

√
V

(٢)
t dW̃

(۴)
t =

١
σv٢

[
V

(٢)
T − V (٢)

٠ − k٢θ٢T + k٢

∫ T

٠
V

(٢)
t dt

]
. (٨ . ۵)

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را پایه دارایی فرآیند مشخصه تابع
φlogSt(u) = EQ[exp{iu log(ST )]

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به مشخصه تابع ١٠ . ۵ و ٧ . ۵ ،۶ . ۵ روابط از حال
φlogSt(u) = EQ[exp{iu log(ST )}]

= EQ[exp{iu(logS٠ + rT − ١
٢

∫ T

٠
V

(١)
t dt− ١

٢

∫ T

٠
V

(٢)
t dt

+ ρ١

∫ T

٠

√
V

(١)
t dW̃

(٢)
t +

√
١ − ρ٢

١

∫ T

٠

√
V

(١)
t dW̃

(١)
t + ρ٢

∫ T

٠

√
V

(٢)
t

+
√

١ − ρ٢
٢

∫ T

٠

√
V

(٢)
t dW̃

(٣)
t )}]

= exp{iu(log(S٠) + rT )}EQ[exp{−iu٢

∫ T

٠
V

(١)
t dt− iu

٢

∫ T

٠
V

(٢)
t dt

+
iuρ١
σv١

[
V

(١)
T − V (١)

٠ − k١θ١T + k١

∫ T

٠
V

(١)
t dt

]
+

(iu)٢

٢ (١ − ρ٢
١)

∫ T

٠
V

(١)
t dt

+
iuρ٢
σv٢

[
V

(٢)
T − V (٢)

٠ − k٢θ٢T + k٢

∫ T

٠
V

(٢)
t dt

]
+

(iu)٢

٢ (١ − ρ٢
٢)

∫ T

٠
V

(٢)
t dt

داریم سپس
φlogSt(u) = exp{iu(log(S٠) + rT )}EQ[exp{ iuρ١

σv١

(V
(١)
T − V (١)

٠ − k١θ١T )

+
iuρ٢
σv٢

(V
(٢)
T − V (٢)

٠ − k٢θ٢T ) +

(
iuρ١
σv١

k١ −
iu

٢ +
(iu)٢

٢ (١ − ρ٢
١)

)
∫ T

٠
V

(١)
t dt+

(
iuρ٢
σv٢

k٢ −
iu

٢ +
(iu)٢

٢ (١ − ρ٢
٢)

)∫ T

٠
V

(٢)
t dt}]

ͬ دهیم م قرار

s١ = −(
−iu

٢ +
iuρ١k١
σv١

+
(iu)١)٢ − ρ٢

١)

٢ ),

s٣ = −(
−iu

٢ +
iuρ٢k٢
σv٢

+
(iu)١)٢ − ρ٢

٢)

٢ ),

s٢ =
iuρ١
σv١

,



مضاعف هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار ارزش گذاری ۶۴

s۴ =
iuρ٢
σv٢

.

بنابراین

φlogSt(u) = exp{iu(log(S٠ + rT )− s٢(V
(١)

٠ + k١θ١T )− s۴(V
(٢)

٠ + k٢θ٢T )}

EQ[exp−s١

∫ T

٠
V

(١)
t dt+ s٢V

(١)
T − s٣

∫ T

٠
V

(٢)
t dt+ s۴V

(٢)
T }]

داریم [٣۴] از دی·ر، طرف از

EQ[exp{s١

∫ T

٠
V

(١)
t dt+ s٢V

(١)
T }] = exp{H(١)

T (u)V (١)
٠ +H

(٢)
T (u)}

EQ[exp{s٣

∫ T

٠
V

(٢)
t dt+ s۴V

(٢)
T }] = exp{H(٣)

T (u)V (٢)
٠ +H

(۴)
T (u)}

ͬ شود م حاصل زیر صورت به مشخصه تابع

φlogSt(u) = exp{iu(log(S٠ + rT )− s٢(V
(١)

٠ + k١θ١T )− s۴(V
(٢)

٠ + k٢θ٢T )

+ H
(١)
T (u)V (١)

٠ +H
(٢)
T (u) +H

(٣)
T (u)V (٢)

٠ +H
(۴)
T (u)}

آن در که

G
(١)
T (u) =

s٢d١)١ + e−d١T )− (١ − e−d١T )(− iuρ١k١
σv١

+ iu− (iu)١)٢ − ρ٢
١))

(١ − g١e−d١T )(β١ + d١)
,

G
(٢)
T (u) =

٢k١θ١
σ٢
v١

log(
٢d١

(١ − g١e−d١T )(β١ + d١)
e

١
٢ (k١−d١)T ),

G
(٣)
T (u) =

s۴d١)٢ + e−d٢T )− (١ − e−d٢T )(− iuρ٢k٢
σv٢

+ iu− (iu)١)٢ − ρ٢
٢))

(١ − g٢e−d٢T )(β٢ + d٢)
,

G
(۴)
T (u) =

٢k٢θ٢
σ٢
v٢

log(
٢d٢

(١ − g٢e−d٢T )(β٢ + d٢)
e

١
٢ (k٢−d٢)T ),

gi =
r(i)neg

r(i)pos
, i = ١,٢

r(i)pos/neg =
βi ± di

٢γi
, i = ١,٢

di =

√
β٢
i − ۴αγi, i = ١,٢

α =
(−u٢ − iu)

٢ , i = ١,٢

βi = ki − ρiσviiu, i = ١,٢

γi =
σvi

٢ .i = ١,٢
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ͬ شود م حاصل زیر صورت به مضاعف هستون مدل تحت دارایی قیمت فرآیند مشخصه تابع بنابراین

φlogSt(u) = exp{iu(log(S٠) + rT ) + C١(u, T )θ١ +D١(u, T )V
(١)

٠

+ C٢(u, T )θ٢ +D٢(u, T )V
(٢)

٠ } (٩ . ۵)

که
C١(u, T ) = k١

[
r(١)negT − ٢

σv١

log

(
١ − g١e

−d١T

١ − g١

)]
,

C٢(u, T ) = k٢

[
r(٢)negT − ٢

σv٢

log

(
١ − g٢e

−d٢T

١ − g٢

)]
,

D١(u, T ) = r(١)neg

[
١ − e−d١T

١ − g١e−d١T

]
,

D٢(u, T ) = r(٢)neg

[
١ − e−d٢T

١ − g٢e−d٢T

]
.

سریع فوریه تبدیل روش با توان اختیار ارزش گذاری ٣ . ٢ . ۵
استفاده روش، این اصلͬ ایده شد. معرفͬ ١٩٩٩ سال در ۴ مادان و کار توسط سریع فوریه تبدیل روش
قیمت محاسبه برای معکوس فوریه تبدیل از استفاده سپس و معامله اختیار قیمت گذاری فوریه تبدیل از
پایه دارایی قیمت فرآیند مشخصه تابع از استفاده و بالا سرعت دلیل به روش این حقیقت در است. اختیار
قیمت گذاری برای مناسب روشͬ پایه، دارایی قیمت احتمال چ·الͬ تابع جای به موجود اند) همواره (که
و K توافقͬ قیمت با توان خرید اختیار قیمت تابع Cm(T,K) کنیم فرض .[٩] است معامله اختیار
΁ریس اندازه تحت توان خرید اختیار قیمت گذاری تعریف طبق صورت این در باشد. T سررسید زمان

است زیر صورت به Q خنثͬ

Cm(t,K) = e−r(T−t)EQ
[
(Sm

T −Km)+|Ft

]
, (١٠ . ۵)

صورت این در k = lnK و Xt = lnSt ،t = ٠ کنید فرض است. ثابت) (مقدار بهره نرخ r آن در که
داشت: خواهیم ١٠ . ۵ رابطه از

Cm(T, k) = e−rT

∫ ∞

k

(emXT − emk)qT (XT )dXT , (١١ . ۵)

نهایت بی منفͬ به k که وقتͬ که کنید توجه است. XT تصادفͬ فرآیند چ·الͬ تابع qT (XT ) آن در که
را خرید اختیار شده اصلاح قیمت مادان و کار ͬ  کند. م میل S٠ به Cm(T, k) تابع آن گاه ͬ کند م میل

کردند[٩]. معرفͬ زیر صورت به

cm(T, k) = eαkCm(T, k), ∀ α > ٠. (١٢ . ۵)
۴Carr and Madan
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باید پارامتر این است. St پایه دارایی قیمت مدل به وابسته و خرید قیمت اصلاح شده ضریب α آن در که
: باشیم داشته که شود انتخاب طوری

E(Sα+١
T ) <∞ =⇒ φCT

(−(α + ١)i) <∞

ͬ شود م تعریف زیر صورت به cm(T, k) روی فوریه تبدیل

ψT (u) =

∫ +∞

−∞
eiukcm(T, k)dk. (١٣ . ۵)

داریم ١٣ . ۵ در ١٢ . ۵ معادله همچنین و ١٢ . ۵ در ١١ . ۵ معادله جای گذاری با

ψT (u) =

∫ +∞

−∞
eiukeαke−rT

∫ ∞

k

(emXT − emk)qT (XT )dXTdk

=

∫ +∞

−∞
e−rT qT (XT )

∫ XT

−∞
(emXT − emk)eiukeαkdkdXT

=
me−rTφT (u− (α +m)i)

(α + iu)(m+ α + iu)
.

تابع فوریه تبدیل معکوس تعریف، طبق است. خنثͬ ΁ریس اندازه تحت Xt مشخصه تابع φT آن در که
است زیر صورت به cm(T, k)

cm(T, k) =
١

٢π

∫ +∞

−∞
e−iukψT (u)du.

ͬ شود م حاصل زیر صورت به ١٢ . ۵ فرمول به توجه با طرفͬ از

Cm(T, k) =
e−αk

٢π

∫ +∞

−∞
e−iukψT (u)du. (١۴ . ۵)

داریم ١۴ . ۵ رابطه راست سمت انتگرال برای انتگرال) تقریب (روش ۵ ذوزنقه ای قاعده بردن کار به با

Cm(T, k) ≈
e−αk

π

N∑
j=١

e−iujkψT (uj)△, (١۵ . ۵)

.uj = △(j − ١) و انتگرال بالای حد a = N△ انتگرال، گام طول △ که
مجموع محاسبه برای مؤثر روشͬ سریع، فوریه تبدیل روش

w(v) =
N∑
j=١

e−i ٢π
N

(j−١)(v−١)x(j), (١۶ . ۵)

ͬ کنیم م تعریف ابتدا روش این از استفاده با حال است. v = ١,٢, . . . , N برای

kv = −b+ η(v − ١), (١٧ . ۵)
۵Trapezoidal rule
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گام طول با [−b, b] بازه در توافقͬ قیمت ل·اریتم ارزش های از را، مقدار N رابطه این .b = Nη
٢ که

داریم صورت این در η△ = ٢π
N

ͬ دهیم م قرار سپس ͬ دهد. م η منظم

Cm(kv) ≈
e−αkv

π

N∑
j=١

e−iη△(j−١)(v−١)eibujψT (uj)△.

△های برای دقیق تری قیمت گذاری فرمول تا ͬ کند م ΁کم ما به ۶ سیمپسون قاعده دی·ر، طرف از
آید دست به  زیر صورت به بزرگ

Cm(T, k) =
e−αkv

π

N∑
j=١

e−i ٢π
N

(j−١)(v−١)eibujψT (uj)
△
٣ (٣ + (−١)j − Ij=١),

است. دیری΄له تابع I آن در که
است. سریع فوریه تبدیل روش از استفاده با توانm‐ام خرید اختیار شده اصلاح قیمت فوق، فرمول

۶Simpson’s rule
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نتیجه گیری
تحت را قیمت گذاری ابتدا در شد. ارائه توان اختیار قیمت گذاری برای روش هایی نامه پایان این در
بازار در تلاطم بودن تصادفͬ به توجه با اما بردیم. کار به تعمیم یافته بل΁‐شولز و بل΁‐شولز مدل
تقریب تحلیلͬ، روش های با هستون تصادفͬ تلاطم مدل تحت توان معامله اختیار قیمت گذاری واقعͬ،
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داشته، برتری هایی هستون مدل به نسبت مضاعف هستون مدل این که به توجه با سپس ͬ باشند. م

گرفت. انجام مضاعف هستون مدل تحت توان اختیار قیمت گذاری
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Abstract

We derive semi-analytic solutions for power option prices under the Black-Scholes,
generalized Black- Scholes, Heston and double Heston model, respectively; specifically,
the pricing formula is shown to be valid whenever the power of the underlying asset price
has a finite moment. Unlike the majority of stochastic volatility models, there remains
a significant problem to check the existence of moments of assets prices of order higher
than one. Fortunately, the moment explosion property under the Heston model is exam-
ined. Incorporating with their results, we present explicit formulas for moment generating
function of log price and for power option prices under the circumstances when the corre-
spondingmoments are finite. In case that the correspondingmoment explodes, we provide
two numerical methods to derive prices of power put and capped power call options. In
spite of a simple idea, numerical examples show that the approximations are extremely
accurate and efficient.

keywords: Power Option, Stochastic Volatility, Heston’s stochastic volatilitymodel, Dou-
ble Heston model, Fast Fourier transform
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