




ریاضͬ علوم دانش΄ده

ترکیبیات و گراف گرایش کاربردی، ریاضͬ رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه

احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی درخصوص نتایجͬ
گراف ها

مجیدی نرجس خاتون نگارنده:

راهنما استاد

علیشاهͬ میثم دکتر

١٣٩۵ دی









ͬ ام زندگ ی·انه های به تقدیم

را خداوند او با که بردباری، و مهربانͬ الهه مادرم،
شناختم.

در را حضورش حال همه در و همواره که پدرم، و
کنم. مͬ احساس خود کنار

آرزوهای و امیدها ͬ ها، دلواپس تمام پاس به
من برای آن ها بی پایان

ز



از پس آن که بدون است آخر و باشد، اولͬ او از پیش آن که بدون است اول که را خدایی سپاس
از کنندگان توصیف اندیشه های و فرومانده، دیدنش از بینندگان دیده های که خدایی باشد. آخری او
اختراع خود خواست وفق بر را ایشان و آورده پدید خود قدرت به را آفریدگان شده اند. عاجز وصفش
که حالͬ در است. برانگیخته خود محبت پی در و ساخته روان خود اراده طریق در سپس است. فرموده
خود خدائͬ از آنچه بر را خدای سپاس نهاد. نتوانند پس و پیش قدمͬ نموده تعیین برایشان که حدی از
گشوده ما بر ربوبیتش به علم از که درها آن بر و کرده الهام ما به خود ش΄ر از آنچه بر و شناسانده ما به
ساخته دور خود کار در ΁ش و کجروی از را ما و کرده راهبری آن به را ما که توحیدش در اخلاص بر و
ساخت روان ما بر را پاکیزه روزی های و برگزید ما برای را آفرینش زیبایی های که را خدایی سپاس است.
و فرمانبردار او قدرت به را ما مخلوقاتش همه جهت این از و داد برتری آفریدگان همه تسلط به را ما و
بدن در عضلاتͬ و آلات اعضاء، بسط و قبض برای که را خدایی سپاس ناچارند. ما اطاعت از نیرویش به
کرد برقرار ما (پی΄ر) در کار برای اعضایی و گردانید بهره مند زندگͬ آسایش های از را ما و کرد ترکیب ما
بخشید. سرمایه خود نعمت به و ساخت توانگر خود فضل به و فرمود، اطعام پاکیزه روزی های از را ما و
فرمود نهͬ خود نواهͬ ارتکاب از و بسنجد را طاعتمان تا داد فرمان خود، اوامر پیروی به را ما سپس
به حال این با شدیم. سوار نهیش مرکب بر و گشتیم منحرف امرش راه از پس بیازماید. را ش΄رمان تا
کرد، مدارا ما با کرم روی از خود رحمت به بل΄ه نفرمود؛ تعجیل ما انتقام در و نکرد شتاب ما عقوبت
از نداشتیم را آن تحمل تاب که را آنچه کشید. انتظار را ما بازگشتن حلم روی از خویش مهربانͬ به و
هیچ برای و وانداشته، آسانمان کار به جز و نفرموده تکلیف طاقتمان حد از بیرون و برداشته ما (ذمه)
و نیاید در احصاء به شماره اش و نپذیرد پایان که سپاسͬ است. نگذاشته باقͬ عذری و حجتͬ ما از ΁ی
سبب و او عفو و طاعت به رسیدن موجب که سپاسͬ نباشد. انقطاعͬ مدتش برای و دسترس ͬ اش نهان
و طاعت، پشتیبانͬ و خشم از ایمنͬ و انتقام از پناه و بهشت سوی به راه و آمرزش وسیله و خوشنودی

باشد. او وظایف و حق ادای بر مددکار

السلام) سجاد(علیه امام

استقامت و کردند بیدار من در را جستجو و کشف لذت و دانستن شور کودکͬ از که عزیزم مادر و پدر از
بسیاری روحͬ، آسایش و فکری آرامش کردن فراهم با سال ها، این تمام در و آموختند من به را تلاش و

قدردانم. وجودم تمام با نمودند، آسان من بر را دشواری ها از
نموده فیض کسب محضرشان در که بزرگواری اساتید تمام مقابل در ، معلم والای مقام به احترام پاس به
مراتب و آورده فرود تعظیم سر ساخته ام، سیراب معرفتشان جوشان چشمه از را وجودم تشنه کویر و

ͬ دارم. م ابراز ایشان از را خود گزاری سپاس

مجیدی نرجس خاتون
١٣٩۵ دی

ح



نامه تعهد
ریاضͬ علوم کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی مجیدی نرجس خاتون اینجانب
، گراف ها احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی درخصوص نتایجͬ عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه

ͬ شوم: م متعهد علیشاهͬ میثم راهنمایی تحت

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانش·اه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج

استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا

مجیدی نرجس خاتون
١٣٩۵ دی

نشر حق و نتایج مال΄یت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این ͬ باشد. م شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید

ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
c : V (G) 7−→ {١,٢, . . . , k} مانند تابعͬ ،G گراف از k‐رنگ آمیزی ΁ی ،k عددصحیح هر برای
،k مقدار کمترین .c(u) ̸= c(v) باشیم داشته v و u مجاور راس دو هر برای به طوری که ͬ باشد، م
داده نمایش χ(G) با و شده نامیده G گراف عددرنگͬ باشد، k‐رنگ آمیزی ΁ی دارای G به طوری که

ͬ شود. م
حداقل بتواند V (G) از راس هر به طوری΄ه ͬ باشد م رنگ آمیزی ΁ی ،G گراف از احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی
΁ی در رنگ کلاس تعداد کمترین ،χd(G) یا احاطه گر عددرنگͬ کند. احاطه را رنگ کلاس ΁ی

ͬ باشد. م G از احاطه گر رنگ آمیزی
از راس هر به طوری که ͬ باشد م G از مجاز رنگ آمیزی ΁ی احاطه گرکلͬ، رنگ آمیزی ΁ی همچنین،
،G از χt

d(G) احاطه گرکلͬ عددرنگͬ کند. احاطه را خود کلاس بجز رنگ کلاس ΁ی بتواند ،V (G)

ͬ باشد. م G از احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی در رنگ تعداد کمترین
کران هایی و ͬ دهیم م قرار مطالعه مورد گراف ها از برخͬ روی را احاطه گرکلͬ عددرنگͬ نامه، پایان این در
عدداحاطه گرکلͬ و عددرنگͬ با را گراف ΁ی در احاطه گرکلͬ عددرنگͬ همچنین کرد، خواهیم ارائه آن ها بران

ͬ دهیم. م قرار مقایسه مورد آن

حاصلضرب دکارتͬ، ، ͬ حاصلضرب خارج احاطه گرکلͬ، رنگ آمیزی احاطه گر، رنگ آمیزی کلیدی: کلمات
ابرم΄عب.

ک





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست
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١ فصل
مقدمه

فصل های در نیاز مورد تعاریف مطالعه، مورد موضوع از مختصری تاریخچه به اشاره ضمن فصل این در
تعاریف داشت. خواهیم پایان نامه بعدی فصل های مطالب بر اجمالͬ مروری پایان در و کرده ارائه را بعد

پرداخته ایم. آن ها بررسͬ به نامه پایان این در که است مقالاتͬ و [١] و [٩] ͽمراج از برگرفته فصل این

تاریخچه ١ . ١
گراف های روی بر شده انجام تلاش های از گراف رنگ آمیزی مورد در آمده بدست نتیجه های اولین
که کرد ادعا ،١ گاتری فرانسیس زمان آن در آمد. بدست نقشه ها رنگ آمیزی مسئله حل برای ͹مسط
مͬ نشوند، همرنگ مجاوری ایالت دو هیچ که طوری به بریتانیا، مختلف ایالت های نقشه رنگ آمیزی
آگوستوس خود ریاضͬ معلم برای را مسئله این گاتری برادر .( کافͬ شرط شود( انجام رنگ ۴ با تواند
که نامه ای در میلادی ١٨٢۵ سال در را مسئله این مورگان، دو فرستاد. دانش·اهͬ ͷکال در مورگان، دو
شهر ریاضͬ انجمن در را مسئله این کیلͬ آرتور ١٨٧٩ سال در کرد. مطرح نوشت همیلتون ویلیام به
تصور دهه ΁ی برای و کرد منتشر را آمده بدست نتایج کمپ، آلفرد سال همان در کرد. مطرح لندن
جامعه اعضای از ی΄ͬ عنوان به او زمینه این در کمپ تلاش های برای است. حل شده مسئله این ͬ شد م

شد. انتخاب لندن شهر ریاضͬ انجمن ریاست عنوان به بعدها و سلطتنتͬ
کرد. منتشر رنگ ۵ برای را مسئله این اثبات و است بوده اشتباه کمپ استدلال که کرد ادعا ،٢ هیوود

١Francis Guthrie
٢Heawood



مقدمه ٢

در که گرفت صورت رنگ با۴ نقشه رنگ آمیزی روش های اثبات برای زیادی تلاش های معاصر قرن در
هیوود خود ایده های ΁کم به مسئله این ،۴ هاکن ولفگانگ و ،٣ اپل کنت توسط ١٩٧۶ سال در نهایت
نشد. ͽواق قبول مورد مسئله، اثبات برای کامپیوتر از استفاده دلیل به زمان آن در که شد انجام کمپ و
طوری به است، گرفته قرار بررسͬ مورد ال·وریتمͬ مسئله ΁ی عنوان به ٧٠ دهه اوایل از گراف رنگ آمیزی

است. گرفته قرار کرد معرفͬ ۵ کارپ که NP‐کامل، مسئله ٢١ از ی΄ͬ جزء که
منابع کمبود مش΄ل آن در که تخصیص مسائل حل برای کاربردی مدل ΁ی به صورت گراف رنگ آمیزی
در و گراف نظریه گسترش در کلیدی نقش و ͬ باشد م مطرح زمانبندی، مسائل حل نیز، و است نظر مد

دارد. برعهده ترکیبیات سازی بهینه و ریاضیات در کلͬ حالت
نخست مفهوم این گیری ش΄ل ایده است. گراف نظریه در مهم پارامترهای از دی·ر ی΄ͬ احاطه گری مفهوم
صورت این به سوال ͬ گردد. برم شد، مطرح باز ͷشطرن ΁ی توسط که سوالͬ به ͺپاس در ١٨۵٠ سال در

بود:
΁ی توسط یا ͷشطرن خانه هر که داد قرار طوری ͷشطرن صفحه در بتوان که وزیرهایی تعداد کمترین

چندتاست؟ باشد، تحدید مورد وزیر ΁ی توسط یا و شود پر وزیر
صورت این به را یال ها و ͬ کنیم م متناظر راس ۶۴ با گراف ΁ی به را ͷشطرن صفحه سوال، این به ͺپاس در
برود دی·ری خانه به حرکت ΁ی با بتواند دارد قرار آن در که خانه ای از وزیر ΁ی اگر که ͬ گیریم م درنظر
با صورت این در داشت. خواهد وجود یال مذکور، گراف در خانه ها آن متناظر رئوس بین این صورت در

داده ایم. ͺپاس بالا سوال به ،ͷشطرن صفحه متناظر گراف برای احاطه گر عدد کردن پیدا

ͷشطرن صفحه در وزیر تعداد کمترین :١ . ١ ش΄ل

۶ کوکاین توسط ١٩٨٠ سال در ،ͷشطرن صفحه در وزیرها مساله از الهام با نیز احاطه گر کلͬ مفهوم
٣Kenneth Appel
۴Wolfgang Haken
۵Karp
۶Kvkayn



٣ تعاریف

کمترین ،ͷشطرن صفحه در ͬ کند. م محدودتر را احاطه گری شرایط مفهوم، این شد. مطرح دی·ران و
همان دهند قرار تحدید مورد یا و کنند اشغال یا را ͷشطرن خانه های تمام بتوانند که وزیری تعداد
مفهوم صورت این در باشد تحدید مورد دی·ر وزیری توسط نیز وزیر هر خانه اگر و است گر احاطه عدد

داشت. خواهیم را احاطه گرکلͬ
است گرفته قرار مطالعه مورد احاطه گری کلͬ و احاطه گری با رنگ آمیزی بین ارتباط اخیر سال های در
شده مفاهیم این تلفیق خصوص در بیشتر تحقیق به منجر کاربردی، مسائل از برخͬ در آن ها کاربرد و

است.

تعاریف ١ . ٢
ͬ اند. متناه و بدون جهت ساده، پایان نامه، این در بررسͬ مورد گراف های تمام

راس باشد. E(G) یال های مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با گرافͬ G کنید فرض .١ . ٢ . ١ تعریف
باشد. uv ∈ E(G) اگر ͬ باشد، م v راس به مجاور u راس ب·یرید، نظر در را v ∈ V

باشد. E(G) یال های مجموعه و V (G) راس های مجموعه با ساده گرافͬ G کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
به طوری که ͬ  شود، م گفته c : V (G) → {١,٢, . . . , k} تابع به  ،G گراف مجاز k‐رنگ آمیزی ΁ی
مجموعه ،١ ≤ i ≤ k ،iهر برای حقیقت در .c(u) ̸= c(v) داریم v و u مجاور راس دو هر به ازای

ͬ نامیم. م i رنگͬ کلاس را آن که است مستقل مجموعه ای بودن، ناتهͬ صورت در c−١(i)

آن و باشد مجاز k−رنگ  پذیر ،G که k مقدار کمترین از است عبارت G گراف رنگͬ عدد .١ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش χ(G) با را

متناوبا آن جمله های که W = v٠e١v١e٢v٢ · · · ekvk ناتهͬ دنباله ،G گراف در گشت: .۴ . ١ . ٢ تعریف
از گشت ΁ی را باشد vi−١, vi ،ei انتهای دو ،١ ≤ i ≤ k برای که قسمͬ به هستند، یال ها و راس ها

گویند. vk به v٠

ͬ نامند. م مسیر را W باشند، متفاوت W گشت راس های اگر .۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ شود. م گفته مسیر طول مسیر، ΁ی یال های تعداد به .۶ . ١ . ٢ تعریف

ͬ شود. م نامیده دور باشند، متمایز آن داخلͬ راس های و ابتدا که بسته  ای مسیر .١ . ٢ . ٧ تعریف
از مسیری G از v و u متمایز راس دو هر به ازای گاه هر ͬ شود م نامیده همبند G گراف .١ . ٢ . ٨ تعریف

باشد. موجود v به u

دو هر برای اگر ب·یرید، درنظر را V رئوس مجموعه ی از V١, V٢, . . . , Vw افراز ΁ی .١ . ٢ . ٩ تعریف
در v و u اگر تنها و اگر باشد داشته وجود آن ها بین مسیر ΁ی ،V به متعلق v و u متفاوت راس
G[V١], G[V٢], . . . , G[Vw] زیرگراف های به آن گاه باشند، داشته قرار افراز از ی΄سان، Vi مجموعه ΁ی

گوییم. G همبندی مولفه های



مقدمه ۴

G گراف همبندی مولفه را گراف همبند بخش های باشد. ناهمبند گرافͬ G فرض .١ . ٢ . ١٠ تعریف
وجود را هم ارزی رابطه و کرد افراز همبندی اش مولفه های به را گراف ͬ توان م در این صورت ͬ نامیم. م

گرفت. درنظر مولفه دو بین مسیر

گراف باشند، شده متصل ی΄دی·ر به یال ΁ی توسط متمایز راس دو هر آن در که گرافͬ .١ . ٢ . ١١ تعریف
و Cn و Pn از منظور همچنین ͬ دهیم. م نمایش Kn با را راسͬ n کامل گراف ͬ شود. م نامیده کامل

ͬ باشد. م n+ ١ مرتبه از چرخ و راسͬ n دور و مسیر به ترتیب Wn

،w و v راس دو هر برای و V (G) رئوس مجموعه با ͬ باشد م Ḡ گراف ،G گراف م΄مل .١ . ٢ . ١٢ تعریف
.vw /∈ E(G) اگر تنها و اگر vw ∈ E(Ḡ)

ͬ دهیم. م نشان K̄n با و ͬ باشد م یال فاقد و راس n با گرافͬ کامل، گراف م΄مل .١ . ٢ . ١٣ تعریف
dg(v) با را آن و نامیده راس آن درجه را G گراف از v راس هر از گذرنده یال های تعداد .١۴ . ١ . ٢ تعریف
را درجه کوچ΄ترین و ∆(G) با را G گراف راس های درجات میان در درجه بزرگترین ͬ دهیم. م نمایش

ͬ دهیم. م نمایش δ(G) با

ͬ شود. م نامیده d‐منتظم گراف باشد، d آن راس هر درجه که گرافͬ .١۵ . ١ . ٢ تعریف
E(H) ⊆ V (G) و V (H) ⊆ V (G) که است H مانند گرافͬ ،G گراف از زیر گراف هر .١۶ . ١ . ٢ تعریف

باشد.

زیرگراف H باشد، V (H) = V (G) و H ⊆ G اگر ،H و G دلخواه گراف هر برای .١ . ٢ . ١٧ تعریف
ͬ شود. م نامیده G فراگیر

مجموعه که را G زیرگراف ͬ کنیم. م فرض V از ناتهͬ زیرمجموعه را S مجموعه .١ . ٢ . ١٨ تعریف
S در انتهایش دو هر به طوری که باشد G یال های از زیرمجموعه ای یال هایش، مجموعه و S راس هایش

ͬ دهند. م نمایش G[S] با و نامیده S توسط شده القا زیرگراف دارند، قرار

ͬ نامیم. م G خوشه ی گراف را G گراف از کامل زیرگراف  هر .١ . ٢ . ١٩ تعریف
داشت. خواهیم را زیر تعریف ،١ . ٢ . ١ تعریف به توجه با حال

نامیده v راس همسای·ͬ را باشند مجاور G گراف از v راس با که راس ها از مجموعه ای .١ . ٢ . ٢٠ تعریف
ͬ دهیم. م نمایش N(v) با و

راسͬ دو هیچ گاه هر ͬ نامیم، م مستقل مجموعه را G گراف راس های از S زیرمجموعه .١ . ٢ . ٢١ تعریف
.|N(v) ∩ S| = ٠ باشیم داشته v ∈ S راس هر برای یعنͬ نباشند، مجاور S مجموعه در

کرد، افراز چنان q و P بخش دو به را راس هایش بتوان اگر است، دوبخشͬ G گراف .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
نباشند. مجاور بخش ΁ی در موجود راس های به طوری که



۵ فصل ها بر مروری

تمام با بخش، هر از راس هر به طوری که است دوبخشͬ گرافͬ کامل، دوبخشͬ گراف .١ . ٢ . ٢٣ تعریف
نشان Kr,s به صورت s و r مانند بخش دو با کامل گرافͬ باشد. مجاور دی·ر بخش در موجود راس های

ͬ شود. م داده

ͬ شود. م نامیده پنجه ΁ی ،K١,٣ کامل دوبخشͬ گراف پنجه:

گرافͬ از است عبارت ͬ شود م داده نمایش Kn١,n٢,...,np با که کامل p‐بخشͬ گراف .٢۴ . ١ . ٢ تعریف
مجاورند. هم با دوبه دو رئوس این تمامͬ که ͬ باشد م رئوسͬ دارای بخش هر که مجزا بخش p دارای

ͬ باشد. م دور بدون و همبند گرافͬ درخت، .٢۵ . ١ . ٢ تعریف
ͬ نامیم م پشتیبان راس را برگ ΁ی مجاور راس و برگ را ΁ی درجه از راس گراف، ΁ی در .٢۶ . ١ . ٢ تعریف

فصل ها بر مروری ١ . ٣
دوم، فصل در است. شده پرداخته منابع در شده عنوان مقالات نتایج بررسͬ به پایان نامه این در
بررسͬ مورد وتری، گراف های و گراف ها مجزا P۴‐آزاد، C۴‐آزاد، گراف های برای احاطه گر رنگ آمیزی
عدرنگͬ تشخیص برای چندجمله ای زمان ال·وریتم و آمده به دست برای شان کران هایی و گرفته قرار

ͬ باشد. م [١] ͽمرج از برگرفته فصل این مطالب کلیه است. ارائه شده سه، مساوی یا کمتر احاطه گر
سختͬ دارای که شده داده نشان و گرفته قرار بررسͬ مورد احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی مفهوم سوم فصل در
،P̄n ،C̄n ،Wn ،Pn ،Cn گراف های برای احاطه گرکلͬ رنگͬ عدد و است NP‐کامل مرتبه از محاسبه
در که است شده ثابت به علاوه و آمده بدست کران هایی و شده بررسͬ درخت ها و p‐بخشͬ k‐منتظم،

است. [٩] ͽمرج از برگرفته فصل این مطالب کلیه ͬ باشند، م دقیق کران ها این گراف ها از برخͬ
نیز، و گراف دو حاصلضرب خارجͬ و حاصلضرب دکارتͬ روی احاطه گرکلͬ عددرنگͬ نیز آخر فصل در

است. شده استفاده [١٢] ͽمرج از نیز فصل این مطالب برای است، گرفته قرار بررسͬ مورد ابرم΄عب





٢ فصل
گراف ها از برخͬ در احاطه گر رنگ آمیزی

مقدمه ٢ . ١
مورد ایشان توسط نیز آن از قبل و شد معرفͬ [۵] در گرا١ توسط اخیرا احاطه گر رنگ آمیزی کلͬ مفهوم
سختͬ که شده داده نشان نخست شده. بیان [۵ ،٣] در مفهوم این مهم بعد دو بود. گرفته قرار مطالعه
که گراف هایی برای بیشتر دقت با و ͬ  باشد م NP درجه از گراف، ΁ی از احاطه گر عددرنگͬ محاسبه
کران های سپس ،[۵] است NP‐کامل درجه از باشد، k ≥ ۴ به طوری که k از بیشتر عددرنگͬ دارای
ͬ دهد م نشان که شده بیان [۵] و [۴] در دلخواه گراف ΁ی برای احاطه گر عددرنگͬ روی پایین و بالا

رابطه G دلخواه گراف هر برای

max{γ(G), χ(G)} ≤ χd(G) ≤ γ(G) + χ(G) (٢ . ١)

است. برقرار
دارد، وجود بودن NP‐کامل مش΄ل که آن جا از و ͬ پردازیم م جنبه ها این کاربرد بیان به فصل این در
کران های جستجوی برای همچنین و گیرد قرار بررسͬ مورد گراف ها از خاصͬ کلاس های که است طبیعͬ
توضیحات احاطه گر عددرنگͬ محاسباتͬ پیچیدگͬ مورد در احاطه گر، عددرنگͬ روی جدید پایین و بالا
و (٢ . ٢ . ١ (قضیه است آسان گیری تصمیم باشد، χd(G) ≤ ٢ اگر که شده داده  نشان و ارائه بیشتری
گیری تصمیم زمان چندجمله ای، در ͬ توان م ، ٣ برابر احاطه گر عددرنگͬ با گراف های برای که شده ثابت

.( ١ . ۴ . ٢ (قضیه کرد
١Gera



گراف ها از برخͬ در احاطه گر رنگ آمیزی ٨

ͬ باشند. م ١و٢و٣ برابر عددرنگͬ با گراف های ساختار از کامل توصیف ΁ی شامل قضیه دو این
بعضͬ در کران ها این که ͬ کنیم م بیان دوم، قسمت در احاطه گر عددرنگͬ پایین و بالا کران خصوص در
از کلاس هایی کردن پیدا ͬ آید م بوجود طبیعتا که سوالͬ ͬ شوند. م تعریف گراف ها از خاص کلاس های از
بخش در ͬ سازد. م مم΄ن چندجمله ای زمان در را گراف ها احاطه گر عددرنگͬ محاسبه که گراف هاست
و ͬ باشد م مم΄ن P۴‐آزاد گراف های کلاس برای احاطه گر عددرنگͬ محاسبه که است شده ثابت ،۵ . ٢

است. شده باز درخت ها برای ͬ مانده ها باق مش΄ل دی·ر طرف از

تعاریف ٢ . ٢
از راس هر اگر DSگوییم، اختصار به یا احاطه گر مجموعه ΁ی را D ⊆ V (G) مجموعه .٢ . ٢ . ١ تعریف

باشد. D در مجاورتͬ دارای V (G)−D

N [D] = V (G)

ͬ باشد. م احاطه گر مجموعه ΁ی اندازه کمترین ͬ شود، م داده نشان γ(G) با که G گراف احاطه گر عدد

را ،٢ . ١ ش΄ل گراف مثال عنوان به ͬ کند. م احاطه را همسای·انش همه ی و خود ،G از راس هر
رئوس تمامͬ احاطه گر، مجموعه عضوهای عنوان به v٢, v٣, v۶ رئوس گرفتن نظر در با ب·یرید، نظر در

G گراف :٢ . ١ ش΄ل

شد. خواهند احاطه ،٢ . ٢ ش΄ل طبق ͬ مانده باق
٣ برابر گراف این احاطه گر عدد لذا است مم΄ن تعداد کمترین انتخابی، عضوهای تعداد طرفͬ از و

بود. خواهد

گراف از مجاز k‐رنگ آمیزی ΁ی ،DC اختصار به یا G گراف از احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی .٢ . ٢ . ٢ تعریف
کلاس ΁ی حداقل v ∈ V (G) راس هر به ازای به طوری که ͬ باشد م {X١, . . . , Xk} کلاس های با G

شود. احاطه v توسط کامل به طور که باشد داشته وجود ١ ≤ i ≤ k هر برای Xi مانند رنگ



٩ تعاریف

G گراف احاطه گر مجموعه عضوهای :٢ . ٢ ش΄ل

گراف احاطه گر رنگͬ عدد را احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی در رنگ، کلاس های تعداد کمترین .٢ . ٢ . ٣ تعریف
ͬ دهند. م نمایش χd(G) با و گویند G

ͬ باشد. م برقرار χ(G) ≤ χd(G) رابطه ی همواره ،G گراف هر برای

F با ی΄ریخت زیرگراف شامل اگر گوییم F‐آزاد را G گراف ب·یرید، درنظر را F گراف .۴ . ٢ . ٢ تعریف
نباشد.

آن گاه باشد، گراف ΁ی G کنید فرض [١] .٢ . ٢ . ١ قضیه
G = K١ ⇔ χd(G) = ١ (١

r, s ≥ ١ Kr,sبا ویا K̄٢ با باشد Gبرابر ⇔ χd(G) = ٢ (٢

ͬ بایست م راس ها تعداد به در نتیجه ندارد وجود یالͬ پس باشد، ΁ی برابر احاطه گر عددرنگͬ اگر برهان.
است. راس ΁ی دارای تنها G گراف پس شود احاطه گر که باشد موجود رنگͬ کلاس

آن احاطه برای در نتیجه و است راس ΁ی تنها شامل ما گراف پس باشد، G = K١ کنیم فرض برعکس:
.χd(G) = ١ داریم، و است کافͬ رنگ ΁ی

΁ی راس های همه به آن رنگ آمیزی برای این صورت در باشد G = Kr,s اگر دوم، قسمت اثبات برای
،Kr,s گراف راس های ترتیب این به ͬ دهیم م دی·ری رنگ دی·ر، بخش راس های به و رنگ ΁ی بخش
با اول بخش از راس هر پس است کامل دوبخشͬ گراف چون و شدند مشخص رنگ دو با و بخش دو به
ͬ کند، م احاطه را دی·ر بخش رئوس تمام بخش، هر از راس هر پس است. مجاور دوم بخش از راس هر

.χd(G) = ٢ داریم پس
به راس دو این کردن احاطه برای که ͬ باشد، م راس دو با و یال بدون گرافͬ یعنͬ باشد، G = K̄٢ اگر

.χd(G) = ٢ پس داریم نیاز مجزا رنگ دو
رنگ  آمیزی در رنگ کلاس دو S١, S٢ کنید فرض و باشد χd(G) = ٢ با گرافͬ ،G کنید فرض برعکس:
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تمام گراف، از راس هر ازای به چون باشد، کامل دوبخشͬ گراف ΁ی G اگر باشند. G گراف از احاطه گر
است. تمام اثبات پس ͬ شوند م احاطه کامل به طور کلاس ΁ی در موجود راس های

راسͬ بخش، ΁ی xاز مانند راسͬ به ازای به عبارتͬ نباشد، کامل دوبخشͬ G گراف که ͬ کنیم م فرض پس
|S١| ≥ ٢, |S٢| ≥ ͬ کنیم٢ م فرض نباشند. مجاور راس دو این که است موجود مقابل بخش در y مانند
ندارد ام΄ان ولͬ کند، احاطه را کلاس  رنگ ΁ی باید x راس احاطه گر، رنگ آمیزی تعریف طبق باشد.
ͬ تواند نم هم را خود کلاس طرفͬ از و ͬ کند نم احاطه را مقابل بخش کل پس نیست مجاور y با چون

دارد. عضو دو حداقل کلاس این چون کند، احاطه
ͬ باشد. م K̄٢ گراف همان که باشد. |S١| = |S٢| = ١ که است این دارد ام΄ان که حالتͬ تنها پس

΁ی در ͬ توان م χd(G) ≤ ٢ رابطه در گراف ΁ی کردن صدق خصوص در ،٢ . ٢ . ١ قضیه به توجه با
کرد. تصمیم گیری چندجمله ای، زمان

پایین تر ٢ . ٣ کران  های
نسبت که ͬ شود م ارائه گراف ها از ویژه کلاس دو در احاطه گر عددرنگͬ برای پایینͬ کران  بخش این در

هستند. قوی تر [۵ ،۴] از عمومͬ، پایین کران به
باشیم. داشته مروری احاطه گری، عدد درباره ΁کلاسی نتیجه بر که است نیاز منظور، این برای

n/٢ برابر حداکثر تنها، راس بدون و n مرتبه از G گراف هر احاطه گری عدد که کرد ثابت [١٣] ٢ اره
ͬ باشد. م

ͬ کنیم. م ارائه را گراف ΁ی کرونای تعریف ادامه در
ͬ شود م ساخته این صورت به و ͬ شود. م داده نشان H∗ به صورت که است گرافͬ ،H مانند گرافͬ کرونای
ͬ کنیم. م اضافه H گراف به و گرفته نظر در را، vv′ یال و v′ جدید راس ΁ی ،H از v راس هر ازای به که

رابطه در دوبخشͬ گراف هر H∗ کرونای که داریم، [٣] از

χd(H
∗) = γ(H∗) + ١ = |V (H)|+ ١

ͬ باشد. م برقرار نیز H دلخواه گراف هر برای قاعده این البته ͬ کند. م صدق
بود. خواهد سودمند مطالب، بررسͬ ادامه ی در زیر قضیه

γ(G) = n/٢ آنگاه باشد، تنها راس فاقد و n زوج مرتبه از گرافͬ G کنید فرض .([١۴ ،٢]) ٢ . ٣ . ١ قضیه
باشد. همبند گراف ΁ی کرونای ویا C۴ دور ΁ی ،G از مولفه هر اگر تنها و اگر است،

کرد. ثابت را زیر قضیه ͬ توان م شده گفته مطالب به توجه با

گرافͬ ،G گراف (الف) به طوری که باشد، n ≥ ٢ مرتبه از همبند گرافͬ G کنید فرض [١] .٢ . ٣ . ٢ قضیه
χd(G) ≥ γ(G) + ١ آن گاه نباشد، C۴ و باشد آزاد پنجه ،G گراف (ب) یا باشد، C۴‐آزاد

٢Ore
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در ،Kr,s یا و است K̄٢ یا ما گراف ،٢ . ٢ . ١ قضیه طبق صورت این در باشد، χd(G) = اگر٢ برهان.
شرط دو هر چون نداریم، بحثͬ بودنش C۴‐آزاد و بودن آزاد پنجه درخصوص و است برقرار K̄٢ مورد

نیست. همبند ،K̄٢ که باشد همبند باید ما گراف فرض طبق ولͬ دارد را
ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به ،Kr,s مورد در

زیرگراف القایی ΁ی حداقل و ͬ باشد، نم پنجه آزاد ،Kr,s گراف صورت این در باشد، s ≥ ٣ یا و r ≥ ٣ اگر
باشند. ٣ مساوی یا بزرگتر ͬ توانند نم r و s از هیچ کدام پس داشت. خواهیم ،٢ . ٣ ش΄ل به صورت

پنجه :٢ . ٣ ش΄ل

ب·یرند. را ٢ مقدار حداکثر ͬ توانند م درنتیجه
ͬ باشد. م C۴ که داشت خواهیم را ۴ . ٢ گراف این صورت در چون ندارد ام΄ان هم r = s = ٢ خود اما

C۴ گراف :۴ . ٢ ش΄ل

بود. خواهند زیر به صورت مم΄ن حالت های پس

طبق و بود خواهد γ(G) = ١ و داشت خواهیم را K١,١ گراف این صورت در باشد، r = s = ١ اگر (١
ͬ باشد. م برقرار χd(G) ≥ γ(G) + ١ نامساوی قضیه، ح΄م
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و بود خواهد γ(G) = ١ و داشت خواهیم را K٢,١ گراف این صورت در باشد، r = ٢ و s = ١ اگر (٢
ͬ باشد. م برقرار χd(G) ≥ γ(G) + ١ نامساوی قضیه، ح΄م طبق

و بود خواهد γ(G) = ١ و داشت خواهیم را K١,٢ گراف این صورت در باشد، r = ١ و s = اگر٢ (٣
ͬ باشد. م برقرار χd(G) ≥ γ(G) + ١ نامساوی قضیه، ح΄م طبق

باشد χd(G) = k و χd(G) ≤ γ(G) ͬ کنیم م فرض ،n ≥ ٣ برای و χd(G) ≥ ٣ برای حال
زیر به صورت را |Vk| باشند، V (G) از احاطه گر رنگ آمیزی ΁دری رنگͬ کلاس های V١, V٢, . . . , Vk و

ͬ گیریم. م درنظر
|Vk| = max{|Vi|,١ ≤ i ≤ k}

بود. خواهد |Vi| ≥ ٢ ،i ΁ی برای حداقل این صورت در
بود، خواهد ١ برابر همه اندازه پس باشد، ٢ مساوی یا بزرگتر Vi اندازه که باشد نداشته وجود iای، اگر
،γ(G) ≤ n/٢ داریم اره قضیه طبق ͬ شود. م χd(G) = n مقدار نتیجه در و k = n مقدار پس

ͬ باشد. م تناقض که χd(G) = n > γ(G) داشت خواهیم درنتیجه
پس ͬ دهیم، م نشان Vk با را بزرگترین شان که بود خواهد ٢ مساوی بزرگتر کلاس ΁ی اندازه حداقل پس

ͬ باشد. م |Vk| ≥ ٢
Vk در را همسای·ͬ بیشترین که ͬ کنیم م انتخاب چنان را Vi در vi راس ،i ∈ {١, . . . , k−١} هر برای
هر احاطه گر، رنگ آمیزی تعریف طبق باشد. D = {v١, v٢, . . . , vk−١} ͬ کنیم م فرض و باشد داشته
کنند، احاطه را Vk کلاس ͬ توانند نم Vk راس های ͬ کند. م احاطه را رنگ کلاس ΁ی حداقل Vk از راس
راس هر به طوری که i ̸= k دارد وجود پس است، |Vk| ≥ ٢ و ͬ باشد م راس ΁ی از بیش شامل Vk چون
پس ͬ کند م احاطه را کلاس ΁ی ،k کل آن جایی که  از ͬ کند، م احاطه را Vi رنگ کلاس ΁ی حداقل Vk از
در همسایه ΁ی حداقل کنیم انتخاب که راسͬ هر نتیجه در و باشد متصل ͬ بایست م vi ΁ی به حداقل

دارد. D

نیست، G از احاطه گر مجموعه D این صورت در ،χd(G) = k و χd(G) ≤ γ(G) داشتیم فرض طبق
وجود V (G)−D مجموعه به متعلق y راس پس ͬ باشد. م k از کوچ΄تر کردیم معرفͬ که Dای چون
نشود، احاطه که باشد داشته وجود y مانند راسͬ اگر نیست. مجاور D راس های از هیچ کدام با که دارد
و ͬ کنند، م احاطه را خودشان Viها، چون نیست Viها از هیچ کدام یعنͬ ندارد، وجود D در y پس
چون نیست هم Vk به متعلق طرفͬ از ͬ شده. م احاطه این صورت در چون ندارد D در هم همسایه ای
به علاوه و باشد آمده Viها از ی΄ͬ در ͬ باید م y اولا پس داشتند. D در همسایه ΁ی حداقل Vk رئوس تمام
احاطه را V١ کلاس ،y کند.اگر احاطه کامل طور به را Vjای ΁ی ͬ باید م احاطه گر رنگ آمیزی تعریف طبق
D توسط این صورت در چون نیست متصل v١ به که کردیم فرض ما ولͬ است متصل v١ به پس کند
احاطه ͬ تواند م که را جایی تنها پس کند، احاطه ͬ تواند نم را Viای هیچ دلیل همین به و ͬ شد م احاطه
طرفͬ از کند. احاطه را Vk که است قرار چون باشد متصل Vk اعضای همه به بایستͬ پس است، Vk کند

ͬ باشد. م y ̸= vh و است Vh در هم vh

که بودیم گفته طرفͬ از دارد، مجاور Vk در |Vk| اندازه به یعنͬ است متصل Vh اعضای همه به y وقتͬ
در vh همسای·ان تعداد پس گرفته قرار D در و شده انتخاب که دارد Vk در را همسای·ͬ بیشترین vh
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تعداد پس ͬ شده، م انتخاب y این صورت در چون باشد ͬ تواند نم Vk در y همسای·ان تعداد از کمتر Vk

دور ΁ی Vk از راس دو و vh و y صورت این در باشد. باید میزان همین به هم، Vk در vh ͬ های همسای·
ͬ کنند م القاء G در C۴

پنجه باید G این رو از هستیم، (ب) حالت در پس باشیم ͬ توانیم نم (الف) حالت در داریم مربع چون و
ایجاد پنجه آنگاه باشد، ٢ از بیشتر اگر چون ͬ باشد م |Vk| = ٢ نتیجه در نباشد، هم C۴ و باشد آزاد

ͬ شود. م
این رو از .|Vi| ≤ ٢ داریم i ≤ k هر برای پس شد، |Vk| = ٢ آن جایی که از

٢ = |Vk| ≥ max{|Vi| | i ∈ {١, . . . , k − ١}}

n = |V (G)| =
k∑

i=١
|Vi| ≤

k∑
i=١

٢ = ٢k ⇒

k ≥ n/٢ ⇒ χd(G) ≥ n/٢

داریم پس
K ≥ n/٢ و k ≤ γ(G)

⇒ γ(G) ≥ n/٢

γ(G) ≤ n/٢ داریم اره قضیه طبق طرفͬ از و

⇒ γ(G) = n/٢

کنیم. استفاده ،٢ . ٣ . ١ قضیه از ͬ توانیم م پس شده γ(G) = n/٢ چون
باشد. همبند گراف ΁ی از کرونایی باید پس نیست، C۴ ΁ی G گراف فرض، طبق

|V (H∗)| = ٢ این صورت در باشد، |V (H)| = ١ اگر چون ͬ باشد، م |V (H)| ≥ ٢ این صورت در
باشد. |V (H∗)| ≥ ٣ کردیم فرض ما ͬ که درصورت ͬ شود، م

است همبند چون نباشد، خوشه H اگر دارد، راس سه حداقل که است همبند گراف ΁ی H گراف پس
ͬ باشد. م ،۵ . ٢ ش΄ل مانند القایی، مسیر u− v − w ΁ی شامل پس

مسیرالقایی :۵ . ٢ ش΄ل
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است. ،۶ . ٢ ش΄ل به صورت آن کرونای و

H گراف کرونای :۶ . ٢ ش΄ل

بیفتد، اتفاق ͬ تواند نم چیزی چنین و است تناقض که ͬ کنند، م القا H∗ در پنجه ΁ی u, v, v′
, w رئوس

ͬ باشد. م آن کرونای و خوشه ΁ی ͽجم صورت به G نتیجه در باشد. خوشه ΁ی ͬ بایست م H پس
داریم و ͬ باشد م احاطه گر مجموعه کوچ΄ترین H اعضای و

γ(G) = |V (H)|

خودش H مجموعه هستند مجاور هم با دو به دو اعضایش تمام و است کامل گراف ΁ی H آن جایی که از
ͬ کند. م احاطه هم را G کل H پس دارند H در همسایه ΁ی G اعضای تمامͬ طرفͬ از و ͬ کند م احاطه را
استفاده H رنگ آمیزی در رنگ |V (H)| تعداد به پس ͬ دهیم، م مجزا رنگ ΁ی H رئوس از راس هر به
γ(G) + ١ با رنگ آمیزی ΁ی پس ͬ دهیم، م متفاوت رنگ ΁ی هم H از خارج رئوس بقیه به و ͬ شود، م

است. احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی که داشت خواهیم رنگ
ͬ بایست م کنیم رنگ آمیزی رنگ، تا γ(G) با را گراف بخواهیم اگر .χd(G) ≤ γ(G) داشتیم فرض طبق
برای رنگ تا γ(G) تمام پس ͬ باشد، م γ(G) = |V (H|) آن جایی که از بدهیم، رنگ ΁ی راس هر به
عمل این صورت به کرونا توسط شده اضافه راس های رنگ آمیزی برای حال ͬ رود، م ب΄ار H رنگ آمیزی
ازای به احاطه گر، رنگ آمیزی تعریف طبق ͬ دهیم. م ٢ رنگ ،H در ١ رنگ به مجاور راس به ͬ کنیم، م
از کدام هیچ کند، احاطه کاملا را کلاس آن بتواند راس این که باشد داشته وجود کلاسͬ باید راس هر
این صورت غیر در چون ب·یرند را رنگ تا γ(G) آن از جدا رنگͬ ͬ توانند نم کرونا در شده اضافه راس های
داشت خواهد وجود راس دو رنگ، هر ازای به G گراف در پس کنند. احاطه را خود کلاس ͬ توانستند م
ب·یرید، درنظر را کرونا از i راس کروناست. توسط شده اضافه رئوس از دی·ر راس و H در راس ΁ی که
نیست مم΄ن ولͬ کند احاطه کاملا را کلاس ΁ی بتواند باید راس این احاطه گر، رنگ آمیزی تعریف طبق
دی·ر، راس آن با i و دارند قرار رنگ کلاس ΁ی در کرونا از دی·ر راس ΁ی با H در i به مجاور راس چون

رسیدیم. تناقض به که χd(G) > γ(G) پس نیست مجاور

داشت. خواهیم وتری گراف های برای را زیر نتیجه ،٢ . ٣ . ٢ قضیه از دستاورد ΁ی عنوان به
ͬ دهیم: م ارائه وتری گراف از تعریفͬ ابتدا
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این رو از باشد، وتر شامل آن از بیشتر یا ۴ طول به دور هر که است گرافͬ وتری، گراف .٢ . ٣ . ١ تعریف
است. C۴‐آزاد وتری، گراف هر

نیست. دور به متعلق یال این ͬ که درحال ͬ کند م وصل بهم را دور از راس دو که است یالͬ وتر،

ͬ کند. م صدق χd(G) ≥ γ(G) + ١ رابطه در ،n ≥ ٢ مرتبه از G وتری گراف هر [١] .٢ . ٣ . ١ نتیجه
مانند وتری گراف هر برای ،٢ . ٣ . ٢ قضیه طبق لذا است، C۴‐آزاد وتری گراف هر آن جایی که از برهان.

داریم: ،G
χd(G) ≥ γ(G) + ١

احاطه گر عددرنگͬ دقیق مقدار محاسبه ͬ باشد. م درختان با رابطه در ،٢ . ٣ . ٢ قضیه دی·ر نتیجه
ارائه زیر نتیجه صورت به که دارد وجود کرانͬ خصوص این در ولͬ ͬ باشد، م باز مساله ای درخت ΁ی

ͬ کنیم. م

صدق γ(T ) + ١ ≤ χd(T ) ≤ γ(T ) + ٢ رابطه در ،n ≥ ٢ مرتبه از T درخت هر [١] .٢ . ٣ . ٢ نتیجه
ͬ کند. م

،T مانند درخت هر برای ،٢ . ٣ . ٢ قضیه طبق لذا است، C۴‐آزاد گراف ΁ی درخت هر چون برهان.
داریم:

χd(T ) ≥ γ(T ) + ١

داریم: رابطه ی(٢ . ١)، طبق طرفͬ از

χd(T ) ≤ γ(T ) + ٢

رابطه لذا
γ(T ) + ١ ≤ χd(T ) ≤ γ(T ) + ٢

ͬ باشد. م برقرار

که هستند گراف هایی مجزا، گراف های ͬ کند. م صدق نیز مجزا مورد گراف های در ،٢ . ٣ . ٢ قضیه
کرد. افراز مستقل مجموعه ΁ی و خوشه ΁ی به را راس هایشان مجموعه بتوان

و Q خوشه ΁ی به راس هایش مجموعه و باشد همبند مجزاگراف ΁ی G کنید فرض [١] .٢ . ٣ . ٣ قضیه
تنها و اگر χd(G) = γ(G) + ١ آن گاه باشد. مینیمال ،Q به طوری که شوند افراز مستقل مجموعه ΁ی

باشد. پشتیبان راس ΁ی Q از راس هر اگر
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ب·یرید نظر در G برای مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی را D و χd(G) = γ(G)+١ کنید فرض برهان.
از باشد، S به متعلق که باشد داشته وجود D در y راس اگر باشد. Q از راس تعداد بیشترین شامل که
ͬ گیریم م درنظر Q در y همسایه را w دارد، Q در همسایه ای y پس است همبند G گراف آن جایی که
از احاطه گر مجموعه ΁ی ،(D ∪ {w})− {y} = D

′ این صورت در نیست. D به متعلق w به طوری که
گفته ما چون دارد تناقض D انتخاب با که ͬ باشد م D به نسبت Q از راس بیشترین شامل که است G

دارد. را Q رئوس از تعداد بیشترین D که بودیم
داریم پس ب·یرد را Q کل ͬ تواند م حداکثر و باشد داشته را S از عضوی ͬ تواند نم D مجموعه پس

D ⊆ Q

درنتیجه ،γ(G) ≤ |Q| داریم D ⊆ Q از و D = γ(G) ،γ(G) ≤ χd(G) فرض طبق

γ(G) = |D| ≤ |Q| ≤ χ(G) ≤ χd(G) = γ(G) + ١

⇒ γ(G) ≤ |Q| ≤ γ(G) + ١

داشت: خواهیم را زیر حالت دو لذا
بود. خواهد |Q| = γ(G) + ١ یا و است |Q| = γ(G) یا

|Q| = γ(G)+١ اگر و ͬ باشد. م ،٢ . ٧ ش΄ل به صورت گراف پس ،D = Q یعنͬ باشد |Q| = γ(G) اگر

G گراف :٢ . ٧ ش΄ل

.Q = D ∪ {z} داریم و ͬ باشد نم D به متعلق به طوری که دارد وجود Q در z مانند راسͬ پس باشد،
ͬ باشد. م ،٢ . ٨ ش΄ل به صورت G گراف نتیجه در

احاطه گر مجموعه ΁ی ،D−{u} این صورت غیر در باشد خصوصͬ همسایه دارای باید D از u راس هر

G گراف :٢ . ٨ ش΄ل

شخصͬ همسایه هر و بوده D ⊆ Q پس دارد تناقض D بودن مینیمم با که است D از کوچ΄تر و G از



١٧ پایین تر  کران  های

ͬ باشد. م S در u ∈ D

.١ ≤ i ≤ t هر برای |si| ≥ ١ ͬ دانیم م باشد، di شخصͬ همسایه های مجموعه si کند فرض
برگ ΁ی ،si هر به متعلق راس هر است، مستقل مجموعه ΁ی S آن جایی که از باشد، Q = D اگر

ͬ باشد م پشتیبان راس ΁ی di هر پس است برگ ΁ی به مجاور D = Q از راس هر لذا ͬ باشد م
باشیم داشته و نباشد، z /∈ D به طوری که باشد داشته وجود z ∈ Q مانند راسͬ کنید، فرض حال

.Q = D ∪ {z}
ͬ گیریم، م نظر در γ(G) = t طرفͬ از داریم، رنگ γ(G) + ١ با احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی فرض طبق
که کردیم فرض و ͬ باشد م γ(G) = D آن جایی که از .χd(G) = γ(G) + ١ = t + ١ داریم پس
Q در رنگ ها تمام پس است خوشه ΁ی Q چون و است |Q| = γ(G) + ١ پس باشد Q = D ∪ {z}

ͬ گیرد. م را γ(G) + ١ تا ١ رنگ های هم S مجموعه و ͬ آیند م
همسایه ای هیچ گرفتیم، نظر در Q در که را ای z اگر دارد، را t+ ١ رنگ z و i رنگ di هر کنید فرض
΁ی به V (G) از افرازی S ∪{z} و D این صورت در و دهیم قرار S در را z ͬ توانیم م باشد، نداشته S در
این صورت در چون است. تناقض در Q بودن مینیمال با که ͬ باشند، م مستقل مجموعه ΁ی و خوشه
احاطه گر مجموعه ΁ی D آن جایی که از دارد. S در u مانند همسایه ΁ی z بنابراین ͬ شود، م کوچ΄تر Q

باشد. متصل D اعضای از ی΄ͬ به باید u پس است
را ١ رنگ ͬ تواند نم u پس دارد را ١ رنگ ،d١ فرض طبق چون و است متصل d١ به u که ͬ کنیم م فرض
ͬ دهیم، م u به را ٢ رنگ دلخواه به باشد، داشته را t + ١ رنگ ͬ تواند نم هم همین طور و باشد داشته
v و کرده انتخاب را s٢ از راس ΁ی است، متصل d٢ به s٢ در راس هر ب·یرید، نظر در را s٢ مجموعه
آن جایی که از .j ̸= ٢ که ͬ دهیم م را j رنگ v به پس باشد داشته را ٢ رنگ ͬ تواند نم v راس ͬ نامیم، م
آمده، Q در v رنگ چون و نیست وصل Q راس های از ی΄ͬ به حداقل v پس آمده اند، Q در رنگ ها همه

دارد. j رنگ از راس ٢ حداقل G گراف درنتیجه ͬ باشد، م j رنگش که Q در dj مانند راس ΁ی لذا
متصل d٢ جز به dt تا d١ رئوس بین از راسͬ هیچ به یعنͬ است d٢ خصوصͬ همسایه v راس طرفͬ از
کلاس ΁ی حداقل باید v احاطه گر، رنگ آمیزی تعریف طبق باشد. متصل z به است مم΄ن ولͬ نیست
به v چون باشد ١,٣, . . . , t کلاس های بین از ͬ تواند نم کلاس این اما کند احاطه کامل به طور را
احاطه هم را ٢ رنگ کلاس پس نیست متصل u به v چون همچنین نیست، متصل d١, d٣, . . . , dt

درنتیجه متصل اند z به s٢ داخل راس های تمام پس کند، احاطه را t + ١ کلاس باید v لذا ͬ کند نم
.j ̸= t+ ١ لذا است s٢ ⊆ N(z)

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را D′

D
′
= {z} ∪D − {d٢, dj}

آن جایی که از و
|D′| = |D| − ١ = γ(G)− ١

D
′ اعضای از هیچ کدام به w که باشد داشته وجود باید w مانند راسͬ بنابراین نیست. احاطه گر D′ لذا

باشد، S در یا و باشد dj یا d٢ یا که است این صورت به دارد وجود w برای که گزینه هایی نباشد. متصل
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ͬ باشد. م S به متعلق حتما w پس است کامل گرافͬ Q چون نیست dj و d٢
همه چون باشد رنگ این دارای که دارد وجود Q در راسͬ حتما و باشد i رنگ دارای w کنید فرض
آمده. D′ در i رنگ حتما و نیست متصل D

′ در راسͬ هیچ به w فرض طبق شدند، ظاهر Q در رنگ ها
حتما w پس بود احاطه گر مجموعه ΁ی D چون کند احاطه کامل به طور را کلاس ΁ی باید w طرفͬ از
تا دو هر یا و dj و d٢ از ی΄ͬ به حداقل w پس ندارد D′ در همسایه ای w الان دارد، D در همسایه ΁ی

ͬ باشد. م N(w) ⊆ {d٢, dj} لذا است، N(w) ∩D ̸= ∅ پس است احاطه گر D چون است. متصل
به w ازطرفͬ کند احاطه را j رنگ یا ٢ رنگ کلاس ͬ تواند نم w ولͬ کند احاطه را کلاس ΁ی باید w
به w ولͬ است متصل d١ به u چون طرفͬ از ،w /∈ {v, u} پس نیست متصل D

′ اعضای از هیچ کدام
نیست. هم v پس است D′ در z که است وصل z به v چون نیست هم v نیست، u پس نیست متصل d١

هم u به و است ٢ هم u رنگ چون و ͬ کند نم احاطه را j کلاس پس بود، j رنگ دارای v راس چون
از راسͬ هیچ درنتیجه ͬ کند نم احاطه رو دوتا این پس ͬ کند نم احاطه هم را ٢ کلاس پس نیست وصل
این که ͬ کند نم احاطه را کلاسͬ هیچ پس نیست وصل D′ در راسͬ هیچ به چون و ͬ کند نم احاطه را D

است. تناقض
به S از راس ΁ی Q از راس هر حذف با یعنͬ باشد پشتیبان راس ΁ی Q راس هر کنید فرض : برعکس
ͬ باشد. م γ(G) = |Q| بنابراین است، مینیمم احاطه گر مجموعه ΁ی Q پس ͬ شود م تبدیل تنها راس
S راس های به |Q| + ١ رنگ و Q راس های به |Q| تا ١ رنگ های دادن اختصاص بوسیله ͬ توان م لذا

پس دهیم ارائه احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی

χd(G) = |Q|+ ١ ⇒ χd(G) = γ(G) + ١

سه با مساوی یا کمتر احاطه گر عددرنگͬ با ٢ . ۴ گراف های
΁ی ،۴ حداکثر اندازه با گراف ΁ی احاطه گر عدد رنگͬ کردن مشخص برای گرفتن تصمیم آن جایی که از
χd(G) ≤ ٣ به طوری که G مانند گراف هایی توصیف به قسمت این در ͬ باشد. م NP‐کامل مسئله
زمان چند جمله ای تشخیص ال·وریتم ΁ی به را ما توصیف، این که ͬ شود م داده نشان و پرداخته باشد،

ͬ کند. م هدایت گراف هایی چنین برای
این اجتماع ب·یرید، نظر در را V١ ∩ V٢ = ∅ با G٢ = (V٢, E٢) و G١ = (V١, E١) گراف دو
به صورت گراف دو این مستقیم ͽجم و G١ ∪ G٢ = (V١ ∪ V٢, E١ ∪ E٢) صورت به گراف دو

ͬ باشد. م E١,٢ = {{x, y}|x ∈ V١, y ∈ V٢} با G١ ⊕G٢ = (V١ ∪ V٢, E١ ∪ E٢ ∪ E١,٢)

ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را گراف ها از F٠, . . . , F۶ کلاس های

ͬ باشند. م K̄٣ به صورت که است گراف هایی همه خانواده F٠ •

F٠ = {K̄٣}
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تنها راس ΁ی و بخشͬ دو گراف ΁ی اجتماع صورت به که است گراف هایی همه ی خانواده F١ •
باشد.

F١ = {Kr,s ∪K١|r ≥ ١ , s ≥ ١}

به طوری که باشند موجود G به متعلق b و a راس دو اگر است G گراف های از خانواده ای F٢ •
باشد. برقرار زیر روابط و بوده مستقل مجموعه ای V (G)− {a, b}

N(a)−N(b) = ∅ N(b)−N(a) = ∅

باشد). تهͬ است مم΄ن ،N(a) ∩N(b) (مجموعه

. باشند زیر تعریف با مطابق که است گراف هایی همه خانواده F٣ •

F٣ = {G = H ⊕ S|باشند p ≥ ١ برای S = Kp و E(H) ̸= ∅ با دوبخشͬ گراف ΁یH}

ͬ باشد. م ،٢ . ٩ ش΄ل مانند F٣ در گراف ΁ی

F٣ در گرافͬ :٢ . ٩ ش΄ل

X١, X٢, X٣, X۴, Z مستقل مجموعه ی ͷپن به را راس هایش بتوان اگر F۴است، کلاس گرافGدر •
از راس هر با Xi از راس هر و ͬ اند غیر ته X١, X٢, X٣, X۴ مجموعه های به طوری که کرد افراز
است مجاور X٢∪X٣ راس های همه ی با Z از راس هر و است. مجاور ،i = ١,٢,٣ برای Xi+١

ب·یریم، نظر در که را X١ رئوس از راس هر و ͬ باشد. م مستقل مجموعه ی ΁ی Z ∪X١ ∪X۴ و
ͬ باشد، م صورت همین به نیز X۴ و X٢ مورد در و نیست. متصل X٣ راس های از ی΄ͬ به حداقل

دارد. X۴ در غیرمجاور ΁ی ب·یریم، درنظر که را X٢ از راسͬ هر یعنͬ

X١, X٢, X٣, X۴ غیرتهͬ مجموعه ی ͷپن به را راس هایش بتوان اگر ͬ باشد، F۵م کلاس به گرافGمتعلق •
باشد Xi+١ از راس هر به مجاور Xi از راس هر ،i = ١,٢,٣ برای به طوری که کرد افراز ،{x} و
باشد. مجاور X١ ∪X۴ از راس هر با x و باشند مستقل مجموعه های X٢ ∪X۴ و X١ ∪X٣ و
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F۴ در گرافͬ :٢ . ١٠ ش΄ل

یا و باشد داشته وجود یال هایی ،X۴ و X١ میان همین طور و X٢ ∪X٣ و x میان است مم΄ن
باشیم. نداشته یالͬ این که

F۵ در گرافͬ :٢ . ١١ ش΄ل

و A١, A٢, A٣ غیرتهͬ مجموعه ی شش به را راس هایش بتوان اگر است، F۶ کلاس در G گراف •
و باشد مستقل مجموعه ی ΁ی Ai ∪ Bi ،i = ١,٢,٣ برای به طوری که کرد افراز ،B١, B٢, B٣

Bi از راس هر و باشد سه) پیمانه ی (به Ai+١ ∪Bi+١ راس های همه ی به مجاور Ai از راس هر
΁ی به حداقل Ai از راس هر و باشد سه) پیمانه ی (به Ai+٢ ∪ Bi+٢ راس های همه ی به مجاور
غیرمجاور ΁ی حداقل ،Ai از راس هر عبارتͬ، به نیست. وصل سه) پیمانه ی (به Bi+٢ از راس

دارد. Bi+٢ در
یال فاقد یا و باشد داشته وجود یالͬ ͬ تواند م ،B٢ و A٣ ،B١ و A٢ ،B٣ و A١ بین همچنین

F۶ در گرافͬ :٢ . ١٢ ش΄ل
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باشد.

کلاس به متعلق G اگر تنها و اگر ͬ کند م صدق χd(G) = ٣ رابطه ی در G گراف [١] .١ . ۴ . ٢ قضیه
باشد. F٠ ∪ . . . ∪ F۶

،٢ . ٢ . ١ قضیه ی به وسیله ی باشد. F٠ ∪ . . . ∪ F۶ کلاس به متعلق G که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.
رنگ آمیزی ای و است χd(G) = ٣ که ͬ کنیم م ثابت سپس و ͬ باشد م χd(G) ≥ ٣ که ͬ دهیم م نشان

بود. خواهد احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی شده ارائه رنگ آمیزی به طوری که ͬ دهیم م ارائه رتگ سه با
χd(G) ̸= ١ ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق است. K̄٣ به صورت پس باشد، F٠ به متعلق شده داده گراف اگر
Kr,s باید ما گراف ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق باشد، χd(G) = ٢ کنید فرض نیست. K١ ما گراف چون است
χd(G) ≥ ٣ و است χd(G) ̸= ٢ پس نیست هم K̄٢ و است یال فاقد چون نیست Kr,s باشد. K̄٢ یا و

ͬ باشد. م
طبق ͬ باشد. م Kr,s ∪K١ به صورت G گراف ،F١ تعریف طبق باشد، F١ به متعلق شده داده گراف اگر
پس است Kr,s شامل ،G گراف طرفͬ از نیست. K١ ما گراف چون است χd(G) ̸= ١ ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی
٣ با برابر اگر ،χd(G) مقدار ،G گراف در پس است χ ≤ χd چون و است ٢ برابر حداقل χ(G) مقدار

است. ٢ حداقل پس نباشد
.K̄٢ یا و است Kr,s یا G گراف ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق باشد، χd(G) = ٢ اگر

پس است χd(G) ̸= ٢ نتیجه در شده اضافه آن به دی·ری گراف چون، نیست هم Kr,s و نیست که K̄٢

ͬ باشد. م χd(G) ≥ ٣
΁ی و غیرمجاور راس دو به صورت G گراف ،F٢ تعریف طبق باشد. F٢ به متعلق شده داده گراف اگر
K١ ،G گراف به وضوح زیرا است χd(G) ̸= ١ ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق ͬ باشد. م مستقل مجموعه ی
گراف ،G اگر تنها و اگر است χd(G) = ٢ ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق باشد، χd(G) = ٢ کنید فرض نیست.
نیز و غیرمجاور اند که دارند وجود b و a مانند راس هایی چون نیست Kr,s گراف این باشد. K̄٢ یا Kr,s

و نیست. متصل x به حداقل هم b و نیست متصل y به حداقل a که دارند وجود y و x مانند راس هایی
است. متصل y به حداقل هم b و x به حداقل a چون نیست هم مستقل مجموعه ی گراف این طرفͬ از

ͬ باشد. م χd(G) ≥ ٣ پس نیست K̄٢ و Kr,s ،G نتیجه در
S و H گراف دو مستقیم ͽجم به صورت G ،F٣ تعریف طبق باشد. F٣ به متعلق شده داده گراف اگر
گراف ΁ی H آن جاکه از است. p ≥ ١ با K̄p گراف S و غیرتهͬ دو بخشͬ گراف ΁ی H که ͬ باشد م
S در هم راس ΁ی حداقل پس است S = K̄p چون و دارد را یال ΁ی حداقل پس است غیرتهͬ دو بخشͬ
داشت خواهیم مثلث گراف این در نتیجه در ͬ باشد، م H ⊕ S به صورت G گراف تعریف، طبق و داریم

بود. خواهد χd(G) ≥ ٣ پس ͬ باشد، م χd ≥ χ که ͬ دانیم م طرفͬ از و بود خواهد χ(G) ≥ ٣ پس
مجموعه ی ͷپن به ͬ توان م را G گراف ،F۴ تعریف طبق باشد. F۴ به متعلق شده داده گراف اگر

هر برای و ͬ اند غیرته X١, X٢, X٣, X۴ مجموعه های به طوری که کرد افراز X١, X٢, X٣, X۴, Z

ͬ سازند، م راس چهار با مسیری که داریم یال سه حداقل پس است. مجاور Xi+١ با Xi ،i = ١,٢,٣
یا، G پس باشد χd(G) = ٢ کنید فرض نیست. K١ چون ͬ باشد م χd(G) ̸= ١ ، ٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق

.K̄٢ با یا، و است برابر Kr,s با
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X١ بین چون نیست هم ͬ کامل دو بخش G گراف طرفͬ از ͬ باشد م E(G) ̸= ∅ چون نیست برابر K̄٢ با
Z ̸= ∅ اگر طرفͬ از و ͬ باشد م χd(G) ≥ ٣ نتیجه در و بوده χd(G) ̸= ٢ پس ندارد. وجود یالͬ X۴ و
خواهیم مثلث پس ͬ دهند، م خوشه ΁ی تش΄یل Z ∪X٢ ∪X٣ مجموعه های ،F۴ تعریف طبق باشد،

بود. خواهد χd(G) ≥ ٣ هم باز پس ͬ باشد م χ ≤ χd چون و بود خواهد χ(G) ≥ ٣ و داشت
غیرتهͬ مجموعه ی ͷپن به ͬ توان م را G ،F۵ تعریف طبق باشد. F۵ به متعلق شده داده گراف اگر
است مجاور Xi+١ از راس هر به Xi از راس هر به طوری که کرد افراز ،X١, X٢, X٣, X۴, {x} به صورت

داشت. خواهیم پنͷ تایی دور ΁ی پس است مجاور X١ ∪X۴ از راس هر با نیز، x و
و K̄٢ یا G باشد، χd(G) = ٢ اگر و ͬ باشد. م G ̸= K١ زیرا است χd(G) ̸= ١ ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق
پنͷ تایی دور شامل G گراف چون نیست، هم Kr,s است. E(G) ̸= ∅ چون نیست K̄٢ است. Kr,s یا
ازآن جاکه و ͬ باشد م χ(G) ≥ ٣ لذا نیست دو بخشͬ هم فرد دور و ͬ باشد م فرد دور دارای یعنͬ است،

ͬ باشد. م χd(G) ≥ ٣ پس است χ ≤ χd

افراز غیرتهͬ مجموعه ی شش به ͬ توان م را G ،F۶ تعریف طبق باشد. F۶ به متعلق شده داده گراف اگر
به مجاور Ai از راس هر و مستقل اند Ai ∪ Bi مجموعه های ،i = ١,٢,٣ هر برای به طوری که کرد
Ai+٢ ∪ Bi+٢ از راس هر به مجاور Bi از راس هر و سه) پیمانه ی (به Ai+١ ∪ Bi+١ راس های همه ی
فرض ͬ باشد. م G ̸= K١ چون نیست χd(G) = ١ ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی طبق ͬ باشد. م سه) پیمانه ی (به
است E(G) ̸= ∅ چون نیست که K̄٢ است. K̄٢ یا و Kr,s یا G پس باشد χd(G) = ٢ کنید
مجموعه ی سه همین طور و مجاور اند دو به دو  ،A١, A٢, A٣ مجموعه ی سه چون نیست هم Kr,s و
ͬ باشد م فرد دور دارای G طرفͬ از و ͬ باشد م مثلث دارای G پس مجاور اند، دو به دو نیز B١, B٢, B٣

G در پنͷ تایی دور های از نمونه هایی A١, A٢, A٣, B١, B٢ و A٢, A٣, B١, B٢, B٣ مجموعه های و
ͬ باشد. م χd(G) ≥ ٣ پس است χd ≥ χ از آن جا که و ͬ باشد م χ(G) ≥ ٣ پس ͬ باشند، م

ͬ دهیم. م ارائه سه رنگ با رنگ آمیزی ΁ی کدام هر برای حال
خواهیم احاطه گر رنگ آمیزی  ΁ی آن، سه راس به مختلف سه رنگ دادن با باشد، F٠ به متعلق G اگر

بود. خواهد χd(G) = ٣ پس داشت
نیز آن بخش هر به است، دوبخشͬ ،Kr,s چون و ͬ دهیم م K١ به رنگ ΁ی باشد F١ به متعلق G اگر

بود. خواهد χd(G) = ٣ درنتیجه ͬ دهیم م اختصاص مجزا رنگ ΁ی
ͬ مانده ی باق به و ͬ دهیم م متفاوت رنگ دو نیستند، مجاور که b و a راس دو به باشد F٢ به متعلق G اگر

بود. خواهد χd(G) = ٣ این صورت در ͬ دهیم م را سوم رنگ بودند مستقل مجموعه ای که راس ها
مجموعه ی به و ͬ دهیم م را ١ رنگ S مجموعه ی به است، S = K̄p از آن جا که باشد F٣ به متعلق G اگر
با احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی درنتیجه ͬ دهیم م را ٣ و ٢ رنگ های است، غیرتهͬ و دو بخشͬ گرافͬ که H

بود. خواهد χd(G) = ٣ پس داشت خواهیم رنگ سه
سه این از کدام هر به پس است مستقل مجموعه  ای X١ ∪X۴ ∪Z از آن جا که باشد F۴ به متعلق G اگر
Z ∪X٢ ∪X٣ و به هم اند مجاور و غیرتهͬ X٣ و X٢ مجموعه های چون و ͬ دهیم م را ١ رنگ مجموعه
΁ی X٣ و X٢ مجموعه های از ΁ی هر به پس دادیم، Z به را ١ رنگ آن جایی که از و ͬ سازند م خوشه ΁ی

بود. خواهد χd(G) = ٣ و داشت خواهیم رنگ سه با رنگ آمیزی ΁ی درنتیجه ͬ دهیم م مجزا رنگ
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ͬ دهیم م x به هم را ٣ رنگ و X٢ ∪X۴ به را ٢ رنگ و X١ ∪X٣ به را ١ رنگ باشد، F۵ به متعلق G اگر
بود. خواهد χd(G) = ٣ پس

است مستقل مجموعه ای ، i = ١,٢,٣ هر برای Ai ∪Bi مجموعه ی چون باشد، F۶ به متعلق G اگر
بود. خواهد χd(G) = ٣ درنتیجه ͬ دهیم م مجزا رنگ ΁ی ،Ai ∪Bi مجموعه ی هر به پس

نظر در را رنگ ٣ با ،c احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی باشد. χd(G) = ٣ با گرافͬ ،G کنید فرض برعکس:
٣ با برابر گراف احاطه گر عددرنگͬ آن جاکه از باشند. کلاس رنگ سه ،S١, S٢, S٣ کنید فرض ب·یرید،
سه حداقل پس دارد، وجود کلاس رنگ سه و نیست دوبخشͬ کامل ،G گراف ،٢ . ٢ . ١ قضیه طبق است،
ͬ تواند م و ͬ افتد م اتفاق زیر حالت سه یال ها تعداد برای درنتیجه باشد، |V (G)| = ٣ اگر داریم، راس

باشد. سه، یا و ΁ی صفر، برابر

بود. خواهد F٠ به متعلق G گراف پس داشت، خواهیم را K̄٣ گراف درنتیجه باشد |E| = ٠ اگر .١

به متعلق G گراف پس داریم، تنها راس ΁ی و مجاورند هم با راس دو یعنͬ باشد |E| = ١ اگر .٢
بود. خواهد F١

،K٢⊕K١ از حالت این در G عبارتͬ به مجاورند، هم با دوبه دو راس ها یعنͬ باشد |E| = ٣ اگر .٣
بود. خواهد F٣ به متعلق G گراف پس است، شده تش΄یل

رنگ کلاس ΁ی در راس دو پس است χd(G) = ٣ از آن جا که باشد ،|V (G)| ≥ ۴ ͬ کنیم م فرض حال
از راس هر پس است احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی ،c از آن جا که باشد. |S٣| ≥ ٢ کنید فرض دارند، قرار
ͬ کند م احاطه را S٢ یا S١ کلاس ،S٣ از راس هر لذا کند، احاطه به طور کامل را کلاس ΁ی باید گراف،

ͬ افتد م اتفاق زیر حالت سه و

فرض S٣ = {e, d} و S٢ = {b} و S١ = {a} ͬ دهیم م قرار باشد، |S١| = |S٢| = ١ اگر اول حالت
کنید

A = N(a)− (C ∪ {b}) B = N(b)− (C ∪ {a})

C = N(a) ∩N(b)

کلاس ΁ی در را d و e از آن جا که ͬ سازند. م G برای افرازی A,B,C مجموعه های این  صورت در
کلاس های در را b و a چون و نیستند مجاور درنتیجه و دارند ی΄سانͬ رنگ های پس گرفتیم درنظر
ab یعنͬ مجاورند، یا درنتیجه هستند مجزا رنگ ΁ی دارای کدام هر پس گرفتیم درنظر جداگانه

ͬ کنیم. م بررسͬ را حالت دو پس نیستند مجاور یا و است یال ΁ی

اشتراک هم با N(b) و N(a) یعنͬ باشد، C ̸= ∅ اگر در این صورت باشد، یال ab اگر •
و A مجموعه های پس هستند شخصͬ همسایه های دارای ،b و a از کدام هر پس ندارند
مجموعه ی و a خود و است a همسایه ی که A مجموعه ی لذا هستند. تهͬ مخالف B

با را مجموعه چهار این اگر نیستند. تهͬ که موجود اند ،b خود و است b همسایه ی که B

دارد. قرار F۴ در G آن گاه ب·یریم، درنظر C مجموعه ی
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مشترک همسایه ی دارای b و a در این صورت باشد C ̸= ∅ طرفͬ از و بوده یال ab اگر حال
b و a به عبارتͬ است، تهͬ ،B یا A مجموعه های از ی΄ͬ حداقل این که یعنͬ و هستند
ͽجم به صورت G پس نیستند. مجاور هم با همسایه ها آن که دارند مشترک همسایه های
ͬ دهیم م قرار و دارد قرار F٣ در G لذا ͬ باشد م K١ گراف ΁ی و دوبخشͬ گراف ΁ی مستقیم

.S = {a}

همسایه های b و a یعنͬ باشد C = ∅ اگر در این صورت نباشد یال ab ͬ کنیم م فرض حال •
راس به صورت b یا a راس های از ی΄ͬ است مم΄ن پس ، نباشد یال ab اگر ندارند، مشترک
در این صورت دوبخشͬ گراف ΁ی و تنها راس ΁ی از شده تش΄یل G گراف لذا باشد. تنها

دارد. قرار F١ در G درنتیجه و ͬ باشد م تهͬ ،B یا A مجموعه های از ی΄ͬ
باشد C = ∅ طرفͬ از و نباشد راس تک به صورت b یا a از ی΄ͬ اگر در غیر این صورت،
دارای کدام هر یعنͬ متصل اند، راسͬ به مجزا به صورت کدام هر b و a که ͬ گیریم م نتیجه
بین و است مستقل مجموعه ی ΁ی V (G)− {a, b} چون و ͬ باشند م شخصͬ همسایه ی

دارد. قرار F٢ در G پس ندارد وجود یالͬ b و a
اندازه ی اگر هستند، مشترک همسایه ی دارای b و a یعنͬ باشد C ̸= ∅ کنید فرض اکنون

باشیم داشته یعنͬ باشند برابر هم با سه هر اجتماع شان، اندازه ی و N(b) و N(a)

|N(a)| = |N(b)| = |N(a) ∪N(b)|

است. ͬ کامل دوبخش گراف درنتیجه هستند. تهͬ دو هر B و A در این صورت
همسایه ی دارای b و a از کدام هر پس نباشند، تهͬ B و A مجموعه های از هیچ کدام اگر
a از ی΄ͬ یعنͬ نباشد تهͬ B یا A از ی΄ͬ اگر و دارد قرار F٢ در G درنتیجه و هستند شخصͬ
درنتیجه نیامده، همسایه ها اشتراک در همسایه این که است شخصͬ همسایه ی دارای b یا
ͬ توان م در این صورت باشد، A ̸= ∅ کنید فرض ͬ گیرید. م تهͬ مقدار B یا A از ی΄ͬ فقط
F۴ در G در این صورت کرد، افراز A, {a}, C, {b}, Z = ∅ مجموعه های به را G راس های

دارد. قرار

کنید فرض i = ٢,٣ برای و S١ = {x} ͬ دهیم م قرار باشد، |S١| = ١ و |S٢| ≥ ٢ اگر دوم حالت
΁ی c از آن جا که هستند. S۵−i در غیرهمسای·ͬ دارای که باشد Si راس های از زیرمجموعه ای Bi

رنگͬ کلاس راس هر برای پس ͬ باشند، م |S٣| ≥ ٢ و |S٢| ≥ ٢ و است احاطه گر رنگ آمیزی
مجاور x با باید B٢ ∪ B٣ از راس هر دلیل به همین ͬ شود، م احاطه به طور کامل که دارد وجود
از آن جا که و باشد B٢ = ∅ همین طور و ندارد S٢ در همسایه ای x ͬ کنیم م فرض نخست باشد،
S٣ از راس هر به S٢ از راس هر پس کند احاطه به طور کامل را کلاس ΁ی بتواند باید راس هر
خواهیم تنها راس ΁ی و کامل گراف ΁ی پس نباشد مجاور نیز S٣ راس های به x اگر است. مجاور

ͬ باشد. م F١ متعلق به G ازاین رو داشت
x در این صورت باشد، متصل S٣ به x و دهند کامل گراف ΁ی تش΄یل S٣ و S٢ کنیم فرض اگر
کامل دوبخشͬ گراف ΁ی به G حالت این در زیرا باشد متصل S٣ راس های تمام به ͬ تواند نم
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غیرهمسای·ͬ ΁ی x پس گیرد قرار S٢ کلاس در ͬ تواند نم x و ͬ شود م χd(G) = ٢ و شده تبدیل
راس های برای {x}, S٣ ∩N(x), S٢, S٣ −N(x), (Z = ∅) به صورت افرازی لذا دارد، S٣ در

دارد. قرار F۴ در G درنتیجه داشت خواهیم G

΁ی C از آن جا که باشد داشته S٣ در نیز همسایه ΁ی و S٢ در همسایه ΁ی x که ͬ کنیم م فرض حال
باید نیستند متصل x به که S٣ و S٢ در ͬ مانده باق راس های برای پس است احاطه گر رنگ آمیزی
Si−N(x) از راس هر پس کنند. احاطه را کلاس آن بتوانند که باشد داشته وجود دی·ری کلاس

است. مجاور i = ٢,٣ برای S۵−i از راس هر به
به صورت افرازی در این صورت ͬ باشد م غیرهمسای·ͬ S٣دارای S٢و مجموعه های در xهمچنین و
ͬ گیریم. م درنظر G راس های برای {x}, S٢ ∩N(x), S٣ −N(x), S٢ −N(x), S٣ ∩N(x)

دارد. قرار F۵ در G درنتیجه
است مجاور S٣ و S٢ مجموعه های اعضای همه ی با x ͬ کنیم م فرض این بار مشابه به طور
دوبخشͬ گراف درغیراین صورت، چون باشد داشته وجود یال S٣باید، S٢و بین حتما دراین صورت
گراف دراین صورت دارد، وجود یال نیز S٣ و S٢ بین لذا .χd(G) = ٢ داشت، خواهیم ͬ شودو م
ͬ باشد م F٣ به متعلق درنتیجه و شده تش΄یل ،K١ گراف و دوبخشͬ گراف ΁ی مستقیم ͽجم از G

.S = {x} ͬ دهیم م قرار و
متعلق راس هر یعنͬ باشد B٣ = ∅ اگر دارد، S٣ در غیر همسایه ΁ی x که ͬ کنیم م فرض حال
در پس ͬ باشد م مجاور S٢ راس های با هم x طرفͬ از است، مجاور S٢ راس های تمام با S٣ به
نظر در K̄٢ گراف با دوبخشͬ گراف ΁ی مستقیم  ͽجم به صورت ͬ توان م را G گراف این صورت

.S = S٢ ͬ دهیم م قرار و دارد قرار F٣ کلاس در G پس گرفت
غیرهمسای·ͬ دارای که دارند وجود ،S٣ به متعلق راس هایی دراین صورت باشد، B٣ ̸= ∅ اگر
است، مجاور S٢ ∪ {x} با که باشد S٣ از راس هایی مجموعه ی Z کنید فرض هستند، S٢ در
به صورت افرازی ،G گراف برای ͬ توان م این صورت در باشد، تهͬ Z مجموعه ی است مم΄ن البته

دارد. قرار F۴ کلاس در ،G درنتیجه گرفت، نظر در B٣, {x}, S٢, S٣ − (B٣ ∪ Z), Z

ͬ کنیم. م بررسͬ را زیر حالت دو دراین صورت باشد، |S٢| ≥ ٢ و |S١| ≥ ٢ اگر سوم حالت
مجموعه ،Z که کنید فرض دراین صورت باشد، مجاور S٣ از راس هر با S٢ از راس هر اگر ٣ . ١
مجموعه ای ،A١ کنید فرض و مجاوراند S٢∪S٣ راس های همه با که باشد S١ از راس هایی
S٣ در غیرهمسای·ͬ ΁ی و باشند مجاور S٢ راس های همه به که است S١ راس های از
S٣ راس های همه به که باشد S١ راس های از مجموعه ای B١ کنید فرض و باشند داشته
و است احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی c ازآن جا که دارد، S٢ در غیرهمسای·ͬ ΁ی و است مجاور

داریم. را S١ = A١ ∪B١ ∪ Z طرفͬ از و ͬ باشد م |S١| ≥ ٢
افراز A١, B١, Z مجموعه های به را S١ دراین صورت باشند، B١ = ∅ و A١ = ∅ اگر حال
S١ ∪ S٢ با هم Z همین طور و است مجاور S٣ با B١ نیز و S٢ با A١ به طوری که کردیم
داشت، خواهیم A١, S٢, S٣, B١, Z صورت به G راس های از افرازی درنتیجه است. مجاور
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دارد. قرار F۴ کلاس در G لذا
راسͬ دراین صورت باشد، A١ = ∅ اگر مثال طور به باشد، تهͬ B١ یا A١ کنید فرض حال
A١ تعریف، طبق چون و باشد S٣ در غیرهمسای·ͬ دارای که ندارد وجود S١ مجموعه ی از
راس های تمام با S٣ راس های تمام ،A١ حذف با پس بوده، غیرهمسای·ͬ دارای S٣ در
بود خواهد B١ و Z از متش΄ل ͬ مانده، باق S١ مجموعه ی و بود خواهند مجاور S١ ∪ S٢

نتیجه در بود، خواهد دوبخشͬ گراف ΁ی G− S٣ پس ͬ باشند م S٢ در همسایه دارای که
که S = S٣ گراف و دوبخشͬ گراف ΁ی مستقیم ͽجم از شده تش΄یل G که گفت ͬ توان م

دارد. قرار F٣ کلاس در G پس است. یال فاقد

Si مجموعه ی ،i ̸= j با i, j ∈ {١,٢,٣} هرجفت برای که ͬ کنیم م فرض قسمت این در ٣ . ٢
ͬ تواند نم ،Si از راسͬ چنین دارد، Sj در غیرهمسایه ΁ی که است راس ΁ی حداقل شامل
و کند احاطه ͬ تواند نم هم را خود کلاس پس است |Si| ≥ چون٢ و کند احاطه را Sj کلاس
که باشد داشته وجود کلاسͬ باید راسͬ هر برای و است احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی c ازآن جاکه
باشد، (h ̸= i, j) به طوری که Sh مانند سومͬ مجموعه ی پس شود، احاطه راس آن توسط
به طورکامل هستند، Sj در غیرهمسایه دارای که Si از راس هایی توسط که دارد وجود

ͬ شود. م احاطه
و Ai ناتهͬ مجموعه ی دو به را Si مجموعه ی ،i ∈ {١,٢,٣} هر برای ͬ توان م همچنین
رئوس همه با Bi از راس هر و Si+١ رئوس همه با Ai از راس هر به طوری که کرد افراز Bi

Si+١ ∪ رئوس تمام با که Si از راس هر دی·ر، طرف از باشد. مجاور سه)، پیمانه (به Si+٢

A١, A٢, A٣, B١, B٢, B٣ به صورت افرازی این رو از دارد. قرار Bi در باشد مجاور ،Si+٢

بود. خواهد F۶ به متعلق G لذا داشت، خواهیم G گراف برای را

رابطه در ،G گراف صدق کردن که دارد وجود چندجمله ای زمان ال·وریتم ΁ی [١] .١ . ۴ . ٢ نتیجه
ͬ کند. م بررسͬ را χd(G) ≤ ٣

کرد. بررسͬ گرافͬ هر برای را χd(G) ≤ ٢ رابطه درستͬ ͬ توان م ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی   از استفاده با برهان.
ͬ باشد م χd(G) = ١ پس باشد، تنها راس ΁ی به صورت G اگر ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی   از اول بخش طبق
و K̄٢ ما گراف اگر تنها و اگر است χd(G) = ٢ داریم ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی   دوم بخش طبق همچنین و
دو از بیشتر ،G گراف اگر که ͬ کنیم م عمل ترتیب این به بودن، K̄٢ تشخیص برای باشد. Kr,s یا
و نیست K̄٢ هم باز باشد E(G) ̸= ∅ ولͬ باشد راس دو دارای اگر و نیست K̄٢ پس باشد داشته راس

است. K̄٢ ما گراف درغیراین صورت
ͬ کنیم م انتخاب را گراف از راس ΁ی ͬ کنیم، م عمل به این ترتیب ،G گراف بودن Kr,s تشخیص برای
پس بسازیم، دوبخش ͬ خواهیم م به عبارتͬ ͬ دهیم، م قرار مقابل طرف در را مجاورش راس های تمام و
قرار بخش دوم در را مجاورش راس های تمام و ͬ دهیم م قرار بخش اول در و کرده انتخاب را راس ΁ی
در را، همسایه ها آن تمام و رفته هستند، بخش دوم در که راس هایی همسایه های به سراغ حال ͬ دهیم م
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دوبخشͬ به این صورت نماند. باقͬ راسͬ ͬ که وقت تا داده ادامه به همین ترتیب و ͬ دهیم م قرار بخش اول
خواهد χd(G) = ٢ ،٢ . ٢ . ١ قضیه ی   طبق آنگاه بود دوبخشͬ اگر و ͬ کنیم م بررسͬ را G گراف بودن

بود.
استفاده ،١ . ۴ . ٢ قضیه ی از کند، صدق χd(G) = ٣ رابطه ی در G گراف این که تشخیص برای حال

ͬ کنیم. م
متعلق باشد راس سه از کمتر یا و بیشتر دارای G گراف اگر که است به این صورت F٠ در عضویت بررسͬ
متعلق G درغیراین صورت بود نخواهد F٠ به   متعلق نیز باشد E(G) ̸= ∅ اگر همین طور و نیست F٠ به

ͬ باشد. م F٠ به
به طوری که باشد موجود u مانند تنهایی راس G گراف در اگر که است به این صورت F١ در عضویت بررسͬ
F٢ در عضویت بررسͬ است. F١ به متعلق G در این صورت باشد دوبخشͬ گراف ΁ی G − {u}
΁ی V (G) − {a, b} اگر باشند غیرمجاور که b و a راس های از جفت هر برای که است به این صورت
دراین صورت باشد، برقرار N(b)−N(a) ̸= ∅ و N(a)−N(b) ̸= ∅ روابط و بوده مستقل مجموعه ی

بود. خواهد F٢ به متعلق G

K مولفه ی هر برای و ͬ دهیم م تش΄یل را Ḡ گراف نخست که است به این صورت F٣ در عضویت بررسͬ
دراین  صورت باشد غیرتهͬ یال های مجموعه با دوبخشͬ گرافͬ ،G− V (K) و خوشه ΁ی K اگر Ḡ در

ͬ باشد. م F٣ به متعلق G

وجود x١ − x٢ − x٣ وتر بدون مسیر ΁ی ،F۴ تعریف طبق که است به این صورت F۴ در عضویت بررسͬ
با x٢ ∈ X٢ راس همچنین و x١ با x٣ ∈ X٣ راس و است x۴ ∈ X۴ و x١ ∈ X١ راس به طوری که دارد

غیرهمسایه اند. x۴

همسای·ان مجموعه ی X١ و ͬ باشد م X٣ = N(x٢) ∩ N(x۴) و X٢ = N(x١) ∩ N(x٣) به علاوه:
ͬ باشد م x٣ همسای·ان مجموعه ی X۴ همین طور، و است X٣ در غیرهمسایه دارای که ͬ باشد م x٢

در موجود رئوس تمام با که است راس هایی مجموعه ی شامل Z و است X٢ در غیرهمسایه دارای که
مجموعه های G از x١ − x٢ − x٣ − x۴ وتر بدون مسیر هر برای بررسͬ جهت لذا مجاورند . X٢ ∪X٣

گفته روابط در مجموعه ها این که ͬ کنیم م بررسͬ و کرده تعریف بالا به صورت را Z و X١, X٢, X٣, X۴

بود. خواهد F۴ به متعلق G کردن، صدق صورت در که کنند صدق شده
گراف ΁ی G − {x} که بیابیم G در را x مانند راسͬ اگر است، به این صورت F۵ در عضویت بررسͬ
و |A| ≥ ٢ که کنیم افراز چنان B و A کلاس دو به را G − {x} بتوانیم سپس و باشد دوبخشͬ
از رئوسͬ و باشند مجاور B راس های همه ی با که باشند داشته وجود A در رئوسͬ و باشند |B| ≥ ٢
غیرهمسایه ای دارای که A از راس هر و باشند A رئوس  همه ی به مجاور که باشند داشته وجود نیز B
باشد x با مجاور هم، است A در غیرهمسایه ای دارای که B از راس هر و باشد مجاور x با است، B در

بود. خواهد F۵ به متعلق G در این صورت باشد. B و A در غیرهمسایه دارای هم x و
مجموعه ی شش به گرافGرا راس های بتوان اگر ͬ کنیم، م عمل F۶به این صورت در عضویت بررسͬ برای
برای و باشند غیرمجاور ،i = ١,٢,٣ هر به ازای Bi و Ai که کرد افراز چنان A١, A٢, A٣, B١, B٢, B٣

موجود a١a٢, a٢a٣, a٣a١, b١b٢, b٢b٣, b٣b١, a١b٢, a٢b٣, a٣b١ یال های ، bi ∈ Bi و ai ∈ Ai هر
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بین یال گرفتن درنظر با و bi ∈ Bi و ai ∈ Ai غیرمجاور راس جفت هر انتخاب با همچنین و باشند
ͬ کنند. م القاء C̄۶ ΁ی راس ها این درنتیجه باشیم، داشته شش تایی دور ΁ی غیرمجاور، راس های

ͬ کنیم: م تعریف زیر به صورت را Bi و Ai و Si مجموعه ها  ی لذا

Si = N(ai+١) ∩N(ai+٢) ∩N(bi+١)

Ai = ٢+Siهستند در غیرهمسای·ͬ دارای که Siباشد راس های از مجموعه ای

Bi = Si − Ai (i = ١,٢,٣)

G از a١, a٢, a٣, b١, b٢, b٣ شش تایی هر برای که ͬ دهیم م قرار بررسͬ مورد به این صورت را G گراف و
کند. صدق i = ١,٢,٣ هر برای Si = Ai ∪Bi رابطه ی که ͬ کنیم م بررسͬ کند، القاء C̄۶ ΁ی که

در شده، مصرف زمان بیشترین و ͬ باشد م O(n٨) مرتبه ی از ال·وریتم این پیچیدگͬ از تقریبی برآورد
ͬ باشد. م F۶ به داشتن تعلق بررسͬ

P۴‐آزاد  گراف های در احاطه گر رنگ آمیزی ۵ . ٢
باشد، P۴‐آزاد که G گراف هر برای را χd(G) مقدار ͬ توان م چ·ونه که ͬ دهیم م نشان بخش این در

ͬ کنیم. م استفاده زیر قضیه ی از خصوص این در و کرد محاسبه

آن گاه باشد راس دو حداقل با P۴‐آزاد، گراف ΁ی G که کنید فرض ( Seinsche [١۵] ) .١ . ۵ . ٢ قضیه
نیست. همبند Ḡ یا G

همبند که گراف هایی برای ͬ تر کل به طور را احاطه گر رنگ آمیزی های مطالعه ی ،١ . ۵ . ٢ قضیه ی
ͬ شود. م موجب است، ناهمبند آن ها م΄مل  که گراف هایی و نیستند

ͬ کنیم. م معرفͬ زیر به صورت را جدید نماد گذاری ΁ی این جا در
نمایش qc با را c در رفته به کار رنگ های تعداد ب·یرید، درنظر را G گراف در c احاطه گر رنگ آمیزی هر
وجود c از رنگ کلاس های از مجموعه ΁ی پس است، احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی c آن جاکه از ͬ دهیم. م
تعداد کمترین ͬ کند، م احاطه را مجموعه آن از رنگ کلاس ΁ی حداقل G از راس هر به طوری که دارد
است مم΄ن که کنید توجه ͬ دهیم. م نمایش pc با را شوند احاطه G راس های توسط که کلاس های رنگ
داشته هم را تساوی حالت است مم΄ن و ͬ باشد نم برقرار همیشه رابطه این الزاما ولͬ باشد pc < qc

باشیم.
درنظر ͬ توان م چنان را c احاطه گر رنگ آمیزی ͬ باشد، م C۶ گراف م΄مل که C̄۶ گراف در مثال برای
گرفتن درنظر با ولͬ بود خواهد χ(C̄۶) = ٣ حالت این در پس باشد. qc = pc = ٣ آن در که گرفت
٢ و ١ رنگ های غیرمجاور راس دو به طوری که .pg = ٢ و qg = ۴ داریم باشد، g ̸= c که g رنگ آمیزی
در qc و pc مقادیر برای پس ͬ شود. م داده ۴ و ٣ رنگ های متناوب به صورت راس ها به بقیه و ͬ گیرند م را

باشیم. داشته را تساوی و نامساوی حالت دو هر که، است مم΄ن ثابت، گراف ΁ی

آن گاه: باشد گراف ΁ی G کنید فرض [١] .١ . ۵ . ٢ لم
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معادل اند زیر مطالب (i

ͬ باشد. م pc = ١ با c احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی دارای G –
دارد. فراگیر راس ΁ی G –

ͬ باشد. م pc = ١ با احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی ،G از c رنگ آمیزی هر –

χd(G) = χ(G) و است احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی ،G از رنگ آمیزی هر آن گاه نباشد همبند G اگر (ii
رابطه ی در G از c احاطه گر رنگ آمیزی هر پس باشد، نداشته فراگیر راس G اگر به علاوه ͬ باشد. م

ͬ کند. م صدق pc = ٢

΁ی بنابراین باشد، pc = ١ با c احاطه گر رنگ آمیزی دارای G کنید فرض ،i قسمت اثبات برای برهان.
راس های تمام پس ͬ کند، م احاطه را X کلاس G از راس هر به طوری که دارد وجود X رنگ کلاس
با کلاس ΁ی در موجود راس های چون و کنند احاطه را X کلاس بتوانند باید هم X کلاس به متعلق
فراگیر راس ΁ی x به این ترتیب ͬ باشد، م x مانند راس ΁ی دارای تنها X درنتیجه نیستند مجاور هم

است.
که دارد وجود x مانند راسͬ به عبارتͬ، باشد. x مانند فراگیری راس دارای G کنید فرض برعکس:
دو درنتیجه کرد، رنگ آمیزی ͬ توان م رنگ دو با را گراف کل پس است متصل G گراف رئوس تمام به
ͬ باشد، م رئوس بقیه شامل دی·ر کلاس و x فراگیر راس شامل ی΄ͬ که داشت خواهد وجود رنگ کلاس
خودش ،x راس و ͬ شود م احاطه رئوس بقیه توسط است x فراگیر راس شامل که کلاسͬ این صورت در

ͬ باشد. م pc = ١ با احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی c رنگ آمیزی هر پس ͬ کند. م احاطه را
مجموعه ی دو به V (G) از افرازی ͬ توان م پس نباشد، همبند Ḡ کنید فرض ،ii قسمت اثبات برای
مجاور V٢ مجموعه ی از راس هر با V١ مجموعه ی از راس هر به طوری که گرفت، درنظر V٢ و V١ غیرتهͬ

باشد.
و نشده ظاهر V٢ در که دارد وجود V١ به متعلق α رنگ پس باشد G از رنگ آمیزی هر c کنید فرض
هر با V١ از راس هر آن جا که از است، نشده ظاهر V١ در که دارد وجود V٢ به متعلق β رنگ همین طور،
هم α رنگ مشابه به صورت و ͬ شود م احاطه V١ از راس هر توسط β رنگ پس است، مجاور V٢ از راس
χd(G) = χ(G) و است احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی c به این ترتیب ͬ شود، م احاطه V٢ از راس هر توسط

ͬ باشد. م
تمام پس است متصل V٢ از راس هر به V١ از راس هر شد، گفته V (G) برای که افرازی به توجه با
احاطه را α کلاس ͬ توانند م V٢ رئوس تمام همین طور، و کنند احاطه را β کلاس ͬ توانند م V١ رئوس
راس شامل کلاسͬ یعنͬ ͬ باشد، م فراگیر راس فاقد G گراف از آن جاکه و ͬ باشد م pc ≤ ٢ درنتیجه کنند
و است pc ̸= ١ ، i قسمت طبق پس ͬ باشد م راس دو کلاس، ΁ی در رئوس تعداد حداقل و نداریم تنها
احاطه راس ها دی·ر توسط که کلاس این داخل رئوس برای است، احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی G از آن جا که
نیاز هم دی·ری کلاس به پس کنند، احاطه را آن  بتوانند که باشد داشته وجود کلاسͬ باید هم شده اند

بود. خواهد pc = ٢ درنتیجه است،



گراف ها از برخͬ در احاطه گر رنگ آمیزی ٣٠

همه ی اگر باشد، k ≥ ٢ و G١, . . . , Gk مولفه های با غیر همبند گراف ΁ی G کنید فرض [١] .٢ . ۵ . ٢ لم
است. برقرار زیر رابطه ی باشد،آن گاه کمترین ،Gi هر برای ci احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی از انتخاب ها

χd(G) = min{
k∑

i=١
pci + max

١≤i≤k
{qci − pci}}

که را کلاس رنگͬ هر ،i = ١, . . . , k برای باشد، G از احاطه گر رنگ آمیزی هر c کنید فرض برهان.
ͬ نامیم. م Gi برای رنگ خصوصͬ ΁ی باشند، Gi به متعلق آن رئوس همه ی

روی c به وسیله ی القایی رنگ آمیزی ΁ی ci کنید فرض و باشد Gi رنگ های خصوصͬ تعداد pi کنید فرض
΁ی باید x پس است، احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی c چون ͬ گیریم، م درنظر را Gi از x راس هر باشد. Gi

ͬ تواند م فقط پس است، متصل Gi مولفه ی راس های به تنها x آن جا که از و کند احاطه را کلاس رنگ
ͬ باشد. م Gi از رنگ خصوصͬ ΁ی x توسط شده احاطه رنگ لذا کند احاطه را راس ها همین

Gi از احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی ci پس است، برقرار استدلال همین Gi از x راس هر به ازای   چون و
در رنگ خصوصͬ دارای که رئوسͬ همه ی مجموعه ی اگر به علاوه است. pi ≥ pci همچنین و ͬ باشد م
Gi − Ri راس های روی را رنگ qci − pi تعداد به c این صورت در کنیم مشخص Ri با را هستند Gi

تعداد به حداقل c بنابراین شوند، استفاده مولفه چندین روی ͬ توانند م رنگ هایی چنین و کرده استفاده
با است، pi ≥ pci آن جایی که از و است کرده استفاده را رنگ

∑k
i=١ pi + max١≤i≤k{qci − pi}

جای·زینͬ این که داشت خواهیم را
∑k

i=١ pi +max١≤i≤k{qci − pci} مقدار ،pi به جای pci جای·زینͬ
باعث کلͬ حالت در کند، پیدا افزایش هم بیشینه مقدار اگر و ͬ شود م ͽجم مقدار شدن کم باعث فقط

ͬ گردد. م ͽجم مقدار کاهش
تبدیل c′ احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی به را c ͬ توان م ،q = max١≤i≤k{qci − pci} انتخاب با دی·ر طرف از

باشد.
∑k

i=١+max١≤i≤k{qci − pci} مقدار با برابر آن احاطه گر عددرنگͬ به طوری که کرد
رنگ pci تعداد به دقیقا Gi هر رنگ آمیزی برای است، Gi از احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی ci آن جا که از
،١, . . . , qci − pci نام های به ci به متعلق رنگ های بقیه ی تغییر نام با به این  ترتیب داریم نیاز خصوصͬ
داریم: پس مقدار، این کمترین با است برابر χd(G) و ͬ باشد م احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی ،c رنگ آمیزی

χd(G) = min{
k∑

i=١
pci + max

١≤i≤k
{qci − pci}}

ͬ گیریم. م درنظر G = ٣C̄۶ به صورت را G گراف ،٢ . ۵ . ٢ در شده گفته فرمول از مثال ΁ی به عنوان
رنگ چهار با احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی اگر ͬ باشد، م C̄۶ به صورت ی΄ریخت مولفه ی سه دارای گراف این
به توجه با درنتیجه و داشت خواهیم را pci = ٢ و qci = ۴ در این صورت ب·یریم، درنظر مولفه هر برای

مقدار نظر، مورد گراف برای ،٢ . ۵ . ٢ در شده گفته فرمول

χd(G) =
٣∑

i=١
٢+max{٢,٢,٢} = ٨



٣١ P۴‐آزاد  گراف های در احاطه گر رنگ آمیزی

⇒ χd(G) = ٨

ͬ آوریم. م به دست را
گراف های مورد در مقدار این ولͬ نیست ساده کلͬ، حالت در ،٢ . ۵ . ٢ در شده داده فرمول محاسبه ی

ͬ کنیم. م ارائه زیر به صورت آن را پیامد که شده، محاسبه p۴‐آزاد

باشد. P۴‐آزاد گراف ΁ی G کنید فرض [١] .٢ . ۵ . ٢ قضیه
است. χd(G) = χ(G) آن گاه باشد، همبند G اگر (i

از مولفه هایی تعداد h کنید فرض باشد، k ≥ ٢ و G مولفه های تعداد k و نباشد همبند G اگر (ii
آن گاه دارند، فراگیر راس ΁ی که باشد G

رابطه ی در و است فراگیر راس دارای H به طوری که باشد H مانند مولفه هایی دارای G اگر –
داریم: پس کند، صدق χ(H) = χ(G)

χd(G) = χ(G) + ٢k − h− ١

در غیر این صورت و –
χd(G) = χ(G) + ٢k − h− ٢

χd(G) = χ(G) = آن گاه باشد |V | = ١ اگر باشد، همبند G کنید فرض ،i قسمت اثبات برای برهان.
از استفاده با لذا ͬ باشد، م P۴‐آزاد گراف ΁ی G فرض، طبق آن جا که از باشد، |V | ≥ ٢ اگر و است ١
χd(G) = χ(G) که ͬ گیریم م نتیجه ،١ . ۵ . ٢ لم از ii بخش ΁کم به و است ناهمبند Ḡ ، ١ . ۵ . ٢ قضیه ی

ͬ باشد. م
گراف مولفه های G١, . . . , Gk کنید فرض و نباشد همبند G که کنید فرض ،ii بخش اثبات برای حال
هر برای Ci احاطه گر رنگ آمیزی ΁ی از مناسب انتخاب به وسیله ی ،٢ . ۵ . ٢ لم از استفاده با باشند، G

داریم: ،Gi

χd(G) =
k∑

i=١
pci + max

١≤i≤k
{qc − pci}

فراگیر راس فاقد یا و است فراگیر راس دارای یا مولفه این ب·یرید، درنظر را G از Gi مولفه ی هر حال
pci = ١ داشت خواهیم ،١ . ۵ . ٢ لم در i بخش به وسیله ی پس باشد، فراگیر راس دارای Gi اگر ͬ باشد، م
لذا بود P۴‐آزاد گراف فرض طبق چون و است |V (Gi)| ≥ ٢ پس باشد، فراگیر راس فاقد Gi اگر و
pci = ٢ ،١ . ۵ . ٢ لم از ii بخش به وسیله ی همچنین و است ناهمبند Ḡ ،١ . ۵ . ٢ قضیه ی از استفاده با
h+٢(k−h) مقدار با معادل G ناهمبند گراف در χd(G) فرمول از

∑
pci مقدار درنتیجه بود. خواهد

بود. خواهد
رنگ آمیزی ΁ی دارای Gi هر قضیه، این از i بخش طبق باشد. qci = χ(Gi) کنید فرض ،i هر برای

ͬ باشد. م χd(G) = χ(Gi) لذا است، رنگ χ(Gi) با احاطه گر
و بود خواهد χ(Gi) = χ(G) قضیه، صورت طبق باشد، فراگیر راس دارای Gi مولفه ی اگر حال
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گراف در χd(G) فرمول از max{qci − pci} مقدار پس بوده pci = ١ مولفه ای چنین برای از آن جا که
داشت. خواهیم را زیر رابطه ی درنتیجه و بود خواهد χ(G)− ١ با برابر ،G ناهمبند

χd(G) = χ(G) + ٢k − h− ١

رنگ آمیزی هر برای Gi مولفه ی هر این صورت در نباشد، فراگیر راس با مولفه ای دارای G اگر حال
پس نیست فراگیر راس با مولفه ای دارای G چون طرفͬ از و ͬ کند م صدق pci رابطه ی در ci احاطه گر
خواهد برقرار χ(Gj) = χ(G) رابطه ی Gj مانند مولفه ای برای و χ(Gj) ≤ χ(G) داریم، i هر به ازای

داشت. خواهیم را زیر رابطه ی درنتیجه و ͬ باشد م χ(Gi)− pci ≤ χ(G)− ٢ لذا بود،

χd(G) = χ(G) + ٢k − h− ٢

نتیجه ۶ . ٢
با ما ͬ باشد. م سخت مسئله ا ی گراف، ΁ی از احاطه گر رنگ آمیزی در رنگ تعداد کمترین محاسبه ی
دادن ارائه همچنین و ͬ شود م حل زمان چندجمله ای در ،χd(G) ≤ ٣ مسئله ی که مطلب این ارائه ی
بهبود احاطه گر، رنگ آمیزی با رابطه در اطلاعات به احاطه گر، عددرنگͬ برای جدید بالای کران ΁ی

کردیم. محاسبه P۴‐آزاد گراف برای را احاطه گر عددرنگͬ اطلاعات، این از استفاده با و بخشیدیم
و است ͬ مانده باق باز به صورت هنوز که است  ͬ مسائل از وتری، گراف احاطه گر عددرنگͬ محاسبه ی
نیز، درخت ها برای و خیر یا گیرد قرار محاسبه مورد چندجمله ای زمان در ͬ تواند م آیا که نیست مشخص

است. ͬ مانده باق باز به صورت هم اکنون تا مسئله



٣ فصل
گراف ΁ی احاطه گرکلͬ عددرنگͬ

مقدمه ٣ . ١
بدست برای که توضیح این با ͬ باشد، م احاطه گر رنگ آمیزی از تعمیمͬ احاطه گرکلͬ، رنگ آمیزی مفهوم
ͬ کنیم م اعمال گراف ΁ی رئوس رنگ آمیزی برای بیشتری محدودیت احاطه گرکلͬ، رنگ آمیزی ΁ی آوردن

ͬ پردازیم. م آن به فصل طول در که
تکمیل تری مطالعات نیز، و شد، مطالعه [۵] راسموسین٣ و هورتون٢ گرا١، بوسیله نخست مفهوم این

است. شده انجام موضوع این روی بیشتر تفضیل با ،[١] مافرای۵ و چلال۴ͬ و [۴ ،٣] گرا توسط
NP‐کامل درجه از گراف، ΁ی احاطه گرکلͬ عددرنگͬ محاسبه سختͬ که ͬ دهیم م نشان فصل این در

ͬ باشد. م

تعاریف ٣ . ٢
مجموعه و n(G) مرتبه از V رئوس مجموعه با گراف ΁ی G = (V,E) کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف
به ترتیب v ∈ V مانند راسͬ بسته ی همسای·ͬ و باز همسای·ͬ باشد. m(G) اندازه از E یال های

١Gera
٢Horton
٣Rasmussen
۴Chellali
۵Maffray
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ͬ شوند. م تعریف NG[v] = NG(v) ∪ {v} و NG(v) = {u ∈ V |uv ∈ E} به صورت
.degG(v) = |NG(v)| از است عبارت v مانند راسͬ درجه همچنین

به طوری که ͬ باشد م ،Gگراف Sاز زیرمجموعه ،TDS مختصرا یا احاطه گرکلͬ مجموعه ΁ی .٣ . ٢ . ٢ تعریف
باشد. NG(v) ∩ S ̸= ∅ ،v ∈ V (G) راس هر برای

ͬ باشد. م احاطه گرکلͬ مجموعه ΁ی در رئوس تعداد کمترین ،G از γt(G) احاطه گرکلͬ عدد

به v٢, v٣, v۵, v۶, v٨, v١٠, v١١ رئوس گرفتن نظر در با ب·یرید. نظر در را زیر گراف مثال عنوان به

G گراف :٣ . ١ ش΄ل

ͬ مانده باق رئوس تمامͬ ͬ بینیم، م ،٣ . ٢ ش΄ل در که همین طور احاطه گرکلͬ، مجموعه عضوهای عنوان
ͬ کنند. م احاطه را ی΄دی·ر نیز شده انتخاب رئوس و ͬ شوند م احاطه

٧ برابر گراف این احاطه گرکلͬ عدد لذا است مم΄ن تعداد کمترین انتخابی، عضوهای تعداد طرفͬ از و
بود. خواهد

X ⊆ N(v) اگر ͬ کند، م احاطه را G از X زیرمجموعه کامل به طور v ∈ V (G) راس .٣ . ٢ . ٣ تعریف
.v ≻t X ͬ نویسیم م و باشد مجاور X در راس هر با v اگر عبارتͬ به باشد،

ͬ کند. نم احاطه کامل به طور را X مجموعه v این که یعنͬ ،v ⊁t X همچنین

مجاز رنگ آمیزی ΁ی ،G گراف از TDC ΁ی اختصار به  یا احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی .۴ . ٣ . ٢ تعریف
خودش، کلاس بجز کلاس رنگ ΁ی حداقل ،G گراف از راس هر برای به طوری که ͬ باشد، م G گراف از
نشان χt

d(G) به صورت که G گراف از احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی عدد شود. احاطه که باشد داشته وجود
.G از TDC ΁ی در کلاس رنگ تعداد کمترین از است عبارت ͬ شود، م داده

ͬ باشد. م رنگ، χt
d(G) با G از احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی هر ،G از χt‐رنگ آمیزی

d(G) ΁ی



٣۵ تعاریف

G گراف احاطه گرکلͬ مجموعه عضوهای :٣ . ٢ ش΄ل

همسایه مشترک را v راس گرافGباشد. TDCاز ΁ی ،f = (V١, V٢, . . . , Vl) کنید فرض .۵ . ٣ . ٢ تعریف
و ͬ نامیم م G در Vi ͬ مشترک همسای· را Vi همسایه های مشترک مجموعه ی .v ≻t Vi اگر ͬ نامیم م Vi

ͬ دهیم. م نشان CN(Vi) به  وسیله اختصار به یا و CNG(Vi) با

همسایه اختصاصͬ را v راس گرافGباشد. TDCاز ΁ی ،f = (V١, V٢, . . . , Vl) کنید فرض .۶ . ٣ . ٢ تعریف
مجموعه ی .v ⊁ Vj باشیم داشته ،j ̸= i هر برای و v ≻t Vi اگر ͬ نامیم، م f به نسبت Vi

و pnG(Vi : f) وسیله به و ͬ شود م نامیده G در Vi ͬ اختصاصͬ همسای· ،Vi همسایه های اختصاصͬ
ͬ دهیم. م نشان pn(Vi : f) اختصار به یا

داشت. خواهیم را زیر گزاره ۵ . ٣ . ٢ و ۴ . ٣ . ٢ تعاریف به توجه با

را I مجموعه ی و باشد G گراف از TDC ΁ی f = (V١, V٢, . . . , Vl) کنید فرض [٩] .٣ . ٢ . ١ گزاره
داریم: دراین صورت ͬ کنیم، م تعریف I = {i| |Vi| ≤ ∆(G)} به صورت

V (G) = ∪i∈ICNG(Vi)

رئوس با راس آن که دارد وجود Vi کلاس رنگͬ G راس هر برای لذا است TDC ΁ی f آن جاکه از برهان.
دارای حداقل راسͬ هر لذا ͬ شود م احاطه دی·ر راس ΁ی توسط هم راس آن خود طرفͬ از است، مجاور Vi

ͬ باشد. م همسایه ΁ی
است. مجاور Vi رئوس تمام با v به طوری که باشد، موجود Vi کلاس رنگͬ ،v مانند راسͬ برای کنید فرض
Vi کلاس رنگͬ هم u مانند راسͬ برای اگر حال .Vi ⊆ N(v) داریم و بوده Vi همسایه  مشترک v راس
یعنͬ و CN(Vi) = {v, u} لذا ͬ باشد م هم Vi ⊆ N(u) پس شود احاطه u توسط که باشد موجود
ͬ توان م Vi کلاس رنگͬ همسای·ان مشترک کردن پیدا با پس ͬ باشند. م u و v رئوس Vi همسای·ان مشترک
برای کار این  و شمرد را باشد، رئوس آن احاطه گر کلͬ رنگ آمیزی در کلاس رنگͬ Vi که را G از رئوسͬ
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را G رئوس کل ͬ توان م ،i ∈ I برای ∪CN(Vi) با لذا است برقرار ،i = ١, . . . , l به ازای Viها تمام
کرد. شمارش

پیچیدگͬ ٣ . ٣
ثابت را دلخواه گراف ΁ی از احاطه گرکلͬ عددرنگͬ تشخیص دشواری تعریف، طبق بخش، این در

ͬ کنیم. م بیان را، مناسب تشخیص مش΄لات از بعضͬ نخست، ͬ کنیم. م
و ͬ باشد م k مثبت صحیح عدد دی·ری و G گراف ی΄ͬ که است ورودی دو دارای رنگ آمیزی مساله

مانند تابعͬ آیا که است این سئوال

f : V (G) −→ {١,٢, . . . , k}

باشد؟ uv ∈ E(G) گاه هر بوده، f(u) ̸= f(v) به طوری که دارد، وجود
k مثبت صحیح عدد دی·ری و G گراف ی΄ͬ که است ورودی دو دارای احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی مساله

مانند تابعͬ آیا، که است این سئوال و ͬ باشد م

f : V (G) −→ {١,٢, . . . , k}

راس هر برای هم چنین و باشد uv ∈ E(G) گاه هر بوده، f(u) ̸= f(v) به طوری که دارد، وجود
x؟ ≻t Vi به طوری که Vi مانند کلاس رنگ ΁ی ،x ∈ V (G)

است. NP‐کامل احاطه گرکلͬ، رنگͬ عدد [٩] .٣ . ٣ . ١ قضیه
در ،f داده شده تابع هر برای چون ͬ باشد، م NP به متعلق وضوح به احاطه گرکلͬ عددرنگͬ برهان.
احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی مساله موردنظر شرایط در تابع این آیا که کرد بررسͬ ͬ توان م چندجمله ای زمان
به رنگ ها از تخصیص ΁ی که کنیم بررسͬ کارآمد به طور ͬ توانیم م ما این رو از نه. یا ͬ کند م صدق
بجز دی·ر رنگ کلاس های برخͬ ،v راس هر همچنین و باشد حقیقͬ رنگ آمیزی ΁ی G گراف راس های

کند. احاطه را v کلاس
عددرنگͬ از (G, k) دلخواه نمونه ی ΁ی ͬ کنیم. م تبدیل احاطه گرکلͬ عددرنگͬ به را عددرنگͬ ادامه در
ͬ کنیم. م ایجاد را (G′

, k
′
) احاطه گرکلͬ عددرنگͬ زیر، به صورت آن از استفاده با و ͬ گیریم م درنظر را

در ͬ گیریم، م درنظر یال ΁ی G گراف از راس هر به v′ راس از و کرده اضافه v′ مانند راسͬ G گراف به
است. k′

= k + ١ این صورت
آن جا که از باشد. کرده استفاده رنگ k تعداد به که است حقیقͬ رنگ آمیزی ΁ی گرافGدارای کنید فرض
حقیقͬ رنگ آمیزی ΁ی ،v′ برای جدید رنگ ΁ی و رنگ k آن با G′ رنگ آمیزی پس ͬ باشد، م k

′
= k+١

رنگ با که i رنگ هر برای و v′ ∈ N(u) داریم u ∈ V (G) راس هر برای آن جا که از و ͬ باشد. م G
′ از

TDC ΁ی رنگ آمیزی این پس ،{u ∈ V (G)|f(u) = i} ⊆ N(v
′
) داریم: باشد مخالف v

′ به متعلق
است. شده استفاده رنگ k′

= k + ١ اندازه ی به آن در که ͬ باشد م G
′ از

راس ها همه ی به مجاور v
′ چون است، کرده استفاده رنگ k′ که دارد TDC ΁ی G′ ͬ کنیم م فرض حال
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از حقیقͬ رنگ آمیزی ΁ی v′ حذف با و باشد داشته G
′ رئوس سایر از مجزا رنگͬ باید پس است، G′ در

ͬ ماند. م باقͬ رنگ k′ − ١ = k با G

کران ها برخͬ ۴ . ٣
وهمچنین میدهیم ارائه گراف ΁ی احاطه گرکلͬ عددرنگͬ برای دقیقͬ پایین و بالا کران های بخش این در

ͬ پردازیم. م زیر مشاهده در شده ارائه کران های بررسͬ به

داریم: آن گاه باشد تنها راس فاقد و n مرتبه از گرافͬ ،G کنید فرض [٩] .١ . ۴ . ٣ مشاهده

max{χd(G), γt(G)} ≤ χt
d(G) ≤ n

 ͬ عددرنگ که ͬ دهد م ارائه گراف، ΁ی احاطه گرکلͬ  ͬ عددرنگ برای پایینͬ و بالا کران های زیر قضیه ی
ͬ باشد. م آن همبندی مولفه های احاطه گرکلͬ

مولفه های همه ی G١, G٢, . . . , Gw اگر باشد، تنها راس فاقد گرافͬ G کنید فرض [٩] .١ . ۴ . ٣ قضیه
آن گاه باشند، G گراف همبند

max
١≤i≤w

χt
d(Gi) + ٢w − ٢ ≤ χt

d(G) ≤
w∑
i=١

χt
d(Gi)

کنید فرض و باشد Gi از احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی fi کنید فرض ،١ ≤ i ≤ w هر برای برهان.
در .f(v) = (i, fi(v)) باشیم داشته v ∈ V (Gi) هر برای به طوری که باشد V (G) روی تابعͬ f
جفت این اول درایه ͬ گیرند، م (i, fi(v)) رنگ دارند، قرار Gi مولفه در که G از رئوسͬ رنگ آمیزی این
است مجاز رنگ آمیزی ΁ی fi فرض طبق چون و است ی΄سان Gi مولفه راس های همه در i یعنͬ دوتایی
و ͬ باشد م مجاز رنگ آمیزی ΁ی f لذا است، متفاوت مجاور رئوس برای دوتایی جفت این دوم درایه پس
΁ی حداقل ،fi احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی در دارد، قرار Gi مولفه در که G گراف از راس هر ازای به طرفͬ از
ͬ باشد، م برقرار نیز f رنگ آمیزی در قاعده این که ͬ کرد م احاطه را راس آن که داشت وجود کلاس رنگ
احتمال مولفه ها در لذا بودند G گراف همبندی مولفه های Giها آن جاکه از و است TDC ΁ی f پس
Giها احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی در شده استفاده رنگ های تعداد مجموع در پس دارد وجود تکراری راس
TDC ΁ی f طرفͬ از بود. خواهد G گراف احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی در رنگ ها تعداد از مساوی یا بیشتر

ͬ باشد. م مولفه ها احاطه گرکلͬ عددهای رنگͬ مجموع مساوی کمتر حتما χt
d(G) لذا بود

ما گراف آن جایی که از نباشند، کامل بخشͬ دو که باشند داشته وجود مولفه هایی کنید فرض حال
عددرنگͬ دارای حتما نباشند، کامل بخشͬ دو که باشیم داشته مولفه هایی اگر تنهاست، راس فاقد

ͬ گیریم. م نظر در را زیر حالت دو لذا هستند ٢ از بیش احاطه گر کلͬ

٢ احاطه گر کلͬ عددرنگͬ دارای مولفه هر این صورت در که هستند، کامل بخشͬ دو مولفه ها همه : اول حالت
ͬ باشند. م
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احاطه گر کلͬ عددرنگͬ دارای مولفه ها آن این صورت در که نباشند کامل بخشͬ دو مولفه ها از برخͬ : دوم حالت
به صورت همبندی حالت کمترین و هستند همبند مولفه ها آن جایی که از ͬ باشند. م ٢ از بیش
باشد، i ̸= j که Gi مولفه ی هر برای پس دارد، نیاز رنگ ٢ به رنگ آمیزی برای که ͬ باشد م K٢

دوبخشͬ Gi که ١ ≤ i ≤ w از برخͬ ازای به این صورت در ͬ باشد. م موردنیاز رنگ ٢ حداقل
ͬ دهیم: م قرار نباشد، کامل

χt
d(Gj) = max

١≤i≤w
χt
d(Gi)

خواهد زیر به صورت G گراف احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی در استفاده مورد رنگ تعداد حداقل آن گاه
بود.

maxχt
d(Gi) + ٢w − ٢ ≤ χt

d(G)

تساوی به نا مساوی این ، ͬ بود م مولفه ΁ی فقط نباشند کامل دوبخشͬ که مولفه هایی تعداد اگر
نباشد، کامل دوبخشͬ که باشد داشته وجود مولفه ΁ی از بیش ͬ که صورت در ولͬ ͬ شد م تبدیل
یعنͬ واقعͬ مقدار پس گرفتیم نظر در را بوده آن ها بزرگترین که مولفه ها، آن از ی΄ͬ فقط ما چون

. بود خواهد maxχt
d(Gi) + ٢w − ٢ از بیشتر مسلما χt

d(G)

داد. خواهیم ارائه را ،١ . ۴ . ٣ ملاحظه ی ادامه در ،١ . ۴ . ٣ قضیه ی اثبات در دقت با

مولفه های همه ی G١, G٢, . . . , Gw و بوده تنها راس فاقد که G گراف هر برای [٩] .١ . ۴ . ٣ ملاحظه
مولفه ی ΁ی حداکثر اگر تنها و اگر χt

d(G) = max١≤i≤w χt
d(Gi)+٢w−٢ داریم باشند، آن همبندی
نباشد. ͬ کامل دوبخش ،G گراف از همبندی

عددرنگͬ برای را n بالای کران و ٢ پایین کران بعد قضیه باشد، همبند G که ͬ کنیم م فرض ادامه در
ͬ دهد. م ارائه باشد، تنها راس فاقد G گراف طوری که به n مرتبه از G گراف احاطه گر کلͬ

داریم: آن گاه باشد، تنها راس فاقد و n مرتبه از همبند گرافͬ G اگر [٩] .٢ . ۴ . ٣ قضیه
٢ ≤ χt

d(G) ≤ n

Kn گراف یا ͬ کامل دو بخش گراف ترتیب، به G گراف اگر تنها و اگر است n یا ٢ برابر χt
d(G) به علاوه

باشد.

آن ها دوی هر از دراین صورت است، max{χd(G), γt(G)} ≤ χt
d(G) ،١ . ۴ . ٣ مشاهده طبق برهان.

٢ حداقل احاطه گر کلͬ عدد تعریف، طبق آن جایی که از و ͬ باشد م γt(G) ≤ χt
d(G) لذا بوده بزرگتر هم

٢ ≤ χt
d(G) درنتیجه ،٢ ≤ γt(G) ≤ χt

d(G) داشت خواهیم و است ٢ ≤ γt(G) یعنͬ باشد ͬ تواند م
راس هر به باشیم مجبور ما که ͬ افتد م اتفاق زمانͬ حالت بدترین رنگ آمیزی هر در طرفͬ از . ͬ باشد م
حالت بدترین ، است n مرتبه از که مورد نظر گراف در بدهیم، اختصاص رنگ ΁ی ، نظر مورد گراف از
نیاز مورد رنگ های تعداد حداکثر پس باشیم داشته احتیاج رنگ n به رنگ آمیزی برای که است زمانͬ
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ͬ کامل دو بخش ما گراف اگر حال ͬ باشد. م ٢ ≤ χt
d(G) ≤ n درنتیجه بود خواهد رنگ n حالت این در

دو هیچ که به طوری کنیم تقسیم (V١, V٢) مجزای مجموعه دو به را راس هایش ͬ توانیم م پس باشد
٢ گراف این رنگ آمیزی برای این صورت در نباشند، مجاور هم با دارند قرار مجموعه ΁ی در که راسͬ
تمامͬ ،v ∈ V١ راس هر ازای به پس است کامل بخشͬ دو گراف این که از آن جایی و است کافͬ رنگ
هست نیز احاطه گر کلͬ رنگ آمیزی این این صورت در است مجاور آن با V٢ بخش در موجود راس های
گراف این راس هر پس باشد Kn کامل گراف ما گراف کنید فرض حال بود. خواهد χt

d(G) = ٢ لذا
تعداد به گراف این رنگ آمیزی برای رنگ آمیزی، تعریف طبق لذا و است مجاور دی·ر رئوس تمامͬ با
دی·ر رئوس تمام با گراف این از راس هر که آن جایی از و داریم احتیاج رنگ n به یعنͬ گراف رئوس
کنید فرض حال ͬ باشد. م χt

d(G) = n لذا بود خواهد نیز احاطه گر کلͬ رنگ آمیزی این پس است مجاور
داشته i = ١,٢ برای به طوری که باشد χt‐رنگ آمیزی

d(G) ΁ی f = (v١, v٢) و بوده χt
d(G) = ٢

آن جایی که از و بود خواهد V (G) = V١ ∪ V٢ مجموعه ی پس .Vi = {v ∈ V (G)|f(v) = i} باشیم
΁ی f فرض طبق طرفͬ از و است دوبخشͬ G لذا ͬ باشند م مستقل و هستند کلاس رنگͬ V٢ و V١

احاطه راس آن توسط که دارد وجود کلاس رنگ ΁ی راس، هر ازای به لذا ͬ باشد م رنگ آمیزی χt
d(G)

بود. خواهد ͬ کامل دوبخش ما گراف لذا تنهاست راس فاقد G گراف طرفͬ از و شود
کنید فرض است. Kn کامل گراف G آن گاه باشد χt

d(G) = n اگر که دهیم نشان ͬ خواهیم م حال
پس باشد n = ١ اگر باشد. χt‐رنگ آمیزی

d(G) ΁ی f کنید فرض و باشد χt
d(G) = n و G ̸= Kn

G این صورت در باشد، n = ٢ اگر و نداریم تنها راس ما ولͬ بود خواهد راس ΁ی تنها شامل ،G گراف
رنگ n هر اگر حال باشد. n ≥ ٣ که ͬ کنیم م فرض پس است کامل گراف که بود خواهد K٢ با برابر
مجاور که دارد وجود رئوسͬ پس نیست Kn ما گراف آن جایی که از باشد، آمده G گراف رنگ آمیزی در
از دلخواه عضوی α و باشد degG(x) = ١ که باشد داشته وجود x مانند راسͬ کنید فرض نیستند.

زیر به صورت V (G) روی بر g مانند تابعͬ تعریف با باشد. {١,٢, . . . , n} − {f(x)} مجموعه ی

g(v) =

f(v) باشد v ̸= x ,اگر

α باشد v = x .اگر

باشد v ̸= x اگر که دلیل این به است مجاز g اولا چون است کلاس رنگ n − ١ با TDC ΁ی g تابع
مجزا رنگ ΁ی راس هر رنگ آمیزی برای آن جایی که از باشد، v = x اگر و بوده مجاز که داریم را f
΁ی g ثانیا نمود. انتخاب را α رنگ ͬ توان م مجاور غیر شده ی استفاده رنگ های بین از شده، استفاده
کلاس رنگͬ ΁ی هم v = x برای که شده فرض و بود TDC ΁ی f چون است احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی
χt
d(G) < n پس بود خواهد رنگ n−١ با TDC ΁ی g لذا باشد احاطه گرکلͬ به طوری که ͬ شود م یافت

ͬ باشد. م δ(G) ≥ ٢ بنابراین است تناقض که ͬ باشد م
زیر به صورت V (G) روی را h تابع باشند. G گراف از مجاور غیر راس دو u′ و u ͬ کنیم م فرض حال

ͬ کنیم. م تعریف

h(v) =

f(v) باشد v ̸= u ,اگر

f(u′) باشد v = u .اگر

ثانیا و بود مجاز f چون است مجاز اولا چون بود. خواهد رنگ n − ١ با TDC ΁ی h این صورت در
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رنگ u′ و u راس دو ،h تابع تعریف در آن جایی که از ولͬ ͬ باشد م TDC هم h لذا است TDC ΁ی h
بود. خواهد رنگ n − ١ با احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی h و ͬ شود م کم رنگ ΁ی لذا ͬ گیرند م ی΄سانͬ

ͬ باشد. م G = Kn لذا ͬ رسیم. م تناقض به و بوده χt
d(G) < n پس

زیرگراف القایی به طوری که Gباشد = (V,E)گراف از مستقل راس های از مجموعه ای ،S کنید فرض
بزرگترین (G)α٠را و باشد Sهمسایه رئوس همه با آن در تنها راس هر یا و باشد تنها راس G[V−S]فاقد

ͬ گیریم. م درنظر G گراف در S مجموعه ی
ͬ کنیم. م مطرح را زیر قضیه نمادگذاری، و تعریف این با حال

داریم: آن گاه باشد. تنها راس فاقد و n مرتبه از همبند، گرافͬ G کنید فرض [٩] .٣ . ۴ . ٣ قضیه
χt
d(G) ≤ n+ ١− α٠(G)

زیرگراف القایی به طوری که باشد G در مستقل راس های از مجموعه  ΁ی S کنید فرض برهان.
ͬ دهیم م قرار باشد، مجاور رئوس همه ی با آن در تنها راس هر یا و نباشد تنها راس دارای G[V (G)−S]

رنگ آمیزی این دهیم، اختصاص رئوس از راس n−α٠(G) به را رنگ n−α٠(G) اگر .|S| = α٠(G)

مستقل رئوس از S چون و است کرده دریافت رئوس بقیه از متمایز رنگͬ راس، هر چون است مجاز
این  به کنند دریافت رنگ ΁ی ͬ توانند م پس نیستند مجاور هم با آن ها راس های لذا است شده تش΄یل
مجاز رنگ آمیزی این است. کرده پیدا اختصاص رنگ n + ١ − α٠(G) تعداد به G رئوس به ترتیب
رئوس تمام ،G[V − S] تعریف طبق و دارد وجود راس ΁ی کلاس رنگͬ n − α٠ هر در چون و است
لذا ͬ باشد، م مجاور دارای n + ١ − α٠ کلاس رنگͬ در راس آن باشیم داشته تنها راس اگر و مجاورند
تعدادرنگ بیشترین ،G[V (G)− S] رئوس رنگ آمیزی در آن جایی که از و است TDC رنگ آمیزی، این
خواهد n+١−α٠ مقدار مساوی یا کمتر G گراف احاطه گرکلͬ عددرنگͬ لذا کرده ایم استفاده را مم΄ن

بود.

در ͬ دهد. م ارائه را همبند گراف ΁ی از احاطه گرکلͬ عددرنگͬ برای دقیق بالای کران ΁ی بعد قضیه
ͬ باشد. م گراف آن زیرگراف القایی عددرنگͬ و عدداحاطه گرکلͬ کران، این اصطلاح

داریم: آن گاه باشد، تنها راس فاقد و همبند گرافͬ G کنید فرض [٩] .۴ . ۴ . ٣ قضیه
χt
d(G) ≤ γt(G) + min

S
χ(G[V (G)− S])

ͬ باشد. م دقیق کرانͬ کران، این همچنین است. عضوی γt(G) مجموعه ی ΁ی و بوده S ⊆ V (G) که

کنید فرض برهان.

l = min{χ(G[V (G)− S])|.باشد عضوی γt {Sمجموعه ای

باشد χ(G[V (G) −D]) = l به طوری که بوده عضوی γt مجموعه ی ΁ی D = {v١, v٢, . . . , vm} و
کنید فرض نیز و

f : V (G)−D −→ {١,٢, . . . , l}
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به صورت را g تابع حال باشد. G[V (G)−D] برای مجاز رنگ آمیزی ΁ی

g : V (G) −→ {١,٢,٣, . . . , l +m}

داریم: v راس هر برای به طوری که ͬ کنیم م تعریف

g(v) =

l + i باشد v = vi ∈ D ,اگر

f(v) باشد v /∈ D .اگر

΁ی D مجموعه ی فرض طبق ͬ باشد. م G برای TDC ΁ی g و G برای TDS ΁ی D این صورت در
از متفاوت رنگͬ ،D مجموعه ی به متعلق راس هر ،g تابع تعریف طبق است، عضوی γt مجموعه ی
متعلق که رئوسͬ طرفͬ از دارد، وجود مجاورتͬ راس هر برای پس داراست، را مجموعه این رئوس سایر
را l + i رنگ و بود مجاز f تابع تحت رنگ آمیزی که ͬ پذیرند م را f(v) رنگ نیستند ،D مجموعه ی به
هستند. ،D مجموعه ی در مجاورتͬ دارای حتما رئوس این که است این بیانگر مطلب این و ͬ پذیرند نم
ازای به نیز g لذا بود مجاز رنگ آمیزی ΁ی f آن جایی که از ͬ باشد. م TDS ΁ی ،D مجموعه ی لذا
بر که ͬ شوند م رنگ مجزا، رنگ l + i با ،D مجموعه ی به متعلق رئوس چون و است مجاز ،v /∈ D

ͬ باشد. م احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی g پس ͬ پذیرند م مجزا رنگ های D مجموعه ی اعضای اساس این
تعداد مساوی یا کمتر همواره G گراف احاطه گرکلͬ عددرنگͬ چون و است TDC ΁ی g تابع بنابراین

داریم: پس ͬ باشد م G گراف برای شده ارائه رنگ آمیزی هر در شده استفاده رنگ های

χt
d(G) ≤ m+ l = γt(G) + min{χ(G[V (G)− S])|.است عضوی γt {Sمجموعه ای

K١,١,n١,...,np−٢ ͬ کامل p‐بخش گراف و n ≥ ٣ مرتبه از Kn گراف برای کران این که ͬ دهیم م نشان
یعنͬ است. دقیق باشد، زوج n که n + ١ ≥ ۴ مرتبه از Wn گراف برای همین طور و باشد p ≥ ٣ که

است. برقرار تساوی حالت
مجموعه ی اساس این بر ͬ باشد، م ٢ برابر عدداحاطه گرکلͬ و n برابر احاطه گرکلͬ عددرنگͬ ،Kn گراف در
n − ٢ دارای که ͬ دهیم م تش΄یل را V (Kn) − S گراف و ͬ گیریم م نظر در دوعضوی به صورت را S
،V (Kn) − S زیرگراف ،S دوعضوی مجموعه ی هر ازای به پس است. کامل گرافͬ که ͬ باشد، م راس
همان تعداد این مینیمم که ͬ شود م رنگ آمیزی رنگ، n − ٢ با پس بوده راس n − ٢ دارای و کامل

داریم: درنتیجه ͬ باشد، م n− ٢

χt
d(Kn) = γt(Kn) + min

S
χ(G[V (Kn)− S])

n = ٢+min{n− ٢, n− ٢, . . . , n− ٢}

=⇒ n = n

در ͬ باشد. م p برابر احاطه گرکلͬ عددرنگͬ ،K١,١,n١,...,np−٢ ͬ کامل p‐بخش گراف برای ترتیب همین به
رئوس تمامͬ لذا است کامل گرافͬ گراف، این چون و است راس ΁ی تنها دارای دوبخش، گراف این
S مجموعه ی اساس این بر شد. خواهند احاطه رئوس تمام دلخواه، راس دو هر به ازای لذا مجاورند،
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سه حال ͬ دهیم. م تش΄یل را V (K١,١,n١,...,np−٢) − S گراف و ͬ گیریم م نظر در دوعضوی به صورت را
ͬ افتد: م اتفاق حالت

زیرگراف این صورت در هستند راس تک که باشند بخش هایی به متعلق انتخابی راس دو اگر
اگر و ͬ پذیرد م را رنگ p − ٢ نتیجه در و بود خواهد بخش p − ٢ شامل V (K١,١,n١,...,np−٢) − S

در باشد، بخش ها سایر از دی·ر راس و راس ΁ی شامل که باشد بخش هایی از انتخابی، راس دو از ی΄ͬ
را رنگ p− ١ درنتیجه و بود خواهد بخش p− ١ شامل V (K١,١,n١,...,np−٢)− S زیرگراف این صورت
زیرگراف این صورت در دارند، راس ΁ی از بیش که باشد بخش هایی از انتخابی راس دو اگر و ͬ پذیرد م
داشت: خواهیم نتیجه در و ͬ پذیرد م را رنگ p لذا و بود خواهد بخش p شامل V (K١,١,n١,...,np−٢)−S

χt
d(K١,١,n١,...,np−٢) = γt(K١,١,n١,...,np−٢) + min

S
χ(G[V (K١,١,n١,...,np−٢)− S])

p = ٢+min{p, p− ١, p− ٢}

=⇒ p = p

ͬ کنیم: م عمل زیر به صورت زوج n با Wn گراف برای
مرتبه اگر که دور، ΁ی و است مجاور رئوس تمام به که چرخ مرکز در راس ΁ی از شده تش΄یل Wn گراف
١+χ(Cn) با است برابر χt

d(Wn) پس بلعکس. و بود خواهد فرد دور، مرتبه پس باشد زوج چرخ، گراف
بود. خواهد ۴ برابر زوج، مرتبه از Wn برای که

ͬ دهیم. م نشان را تساوی ،۴ . ۴ . ٣ قضیه صورت از استفاده با حال
احاطه گرکلͬ که رئوسͬ انتخاب برای پس است مجاور دی·ر رئوس تمامͬ با مرکزی راس ،Wn گراف هر در
ͬ باشد م γt(Wn) = پس٢ کنیم انتخاب را رئوس سایر از دی·ر راس ΁ی و مرکزی راس است کافͬ باشند،
با که داشت خواهیم را Pn مسیر گراف، از راس دو این حذف با بود. خواهد عضوی دو S مجموعه ی و

لذا شد خواهد رنگ آمیزی مجاز به صورت راس دو

χt
d(Wn) = ٢+ ٢ = ۴

دادیم. نشان را تساوی و

آن گاه: باشد تنها راس فاقد و همبند p‐بخشͬ، گراف G اگر [٩] .١ . ۴ . ٣ نتیجه
χt
d(G) ≤ γt(G) + p

ارائه p‐بخشͬ همبند گراف ΁ی احاطه گرکلͬ عددرنگͬ برای دی·ری بالای کران بعد قضیه در
ͬ دهیم. م

[٩] .۵ . ۴ . ٣ قضیه
اندازه ی n١, n٢, . . . , np اعداد که باشد n مرتبه از همبند p‐بخشͬ گراف ΁ی G کنید فرض

آن گاه باشد δ(G) ≥ ni iها از برخͬ برای اگر باشند. آن مستقل مجموعه های
ͬ باشد. م n′ = max{ni|δ(G) ≥ ni} به طوری که است χt

d(G) ≤ n− n′ + ١
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V١, . . . , Vp مستقل مجموعه های به که nباشد مرتبه از p‐بخشͬ همبند گراف ΁یG کنید فرض برهان.
n′ = ni که iای دارد وجود ،n′ تعریف طبق و باشد شده افراز n١, . . . , np اندازه های با ترتیب به و

ͬ باشد. م Vi مستقل مجموعه اندازه ni فرض طبق باشد.
هر این صورت در که ͬ دهیم م اختصاص را ١,٢, . . . , n − ni رنگ های ،V (G) − Vi راس های به لذا
آن جایی که از ͬ دهیم. م اختصاص را n− ni + ١ رنگ Vi در موجود رئوس به و ͬ پذیرد م رنگ ΁ی راس
دارند مشترک رنگ ΁ی که Vi بخش رئوس رنگ آمیزی پس بودند مستقل بخش هر در موجود رئوس
رنگ آمیزی کلͬ حالت در پس هستند مجزا رنگ ΁ی دارای ΁ی هر که هم رئوس بقیه و ͬ باشد م مجاز

ͬ باشد. م مجاز
هر چون و است متصل دی·ر راس ΁ی به حداقل راس هر پس نیست تنها راس دارای ما گراف طرفͬ از

ͬ کند. م احاطه را کلاس رنگ ΁ی راس هر پس ͬ باشد م مجزا رنگ ΁ی دارای ،Vi کلاس بجز راس
راس هر که دارد وجود کلاس رنگ n − ni تعداد به است، همبند گراف چون ،v ∈ Vi رئوس برای
از ͬ باشد م TDC ΁ی رنگ آمیزی این پس هستند مجاور کلاس ها این از ی΄ͬ با حداقل Vi به متعلق

ͬ باشد. م χt
d(G) ≤ n− n′ + ١ این رو

کلاس رنگͬ که باشد رنگ χt
d(G) با f احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی دارای G گراف اگر که کنید توجه

ͬ باشد. م χt
d(G) = χd(G) بنابراین و بود خواهد هم DC ΁ی f دراین صورت باشد، نداشته عضوی تک

نیست. لازم شرط ΁ی χt
d(G) = χd(G) تساوی برقراری برای شرط این که ͬ دهد م نشان بعد گزاره

∆(G) = n−١ اگر باشد. تنها راس فاقد و n مرتبه از همبند گراف ΁ی G کنید فرض [٩] .١ . ۴ . ٣ گزاره
داریم: آن گاه باشد

χt
d(G) = χd(G) = χ(G)

و χ(G) = m که باشد G برای مجاز رنگ آمیزی ΁ی f = (V١, V٢, . . . , Vm) کنید فرض برهان.
w ∈ V (G)−V١ که w راس هر برای این صورت در ͬ باشد. م n−١ درجه از v راس که است V١ = {v}
رئوس تمام v راس عبارتͬ به .v ≻t Vi داریم ٢ ≤ i ≤ m هر برای همچنین و w ≻t V١ داریم باشد
χ(G) با TDC ΁ی f بنابراین ͬ کنند م احاطه را v راس هم·ͬ هم، رئوس بقیه و ͬ کند م احاطه را دی·ر

ͬ باشد. م χt
d(G) ≤ χ(G) لذا ͬ باشد. م کلاس رنگ

داریم: ١ . ۴ . ٣ مشاهده ی از طرفͬ از

max{χd, γt} ≤ χt
d ≤ n

χt
d ≤ χ ≤ پس χ ≤ χd داریم، ؟؟ تعریف طبق طرفͬ از و بود. خواهد χd ≤ χt

d ≤ χ به این ترتیب که
داریم: شده گفته مطالب به توجه با درنتیجه بود. خواهد χd

χ = χd = χt
d
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∆(G) = n−١ اگر باشد. n مرتبه از و تنها راس فاقد همبند، گرافͬ G کنید فرض [٩] .٢ . ۴ . ٣ نتیجه
داریم: آن گاه باشند n− ١ درجه از رئوس همه ی v١, . . . , vl و

χt
d(G) = l + χ(G[V − {v١, . . . , vl}])

گراف ها از برخͬ احاطه گرکلͬ عددرنگͬ ۵ . ٣
برای را عدد این بخش این در ͬ باشد. م p برابر کامل p‐بخشͬ گراف احاطه گرکلͬ عددرنگͬ وضوح به

کرد. خواهیم محاسبه گراف ها از دی·ر کلاس های از برخͬ

داریم: آن گاه باشد n+ ١ ≥ ۴ مرتبه ی از چرخ ΁ی Wn کنید فرض [٩] .١ . ۵ . ٣ گزاره

χt
d(Wn) =

٣ باشد nزوج اگر

۴ باشد. nفرد اگر

از و تنها راس فاقد و همبند گرافͬ اولا چون ͬ کند، م صدق ٢ . ۴ . ٣ نتیجه شرایط در گراف این برهان.
و ͬ باشد م l = ١ لذا است. برقرار چرخ داخلͬ راس برای ∆(G) = n − ١ طرفͬ از و است n درجه
راس n − ١ با دوری به چرخ داخلͬ راس برداشتن با که ،χt

d(Wn) = ١ + χ(G[V − {a}]) داریم
یا زوج به بستگͬ دورها رنگ آمیزی طرفͬ از .χt

d(Wn) = ١ + χ(Cn) نوشت ͬ توان م پس ͬ رسیم. م
اما بود خواهند رنگ آمیزی قابل رنگ دو با که باشد زوج رئوس تعداد اگر دارد، رئوس تعداد بودن فرد
رنگ باید که ͬ ماند م باقͬ راس ΁ی رئوس، میان در ΁ی رنگ آمیزی با این صورت در که فرد، nهای برای

لذا داریم. احتیاج رنگ سه به فرد رئوس تعداد برای پس ب·یرد جدید

χt
d(Wn) = ١+ χ(Cn) =

٣ باشد nزوج اگر

۴ باشد. nفرد اگر

به این ترتیب باشد n ≥ ٣ طول به دوری Cn کنید فرض [٩] .٢ . ۵ . ٣ گزاره

χt
d(Cn) =


٢ باشد n = ۴ اگر

۴⌊n
۶⌋+ r (۶ پیمانه (به n ≡ rباشیم داشته r = برای۴,٠,١,٢ و n ̸= ۴ اگر

۴⌊n
۶⌋+ r − ١ باشد r = و۵,٣ (۶ پیمانه (به n ≡ r اگر

ͬ توان م دراین صورت داریم را C۴ دور پس باشد، چهار برابر ،Cn گراف در رئوس تعداد اگر برهان.
دارای مجاور رئوس زیرا است مجاز رنگ آمیزی این داد. مشترک رنگ ΁ی غیرمجاور، راس دو هر به
پس شود احاطه راس آن توسط که دارد وجود کلاس رنگ ΁ی راس هر برای نیز و متفاوت اند رنگ های

داشت. خواهیم رنگ دو با احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی
به و j ≡ i + ١ اگر تنها و اگر vivj ∈ E(Cn) و V (Cn) = {vi|١ ≤ i ≤ n} کنید فرض حال
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شش هر کردن رنگ جهت رنگ چهار حداقل ،Cn برای TDC هر در که ͬ کنیم م ادعا باشد. n پیمانه
باشند متوالͬ راس شش ،vi, vi+١, vi+٢, vi+٣, vi+۴, vi+۵ کنید فرض است. نیاز مورد متوالͬ راس
را a و b و a رنگ ما شوند، داده اختصاص باید راس دو به حداقل ،a مانند رنگ ها از برخͬ دراین صورت
اختصاص vi+٣ راس به را b رنگ ͬ توانیم م و ͬ دهیم م تخصیص vi و vi+١ و vi+٢ راس های به به ترتیب
و c مثل جدید رنگ دو حداقل به حالت هر در کنیم، رنگ را راس این دی·ر روشͬ به این که یا و دهیم
ͬ توان م اول حالت در ،d و c جدید رنگ های بوسیله زیرا کنیم رنگ را ͬ مانده باق رئوس تا داریم نیاز d
و d و c رنگ های ͬ توان م دوم حالت در و داد تخصیص vi+۵ راس به را d رنگ و vi+۴ راس به را c رنگ

شد. ثابت ما ادعای بنابراین دهیم اختصاص vi+٣ و vi+۴ و vi+۵ راس های به ترتیب به را c
ͬ توان م زیر روش های از ی΄ͬ به d و c و b و a رنگ چهار به وسیله را متوالͬ راس شش هر که کنید توجه

کرد. رنگ
اول :روش a, b, a, b, c, d دوم :روش a, b, a, c, d, c

داریم: اول روش در

vi+١ ∈ pn(Va : f), vi+٢ ∈ pn(Vb : f), vi+٣ ∈ pn(Vc : f), vi+۴ ∈ pn(Vd : f)

داریم: دوم روش در

vi+١ ∈ pn(Va : f), vi+٢ ∈ pn(Vb : f), vi+۴ ∈ pn(Vc : f), vi+٣ ∈ pn(Vd : f)

ͬ کنیم: م بررسͬ را زیر حالت شش اثبات کردن کامل برای

شش. پیمانه به n ≡ ٠ : صفر حالت
راس شش هر رنگ آمیزی برای بالا مطالب طبق است، شش از مضربی رئوس تعداد این صورت در
ͬ دهیم. م ادامه را رنگ آمیزی این متوالͬ راس شش هر برای پس داریم نیاز رنگ چهار به متوالͬ
این ترتیب به باشد آمده به دست دوم یا اول روش از که باشد مجاز رنگ آمیزی ΁ی f٠ کنید فرض

ͬ باشد. م کلاس رنگ ۴⌊n
۶⌋ مقدار مینیمم با Cn برای TDC ΁ی f٠

شش. پیمانه به n ≡ ١ : اول حالت
TDC ΁ی f٠ کنید فرض ͬ باشد. م n = ۶k + ١ برابر k ≥ ١ برای رئوس تعداد این صورت در
΁ی به vn راس رنگ آمیزی برای این صورت در شده داده صفر حالت در که باشد Cn{vn} روی
با Cn روی TDC ΁ی ،vn راس به جدید رنگ دادن اختصاص با پس داریم، نیاز جدید رنگ

داریم. کلاس رنگ ۴⌊n
۶⌋+ ١ مقدار مینیمم

شش. پیمانه به n ≡ ٢ : دوم حالت
روی TDC ΁ی f٠ کنید فرض ͬ باشد. م ۶k + ٢ برابر k ≥ ١ برای رئوس تعداد این صورت در
با داریم نیاز جدید رنگ دو به راس، دو این کردن رنگ برای لذا باشد. ،Cn − {vn−١, vn}
خواهیم ۴⌊n

۶⌋ + ٢ مقدار مینیمم با Cn روی TDC ΁ی رئوس این به رنگ دو دادن اختصاص
داشت.
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شش. پیمانه به n ≡ ٣ : سوم حالت
TDC ΁ی f٠ کنید فرض ͬ باشد. م ۶k + ٣ برابر k ≥ ١ برای رئوس تعداد حالت این در
برای لذا نیستند مجاور vn−٢ و vn رئوس آن جایی که از باشد. Cn − {vn−٢, vn−١, vn} روی
رئوس ͬ توان م ε و θ جدید رنگ های با بود خواهد کافͬ رنگ دو مانده، باقͬ راس سه رنگ آمیزی
با Cn روی TDC ΁ی لذا کرد رنگ آمیزی ε و θ و ε صورت به به ترتیب را vn−٢ و vn−١ و vn

دادیم. ارائه کلاس رنگ ۴⌊n
۶⌋+ ٢ مقدار مینیمم

شش. پیمانه به n ≡ ۴ : چهارم حالت
روی TDC ΁ی f٠ کنید فرض ͬ باشد. م ۶k + ۴ برابر k ≥ ١ برای رئوس تعداد حالت این در
پس ͬ سازند نم C۴ دور ΁ی راس چهار این آن جایی که از باشد. Cn − {vn−٣, vn−٢, vn−١, vn}
به اگر حال بود، خواهد نیاز مورد رنگ سه حداقل پس شوند رنگ آمیزی رنگ، دو با ͬ توانند نم
در بدهیم مجزا رنگͬ vn و vn−٢ رئوس از ΁ی هر به و بدهیم رنگ ΁ی vn−٣ و vn−١ رئوس
کلاس رنگͬ vn راس برای چون نیست احاطه گرکلͬ ولͬ داریم مجاز رنگ آمیزی ΁ی این صورت
رنگ دو با راس، چهار از راس سه برای عبارتͬ به شود احاطه vn راس توسط که ندارد وجود
هیچ که مانده باقͬ راس ΁ی این صورت در ولͬ داد ارائه احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ΁ی ͬ توان م
پس شوند رنگ آمیزی رنگ، سه با ͬ توانند نم راس چهار این لذا ͬ کند نم احاطه را کلاس رنگͬ
΁ی لذا دهیم اختصاص مجزا رنگ ΁ی راس هر به که داریم نیاز رنگ چهار به رنگ آمیزی برای

داشت. خواهیم کلاس رنگͬ ۴⌊n
۶⌋+ ۴ مقدار مینیمم با Cn روی TDC

شش. پیمانه به n ≡ ۵ : پنجم حالت
روی TDC ΁ی f٠ کنید فرض ͬ باشد. م ۶k + ۵ برابر k ≥ ١ برای رئوس تعداد حالت این در
ͷپن این شوند، رنگ آمیزی باید که داریم راس ͷپن باشد، Cn −{vn−۴, vn−٣, vn−٢, vn−١, vn}
رنگ آمیزی برای سوم، حالت طبق ͬ گیریم. م نظر در جدا راس دو و جدا راس سه به صورت را راس
احتیاج رنگ دو به هم راس دو رنگ آمیزی برای دوم حالت طبق و داریم نیاز رنگ دو به راس سه
را رنگ چهار این اگر داشت، خواهیم نیاز رنگ چهار به راس ͷپن این رنگ آمیزی برای پس داریم
vn−۴ و vn−٣ و vn−٢ و vn−١ و vn رئوس به این صورت در ب·یریم، نظر در ε و θ و ς و π به صورت
مینیمم با Cn روی TDC ΁ی لذا ͬ دهیم. م اختصاص را π و ς و π و θ و ε رنگ های ترتیب به

دادیم. ارائه کلاس رنگ ۴⌊n
۶⌋+ ۴ مقدار

آن گاه: باشد. n ≥ ٢ طول با مسیر ΁ی Pn کنید فرض [٩] .٣ . ۵ . ٣ گزاره

χt
d(Pn) =

٢⌈n
٣⌉ − ١ باشد سه)، پیمانه (به n ≡ ١ اگر

٢⌈n
٣⌉ درغیراین صورت

باشد j = i + ١ اگر تنها و اگر vivj ∈ E(Pn) و V (Pn) = {vi|١ ≤ i ≤ n} کنید فرض برهان.
دو یا و ΁ی ،Pn در راس هر درجه ب·یرید. درنظر Pn روی TDC ΁ی را f = (V١, V٢, . . . , Vl) و
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΁ی یا و صفر برابر سه پیمانه به عددی هر مانده باقͬ و ͬ کنیم م کار سه پیمانه با آن جایی که از ͬ باشد، م
به ترتیب باشد ͷپن یا و چهار یا سه ،Pn رئوس تعداد اگر که ͬ دهیم م نشان ادامه در ͬ باشد، م دو یا و
دو برابر vi راس درجه ١ < i < n ازای به زیرا داشت خواهیم نیاز رنگ چهار و سه دو، حداقل به
١ ≤ j ≤ l که Vj مانند کلاس هایی لذا ͬ باشد. م ΁ی برابر راس، درجه این صورت غیر در و بود خواهد
همین طور و Vj = {vi−١, vi+١} به صورت غیرمجاور راس دو شامل که داشت خواهند وجود ͬ باشد، م
دراین صورت، که دارند وجود vi+١ ∈ Vk و vi−١ ∈ Vj به صورت کلاس هایی ١ ≤ j < k ≤ l ازای به
ͬ شود م افراز متوالͬ راس سه با زیرمجموعه هایی به V (Pn) لذا ͬ باشند. م |Vk| = ١ و |Vj| = ١
و a رنگ های که متوالͬ راس چهار با زیرمجموعه هایی به یا و ͬ گیرند م a و b و a رنگ های به طوری که
به ترتیب به طوری که متوالͬ راس ͷپن با زیرمجموعه هایی یا و ͬ شود م داده اختصاص آن ها به a و b و c
رنگ  آمیزی حالت، هر در که ͬ پذیرد م را a و b و c و d و a یا و a و b و a و c و d رنگ  آمیزی های از ی΄ͬ

است. مجاز
سه با زیرمجموعه هایی به شده گفته مطالب طبق ،V (Pn) پس باشد ،( سه پیمانه (به n ≡ ٠ اگر حال
برای به طوری که ͬ کنیم م تعریف V (Pn) روی f٠ مانند تابعͬ حالت این در ͬ شوند، م افراز متوالͬ راس

داریم: vi راس هر

f٠(vi) =

١+ ٢k باشد i = ٣+ ٣k یا i = ١+ ٣k اگر

٢+ ٢k باشد i = ٢+ ٣k اگر

باشد. ٠ ≤ k ≤ n
٣ − ١ ͬ که وقت

ͬ باشد، م واحد دو تفاوت شان که متفاوت اندیس دو مشخصͬ، k ΁ی ازای به تابع این اول ضابطه طبق
قرار بالا اندیس دو بین که اندیسͬ مشخص، k همان ازای به دوم ضابطه طبق و ͬ گیرند م ی΄سانͬ رنگ
راس سه ،k هر ازای به به عبارتͬ ͬ شود م تکرار جدید k هر برای روند این و ͬ گیرد م مجزا رنگͬ دارد
نیستند، مجاور باهم البته که آن مجاور رئوس و مجزا رنگͬ وسط، راس که ͬ شود م رنگ آمیزی متوالͬ
راس سه که kای هر ازای به ازطرفͬ و ͬ باشد م مجاز رنگ آمیزی این لذا ͬ گیرند. م ی΄سان رنگ های
دارد، مجزا رنگͬ که را خود بین راس ͬ توانند م ی΄سان رنگ دارای راس دو شود، رنگ آمیزی متوالͬ
کند احاطه را هستند ی΄سان رنگͬ دارای که خود مجاور رئوس ͬ تواند م هم وسط راس و کنند احاطه

ͬ باشد. م کلاس رنگ ٢⌈n
٣⌉ تعداد کمترین با Pn روی TDC ΁ی f٠ پس

به طوری که ͬ کنیم م تعریف V (Pn) روی f١ مانند تابعͬ حالت این در باشد. سه)، پیمانه (به n ≡ ١ اگر
داریم: vi راس هر برای

f١(vi) =

١+ ٢k باشد i = ٣+ ٣k یا i = ١+ ٣k اگر

٢+ ٢k باشد i = ٢+ ٣k اگر

باشیم داشته همچنین و باشد ٠ ≤ k ≤ ⌊n
٣⌋ − ٢ ͬ که وقت

f١(vn−٣) = f١(vn) = ٢⌊n٣⌋ − ١, f١(vn−٢) = ٢⌊n٣⌋, f١(vn−١) = ٢⌊n٣⌋+ ١.

کنیم، انتخاب که kای هر ازای به ͬ باشد، م دوضابطه ای تابع ΁ی که f١ تابع اول قسمت به توجه با
رنگ آمیزی متوالͬ، راس سه با زیرمجموعه هایی به صورت Pn رئوس صفر، با همنهشتͬ حالت همانند
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متوالͬ راس چهار شد، تعریف k برای که کرانͬ طبق ولͬ ͬ باشد م TDC ΁ی رنگ آمیزی این که ͬ شوند م
زیر روابط که f١ تابع دوم قسمت از باید و ͬ شود نم رنگ آمیزی دوضابطه ای تابع توسط که ͬ ماند م باقͬ

کرد. استفاده متوالͬ راس چهار آن رنگ آمیزی برای ͬ باشد، م

f١(vn−٣) = f١(vn) = ٢⌊n٣⌋ − ١, f١(vn−٢) = ٢⌊n٣⌋, f١(vn−١) = ٢⌊n٣⌋+ ١.

ͬ باشند، م ͬ مانده باق متوالͬ راس چهار این انتهای، و ابتدا که vn و vn−٣ رئوس روابط، این به باتوجه
که ͬ گیرند م مجزا رنگͬ کدام هر vn−١ و vn−٢ یعنͬ بین شان متوالͬ راس دو و ͬ گیرند م ی΄سان رنگͬ
ͬ توانند م vn−١ و vn−٢ رئوس طرفͬ از و بود خواهند مجزا رنگ های دارای مجاور رئوس اساس این بر
هستند ی΄سان رنگͬ دارای که متوالͬ راس چهار این در انتها و ابتدا رئوس و کنند احاطه را همدی·ر
با Pn روی TDC ΁ی f١ لذا کنند. احاطه را خود از قبل راس و خود از بعد راس ͬ توانند م به ترتیب

ͬ باشد. م کلاس رنگ ٢⌈n
٣⌉ − ١ تعداد کمترین

خواهد P٢ = K٢ دراین صورت که باشد n = ٢ اگر باشد. سه) پیمانه (به n ≡ ٢ ͬ کنیم م فرض حال
این در که دادیم توضیح اثبات ابتدای در که باشد n = ۵ ͬ کنیم م فرض لذا ͬ باشد. م χt

d(P٢) = ٢ و بود
a, b, c, d, a یا و a, b, a, c, d به صورت ͬ توانند م رنگ ها این که داشت، خواهیم نیاز رنگ چهار به حالت
ͬ کنیم م تعریف V (Pn) روی را f٢ تابع باشد. n ≥ ٨ ͬ کنیم م فرض این ر   و از شوند. داده اختصاص

داریم: vi راس هر برای به طوری که

f٢(vi) =

١+ ٢k باشد i = ٣+ ٣k یا i = ١+ ٣k اگر

٢+ ٢k باشد i = ٢+ ٣k اگر

و ٠ ≤ k ≤ ⌊n
٣⌋ − ٢ ͬ که وقت

f٢(vn−۴) = f٢(vn) = ٢⌊n٣⌋ − ١, f٢(vn−٣) = ٢⌊n٣⌋,

f٢(vn−٢) = ٢⌊n٣⌋+ ١, f٢(vn−١) = ٢⌊n٣⌋+ ٢

باشد.
کنیم، انتخاب که kای هر ازای به ͬ باشد، م دوضابطه ای تابع ΁ی که f٢ تابع اول قسمت به توجه با
رنگ آمیزی متوالͬ، راس سه با زیرمجموعه هایی به صورت Pn رئوس صفر، با همنهشتͬ حالت همانند
تعریف k برای که کرانͬ طبق قبل، قسمت مانند ولͬ ͬ باشد م TDC ΁ی رنگ آمیزی این که ͬ شوند م
دوم قسمت از باید و ͬ شود نم رنگ آمیزی دوضابطه ای تابع توسط که ͬ ماند م باقͬ متوالͬ راس ͷپن شد،

کرد استفاده متوالͬ راس ͷپن آن رنگ آمیزی برای ͬ باشد، م زیر روابط که f٢ تابع

f٢(vn−۴) = f٢(vn) = ٢⌊n٣⌋ − ١, f٢(vn−٣) = ٢⌊n٣⌋,

f٢(vn−٢) = ٢⌊n٣⌋+ ١, f٢(vn−١) = ٢⌊n٣⌋+ ٢

ͬ باشند، م ͬ مانده باق متوالͬ راس چهار این انتهای، و ابتدا که vn و vn−۴ رئوس روابط، این به باتوجه
مجزا رنگͬ کدام هر vn−١ و vn−٢ و vn−٣ یعنͬ بین شان متوالͬ راس سه و ͬ گیرند م ی΄سان رنگͬ
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vn−١ و vn−٢ رئوس طرفͬ از و بود خواهند مجزا رنگ های دارای مجاور رئوس اساس این بر که ͬ گیرند م
متوالͬ راس ͷپن این در انتها و ابتدا رئوس و کنند احاطه را همدی·ر ͬ توانند م ،vn−٢ و vn−٣ همچنین و
لذا کنند. احاطه را خود از قبل راس و خود از بعد راس ͬ توانند م به ترتیب هستند ی΄سان رنگͬ دارای که

ͬ باشد. م کلاس رنگ ٢⌈n
٣⌉ تعداد کمترین با Pn روی TDC ΁ی f٢

آن گاه باشد، n ≥ ۴ مرتبه از و Cn گراف م΄مل C̄n کنید فرض [٩] .۴ . ۵ . ٣ گزاره

χt
d(C̄n) =

۴ باشد n = ۴,۵ اگر

⌈n
٢⌉ باشد n ≥ ۶ اگر

j ̸= i − ١, i + ١ اگر تنها و اگر vivj ∈ E(C̄n) و V (C̄n) = {vi|١ ≤ i ≤ n} کنید فرض برهان.
باشد.

آن جایی که از ͬ باشد، م همریخت C۵ و ٢K٢ با به ترتیب C̄n دراین صورت باشد n = ۴,۵ اگر
χt
d(Cn) قبل قضیه پنجم حالت از استفاده با ازطرفͬ و ͬ باشد م χt

d(٢K٢) = ۴ لذا است χt
d(K٢) = ٢

بود. خواهد χt
d(C̄n) حالت، دو هر در لذا ͬ باشد م چهار برابر نیز

درجه لذا ͬ باشد، م ٢ برابر Cn گراف در راس هر درجه آن جایی که از باشد. n ≥ ۶ کنید فرض حال
در راس هر به عبارتͬ یا و ͬ باشد م n − ٢ برابر نظر، مورد راس گرفتن درنظر بدون ،C̄n در راس هر
راس دو نباشند، مجاور هم با که رئوسͬ تعداد ماکزیمم گراف، این در است. مجاور راس n− ٣ با C̄n

ارتباط در رئوس بقیه با مجاورش راس دو بجز راس هر پس است n − ٣ راس هر درجه چون ͬ باشد م
ی΄سانͬ رنگ ͬ توانند نم پس مجاورند هم با خود ،C̄n در راس این مجاور رئوس آن جایی که از و است
f = (V١, V٢, . . . , Vl) مانند TDC هر برای لذا ͬ باشد م دو برابر C̄n گراف عدداستقلال پس ب·یرند
راس nتا این که ͬ دانیم م و داریم راس nتا اینکه به توجه با ͬ باشد. م |Vi| ≤ ٢ ،i هر ازای به ،C̄n از
همه که حالتͬ در کلاس های رنگ تعداد لذا دارند قرار Vl تا V١ کلاس های در دوعضوی به صورت حداکثر
اگر بخصوص باشیم، داشته هم عضوی تک کلاس های اگر و ͬ باشد م n

٢ برابر باشند دوعضوی کلاس ها
لذا بود خواهد بیشتر n

٢ از کلاس ها تعداد این صورت در که ͬ دهد م رخ اتفاق این حتما کنیم کار فرد n با
حال ͬ باشد. م برقرار تساوی دقیقا مقدار این برای که ͬ دهیم م نشان حال ͬ باشد. م χt

d(C̄n) ≥ ⌈n
٢⌉

تعداد دقیقا ١ ≤ i ≤ ⌊n
٢⌋ گرفتن درنظر با باشد، Vi = {v٢i, v٢i−١} کنید فرض ١ ≤ i ≤ ⌊n

٢⌋ برای
درنظر ٢k به صورت را n ͬ توانیم م باشد زوج n اگر به این ترتیب ͬ آید، م بدست دوعضوی مجموعه های
بخش پذیر ٢ بر و بوده زوج و صحیح عددی نیز ٢k این صورت در ͬ باشد. م صحیح عددی k که ب·یریم
با C̄n از TDC ΁ی f = (V١, V٢, . . . , V⌊n

٢ ⌋) لذا ندارد. تفاوتͬ آن کف و سقف مقدار لذا ͬ باشد، م
رئوس سایر از مجزا رنگͬ که ͬ ماند م باقͬ تنها راس ΁ی یعنͬ باشد، فرد n اگر و ͬ باشد م کلاس رنگ ⌈n

٢⌉
بخش پذیر ٢ به عدد این آن جایی که از ͬ گیریم، م درنظر ٢k+١ به صورت را n دراین صورت داشت خواهد
قبل از بیشتر رنگ ΁ی به رئوس رنگ آمیزی برای پس داریم عضوی تک مجموعه ΁ی چون و ͬ باشد نم
از TDC ΁ی g = (V١, V٢, . . . , V⌊n

٢ ⌋, {vn}) پس ب·یریم، نظر در را n
٢ سقف ͬ بایست م لذا داریم نیاز

بود. خواهد کلاس رنگ ⌈n
٢⌉ با C̄n
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داریم: آن گاه باشد. n ≥ ۴ مرتبه از و Pn مسیر م΄مل P̄n کنید فرض [٩] .۵ . ۵ . ٣ گزاره

χt
d(P̄n) =

٣ باشد n = ۴ اگر

⌈n
٢⌉ باشد n ≥ ۵ اگر

یا {i, j} = {١, n} اگر تنها و اگر vivj ∈ E(P̄n) و V (P̄n) = {vi|١ ≤ i ≤ n} کنید فرض برهان.
باشد. j ̸= i− ١, i+ ١

مسیر ΁ی تش΄یل که داشت خواهیم را v١v٣ و v١v۴ و v۴v٢ یال های ،n = ۴ ازای به تعریف این با
بود. خواهد χt

d(P̄n) که ͬ گیریم م نتیجه ،٣ . ۵ . ٣ گزاره از استفاده با لذا ͬ باشد م P۴ = P̄۴ پس ͬ دهند م
لذا ͬ باشد، م دو یا ΁ی برابر Pn گراف در راس هر درجه آن جایی که از باشد. n ≥ ۵ کنید فرض حال
Pn گراف در که رئوسͬ و بود خواهند n−٢ درجه از P̄n گراف در ͬ باشند، م ΁ی درجه دارای که رئوسͬ
یا و n− ٢ درجه از یا P̄n گراف رئوس پس بود. خواهند n− ٣ درجه از P̄n گراف در باشند دو درجه از
به عبارتͬ، است. مجاور دی·ر راس n − ٢ با حداکثر و n − ٣ با حداقل راس هر پس ͬ باشند م n − ٣
مجاورند راس n−٣ با که رئوسͬ و ندارند مجاورتͬ راس ΁ی با مجاورند، دی·ر راس n−٢ با که رئوسͬ
مجاورت n− ٣ با رئوس میان از مستقل مجموعه برای انتخاب بیشترین لذا ندارند مجاورتͬ راس دو با
راس لذا مجاورند هم با خودشان ندارند، مجاورت n−٣ درجه از راسͬ با که راسͬ دو آن ولͬ بود خواهد
ماکزیمم گراف، این در پس ͬ دهد. م را مستقل مجموعه ΁ی تش΄یل دی·ر، راس ΁ی تنها با ما نظر مورد
مشابه و ͬ باشد م دو برابر گراف این عدداستقلال لذا ͬ باشد م دو برابر نباشند مجاور هم با که رئوسͬ تعداد
به ،۴ . ۵ . ٣ قضیه مانند دی·ر طرف از ͬ باشد. م χt

d(P̄n) ≥ ⌈n
٢⌉ ،۴ . ۵ . ٣ قضیه در شده انجام استدلال

ͬ باشد. م χt
d(P̄n) = ⌈n

٢⌉ که ͬ شود م ثابت زوج، و فرد nهای ازای

درخت ها ۶ . ٣
را نیاز مورد تعاریف ابتدا ͬ دهیم، م قرار بررسͬ مورد را درخت ΁ی احاطه گرکلͬ عددرنگͬ بخش این در

ͬ کنیم. م ارائه

اختصار به یا dG(u, v) به صورت v و u راس دو بین فاصله ،G همبند گراف ΁ی در .١ . ۶ . ٣ تعریف
,u‐مسیر. v ΁ی طول کمترین از است عبارت که ͬ شود م داده نشان d(u, v)

diam(G) با که maxu,v∈V (G) d(u, v) از است عبارت قطر ΁ی ،G همبند گراف در .٢ . ۶ . ٣ تعریف
ͬ شود. م داده نشان

با است برابر که ͬ شود م داده نشان ϵ(u) به صورت u مانند راسͬ برای گریزازمرکز .٣ . ۶ . ٣ تعریف
.maxv∈V d(u, v)

.minv∈V (G) ϵ(u) با است برابر ͬ شود م داده نشان rad(G) با که ،G گراف شعاع .۴ . ۶ . ٣ تعریف
مرکزگریزی. مینیمم با رئوسͬ توسط زیرگراف القایی از است عبارت G گراف مرکز .۵ . ۶ . ٣ تعریف
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ͬ دهد. م توضیح درخت، مرکز خصوص در زیر قضیه

یال. ΁ی یا راس ΁ی از است عبارت درخت، ΁ی مرکز ( Jordan [١۶]) .١ . ۶ . ٣ قضیه
را ΁ی از بیشتر درجه با برگ ΁ی از همسایه ای و است ΁ی درجه از راسͬ برگ ΁ی درخت، ΁ی در
S بوسیله را پشتیبان رئوس مجموعه و L با را T درخت برگ های مجموعه ͬ نامند. م پشتیبان راس
مجموعه و S = {vi|١ ≤ i ≤ s} مجموعه ͬ دهند. م نشان s و l با نیز را مجموعه ها این اندازه و
مجموعه که ͬ باشد م {١,٢, . . . , s} مجموعه روی تابعͬ ،σ همچنین ͬ باشد. م L = {ui|١ ≤ i ≤ l}
راس ،vσ(i) بنابراین باشد. مجاور vi با ui اگر σ(i) = j به طوری که است S عضوهای اندیس های

ͬ باشد. م ui برگ به متعلق پشتیبان
ͬ کنیم. م آغاز زیر لم با را بحث ما

[٩] .١ . ۶ . ٣ لم
ͬ باشد. م χt

d(T ) ≥ s+ ١ ،n ≥ ٣ مرتبه از T درخت هر برای

ͬ باشد م همسایه ΁ی شامل فقط برگ ΁ی به عبارتͬ ͬ باشد، م N(ui) = {vσ(i)} تعریف طبق برهان.
کلاس رنگ ΁ی باید راس هر برای ،TDC تعریف طبق آن جایی که از و دارد نام پشتیبان راس همان که
برای پس است متصل پشتیبان راس به فقط برگ ΁ی و شود احاطه راس آن توسط که باشد داشته وجود
΁ی دارای ͬ باید م پشتیبان راس پس کند احاطه بتواند که دارد وجود مربوطه پشتیبان راس فقط برگ ها
رئوس تعداد به پس ͬ باشد م برقرار پشتیبان راس هر برای مطلب این و باشد رئوس سایر از مجزا رنگ
برگ ها چون است کافͬ رنگ ΁ی برگ ها، رنگ آمیزی برای طرفͬ از و داشت خواهیم کلاس رنگ پشتیبان،

بود. خواهد χt
d(T ) ≥ s+ ١ بنابراین ب·یرند. ی΄سان رنگͬ ͬ توانند م پس نیستند مجاور هم با

داریم: باشد، diam(T ) ≤ ٣ اگر باشد. n ≥ ٣ مرتبه از درختͬ T کنید فرض [٩] .١ . ۶ . ٣ گزاره
χt
d(T ) = s+ ١

که دارند وجود uj و ui مانند برگ دو که ͬ گیریم م نتیجه ،diam(T ) ≤ ٣ شرط به توجه با برهان.
در دارد. وجود uivσ(i)uj یا و uivσ(i)vσ(j)uj مانند مسیری پس ͬ باشد م سه بین شان فاصله حداکثر
از مجزا رنگͬ پشتیبان راس هر ،١ . ۶ . ٣ لم به توجه با که پشتیبان. راس یا و برگ اند یا ما رئوس این صورت
({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, V (T )− ، ١ . ۶ . ٣ لم طبق لذا ی΄سان اند رنگͬ دارای برگ ها همه و ͬ گیرد م رئوس سایر

ͬ باشد. م χt
d(T ) = s+ ١ لذا ͬ باشد م T از TDC ΁ی S)

داریم: باشد، diam(T ) = ۴ اگر باشد C مرکزیت با درختͬ T کنید فرض [٩] .٢ . ۶ . ٣ گزاره

χt
d(T ) =

s+ ١ V (C) ⊆ S ,اگر

s+ ٢ V (C) ⊈ S .اگر

،diam = ۴ شرط به توجه با باشد. diam = ۴ با و C مرکزیت با درخت ΁ی T کنید فرض برهان.
مقدار این از کمتر رئوس بقیه بین فاصله و چهار بین شان فاصله که دارند وجود uj و ui مانند برگ دو
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مرکز ،۵ . ۶ . ٣ تعریف طبق و ͬ باشد م یال ΁ی یا و راس ΁ی گراف، ΁ی مرکز ،١ . ۶ . ٣ قضیه طبق باشد.
بقیه با که رئوسͬ یعنͬ مرکز. از گریز کمترین با رئوسͬ توسط زیرگراف القایی از است عبارت  گراف
راس ΁ی گراف مرکز پس باشد ی΄ͬ فقط رئوس این تعداد اگر که باشند فاصله کمترین دارای رئوس،
گراف قطر آن جایی که از توضیح این با ͬ باشد. م یال ΁ی گراف مرکز آن گاه باشند، دوتا اگر و ͬ باشد م
برگ دو این بین در راس ΁ی فقط درنتیجه که است موجود راس سه برگ، دو بین لذا ͬ باشد م چهار
فرض بود. خواهد راس ΁ی گراف این مرکز پس داشت. خواهد وجود آن دوسر از فاصله کمترین با
،١ . ۶ . ٣ لم طبق لذا بوده پشتیبان رئوس از ی΄ͬ w پس باشد w ∈ S اگر باشد. C = {w} کنید
نتیجه در و بود خواهد کلاس رنگ s+١ با T از TDC ΁ی f = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, V (T )−S)

و بوده d(ui, w) = ٢ ،ui هر برای این صورت در باشد. w /∈ s کنید فرض حال .χt
d(T ) = s+١ داریم

χt
d(T ) = s+١ اگر داشت. خواهد وجود uivσ(i)wvσ(j)uj یا uivσ(i)uj مسیر uj و ui برگ دو هر برای

این که بود خواهد T برای TDC تنها ، f = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, V (T )−S) دراین صورت باشد
دراین صورت چون نداریم. کلاس رنگͬ ΁ی رئوس همه با مجاور پشتیبانͬ، راس هیچ زیرا نیست شدنͬ
ندارد ام΄ان این که شد خواهند دو برگ ها، درجه دراین صورت که باشد مجاور برگ ها تمام با ͬ باید م w

به مجزا رنگ ΁ی دادن با پس بود. خواهد χt
d ≥ s+ ٢ ازاین رو است نیاز مورد دی·ر رنگ ΁ی حداقل و

T برای TDC ΁ی که ͬ گیریم م درنظر g = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, {w}, L) به صورت را g تابع ،w
بود. خواهد χt

d(T ) = s+ ٢ لذا ͬ باشد م رنگ s+ ٢ با

داریم: باشد، diam(T ) = ۵ اگر باشد. C مرکز با درختͬ T کنید فرض [٩] .٣ . ۶ . ٣ گزاره

χt
d(T ) =


s+ ١ |S| ≥ و٣ |V (C) ∩ S| = ٢ اگر

s+ ٢ |S| = ٢ یا |S| ≥ و٣ |V (C) ∩ S| = ١ اگر

s+ ٣ |S| ≥ و٣ |V (C) ∩ S| = ٠ .اگر

یال ΁ی T مرکز ،١ . ۶ . ٣ قضیه طبق باشد. diam(T ) = ۵ و C مرکز با درختͬ T کنید فرض برهان.
|S| = ٢ همچنین و e٢ ∈ N(vs) و e١ ∈ N(v١) کنید فرض و C = {e١e٢} کنید فرض بود. خواهد
ͬ باشند. م T رئوس برای افرازی V (T ) = L ∪ S ∪ {e١, e٢} و S = {v١, v٢} ترتیب این به باشند.
f = ({v١}, {v٢}, L∪{e١, e٢}) آن گاه باشد χt

d(T ) = ٣ اگر ͬ باشد. م χt
d(T ) ≥ ٣ ،١ . ۶ . ٣ لم طبق

رنگ ͬ توانند نم e٢ و e١ و است یال ΁ی e١e٢ چون نیست مم΄ن این ولͬ است T درخت TDC تنها
درخت مرکز و ͬ باشد م diam(T ) = ۵ ازآن جایی که بود. خواهد χt

d(T ) ≥ ۴ لذا ب·یرند. ی΄سان
رئوس این از ی΄ͬ با برگ ΁ی بجز پشتیبان راس به طوری که ͬ باشد م راس دو شامل که است یال ΁ی
به صورت را g تابع لذا دارد. همسایه خصوصͬ دو دقیقا پشتیبان راس هر عبارتͬ به ͬ باشد، م مجاور هم
زیرا ͬ باشد. م کلاس رنگ s + ٢ با TDC ΁ی که گرفته درنظر g = ({v١}, {v٢}, N(v١), N(v٢))

و ͬ گیرند م ی΄سان رنگͬ هم پشتیبان راس هر همسایه های و ͬ گیرد م مجزا رنگ ΁ی پشتیبان راس هر
ͬ باشد م نیز احاطه گرکلͬ که داریم مجاز رنگ آمیزی ΁ی لذا ندارند همسایه مشترک پشتیبان، رئوس چون
لذا ͬ کنند م احاطه را پشتیبان راس هم مجاور رئوس و کرده احاطه را مجاور رئوس پشتیبان، رئوس زیرا



۵٣ درخت ها

بود. خواهد χt
d(T ) = ۴

ͬ دهیم. م ادامه زیر حالت سه در را بحث این ،|S| ≥ ٣ برای حال

به صورت را g رنگ آمیزی اگر ͬ باشند. م e١, e٢ ∈ S لذا باشد |S ∩ V (C)| = ٢ کنید فرض اول: حالت
رنگ ΁ی راس هر به برگ ها، بجز این صورت در ب·یریم نظر در g = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, L)
کلاس رنگ s + ١ با T برای TDC ΁ی g لذا ͬ دهیم م برگ ها به هم رنگ ΁ی و داده ایم مجزا

.χt
d(T ) = s+ ١ داریم ،١ . ۶ . ٣ لم طبق که بود خواهد

فرض ͬ باشند. نم S به متعلق e٢ یا e١ از ی΄ͬ دراین صورت باشد. |S ∩ V (C)| = ١ کنید فرض دوم: حالت
f = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, V (T پس−( χtباشد

d = s+١ اگر باشند. e٢ /∈ S و e١ ∈ S کنید
غیرمم΄ن چیزی چنین اما بود، خواهد T برای TDC تنها f دراین صورت که بود خواهد S)

پشتیبان، راسͬ با e٢ پس نیست پشتیبان راس و برگ e٢ طرفͬ از و است |S| ≥ ٣ چون است
پشتیبان راس این برای باشد، احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی این که برای دراین صورت که ͬ باشد م مجاور
که را برگ ها به متعلق کلاس رنگ کند، احاطه بتواند که باشد داشته وجود کلاس رنگͬ ͬ باید م
احاطه گرکلͬ گرفته صورت رنگ آمیزی تا باشد مجزایی رنگ دارای باید e٢ پس کند احاطه ͬ تواند نم
W کلاس رنگ هر برای به طوری که دارد وجود vi ∈ S−{v١} مانند راسͬ دی·ر عبارت به باشد.
ب·یریم درنظر g = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, {e٢}, L) به صورت را g اگر لذا .vi ⊁t W ،f از
خواهد χt

d(T ) = s+ ٢ درنتیجه ͬ باشد. م کلاس رنگ s+ ٢ با T از TDC ΁ی g دراین صورت
بود.

عددرنگͬ حالت این در لذا .e١, e٢ /∈ S دراین صورت باشد. |S ∩ V (C)| = ٠ کنید فرض سوم: حالت
ͬ کنیم م فرض است، |S| ≥ ٣ آن جایی که از بود. خواهد قبل حالت از بیشتر مسلما احاطه گرکلͬ
f احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی هر آن گاه باشد χt

d(T ) = s + ٢ اگر باشد. deg(e١) ≥ deg(e٢)

جدا زیرمجموعه برای بود. خواهد f = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, E١, E٢) به صورت T برای
فرض مساله کلیت از کاستن بدون باشد، e٢ ∈ E٢ و e١ ∈ E١ به طوری که E٢ و E١ هم از
و ∪i∈IN(vi) ⊆ E١ آن گاه باشد. J = {i|vi /∈ N(e١)} و I = {i|vi ∈ N(e١)} کنید
در باشد |J | ≥ ٢ کنید فرض مساله کلیت از کاستن بدون ͬ گیریم. م نظر در ∪i∈JN(vi) ⊆ E٢

با ولͬ است مشترک  شان همسایه e١ که داشت خواهد وجود پشتیبان راس دو حداقل این صورت
رنگͬ دارای و داشته قرار E١ مجموعه در e١ راس و برگ ها این که مجاورند نیز متفاوتͬ برگ های
مجموعه به مربوط رنگ و ب·یریم نظر در v٢ و v١ را پشتیبان راس دو این اگر ͬ باشند. م ی΄سان
χt
d(T ) ≥ s + ٣ لذا .v٢ ⊁t W و v١ ⊁t W این صورت در ب·یریم نظر در W هم را E١

به صورت g تابع لذا ب·یرند قرار کلاس رنگ ΁ی در برگ ها با ͬ توانند نم ،e٢ و e١ پس ͬ باشد. م
ͬ باشد، م کلاس رنگ s+٣ با T برای TDC ΁ی g = ({v١}, {v٢}, . . . , {vs}, {e١}, {e٢}, L)

بود. خواهد χt
d(T ) = s+ ٣ درنتیجه





۴ فصل
گراف ها حاصلضرب در احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی

مقدمه ١ . ۴
همین طور و گراف دو از حاصلضرب خارجͬ و حاصلضرب د  کارتͬ در را احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی فصل، این در
از قضیه و اصطلاحات علمͬ نیاز، مورد تعاریف از برخͬ نخست ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد ابرم΄عب ، در

ͬ کنیم. م ارائه [٩] و [١٢]

تعاریف ٢ . ۴
G□H به  صورت که گراف دو این حاصلضرب دکارتͬ ب·یرید. نظر در را H و G گراف .٢ . ١ . ۴ تعریف
(g٢, h٢) و (g١, h١) راس دو و V (G) × V (H)راس های مجموعه با است گرافͬ ͬ شود، م داده نشان

بیفتد: اتفاق زیر حالت دو از ΁ی هر اگر وتنها اگر مجاورند

باشد. (h١, h٢) ∈ E(H) آن گاه g١ = g٢ اگر .١

باشد. (g١, g٢) ∈ E(G) آن گاه h١ = h٢ اگر .٢
ͬ دهد. م نشان را دلخواه گراف دو حاصلضرب دکارتͬ ،١ . ۴ ش΄ل مثال عنوان به

G ×H به صورت که گراف دو این حاصلضرب خارجͬ ب·یرید. نظر در را H و G گراف .٢ . ٢ . ۴ تعریف
(g٢, h٢) و (g١, hراس(١ دو و ͬ باشد م V (G)×V (H)راس های مجموعه با گرافͬ ͬ شود، م داده نمایش
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گراف دو حاصلضرب دکارتͬ :١ . ۴ ش΄ل

باشیم: داشته اگر تنها و اگر مجاورند، هم با

(g١, g٢) ∈ E(G) و (h١, h٢) ∈ E(H)

ͬ دهد. م نشان را دلخواه گراف دو حاصلضرب خارجͬ ،٢ . ۴ ش΄ل مثال عنوان به

گراف دو حاصلضرب خارجͬ :٢ . ۴ ش΄ل

ͬ القایی زیرگراف گرافG‐لایه، ب·یرید، درنظر G□Hرا حاصلضرب دکارتͬ از x = (u, v)راس .٢ . ٣ . ۴ تعریف
که ͬ شود م تعریف این صورت به و است

Gx = {(w, v) ∈ V (G□H)|w ∈ V (G)}.

کنیم. تعریف را H‐لایه، ͬ توانیم م مشابه به طور و

نتیجه در باشند، تنها راس فاقد گراف دو H و G فرض .(٢٠١٢ ،[١٢] (کاظمͬ ٢ . ١ . ۴ گزاره
γt(G□H) ≤ min{γt(G)|V (H)|, γt(H)|V (G)|}

.



نتیجه در باشد، تنها راس فاقد و n مرتبه از گراف ΁ی G کنید فرض .(٢٠١٣ ،[٩] (کاظمͬ ٢ . ٢ . ۴ گزاره
γt(G) ≤ χt

d(G) ≤ n

نتیجه در باشد، تنها راس فاقد و همبند p‐بخشͬ، گراف G اگر .(٢٠١٣ ،[٩] (کاظمͬ ٢ . ٣ . ۴ گزاره
χt
d(G) ≤ γt(G) + p

نتیجه در باشد تنها راس فاقد و n مرتبه از همبند گراف ΁ی G اگر .(٢٠١٣ ،[٩] (کاظمͬ ۴ . ٢ . ۴ گزاره
دوبخشͬ گراف ترتیب به G اگر تنها و اگر n یا ٢ با است برابر χt

d(G) به علاوه، .٢ ≤ χt
d(G) ≤ n

باشد. Kn کامل گراف با ی΄ریخت یا کامل

ها گراف خارجͬ حاصلضرب ٣ . ۴
حاصلضرب از بیشتر گراف، دو حاصلضرب خارجͬ ͬ احاطه گرکلͬ عددرنگ که ͬ شود م ثابت بخش این در
چندجزئͬ گراف دو حاصلضرب خارجͬ ͬ احاطه گرکلͬ عددرنگ ادامه در و است ͬ شان احاطه گرکل  ͬ اعدادرنگ

شد. خواهد محاسبه  کامل

نداشته تنها راس به طوری که باشد H و G گراف دو حاصلضرب خارجͬ ،G×H اگر [١٢] .٣ . ١ . ۴ قضیه
داریم این صورت در باشد،

χt
d(G×H) ≤ χt

d(G) · χt
d(H),

‐ χt
d(G) ΁ی به ترتیب fH = (W١,W٢, . . . ,Wb) و fG = (V١, V٢, . . . , Va) کنید فرض برهان.

به ،V (G × H) از افرازی ،
∪

i,j Vi × Wj دراین صورت باشند. χt‐رنگ آمیزی
d(H) و رنگ آمیزی

رنگ ab ،cij کنید فرض ،١ ≤ j ≤ b ١و ≤ i ≤ a برای است. G × H در مستقل مجموعه های
رنگ (v, w) ∈ Vi × Wj راس هر به که باشد V (G × H) روی تابعͬ f کنید فرض و باشد متفاوت
عدد رنگͬ تعریف طبق پس است، G گراف برای TDC ΁ی fG آن جایی که از بدهد. اختصاص را cij
به طوری که دارد وجود i′ ̸= i و ١ ≤ i′ ≤ a ، که  Vi′ مانند کلاسͬ v ∈ Vi هر برای احاطه گرکلͬ
برای که دارد وجود Wj′ مانند کلاسͬ w ∈ Wj هر برای نیز H گراف در مشابه به طور و v ≻t Vi′

(v, w) راس G × H خارجͬ حاصلضرب در ترتیب این به .w ≻t Wj′ ،j′ ̸= j و ١ ≤ j′ ≤ b

تعدادی از راس هر به G ×H در راس هر ترتیب این به ͬ کند. م احاطه را Vi′ ×Wj′ راس  ͬ به طورکل
ما آن جایی که از و ͬ باشد. م G × H در TDC ΁ی f که است معنͬ این به و است مجاور کلاس رنگ

لذا ͬ باشد، م ها TDC این مقدار کمتری ،χt
d و کردیم معرفͬ رنگ ab با TDC ΁ی

χt
d(G×H) ≤ ab = χt

d(G) · χt
d(H)

بود. خواهد

ͬ کامل q‐بخش گراف نیز H و ͬ کامل p‐بخش گراف ΁ی G اگر q ≥ p ≥ ٢ برای [١٢] .٣ . ١ . ۴ گزاره
.χt

d(G×H) = p+ ٢ این صورت در باشد،
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به H = K(m١,m٢, . . . ,mq) و G = K(n١, n٢, . . . , np) کنید فرض ،q ≥ p ≥ ٢ برای برهان.
هر ازای به به طوری که باشند، W١,W٢, . . . ,Wq و V١, V٢, . . . , Vp مستقل مجموعه های شامل ترتیب

باشد. |Wj| = mj ،١ ≤ j ≤ q هر برای و |Vi| = ni ،١ ≤ i ≤ p

باشد. m١ ≥ m٢ ≥ · · · ≥ mq و n١ ≥ n٢ ≥ · · · ≥ np کنیم فرض ͬ توانیم م لزوم صورت در
کنید فرض ،j = ١,٢, . . . , q و i = ١,٢, . . . , p برای

Xi =

q∪
j=١

Vi ×Wj و Yj =

p∪
i=١

Vi ×Wj

X١, X٢, . . . , Xp مستقل مجموعه های با گرافp‐بخشͬ ΁ی ،G×H حاصلضرب خارجͬ دراین صورت
بخش، هر به این ترتیب ͬ باشد. م Y١, Y٢, . . . , Yq مستقل مجموعه های با q‐بخشͬ گراف ΁ی نیز و
بودند مستقل W١,W٢, . . . ,Wq و V١, V٢, . . . , Vp بخش  های فرض، طبق چون و ͬ گیرد م مجزا رنگͬ
رنگ آمیزی پس ͬ باشند م مستقل نیز بخش ها این حاصلضرب خارجͬ، در یال وجود تعریف به باتوجه و
و ͬ باشد م مجاز رنگ آمیزی ΁ی در مم΄ن رنگ های تعداد کمترین عددرنگͬ، آن جایی که از و است مجاز

.χ(G×H) ≤ min{p, q} = p داریم ͬ باشد، م p ≤ q فرض طبق
در زیر به صورت را U مجموعه vi ∈ Vi و wi ∈ Wi هر برای کنید فرض ،i = ١,٢, . . . , p ازای به حال

ب·یریم. نظر
U = {(vi, wi)|i = ١,٢, . . . , p}

حاصلضرب خارجͬ، در یال وجود تعریف به توجه با و شده اند فرض کامل گراف هایی H و G آن جایی که از
نتیجه در ͬ باشد م χ(G × H) ≥ p بنابراین ͬ دهد. م ارائه p مرتبه از Kp کامل گراف ،U مجموعه
χt
d(G×H) ≥ p لذا است χt

d(G×H) ≥ χ(G×H) = p طرفͬ از و بود خواهد χ(G×H) = p

ͬ  باشد. م
رنگͬ کلاس در راس هر به طوری که باشد، G×H در TDC ΁ی f = (C١, C٢, . . . , Cl) کنید فرض
هر برای ͬ کنیم  م فرض دهیم، تغییر را رنگ ها مجددا ͬ توانیم م باشد نیاز اگر باشد. i رنگ دارای Ci

از راس هر با (v١, w١) راس بنابراین .(v١, w١) ≻t C٢ و باشد (vi, wi) ∈ Ci ،i = ١,٢, . . . , p
(v١, w١) بین حاصلضرب خارجͬ در یال وجود تعریف طبق آن جایی که از و است مجاور C٢ رنگͬ کلاس
و ندارند قرار C٢ کلاس رنگͬ در رئوس این پس داشت نخواهد وجود یالͬ (v٢, w١) و (v١, w٢) رئوس و

که ͬ گیریم م نتیجه ترتیب این به ͬ پذیرند، نم را ٢ رنگ

C٢ ⊆ X٢ \ (V٢ ×W١) یا C٢ ⊆ Y٢ \ (V١ ×W٢)

(v٢, w١) و (v١, w٢) رئوس با نیز (v٢, w٢) راس قبل، قسمت توضیح طبق باشد. l = p کنید فرض
U\{(v١, w١), (v٢, wمجموعه ی{(٢ رئوس همه ی با (v٢, w١) و (v١, wرئوس(٢ لذا بود نخواهد مجاور
و ͬ پذیرند نم را ٢ رنگ (v٢, w١) و (v١, w٢) رئوس که گفتیم قبل قسمت در طرفͬ از بود، خواهند مجاور
U \{(v١, w١), (v٢, w٢)} رئوس همه ی با راس دو این و بوده (vi, wi) ∈ Ci فرض طبق آن جایی که از
رنگ دارای دو هر پس ͬ پذیرند، نم نیز را ٣, . . . , p رنگ های (v٢, w١) و (v١, w٢) رئوس لذا مجاورند،
تناقض این و مجاورند هم با راس دو این حاصلضرب خارجͬ در یال وجود تعریف طبق ولͬ ͬ باشند، م ١
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بود. خواهد l ≥ p+ ١ لذا است
(v١, w٢) راس های رنگ آمیزی برای مجاز رنگ های تنها نتیجه در باشد. l = p + ١ کنید فرض
رنگ هایی و هستند مجاور (v٢, w١) و (v١, w٢) رئوس ͬ باشند. م p + ١ و ١ رنگ های ،(v٢, w١) و
(v٢, wراس(١ و ١ رنگ دارای (v١, wراس(٢ که کنید فرض مساله، کلیت از شدن کم بدون دارند، متمایز

ͬ دهیم. م ادامه زیر ٣حالت در را اثبات باشد، p+ ١ رنگ دارای
راس آن جایی که از ͬ گیرد. م را ٣ رنگ (v٢, w١) و ١ رنگ (v١, w٢) نتیجه در باشد. p = ٢ کنید فرض
راس که ͬ گیریم م نتیجه نیست، مجاور ،٢ رنگ از (v٢, wراس(٢ به و ١ رنگ از (v١, wراس(١ به (v١, w٢)

C٣ ⊆ X٢ \V٢×W٢ بنابراین ،(v١, w٢) ≻t C٣ لذا است، مجاور ٣ رنگ دارای راس های با (v١, w٢)

مجاور ،١ رنگ از (v١, w٢) راس با و ͬ باشد م ٢ رنگ دارای (v٢, w٢) راس دی·ر طرف از ͬ باشد. م
با مطلب این که ،(v٢, w٢) ≻t C٣ که ͬ گیریم م نتیجه لذا ͬ کند نم احاطه را C١ کلاس پس نیست
در دلخواه TDC ΁ی ،f چون و ͬ باشد م l ≥ p+ ٢ بنابراین است تناقض در ،C٣ ⊆ X٢ \ V٢ ×W٢

.χt
d(G×H) ≥ p+ ٢ داشت خواهیم است G×H

۴ رنگ دارای (v٢, w١) راس و ١ رنگ دارای (v١, w٢) راس ترتیب این به باشد. p = ٣ کنید فرض
مجاور ،٢ رنگ از (v٢, w٢) راس با و ١ رنگ از (v١, w١) راس با (v٢, w١) راس آن جایی که از و است
هر با (v٢, w١) راس به طوری که کنیم، نام·ذاری را رنگ ها دوباره ͬ توانیم م لزوم صورت در نیست،
راس نتیجه در .(v٢, w١) ≻t C٣ که است معنͬ این به مطلب این و باشد. مجاور ٣ رنگ دارای راس
راس آن جایی که از به علاوه شد. خواهند مجاور این صورت در چون باشد ٣ رنگ دارای ͬ تواند نم (v٣, w١)

مجموعه در راس هر با چون و ͬ گیرد نم را ١ رنگ پس است مجاور ١ رنگ از (v١, w٢) راس با (v٣, w١)

رنگ دارای لذا ͬ پذیرد نم هم را ٢ رنگ پس است، مجاور ،U \ {(v١, w١), (v٣, w٣)} = {(v٢, w٢)}
دارای ͬ تواند نم (v٢, w٣) راس که ͬ گیریم م نتیجه پس ،(v٢, w١) ≻t C٣ چون به علاوه ͬ باشد. م ۴
نتیجه است مجاور ،٢ رنگ بجز رنگ هر از راس ها، تمام با (v٢, w٣) راس آن جایی که از باشد. ٣ رنگ
ͬ باشد، م (v٣, w٢) ∈ C٣ که ͬ گیریم م نتیجه ترتیب همین به ͬ باشد. م (v٢, w٣) ∈ C٢ که ͬ گیریم م
راس درنتیجه است. مجاور ،٣ رنگ دارای راس های بجز رنگ، هر از راس ها تمام به (v٣, w٢) راس چون
مجاور ۴ رنگ از (v٣, w١) راس با و ٢ رنگ از (v٢, w٢) راس با ،١ رنگ ,v١)از w٢) راس با (v٣, w٢)

این به و است مجاور ٣ رنگ دارای راس های تمام با (v٣, w٢) راس که ͬ گیریم م نتیجه پس نیست.
داریم بنابراین ͬ باشد. م ٣ رنگ دارای (v٣, w٢) چون است تناقض که ،(v٣, w٢) ≻t C٣ که است معنͬ

است. χt
d(G×H) ≥ P + ٢ لذا ͬ باشد م G×H در دلخواه TDC ΁ی f چون و l ≥ p+ ٢

(v٢, w١) و (v١, w٢) راس های رنگ آمیزی جهت مجاز رنگ تنها ترتیب این به باشد. p ≥ ۴ کنید فرض
مجزا رنگ های پس هستند مجاور (v٢, w١) و (v١, w٢) رئوس چون ͬ باشند. م p + ١ و ١ رنگ  های
راس چون باشد p+ ١ رنگ دارای (v٢, w١) راس و ١ رنگ دارای (v١, w٢) راس کنید فرض ͬ پذیرند. م
مجاور است، ٢ رنگ دارای که (v٢, w٢) راس با و است ١ رنگ دارای که (v١, w١) راس با (v٢, w١)

توسط شده رنگ راس هر به (v٢, w١) راس به طوری که ͬ کنیم م نام·ذاری را رنگ ها دوباره ما ͬ باشد. نم
رنگ ،٣ رنگ توسط ͬ تواند نم (v٣, w١) راس که ͬ گیریم م نتیجه ترتیب این به باشد. مجاور ،٣ رنگ
را ١ رنگ پس است مجاور ١ رنگ از (v١, w٢) راس با (v٣, w١) راس آن جایی که از به علاوه باشد. شده



نیز را ٢ رنگ لذا است، مجاور U \ {(v١, w١), (v٣, w٣)} مجموعه در راس هر با چون و ͬ گیرد نم نیز
راس ،(v٢, w١) ≻t C٣ آن جایی که از و ͬ شود م رنگ آمیزی p+١ بارنگ (v٣, w١) راس پس ͬ پذیرد، نم
بجز رنگ هر از راس ها تمام با (v٢, w٣) راس نتیجه در رنگ آمیزی شود ،٣ رنگ با ͬ تواند نم (v٢, w٣)

مشابه به طور و (v٢, w٣) ∈ C٣ که است معنͬ این به مطلب این و است مجاور ٢ رنگ دارای راس های
٣ رنگ دارای راس های بجز رنگ هر از راس ها تمام با (v٣, w٢) راس چون بود، خواهد (v٣, w٢) ∈ C٣

با و ٢ رنگ از (v٢, w٢) راس با و ١ رنگ از (v١, w٢) راس با ،(v٣, w٢) راس ازآن جایی که است. مجاور
به طوری که ب·یریم نظر در جدیدی نام·ذاری ͬ توانیم م ما نیست. مجاور p + ١ رنگ از (v٣, w١) راس
به .(v٣, w٢) ≻t C۴ که است معنͬ این به و باشد مجاور ،۴ رنگ دارای راس های با (v٣, w٢) راس
وجود این با باشد. شده رنگ ،۴ رنگ توسط ͬ تواند نم (v۴, w٢) راس که ͬ گیریم م نتیجه ترتیب این
راس و ٣ رنگ از (v٣, w٣) راس و ٢ رنگ از (v٢, w٣) راس و ١ رنگ از (v١, w١) راس با (v۴, w٢) راس
(vi, wi) راس با (v۴, w٢) راس ،i = ۵, . . . , p هر برای به علاوه است. مجاور p+ ١ رنگ از (v٢, w١)

این که بود خواهد مجاور مم΄ن رنگ p+ ١ از رئوس همه با (v۴, w٢) راس لذا است. مجاور ،i رنگ از
داریم است، G×H روی دلخواه TDC ΁ی f ازآن جایی که و .l ≥ p+ ٢ بنابراین است. تناقض ΁ی

.χt
d(G×H) ≥ p+ ٢

تابع ترتیب این به باشد. X∗
٢ = V٢ ×W١ و X∗

١ = V١ ×W١ کنید فرض
کلاس رنگ p + ١ با G ×H برای TDC ΁ی f ∗ = (X∗

١ , X
∗
٢ , X١ \X∗

١ , X٢ \X∗
٢ , X٣, . . . , Xp)

ͬ باشد. م χt
d(G×H) = p+ ٢ لذا و بوده χt

d(G×H) ≤ p+ ٢ پس ͬ باشد، م

ها گراف دکارتͬ حاصلضرب ۴ . ۴
ͬ آوریم. م بدست گراف، دو حاصلضرب دکارتͬ برای را ͬ   ا   حاطه گرکلͬ عددرنگ بخش، این در

داریم باشند، نداشته تنها راس که H و G گراف دو هر برای [١٢] .١ . ۴ . ۴ قضیه
max{χt

d(G), χt
d(H)} ≤ χt

d(G□H) ≤ min{χt
d(G) · n(H), χt

d(H) · n(G)}.

گراف آن جا یی که از باشد. V (G□H) = {(vi, ui)|١ ≤ i ≤ n١و ≤ j ≤ m} کنید فرض برهان.
در حاصلضرب دکارتͬ تعریف طبق لذا است شده حاصل H و G گراف دو حاصلضرب دکارتͬ از G□H

در عبارتͬ به دارد. وجود H گراف از G رئوس تعداد به و G گراف از H رئوس تعداد به ،G□H گراف
همچنین و χt

d(G□H) ≥ χt
d(G) پس داریم H و G گراف V (G) × V (H) تعداد به G□H گراف

بود. خواهد χt
d(G□H) ≥ max{χt

d(G), χt
d(H)} لذا ͬ باشد. م χt

d(G□H) ≥ χt
d(H)

ͬ پردازیم. م بالا کران درستͬ بررسͬ به حال
΁ی برای باشد. χt

d(G) = a و min{χt
d(G) · n(H), χt

d(H) · n(G)} = χt
d(G) · m کنید فرض

به طوری که باشد، V (G□H) روی تابعͬ f ′ کنید فرض ،G در f = (V١, V٢, . . . , Vk) مشخص TDC

(vi, uj) ∈ V (G□H) کنید فرض .f ′((vi, uj)) = (f(vi), j) باشیم داشته (ui, vj) راس هر برای
و vi ∈ Vl و بوده ١ ≤ l ̸= t ≤ a که l و t دارد وجود لذا است G روی TDC ΁ی f چون باشد.

.vi >t Vt
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ͬ کند. م احاطه را Vt × {j} به طورکلͬ (vi, uj) راس G□H دکارتͬ حاصلضرب در ترتیب این به
΁ی f ′ که دهد مͬ نتیجه و است مجاور رنگ، کلاس تعدادی از راس هر با G□H از راس هر بنابراین
این به .χt

d(G□H) ≤ am = χt
d(G) · |V (H)| داشت خواهیم بنابراین است. G□H در TDC

کردیم. ثابت را بالا کران وجود ترتیب

داریم باشد تنها راس فاقد که G گراف هر برای [١٢] .٢ . ۴ . ۴ قضیه
χt
d(G) ≤ χt

d(G□K٢) ≤ ٢χt
d(G),

باشد. G = Kn اگر تنها و اگر است، χt
d(G□K٢) = χt

d(G) و

و n مرتبه از و تنها راس فاقد گرافͬ G کنید فرض برهان.
داریم: ١ . ۴ . ۴ قضیه از باشد. V (G□K٢) = {(vi, j)|١ ≤ n و j = ١,٢}

max{χt
d(G), χt

d(H)} ≤ χt
d(G□H) ≤ min{χt

d(G) · n(H), χt
d(H) · n(G)}.

G در max لذا، تنهاست راس فاقد G چون و ͬ باشد م χt
d(K٢) = ٢ چون باشد، H = K٢ اگر حال

اگر و χt
d(G□K٢) ≤ ٢χt

d(G) پس باشد G = K٢ اگر و است n(G) ̸= ١ طرفͬ از و ͬ افتد م اتفاق
ͬ باشد م رئوسش تعداد به حداکثر گراف ΁ی عددرنگͬ و ͬ کنیم م کار min با چون باشد، هم n ≥ ٣
و است برقرار بازهم پس بود خواهد رئوس تعداد مساوی یا کمتر عددرنگͬ راس، تعداد هر برای پس

بنابراین ͬ باشد م min{χt
d(G).٢,٢.n(G)} = ٢χt

d(G)

χt
d(G) ≤ χt

d(G□K٢) ≤ ٢χt
d(G)

خواهدبود.
این صورت در باشد، Kn کامل گراف G اگر

({(v١,١), (v٢,٢)}, {(v٢,١), (v٣,٢)}, . . . , {(vn−١,١), (vn,٢)}, {(vn,١), (v١,٢)})

طبق چون است، مجاز رنگ آمیزی این اولا زیرا ͬ باشد. م کلاس رنگ n با G□K٢ روی TDC ΁ی
وجود یالͬ رنگ، کلاس ΁ی در گرفته قرار رئوس بین گراف، دو حاصلضرب دکارتͬ در یال وجود تعریف
ب·یریم درنظر که G□K٢ از دلخواه راس هر برای طرفͬ از و ب·یرند ی΄سان رنگͬ ͬ توانند م پس ندارد

شود. احاطه نظر مورد راس توسط به طوری که دارد وجود رنگ کلاس ΁ی
(v١,١) همسای·ان زیرمجموعه که کنیم پیدا کلاسͬ باید ب·یرید، نظر در را (v١,١) راس مثال به طور
K٢ گراف طرفͬ از و بود خواهد مجاور راس v٢, . . . , vn با v١ پس است کامل گراف Kn چون باشد.
در یال وجود تعریف طبق لذا بود. خواهد مجاور ٢ راس با ١ راس پس است راسͬ دو کامل گراف ΁ی نیز
i = ٢, . . . , n ازای به (vi,١) و (v١,٢) به صورت که رئوسͬ تمام با (v١,١) راس حاصلضرب دکارتͬ،
کند احاطه را {(v١,٢), (vn,١)} کلاس رنگͬ ͬ تواند م (v١,١) راس این صورت در است مجاور باشند
΁ی نتیجه در شود. احاطه که داشت خواهد وجود کلاس رنگ ΁ی راس هر برای ترتیب همین به و
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χt
d(Kn) = n آن جایی که از و داشت خواهیم کلاس رنگ n وبا G□H روی احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی

بود. خواهد χt
d(G□K٢) = χt

d(G) پس ͬ باشد م
روی χt‐رنگ آمیزی

d ΁ی ͬ کنیم، م ادعا باشد. χt
d(G□K٢) = χt

d(G) = k ͬ کنیم م فرض حال
راس ها به رنگ ها تمام ،G × {٢} و G × {١} G‐لایه  ی، دو هر در به طوری که دارد وجود G□K٢

f = (V١, V٢, . . . , Vk) مانند χt‐رنگ آمیزی
d ΁ی کنید فرض خلف: برهان باشند. شده داده اختصاص

از کمتر ͬ دهد، م نسبت G×{١} راس های به که را رنگ هایی تعداد به طوری که دارد وجود G□K٢ در
رنگ هایی و ͬ گیرند م ی΄سان رنگ که دارند وجود G×{١} به متعلق رئوس از برخͬ پس ͬ باشد. م تا K
هستیم، حاصلضرب دکارتͬ در ازآن جایی که و نشده اند مصرف G×{١} در که دارند حضور G×{٢} در
مانند راسͬ ،G×{١} در ترتیب این به ͬ باشد، م متصل G×{١} از راسͬ به G×{١} از راس هر لذا
،j ̸= i هر ازای وبه ،(v,١) ≻t Vi به طور ی که دارند وجود Vi ⊆ G× {٢} مانند کلاس رنگͬ و (v,١)
وجود (v,١) مانند راسͬ پس ͬ باشد م تا K از کمتر G × {١} در رنگ ها تعداد چون .(v,١) ⊁t Vj

ͬ باید م پس داریم احاطه گرکلͬ مجموعه ی آن جایی که از و نشود احاطه اول ستون رئوس توسط که دارد
Vi ⊆ G × {٢} از تک عضوی کلاس این پس شود احاطه (v,١) راس توسط که شود یافت کلاسͬ
ͬ گیریم م نتیجه ترتیب این به ͬ شود. م احاطه (v,١) توسط که است راسͬ تنها (v,٢) راس و بود خواهد
در (v′,١) مانند راسͬ که ͬ دهد م نتیجه و ͬ باشد م δ(G) ≥ ١ دی·ر، سوی از .Vi = {(v,٢)} که
ͬ باشد، م G از کپی ΁ی که اول ستون در لذا تنهاست راس فاقد G چون دارد. وجود NG×{١}((v,١))
برای ͬ باشد. |Vt|م ≥ ٢ این صورت در باشد. (v′,١) ∈ Vt ،t ̸= i برای کنید فرض نداریم تنها راس
G□K٢ برای جدید χt‐رنگ آمیزی

d ΁ی و ͬ کنیم م جای·زین t رنگ به جای را i جدید رنگ (v′,١) راس
رنگ آمیزی از بیشتر G× {١} رئوس به شده داده اختصاص رنگ های تعداد به طوری که ͬ دهیم، م ارائه
همه به طوری که ͬ آوریم م بدست G□K٢ برای χt‐رنگ آمیزی

d ΁ی روند این دادن ادامه با باشد. قبلͬ
نتیجه در و داده شوند، تخصیص G × {٢} و G × {١} G‐لایه، دو هر در راس ها تمام به رنگ ها

شد. ثابت ما ادعای
هر برای به طوری که باشد χt‐رنگ آمیزی

d(G□K٢) ΁ی ،f = (V١, V٢, . . . , Vk) ͬ کنیم م فرض حالا
رئوس پس باشد، k < n اگر .Vi ∩ (G × {j}) ̸= ∅ باشیم داشته j = ١,٢ و ١ ≤ i ≤ k

راس ٢ به حداقل که دارد وجود t مانند رنگͬ پس نیستند مجاور باهم هم·ͬ اول، ستون به متعلق
کنید فرض حال .|Vt ∩ (G × {١})| ≥ ٢ داشت خواهیم ،١ ≤ t ≤ k برای پس است، شده داده
از .(x,١) ≻t Vi باشیم داشته ١ ≤ i ≤ k و i ̸= t برای و باشد (x,١) ≻t Vi و (x,١), (y,١) ∈ Vt

(x,٢) ≻t Vj ͬ کنیم م فرض کند، احاطه را کلاسͬ ͬ بایست م که دارد وجود (x,٢) مانند راسͬ طرفͬ
چون و ͬ باشد نم j = t پس نیست مجاور (y,١) راس با (x,٢) راس چون باشد. j ̸= i, t به طوری که
راس برای همسایه تنها (x,١) راس پس نیست هم j = i پس نیست مجاور هم Vi ∩ (G × {١}) با
که دارد قرار Vt کلاس در (x,٢) راس شده، گفته مطالب طبق که ͬ باشد م G× {١} گراف در (x,٢)
گزاره طبق و ͬ باشد م k = n لذا است تناقض که ͬ باشد م Vj ∩ (G× {١}) = ∅ پس ͬ باشد، م j ̸= t

.G = Kn داریم: ۴ . ٢ . ۴

Cn□Km Pn□Kmو گراف های احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی عدد برای بالایی کران های بعد، گزاره دو در
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کرد. خواهیم ارائه

داریم، m ≥ ٢ و n ≥ ٣ عددصحیح هر برای [١٢] .١ . ۴ . ۴ گزاره

χt
d(Pn□Km) ≤


m m ≥ n ,اگر

n ، باشد nزوج mو = ٢ اگر

n+m− ١ صورت .درغیراین

در V = {(i, j)|١ ≤ i ≤ n,١ ≤ j ≤ m} راس های مجموعه با را G = Pn□Km گراف برهان.
ͬ کنیم. م بررسͬ را زیر حالت های ب·یرید. نظر

زیر به صورت گراف از راس هر ازای به ،V مجموعه روی را f تابع باشد. m = ٢ کنید فرض اول حالت
ͬ کنیم، م تعریف

f((i, j)) =


i j = ١ ,اگر

i+ ١ ، باشد فرد i و j = ٢ ,اگر

i− ١ ، باشد زوج i و j = ٢ .اگر

است مجاز f اولا زیرا، بود. خواهد کلاس رنگ، n+ r با G در TDC ΁ی f تابع ترتیب این به
متناظر رئوس به طوری که دارد وجود Pn از کپی دو حاصلضرب دکارتͬ در m = ٢ برای چون
را سطری رنگ راس هر به ،j = ١ یعنͬ اول کپی در بود، خواهند مجاور هم با کپی، دو در
ͬ رویم. م ،j = ٢ یعنͬ دوم کپی سراغ به حال است، مجاز پس داده ایم شده، ͽواق آن در که
مجاورند خود بعد و قبل رئوس با همچنین و اول کپی در خود متناظر رئوس با کپی، این رئوس
داده ارائه رنگ آمیزی این در ب·یرد، را خود سطر رنگ یعنͬ i رنگ ͬ تواند نم (i, j) راس پس
که شده گرفته نظر در i + ١ رنگ فرد سطرهای برای و i − ١ رنگ زوج سطرهای برای شده
کامل به طور که دارد وجود کلاسͬ ͬ گیریم م نظر در که (i, j) راس هر برای ثانیا است. مجاز
رئوس شامل که i−١ کلاس رنگͬ باشد، زوج i که (i,١) راس هر که به این صورت ͬ شود م احاطه
شامل که i + ١ کلاس رنگͬ باشد، فرد i که (i − ١) راس و ͬ باشد م {(i − ١,١), (i,٢)}
فرد باشد i که (i,٢) راس برای همچنین و ͬ کند م احاطه را ͬ باشد م {(i+١,١), (i,٢)} رئوس
i که (i,٢) راس برای و {(i,١), (i + ١,٢)} رئوس شامل که دارد وجود i − ١ کلاس رنگͬ
این در ͬ باشد. م {(i− ١,٢), (i,١)} رئوس شامل که دارد وجود i+ ١ کلاس رنگͬ زوج باشد
شده استفاده دوم کپی در رنگ r تعداد و اول کپی در رنگ n تعداد به شده ارائه رنگ آمیزی
داریم درنتیجه بود. خواهد r = ١ غیراین صورت در و است r = ٠ باشد، زوج n اگر که است

.χt
d(G) ≤ n+ r

به صورت گراف، از راس هر ازای به V مجموعه روی را f تابع باشد. m ≥ ٣ کنید فرض دوم حالت
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ͬ کنیم، م تعریف زیر

f((i, j)) =


m+ i− ١ j = m ,اگر

j ١ ≤ j < m و باشد فرد i ,اگر

aj ١ ≤ j < m و باشد زوج i .اگر

ͬ باشد. م X = {١,٢, . . . ,m−١} مجموعه روی پریش ΁ی ،σ = a١a٢ . . . am−١ ͬ که، درحال
رنگ آمیزی این اولا زیرا ͬ باشد. م کلاس رنگ n+m−١ با ،G در TDC ΁ی f تابع ترتیب این به
هر طرفͬ از ͬ پذیرد. م را m+ i− ١ متفاوت رنگ  ،j = m ستون در راس هر چون است مجاز
زوج سطر های بر ͽواق رئوس و ͬ گیرد م را ستونش رنگ است، شده ͽواق فرد سطر در که راس
رئوس تمام پس ͬ باشد م Km گراف از کپی ای سطر هر چون طرفͬ از بود. خواهند aj رنگ دارای
رنگͬ کدام هر ،j = m ستون بر ͽواق رئوس آن جایی که از و مجاورند هم با سطر ΁ی بر ͽواق
ͬ توانند م سطر هر راس های لذا است مجاور خود سطر رئوس تمام با آن راس هر و دارند متفاوت
در ͽواق رئوس و کنند احاطه را شده ͽواق ،j = m ستون در که خود مجاور راس شامل کلاس
رنگ آمیزی برای رنگ n رنگ آمیزی این در ͬ کنند. م احاطه را خود مجاور رئوس هم j = m

به است، شده استفاده رئوس بقیه رنگ آمیزی برای نیز رنگ m − ١ و j = m ستون رئوس
ͬ باشد. م χt

d(G) ≤ n+m− ١ این ترتیب

داریم، m ≥ ٢ و n ≥ ٣ عددصحیح هر برای .٢ . ۴ . ۴ گزاره

χt
d(Cn□Km) ≤


n+m− ١ باشد. nزوج ≥ ۴ ,اگر

n باشد nزوج و m = ٢ ,اگر

n+ ٢m− ٢ باشد nفرد ≥ ٣ .اگر

در V = {(i, j)|١ ≤ i ≤ n,١ ≤ j ≤ m} راس های مجموعه با را G = Cn□Km گراف برهان.
ͬ کنیم. م بررسͬ را زیر حالت های و گرفته نظر

ͬ کنیم م تعریف ،V مجموعه روی (i, j) راس هر ازای به را f تابع باشد. m = ٢ کنید فرض اول حالت
به طور ی که

f((i, j)) =


i j = ١ ,اگر

i+ ١ باشد فرد i و j = ٢ ,اگر

i− ١ باشد زوج i و j = ٢ .اگر

ͬ باشد، م کلاس رنگ n + r با G در TDC ΁ی f تابع ،١ . ۴ . ۴ گزاره در اول حالت اثبات مشابه
χt
d(G) ≤ که ͬ دهد م نتیجه و بود خواهد r = غیراین صورت١ در ،r = ٠ داریم باشد زوج n اگر

.n+ r



تعریف V مجموعه روی ،(i, j) راس هر ازای به را f تابع باشد. زوج و n ≥ ۴ کنید فرض دوم حالت
به طوری که ͬ کنیم م

f((i, j)) =


m+ i− ١ j = m ,اگر

j ١ ≤ j < m و باشد فرد i ,اگر

aj ١ ≤ j < m و باشد زوج i .اگر

ͬ باشد. Xم = {١,٢, . . . ,m−١} مجموعه روی پریش ΁ی σ = a١a٢ . . . am−١ که ͬ که درحال
کلاس رنگ n + m − ١ با ،G در TDC ΁ی f تابع ،١ . ۴ . ۴ گزاره در دوم حالت اثبات مشابه

ͬ باشد. م χt
d(G) ≤ n+m− ١ که است معنͬ این به و بود، خواهد

تعریف V مجموعه روی ،(i, j) راس هر ازای به را f تابع است. فرد و n ≥ ٣ کنید فرض سوم حالت
به طوری که ͬ کنیم م

f((i, j)) =



m+ i− ١ j = m ,اگر

j ١ ≤ j < m و باشد فرد i < m ,اگر

aj ١ ≤ j < m و باشد زوج i < m ,اگر

n+m− ١+ j ١ ≤ j < m و i = m .اگر

باشد، X = {١,٢, . . . ,m − ١} مجموعه روی پریش ΁ی σ = a١a٢ . . . am−١ جایی که در
این اولا زیرا بود، خواهد کلاس رنگ n + ٢m − ٢ با G روی TDC ΁ی f تابع ترتیب این به
،i = m سطر همین طور و j = m ستون بر ͽواق رئوس تمام چون است مجاز رنگ آمیزی
خود ستون رنگ باشند ͽواق فرد سطر روی اگر رئوس، بقیه برای و ͬ پذیرند م متفاوت رنگ های
ͽواق رئوس دی·ر سوی از و ͬ پذیرند م را aj رنگ باشند ͽواق زوج سطر روی اگر و ͬ گیرند م را
احاطه را i = m یا j = m در مجاورشان راس شامل کلاس ͬ توانند م مشخص سطر ΁ی بر
در مجاورشان کلاس های ͬ توانند م نیز j = m یا i = m در موجود رئوس همچنین و کنند
تعداد به و j = m ستون در رنگ n تعداد به نتیجه در کنند احاطه را ستون یا سطر همین
نتیجه در داریم نیاز رئوس سایر برای نیز رنگ m− ١ تعداد به و i = m سطر در رنگ m− ١

ͬ باشد. م χt
d(G) ≤ n+ ٢m− ٢

ها م΄عب ابر ۵ . ۴
آن راس های که است ساده ای گراف ،Qn ابر م΄عب یا n‐بعدی م΄عب ،n مثبت عددصحیح هر ازای به

که ͬ باشد م {٠,١} درایه های با n‐تایی هایی شامل

V (Qn) = {a١a٢ . . . an|ai ∈ {٠,١},١ ≤ i ≤ nبرای}
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دارند. اختلاف درایه ΁ی در دقیقا که ͬ باشند م ‐تایی ها n از زوج هایی به صورت آن یال های و است
ͬ باشد. م ی΄ریخت Qn−١□K٢ حاصلضرب دکارتͬ با و است دوبخشͬ گراف ΁ی Qn که کنید توجه

مقدار کردن پیدا و ابرم΄عب ها از عدد رنگͬ احاطه گر کلͬ برای کلͬ کران هایی بررسͬ، به بخش این در
پردازیم. مͬ گرا ف ها نوع این از برخͬ برای دقیق

ͬ گیریم. م نتیجه را زیر گزاره ،٢ . ۴ . ۴ قضیه از ͬ باشد. م Qn = Qn−١□K٢ آن جایی که، از

داریم: n ≥ ٣ عددصحیح هر برای [١٢] .١ . ۵ . ۴ گزاره
χt
d(Qn−١) + ١ ≤ χt

d(Qn) ≤ ٢χt
d(Qn−١).

آمیزی رنگ ΁ی ،V (Qn) مجموعه روی مجاز رنگ آمیزی تابع آن که برای لازم شرط زیر، گزاره
ͬ دهد. م ارائه را باشد  احاطه گرکلͬ

راس های روی مجاز رنگ آمیزی تابع ΁ی f = (V١, V٢, . . . , Vk) کنید فرض [١٢] .٢ . ۵ . ۴ گزاره
باشیم داشته ١ ≤ i ≤ n برای و l٠ = |{j||Vj| > n}| کنید فرض همچنین باشد. Qn ابرم΄عب

و بوده k =
∑n

i=٠ li ترتیب این به .li = |{j||Vj| = i}|

l١ + ٢l٢ + ٣l٣ + · · ·+ nln + (n+ ١)l٠ ≤ ٢n ≤ nl١ + ٢l٢ + l٣ + · · ·+ ln.

کنید فرض و V (Qn) = {a١a٢ . . . an|ai ∈ {٠,١},١ ≤ i ≤ nبرای} کنید فرض برهان.
در باشد Vi = {v} اگر باشد. V (Qn) مجموعه روی مجاز رنگ آمیزی ΁ی ،f = (V١, V٢, . . . , Vk)

همسایه مشترک لذا باشد راس ΁ی تنها شامل کلاس رنگ، هر اگر به عبارتͬ ،CN(Vi) = N(v)این صورت
ͬ باشد، م n برابر Qn در راس هر درجه آن جایی که از و ͬ باشد م عضوش همسایه همان کلاس هر
ͬ کنیم م فرض و ͬ گیریم م نظر در دوعضوی به صورت را کلاس ها حال .|CN(Vi)| = n داریم بنابراین
αi, βi ∈ {٠,١} ،i هر برای و بوده β = β١ . . . βn و α = α١ . . . αn به طوری که باشد Vi = {α, β}
تنها مجاور رئوس آن جایی که از باشند، δ = δ١ . . . δn مانند همسایه مشترکͬ دارای ،β و α اگر باشند.
عبارتͬ به دارند اشتراک درایه n− ١ در همسایه مشترک  شان با راس هر پس متفاوت اند، درایه ΁ی در

|{α١, . . . , αn} ∩ {δ١, . . . , δn}| = |{β١, . . . , βn} ∩ {δ١, . . . , δn}| = n− ١

|{α١, . . . , αn} ∩ {β١, . . . , βn}| = n− ٢ پس بود خواهند متفاوت درایه دو در β و α لذا ͬ باشد. م
δsای، چنین تعداد پریش، تعریف به توجه با و بالا مطالب به توجه با باشد، |Vi| = ٢ اگر بنابراین

.|CN(Vi)| ≤ ٢ که ͬ گیریم م نتیجه و ͬ باشد م دو برابر
،Qn گراف در رئوس درجه ی ازآن جایی که باشد، |Vi| > n اگر باشد. |Vi| ≥ ٣ ͬ کنیم م فرض پایان در
شامل Qn گراف چون و است مجاورت دارای خود، درجه تعداد به دقیقا، راس هر و ͬ باشد م n برابر
کپی هر در راس هر به طوری که ͬ باشد م Q

(١)
٢ , Q

(٢)
٢ , . . . , Q

(n−١)
٢ به صورت Q٢ گراف از کپی n − ١

n − ٢ با و خود کپی در دی·ر راس دو با راس هر لذا باشد، مجاور کپی ها سایر در متناظرش رئوس با
باشند همسایه ی مشترک دارای که رئوسͬ تعداد حداکثر بنابراین ͬ باشد، م مجاور کپی ها، سایر در راس

بود. خواهد CN(Vi) = ٠ لذا ͬ باشد م رئوس درجه تعداد به



۶٧ ها م΄عب ابر

برای باشد، V (Qn) = V (Qn−١) × {١,٢} کنید فرض ͬ گیریم. م نظر در ٣ ≤ |Vi| ≤ n حال
نامساوی ،j = ١,٢ ازای به است لازم باشد، ناتهͬ ای مجموعه CN(Vi) این که

|Vi ∩ V ((Qn−١)× {j})| ≥ |Vi| − ١

اگر که کنید توجه باشد. داشته وجود

Vi = (Vi ∩ (V (Qn−١)× {١})) ∪ {(x,٢)}

.v ∈ CN(Vi∩((V (Qn−١)×{١}))) و v = (x,١) اگر تنها و اگر v ∈ CN(Vi) داشت، خواهیم باشد
که گرفت نتیجه ͬ توان م ترتیب همین به و

|Vi ∩ (V (Qn−٢)× {t})| ≥ |Vi ∩ (V (Qn−١)× {j})| − ١ ≥ |Vi| − ٢

گرفتن درنظر با بنابراین .|CN(Vi)| ≤ ١ داشت خواهیم دهیم، ادامه t = ١,٢ برای را روند این اگر
ͬ آوریم. م بدست را زیر نامساوی است، V (G) = ∪k

i=١CN(Vi) این که

l١ + ٢l٢ + ٣l٣ + · · ·+ nln + (n+ ١)l٠ ≤ ٢n ≤ nl١ + ٢l٢ + l٣ + · · ·+ ln.

k = ͬ آوریم، م بدست ͬ باشد، م V (Qn) از افرازی ،V١ ∪ V٢ ∪ . . . ∪ Vk آن جایی که از دی·ر، n∑به عبارت
i=٠ li

در کند، صدق ٢ . ۵ . ۴ گزاره شرط در که باشد عددی کوچ΄ترین k٠ اگر ،χt
d(Qn−١) یافتن از بعد

این صورت
k٠ ≤ χt

d(Qn) ≤ ٢χt
d(Qn−١).

ͬ آوریم م بدست را زیر نامساوی نامعادلات، مقایسه با همچنین و بود خواهد

(n+ ١)l٠ + ٢l٣ + ٣l۴ + · · ·+ (n− ١)ln ≤ (n− ١)l١.

٢ . ٢ . ۴ گزاره از دست آوردی به صورت ͬ باشد. م همبند بخشͬ دو گراف ΁ی ،Qn م΄عب ابر آن جایی که از
ͬ آید. م بدست زیر گزاره ،٢ . ٣ . ۴ و

داریم، n ≥ ١ عددصحیح هر برای [١٢] .٣ . ۵ . ۴ گزاره
γt(Qn) ≤ χt

d(Qn) ≤ γt(Qn) + ٢

گزاره است. ی΄ریخت Qn−١□K٢ دکارتͬ حاصلضرب با Qn که، مطلب این عنوان با ،١ . ۵ . ۴ گزاره از
ͬ شود. م حاصل نتیجه ΁ی عنوان به به زیر

.γt(Qn) ≤ ٢n−٢ داریم، n ≥ ۴ عددصحیح هر برای [١٢] .۴ . ۵ . ۴ گزاره
باشد. ١ ≤ n ≤ ۵ که وقتͬ ͬ کند، م محاسبه را γt(Qn) مقدار بعد گزاره
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داریم، ١ ≤ n ≤ ۵ عددصحیح هر برای [١٢] .۵ . ۵ . ۴ گزاره

γt(Qn) =


٢n n = ١,٢ ,اگر

٢n−١ n = ٣ ,اگر

٢n−٢ n = ۴,۵ .اگر

΁ی مقدار ،n اگر باشد. V (Qn) = {a١a٢ . . . an|ai ∈ {٠,١},١ ≤ i ≤ nبرای} کنید فرض برهان.
باید احاطه گرکلͬ، تعریف به توجه با است، ی΄ریخت C۴ یا K٢ با ترتیب، به Qn دراین صورت ب·یرد، دو یا
باشد، داشته وجود شده انتخاب رئوس با مجاورتͬ گراف از راس هر ازای به که ب·یریم نظر در را رئوسͬ
ͬ تواند نم احاطه گری کلͬ، تعریف در راس، ΁ی چون ͬ کنیم م انتخاب را راس دو هر Kn گراف در لذا
راس، دو نیز ͬ باشد م راس چهار با دور، ΁ی که C۴ گراف در دلیل همین به و کند احاطه را خود کلاس

ͬ باشد. م γt(Qn) = ٢n لذا ͬ کنیم. م انتخاب را مجاور
در راس هر درجه شوند. احاطه باید که داریم راس ٢٣ = ٨ تعداد به پس باشد. n = ٣ کنید فرض
نظر در را a١ راس کند، احاطه را دی·ر راس سه ͬ تواند م فقط راس هر لذا ͬ باشد م سه برابر گراف این
از ی΄ͬ پس شود احاطه باید هم خودش چون و ͬ کند م احاطه را دی·ر راس سه راس، این ͬ گیریم، م
نیز a٢ راس حال ͬ دهیم م قرار گر احاطه رئوس مجموعه در را شده احاطه که a٢ مانند مجاورش رئوس
دو کردن، احاطه برای پس بوده مجاور a١ راس با آن جایی که از کند، احاطه را دی·ر راس سه ͬ تواند م
مجاور رئوس تمام a٢ و a١ رئوس پس شوند، احاطه a٢ راس توسط بتوانند که ͬ ماند م باقͬ دی·ر راس
در احاطه گر مجموعه از عضوی عنوان به را a٣ راس حال کردند، احاطه را راس شش مجموعا یعنͬ خود
در که باشد بوده مجاور a٢ راس یا a١ راس با بایستͬ شود احاطه راس این این که برای ͬ گیریم، م نظر
باهم، را راس هفت راس، سه هر این رو از ͬ ماند م باقͬ a٣ کردن احاطه برای راس ΁ی فقط این صورت
حال بود. خواهد γt(Q٣) > ٣ لذا ͬ باشد م راس هشت دارای Q٣ چون و کنند مͬ ͬ احاطه کل صورت به
ب·یریم نظر در a١ = ٠١١, a٢ = ٠١٠, a٣ = ٠٠١, a۴ = ٠٠٠ به صورت را a١, a٢, a٣, a۴ رئوس اگر
γt(Q٣) = ۴ = ٢n−١ و است Q٣ در جدید TDS ΁ی S = {٠٠٠,٠١٠,٠٠١,٠١١} دراین صورت

ͬ باشد. م
از شود احاطه باید که دارد وجود راس ٢۴ = ١۶ تعداد به پس باشد. n = ۴ کنید فرض حال
اثبات کند. احاطه را دی·ر راس ۴ ͬ تواند م راس هر پس ͬ باشد م ۴ برابر راس هر درجه آن جایی که
احاطه  ͬ کل به طور Q۴ در را راس یازده حداکثر راس سه هر ازاین رو ͬ باشد، م n = ٣ حالت مشابه
را a١, a٢, a٣, a۴ رئوس اگر حال ͬ باشد. م γt(Q۴) ≥ ۴ پس دارد راس شانزده ،Q۴ چون و کند مͬ
این رو از ب·یریم نظر در a١ = (١١١١), a٢ = (١١٠١), a٣ = (٠٠١٠), a۴ = (٠٠٠٠) به صورت
از راس هر ازای به اولا زیرا ͬ باشد م Q۴ در جدید TDS ΁ی S = {٠٠٠٠,٠٠١٠,١١٠١,١١١١}
دوبه دو S مجموعه رئوس دی·ر طرف از و دارد وجود S مجموعه در مجاورتͬ ب·یریم، نظر در که گراف

بود. خواهد γt(Q۴) = ۴ = ٢n−٢ لذا ͬ شوند م احاطه هم توسط و مجاورند
زیرگراف به صورت ،Q٣ از کپی چهار به ͬ توان م را Q۵ که کنید توجه باشد. n = ۵ کنید فرض نهایتا
با ،Q(i)

٣ در راس هر ،i هر برای به طوری که کرد، افراز Q(۴)
٣ , Q

(٣)
٣ , Q

(٢)
٣ , Q

(١)
٣ نام های به شده، القا

نیست. مجاور Q
(i+٢)
٣ در راسͬ هیچ با و است مجاور Q

(i+١)
٣ در راس ΁ی با و Q

(i−١)
٣ در راس ΁ی



۶٩ ها م΄عب ابر

،|S ∩ V (Q
(i)
٣ )| ≥ ٢ باشیم داشته ،i هر ازای به اگر باشد. Q۵ در دلخواه TDS ΁ی S کنید فرض

داریم Q٣ از کپی چهار چون حال دارند حضور احاطه گرکلͬ مجموعه در Q
(i)
٣ رئوس از دوتا حداقل یعنͬ

iای برای اگر همچنین بود. خواهد |S| ≥ ٨ این صورت در که ͬ باشد م عضو ٨ دارای حداقل S لذا
Q

(i−١)
٣ و Q(i−١)

٣ رئوس توسط بایستͬ ،Q(i)
٣ رئوس ترتیب این  به ،|S ∩ V (Q

(i)
٣ )| = ٠ باشیم داشته

در راس ٨ با ͬ بایست م رئوس این لذا شود احاطه باید که است راس ٨ دارای ،Q(i)
٣ چون و شوند احاطه

نتیجه در و بوده |S∩ (V (Q
(i−١)
٣ )∪V (Q

(i+١)
٣ ))| ≥ ٨ این صورت در باشند، مجاور احاطه گر مجموعه

΁ی دارای Q
(١)
٣ این صورت در باشد |S ∩ V (Q

(١)
٣ )| = ١ ͬ کنیم م فرض بنابراین ͬ باشد. م |S| ≥ ٨

راس این پس ͬ باشد م سه برابر ،Q(i)
٣ در راس هر درجه چون و است احاطه گرکلͬ مجموعه ی در راس

نشده است احاطه که ͬ ماند م باقͬ راس ۵ نتیجه در کند، احاطه را Q(i)
٣ گراف رئوس از راس سه ͬ تواند م

و
و Q(i+١)

٣ توسط ͬ بایست م مانده باقͬ راس ۵ این پس بوده |V (Q
(١)
٣ )−N

Q
(١)
٣
(S ∩ V (Q

(١)
٣ ))| = ۵

|S| ≥ ٧ همچنین و بوده |S ∩ V (Q
(٢)
٣ ) ∪ V (Q

(۴)
٣ )| ≥ ۵ که ͬ دهد م نتیجه و شوند احاطه Q(i−١)

٣

بود. خواهد
مجاور Q

(۴)
٣ و Q

(٢)
٣ با Q(١)

٣ چون و گرفتیم نظر در |S ∩ V (Q
(١)
٣ )| = ١ چون باشد، |S| = ٧ اگر

|S ∩ V (Q
(١)
٣ )| = |S ∩ V (Q

(۴)
٣ )| = ١ که کرد فرض ͬ توان م ندارد مجاورتͬ هیچ ، Q(٣)

٣ با و است
رئوس از راس ΁ی دارای Q

(١)
٣ آن جایی که از و بوده {|S ∩ V (Q

(٢)
٣ )|, |S ∩ V (Q

(٣)
٣ )|} = {٢,٣} ،

ͬ کند م احاطه را دی·ر رئوس از خود درجه تعداد به تنها Q(١)
٣ در راس هر و است احاطه گرکلͬ مجموعه

بنابراین ͬ شوند. نم احاطه S بوسیله که است، ی΄ریخت K(١,٣) با Q(١)
٣ −N

Q
(١)
٣
[S ∩ V (Q

(١)
٣ )] لذا

گزاره از دی·ر، طرف از .γt(Q۵) ≥ ٨ به طوری که است Q۵ در دلخواه TDC ΁ی S ازاین رو .|S| ≥ ٨
ͬ باشد. م γt(Q۵) = ٨ درنتیجه ،γt(Q۵) ≤ ٢γt(Q۴) = ٨ ۴ . ۵ . ١داریم

کند. صدق ۴ . ۵ . ۴ گزاره در تساوی که ͬ دهیم م احتمال ،۵ . ۵ . ۴ گزاره گرفتن درنظر با

.γt(Qn) = ٢n−٢ داریم: n ≥ ۶ عددصحیح هر برای [١٢] .١ . ۵ . ۴ حدس
ͬ باشد. م ۴ . ۵ . ۴ و ٣ . ۵ . ۴ گزاره های از دست آوردی به صورت زیر، گزاره

.χt
d(Qn) ≤ ٢n−٢ + ٢ داریم، n ≥ ۴ عددصحیح هر برای [١٢] .۶ . ۵ . ۴ گزاره

داریم: n ≥ ۶ صحیح عدد هر برای دراین صورت باشد. درست ،١ . ۵ . ۴ حدس اگر [١٢] .١ . ۵ . ۴ نتیجه
٢n−٢ ≤ χt

d(Qn) ≤ ٢n−٢ + ٢

ͬ کنیم. م محاسبه ١ ≤ n ≤ ۴ برای را χt
d(Qn) مقدار بعد گزاره در

داریم: ١ ≤ n ≤ ۴ عددصحیح هر برای [١٢] .٧ . ۵ . ۴ گزاره

χt
d(Qn) =


٢n n = ١ ,اگر

٢n−١ n = ٢,٣ ,اگر

٢n−٢ + ٢ n = ۴ .اگر



گراف ها حاصلضرب در احاطه گرکلͬ رنگ آمیزی ٧٠

برابر n اگر باشد. V (Qn) = {a١a٢ . . . an|ai ∈ {٠,١},١ ≤ i ≤ nبرای} کنید فرض برهان.
تعریف  طبق دراین صورت است، همریخت C۴ یا K٢ با ترتیب به Qn این صورت در باشد، دو یا ΁ی
که ͬ باشد م مجاور راس دو دارای K٢ گراف چون ͬ باشد. م χt

d(Qn) = ٢ احاطه گرکلͬ، رنگ آمیزی
آن رنگ آمیزی برای که داریم زوج دور نیز C۴ گراف در و داریم نیاز رنگ دو به آن ها رنگ آمیزی برای
به گراف، دو هر در ͬ شود. م داده اختصاص C۴ رئوس به ی΁ درمیان به صورت که داریم نیاز رنگ دو به

شود. احاطه راس آن توسط که داشت خواهد وجود کلاس رنگ ΁ی ب·یریم نظر در که راسͬ هر ازای
تابع ͬ کنیم م ادعا .χt

d(Q٣) ≥ γt(Q٣) = ۴ داریم ۵ . ۵ . ۴ و ٣ . ۵ . ۴ گزاره از استفاده با ،n = ٣ برای

f = ({٠٠٠,٠١١}, {٠٠١,٠١٠}, {١٠٠,١١١}, {١١٠,١٠١})

احاطه گری کلͬ و رنگ آمیزی بودن مجاز مورد، دو ادعا این اثبات برای ͬ باشد. م Q٣ در TDC ΁ی
مجاور کلاس هر در موجود رئوس زیرا است مجاز رنگ آمیزی این اولا ͬ دهیم، م قرار بررسͬ مورد را
باشند متفاوت درایه ΁ی در تنها گراف رئوس که بود برقرار زمانͬ مجاورت تعریف، طبق چون نیستند
توسط که دارد وجود کلاس ΁ی ب·یریم درنظر که راسͬ هر ازای به طرفͬ از است مجاز رنگ آمیزی لذا

.χt
d(Q٣) = ۴ داشت خواهیم و شد ثابت ما ادعای پس شود احاطه نظر مورد راس

΁کم به و است χt
d(Q٣) = γt(Q٣) = ۴ که واقعیت این از استفاده با این صورت در باشد، n = ۴ اگر

داریم: ١ . ۵ . ۴ گزاره ی
χt
d(Qn−١) + ١ ≤ χt

d(()Qn) ≤ ٢χt
d(Qn−١)

⇒ χt
d(Q٣) + ١ ≤ χt

d(()Q۴) ≤ ٢χt
d(Q٣).

⇒ ۴+ ١ ≤ χt
d(()Q۴) ≤ ٢× ۴

⇒ ۵ ≤ χt
d(()Q۴) ≤ ٨

داریم: ٣ . ۵ . ۴ گزاره ΁کم به همچنین و

γt(Qn) ≤ χt
d(Qn) ≤ γt(Qn) + ٢

⇒ γt(Q۴) ≤ χt
d(Q۴) ≤ γt(Q۴) + ٢

⇒ ۴ ≤ χt
d(Q۴) ≤ ۴+ ٢

⇒ ۴ ≤ χt
d(Q۴) ≤ ۶

ͬ باشد. م ۵ ≤ χt
d(Q۴) ≤ ۶ که ͬ گیریم م نتیجه و

داریم: ٢ . ۵ . ۴ گزاره از

l١ + ٢l٢ + ٣l٣ + · · ·+ nln + (n+ ١)l٠ ≤ ٢n ≤ nl١ + ٢l٢ + l٣ + · · ·+ ln.

=⇒n=۴ l١ + ٢l٢ + ٣l٣ + ۴l۴ + ۵l٠ ≤ ١۶ ≤ ۴l١ + ٢l٢ + l٣ + l۴.
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=⇒ ٢l٣ + ٣l۴ + ۵l٠ ≤ ٣l١

که ،١۶ ≤ ١۵ داشت خواهیم آن صورت در چون نیست، برقرار ،k = ۵ و n = ۴ برای ٢ . ۵ . ۴ گزاره
.χt

d(Q۴) = ۶ داریم نتیجه در ͬ باشد، م تناقض

بالای کران برابر ،Qn گراف ͬ احاطه گرکلͬ عددرنگ این صورت در باشد، n ≥ ۵ اگر که ͬ زنیم م حدس
باشد. ٢ . ۵ . ۴ نتیجه در شده داده

.χt
d(Qn) = ٢n−٢ + ٢ داریم: n ≥ ۵ عددصحیح هر برای [١٢] .٢ . ۵ . ۴ حدس
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پیوستآ 
 پیشنهادات

ͬ شود. م پیشنهاد بیشتر مطالعه جهت زیر، باز مسائل

.χt
d(G) · χt

d(Ḡ) و χt
d(G) + χt

d(Ḡ) برای کران هایی کردن پیدا آ  . ٠ . ١. مسئله
.۶ از کمتر قطر با درختͬ برای احاطه گرکلͬ عددرنگͬ کردن پیدا آ  . ٠ . ٢. مسئله

.χt
d(G) = k باشیم داشته ،k ≥ ٣ برای به طوری که ،G گراف کردن پیدا آ  . ٠ . ٣. مسئله

کند: صدق زیر روابط در که G گراف کردن پیدا آ  . ٠ . ۴. مسئله
χt
d(G) = χd(G) .١
χt
d(G) = χ(G) .٢

یا و χt
d(G) = γt(G) .٣

باشد. γt(G)‐عضوی ،S ⊂ V (G) که χt
d(G) = γt(G) + minS χ(G[V (G)− S]) .۴

کنند. صدق زیر رابطه در بطوری΄ه ،H و G گراف های کردن پیدا آ  . ٠ . ۵. مسئله
.χt

d(G×H) = χt
d(G) · χt

d(H)

.χt
d(G×H) برای پائین کران کردن پیدا آ  . ٠ . ۶. مسئله



٧۶ پیشنهادات

از خانواده ای ،H یا G اگر ،χt
d(G×H) برای دقیق تر پائین، و بالا کران کردن پیدا آ  . ٠ . ٧. مسئله

باشند. شده داده گراف های

. ٢ . ۵ . ۴ و ١ . ۵ . ۴ در شده داده حدس اثبات آ  . ٠ . ٨. مسئله
داریم m ≥ ٢ و n ≥ ٣ عددصحیح هر برای که مطلب این کردن ثابت آ  . ٠ . ٩. مسئله

χt
d(Pn□Km) =


m m ≥ n ,اگر

n باشد. nزوج mو = ٢ ,اگر

n+m− ١ صورت این غیر .در

داریم ،m ≥ ٢ و n ≥ ٣ عددصحیح هر برای که مطلب این کردن ثابت آ  . ٠ . ١٠. مسئله

χt
d(Cn□Km) =


n+m− ١ باشد. mزوج ≥ ۴ یا باشد، nفرد mو = ٢ ,اگر

n باشد. nزوج mو = ٢ ,اگر

n+ ٢m− ٢ باشد mفرد = ٢ .اگر



Aabstract

For any integer k, a k-coloring of a graph G is a mapping c : V (G) 7−→ {1, 2, . . . , k}
such that any two adjacent vertices u and v recieve different colors , i . e , c(u) ̸= c(v).
The smallest integer k such that G admits a k-coloring is called the chromatic number of
G, denoted by χ(G).
A dominator coloring of a graph G is a coloring such that every vertex of V(G) dominates
all vertices of at least one color class. The dominator chromatic number χd(G) is the
minimum number of colors in a dominator coloring of G.
Also, a total dominator coloring is a proper coloring of G in which each vertex of G is
adjacent to every vertex of some color class. The total dominator chromatic number of G,
χt
d(G), is the minimum number of colors in a total dominator coloring of G.

In this work, we study the total dominator chromatic number on several classes of graphs,
as well as finding general bounds presending and characterizations. We also compare the
total dominator chromatic number of a graph with the chromatic number and the total
domination number of it.

Keywords: dominator coloring, total dominator coloring, cross product, cartesian product,
hypercubes.
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