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ଓฬ ৎ࠻ھد
ریاضی علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی اصغری منصوره اینجانب
تحت ، بهترین تقریب نظریه در رِمز الگوریتم کاربرد عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می شوم: متعهد ایرانمنش مهدی دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
تقریب بهترین  به رسیدن به منجر که تکراری و پیاپی فرآیندهای یک سری به بررسی پایان نامه، این در
تقریب تقریب، قضیه ی بیان با می کنیم. معرفی رِمز الگوریتم نام با را فرآیند این ما می پردازیم. می شود،
به دست می شود، n حداکثر درجه از چندجمله ای یک که چندجمله ای ها مجموعه در را f ∈ C[a, b] تابع
بهترین رِمز، الگوریتم از استفاده با انتها در یکتاست. و موجود بهترین تقریب می دهیم نشان  و می آوریم

می کنیم. محاسبه را ثابت گره k با n درجه ی از اسپلاین تابع تقریب

اسپلاین. تابع ضعیف، چبیشف رِمز، الگوریتم تقریب، بهترین  کلیدی: کلمات



ඒࣂش࢈ൈتار
می توان مثال به عنوان دارد. ریاضی در زیادی کاربرد و اهمیت تقریب بهترین  نظریه می دانیم که همان طور
انتگرالی، و دیفرانسیل معادلات در که نمود، اشاره چندجمله ای ها مجموعه ی در تقریب بهترین مبحث به
نمی توان همواره و نبوده آسانی کار همیشه تقریب بهترین  کردن پیدا  دارد. زیادی کاربرد غیره و مهندسی
رسیدن در را ما که می دهیم ارائه را الگوریتمی نامه، پایان این در اما کرد، بیان  آن برای کلی روش یک

می کند. یاری تقریب بهترین به
در I فشرده مجموعه روی f تابع  تقریب به مربوط تقریب نظریه ی روی شده انجام کار های بیشترین

چند جمله ای هاست. از استفاده با مختلط یا حقیقی فضای
پیوسته تابع یک را f تابع باشد. n حداکثر درجه ی از چندجمله ای ها همه ی گردایه ی Pn کنید فرض
یا کوچکتر درجه با p∗ ∈ Pn چند جمله ای یافتن به دنبال می کنیم، تعریف   I = [a, b] فاصله ی روی

باشیم داشته p ∈ Pn همه ی برای به طوری که هستیم، n مساوی

∥ f − p∗ ∥≤∥ f − p ∥,

.∥ g ∥I= maxx∈I |g(x)| آن در که
می باشد. f تابع برای چبیشف و یکنواخت تقریبِ بهترین و یکتاست و موجود p∗ که است شده ثابت
،[4]٢ داویس ،[2]١ چِنی کتاب های مانند زمینه این در کتاب هر در تقریباً را مسئله این در مورد بحث
قرن اوایل از مسئله این مورد در مطالعه می توان مشاهده کرد. [15]۴ رایس و [14] رِِمز ،[13]٣ پاوِل
سرانجام و شد انجام  زیادی کار های این مورد در به دست آمد. اصلی نتایج ١٩١۵ سال در و شروع  ١٩
معرفی  بسته فاصله ی روی پیوسته تابع تقریب بهترین یافتن برای ۵ رِمز یاکولویچ توسط رِمز الگوریتم
تغییرات همچنین و آن نظری خواص و شد داده توسعه  مسئله این از عمیقی درک مدت این در و شد

گرفت. صورت عمل در آن سازی کاربردی برای لازم
بهترین قضیه ی و تعریف را تقریب بهترین اولیه، تعاریف از بعد اول فصل در پایان نامه، این در
الگوریتم تعریف برای را شرایط و یکتاست و موجود تقریب بهترین می دهیم نشان و کرده بیان را تقریب
این کمک به و کرده معرفی را رِمز الگوریتم چند، مقدماتی بیان با دوم فصل در می کنیم. برقرار رِمز
محاسبه را می شود n حداکثر درجه از چندجمله ای یک که f ∈ C[a, b] تابع تقریب بهترین الگوریتم،
کرده اجرا متلب در شده نوشته برنامه ی  توسط را رِمز الگوریتم متعدد مثال های با سوم فصل در می کنیم.
بیان را الگوریتم این دیگر کاربردهای از یکی آخر فصل در و دید خواهیم را تقریب بهترین ویژگی های و
نظر در ثابت گره ی k با n درجه ی از اسپلاین تابع از زیرفضایی به عنوان را Sn,k ابتدا واقع در می کنیم.
نشان می کنیم. محاسبه  Sn,k در را f ∈ C[a, b] تابع تقریب بهترین رِمز، الگوریتم از استفاده با و گرفته

١Cheney
٢Davis
٣Powell
۴Rice
۵Yakovlevich Remez



چ

می آید بدست است، اسپلاین تابع یک که رِمز الگوریتم کمک به f تابع تقریب k ≤ n+ ١ اگر می دهیم،
است. f تقریب بهترین به نزدیک اسپلاین تابع k > n+ ١ اگر و
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١ فصل

مقدماتی تعاریف و پیشینه

مقدماتی مفاهیم ١ . ١

پرداخت، خواهیم آینده فصل ها ی در نیاز مورد اولیه ی مفاهیم و تعاریف برخی بیان به فصل این در
بهترین یکتایی و وجود مورد در قضایایی جمله از قضایا، از برخی و تعریف را تقریب بهترین همچنین

داد. خواهیم قرار بررسی مورد را تقریب

X روی نرم یک را ∥ · ∥ : X → [٠,∞) تابع باشد، برداری فضای X کنید فرض .١ . ١ . ١ تعریف
باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای به هرگاه  می نامیم

.∥x∥ ≥ ٠ .١

.∥x∥ = ٠ اگروتنهااگر x = ٠ .٢

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R هر ازای به .٣

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .۴

نمایش (X, ∥ · ∥) با را آن و می نامیم نرم دار برداری فضای را ∥ · ∥ نرم به مجهز X برداری فضای
می دهیم.

(d : X ×X → R) حقیقی تابع یک d و نقاط از مجموعه ای X که (X, d) زوج مرتب .١ . ١ . ٢ تعریف
باشیم: داشته p, q, r ∈ X هر برای هرگاه می نامیم، متریک فضای یک است، آن در

نباشد). منفی هیچ گاه (فاصله d(p, q) ≥ ٠ .١

باشند). برابر شئ دو اگروتنهااگر است صفر (فاصله d(p, q) = ٠ اگروتنهااگر p = q .٢

است). تقارنی خاصیت دارای همواره p و q مقادیر به داشتن بستگی (بدون d(p, q) = d(q, p) .٣

١



٢ مقدماتی تعاریف و پیشینه .١

مثلث). (نامساوی d(p, r) ≤ d(p, q) + d(q, r) .۴

می کند.  بیان را فاصله مفهوم شهودی به طور خاصیت این

کرد: تعریف زیر به صورت متر دو می توان [٠,١] فاصله ی روی پیوسته توابع فضای ًروی مثلا

d١(f, g) =

∫ ١

٠
|f(x)− g(x)|.

d∞(f, g) = sup
٠≤x≤١

|f(x)− g(x)|.

نرم دار خطی فضای یک  X می گوییم آنگاه باشد، نرم یک دارای X خطی فضای اگر .١ . ١ . ٣ تعریف
است.

دو هر فاصله ی آن در که گرفت نظر در متریک فضای به عنوان می توان را نرم دار خطی فضای هر
است. ∥x− y∥ همان d(x, y) یا y و x نقطه ی

اسکالری بتوان x, y ∈ X هر برای اگر می نامیم فضای ضرب داخلی را X خطی فضای  .۴ . ١ . ١ تعریف
کرد: تعریف X فضای روی زیر شرایط با را ⟨x, y⟩ مانند حقیقی

.⟨x, x⟩ ≥ ٠ .١

.⟨x, x⟩ = اگر٠ تنها و xاگر = ٠ .٢

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٣

.⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ ،α ∈ R هر ازای به .۴

.⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ،z ∈ X هر ازای به .۵

می گوییم. x و y داخلی ضرب را ⟨x, y⟩ عبارت
می نامیم داخلی ضرب از حاصل نرم را آن که می کند، تعریف زیر به صورت نرم یک داخلی ضرب این

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.

در x, y هر برای آنگاه باشد، ( مختلط یا (حقیقی داخلی ضرب فضای  X کنید فرض .۵ . ١ . ١ تعریف
داریم X

.(١ شوارتز کشی ,x⟩|(نامساوی y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥ .١

مثلث). (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .٢

الاضلاع). متواضی (قانون ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢) .٣
١Cauchy − Showartz



٣ بهترین   تقریب .١ . ٢

توپولوژی ،X مجموعه زیر مجموعه های از τ خانواده باشد، مجموعه یک X فرض کنید .۶ . ١ . ١ تعریف
: هرگاه است، X روی

.ϕ,X ∈ τ .١

باشد. بسته τ اعضای از اجتماع هر و اشتراک متناهی تحت τ .٢

نامیده می شود. فضای توپولوژیک (X, τ) در این حالت

،S مجموعه ٢ حدی نقطه است. توپولوژیک فضای یک X که S ⊂ X کنید فرض .١ . ١ . ٧ تعریف
شامل آن، محذوف همسایگی هر که است ( S مجموعه درون لزوماً نه و X (درون x مانند نقطه ای

باشد. x از غیر  S از نقطه ای

هر به و می دهیم نمایش C[a, b] با را [a, b] بسته فاصله ی روی پیوسته حقیقی توابع تمام مجموعه ی
می کنیم. مربوط را ∥f∥ = supa≤x≤b |f(x)| یعنی آن سوپرمم نرم f ∈ C[a, b]

برای (−) نقطه (متناظراً f برای (+) نقطه x ∈ [a, b] گوییم ،f ∈ C[a, b] کنید فرض .١ . ١ . ٨ تعریف
شود]. رجوع [3] )[به f(x) = −∥f∥ هرگاه (متناظراً f(x) = ∥f∥ هرگاه است ( f

a ≤ x٠ < x١ < · · · < xn ≤ b مجزا نقاط از مجموعه ای ،f ∈ C[a, b] کنید فرض .١ . ١ . ٩ تعریف
یعنی باشند. (−) نقطه و (+) نقطه متناوب به طور xiها هرگاه می شود، نامیده f برای متناوب مجموعه

.f(xi) = −f(xi−١) باشیم داشته i = ١,٢, . . . , n هر برای آنگاه |f(x٠)| = ∥f∥ اگر

متناوب حدی نقاط را a ≤ x٠ < x١ < · · · < xn ≤ b مجزا نقاط از مجموعه ای .١ . ١ . ١٠ تعریف
کنند. صدق ١ . ١ . ٩ و ١ . ١ . ٧ تعاریف در اگر می نامیم، f ∈ C[a, b] تابع

است: برقرار متناوب حدی نقاط از مجموعه ای برای زیر رابطه ی به وضوح

δ(−١)if(xi) = ∥f∥, i = ٠, . . . , n, δ = +
−١.

بهترین   تقریب ١ . ٢

آن مهم قضایای و کرده تعریف را تقریب بهترین باشد، داخلی ضرب X فضای فرض کنید بخش این در
می کنیم. اثبات را

تعریف می کنیم: x ∈ X X و از K ناتهی زیر مجموعه برای .١ . ٢ . ١ تعریف

d(x,K) := inf
y∈K

∥ x− y ∥,

هر گاه است x بهترین تقریب y٠ ∈ K این صورت در

∥ x− y٠ ∥= d(x,K).

است. برقرار نیز نرم دار فضای هر برای فوق تعریف
٢Extreme point



۴ مقدماتی تعاریف و پیشینه .١

x بهترین تقریب های همه ی مجموعه .x ∈ X X و از ناتهی زیر مجموعه K کنید فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف
تعریف می شود: زیر به صورت  که نمایش می دهیم PK(x) با را K در

PK(x) = {y ∈ K| ∥ x− y ∥= d(x,K)}.

بهترین یک دقیقا x ∈ X هر برای اگر می نامیم، ٣ چبیشف را X از K زیرمجموعه .١ . ٢ . ٣ تعریف
باشد. موجود K در  تقریب

یک حداقل x ∈ X هر برای اگر می نامیم، ۴ پروکسیمینال را X از K زیرمجموعه .۴ . ١ . ٢ تعریف
باشد. موجود K در بهترین تقریب

،x ∈ X \ K هر برای در این صورت باشد، X از محدب زیرمجموعه K کنید فرض .۵ . ١ . ٢ قضیه
است. منحصربه فرد صورت وجود در تقریب بهترین

باشند، x برای تقریب بهترین دو y٢ و y١ و x ∈ X و X از محدب زیرمجموعه K فرض  کنید برهان.
.y١ = y٢ دهیم نشان است کافی

داریم ،(y١ + y٢/(٢ ∈ K پس است محدب K چون

d(x,K) ≤ ∥x− ١
٢(y١ + y٢)∥ = ∥١

٢(x− y١) +
١
٢(x− y٢)∥,

≤ ١
٢∥x− y١∥+ ١

٢∥x− y٢∥ = d(x,K).

و می شوند تبدیل  تساوی به نامساوی ها تمام بنابراین

∥x− ١
٢(y١ + y٢)∥ =

١
٢∥x− y١∥+

١
٢∥x− y٢∥.

داریم
∥٢x− (y١ + y٢)∥ = ∥x− y١∥+ ∥x− y٢∥,

چون اما .(x− y١) = c(x− y٢) به طوری که است، موجود c > ٠ مثلث نامساوی خاصیت باتوجه به
پس هستند، K  مجموعه ی در x تقریب  های بهترین دو هر y٢ و y١

∥x− y١∥ = ∥x− y٢∥ = d(x,K),

می شود. اثبات حکم و است منحصربه فرد تقریب بهترین یعنی ،y١ = y٢ نتیجه در و c = ١ باید پس

اگر می نامیم فشرده تقریباً را K آنگاه باشد، X از ناتهی زیرمجموعه ای K کنید فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
به طوری که باشد موجود {yn} ∈ K دنباله ی ،x ∈ X هر به ازای

.∥x− yn∥ → d(x,K) .١
٣Chebyshev
۴Proximinal



۵ بهترین   تقریب .١ . ٢

باشد. همگرا K در عضو یک به که موجود، {yn} دنباله ی از زیردنباله ای .٢

∥x−yn∥ → d(x,K) باشد که موجود چنان {yn} ∈ K دنباله ی ،x ∈ X به ازای اگر .١ . ٢ . ٧ تعریف
است. کننده مینیمم دنباله x برای {yn} دنباله ی گوییم

است. پروکسیمینال فشرده، تقریباً هرمجموعه ی .١ . ٢ . ٨ قضیه

دنباله x ∈ X هر ازای به  فشرده تقریباً تعریف از باشد. فشرده تقریباً K فرض  کنید مجموعه ی برهان.
به طوری که است موجود {yn} ∈ K

∥x− yn∥ → d(x,K),

کرد فرض می توان پس همگراست. K در y مانند عضو یک به که است زیردنباله ای دارای دنباله این و

∥x− y∥ = lim
n→∞

∥x− ynj∥ = lim
n→∞

∥x− yn∥ = d(x,K).

نتیجه در
∥x− y∥ = d(x,K) ⇒ y ∈ PK(x).

می شود. اثبات حکم و است موجود x برای y ∈ K مانند تقریب بهترین یک حداقل پس

K آنگاه باشد، x ∈ X \K و X هیلبرت فضای  از محدب و بسته زیرمجموعه K اگر .١ . ٢ . ٩ قضیه
است. چبیشف

دنباله x ∈ X برای باشد.  X هیلبرت فضای از محدب و بسته زیرمجموعه ی K کنید فرض برهان.
.(∥x− yn∥ → d(x,K)) می گیریم نظر در را {yn} ∈ K کننده مینیمم

داریم: قانون متوازی الاضلاع از استفاده با

∥yn − ym∥٢ = ∥(x− yn)− (x− ym)∥٢,

= ٢(∥x− ym∥٢ + ∥x− yn∥٢)− ∥٢x− (ym + yn)∥٢,

= ٢(∥x− ym∥٢ + ∥x− yn∥٢)− ۴∥x− ١
٢(ym + yn)∥٢.

همچنین ،yv = (ym + yn)/٢ ∈ K پس است محدب K چون

∥yn − ym∥٢ ≤ ٢(∥x− ym∥٢ + ∥x− yn∥٢)− ۴d(x,K)٢,

داریم m,n → ∞ اگر است x برای کننده مینیمم دنباله yn چون

∥yn − ym∥٢ ≤ ٠,

دنباله است)، کامل و داخلی ضرب فضای (یعنی است هیلبرت X چون و است کوشی {yn} دنباله پس
،۶ . ١ . ٢ تعریف از .y ∈ K پس است بسته K طرفی از همگراست. y ∈ X مانند عنصری به {yn}
K پس است. پروکسیمینال فشرده، تقریباً هرمجموعه ی ١ . ٢ . ٨ قضیه ی از و است فشرده تقریباً K
چبیشف K درنتیجه و بوده منحصربه فرد بهترین تقریب ۵ . ١ . ٢ قضیه ی به توجه با است. پروکسیمینال

است.
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x ∈ X و y٠ ∈ K باشد، X فضای ضرب داخلی از محدب زیرمجموعه K فرض کنید .١ . ٢ . ١٠ قضیه
داریم در این صورت

∀y ∈ K ⟨x− y٠, y − y٠⟩ ≤ ٠ ⇔ y٠ ∈ PK(x).

باشیم داشته x ∈ X و y٠ ∈ K برای اگر می دهیم نشان ابتدا (⇒) برهان.

∀y ∈ K ⟨x− y٠, y − y٠⟩ ≤ ٠,

داریم است. y٠ ∈ PK(x) آنگاه

∥x− y٢∥٠ = ⟨x− y٠, x− y٠⟩,

= ⟨x− y٠, x− y + y − y٠⟩,

= ⟨x− y٠, x− y⟩+ ⟨x− y٠, y − y٠⟩,

پس: است منفی ⟨x− y٠, y − y٠⟩ فرض از

∥x− y٢∥٠ ≤ ⟨x− y٠, x− y⟩,

≤ ∥x− y٠∥∥x− y∥,

نتیجه در
⇒ ∥x− y٠∥ ≤ ∥x− y∥ ⇒ y٠ ∈ PK(x).

.⟨x− y٠, y − y٠⟩ > ٠ که به طوری  باشد، موجود y ∈ K فرض  کنید فرض خلف: (⇐)

عضو یک است محدب مجموعه یک K چون ٠ < λ < ١ هر برای

yλ = λy + (١ − λ)y٠ = λy + y٠ − λy٠ = λ(y − y٠) + y٠,

پس است موجود K در

∥x− yλ∥٢ = ⟨x− yλ, x− yλ⟩,

= ⟨x− (λ(y − y٠) + y٠), x− (λ(y − y٠) + y٠)⟩,

= ⟨x− y٠ − λ(y − y٠), x− y٠ − λ(y − y٠)⟩,

= ∥x− y٢∥٠ − ٢λ⟨x− y٠, y − y٠⟩+ λ٢∥y − y٢∥٠,

= ∥x− y٢∥٠ − λ[٢⟨x− y٠, y − y٠⟩ − λ∥y − y٢∥٠].

داریم λ > ٠ برای
∥x− yλ∥٢ < ∥x− y٢∥٠.

y٠ اینکه با است متناقض این است. کمتر x تا y٠ فاصله ی از x تا آن فاصله که کردیم پیدا yλ نتیجه در
است. صحیح حکم و باطل فرض خلف پس است، x تقریب بهترین



٧ تقریب بهترین قضیه ی .١ . ٣

تقریب بهترین قضیه ی ١ . ٣

می دهیم. قرار بررسی مورد را تقریب بهترین وجود بخش این در
عنصری به دنبال این صورت در  ،f ∈ F − P و P ⊂ F و نرم دار خطی فضای یک F کنید فرض

به طوری که هستیم، p∗ ∈ P مانند

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − p∥, ∀p ∈ P, (١ . ١)

می نامیم. P به نسبت f تقریب بهترین را p∗

را نرم داریم نیاز ما دیگر به عبارت  است. f − p∗ خطای اندازه محاسبه ی نیاز مورد مسائل از یکی
می شوند: داده پاسخ بخش این در نیز زیر سوالات راستا این در آوریم. بدست f − p∗ خطای اندازه برای

دارد   ؟ وجود p∗ آیا (i

یکتاست؟ p∗ آیا (ii

موجود لزوماً حتما و نیست منحصربه فرد لزوماً p∗ ،(١ . ١) رابطه ی در می دهیم نشان مثال دو با ابتدا
نیست.

اگر :( p∗بودن (غیرمنحصربه فرد .١ . ٣ . ١ مثال

F = R٢, f =

(
٠
١

)
, P = {(x,٠)T ,−١ ≤ x ≤ ١}, ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞.

داریم ∥ · ∥∞ تعریف از
∥f − p∥∞ = max{|٠ − x|, |١ − ٠|},

(p∗ = {(x,٠)T ,−١ ≤ x ≤ ١}) p∗ زیادی تعداد ،p∗ تعریف به توجه با پس ∥f − p∥∞ = ١ یعنی
است برقرار زیر رابطه ی که به طوری  دارد، وجود

∥f − p∗∥∞ ≤ ∥f − p∥∞, ∀p ∈ P,

نیست. منحصربه فرد p∗ نتیجه در

که می دهیم نشان بعد، مثال در قضیه این از استفاده با می کنیم، بیان را وایراشتراس قضیه ی حال
نباشد. موجود (١ . ١) رابطه ی در p∗ است ممکن

ε > ٠ هر برای باشد، [a, b] فاصله ی روی پیوسته تابع f اگر وایراشتراس) (قضیه ی .١ . ٣ . ٢ قضیه
داشت خواهیم x ∈ [a, b] هر برای به طوری که دارد، وجود p(x) مانند چندجمله ای یک

∥f(x)− p(x)∥ < ε.

شود. رجوع [16] به برهان.
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اگر :(p∗عدم وجود) .١ . ٣ . ٣ مثال

F = C[a, b], P = {p : است ,{pچندجمله ای ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞,

وجود p∗ ∈ P فرض کنید منظور این برای نیست. موجود (١ . ١) رابطه ی در p∗ می دهیم نشان آنگاه
موجود pnε ∈ P ،١ . ٣ . ٢ وایراشتراس قضیه ی به توجه با باشد. درست (١ . ١) عبارت به طوری که دارد،
می رود: انتظار است، تقریب بهترین p∗ که آنجا از می کند. میل صفر به ∥f − pnε∥∞ به طوری که است،

∥f − p∗∥∞ ≤ ∥f − pnε∥∞ → ٠,

بنابراین است، نامنفی همیشه نرم طرفی از .∥f − p∗∥∞ ≤ ٠ می دهد، نشان فوق نامساوی

∥f − p∗∥∞ = ٠,

عبارت در f ∈ F −P فرض با متناقض این اما ،f ∈ P باید پس ،p∗ ∈ P چون .p∗ = f یعنی
باشد. درست (١ . ١) عبارت که به طوری نیست موجود P از p∗ مانند عضوی پس است، (١ . ١)

است pn ∈ P زیردنباله ی دارای چون نیست فشرده P قبل، مثال در باشید داشته توجه .۴ . ١ . ٣ توجه
.f ̸∈ P اما ، (n → ∞) همگراست f به یکنواخت به طور pn که به طوری

داریم. بیشتری مفروضات به نیاز ،(١ . ١) عبارت در p∗ ∈ P یکتایی و وجود اثبات برای

عضوی آنگاه  ،f ∈ F − P و باشد فشرده P ⊂ F و نرم دار خطی فضای F کنید فرض .۵ . ١ . ٣ قضیه
به طوری که دارد، وجود p∗ ∈ P مانند

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − p∥, ∀p ∈ P.

کنید فرض برهان.

e∗ = inf
p∈P

∥f − p∥, (١ . ٢)

به طوری که دارد، وجود p∗ ∈ P داد خواهیم نشان باشد. پایین) کران (بزرگترین

∥f − p∗∥ = e∗, (١ . ٣)

∗pای دهیم نشان است کافی است، موجود p∗ ∈ P تقریب بهترین اینکه اثبات برای این صورت  در
است: برقرار زیر روابط که است موجود

.∥f − p∗∥ ≥ e∗ (i

.∥f − p∗∥ ≤ e∗ (ii



٩ تقریب بهترین قضیه ی .١ . ٣

پس است، ∥f − p∥ اینفینیمم ،p ∈ P برای e∗ چون (١ . ٢) عبارت در e∗ تعریف از استفاده با :(i)
داریم p∗ ∈ P برای

∥f − p∗∥ ≥ e∗,

است. بدیهی حکم و

به طوری که می کنیم، انتخاب را {pk} ∈ P دنباله ی :(ii)

lim
k→∞

∥f − pk∥ = e∗,

یا .p∗ ∈ P این صورت در که همگراست p∗ به یا pk دنباله است). موجود pk اینفینیمم، تعریف (از
است. p∗ ∈ P به همگرا زیردنباله ای دارای پس است فشرده P چون نباشد،  همگرا p∗ به pk دنباله اگر

است برقرار زیر رابطه ی pk هر برای حال

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − pk∥+ ∥pk − p∗∥.

میل ٠ به دوم عبارت و می کند میل e∗ به اول عبارت بالا نامساوی راست سمت k)در → اگر(∞
پس می کند،

∥f − p∗∥ ≤ e∗,

می شود. اثبات (ii) نتیجه در
داریم e∗ تعریف از و است برقرار (١ . ٣) عبارت است، برقرار (ii) و (i) چون

∥f − p∗∥ = e∗ = inf
p∈P

∥f − p∥,

به طوری که است، موجود p∗ ∈ P فشرده، P برای پس

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − p∥, ∀p ∈ P.

می شود. اثبات حکم و تقریب بهترین p∗

یعنی معادلند. V روی نرم ها تمام آنگاه باشد، متناهی البعد برداری فضای یک V کنید فرض .۶ . ١ . ٣ لم
که به طوری موجودند ٠ < A,B < ∞ مانند ثابت هایی آنگاه باشند، V روی نرم هایی ∥ · ∥, ∥ · ∥١ اگر

داریم x ∈ V تمام برای
A∥x∥١ ≤ ∥x∥ ≤ B∥x∥١.

برای پایه ای {e١, e٢, . . . , en} و باشد  V روی نرم ∥ · ∥ و باشد n−بعدی فضای V کنید فرض برهان.
می گیریم درنظر زیر به صورت را نرم x =

∑n
i=١ aiei ∈ V هر برای باشد. V

∥
n∑

i=١
aiei∥١ :=

n∑
i=١

|ai| = ∥(ai)ni=١∥١.
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توجه است. ساده نامساوی طرف یک دادن نشان معادلند. ∥ · ∥١ و ∥ · ∥ نرم دو می دهیم نشان اکنون
که داریم

∥x∥ = ∥
n∑

i=١
aiei∥ ≤

n∑
i=١

|ai|∥ei∥ ≤ (max
١≤i≤n

∥ei∥)
n∑

i=١
|ai| = B∥

n∑
i=١

aiei∥١, (۴ . ١)

دیگر طرف دادن نشان اصلی کار می شود. اثبات نامساوی طرف یک پس ∥x∥ ≤ B∥x∥١ یعنی
(ai)

n
i=١ →

∑n
i=١ aiei نگاشت می کنیم. برقرار Rn و V بین تناظر یک آغاز در است. نامساوی

می دهیم نشان زیرا است، پیوسته (V, ∥ · ∥١) فضای روی x → ∥x∥ تابع حال است، پوشا و یک به یک

∀ε > ٠, ∃δ ∥x− y∥١ < δ ⇒ |∥x∥ − ∥y∥| < ε.

می دانیم
|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥,

داریم x, y ∈ V برای (۴ . ١) رابطه ی از طرفی از

∥x− y∥ ≤ B∥x− y∥١,

داریم قبل رابطه ی دو از پس
|∥x∥ − ∥y∥| ≤ B∥x− y∥١,

داریم ،δ = ε
B

می دهیم قرار

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ B∥x− y∥١ < B
ε

B
,

نتیجه در
|∥x∥ − ∥y∥| < ε,

مرز ∥x∥١ = ١ می گیریم، نظر در را s = {x ∈ V : ∥x∥١ = ١} مجموعه ی است. پیوسته تابع بنابراین
است. فشرده پس می باشد، V متناهی البعد فضای از زیرمجموعه ای طرفی از و است کراندار و بسته گوی
که به طوری است موجود A > ٠ پس می کند اخذ را خود مینیمم فشرده مجموعه روی پیوسته تابع چون

داریم نرم خواص از .∥x∥١ = ١ هرگاه ∥x∥ ≥ A

∥ x

∥x∥١
∥ ≥ A ⇒ ∥x∥ ≥ A∥x∥١.

می دهد. نشان را نرم دو بودن معادل A∥x∥١ ≤ ∥x∥ ≤ B∥x∥١ ترتیب به این

بسته گوی هر این صورت در باشد. M > ٠ و متناهی البعد نرم دار فضای Y فرض کنید .١ . ٣ . ٧ نتیجه
است. فشرده {y ∈ Y : ∥y∥ ≤ M}

شود. رجوع ۴ صفحه ی [1] به برهان.



١١ تقریب بهترین قضیه ی .١ . ٣

آنگاه ،f ∈ F − P و F نرم دار خطی فضای از متناهی البعد زیرفضای P فرض کنید .١ . ٣ . ٨ قضیه
که به طوری است موجود p∗ ∈ P

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − p∥, ∀p ∈ P.

است. موجود P اعضای از f برای تقریب بهترین یعنی

داریم وجود) صورت ∗p(در برای ،٠ ∈ P پس زیرفضاست P چون می کنیم توجه ابتدا در برهان.

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − ٠∥ = ∥f∥,

طبق می کنند. صدق ∥f − p∥ ≤ ∥f∥ رابطه ی در که بیابیم p ∈ P میان در را p∗ است کافی بنابراین
داریم مثلث نامساوی

|∥f∥ − ∥p∥| ≤ ∥f − p∥,

داریم پس ،∥f − p∥ ≤ ∥f∥ طرفی از

|∥f∥ − ∥p∥| ≤ ∥f − p∥ ≤ ∥f∥,

لذا
∥p∥ ≤ ∥f − p∥+ ∥f∥ ≤ ٢∥f∥.

کرد محدود زیر فشرده ی مجموعه ی در را آمده بدست pهای می توان بنابراین

K = {p ∈ P : ∥p∥ ≤ ٢∥f∥}.

تعریف از چون است، پیوسته δ = ε فرض با g(p) = ∥f − p∥ تابع که کنیم توجه است کافی انتها در
داریم ،∥p− z∥ < δ = ε اگر پیوستگی

|g(p)− g(z)| = |∥f − p∥ − ∥f − z∥| ≤ ∥p− z∥ < ε.

روی g پیوسته ی تابع پس می کند، اخذ را خود مینیمم فشرده مجموعه روی پیوسته  تابع که آنجا از حال
یعنی می کند. اخذ را خود مینیمم ،K فشرده ی مجموعه

∃p∗ ∈ K : g(p∗) = min g(p) ⇒ ∥f − p∗∥ = min
p∈P

∥f − p∥,

است موجود p∗ ∈ P آنگاه باشد، F نرم دار خطی فضای از متناهی البعد زیرفضای P اگر نتیجه  در
به طوری که

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − p∥, ∀p ∈ P.

می شود. اثبات حکم و

اکید نرم همچنین و باشد F از متناهی بعد با زیرفضا P و نرم دار خطی فضای F اگر .١ . ٣ . ٩ قضیه
است. منحصربه فرد تقریب بهترین آنگاه باشد،



١٢ مقدماتی تعاریف و پیشینه .١

باشند. f ∈ F برای P مجموعه ی در تقریب، بهترین دو p∗ و q∗ فرض کنید خلف: فرض برهان.
بنابراین

∥f − p∗∥ = ∥f − q∗∥ = d.

داریم است ( ∥f + g∥ < ∥f∥+ ∥g∥ یعنی اکید( نرم چون

∥f − p∗ + f − q∗∥ < ∥f − p∗∥+ ∥f − q∗∥ = ٢d,

پس

∥f − (p∗ + q∗)

٢ ∥ < d,

پس هستند، تقریب بهترین دو هر p∗ و q∗ کردیم فرض اما ،p = (p∗+q∗)
٢ ∈ P زیرفضاست، P چون

d = ∥f − p∗∥ = ∥f − q∗∥ ≤ ∥f − p∥ ∀p ∈ P,

.p∗ = q∗ و است باطل خلف فرض پس رسیدیم، تناقض به



٢ فصل

تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم

تقریب چندجمله ای) یا مثلثاتی توابع (مانند پایه توابع برحسب می توان را پدیده هر ریاضی روش های با
نوع کدام به که دارد بستگی پدیده آن رفتار به بزنیم تقریب تابعی چه با را نظر مورد پدیده اینکه حال زد.
تقریب از هدف که است این می شود مطرح اینجا در که سوالی بالاخص، است. نزدیک تر پایه توابع از
سایر از چندجمله ای توابع مشتق گیری و اینتگرال گیری اینکه پاسخ چیست؟ چندجمله ای ها به وسیله ی تابع
مورد عملیات و می کند مقداردهی و ارزیابی دقیق تر به  طور را آنها کامپیوتر همچنین و است ساده تر توابع

می دهد. انجام ساده تر را نظر
(p∗ (یعنی f تابع تقریب بهترین یکتایی و وجود و کردیم بیان را تقریب بهترین قضیه ی قبل فصل در
تعریف عملگری می توانیم ما است، منحصربه فرد تقریب بهترین که آنجا از دادیم. قرار بررسی مورد را
پیوسته اگر چه است شده شناخته به خوبی عملگر این محاسبه کند. را پیوسته تابع تقریب بهترین که کنیم،
الگوریتم روشها از یکی داریم. p∗ محاسبه ی برای تکراری روشی به نیاز ما بنابراین است، غیرخطی و
که است. خطی برنامه ریزی به متکی که است دیفرانسیل اصلاح الگوریتم دیگر، الگوریتم است. ١ رِمز

کرد. خواهیم اشاره اول روش به فقط ما
می پردازیم. پیوسته توابع فضای عناصر تقریبِ بهترین یافتن برای روشی مطالعه به فصل این در
تابع تقریب بهترین بتوانیم که می کنند نایل هدف این به را ما نهایتاً می شوند بیان که قضایایی و تعاریف

می کنیم. معرفی را رِمز الگوریتم منظور این برای آوریم. به دست الگوریتم، از استفاده با را

اولیه تعاریف ٢ . ١

اعداد a٠, a١, . . . , an ضرایب آن در که را p(x) = a٠ + a١x + a٢x
٢ + · · · + anx

n چندجمله ای
چندجمله ای یک p آنگاه باشد، an ̸= ٠ اگر می گیریم. نظر در است، حقیقی متغیر x و هستند حقیقی

است. n حداکثر درجه از

١Remez Algorithm

١٣



١۴ تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم .٢

تعریف می کنیم: به صورت زیر و نمایش می دهیم Pn با را n حداکثر درجه از چند جمله ای ها مجموعه

Pn = {p : p(t) =
n∑

i=٠
αit

i αi ∈ R, t ∈ [a, b]}.

با متناهی البعد زیرفضایی Pn به وضوح می گیریم نظر در است، C[a, b] از زیرفضایی که را Y = Pn

تقریب مسئله ی بودن چبیشف کلید .Pn = span{١, t١, t٢, . . . , tn} واقع در است. n+ ١ دقیقا بعد
است. متناهی البعد Pn که است حقیقت همین نیز چندجمله ای ها در

نیست) یکه لزوماً که ) p∗ ∈ Pn چندجمله ای ،n مثبت عدد هر و f ∈ C[٠,١] تابع هر برای .٢ . ١ . ١ لم
که به طوری است موجود

∥f − p∗∥ ≤ ∥f − p∥, ∀p ∈ Pn.

C[٠,١] نرم دار خطی فضای از n + ١ دقیقا بعد با متناهی البعد زیرفضای Pn که آنجایی از برهان.
است. واضح نتیجه ١ . ٣ . ٨ قضیه ی طبق است،

درجه ی از چندجمله ای می گوید بلکه است n دقیقا درجه ی از چندجمله ای p∗ نمی گوید نتیجه این
است. n حداکثر

تقریب بهترین سازی مشخصه ٢ . ٢

تا بگیریم. نظر در Pn عناصر توسط f ∈ C[a, b] تابع برای را تقریب بهترین مسأله ی می خواهیم ما
می دهیم: قرار دارد. جواب یک حداقل مسأله این که می دانیم اینجا

En(f) = min
p∈Pn

∥f − p∥ = ∥f − p∗∥.

.En(f) ≥ En+١(f) ،n هر برای پس Pn ⊂ Pn+١ داریم n هر برای چون

می کنیم تعریف زیر به صورت را یکنواخت نرم f : [a, b] → R پیوسته توابع تمام برای .٢ . ٢ . ١ تعریف

∥f∥ := max
a≤x≤b

|f(x)|.

متمایز نقطه دو حداقل آنگاه باشد، Pn در f تقریب  بهترین p∗ و f ∈ C[a, b] کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ قضیه
که به طوری دارد وجود x١, x٢ ∈ [a, b]

f(x١)− p∗(x١) = −(f(x٢)− p∗(x٢)) = ∥f − p∗∥,

می کند. اخذ را +
−∥f − p∗∥ مقدار دو هر f − p∗ یعنی



١۵ تقریب بهترین سازی مشخصه .٢ . ٢

می دهیم قرار برهان.

E = En(f) = ∥f − p∗∥ = max
a≤x≤b

|f(x)− p∗(x)|,

حکم کنید فرض حال .E = f(x١)− p∗(x١) که به طوری است موجود x١ مانند نقطه ا ی این صورت در
داریم .(E = −(f(x٢)− p∗(x٢)) که به طوری نباشد موجود x٢ مانند نقطه ای باشد(یعنی غلط قضیه

e = min
a≤x≤b

(f(x)− p∗(x)) > −E.

چون و q∗ ∈ Pn که q∗ = p∗ + e+E
٢ می دهیم قرار .e + E ̸= ٠ نتیجه در و e + E > ٠ پس

منظور این برای است. f برای p∗ به نسبت بهتری تقریب q∗ می کنیم ادعا .p∗ ̸= q∗ پس e+E ̸= ٠
کنید توجه

E = max
a≤x≤b

|f(x)− p∗(x)| ≥ f(x)− p∗(x) ≥ min
a≤x≤b

(f(x)− p∗(x)) = e,

E −
(
e+ E

٢

)
≥ f(x)− p∗(x)−

(
e+ E

٢

)
≥ e−

(
e+ E

٢

)
,(

E − e

٢

)
≥ f(x)− q∗(x) ≥ −

(
E − e

٢

)
⇒ |f(x)− q∗(x)| ≤

(
E − e

٢

)
.

می شود نتیجه نرم تعریف طبق و (a ≤ x ≤ b (برای x روی ماکسیمم گیری با

∥f − q∗∥ ≤
(
E − e

٢

)
< E = ∥f − p∗∥,

p∗ بودن تقریب بهترین با تناقض در این و است بهتری تقریب q∗ پس .∥f − q∗∥ < ∥f − p∗∥ یعنی
است. صحیح حکم و باطل خلف فرض لذا است،

باشد، Pn چندجمله ای های مجموعه در f تقریب  بهترین p∗ و f ∈ C[a, b] کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه
است. موجود نقطه n+ ٢ حداقل با f − p∗ برای متناوب مجموعه ای آنگاه

به طور می توان را ∥f − p∗∥ که است واضح این صورت در ∥f − p∗∥ = ٠ آنگاه f ∈ Pn اگر برهان.
.E = En(f) = ∥f − p∗∥ > ٠ پس ،f /∈ Pn فرض کنید کرد. فرض منفی و مثبت متناوب
به صورت را [a, b] فاصله ی می گیریم. درنظر [a, b] روی را φ = f − p∗ یکنواخت پیوسته تابع حال

که به طوری می کنیم افراز کوچک کافی اندازه به فاصله های به a = t٠ < t١ < · · · < tn = b

|φ(x)− φ(y)| < E

٢ ∀x, y ∈ [ti, ti+١]. (٢ . ١)

مثبت [ti, ti+١] فاصله ی تمام روی φ آنگاه باشد φ = f − p∗ برای (+) نقطه یک شامل [ti, ti+١] اگر
پس φ(x) = ∥φ∥ = ∥f − p∗∥ = E داریم (+) نقطه تعریف طبق باشد (+) نقطه x اگر زیرا است.

لذا |E − φ(y)| < E
٢ داریم (٢ . ١) رابطه ی از x, y ∈ [ti, ti+١] برای

−E

٢ < E − φ(y) <
E

٢ ⇒ −٣E٢ < −φ(y) < −E

٢ ⇒ φ(y) >
E

٢ > ٠.



١۶ تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم .٢

است. منفی [ti, ti+١] تمام روی φ آنگاه باشد φ برای (−) نقطه یک شامل [ti, ti+١] اگر مشابه به طور
غیر در زیرا باشد. (−) نقاط هم و (+) نقاط شامل هم نمی تواند [ti, ti+١] فاصله ی هیچ بنابراین

داریم باشند [ti, ti+١] فاصله ی روی (−) نقطه ای y و (+) نقطه ای x اگر این صورت

φ(x) = ∥φ∥ = E و φ(y) = ∥φ∥ = −E,

است. تناقض این و E < ٠ که می شود نتیجه (٢ . ١) شرط به باتوجه و φ(x)− φ(y) = ٢E پس
نقطه ی یک شامل اگر است ((−) فاصله ی یک (متناظراً (+) فاصله ی یک [ti, ti+١] می گوییم پس
فاصله ی و (+) فاصله ی هیچ که داریم توجه باشد. φ = f − p∗ برای ((−) نقطه ی یک (متناظراً (+)

باشند(توسط مجزا اکیدا باید (−) فاصله ی و (+) فاصله ی به عبارتی باشند، داشته تداخل نمی توانند (−)

می زنیم برچسب راست به چپ از را فاصله ها این حال هستند). φ صفرهای شامل که فاصله هایی برخی
در فاصله ها فرض کنید می کنیم. (+) فرض را اولیه علامت دار فاصله ی فرض، در خللی ایجاد بدون و

باشند زیر به صورت ما مجدد گذاری برچسب

I١, I٢, . . . , Ik١ فاصله های(+)
Ik١+١, Ik٢+١, . . . , Ik٢ فاصله های(−)
... ...
Ikm−١+١, Ikm−٢+١, . . . , Ikm (−١)m−فاصله های١

S کنید فرض همچنین است. Ik١+١ (−) فاصله ی اولین به رسیدن از قبل (+) فاصله ی اخرین Ik١ که
فاصله های تمام اجتماع دهنده ی نشان N و [ti, ti+١] علامت دار فاصله های تمام اجتماع نشان دهنده ی
کنید است(توجه S ∪N = [a, b] که فشرده اند مجموعه هایی N و S بنابراین باشد. [ti, ti+١] بی علامت

است). مجزا درونشان بلکه نیستند مجزا کاملا N و S که
،m ≥ n+٢ دهیم نشان که است این هدف اینک است. موجود متناوب مجموعه ای دادیم نشان اینجا تا
می دانیم فقط ٢ . ٢ . ٢ قضیه ی طبق اینکه وجود دارد(با نقطه n+ ٢ حداقل متناوب مجموعه ی این یعنی

می رسیم. تناقض به دید خواهیم ،m < n+ ٢ کنید فرض خلف، فرض به .(m ≥ ٢
z١, z٢, . . . , zm−١ ∈ N نقاط می توانیم است (−) فاصله ی هر از مجزا اکیدا (+) فاصله ی هر چون

که بیابیم طوری را
max Ik١ < z١ < min Ik١+١

max Ik٢ < z٢ < min Ik١+٢
... ...

max Ikm−١ < zm−١ < min Ikm−١+١

می سازیم را زیر چندجمله ای حال

q(x) = (z١ − x)(z٢ − x) . . . (zm−١ − x),

.q(x) ∈ Pn پس m− ١ ≤ n چون و است m− ١ حداکثر درجه ی از q تابع



١٧ تقریب بهترین سازی مشخصه .٢ . ٢

تقریب p∗+λq ∈ Pn تابع می کنیم، انتخاب مناسب به طور که λ اسکالر برای دهیم نشان داریم قصد
دارند. مشابه ای علامت های f − p∗ و q می کنیم ادعا ابتدا در است. p∗ به نسبت f تابع برای بهتری
فاصله های درون دقیقا q صفرهای نمی شود(زیرا صفر (+−) فاصله های از یک هیچ  در q که است واضح
I١, I٢, . . . , Ik١ فاصله های روی حال است. ثابت q علامت فاصله ها این روی بنابراین بی علامت اند).
زیرا ،q < ٠ داریم Ik١+١, . . . , Ik٢ روی و (zj − x) > ٠ فاصله ها این از یک هر روی زیرا ،q > ٠
کنید فرض می کنیم. پیدا را λ حال .(zj − x) > ٠ داریم j > ١ برای حالی که در (z١ − x) < ٠ اینجا
فاصله ی نه که است [ti, ti+١] مانند فاصله ها زیر تمام اجتماع N که e = maxx∈N |f(x) − p∗(x)|

داریم چون (−)اند. فاصله ی نه و (+)

E = ∥f − p∗∥ = max
a≤x≤b

|f(x)− p∗(x)| ≥ max
x∈N

|f(x)− p∗(x)| = e,

می کنیم ادعا .λ∥q∥ < min{E − e, E٢ } که می کنیم انتخاب طوری را λ > ٠ حال .e < E بنابراین
است. p∗ به نسبت f برای بهتری تقریب p∗ + λq تابع  λ این برای

داریم این صورت در زیرا است. ساده ،x ∈ N اگر اول) (حالت

|f(x)− (p∗(x) + λq(x))| ≤ |f(x)− p∗(x)|+ λ|q(x)| ≤ e+ λ∥q∥ < E.

است. (−) فاصله ی یک یا (+) فاصله یک در x آنگاه x /∈ N اگر دوم) (حالت
علامت اند. هم λq(x) و f(x)−p∗(x) اینکه و |f(x)−p∗(x)| > E

٢ > λ∥q∥ می دانیم ویژه به
بنابراین

|f(x)− (p∗(x) + λq(x))| = |f(x)− p∗(x)| − λ|q(x)| ≤ E − λmin
x∈S

|q(x)| < E.

می رسیم تناقض به هم این حالت در است. برقرار فوق نامساوی است ناصفر S مجموعه ی روی q چون
است. صحیح حکم و باطل خلف فرض لذا

است. (١ + dimPn) دقیقا اینجا در n+ ٢ عدد که کرد توجه باید .١ .۴ . ٢ . ٢ ملاحظه

علامت تغییر بار n+٢ متناوب به طور f−p∗ اگر که داریم توجه همچنین f ∈ C[a, b]\Pn برای .٢
f با نقطه n+ ١ در دقیقا p∗ بنابراین باشد. داشته صفر n+ ١ حداقل باید f − p∗ آنگاه دهد

است. متحد

کنیم. ثابت را f ∈ C[a, b] تابع تقریب بهترین یکتایی داریم قصد حال

Pn چندجمله ای های مجموعه در f تابع تقریب بهترین آنگاه f ∈ C[a, b] کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه
یکتاست.

f ∈ C[a, b]\Pn کنید فرض است. منحصربه فرد p∗ به وضوح لذا و p∗ = f آنگاه f ∈ Pn اگر برهان.
باشد. Pn در f تابع برای تقریب بهترین دو q∗ و p∗ و

∥f − p∗∥ = ∥f − q∗∥ = En(f) = E.



١٨ تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم .٢

داریم زیرا بود. خواهد f برای بهتری تقریب r = (p∗+q∗)
٢ ∈ Pn آنها میانگین می کنیم ادعا

f − r = f − (p∗ + q∗)

٢ =
(f − p∗)

٢ +
(f − q∗)

٢ ,

پس

∥f − r∥ = ∥(f − p∗)

٢ +
(f − q∗)

٢ ∥ ≤ ∥(f − p∗)∥
٢ +

∥(f − q∗)∥
٢ =

E

٢ +
E

٢ ,

n+٢ با متناوب مجموعه ای ٢ . ٢ . ٣ قضیه ی طبق است. f برای بهتری تقریب r و ∥f−r∥ ≤ E یعنی
داریم i هر برای بنابراین دارد. وجود f − r برای (x٠, x١, . . . , xn+١ مانند نقطه(

(f − r)(xi) = (f − p∗)(xi) + (f − q∗)(xi) =
+
−٢E ,(متناوب)

که درحالی
−E ≤ (f − p∗)(xi), (f − q∗)(xi) ≤ E,

داریم ٠ ≤ i ≤ n+ ١ که i هر برای یعنی این و

(f − p∗)(xi) = (f − q∗)(xi) =
+
−E,

چندجمله ای وهمچنین است. f − q∗ و f −p∗ توابع برای متناوب مجموعه ای x٠, x١, . . . , xn+١ یعنی
تعداد چون و (p∗ − q∗) ∈ Pn طرفی از است. صفر n+ ٢ دارای q∗ − p∗ = (f − p∗)− (f − q∗)

یعنی باشد صفر برابر چندجمله ای خود باید پس است، بیشتر چندجمله ای درجه از چندجمله ای صفرهای
یکتاست. f تابع تقریب بهترین پس ،p∗ = q∗ نتیجه در و p∗ − q∗ = ٠

متناوب مجموعه ای شامل f − p∗ اگر .f ̸∈ Pn و p∗ ∈ Pn و f ∈ C[a, b] فرض کنید .۶ . ٢ . ٢ قضیه
است. f تقریب بهترین p∗ چندجمله ای آنگاه باشد، نقطه n+ ٢ حداقل با

q∗ ∈ Pn کنید فرض و باشد f − p∗ برای متناوب مجموعه ای x٠, x١, . . . , xn+١ کنید فرض برهان.
باشیم داشته باید پس .∥f − q∗∥ < ∥f − p∗∥ یعنی باشد، p∗ به نسبت f برای بهتری تقریب

|f(xi)− p∗(xi)| = ∥f − p∗∥ > ∥f − q∗∥ = |f(xi)− q∗(xi)| ∀i = ٠,١,٢, . . . , n+ ١.

باشند. هم علامت باید a− b و a آنگاه باشد |a| > |b| نامساوی اگر می دانیم
،f − p∗ فرض طبق چون و باشند هم علامت باید f − p∗ و q∗ − p∗ = (f − p∗)− (f − q∗) بنابراین
علامت تغییر متناوب به طور بار n+٢ نیز q∗− p∗ پس می دهد علامت تغییر متناوب به طور بار n+٢
تعداد چون و (q∗ − p∗) ∈ Pn طرفی از باشد. داشته صفر n + ١ حداقل باید q∗ − p∗ لذا می دهد،
یعنی باشد صفر برابر چندجمله ای خود باید پس است، بیشتر چندجمله ای درجه از چندجمله ای صفرهای

است. f تقریب بهترین p∗ چندجمله ای بنابراین .q∗ = p∗ نتیجه در و q∗ − p∗ = ٠

می رسانیم. پایان به مثالی بیان با را بخش این



١٩ عددی روش با چندجمله ای ها مجموعه ی در توابع تقریب بهترین .٢ . ٣

[٠,١] فاصله ی روی f(x) = x٢ برای تقریب بهترین p∗(x) = x − ١
٨ می دهیم نشان .٢ . ٢ . ٧ مثال

است.

.E(x) = x٢ −x+ ١
٨ داشت خواهیم و می دهیم تشکیل را E(x) = f(x)− p∗(x) خطا تابع برهان.

داریم تابع این برای

∥f − p∗∥ = max
٠≤x≤١

|f(x)− p∗(x)| = ١
٨ .

از عبارتست ٠, ١
٢ ,١ نقاط در تابع مقدار همچنین

(f − p∗)(٠) = ١
٨ = ∥f − p∗∥,

(f − p∗)(
١
٢) = −١

٨ = −∥f − p∗∥,

(f − p∗)(١) = ١
٨ = ∥f − p∗∥.

قضیه ی طبق لذا است. نقطه ٣ با متناوب مجموعه ای شامل نظر مورد فاصله ی روی خطا تابع این و
است. f تابع برای تقریب بهترین p∗(x) = x− ١

٨ قبل

روش با چندجمله ای ها مجموعه ی در توابع تقریب بهترین ٢ . ٣
عددی

توابع تقریب بهترین به آن توسط و می پردازیم رِمز الگوریتم به موسوم الگوریتمی بیان به بخش این در
مطرح را نیاز مورد قضایای و تعاریف الگوریتم بیان از قبل می یابیم. دست چندجمله ای ها مجموعه ی در

می کنیم.
داشت. خواهیم را زیر تعریف ،١ . ٢ . ١ تعریف به توجه با

زیرفضای M و مختلط) (یا حقیقی اعداد میدان روی نرم دار خطی فضای X کنید فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف
برای که به طوری باشد موجود p∗ ∈ M مانند عضوی اگر f ∈ X هر برای باشد. X از n−بعدی خطی

باشیم داشته h ∈ M هر
∥f − p∗∥ ≤ ∥f − h∥,

است. f تابع تقریب بهترین p∗ گوییم

می کنیم قرارداد f تابع برای باشد، X نرم دار خطی فضای از n−بعدی خطی زیرفضای  M کنید فرض

ϱv(f) = inf
h∈M

∥f − h∥.

می کنیم. استفاده En(f) علامت همان از ϱv(f) علامت جای به شود زده تقریب M = Pn در f تابع اگر



٢٠ تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم .٢

خطی تابعکی f٠ و X نرم دار خطی فضای از زیرفضایی M اگر هان-باناخ٢) (قضیه ی .٢ . ٣ . ٢ قضیه
به طوری که است موجود X روی  F خطی تابعک آنگاه ،∥f٠∥ < ∞ به طوری که باشد  M روی

F |M = f٠ , ∥F∥ = ∥f٠∥.

. شود رجوع [7] به برهان.

توجه با بعدی قضیه ی می کند، تضمین را  X فضای روی  F خطی تابعک وجود هان-باناخ قضیه ی
می شود. برقرار هان-باناخ قضیه ی به

.ϱv(f) = infh∈M ∥f−h∥ و باشد آن از زیرفضایی  M و نرم دار خطی فضای X فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه
ویژگی های با  X روی F خطی تابعک f ∈ X هر برای آنگاه

F (h) = ٠ ∀h ∈ M, (٢ . ٢)

و

∥F∥ = sup
h∈X,∥h∥=١

|F (h)| ≤ ١, (٢ . ٣)

.ϱv(f) = F (f) به طوری که است موجود

خطی تابعک .d(f,M) = d > ٠ همچنین و باشد آن از زیرفضایی M و f ∈ X کنید فرض برهان.
می کنیم تعریف زیر به صورت h ∈ M هر و α ∈ R هر برای را f٠

f٠(αf + h) = αd.

.f٠(h) = ٠ و f٠(f) = d که است روشن
داریم نرم تعریف از

∥f٠∥ = sup
|f٠(αf + h)|
∥αf + h∥

= sup
|αd|

∥α(f + h
α
)∥

= sup
|α|d

|α|∥f + h
α
∥
.

نتیجه می توان پس d = d(f,M) = infh∈M ∥f − h∥ .h′ = h
α
∈ M پس زیرفضاست M چون

در دادن قرار با .d ≤ ∥f + h′∥ ،h′ ∈ M برای جمله از d ≤ ∥f − h∥ ،h ∈ M هر برای گرفت
داریم فوق نامساوی

∥f٠∥ = sup
d

∥f + h′∥
≤ sup

∥f + h′∥
∥f + h′∥

= ١ ⇒ ∥f٠∥ ≤ ١.

توسیع  X روی  F مانند خطی تابعک یک به را f٠ می توانیم پس است، برقرار هان-باناخ قضیه ی شرایط
به طوری که دهیم،

F |M = f٠ ⇒ ∀h ∈ M,F (h) = f٠(h) و ∥F∥ = ∥f٠∥.
٢ Hahn-Banach



٢١ عددی روش با چندجمله ای ها مجموعه ی در توابع تقریب بهترین .٢ . ٣

داریم
∥F∥ = ∥f٠∥ ≤ ١.

داریم h ∈ M و α = ٠ فرض با همچنین

F (h) = f٠(h) = ٠.

داریم h ∈ M و α = ١ فرض با و

f٠(f) = d = inf
h∈M

∥f − h∥ = ϱv(f)
f٠(f)=F (f)−−−−−−→ ϱv(f) = F (f).

می شود. اثبات حکم و است برقرار قضیه شرایط پس

نرم دار خطی فضای روی خطی توابع از خطی مستقل مجموعه ای ،{φi}ni=١ کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ تعریف
حداکثر دارای ai ∈ R که ϕ(x) =

∑n
i=١ aiφi مانند φiها از خطی ترکیب هر که به طوری باشند X

می نامیم. ٣ هار فضای را ١=ni{φi}ها توسط شده تولید فضای این صورت در باشد. ریشه n− ١

و می کند صدق هار فضای درتعریف که باشد C[٠,١] در n−بعدی زیرفضای یک  M کنید فرض
 M روی خطی تابعک یک f ∈ C[٠,١] هر برای ٢ . ٣ . ٣ قضیه ی طبق باشد.  M برای پایه ای {hi}ni=١

و کرده انتخاب را xi متمایز نقطه ی n+ ١ حال می کند. صدق (٢ . ٣) و (٢ . ٢) شرایط در که دارد وجود
به صورت را  F خطی تابعک ،h ∈ M و ٠ ̸= λi ∈ R برای

F (h) =
n+١∑
i=١

λih(xi),

داریم: تابعک این نرم برای و می سازیم

∥F∥ ≤
n+١∑
i=١

|λi|,

داریم: ٢ . ٣ . ٣ قضیه ی به باتوجه ضمناً و

n+١∑
i=١

λihj(xi) = ٠ j = ٠,١, . . . , n, (۴ . ٢)

و
n+١∑
i=١

|λi| = ١, (۵ . ٢)

صدق زیر خاصیت در که h ∈ M یک F (f) خطی تابعک هر به لذا .|F (f)| = ϱv(f) بنابراین
می شود مربوط می کند،

h(xi) + λ
λi

|λi|
= f(xi) i = ١,٢, . . . , n+ ١. (۶ . ٢)

٣Haar



٢٢ تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم .٢

h ∈ M هر برای اگروتنهااگر است  M n−بعدی زیرفضای در f تابع تقریب بهترین p∗ .۵ . ٢ . ٣ قضیه
اکسترمم نقاط مجموعه ی D رابطه این در باشد. برقرار minx∈D(f(x)− p∗(x))h(x) ≤ ٠ نامساوی

است. f(x)− p∗(x) یعنی f تقریب خطای تابع

شود. رجوع [9] به برهان.

شود تعریف زیر به صورت F (f) خطی تابعک به وابسته p∗ تابع کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ قضیه

p∗(xi) + λ
λi

|λi|
= f(xi) i = ١,٢, . . . , n+ ١,

می کنند صدق زیر شرط در که حقیقی اند اعداد λiها و λ که

n+١∑
i=١

|λi| = ١,

، xi نقاط مجموعه روی چندجمله ای ها مجموعه ی در f تابع تقریب بهترین با دقیقا p∗ آنگاه
است. برابر (i = ١,٢, . . . , n+ ١)

استفاده با نباشد. فوق مجموعه ی روی f تابع تقریب بهترین p∗ تابع کنید فرض خلف: برهان. فرض
داریم i = ١,٢, . . . , n+ ١ هر برای به طوری که است موجود h ∈ M تابع ۵ . ٢ . ٣ قضیه ی از

(f(xi)− p∗(xi))h(xi) > ٠ ⇒ λ
λi

|λi|
h(xi) > ٠,

داریم i = ١,٢, . . . , n+ ١ هر برای این صورت در h̃ = λh می دهیم قرار

λi

|λi|
h̃(xi) > ٠ ⇒

∑n+١
i=١ λi∑n+١
i=١ |λi|

h̃(xi) > ٠,

با این ،F (h̃) > ٠ می دهد نتیجه تعریف از که
∑n+١

i=١ λih̃(xi) > ٠ پس
∑n+١

i=١ |λi| = ١ چون
مجموعه ی در f تابع تقریب بهترین با دقیقا p∗ و باطل خلف فرض لذا است. تناقض در (۴ . ٢) رابطه ی

است. برابر (i = ١,٢, . . . , n+ ١) ، xi نقاط مجموعه روی چندجمله ای ها

رِمز الگوریتم ٢ . ٣ . ١

فاصله ا ی در نقطه n+٢ شامل مجموعه یک در تکرار اولین که است تکراری الگوریتم یک رِمز الگوریتم
محاسبه به گونه ای را ضرایب اول گام در می شود: محاسبه گام دو تکرار هر در می شود. آغاز شده، داده
اگر باشد. داشته متناوب علامت هایی و برابر مقدارهایی شده داده نقطه n + ٢ در خطا تابع که می کنیم
را شرایط که را نقاط از جدید مجموعه ای و می رویم دوم گام به نرسیدیم هدف به نقاط از مجموعه این با
n+٢ شامل که نهایی مجموعه ی در خطا تابع مقدار الگوریتم، این پایان در . می کنیم جستجو کند، برآورده

می پردازیم: الگوریتم توضیح به حال می دهد. نشان را تقریب خطای ماکسیمم مطلق قدر است، نقطه



٢٣ عددی روش با چندجمله ای ها مجموعه ی در توابع تقریب بهترین .٢ . ٣

به طوری که می کنیم شروع x
(٠)
i ∈ [a, b] متمایز دو به دو نقطه ی n+ ٢ با M٠ مجموعه ی با را کار

یعنی باشند شده مرتب صعودی

a ≤ x(٠)
٠ ≤ x

(٠)
١ ≤ · · · ≤ x

(٠)
n+١ ≤ b.

در که می گیریم نظر در طوری را C[a, b] از n−بعدی زیرفضای M عضو p∗ تابع نقاط این با متناظر
کند صدق زیر شرط

p∗(x
(٠)
i ) + (−١)iλ٠ = f(x

(٠)
i ) i = ٠,١,٢, . . . , n+ ١. (٢ . ٧)

بنابراین می کند، صدق (۵ . ٢) و (۴ . ٢) روابط در که است خطی تابعکی λ٠ = F٠(f) آن در که

|f(x(٠)
i )− p∗(x

(٠)
i )| = |λ٠| = |F٠(f)| = inf

h∈M
∥f − h∥.

است. M٠ مجموعه ی روی f تابع تقریب بهترین p∗ تابع پس
به طوری که است M٠ از M١ مانند نقاط از جدید مجموعه ای آوردن بدست رِمز الگوریتم از هدف

باشیم داشته F١(f) یعنی آن با متناظر خطی تابعک برای و باشد نقطه n+ ٢ شامل مجدداً

|F١(f)| > |F٠(f)|.

می کنیم. تعریف زیر ویژگی های با را M١ = {x(١)
i } مجموعه ی مذبور هدف به نیل برای

می کند: صدق زیر شرایط در φ٠ تابع که φ٠ = f − p∗ می دهیم قرار سهولت برای ابتدا

.|φ٠(x
(١)
i )| ≤ |F٠(f)| داریم i = ٠,١,٢, . . . , n+ ١ برای .١

.|φ٠(x
(١)
i )| > |F٠(f)| داریم i = i٠ مانند صحیح عدد یک حداقل برای .٢

داریم است +
−١ برابر که ξ ثابت و i = ٠,١,٢, . . . , n+ ١ برای .٣

sgnφ٠(x
(١)
i ) = ξsgnφ٠(x

(٠)
i ).

اگر حال .sgnφ = ١ آنگاه φ = ٠ که زمانی می کنیم قرارداد

F٠(ν) =
n+١∑
i=١

λ
(٠)
i ν(x

(٠)
i ),

F١(ν) =
n+١∑
i=١

λ
(١)
i ν(x

(١)
i ).



٢۴ تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم .٢

آنگاه باشند M١ و M٠ مجموعه های با متناظر خطی توابع

F١(f) =
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i f(x

(١)
i ) =

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i (p∗(x

(١)
i )− φ٠(x

(١)
i )),

=
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i p∗(x

(١)
i )−

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i φ٠(x

(١)
i ) = −

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )|.sgnφ٠(x

(١)
i ),

= −
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )|.ξsgnφ٠(x

(٠)
i ) = −

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )|.ξsgn(f(x(٠)

i )− p∗(x
(٠)
i ),

= −
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |φ٠(x

(١)
i )|.ξsgnF٠(f) > −

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i |F٠(f)|.ξsgnF٠(f),

= −
n+١∑
i=٠

λ
(١)
i ξF٠(f) = −ξF٠(f)

n+١∑
i=٠

λ
(١)
i = −ξF٠(f),

⇒ |F١(f)| > |F٠(f)|.

تابع تقریب بهترین به طوری که دارد وجود p∗١ ∈ M تابع بنابراین می کنیم، آغاز M١ مجموعه  ی با حال
Mn مجموعه های از دنباله ای گام، متناهی تعداد از بعد روند این ادامه ی با است. M١ مجموعه ی در f
صعودی یکنواخت به طور |Fm(f)| مقادیر که می شود تولید Fm یعنی متناظرشان خطی توابع به ترتیب و

همگراست.  M فضای در f تقریب بهترین به p∗m ∈ M توابع دنباله ی همچنین و هستند
p∗ چندجمله ای اگر که کرد ثابت چبیشف دیدیم قبلا باشد. شده داده [a, b] فاصله ی کنید فرض حال
که باشند موجود فاصله این در نقطه (n+٢) باید حداقل آنگاه باشد، f تابع تقریب بهترین n درجه ی  از

اگر حال باشند. متناوب علامت ها که به طوری  کند اخذ را خود ماکسیمم مقدار خطا تابع

a ≤ x٠ < x١ < · · · < xn+١ ≤ b,

f(xi)− p∗(xi) = (−١)iE i = ٠,١, . . . , n+ ١, (٢ . ٨)

که
E = +

− max
a≤x≤b

|f(x)− p∗(x)|.

گام دو تکرار هر می کنیم. آغاز شده داده فاصله ی در دلخواه نقطه ی (n + ٢) با را رِمز الگوریتم اکنون
دارد:

مقدارهایی شده داده نقطه ی (n+ ٢) در خطا تابع که می کنیم محاسبه طوری را ضرایب اول گام در
بگیرد متناوب علامت هایی و برابر

f(xi)− p∗(xi) = (−١)iE i = ٠,١, . . . , n+ ١,

f(xi)− [c٠ + c١(xi − a) + c٢(xi − a)٢ + · · ·+ cn(xi − a)n] = (−١)iE.



٢۵ عددی روش با چندجمله ای ها مجموعه ی در توابع تقریب بهترین .٢ . ٣

داریم این صورت در ،xi − a = hi می دهیم قرار i = ٠,١, . . . , n+ ١ برای

c٠ + c١hi + · · ·+ cnh
n
i + (−١)iE = f(xi). (٢ . ٩)

{c٠, c١, . . . , cn, E} مجهول (n+ ٢) با خطی معادله ی (n+ ٢) از متشکل دستگاهی (٢ . ٩) رابطه ی
حل را آنها می توان جبرخطی روش های کاربرد با بنابراین خطی اند، مستقل معادلات دستگاه این است.

آوریم. بدست را شده داده نقطه ی (n+ ٢) این در خطا میزان همچنین و ضرایب مقادیر تا کرد
شرایط نباشد [a, b] شده ی داده فاصله ی در مطلق ماکسیمم اندازه ی با برابر خطا این اندازه ی که وقتی تا

بیابیم. را نقاط از جدیدی مجموعه ی داریم نیاز لذا است. نشده برآورده هنوز تقریب
نقطه (n+ ٢) این واقع در که می کند پیدا را نقطه (n+ ٢) از مجموعه ای رِمز الگوریتم از دوم گام
دارد. وجود معاوضه تکنیک دو می شود. نامیده معاوضه گام دوم، گام می کند. برآورده را تقریب شرایط
تا می کنیم عوض را اول مجموعه ی نقطه ی (n + ٢) از نقطه یک تنها معاوضه اول تکنیک در
نقطه ی (n + ٢) تمام ما معاوضه تکنیک دومین در حالی که در برسیم نقاط از جدید مجموعه ی به
این به با توجه را دوم برسیم. گام نقاط از جدید مجموعه ی به تا می کنیم عوض را اول مجموعه ی
خطا تابع بنابراین دارد، متناوب علامتی اول گام نقطه ی (n + ٢) در خطا تابع که می کنیم آغاز نکته
این .[x٠, x١], [x١, x٢], . . . , [xn, xn+١] فاصله های از یک هر در ریشه یک دارد، ریشه (n + ١)
این محاسبه اند. قابل نیم سازی روش یا وتری روش های قبیل از عددی روش های از استفاده با ریشه ها
به صورت فاصله (n + ٢) با را [a, b] فاصله ی حال می دهیم. نمایش z٠, z١, . . . , zn با را ریشه ها

می کنیم. تقسیم [a, z٠], [z٠, z١], . . . , [zn−١, zn], [zn, b]

محاسبه کند، اخذ را خود مینیمم یا ماکسیمم مقدار خطا تابع که را نقطه ای فاصله ها این از یک هر در
با عددی به طور می توانیم را قبلی گام می دهیم. نمایش x∗

٠, x
∗
١, . . . , x

∗
n+١ با را نقاط این و می کنیم

دیگر به عبارت باشد). موجود ریشه ای چنین اگر دهیم(البته انجام خطا تابع مشتق ریشه های محاسبه ی
مقدار که می کنیم انتخاب را نقطه ای و می کنیم محاسبه فاصله ها از یک هر انتهایی نقاط در را خطا تابع

می کنیم تعریف زیر به صورت را k باشد. بزرگتر آن قدرمطلق

k = max
i

|f(x∗
i )− p∗(x∗

i )|,

معاوضه ی تکنیک در و می کنیم عوض x∗
k نقطه ی با را xk نقطه ی ما نقطه ای تک معاوضه ی تکنیک در که

نقطه (n+ ٢) از مجموعه این حال می کنیم. تعویض {x∗
i } با را {xi} نقطه ی (n+ ٢) ما نقطه ای چند

اختلاف که می کنیم تکرار زمانی تا را دوم و اول گام می کنیم. استفاده بعدی تکرار برای را اول گام در
باشد. شده داده آستانه ی از کمتر مقداری جدید نقطه ی (n+ ٢) و قبلی نقطه (n+ ٢) بین

خطا تابع مقدار رو این از می کند. برآورده را چبیشف تقریب شرایط برایمان رِمز الگوریتم پایان در
است. تقریب خطای از مطلق ماکسیمم مقدار معرف (E) نقطه ی (n+ ٢) از پایانی مجموعه ی در

می دهد. نشان را ٣ درجه چندجمله ای برای دوم گام هندسی به طور بعد صفحه ی شکل



٢۶ تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم .٢

[٠,١] فاصله ی روی f(x) = x٢ تابع تقریب بهترین رِمز الگوریتم از استفاده با مثال برای .٢ . ٣ . ٧ مثال
می یابیم. را است یک درجه از چندجمله ای یک که
می کنیم. آغاز این گونه را الگوریتم از اول تکرار

دلخواه مجموعه ی به عنوان را M٠ = {x٠ = ٠, x١ = ١
٣ , x٣ = ١} و p∗١(x) = ax+ b کنید فرض

داریم i = ٠,١,٢ برای می گیریم. درنظر [٠,١] روی نقاط از آغازی

f(xi)− p∗١(xi) = (−١)iE ⇒ x٢
i − axi − b = (−١)iE.

می کنیم حل را زیر دستگاه i = ٠,١,٢ برای
x٢

٠ − ax٠ − b = (−١)٠E,

x٢
١ − ax١ − b = (−١)١E,

x٢
٢ − ax٢ − b = (−١)٢E.

داریم
−b = E,

١
٩ − ١

٣a− b = −E,

١ − a− b = E.

می آوریم. بدست را E = ١
٩ و b = −١

٩ ، a = ١ دستگاه حل با
نقاط مجموعه در خطا تابع برای .E(x) = f(x) − p∗١(x) = x٢ − x + ١

٩ و p∗١(x) = x − ١
٩ لذا



٢٧ عددی روش با چندجمله ای ها مجموعه ی در توابع تقریب بهترین .٢ . ٣

داریم متناوب علامتی و برابر مقادیری {٠, ١
٣ ,١}

E(x٠) =
١
٩ , E(x١) = −١

٩ , E(x٢) =
١
٩ .

z٠ =
١+
√

۵
٩

٢ ∈ [١
٣ ,١] عبارتنداز ریشه ها این دارد. [١٣ ,١] و [٠, ١

٣ ] فاصله های در ریشه دو E(x) لذا

می کنیم تقسیم زیر به صورت را [٠,١] فاصله ی حال .z١ =
١−
√

۵
٩

٢ ∈ [٠, ١
٣ ] و

[٠,
١ −

√
۵
٩

٢ ], [
١ −

√
۵
٩

٢ ,
١ +

√
۵
٩

٢ ], [
١ +

√
۵
٩

٢ ,١].

از است عبارت به ترتیب خطا تابع ماکسیمم یا مینیمم مقدار فاصله ها این از یک هر روی

E(٠) = ١
٩ , E(

١
٢) = − ۵

٣۶ , E(١) = ١
٩ .

این با و M١ = {x∗
٠ = ٠, x∗

١ = ١
٢ , x

∗
٢ = ١} می دهیم قرار نقطه ای تک معاوضه تکنیک از استفاده با

می دهیم تشکیل نقاط این برای را مجهول سه معادله سه دستگاه می کنیم. آغاز را دوم تکرار مجموعه

f(x∗
i )− p∗٢(x

∗
i ) = (−١)iE i = ٠,١,٢.

−b = E,

١
۴ − ١

٢a− b = −E,

١ − a− b = E.

می آوریم. بدست را E = ١
٨ و b = −١

٨ ، a = ١ دستگاه حل با
مذکور نقاط در خطا تابع .E(x) = f(x) − p∗٢(x) = x٢ − x + ١

٨ و p∗٢(x) = x − ١
٨ نتیجه در

می گیرد متناوب علامت هایی و برابر مقادیری

E(x∗
٠) =

١
٨ , E(x∗

١) = −١
٨ , E(x∗

٢) =
١
٨ .

عبارتنداز ریشه ها این دارد. [١٢ ,١] و [٠, ١
٢ ] فاصله های در ریشه دو E(x) تابع

z∗∗٠ =
١ +

√
١
٢

٢ ∈ [
١
٢ ,١], z

∗∗
١ =

١ −
√

١
٢

٢ ∈ [٠, ١
٢ ].

می کنیم تقسیم زیر به صورت را [٠,١] فاصله ی دوم تکرار از گام دومین در حالا و

[٠,
١ −

√
١
٢

٢ ], [
١ −

√
١
٢

٢ ,
١ +

√
١
٢

٢ ], [
١ +

√
١
٢

٢ ,١].

علامت با ١
٨ مقدار می بینیم بالا فاصله ی روی فعلی خطای تابع ماکسیمم و مینیمم مقدار محاسبه ی با

بهترین p∗٢(x) = x− ١
٨ چندجمله ای لذا می شوند. تکرار مجدداً {٠, ١

٢ ,١} نقاط و می آید بدست متناوب
است.  f(x) = x٢ تابع تقریب





٣ فصل

مثال چند و متلب توسط رِمز الگوریتم اجرای

ویژگی های و کرده اجرا متلب در شده نوشته برنامه ی  توسط را رِمز الگوریتم متعدد مثال های با فصل این در
دید. خواهیم را تقریب بهترین

هستند برنامه ورودی های چندجمله ای درجه و فاصله  تابع، می کند. اجرا را رِمز الگوریتم دقیقاً زیر  برنامه ی
نمودار همچنین می باشد. n حداکثر درجه از چندجمله ای یک که است تابع تقریب بهترین خروجی، و

می باشند. برنامه این خروجی های نیز تقریب بهترین نمودار و تابع نمودار خطا،

clc;close all;clear;

%% function initialization
fun=@(x)sin(x)+exp(-x);
fun_der= @(x)cos(x) - exp(-x);
interval=[0,10];
order =8;

%% remez function
A= remez(fun, fun_der, interval, order);
A1=A(1:end-1);

%% Plot error
x=linspace(interval(1),interval(2),1000);
ApproxSig=getApproximateFunction(x, A1, interval(1));
TargetSig=feval(fun,x);
e=abs(TargetSig-ApproxSig);
e2=TargetSig-ApproxSig;

٢٩



٣٠ مثال چند و متلب توسط رِمز الگوریتم اجرای .٣

figure;
plot(x,e)
xlabel('x')
ylabel('Absolute Error')
xlim(interval);

figure;
plot(x,e2)
xlabel('x')
ylabel('Error = f - P*')
xlim(interval);

figure;
plot(x,TargetSig,'b');
hold on;
plot(x,ApproxSig,'--r');
xlabel('x')
xlim(interval);

function A=remez(fun, fun_der,interval,order)

powers=ones(order+2,1)*([0:order]);
coeff_E =(-1).^[1:order+2];
coeff_E=coeff_E(:);
t=1:order;
t=t(:);
y=linspace(interval(1),interval(2),order+2);

for i=1:10
y=y(:);
h=(y-interval(1))*ones(1,order+1);



٣١

coeff_h=h.^powers;
M=[coeff_h coeff_E];
N= feval(fun,y);

A=M\N;
A1=A(1:end-1);
A_der=A(2:end-1).*t;

z(1)=interval(1);
z(order+3)=interval(2);
for k=1: order+1
z(k+1)=findzero(@err,y(k),y(k+1),fun,A1,interval(1));
end

for k=1:order+2
if
sign(err(z(k),fun_der,A_der,interval(1)
))~=sign(err(z(k+1),fun_der,A_der,interval(1)))

y1(k)=findzero(@err,z(k),z(k+1),fun_der,A_der,interval(1));
v(k)=abs(err(y1(k),fun,A1,interval(1)));
else
v1=abs(err(z(k),fun,A1,interval(1)));
v2=abs(err(z(k+1),fun,A1,interval(1)));

if v1>v2
y1(k)=z(k);

v(k)=v1;
else
y1(k)=z(k+1);
v(k)=v2;
end
end
end
[mx ind]=max(v);
if abs(y(ind)-y1(ind)) <2^-30



٣٢ مثال چند و متلب توسط رِمز الگوریتم اجرای .٣

break;
end

if ind<length(y) & abs(y(ind+1)-y1(ind)) < 2^-30
break
end

y=y1;
end

function e= err(x,fun, A, first)
A=A(:);
x=x(:);
order=length(A)-1;
powers=ones(length(x),1)*[0:order];
temp=((x-first)*ones(1,order+1)).^powers;
temp=temp*A;
e=feval(fun,x)-temp;
end

function y=findzero(fun,x0,x1,varargin)

f0=feval(fun,x0,varargin{:});
f1=feval(fun,x1,varargin{:});

if sign(f0)==sign(f1)
error('the function at the two endpoints must be of opposite signs');
end

x=x0 - f0 * ((x1-x0)/(f1-f0));
f=feval(fun,x,varargin{:});
while abs(f)>1e-6
if sign(f)==sign(f0)
x0=x;
f0=f;



٣٣ مثال ها .٣ . ١

else
x1=x;
f1=f;
end
x=x0 - f0 * ((x1-x0)/(f1-f0));
f=feval(fun,x,varargin{:});
end
y=x;
end

function approxSig= getApproximateFunction(x, A, first)
A=A(:);
x=x(:);
order=length(A)-1;
powers=ones(length(x),1)*[0:order];
approxSig=((x-first)*ones(1,order+1)).^powers;
approxSig=(approxSig*A)';
end

مثال ها ٣ . ١

می گیریم. نظر در [٠,١٠] بازه روی را f(x) = sinx+ exp(−x) تابع .٣ . ١ . ١ مثال
می دهیم. ورودی به عنوان را [٠,١٠] فاصله ی و f(x) = sinx+ exp(−x) تابع فوق برنامه ی به ابتدا
کنیم، اجرا را برنامه است یک درجه از چندجمله ای حالتی که برای اگر رِمز الگوریتم برنامه ی کمک به

چندجمله ای
p∗١ = ٠٫٢٣٠٨ − ٠٫٠٣۶٠x,

می  آید. بدست
این که است روشن می دهد، نشان را p∗١ چندجمله ای یعنی آن تقریب و تابع بعد صفحه ی شکل

نیست. مناسبی تقریبِ



٣۴ مثال چند و متلب توسط رِمز الگوریتم اجرای .٣

می دهد. نشان را E = f − p∗١ یعنی خطا تابع زیر شکل

چندجمله ای می کنیم، اجرا دو درجه از چند جمله ای برای را برنامه حال

p∗٢ = ٠٫۵٩١٩ − ٠٫٢۴٠۶x+ ٠٫٠٢٢١x٢,

هنوز می دهد، نشان را p∗٢ چندجمله ای یعنی آن تقریب و تابع که زیر شکل به توجه با می آید. بدست
است. نشده برآورده تقریب شرایط

چندجمله ای می کنیم، اجرا نیز سه درجه از چندجمله ای برای را برنامه

p∗٣ = ١٫٧٨٩٣ − ١٫١٠۶٢x+ ٠٫١٨٩۴x٢ − ٠٫٠٠٩۴x٣,



٣۵ مثال ها .٣ . ١

هم باز می دهد، نشان را p∗٣ چندجمله ای یعنی آن تقریب و تابع که زیر شکل به توجه با می آید. بدست
است. نشده برآورده تقریب شرایط می بینیم

شش، پنج، چهار، درجه های از چندجمله ای برای را برنامه مناسب، چندجمله ای آوردن بدست برای
می آید بدست هشت درجه از چندجمله ای با مسئله جواب می بینیم پایان در می کنیم، اجرا هشت و هفت

است. [٠,١٠] بازه روی f(x) = sinx+ exp(−x) تابع تقریب بهترین p∗٨ چندجمله ای و

p∗٨ = ١٫٠٠۴۶ − ٠٫٠٢٨۵x+ ٠٫۵٠٢١x٢ − ٠٫٢۶٩٧x٣ − ٠٫٠٢۵٢x۴ + ٠٫٠٢٩٧x۵

− ٠٫٠٠۵۴x۶ + ۴٫٠٠٧٩ × ١٠−۴x٧ − ١٫٠٧٣۵ × ١٠−۵x٨.

تقریباً نمودار دو هر می بینیم می دهد، نشان را p∗٨ چندجمله ای یعنی آن تقریب بهترین و تابع زیر شکل
هستند. منطبق برهم

چندجمله ای و f(x) = sinx + exp(−x) تابع برای را E = f − p∗٨ یعنی خطا تابع زیر شکل
خطای است روشن شده اند)، ضرب ٣−١٠ در خطا محور در اعداد کنید (توجه می دهد نشان آمده بدست

.p∗ = p∗١ که است زمانی از کمتر p∗ = p∗٨ وقتی E = f − p∗



٣۶ مثال چند و متلب توسط رِمز الگوریتم اجرای .٣

می گیریم. نظر در [١,٢] بازه روی را f(x) = log x+ ۵x+ ١ تابع .٣ . ١ . ٢ مثال
ورودی به عنوان [١,٢] فاصله ی و f(x) = log x + ۵x + ١ تابع رِمز الگوریتم برنامه ی به کنید فرض

چندجمله ای برنامه ، این کمک به این صورت در شود. داده

p∗١٢ = ۶٫٠٠٠ + ۵٫۴٣۴٣x− ٠٫٢١٧١x٢ + ٠٫١۴۴٧x٣ − ٠٫١٠٨۴x۴ + ٠٫٠٨۶٢x۵

− ٠٫٠۶٩٧x۶ + ٠٫٠۵۴۵x٧ − ٠٫٠٣٨۴x٨ + ٠٫٠٢٢٢x٩ − ٠٫٠٠٩۶x١٠

+ ٠٫٠٠٢۶x١١ − ٣٫۴٧٣۴ × ١٠−۴x١٢,

می آید. بدست f تابع تقریب بهترین به عنوان
برهم تقریباً نمودار دو هر که می دهد نشان را p∗١٢ چندجمله ای یعنی آن تقریب بهترین و تابع زیر شکل

هستند. منطبق

چندجمله ای و f(x) = log x + ۵x + ١ تابع برای را E = f − p∗١٢ یعنی خطا تابع زیر شکل
شده اند). ضرب ١٠−١٠ در خطا محور در اعداد کنید می دهد(توجه نشان آمده بدست



٣٧ مثال ها .٣ . ١

می گیریم. نظر در [−١,١] بازه روی را f(x) = |x|+ exp(−x) تابع .٣ . ١ . ٣ مثال
ورودی به عنوان [−١,١] فاصله ی و f(x) = |x|+ exp(−x) تابع رِمز الگوریتم برنامه ی به کنید فرض

چندجمله ای برنامه، این کمک به این صورت در شود. داده

p∗١٧ = ٣٫٧٠٠٨ + ٠٫٨۴٧٣x− ١٩۶٫٧٠٢٩x٢ + ٣٫٣٩٣٨ × ١٠٣x٣ − ٣٫٠۵٠٩ × ١٠۴x۴

+ ١٫۶۵۵۶ × ١٠۵x۵ − ۵٫٨٨۵۴ × ١٠۵x۶ + ١٫۴۴٢٣ × ١٠۶x٧ − ٢٫۵١۶٧ × ١٠۶x٨

+ ٣٫١٨٨٢ × ١٠۶x٩ − ٢٫٩۵٨۶ × ١٠۶x١٠ + ٢٫٠٠٩۵ × ١٠۶x١١ − ٩٫٨٧٠١ × ١٠۵x١٢

+ ٣٫۴١١٠ × ١٠۵x١٣ − ٧٫٨۶۴١ × ١٠۴x١۴ + ١٫٠٨۵۵ × ١٠۴x١۵ − ۶٧٨٫۴۶١۵x١۶

+ ٣٫٢٩١٨ × ١٠−۴x١٧,

می آید. بدست f تابع تقریب بهترین به عنوان
برهم تقریباً نمودار دو هر که می دهد نشان را p∗١٧ چندجمله ای یعنی آن تقریب بهترین و تابع زیر شکل

هستند. منطبق

چندجمله ای و f(x) = |x| + exp(−x) تابع برای را E = f − p∗١٧ یعنی خطا تابع زیر شکل
می دهد. نشان آمده بدست



٣٨ مثال چند و متلب توسط رِمز الگوریتم اجرای .٣

می گیریم. نظر در [١,٢] بازه روی را f(x) = √
x+ log x تابع .۴ . ٣ . ١ مثال

داده ورودی به عنوان [١,٢] فاصله ی و f(x) =
√
x + log x تابع رِمز الگوریتم برنامه ی به کنید فرض
چندجمله ای برنامه، این کمک به این صورت در شود.

p∗١٣ = ١٫٠٠٠ + ٠٫٩٣۴٣x− ٠٫٣۴٢١x٢ + ٠٫٢٠٧٣x٣ − ٠٫١۴٧۶x۴ + ٠٫١١٣٩x۵

− ٠٫٠٩١۵x۶ + ٠٫٠٧٣٧x٧ − ٠٫٠۵۶٣x٨ + ٠٫٠٣٨٠x٩ − ٠٫٠٢٠٩x١٠

+ ٠٫٠٠٨۵x١١ − ٠٫٠٠٢٢x١٢ + ٢٫٧٢٣۴ × ١٠−۴x١٣,

می آید. بدست f تابع تقریب بهترین به عنوان
برهم تقریباً نمودار دو هر که می دهد نشان را p∗١٣ چندجمله ای یعنی آن تقریب بهترین و تابع زیر شکل

هستند. منطبق

آمده بدست چندجمله ای و f(x) =
√
x + log x تابع برای را E = f − p∗١٣ خطای زیر شکل

شده اند). ضرب ١١−١٠ در خطا محور در اعداد کنید می دهد(توجه نشان



٣٩ مثال ها .٣ . ١

می گیریم. نظر در [−١,١] بازه روی را f(x) = cosx+ exp(−x) تابع .۵ . ٣ . ١ مثال
به عنوان [−١,١] فاصله ی و f(x) = cosx + exp(−x) تابع رِمز الگوریتم برنامه ی به کنید فرض

چندجمله ای برنامه، این کمک به این صورت در شود. داده ورودی

p∗١١ = ٣٫٢۵٨۶ − ١٫٨٧۶٨x+ ١٫٠٨٩٠x٢ − ٠٫۵٩٣٣x٣ + ٠٫١٣۵٨x۴ − ٠٫٠١۵۶x۵

+ ٠٫٠٠٣٠x۶ − ٧٫٠٣٧٨ × ١٠−۴x٧ + ٧٫٨٩۶٩ × ١٠−۵x٨ − ۴٫٢٣٨٣ × ١٠−۶x٩

+ ٢٫٨٨٣٢ × ٧−١٠x١٠ − ٢٫۵۴۵٩ × ٨−١٠x١١,

می آید. بدست f تابع تقریب بهترین به عنوان
برهم تقریباً نمودار دو هر که می دهد نشان را p∗١١ چندجمله ای یعنی آن تقریب بهترین و تابع زیر شکل

هستند. منطبق

بدست چندجمله ای و f(x) = cos x+ exp(−x) تابع برای را E = f − p∗١١ خطا تابع زیر شکل
شده اند). ضرب ١١−١٠ در خطا محور در اعداد کنید می دهد(توجه نشان آمده



۴٠ مثال چند و متلب توسط رِمز الگوریتم اجرای .٣



۴ فصل

اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم

یک که f ∈ C[a, b] تابع تقریب بهترین الگوریتم این از استفاده با و معرفی را رِمز الگوریتم دوم فصل در
تابع از زیرفضایی به عنوان را Sn,k فصل این در . کردیم محاسبه را می شود n حداکثر درجه از چندجمله ای
تابع تقریب بهترین رِمز، الگوریتم از استفاده با و گرفته نظر در ثابت گره ی k با n درجه ی از ١ اسپلاین
n+k+٢ از متشکل Mm مجموعه ی mام گام در کلی به طور می کنیم. محاسبه Sn,k در را f ∈ C[a, b]

یکتای اسپلاین تابع آن برای که می کنیم، انتخاب را a ≤ t١,m < · · · < tn+k+٢,m ≤ b شرط با نقطه
و است متناوب Mm روی f − sm که به طوری است موجود γm یکتای حقیقی عدد و sm ∈ Sn,k

یک می توانیم نقطه تعویض قانون با سپس .r = ١, . . . , n + k + ٢ که |(f − sm)(tr,m)| = |γm|
آن برای که آوریم بدست را Mm+١ جدید مجموعه و کنیم عوض f − sm حدی نقطه با را Mm از نقطه
نشان است. موجود فوق خاصیت با γm+١ یکتای حقیقی عدد و sm+١ ∈ Sn,k یکتای اسپلاین تابع
sm دنباله ی ،k > n + ١ اگر و f تقریب بهترین به همگرا sm دنباله ی k ≤ n + ١ اگر داد خواهیم

است. تقریب بهترین به نزدیک

اولیه تعاریف ١ . ۴

١ . ٢ . ٢ تعریف مانند باشد، f ∈ C[a, b] و C[a, b] از N−بعدی زیرفضای M کنید فرض بخش این در
می کنیم: تعریف زیر به صورت را M در f تقریب های بهترین مجموعه ی

PM(f) = {p∗ ∈ M : ∥f − p∗∥ = inf
p∈M

∥f − p∥}.

ثابت اگر می نامیم، f ∈ C[a, b] تابع یکتای قویاً تقریب بهترین را p∗ ∈ M تابع .١ . ١ . ۴ تعریف
باشیم داشته p ∈ M هر برای که به طوری باشد موجود Kf > ٠

∥f − p∗∥+Kf∥p− p∗∥ ≤ ∥f − p∥.
١Spline

۴١



۴٢ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

یکتاست. تقریب بهترین یک یکتا، قویاً تقریب بهترین  هر

صحیح عدد M از {m١, . . . ,mN} پایه  هر برای اگر می نامیم، ٢ ضعیف چبیشف را M .١ . ٢ . ۴ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطه    ی [a, b] در t١ < · · · < tN نقاط برای که به طوری باشد موجود δ = +

−١

δ det(mi(tj))
N
i,j=١ ≥ ٠.

p∗ ∈ PM(f) یک حداقل f ∈ C[a, b] هر برای اگروتنهااگر است، ضعیف چبیشف M .١ . ٣ . ۴ قضیه
باشد. متناوب حدی نقطه N + ١ حداقل دارای f − p∗ به طوری که باشد موجود

شود. رجوع [10] به برهان.

شامل که است تابعی [a, b] روی ثابت گره ی k و n درجه ی با اسپلاین چندجمله ای تابع .۴ . ١ . ۴ تعریف
است. پیوسته هم به چندجمله ا ی های از قطعه هایی

S(x) =



s٠(x), x ∈ [x٠, x١],

s١(x), x ∈ [x١, x٢],

... ...

sn−١(x), x ∈ [xk−١, xk].

x٠, x١, . . . , xk نقاط و می شود داده نمایش si(x) با و است n درجه از چندجمله ای یک S(x) از قطعه هر
می شوند. نامیده گره

a = x٠ < · · · < xk = b فاصله تقسیم یک است. پیوسته [a, b] روی S و S دامنه ی [a, b]

است. [xi, xi+١] فاصله ی هر روی n درجه ی از چندجمله ای یک S به طوری که است موجود
است. (xi = ti)گره ٩ با یک درجه ی از اسپلاین تابع یک از نمونه ای زیر شکل

٢Weak chebyshev



۴٣ اولیه تعاریف .١ . ۴

تابع مثال به طور

S(x) =


x , x ∈ [−١,٠],

١ − x , x ∈ (٠,١],

٢x− ٢ , x ∈ [١,٢].
نیست. پیوسته x = ٠ در چون نیست، اسپلاین تابع

گره ی k و n درجه ی با اسپلاین چندجمله ای توابع از ضعیف چبیشف زیرفضای به عنوان را Sn,k

k ،a = x٠ < x١ < · · · < xk < xk+١ = b و k ∈ N آن در که می کنیم، تعریف زیر به صورت ثابت
باشد. [a, b] بازه ی در ثابت گره

Sn,k = Sn,k(x١, . . . , xk) = {s ∈ Cn−١[a, b] : باشد n حداکثر درجه ی از {[١+xi,xi]|sچندجمله ای

= span{١, t, . . . , tn, (t− x١)
n
+, . . . , (t− xk)

n
+},

جایی که

(t− xi)
n
+ =

٠, t ≤ xi,

(t− xi)
n, t > xi.

بازه روی −nبار ١ که هستند پیوسته توابعی sها و است N−بعدی = (n+ ١ + k) ،Sn,k زیرفضای
چندجمله ای هایی ،( i = ٠, . . . , k ) [xi, xi+١] بازه های روی توابع این و پذیرند مشتق [a, b] بسته ی
برای واقع در نیست. یکتا Sn,k مجموعه ی در تقریب بهترین کلی حالت در هستند. n حداکثر درجه از

می دهیم: قرار f ∈ C[a, b] هر
P (f) = PSn,k

(f).

همچنین و ( Sn,k = span{s١, . . . , sN} ) باشد Sn,k برای پایه ای {s١, . . . , sN} فرض کنید
آن برای که می گیریم درنظر را M٠ = {t١, . . . , tN+١} ⊂ [a, b] از {t̃١, . . . , t̃N} دلخواه زیرمجموعه ی

می دهیم: قرار باشد. برقرار det(si(t̃j))Ni,j=١ ̸= ٠ رابطه ی

D(M٠) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s١(t١) . . . sN(t١) −١
s١(t٢) . . . sN(t٢) (−١)٢

... . . .
... ...

s١(tN+١) . . . sN(tN+١) (−١)N+١

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
می دهیم: قرار tr ∈ M٠ نقطه ی هر برای همچنین

D(tr) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

s١(t١) . . . sN(t١)
... . . .

...
s١(tr−١) . . . sN(tr−١)

s١(tr+١) . . . sN(tr+١)
... . . .

...
s١(tN+١) . . . sN(tN+١)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



۴۴ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

،D(M٠) ̸= ٠ اگر می نامیم، قبول قابل مجموعه ی M٠را = {t١, . . . , tN+١} ⊂ [a, b] .۵ . ١ . ۴ تعریف
یعنی

D(M٠) = (−١)N+١
N+١∑
r=١

D(tr) ̸= ٠.

معادلند: زیر شرایط ،M٠ = {t١, . . . , tN+١} ⊂ [a, b] فرض کنید .۶ . ١ . ۴ لم

.D(M٠) ̸= ٠ (i

،l ∈ {١, . . . , N + ١} یک برای (ii

D(tl) ̸= ٠ ⇔ t̃r < xr < t̃r+n+١, r = ١, . . . , k,

[a, b] در نقاطی xrها .r = l, . . . , N اگر t̃r = tr+١ و r = ١, . . . , l − ١ اگر t̃r = tr که
هستند.

است. D(tr)D(tr+١) ≥ ٠ ،r = ١, . . . , N برای (iii

شود. رجوع [8] به برهان.

داشت. خواهیم را زیر قضایای ١ . ١ . ۴ تعریف به باتوجه حال

معادلند: زیر شرایط s٠ ∈ Sn,k و f ∈ C[a, b]\Sn,k توابع برای .١ . ٧ . ۴ قضیه

است. f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠ (i

حدی نقطه r + ١ حداقل دارای و [a, b] در متناوب حدی نقطه N + ١ حداقل دارای f − s٠ (ii
است زیر فواصل از یک هر در متناوب

[x٠, xr), (xk+١−r, xk+١], r = ١, . . . , k + ١,

(xq, xq+r+n), r ≥ ١, q = ١, . . . , k(k > n+ .(اگر١

شود. رجوع [10] به برهان.

اعداد و a ≤ t١ < · · · < tp ≤ b نقاط فرض کنید می گیریم. نظر در را Sn,k زیرفضای .١ . ٨ . ۴ لم
معادلند: زیر گزاره های باشند. شده داده p ≥ N + ١ که σ١, . . . , σp ∈ {−١,١} صحیح

صدق (r = ١, . . . , p) σrs(tr) ≥ ٠ شرط در که نیست موجود s ∈ Sn,k مانند ناصفری تابع (i
کند.



۴۵ اولیه تعاریف .١ . ۴

σqiσqi+١ < ٠ که به طوری است، tq١ < · · · < tqN+١ نقطه N +١ حداقل دارای [a, b] فاصله ی (ii
فواصل از یک هر و  (i = ١, . . . , N )

[x٠, xr), (xk+١−r, xk+١], r = ١, . . . , k + ١,

(xq, xq+r+n), r ≥ ١, q = ١, . . . , k(k > n+ .(اگر١

.( i = ١, . . . , r) σliσli+١ < ٠ که به طوری است tl١ < · · · < tlr+١ نقطه r + ١ حداقل دارای

شود. رجوع [10] به برهان.

شرایط ،a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b که M٠ = {t١, . . . , tN+١} ⊂ [a, b] مجموعه برای .١ . ٩ . ۴ لم
معادلند: زیر

.D(M٠) ̸= ٠ (i

که به طوری است موجود [xu, xu+v] مانند [a, b] از یکتایی زیرفاصله (ii

xu ≤ tu+١, tu+v+n+١ ≤ xu+v,

فواصل از یک هر و

[x٠, xr) r = ١, . . . , u, (xk+١−r, xk+١], r = ١, . . . , k + ١ − (u+ v),

(xq, xq+r+n) ⊂ [x٠, xu], r ≥ ١,

(xq, xq+r+n) ⊂ [xu+v, xk+١], r ≥ ١,

فواصل از یک هر و است M٠ از نقطه r حداقل دارای

[xu, xu+r), (xu+v−r, xu+v], r = ١, . . . , v,

(xq, xq+r+n) ⊂ [xu, xu+v], r ≥ ١,

است.  M٠ از نقطه r + ١ حداقل دارای

که به طوری است موجود [a, b] یکتای زیرفاصله [xu, xu+v] (iii

xr−n−١ < tr < xr, r = ١, . . . , u,

xu ≤ tu+١ < tr+١ < xr < tr+n+١ < tu+v+n+١ ≤ xu+v, r = u+ ١, . . . , u+ v − ١,

tr+١ < xr < tr+n+٢, r = u+ v, . . . , k.

می کنیم. اثبات همزمان را (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) برهان.



۴۶ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

و باشد موجود a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b که M٠ = {t١, . . . , tN+١} ⊂ [a, b] فرض کنید
داریم D(M٠) تعریف از .D(M٠) ̸= ٠

D(M٠) = (−١)N+١
N+١∑
r=١

D(tr) ̸= ٠.

داریم ۶ . ١ . ۴ لم از .D(tl) ̸= ٠ ،l ∈ {١, . . . , N + ١} یک برای یعنی

D(tl) ̸= ٠ ⇔ t̃r < xr < t̃r+n+١, r = ١, . . . , k,

.r = l, . . . , N اگر t̃r = tr+١ و r = ١, . . . , l − ١ اگر t̃r = tr

که (xk+١−r, xk+١] فاصله ی هر و r = l, . . . , k + ١ که [x٠, xr) فاصله ی هر پس
از نقطه r + ١ حداقل دارای یعنی t̃r = tr+١ ،l < r < N چون ،r = k + ٣ + n− ١, . . . , k + ١
،[x٠, xu) فاصله ی و ١ < u < l − ١ که کنیم انتخاب طوری را u می توانیم می باشد.  M٠ مجموعه ی
r + ١ حداقل دارای u < r که [x٠, xr) فاصله ی هر اما باشد،  M٠ مجموعه ی از نقطه u دقیقا دارای

باشد.  M٠ مجموعه ی از نقطه
k + ١ − u − v دقیقا دارای (xu+v, xk+١] که کنیم انتخاب طوری را v می توانیم مشابه، به طور
حداقل دارای k + ١ − u− v < r که (xk+١−r, xk+١] فاصله ی هر اما باشد،  M٠ مجموعه ی از نقطه

باشد.  M٠ مجموعه ی از نقطه r + ١
داریم مناسب v و u انتخاب با .u < l استدلال ها، این با

xu ≤ tu+١ < tr+١ <xr < tr+n+١ < tu+v+n+١ ≤ xu+v, r = u+ ١, . . . , u+ v − ١,

⇒ xu ≤ tu+١, tu+v+n+١ ≤ xu+v.

r = ١, . . . , u اگر t̃r = tr یعنی ،tl ∈ [xu, xu+v] که r = ١, . . . , k ،t̃r < xr < t̃r+n+١ همچنین
می آوریم بدست .r = u+ v + n+ ١, . . . , N اگر t̃r = tr+١ و

xr−n−١ < tr < xr, r = ١, . . . , u,

tr+١ < xr < tr+n+٢, r = u+ v, . . . , k.

می شود. نتیجه (i) ،(iii) از دهیم نشان است کافی می شود، نتیجه (iii)و (ii) ،(i) از دادیم نشان
داریم (iii) شرط از می کنیم. انتخاب را tl ∈ M٠ ∩ [xu, xu+v] دلخواه نقطه iii ⇒ i

t̃r < xr < t̃r+n+١, r = ١, . . . , k,

۶ . ١ . ۴ لم (ii) شرط از نتیجه در .r = l, . . . , N اگر t̃r = tr+١ و r = ١, . . . , l − ١ اگر t̃r = tr

حکم و می دهد نتیجه را (i) ،(iii) پس .D(M٠) ̸= ٠ نتیجه در ،D(tr+١)D(tr) ≥ ٠ و D(tr) ̸= ٠
می شود. اثبات



۴٧ اولیه تعاریف .١ . ۴

 IM با را است ١ . ٩ . ۴ لم در (iii) و (ii) خواص دارای که ،[xu, xu+v] یکتای فاصله بعد، به این از
که است موجود [a, b] از زیرفاصله   ای f ∈ C[a, b] تابع هر برای می دهیم نشان حال می کنیم. تعریف

یکتاست. قویاً تقریب بهترین دارای

می گیریم. نظر در را Sn,k زیرفضای و f ∈ C[a, b] تابع .١ . ١٠ . ۴ لم

بهترین s٠ ،s٠ ∈ P (f) هر برای که به طوری است موجود [a, b] از [xi, xi+j] مانند فاصله ای زیر (i
است. [xi, xi+j] در f یکتای قویاً تقریب

است. برقرار (i) که به طوری است موجود [xi, xi+j] یکتای فاصله آنگاه  ،k ≤ n+ ١ اگر (ii

باشد. f ∈ C[a, b] فرض کنید برهان.
١ . ٣ . ۴ قضیه ی از است، البعد متناهی و ضعیف چبیشف زیرفضای ،Sn,k اسپلاین زیرفضای چون (i)

حداقل دارای f − s٠ که به طوری است موجود s٠ ∈ P (f) یک حداقل f ∈ C[a, b] تابع هر برای
از است. (a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b مانند متناوب( حدی نقطه N + ١ = (n + k + ١) + ١

است برقرار زیر رابطه ی متناوب حدی نقطه تعریف

δ(−١)r(f − s٠)(tr) = ∥f − s٠∥, r = ١,٢, . . . , N + ١, δ = +
−١.

[xi, xi+r) فاصله ی هر ١ . ٩ . ۴ لم از پس ،D(M٠) ̸= ٠ ضعیف، چبیشف زیرفضای تعریف از
[a, b] از [xi, xi+j] یکتای زیرفاصله ی پس است، M٠ از نقطه r + ١ حداقل دارای ،(r = ١, . . . , j)

فواصل از یک هر ١ . ٩ . ۴ لم از همچنین است. M٠ از نقطه n+ j + ١ حداقل دارای

(xi+j−r, xi+j](r = ١, . . . , j) (xq, xq+r+n) ⊂ [xi, xi+j](r ≥ ١)

نقطه N + ١ حداقل دارای f − s٠ چون ،١ . ٧ . ۴ قضیه ی از هستند. M٠ در نقطه r+ ١ حداقل دارای
نتیجه در می شود. فوق فاصله ی هر در متناوب حدی نقطه r+١ حداقل دارای و [a, b] در متناوب حدی

می شود. برقرار حکم و است [xi, xi+j] زیرفاصله ی در f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠

زیرفاصله دو (u ≤ p ، u + v ≤ p + q ) [xp, xp+q] ،[xu, xu+v] و k ≤ n + ١ فرض کنید (ii)

روی f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠ می دهیم نشان .s٠ ∈ P (f) و باشند (i) در شده بیان ،[a, b] از
است. [xu, xp+q] فاصله ی

در متناوب حدی نقطه n + v + ١ حداقل دارای f − s٠ ،١ . ٧ . ۴ قضیه ی از k ≤ n + ١ چون
حداقل دارای f−s٠ همچنین است. [xp, xp+q] در متناوب حدی نقطه n+q+١ حداقل و [xu, xu+v]

در f − s٠ چون .(r = p+ q−u−v)است (xu+v, xp+q] در متناوب حدی نقطه p+ q−u−v+١
دارای (xu+v, xp+q] فاصله ی در و متناوب حدی نقطه n + v + ١ حداقل دارای [xu, xu+v] فاصله ی
n+ ١+ p+ q− u حداقل دارای f − s٠ لذا است، متناوب حدی نقطه p+ q− u− v + ١ حداقل
r + ١ حداقل دارای f − s٠ ،k ≤ n + ١ چون همچنین، است. [xu, xp+q] در متناوب حدی نقطه

است زیر فواصل از یک هر در متناوب حدی نقطه

[xu, xu+r), (xp+q−r, xp+q], r = ١, . . . , p+ q − u− r,



۴٨ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

[xu, xp+q] روی f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠ نتیجه در است، برقرار ١ . ٧ . ۴ قضیه ی دوم شرط پس
است.

تقریب بهترین s٠ که فاصله هایی تمام شامل [a, b] از کوچکی زیرفاصله ی [xi, xi+j] فرض کنید حال
[xi, xi+j] روی یکتا قویاً تقریب بهترین s٠ دهد می  نشان فوق استدلال باشد. آن هاست در f یکتای قویاً

می شود. اثبات لم و است

به طوری است موجود [a, b] از [xi, xi+j] یکتای فاصله زیر ١ . ١٠ . ۴ لم از ،k ≤ n+١ اگر توجه کنید
نقطه n+ j+١ حداقل دارای f − s٠ خطای ١ . ٧ . ۴ قضیه ی از و یکتاست قویاً تقریب بهترین دارای که
خاصی زیرمجموعه f ∈ C[a.b] هر برای حال است. s٠ ∈ P (f) هر برای [xi, xi+j] در متناوب حدی

می کنیم: تعریف زیر p  به صورت ∈ {١,٢} فرض با را تقریب ها بهترین از

Ãp(f) ={s ∈ P (f) : ∃M̃٠(s) = {t١, . . . , tN+١},

a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b,D(M̃٠(s)) ̸= ٠,

(−١)r+p(f − s)(tr) = ∥f − s∥, r = ١,٢, . . . , N + ١}.

می کنیم: تعریف زیر به صورت را Ap(f) ،p ∈ {١, . . . ,۴} و f ∈ C[a, b] هر و k ≤ n+ ١ برای

Ap(f) ={s ∈ P (f) : ∃M٠(s) = {t١, . . . , tN+١},

a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b,D(M٠(s)) ̸= ٠,

δ(−١)r(f − s)(tr) = ∥f − s∥, r = i+ ١, i+ ٢, . . . , n+ i+ j + ١, δ = +
−١,

(−١)r+p(f − s)(tr) = ∥f − s∥, r = ١, . . . , i,

δp(−١)r(f − s)(tr) = ∥f − s∥, r = n+ i+ j + ٢, . . . , N + ١}.

.δp = −١ آنگاه p = ٣,۴ اگر و δp = ١ آنگاه p = ١,٢ اگر آن در که
می گیریم. نتیجه را تقریب بهترین یکتایی شرایطی تحت بعد قضیه ی در

آنگاه باشد، IM٠(s١) = IM٠(s٢) و s١, s٢ ∈ Ãp(f) ،p ∈ {١,٢} ،f ∈ C[a, b] اگر .١ . ١١ . ۴ قضیه
.s١ = s٢

هر برای IM٠(s١) = IM٠(s٢) = [xu, xu+v] با s٢ و s١ تابع دو شامل ،Ãp(f) فرض کنید برهان.
.s١ = s٢ دهیم نشان است کافی باشد، p ∈ {١,٢}

مجموعه ی Ãp(f) تعریف از می شود). اثبات حالت همین مانند دیگر (حالت p = ٢ فرض کنید
است به طوری که موجود M٠(s١) = {t١ . . . , tN+١}

a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b, D(M٠(s١)) ̸= ٠,

(−١)r(f − s١)(tr) = ∥f − s١∥, r = ١, . . . , N + ١.



۴٩ اولیه تعاریف .١ . ۴

به طوری که است موجود M٠(s٢) = {t̃١, . . . , t̃N+١} مجموعه ی مشابه به طور و

a ≤ t̃١ < · · · < t̃N+١ ≤ b, D(M٠(s٢)) ̸= ٠,

(−١)r(f − s٢)(t̃r) = ∥f − s٢∥, r = ١, . . . , N + ١.

داریم r = ١,٢, . . . , N + ١ برای پس

(−١)r(f − s١)(tr) = ∥f − s١∥ = ∥f − s٢∥ ≥ (−١)r(f − s٢)(tr).

گفت می توان تساوی این از است. برقرار رابطه همین نیز t̃r برای

(−١)r(f − s١)(tr) ≥ (−١)r(f − s٢)(tr).

t̃r برای و
(−١)r(f − s١)(t̃r) ≤ (−١)r(f − s٢)(t̃r).

داریم

(−١)r(s٢ − s١)(tr) ≥ ٠, r = ١,٢, . . . , N + ١. (١ . ۴)

مشابه به طور

(−١)r(s٢ − s١)(t̃r) ≤ ٠, r = ١,٢, . . . , N + ١. (٢ . ۴)

.s = ٠ می دهیم نشان ،s = s٢ − s١ می دهیم قرار
 M٠(s١) از نقطه r + ١ حداقل دارای زیر فواصل از یک هر ١ . ٩ . ۴ لم از D(M٠(s١)) ̸= ٠ چون

است

[xu, xu+r), (xu+v−r, xu+v], r = ١, . . . , v,

(xq, xq+r+n) ⊂ [xu, xu+v], q = ١, . . . , v, r ≥ ١.

.{tu+١, . . . , tn+u+v+١} ⊂ [xu, xu+v] ١ . ٩ . ۴ لم از همچنین
١ . ٨ . ۴ لم شرایط ،n + u + v + ١ ≥ dim{s|[xu,xu+v ] : s ∈ Sn,k} + ١ = n + v + ١ چون
(−١)rs(tr) ≥ ٠ شرط در که نیست موجود s ∈ Sn,k مانند ناصفری تابع نتیجه، در است برقرار
s١ = s٢ نتیجه در و [xu, xu+v] روی s = ٠ (١ . ۴) رابطه ی از پس کند، صدق (r = ١, . . . , N + ١)

است. [xu, xu+v] روی
دهیم، نشان می توانیم روش همین (به  است [x٠, xu] فاصله ی روی s = ٠ می دهیم، نشان حال

است). [xu+v, xk+١] فاصله ی روی s = ٠
نتیجه ،١ . ٩ . ۴ لم از IM٠(s١) = IM٠(s٢) = [xu, xu+v] داریم [xu, xu+v] فاصله ی در که آنجا از

می شود
xr−n−١ < tr < xr, xr−n−١ < t̃r < xr, r = ١, . . . , u.

داریم: حالت دو



۵٠ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

s(tr) = ٠ پس می شود، tr = t̃r (٢ . ۴) و (١ . ۴) روابط در چون .tr = t̃r ،r = ١, . . . , u برای (i)
است. [x٠, xu] روی s = ٠ نتیجه در ،r = ١, . . . , u که

.l = min{r : tr ̸= t̃r, r = ١, . . . , u} که t̃l < tl فرض .tr ̸= t̃r ،r = ١, . . . , u یک برای (ii)
می دهیم قرار

{w١, . . . , wu+١} = {t̃١, . . . , t̃l, tl, . . . , tu},

داریم و(۴ . ٢) (١ . ۴) روابط از است، شده مرتب صعودی که

(−١)rs(wr) ≤ ٠, r = ١, . . . , u+ ١.

را است، [xu, xu+v] در (p ≥ n + v + ١ ) نقطه p شامل که W̃ = {wu+٢, . . . , wp+u+١}
فواصل از یک هر که می کنیم انتخاب  طوری

[xu, xu+r), r = ١, . . . , v, (xu+v−r, xu+v], r = ١, . . . , u+ v,

(xq, xq+r+n), (xq, xq+r+n) ∩ [xu, xu+v] ̸= ٠, q = ١, . . . , v, r ≥ ١,

است. W̃ از نقطه r + ١ حداقل دارای

فواصل از یک هر اگر می گیریم. نظر در را W = {w١, . . . , wp+u+١} مجموعه ی

[x٠, xr), r = ١, . . . , u+ v, (xq, xq+r+n) ⊂ [x٠, xu], q = ١, . . . , v, r ≥ ١, (٣ . ۴)

فاصله ی به جای [x٠, xu+v] فاصله ی گرفتن نظر در با پس باشد، W از نقطه r+١ حداقل دارای
روی s = ٠ طرفی از می شود، [x٠, xu+v] فاصله ی روی s = ٠ و است برقرار ١ . ٨ . ۴ لم ،[a, b]

است. [x٠, xu] روی s = ٠ پس بود، [xu, xu+v]

می افتد: اتفاق زیر دوحالت نباشد، برقرار (٣ . ۴) رابطه ی اگر

باشد، W از نقطه r حداکثر دارای [x٠, xr) فاصله ی r ∈ {١, . . . , u+ v} یک برای اگر (آ)
دارای [xr, xu+v] فاصله ی و xr < xu پس W ∩ [x٠, xu) = {w١, . . . , wu+١} چون

است. W از نقطه p+ u+ ١ − r حداقل

زیرفاصله ی اگر (ب)
(xq, xq+r+n) ⊂ [x٠, xu], r ≥ ١,

یا پس باشد، موجود W از نقطه r حداکثر دارای

یا است. W از نقطه n+ q + ١ حداقل دارای [x٠, xq] فاصله ی (a)

است. W از نقطه n+ q + r حداکثر دارای [x٠, xq+r+n) فاصله ی (b)
فاصله ی و xq+r+n < xu پس W ∩ [x٠, xu) = {w١, . . . , wu+١} چون همچنین

است. W از نقطه p+ u+ ١ − n− q − r حداقل دارای [xq+r+n, xu+v]



۵١ اولیه تعاریف .١ . ۴

از ما ،p+ u+ ١ − r > dim{s|[xr,xu+v ] : s ∈ Sn,k} = n+ u+ v − r چون بیفتد، اتفاق (آ) اگر
می کنیم. استفاده [x٠, xu+v] به جای [xr, xu+v] فاصله ی

فاصله ی از ما ،n+ q+١ > dim{s|[x٠,xq ] : s ∈ Sn,k} = n+ q چون بیفتد، اتفاق (a)(ب) اگر
می کنیم. استفاده [x٠, xu+v] به جای [x٠, xq]

چون بیفتد اتفاق (b)(ب) اگر پایان در

p+ u+ ١ − n− q − r > dim{s|[xq+r+n,xu+v ] : s ∈ Sn,k} = u+ v − q − r,

می کنیم. استفاده [x٠, xu+v] به جای [xq+r+n, xu+v] فاصله ی از ما
که به طوری داریم را [xh, xh+m] فاصله ی پایان در روش این از مکرر استفاده ی با

[xh, xh+m] ∩ [x٠, xu] ̸= ϕ,

فواصل از یک هر و

[xh, xh+r), (xh+m−r, xh+m], r = ١, . . . ,m,

(xq, xq+r+n) ∩ [xh, xh+m] ̸= ٠, r ≥ ١,

است. W از نقطه r + ١ حداقل دارای
روی s = ٠ بنابراین است. [xh, xh+m] فاصله ی در s = ٠ پس است، برقرار ١ . ٨ . ۴ لم شرایط

است. [xh, xh+m] ∪ [xu, xu+v]

فاصله ی برای است. s = ٠ ،[xh+m, xu] و [a, xh] روی h +m < u اگر نشان  دهیم باید حال
می شود). اثبات حالت همین مانند دیگر می دهیم(حالت نشان [xh+m, xu]

نتیجه ،١ . ٩ . ۴ لم از IM٠(s١) = IM٠(s٢) = [xu, xu+v] داریم [xu, xu+v] فاصله ی در که آنجا از
می شود

xh+m < th+m+n+١ < · · · < tu < xu, xh+m < t̃h+m+n+١ < · · · < t̃u < xu.

.s = ٠ ،[xh+m, xu] فاصله ی روی پس ،tu = t̃u اگر
.W̃ = {t̃u, . . . , t̃u−l٠ , tu−l٠ , . . . , tu} ،t̃u−l٠ < tu−l٠ و l٠ = max{tu ̸= t̃u} کنید فرض ،tu ̸= t̃u اگر
را [xh, xh+m] ١ . ٨ . ۴ لم فرض از که می کنیم انتخاب طوری را [xh, xh+m] از نقطه p ≥ n+m+ ١
می کنیم. انتخاب را [xu, xu+v] از نقطه p̃ ≥ n+v+١ مشابه به طور بگیریم، نظر در [x٠, xk+١] به جای
[xp, xq] ∩ (xh+m, xu) ̸= ٠ که [xh, xu+v] از [xp, xq] زیر فاصله ی داد نشان می توان قبل استدلال با
که نیست موجود s ∈ Sn,k مانند ناصفری تابع نتیجه در است، برقرار ١ . ٨ . ۴ لم شرایط و است موجود
با است. [xp, xq] روی s = ٠ بنابراین کند. صدق (r = ١, . . . , N + ١) (−١)rs(tr) ≥ ٠ شرط در

می شود. اثبات قضیه و است [a, b] روی s = ٠ پایان در روش این دادن ادامه

معادلند: زیر شرایط p ∈ {١,٢} برای .١ . ١٢ . ۴ قضیه
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.k ≤ n+ ١ (i

است. عضوی تک یا تهی Ãp(f) مجموعه ی f ∈ C[a, b] هر برای (ii

s٢ و s١ تابع دو شامل Ãp(f) ،p ∈ {١,٢} برای و k ≤ n + ١ فرض کنید : (i) ⇒ (ii) برهان.
(حالت p = ٢ فرض کنید ،p = ٢ و p = ١ داریم حالت دو .s١ = s٢ دهیم نشان است کافی باشد،

می شود). اثبات حالت همین مانند دیگر
است به طوری که موجود M٠(s١) = {t١ . . . , tN+١} مجموعه ی Ãp(f) تعریف از

a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b, D(M٠(s١)) ̸= ٠,

(−١)r(f − s١)(tr) = ∥f − s١∥, r = ١,٢, . . . , N + ١.

اثبات مانند است. موجود خواص همین با M٠(s٢) = {t١, . . . , tN+١} مجموعه ی مشابه به طور و
r = ١, . . . , N + ١ که (−١)rs(t̃r) ≤ ٠ و (−١)rs(tr) ≥ ٠ می دهیم قرار ١ . ١١ . ۴ قضیه ی
١ . ١١ . ۴ قضیه ی استدلال از استفاده با ،IM٠(s١) = [xu, xu+v] می دهیم قرار حال .s = s٢ − s١ و
.s١ = s٢ پس می شود، s = ٠ است برقرار ١ . ٨ . ۴ لم شرایط چون [xu, xu+v] فاصله ی روی دید می توان
،(r = ١, . . . , u) t̃r < xr و tr < xr داریم ١ . ٩ . ۴ لم از می گیریم، نظر در را [x٠, xu] فاصله ی حال

می شود. s = ٠ هم [x٠, xu] فاصله ی روی پس tr = t̃r اگر
چون و است موجود p < u که [xp, xu+v] فاصله ی ١ . ١١ . ۴ اثبات از استفاده با این صورت غیر در
،[x٠, xu+v] روی پایان در می شود. s = ٠ ،[xp, xu+v] روی پس است، برقرار آن برای ١ . ٨ . ۴ لم شرایط
در و s١ = s٢ فاصله ها تمام در پس ،s = ٠ هم [xu+v, xk+١] روی استدلال همین با می شود. s = ٠

می شود. اثبات حکم نتیجه
Ãp(f) که می سازیم طوری f را ∈ C[a, b] تابع .k > n+١ فرض کنید خلف: فرض : (ii) ⇒ (i)

s٠ ∈ Sn,k اسپلاین تابع [ (۵٢۴ صفحه ی ) [10] [از باشد. p ∈ {١,٢} برای تابع دو حداقل دارای
که به طوری است موجود

s٠(t) = ٠, t ∈ [a, x١] ∪ [xn+٢, b],

s٠(t) > ٠, t ∈ (x١, xn+٢).

قضیه ی از استفاده با است. t̃ ∈ (x١, xn+٢) مانند یکتایی حدی نقطه دارای s٠ تابع .∥s٠∥ = ١ و
می گیریم نظر در زیر خواص با را f ∈ C[a, b] تابع ١ . ٧ . ۴

.∥f∥ = ١ (a

.f((x١ + t̃)/٢) = ١ اگر f(x١) = ٠ (b

.t ∈ [t, xn+٢] اگر f(t) = ٠ (c

است. [a, x١] ∪ [xn+٢, b] روی f تابع یکتای قویاً تقریب بهترین ٠ (d
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خلف فرض پس است. p ∈ {١,٢} برای ٠, s٠ ∈ Ãp(f) ١ . ٩ . ۴ لم و ١ . ٧ . ۴ قضیه ی از استفاده با
دارد اشاره (i) به (ii) پس است. عضوی تک Ãp(f) ،k ≤ n+١ اگر یعنی است صحیح حکم و باطل

می شود. اثبات حکم و

است: برقرار زیر روابط ،δ ∈ {−١,١} و f ∈ C[a, b] ،k ≤ n+ ١ برای .١ . ١٣ . ۴ لم

به طوری که باشد موجود a ≤ t١ < · · · < ti < xi نقاط مجموعه و s٠ ∈ P (f) اگر (i
آنگاه r = ١, . . . , i ،δ(−١)r(f − s٠)(tr) = ∥f − s٠∥

tr < xr, r = ١, . . . , i.

به طوری باشد موجود xi+j < tn+i+j+٢ < · · · < tN+١ ≤ b نقاط مجموعه و s٠ ∈ p(f) اگر (ii
آنگاه r = n+ i+ j + ٢, . . . , N + ١ ،δ(−١)r(f − s٠)(tr) = ∥f − s٠∥  که

xr < tn+r+٢, r = i+ j, . . . , k.

می کنیم. اثبات را (i) و δ = ١ فرض کنید حکم، در خلل ایجاد بدون برهان.
،s٠ ∈ P (f) برای به طوری که است موجود [xi, xi+j] یکتای فاصله آنگاه ، k ≤ n+١ اگر ١ . ١٠ . ۴ لم از

است. [xi, xi+j] روی f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠

این با ماکسیمال عددصحیح q و xp ≤ tp ،p ∈ {١, . . . , i} هر برای فرض کنید خلف: فرض (i)

باشد. {t١, . . . , ti} از نقطه r+١ حداقل دارای r = ١, . . . , i−q که [xq, xq+r) فاصله ی هر و خاصیت
خاصیت این ،١ . ٧ . ۴ قضیه ی دوم شرط از است، [xi, xi+j] روی f یکتا قویاً تقریب بهترین s٠ چون
است. [xq, xi+j] روی f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠ پس است. برقرار [a, b] به جای [xq, xi+j] برای
حکم و باطل خلف فرض پس است، [xi, xi+j] یکتای فاصله تعریف با متناقض این ،q < i چون

است. صحیح
مینیمال صحیح عدد q و tn+r+٢ ≤ xp ،p ∈ {i + j, . . . , k} هر برای فرض کنید خلف: فرض (ii)

از نقطه r + ١ حداقل دارای r = i + j, . . . , k − q که (xq−r, xq] فاصله ی هر و خاصیت این با
شرط از است، [xi, xi+j] روی f یکتا قویاً تقریب بهترین s٠ چون باشد. {tn+i+j+٢, . . . , tN+١}
قویاً تقریب بهترین s٠ پس است. برقرار [a, b] به جای [xi, xq] برای خاصیت این ،١ . ٧ . ۴ قضیه ی دوم
است، [xi, xi+j] یکتای فاصله تعریف با متناقض این ،i+ j < q چون است. [xi, xq] روی f یکتای

است. صحیح حکم و باطل خلف فرض پس

از زیر ملاحضه است، [xi, xi+j] روی f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠ تابع s٠ ∈ P (f) برای 
می شود. نتیجه ١ . ٧ . ۴ ، ١ . ٩ . ۴ ،١ . ١٣ . ۴ لم های
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کرد: تعریف هم زیر به صورت می توان را Ap(f) مجموعه ی p ∈ {١, . . . ,۴} برای .١۴ . ١ . ۴ ملاحظه

Ap(f) ={s ∈ P (f) : ∃(a ≤ t١ < · · · < ti ≤ xi)و

(xi+j < tn+i+j+٢ < · · · < tN+١ ≤ b)به طوری که,

(−١)r+p(f − s)(tr) = ∥f − s∥, r = ١,٢, . . . , i,

δp(−١)r(f − s)(tr) = ∥f − s∥, r = n+ i+ j + ٢, . . . , N + ١}.

.δp = −١ آنگاه p = ٣,۴ اگر و δp = ١ آنگاه p = ١,٢ اگر آن در که

i حداکثر دارای f − s٠ تابع s٠ ∈ P (f) هر برای آنگاه ،f ∈ C[a, b] و k ≤ n+ ١ اگر .١۵ . ١ . ۴ لم
است. (xi+j, b] در متناوب حدی نقطه k + ١ − i− j حداکثر و [a, xi) در متناوب حدی نقطه

i+١ حداقل دارای f − s٠ به طوری که باشد موجود s٠ ∈ P (f) تابع فرض کنید خلف: فرض برهان.
موجود [xi, xi+j] یکتای فاصله ، k ≤ n + ١ اگر ١ . ١٠ . ۴ لم از باشد. [a, xi) در متناوب حدی نقطه
اثبات از است. [xi, xi+j] روی f یکتای قویاً تقریب بهترین s٠ ،s٠ ∈ P (f) برای به طوری که است
f یکتا ی قویاً تقریب بهترین s٠ به طوری که است موجود q < i صحیح عدد گفت، می توان ١ . ١٣ . ۴ لم
باطل خلف فرض پس است، [xi, xi+j] یکتای فاصله تعریف با متناقض این که است، [xq, xi+j] روی
,xi+j) با b] برای اثبات این همچنین است. [a, xi) در متناوب حدی نقطه i حداکثر دارای f − s٠ و

است. برقرار [a, xi) فاصله ی به جای فاصله این گرفتن نظر در

برقرارند: زیر روابط ،f ∈ C[a, b] و k ≤ n+ ١ برای .١۶ . ١ . ۴ قضیه

است. عضوی تک یا و تهی Ap(f) مجموعه ی p ∈ {١, . . . ,۴} برای .١

است. ناتهی Ap(f) که به طوری است موجود p ∈ {١, . . . ,۴} صحیح عدد .٢

شود. رجوع [12] به برهان.

.Ã١(f) ⊂ A٣(f) آنگاه ،f ∈ C[a, b] و k ≤ n+ ١ اگر .١ . ١٧ . ۴ لم

.s ∈ A٣(f) می دهیم نشان s ∈ Ã١(f) فرض کنید برهان.
به طوری که است موجود M̃(s) = {t١, . . . , tN+١} مجموعه Ãp(f) تعریف از

a ≤ t١ < · · · < tN+١ ≤ b, D(M̃(s)) ̸= ٠,

و
(−١)r+١(f − s)(tr) = ∥f − s∥, r = ١,٢, . . . , N + ١.

١۴ . ١ . ۴ ملاحضه ی از .xi+j < tn+i+j+٢ و ti < xi ،١ . ٩ . ۴ لم از D(M̃(s)) ̸= ٠ چون
می شود. اثبات حکم و s ∈ A٣(f)
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مجموعه ی f ∈ C[a, b] هر برای ،k ≤ n + ١ اگر می دهد نشان ١۶ . ١ . ۴ قضیه ی .١ . ١٨ . ۴ ملاحظه
قادر ما بنابراین است، موجود D(M٠) ̸= ٠ با M٠ حدی نقاط مجموعه و تک عضوی یا تهی Ap(f)

به طوری که، است موجود f ∈ C[a, b] تابع k > n + ١ برای اما هستیم. رِمز الگوریتم توصیف به
موجود D(M٠) ̸= ٠ با ،M٠ حدی نقاط مجموعه ،s٠ ∈ Sn,k مانند f تابع تقریب بهترین هر برای
تقریب بهترین به نزدیک اسپلاین تابع k > n+١ برای می کند). بیان را موضوع این بعدی نیست(مثال

شود]. [11]رجوع است[به f ∈ C[a, b]

f ∈ C[−٣,٣] تابع و x۴ = ٣ ،x٣ = ١ ،x٢ = ٠ ،x١ = −١ ،x٠ = −٣ فرض کنید .١ . ١٩ . ۴ مثال
شود تعریف زیر به صورت

f(t) =


١ − ٢|t+ ٢|, t ∈ [−١−,٣],

sin π
٢ t, t ∈ [−١,١],

−١ + ٢|t− ٢|, t ∈ [١,٣].

یکتای تقریب بهترین s٠ = ٠ .k > n+١ پس می گیریم، نظر در را s١,٣(x١, x٢, x٣) که Sn,k = S١,٣

است زیر حدی نقطه شش دارای f − s٠ خطای و است f

−١,١,٢,٣−,٢−,٣.

مجموعه نتیجه در .D(M٠) = ٠ چون ، M٠ = {−١,١,٢,٣−,٢−,٣} حدی نقاط مجموعه برای اما
نیست. موجود D(M٠) ̸= ٠ با ،M٠ حدی نقاط

اسپلاین توابع مجموعه در f ∈ C[a, b] تابع تقریب بهترین ٢ . ۴

ثابت گره k با n درجه از اسپلاین تابع تقریب بهترین یافتن برای رِمز الگوریتم توصیف به بخش این در
می کنیم. بیان را نیاز مورد مقدمات الگوریتم توصیف از قبل می پردازیم.

تابع ،١ . ٢ . ١ تعریف به توجه با این صورت در f ∈ C[a, b] و اسپلاین توابع از زیرفضایی Sn,k اگر
هرگاه است f تقریب بهترین s٠ ∈ Sn,k اسپلاین

∥f − s٠∥ = d(f, Sn,k).

گام در کلی به طور است. تکراری روش یک رِمز الگوریتم دادیم توضیح قبل فصل در که همان طور
خواص با را شده داده فاصله ی در نقطه N + ١ شامل Mm = {t١,m, . . . , tN+١,m} مجموعه ی mام

می گیریم نظر در زیر

a ≤ t١,m < · · · < tN+١,m ≤ b, D(Mm) ̸= ٠.

به طوری است موجود γm یکتای حقیقی عدد و sm ∈ Sn,k یکتای اسپلاین تابع ،D(Mm) ̸= ٠ چون
که

(f − sm)(tr,m) = (−١)rγm, r = ١, . . . , N + ١,



۵۶ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

و

|(f − sm)(tr,m)| = |γm|, r = ١, . . . , N + ١. (۴ . ۴)

اگر .|γm| ≤ d(f, Sn,k) که
∥f − sm∥ = |γm|,

استفاده نقطه تعویض قانون از این صورت غیر در می شود متوقف الگوریتم و است تقریب بهترین sm
اسپلاین تابع ،D(Mm+١) ̸= ٠ چون می رسیم. D(Mm+١) ̸= ٠ با Mm+١ جدید مجموعه به و می کنیم
M̃m+١ برای خواص است(این موجود فوق خواص با γm+١ یکتای حقیقی عدد و sm+١ ∈ Sn,k یکتای

می آوریم. را بدست تقریب بهترین داد خواهیم توضیح که همان طور است)، برقرار هم
می دهیم قرار ،tr,m+١ ∈ IMm+١ برای هر سهولت برای

sgn(f − sm)(tr,m+١) = δ · sgn(f − sm)(tr,m), δ = +
−١. (۵ . ۴)

(|γ̃m|) دنباله ی برای خاصیت است(این صعودی یکنواخت به طور (|γm|) دنباله ی می دهد نشان بعدی لم
است). برقرار هم

برقرارند: زیر روابط .٢ . ١ . ۴ لم

.|γm+١| ≥ |γm| ،m هر برای (i

.D(tl,m+١) ̸= ٠ و عوض شود tl,m+١ با tm m ام گام در اگروتنهااگر |γm+١| > |γm| (ii

باشد موجود زیر خواص با نقطه N + ١ شامل Mm مجموعه فرض کنید (i) برهان.

a ≤ t١,m < · · · < tN+١,m ≤ b, D(Mm) ̸= ٠.

با Mm+١ جدید مجموعه به نقطه تعویض روش از فرض کنید و است برقرار (۴ . ۴) رابطه ی پس
قرار دهیم می توانیم ،D(Mm+١) ̸= ٠ چون رسیدیم، D(Mm+١) ̸= ٠

γm+١ = Fm+١(f) =
١

D(Mm+١)

N+١∑
r=١

(−١)N+r+١D(tr,m+١)(f − sm)(tr,m+١),

،|Fm+١(f)| ≤ d(f, Sn,k) و Fm+١(s) = ٠ ،s ∈ Sn,k برای و است C[a, b] روی خطی تابع Fm+١

١ . ٩ . ۴ لم در یکتا فاصله IMm+١ = [xu, xu+v] فرض کنید شود]. رجوع ١٠۵ صفحه ی [9] است[به
می دهیم قرار باشد،

|Fm+١(f)| = |Fm(f)|+
١

|D(Mm+١)|

N+١∑
r=١

|D(tr,m+١)|.(|(f − sm)(tr,m+١)| − |Fm(f)|).

(i) و |γm+١| ≥ |γm| ،m برای هر پس |γm| = |(f − sm)(tr,m)| ،r = ١, . . . , N + ١ برای چون
می شود. اثبات



۵٧ اسپلاین توابع مجموعه در F ∈ C[A,B] تابع تقریب بهترین .٢ . ۴

داریم باشد، شده عوض tm نقطه ی با tl,m+١ نقطه ی فرض کنید (ii)

|Fm+١(f)| = |Fm(f)|+
١

|D(Mm+١)|
|D(tl,m+١)|.(|(f − sm)(tl,m+١)| − |Fm(f)|),

می شود. |Fm+١(f)| = |Fm(f)| پس D(tl,m+١) = ٠ اگر
داریم |(f − sm)(tl.m+١)| > |Fm(f)| چون D(tl,m+١) ̸= ٠ واگر

|Fm+١(f)| > |Fm(f)|.

.( برقرارهستند (|γ̃m|)نیز همه ی برای لم می شود(این کامل اثبات و |γm+١| > |γm| نتیجه در

به طوری است موجود (sm) از (smp) زیردنباله ی آنگاه ،|γm| < dε(f, Sn,k)m هر برای اگر .٢ . ٢ . ۴ لم
.|γm| < |γmp+١| ،p هر برای  که

.D(tl,mp+١) ̸= ٠ و عوض شود tl,mp+١ با tm m ام، گام در است کافی قبل لم به باتوجه برهان.
باشیم داشته ،m ≥ m̃ هر برای به طوری که باشد موجود m̃ صحیح عدد فرض کنید

|γm̃| < dε(f, Sn,k), |γm| = |γm̃| = γ,

.D(tl,mp+١) = ٠ و عوض شود tl,mp+١ با tm ،m ≥ m̃ برای m ام، گام در فرض کنید خلف: فرض
tl,mp+١ با tm می گیریم. درنظر IMm+١ = IMm = [xu, xu+v] ،m ∈ {p, p + ١, . . . , q} تمام برای
توصیف در که نقطه تعویض قانون مطابق این صورت غیر در چون ،tm ̸∈ IMm پس می شود عوض
D(tl,mp+١) ̸= ٠ یعنی این شود، عوض tm نقطه ی با باید IMm از نقطه یک کرد، خواهیم بیان الگوریتم

جایی که sm = s١,m + s٢,m + s٣,m می دهیم قرار .tm ̸∈ IMm ١ . ٩ . ۴ لم از پس

s١,m(t) =
n∑

r=٠
ar,mt

r +
u+v−١∑
r=u+١

br,m(t− xr)
n
+,

s٢,m(t) =
u∑

r=١
cr,m(t− xr)

n
+,

s٣,m(t) =
k∑

r=u+v

dr,m(t− xr)
n
+.

.sm = sm+١ ١ . ١١ . ۴ قضیه ی از sm, sm+١ ∈ IMm ،IMm = IMm+١ = [xu, xu+v] چون
کردن عوض با .limm→∞ ∥sm − s̃∥Bε = ٠ به طوری که است، موجود s̃ ∈ Sn,k تابع فرض کنید

داریم گفت، خواهیم tm نقطه برای الگوریتم توصیف در آنچه به توجه با tm نقطه ی

|(f − sm)(tm)| ≥ c∥f − sm∥Bε + (١ − c)γ ≥ c.dε(f, Sn,k) + (١ − c)γ > γ,

داریم همچنین .٠ < c ≤ ١ و γ < dε(f, Sn,k) چون

|(f − sm+١)(tm)| = |γm| = γ.



۵٨ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

داریم همگرایی این از باشد. t̃ ∈ Bε نقطه ی به همگرا (tm) از دنباله ای (tmp) فرض کنید

|(f − s̃)(t̃)| > γ, |(f − s̃)(t̃)| = γ.

و عوض می شود tl,mp+١ با tm m ام، گام در و باطل خلف فرض پس رسیدیم، تناقض به
.D(tl,mp+١) ̸= ٠

برقراراست). (|γ̃m|)نیز همه ی برای لم است(این برقرار حکم و |γm| < |γmp+١| قبل لم از

الگوریتم توصیف ٢ . ١ . ۴

داریم: حالت دو ١ . ١٨ . ۴ ملاحضه ی به باتوجه می پردازیم. الگوریتم توصیف به حال
.k ≤ n+ ١ فرض کنید اول، حالت

می دهیم قرار می کنیم، انتخاب را است) کوچک کافی اندازه به ε (که ε > ٠ اول: بخش

Bε = [a, b] \ {(xr − ε, xr) ∪ (xr, xr + ε) : r = ١, . . . , k}.

می گیریم نظر در زیر خواص با را M١ = {t١,١, . . . , tN+١,١} مجموعه ی ابتدا در

a ≤ t١,١ < · · · < tN+١,١ ≤ b, D(M١) ̸= ٠.

که به طوری موجوداند γ١ یکتای حقیقی عدد و s١ ∈ Sn,k یکتای اسپلاین تابع ،D(M١) ̸= ٠ چون

(f − s١)(tr,١) = (−١)rγ١, r = ١, . . . , N + ١,

.|γ١| ≤ dε(f, Sn,k) ،dε(f, Sn,k) = inf{∥f − s∥Bε : s ∈ Sn,k} برای و
می دهیم: ادامه زیر به صورت را (m ≥ ١) mام گام

پس Bε ⊂ [a, b] چون ،|γm| ≤ dε(f, Sn,k) می دانیم ،∥f − sm∥Bε ≤ |γm| اگر

dε(f, Sn,k) ≤ d(f, Sn,k),

نتیجه در
∥f − sm∥Bε ≤ d(f, Sn,k),

می شود. متوقف الگوریتم و است f تقریب بهترین sm
نقطه ،∥f − sm∥Bε > |γm| اگر اما

tm ∈ {t ∈ Bε : |(f − sm)(t)| ≥ c∥f − sm∥Bε + (١ − c)|γm|}, (٠ < c ≤ ١),

با را tm نقطه است) شده انتخاب ∥f−sm∥Bε به نزدیک مناسب، |(f−sm)(tm)|) می کنیم. انتخاب را
Mm+١ = {t١,m+١, . . . , tN+١,m+١} جدید مجموعه به که می کنیم، عوض Mmطوری مجموعه ی از نقطه یک

برسیم: زیر خواص با

a ≤ t١,m+١ < · · · < tN+١,m+١ ≤ b, D(Mm+١) ̸= ٠.



۵٩ اسپلاین توابع مجموعه در F ∈ C[A,B] تابع تقریب بهترین .٢ . ۴

می کنیم: عوض tm نقطه ی با را Mm مجموعه ی از نقطه کدام می دهیم نشان حال
از نقطه اولین tp,m نقطه ی و باشد ١ . ٩ . ۴ لم در یکتا فاصله  IMm = [xim , xim+jm ] فرض کنید
برای همچنین باشد. Mm ∩ IMm مجموعه ی از نقطه آخرین tq,m نقطه ی و Mm ∩ IMm مجموعه ی

.hm = f − sm می دهیم قرار سهولت
نقطه تعویض قانون

اگر و می کنیم عوض tm نقطه ی با را t١,m نقطه ی آنگاه ،hm(tm)hm(t١,m) > ٠ و tm < t١,m اگر
می کنیم. عوض tm نقطه ی با را tq,m نقطه ی آنگاه hm(tm)hm(t١,m) < ٠

اگر و tm نقطه ی با را tN+١,m نقطه ی آنگاه ،hm(tm)hm(tN+١,m) > ٠ و tm > tN+١,m اگر
می کنیم. عوض tm نقطه ی با را tp,m نقطه ی آنگاه ،hm(tm)hm(tN+١,m) < ٠

می کنیم: عمل زیر به صورت tr,m < tm < tr+١,m اگر
عوض tm نقطه ی با را tl,m نقطه ی ،hm(tm)hm(tl,m) > ٠ با {tr,m, tr+١,m} در نقطه ای tl,m اگر
tm ∈ اگر این صورت غیر در .D(Mm+١) ̸= ٠ ،Mm+١ جدید مجموعه برای به طوری که می کنیم،
عوض tm نقطه ی با را tq,m نقطه  ی ،tm ∈ [a, tp,m) اگر و tm نقطه ی با را tp,m نقطه ی ،(tq,m, b]

می کنیم.
می رسیم زیر خواص با Mm+١ = {t١,m+١, . . . , tN+١,m+١} جدید مجموعه به حال

a ≤ t١,m+١ < · · · < tN+١,m+١ ≤ b, D(Mm+١) ̸= ٠,

موجوداند γm+١ یکتای حقیقی عدد و sm+١ ∈ Sn,k یکتای اسپلاین تابع ،D(Mm+١) ̸= ٠ چون
که به طوری

(f − sm+١)(tr,m+١) = (−١)rγm+١, r = ١, . . . , N + ١.

٢ . ١ . ۴ لم از شود. عوض tm ∈ IMm نقطه ی با Mm از نقطه یک اگروتنهااگر |γm| < |γm+١| می دانیم
داریم

|γmp+١| ≥ |γmp |+
١

|D(Mmp+١)|
|D(tl,mp+١)|.(|(f − smp)(tl,mp+١)| − |γmp|)

≥ |γmp |+
١

|D(Mmp+١)|
|D(tl,mp+١)|.(c∥f − smp∥Bε

+ (١ − c)|γmp | − |γmp|),

داریم p → ∞ اگر است، صعودی یکنواخت به طور (|γmp |) چون ،٠ < c ≤ ١ جایی که

c∥f − smp∥Bε − c|γmp | ≤ |D(Mmp+١)|
|γmp+١| − |γmp |
|D(tl,mp+١)|

→ ٠,

پس
lim
p→∞

(∥f − smp∥Bε − |γmp |) → ٠,

داریم باشد، موجود p برای هر |γmp | ≤ |γmp+١| شرط با sm از smp زیردنباله ی اگر نتیجه، در

lim
p→∞

∥f − smp∥Bε = |γmp |, (۶ . ۴)



۶٠ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

نباشد) زیردنباله ای چنین این صورت(یعنی درغیر

lim
m→∞

∥f − sm∥Bε = |γm|, (٧ . ۴)

به طوری که است موجود بزرگ کافی اندازه به q حالت دو هر در

∥f − sq∥Bε

|γq|
,

است. ١ به نزدیک
می شود. متوقف الگوریتم و است f تقریب بهترین sq ،∥f − sq∥[a,b] ≤ |γq| ≤ d(f, Sn,k) اگر

می دهیم: ادامه زیر به صورت این صورت درغیر
می دهیم قرار باشد. ١ . ٩ . ۴ لم در یکتا فاصله IMq = [xiq , xiq+jq ] فرض کنید دوم: بخش

R١ = {r : r ≤ iq, tr,q ∈ (xr − ٢ε, xr − ε]},

و
R٢ = {r : r ≥ iq + jq, tn+r+٢,q ∈ [xr + ε, xr + ٢ε)},

متوقف الگوریتم و می یابیم را f تقریب بهترین s̃m می دهیم، ادامه اول بخش مانند ،R١ ∪R٢ = ϕ اگر
کنیم. استفاده شده اصلاح شیوه ای از باید زیر به دلیل ،R١ ∪R٢ ̸= ϕ اگر اما می شود.

مقدار ١ . ٩ . ۴ لم از R١ ∪ R٢ ̸= ϕ چون می شود. ظاهر ١/D(Mm) عبارت sm محاسبه ی در
ادامه اول بخش به صورت اگر هم ،m > q که |D(Mm)| مقدار می رود انتظار و است کوچک |D(Mq)|

نمی شود. عددی sm محاسبه ی بنابراین شود، کوچک دهیم
می کنیم: عمل زیر شیوه ی به پس

و M̃q = Mq ،s̃q = sq می دهیم قرار و می کنیم عمل اول بخش مانند ،R١ ∪ R٢ = ϕ فرض کنید
.γ̃q = γq

می دهیم: ادامه زیر به صورت را (m ≥ q) mام گام
f تقریب بهترین s̃m پس |γ̃m| ≤ d(f, Sn,k)ε ≤ d(f, Sn,k) چون ∥f − s̃m∥B٢ε ≤ |γ̃m| اگر

می شود. متوقف الگوریتم و است
نقطه ی با را t̃l,m ∈ M̃m نقطه ی آنگاه ∥f − s̃m∥B٢ε > |γ̃m| اگر اما

t̃m ∈ {t ∈ B٢ε : |(f − s̃m)(t)| ≥ c∥f − s̃m∥B٢ε + (١ − c)|γ̃m|}, (٠ < c ≤ ١),

می شود: تعریف زیر به صورت t̃l,m که می کنیم. عوض
با را t̃N+١,m نقطه ی آنگاه t̃m > t̃N+١,m اگر و t̃m نقطه ی با را t̃١,m نقطه ی آنگاه t̃m < t̃١,m اگر
نقطه ی با را t̃l,m ∈ {t̃r,m, t̃r+١,m} نقطه ی آنگاه t̃r,m < t̃m < t̃r+١,m اگر می کنیم. عوض t̃m نقطه ی
IM̃m+١

= IM̃m
،M̃m+١ جدید مجموعه برای به طوری که می کنیم، عوض h̃m(t̃m)h̃m(t̃l,m) > ٠ که t̃m

γ̃m+١ حقیقی عدد و s̃m+١ ∈ Sn,k یکتای اسپلاین تابع ،D(M̃m+١) ̸= ٠ چون .D(M̃m+١) ̸= ٠ و
که به طوری موجوداند،

(f − s̃m+١)(t̃r,m+١) = (−١)rγ̃m+١, r = ١, . . . , N + ١.



۶١ اسپلاین توابع مجموعه در F ∈ C[A,B] تابع تقریب بهترین .٢ . ۴

می شود. متوقف الگوریتم و است f تقریب بهترین s̃q می دهیم ادامه اول بخش مانند
می دهد). رخ استثنایی موارد در فقط حالت (این R١ ∪R٢ ̸= ϕ فرض کنید حال

می دهیم قرار می سازیم. Mq مجموعه تغییر با را M̃q+١ جدید مجموعه ابتدا

u =

max{r : r ∈ R١} , R١ ̸= ϕ,

٠ , R١ = ϕ.

و

v =

min{r : r ∈ R٢} , R٢ ̸= ϕ,

k + ١ , R٢ = ϕ.

([a, b]\[xu, xv])∩B٢ε دلخواه نقاط و می کنیم حذف Mq مجموعه ی از را [a, b]\[xu, xv] نقاط تمام حال
بیاید. به دست D(M̃q+١) ̸= ٠ با نقطه N +١ شامل M̃q+١ جدید مجموعه می کنیم، که اضافه طوری را
موجوداند γ̃q+١ یکتای حقیقی عدد و s̃q+١ ∈ Sn,k یکتای اسپلاین تابع ،D(M̃q+١) ̸= ٠ چون

به طوری که
(f − s̃q+١)(t̃r,q+١) = δr(−١)rγ̃q+١, r = ١, . . . , N + ١,

و δr = ١ ،r ∈ {u+ ١, . . . , n+ v + ١} برای هر
.δr = −١ ،r ∈ {١, . . . , u, n+ v + ٢, . . . , N + ١} هر برای

می دهیم: ادامه زیر به صورت را (m > q) mام گام
می شود. متوقف الگوریتم و است f تقریب بهترین s̃m پس ،∥f − s̃m∥B٢ε ≤ |γ̃m| اگر

نقطه ی با را t̃l,m ∈ M̃m نقطه ی ،∥f − s̃m∥B٢ε > |γ̃m| اگر

t̃m ∈ {t ∈ B٢ε : |(f − s̃m)(t)| ≥ c∥f − s̃m∥B٢ε + (١ − c)|γ̃m|}, (٠ < c ≤ ١),

می شود: تعریف زیر به صورت t̃l,m که می کنیم. عوض
t̃N+١,m نقطه ی آنگاه ،t̃m > t̃N+١,m اگر و t̃m نقطه ی با را t̃١,m نقطه ی آنگاه t̃m < t̃١,m اگر
t̃l,m ∈ {t̃r,m, t̃r+١,m} نقطه ی آنگاه ،t̃r,m < t̃m < t̃r+١,m اگر می کنیم. عوض t̃m نقطه ی با را
،M̃m+١ جدید مجموعه برای به طوری که می کنیم، عوض h̃m(t̃m)h̃m(t̃l,m) > ٠ که t̃m نقطه ی با را
و s̃m+١ ∈ Sn,k یکتای اسپلاین تابع ،D(M̃m+١) ̸= ٠ چون .D(M̃m+١) ̸= ٠ و IM̃m+١

= IM̃m

که به طوری موجوداند، γ̃m+١ یکتای حقیقی عدد

(f − s̃m+١)(t̃r,m+١) = δr(−١)rγ̃m+١, r = ١, . . . , N + ١.

و δr = ١ ،r ∈ {u+ ١, . . . , n+ v + ١} هر برای
.δr = −١ ،r ∈ {١, . . . , u, n+ v + ٢, . . . , N + ١} هر برای

می شود. متوقف الگوریتم و است f تقریب بهترین s̃q اول بخش مانند

.k > n+ ١ فرض کنید دوم، حالت



۶٢ اسپلاین توابع برای رِمز الگوریتم .۴

می دهیم قرار می یابیم. را sq تابع و می کنیم عمل k ≤ n+ ١ برای الگوریتم، اول بخش مانند دقیقا
ادامه را الگوریتم R١ ∪ R٢ = ϕ زمانی که k ≤ n + ١ برای الگوریتم، دوم بخش مانند و s̃q = sq

به طوری که s(ε)٠ ∈ Sn,k تابع به همگرا s̃m دنباله ی و می کنیم عوض Bε با را B٢ε فقط می دهیم.
است f تقریب بهترین به نزدیک s(ε)٠ اسپلاین تابع واقع در می یابیم. را ∥f − s

(ε)
٠ ∥Bε = d(f, Sn,k)

شود]. رجوع [11] به ]

بزرگ کافی اندازه ی به q ،(۶ . ۴) و (٧ . ۴) روابط برای گفتیم که همان طور است به ذکر لازم .٢ . ٣ . ۴ توجه
در می کنیم توجه می باشد. f تقریب بهترین s̃q دوم دربخش و sq اول بخش در به طوری که است موجود

است. f تقریب بهترین به همگرا دقیقا ،(s̃m )sm دنباله حالت دو هر
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Aabstract

In This paper, we investigate a series of successive and repetitive processes that lead to
the best approximation. We introduce this process remez algorithm. Expressing approxi-
mation theorem, obtains approximation of a function f ∈ C[a, b] in set of polynomials is
a polynomial of degree most n and show existence and uniqueness of the best approxima-
tion. Finally by remez algorithm computing best spline function approximation of degree
n with k fixed knots.

Keywords: best approximation, Remez algorithm, Weak chebyshev, Spline function.
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