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චاری... ণپاس໋�
زمین و آسمان�ها شده، گسترده گیتی سراسر در او دانش و رحمت که عزتمندي یکتاي خداوند سپاس
بی را او لطف و رحمت می�فرماید. موهبت بخواهد که هر بر را حقیقی دانش و علم و اوست آن از همه
اصل این به مرا و داشت ارزانی من بر را پژوهش این مطالب درك و فهم که چرا می�گویم سپاس نهایت
دوباره، فرصتی کردم خطا که بار هر و داد من به تلاش توفیق پروازند. یک بال دو ایمان و علم که رساند
از چیز همه که راستی به آیم. نائل مطلوب نتیجه�ي به او خواست به و کنم آغاز را تازه تلاشی امید، با تا

اوست. خواست به چیز همه و اوست آن
سازنده�شان راهنمایی�هاي با که طهرانی احسنی حجت دکتر آقاي جناب فرهیخته و گرانقدر استاد از
کمک�ها با همیاري و دلسوزي نهایت در ایشان می�نمایم. تشکر و تقدیر صمیمانه بودند، من کنار در همواره

نمودند. امکان�پذیر را تحقیق این انجام ارزشمندشان پیشنهاد�هاي و
صمیمانه هم بودند اینجانب مشاور استاد که قوتمند مهدی دکتر آقاي جناب بزرگوارم، استاد از

سپاسگزارم.
به نوری�اسکندری محمدهادی دکتر آقاي جناب مس�فروشو علی دکتر آقاي جناب محترم داوران از
نموده�اند، اینجانب نصیب که بزرگی توفیق و ایشان سوي از پایان�نامه این داوري مسئولیت پذیرش خاطر

دارم. را تشکر کمال
از همچنین سپاسگزارم. بوده�اند، اینجانب پیشرفت باعث که ریاضی دانشکده بزرگوار اساتید تمام از
قدردانی و تشکر بوده�اند من براي محکمی پشتوانه همواره که بزرگوارم، همکلاسی�هاي و عزیز دوستان

می�کنم.

غلاਗی راه
ෙ७ور۱۳۹۵



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی غلامی اینجانبراضیه
، آن کاربردهای و ماتریس SV D شبه تجزیه عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه

می�شوم: متعهد طهرانی احسنی حجت دکتر راهنمایی تحت

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه

رسید.

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
می�کنند. ایفا ماتریس مسائل حل و تحلیل و تجزیه در مهمی نقش سیمپلکتیک ماتریس�های

حفظ را سیمپلکتیک ماتریس�های و ،�شبه�همیلتونی همیلتونی ساختارهای سیمپلکتیک تشابهی تبدیلات
و تحلیل و تجزیه در اصلی ابزار عنوان به سیمپلکتیک ماتریس�های حقیقت این اساس بر می�کنند.
پایان�نامه این در گرفته�اند. قرار استفاده مورد سیمپلکتیک ویژه مقدار و همیلتونی مسائل عددی حل
هر برای B = QDS−١ منفرد مقدار شبه تجزیه نیز و سیمپلکتیک ماتریس�های به مربوط تجزیه چندین
و حقیقی سیمپلکتیک S ماتریس و حقیقی متعامد Q ماتریس آن در که B ∈ Rn×٢m حقیقی ماتریس
ماتریس�های از متعارف فرم و تجزیه این بین ارتباط نیز و است گردیده معرفی می�باشد قطری Dماتریس
تجزیه داری سیمپلکتیک ماتریس هر که شده داده نشان همچنین است. شده معرفی حقیقی پادمتقارن
و یکانی سیمپلکتیک V و U ماتریس�های آن در که است S = UDV ∗ ساختارمند منفرد مقدار
BJBT فاکتورگیری مطالعه به همچنین می�باشند. مثبت قطری ماتریس Ω ، D = diag(Ω,Ω−١)

در پادمتقارن سیستم�های حل در فاکتورگیری این است. شده پرداخته حقیقی پادمتقارن ماتریس�های از
فاکتورگیری دارد. کاربرد متقارن/پادمتقارن مدادی قسمت خارج مقادیرویژه مسائل و خطی معادلات
مینیمم با B عامل به نیاز عددی پایداری برای عددی کاربردهای در و نمی�باشد منحصربه�فرد BJBT

منفرد مقدار تجزیه و منفرد مقدار شبه تجزیه به�کارگیری با پایان�نامه این در است. شرطی عدد و نرم
می�شود. ارائه شرطی عدد و نرم مینیمم با B عامل از کلی فرم سیمپلکتیک ماتریس�های

ماتریس متعامد، سیمپلکتیک ماتریس سیمپلکتیک، ماتریس پادمتقارن، ماتریس کلیدی: کلمات
شور، فرم ، BJBT تجزیه منفرد، مقدار شبه تجزیه منفرد، مقدار تجزیه ویژه، مقدار مسائل همیلتونی،

جوردن. متعارف فرم
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١ فصل

مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها

می�باشد. بعد�ی فصل�های در نیاز مورد اولیه مفاهیم و تعاریف شامل فصل این

نمادگذاری

می�شود. گرفته نظر در طبیعی اعداد مجموعه��ی R مجموعه�ی و مختلط اعداد مجموعه�ی C مجموعه�ی

ماتریس ١.١

ستونی n و سطری m مستطیلی آرایه یک در شده، مرتب Rn در بردار n از گردایه�ای .١.١.١ تعریف
می�باشد. زیر شکل دارای A ماتریس بنابراین می�شود. نامیده ماتریس یک

A =


a١١ a١٢ . . . a١n

a٢١ a٢٢ . . . a٢n
... ... . . . ...

am١ am٢ · · · amn

 .

می�شود استنباط آن از می�شود، داده نمایش A = (aij) ساده به�طور یا ، A = (aij)m×n با ماتریس این
همه مجموعه می�شود. نامیده m× n مرتبه از A ماتریس .j = ١,٢, · · · , n و i = ١,٢, · · · ,m که

می�شود. داده نمایش Rm×n توسط m× n حقیقی ماتریس�های

می�شود. نامیده حقیقی١ ماتریس باشد حقیقی اعداد آن عناصر همه�ی که ماتریسی .٢.١.١ تعریف

مختلط٢ ماتریس باشد حقیقی غیر مختلط اعداد آن عناصر از بعضی یا همه که ماتریسی .٣.١.١ تعریف
می�شود. نامیده

١Real matrix
٢Complex matrix



٢ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

ماتریس رتبه ٢.١

A ستونی فضای A ستون�های توسط آمده وجود به برداری فضای باشد m× n مرتبه با ماتریسی A اگر
می�باشد. A ستونی فضای همان نیز A برد می�شود. نامیده

مربعی ماتریس یک می�شود. داده نمایش rank(A) با و می�باشد A ستونی فضای بعد A ماتریس رتبه
می�باشد. منفرد این�صورت غیر در و باشد rank(A) = n اگر می�شود نامیده نامنفرد A ∈ Rn×n

مستقل آن ستون�های اگر است کامل ستونی رتبه دارای A ∈ Rm×n ، m × n مرتبه از A ماتریس
رتبه دارای اگر است کامل رتبه A ماتریس می�شود. تعریف مشابه به�طور کامل سطری رتبه باشند. خطی
.[١٠] �می�شود نامیده رتبه ناقص نباشد، کامل رتبه دارای اگر و باشد کامل ستونی رتبه یا و کامل سطری

ماتریس دترمینان ٣.١

می�شود نامیده A دترمینان که دارد وجود ماتریس این به وابسته یکتا اسکالر A مربعی ماتریس هر برای
:٢× ٢ مرتبه از A ماتریس برای می�شود. داده نمایش |A| یا و det(A) با و

det(A) = a١١a٢٢ − a١٢a٢١.

:٣× ٣ مرتبه از A ماتریس برای

det(A) = a١١det(A١١)− a١٢det(A١٢) + a١٣det(A١٣),

تعریف این است. آمده به�دست iام ستون و اول سطر حذف از و است ٢× ٢ زیرماتریس A١i آن در که
داریم: n× n مرتبه از A = (aij) ماتریس برای بنابراین شود. داده تعمیم می�تواند آسانی به

det(A) = (−١)i+١ai١det(Ai١) + (−١)i+٢ai٢det(Ai٢) + . . .+ (−١)i+naindet(Ain),

jام ستون و iام سطر حذف از و می�باشد (n − ١) مرتبه از A ماتریس از زیرماتریسی Aij آن در که
می�آید. به�دست

است: برقرار دترمینان برای زیر، ساده خواص .١.٣.١ قضیه

.det(A) = det(A)T .١

است. اسکالر یک α آن در که det(αA) = αndet(A) .٢

.det(AB) = detA.detB .٣

.det(A) = ٠ آن�گاه باشند یکسان A ستون دو یا سطر دو اگر .۴

آن�گاه باشد ستون دو یا سطر دو تعویض با A از آمده به�دست ماتریس B اگر .۵
.det(B) = −det(A)

می�باشد. آن قطری درایه�های حاصل�ضرب برابر بالامثلثی) یا (پایین�مثلثی مثلثی ماتریس دترمینان .۶



٣ ماتریس انواع .۴.١

ماتریس انواع ۴.١

نمود: افراز زیر به�شکل می�توان را B و A ماتریس دو .١.۴.١ تعریف

A =

[
A١١ A١٢

A٢١ A٢٢

]
, B =

[
B١١ B١٢

B٢١ B٢٢

]
.

اینکه فرض با می�شود. تلقی ماتریس از مولفه�اي آن بلوك هر و می�گویند بلوکی ماتریس�هاي آن�ها به که
آن�گاه باشد، امکان�پذیر متناظر ماتریسی ضرب�هاي و جمع که �باشد شده انجام مناسبی به�صورت افراز

می�شود: تعریف زیر به�شکل بلوکی ماتریس�هاي ضرب و جمع

A+B =

[
A١١ +B١١ A١٢ +B١٢

A٢١ +B٢١ A٢٢ +B٢٢

]
.

و

AB =

[
A١١B١١ + A١٢B٢١ A١١B١٢ + A١٢B٢٢

A٢١B١١ + A٢٢B٢١ A٢١B١٢ + A٢٢B٢٢

]
.

و A = (Aij) اگر بنابراین شود، تسهیل ضرب عمل که شده�اند افراز به�گونه�اي ماتریس�ها ضرب، در
می�شود: تعریف زیر به�شکل C = AB آنگاه باشند بلوکی ماتریس دو B = (Bij)

C = (Cij) =

(
n∑

k=١
AikBkj

)
.

است. بلوکی ماتریس یک خود C که

صفر ماتریس و می�شود نامیده صفر ماتریس باشد، صفر آن درایه�های تمام که ماتریسی .٢.۴.١ تعریف
داریم: و می�شود داده نشان Om×n نماد با را m× n مرتبه از

Om×n = [٠]m×n.

داشته i = ١,٢, · · · , n به�ازای هرگاه گویند، همانی را n مرتبه با I مربعی ماتریس .٣.۴.١ تعریف
.aij = ٠ باشیم، داشته i ̸= j به�ازای و aii = ١ باشیم

ماتریس یک را αIn آن�گاه باشد، n مرتبه از همانی ماتریس In و اسکالر یک α اگر .۴.۴.١ تعریف
گویند. اسکالر

باشند، دلخواه اسکالر دو α, β ماتریسm×nو سه C و B ، A اگر ها: ماتریس از خاصیت چند
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آن�گاه:

A+B = B + A

A+ (B + C) = (A+B) + C

(α + β)A = αA+ βA

α(A+B) = αA+ αB

A+ (−A) = Om×n

α(βA) = (αβ)A

١.A = A

. A(BC) = (AB)C آن�گاه C = [Cij]p×q و B = [bij]n×p و A = [aij]m×n اگر •

.A(B+C) = AB+AC داریم، باشد C = [Cij]n×p و B = [bij]n×p و A = [aij]m×n اگر •

خاصیت ماتریس�ها ضرب کلی حالت در AIn = InA = A آن�گاه، باشد A = [aij]n×n اگر •
باشند. شده تعریف BA و AB اگر حتی ندارد جابجایی

کلی شکل می�شوند، بیان پایین�مثلثی۵ و بالامثلثی۴ صورت دو به مثلثی٣ ماتریس�های .۵.۴.١ تعریف
می�باشد. زیر به�صورت به�ترتیب پایین�مثلثی و بالامثلثی ماتریس یک

U =


a١١ a١٢ . . . a١n

٠ a٢٢ . . . a٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ann

 , Uij =

aij, i ≤ j,

٠, i > j.

L =


a١١ a١٢ . . . a١n

٠ a٢٢ . . . a٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ann

 , Lij =

aij, i ≥ j,

٠, i < j.

به�عبارت می�شود. نامیده متقارن۶ ماتریس باشد برابر خودش با ترانهاده�اش که ماتریسی .۶.۴.١ تعریف
،A متقارن ماتریس هر برای دیگر

A = AT .

٣Triangular
۴Upper Triangular
۵Lower Triangular
۶Symmetric
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پادمتقارن یا شبه�متقارن٧ ماتریس آن باشد، برابر ترانهاده�اش منفی با A ماتریس اگر .٧.۴.١ تعریف
می�شود. نامیده

A = −AT , aij = −aji.

باشند صفر همگی اصلی قطر عناصر از به�غیر آن درایه�های تمام که مربعی ماتریس .٨.۴.١ تعریف
می�شود. داده نشان زیر به�شکل و نامیده، قطری٨ ماتریس

A =


a١١ ٠ . . . ٠
٠ a٢٢ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ann

 , aij = ٠, i ̸= j.

�می�شود. داده نمایش نیز زیر به�شکل قطری ماتریس

A = diag(a١١, a٢٢, · · · , ann).

می�شود. نامیده شبه�قطری٩ ماتریس باشد صفر آن فرعی قطر از خارج درایه�های که ماتریسی

یکماتریس اصلی قطر روي مولفه هر که است n×nیکماتریس ماتریسقطري-بلوکی تعریف١.۴.٩.
diag(A١١,A٢٢, · · · ,Ann) به�شکل بلوکی قطری ماتریس و هستند، صفر مولفه�ها دیگر و است مربعی
دترمینان می�باشد. n با برابر آن�ها رتبه جمع و است مربعی ماتریس یک Aii هر می�شوند. داده نمایش

می�شود: تعیین زیر به�شکل قطري-بلوکی ماتریس

det(A) = det(A١١) det(A٢٢) · · · det(Ann).

مزدوج ترانهاده است. ماتريس يك ترانهاده مزدوج همان ، مزدوج١٠ ترانهاده ماتريس .١٠.۴.١ تعریف
می�شود. �داده نشان A∗ یا AT نماد با A ماتریس

می�باشد. (A∗)∗ = A و است A ترانهاده همان AT مزدوج که است بدیهی •

آن�گاه: باشند، تعریف قابل AB و A+B ماتریس�های اگر همچنین •

(A+B)∗ = A∗ +B∗, (AB)∗ = B∗A∗.

آن�گاه: باشد مختلط عدد یک c اگر •

(cA)∗ = cA∗.

٧Skew-symmetric matrix
٨Diagonal matrix
٩Skew-diagonal matrix

١٠Conjugate Transposed
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می�باشد. A∗ = AT آن�گاه باشد، حقیقی ماتریسی A صورتی�که در •

می�باشد. برقرار |A∗| = |A| تساوی همواره An×n مربعی ماتریس برای •

داریم: همواره An×n نامنفرد ماتریس برای •

(A∗)−١ = (A−١)∗.

هرگاه می�شود، نامیده یکانی١١ A مربعی ماتریس .١١.۴.١ تعریف

AA∗ = A∗A = I.

است. A مزدوج ترانهاده برابر A∗ آن در که

سازد. برآورده را زیر رابطه اگر می�شود نامیده متعامد١٢ ماتریس A حقیقی ماتریس .١٢.۴.١ تعریف

AAT = ATA = I.

است. نامنفرد A ماتریس لذا و باشد |A| = ±١ باید که است بدیهی متعامد، ماتریس هر برای •

A−١ = AT است. ماتریس آن ترانهاده برابر ماتریس معکوس متعامد، ماتریس در •

متعامد ماتریس�های نیز AB و AT ،A−١ آن�گاه باشند، متعامد مربعی ماتریس�های B و A اگر •
می�باشند.

رو این از می�سازند، برآورده را AA∗ = A∗A = I تساوی متعامد ماتریس�های آنجایی�که از •
هستند. یکانی

است. یکانی ماتریس متعامد، ماتریس مختلط مدل •

گویند. هرمیتی١٣ ماتریس یک را آن سازد برآورده را زیر رابطه A مختلط ماتریس اگر .١٣.۴.١ تعریف

A∗ = A.

است. حقیقی یا صفر آن اصلی قطر روی درایه�های و می�باشد مربعی هرمیتی ماتریس هر •

A−١ = (A−١)∗ دیگر به�عبارت می�باشد. هرمیتی ،A مانند هرمیتی ماتریس یک معکوس •
می�باشد.

نیز AB +BA و A−B ، A+B ماتریس�های آنگاه باشند هرمیتی B و A ماتریس�های اگر •
می�باشند. هرمیتی

١١Unitary matrix
١٢Orthogonal matrix
١٣Hermitian matrix
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زیرا: است، حقیقی همواره هرمیتی ماتریس یک دترمینان •

|A| = |A∗| = |A|.

مانند ماتریسی اگر می�شود گفته ناویژه یا غیرمنفرد١۴ ماتریس را An×n مربعی ماتریس .١۴.۴.١ تعریف
به و داده نشان A−١ نماد با را ماتریس این باشد AB = BA = I که باشد، �داشته وجود چنان Bn×n

گویند. ویژه یا منفرد١۶ را A ماتریس �باشد نداشته وجود A−١ اگر می�گویند. A ماتریس معکوس١۵ آن
باشد. صفر غیر A ماتریس دترمینان که دارد وجود زمانی A−١ معکوس ماتریس نکته:

تعریف زیر به�صورت A† معکوس١٧ شبه ماتریس K رتبه با Am×n ماتریس برای .١۵.۴.١ تعریف
می�شود.

Am×n = UΣV T −→ A†
n×m = V Σ†UT ,

داریم، آن در

Σ†
n×m = diag(١/ω١,١/ω٢, · · · ,١/ωk,٠, · · · ,٠), ω١ ≥ ω٢ ≥ · · · ≥ ωk > ٠.

یکامتعامد ویژه بردارهای از Um×m ماتریس ستون�های ماتریسAاست. منفرد مقادیر دهنده نشان ωi که
می�شوند. تشکیل ATAماتریس یکامتعامد ویژه بردارهای از Vn×n ماتریس ستون�های و AAT ماتریس
و بوده (m ≥ n)m × n ماتریس یک A که هنگامی ،A† = (ATA)−١AT ماتریس دیگر عبارت به
(m < n)m×n ماتریس یک A که هنگامی ،A† = AT (AAT )−١ ماتریس یا می�باشد، n رتبه دارای
می�شوند. نامیده A ١٩ پنروز -١٨ مور یافته تعمیم معکوس یا معکوس شبه می�باشد، m رتبه دارای و بوده

می�دهد. تعمیم را مربعی ماتریس معکوس معمولی تعریف معکوس شبه تعریف این واضح به�طور
آن�گاه: باشد معکوس�پذیر و مربعی A اگر که کنید توجه

A† = (ATA)−١AT = A−١(AT )−١AT = A−١.

معکوس شبه خاصیت چهار
است، زير شرايط داراي شده تعريف معكوس شبه ماتريس

AA†A = A .١
١۴Nonsingular
١۵Inverse
١۶Singular
١٧Pseudo - Inverse
١٨Moore
١٩Penrose
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A†AA† = A† .٢(
AA†)T = AA† .٣(
A†A

)T
= A†A .۴

معكوس شبه ماتريس خواص از برخي اين بر علاوه می�شود. نامیده پنروز مور- شرايط را شرط چهار اين
از: عبارتند

(A†)† = A , (AT )† = (A†)T •

A† = (ATA)†AT = AT (AAT )† •

هستند. متقارن I − AA† و I − A†A ، A†A ماتریس�های •

حل براي معكوس شبه ماتريس از است. منحصربه�فرد و دارد وجود همیشه ماتریس یک معکوس شبه
[۶] در مستطیلی، ماتریس یک معکوس شبه از بیشتر جزئیات مي�شود، استفاده مربعات حداقل مسئله

است. شده بیان

داشته x ناصفر بردار هر براي اگر می�شود نامیده مثبت٢٠ معین A متقارن ماتریس .١۶.۴.١ تعریف
باشیم:

xTAx > ٠.

داشته x ناصفر بردار هر براي هرگاه می�شود، نامیده مثبت٢١ معین نیمه یا نامنفی معین A ماتریس و
�باشیم:

xTAx ⩾ ٠.

�می�شود. نامیده نامعین٢٢ ماتریس باشد داشته را صفر و منفي مثبت، علامت�هاي بتواند xTAx اگر

مثبت معین ماتریس خاصیت�های و مشخصه��ها برخی

باشد. مثبت آن ویژه مقادیر همه اگر فقط و اگر است مثبت معین متقارن ماتریس .١

می�باشد. مثبت معین ماتریس یک مثبت معین ماتریس دو مجموع .٢

می�باشد. aii > ٠ ،i مقادیر همه به�ازای آنگاه باشد، مثبت معین A = (aij) اگر .٣

٢٠Positive Definite
٢١Positive Semi Definite
٢٢Indefinite
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روی بر باید ماتریس اندازه) لحاظ (از عنصر بزرگترین آنگاه باشد، مثبت معین A = (aij) اگر .۴
باشد. داشته قرار قطر

تنها اگر می�شود نامیده جایگشت٢٣ ماتریس یک P مانند صفر مخالف مربعی ماتریس .١٧.۴.١ تعریف
باشند. صفر برابر همگی بقیه و شود یافت ستون هر و سطر هر در است ١ که صفر مخالف عنصر یک

آن�گاه باشد، (١,٢, · · · , n) از جایگشت یک (α١, · · · , αn) اگر بنابراین

P =


eTα١

eTα٢
...

eTαn

 .

ماتریس مشابه طور به می�باشد. n× n مرتبه از I واحد ماتریس ستون امین i ، ei آن در که

P = (eα١ , eα١ , · · · , eαn).

متعامد جایگشت ماتریس مهم خاصیت است. جایگشت ماتریس می�باشد، I ستون امین i ، ei آن در که
گرفت: نتیجه می�توان بنابراین است آن بودن

جایگشت ماتریس یک نیز آن ترانهاده و است آن ترانهاده P جایگشت ماتریس یک معکوس .١
است.

است. متعامد نتیجه در و است جایگشت ماتریس یک جایگشت ماتریس دو حاصل�ضرب .٢

نامنفرد ماتریس اگر می�شوند، نامیده متشابه B و Aماتریس دو متشابه. ماتریس�های .١٨.۴.١ تعریف
که، به�قسمی باشد داشته وجود T

T−١AT = B,

.[۶] هستند یکسان ویژه مقادیر دارای که است این متشابه ماتریس�های مهم خاصیت

اگر می�شود نامیده سیمپلکتیک٢۴ S ∈ C٢m×٢m ماتریس .١٩.۴.١ تعریف

SJmS
∗ = Jm,

آن در که

Jm =

[
٠ Im

−Im ٠

]
∈ R٢m×٢m.

.[١٧] می�باشد
٢٣Permutation matrix
٢۴Symplectic
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نامیده سیمپلکتیک٢۵ یکانی S باشد سیمپلکتیک و یکانی S ∈ C٢m×٢m ماتریس اگر .٢٠.۴.١ تعریف
می�باشد. متعامد٢۶ سیمپلکتیک S حقیقی حالت در و می�شود

می�نامند. نیز J−متعامد را سیمپلکتیک ماتریس

داریم:
[
cos(θ) −sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

]
حقیقی سیمپلکتیک ماتریس برای .٢١.۴.١ مثال

[
cos(θ) −sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

][
٠ ١
−١ ٠

][
cos(θ) −sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

]T

=

[
٠ ١
−١ ٠

]
.

سیمپلکتیک ماتریس برای همچنین و

A =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−١ ٠ ١ −١
٠ −١ −١ ١

 ,

داشت: خواهیم


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−١ ٠ ١ −١
٠ −١ −١ ١




٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−١ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠




٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−١ ٠ ١ −١
٠ −١ −١ ١


T

=


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−١ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠

 .

اگر می�شود نامیده همیلتونی٢٧ ماتریس A ∈ C٢m×٢m ماتریس .٢٢.۴.١ تعریف

(AJ)∗ = AJ.

اگر می�شود نامیده همیلتونی٢٨ شبه ماتریس A ∈ C٢m×٢m ماتریس .٢٣.۴.١ تعریف

(AJ)∗ = −AJ.

٢۵Unitary symplectic
٢۶Orthogonal symplectic
٢٧Hamiltonian matrix
٢٨Skew-Hamiltonian
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ماتریس نرم ۵.١

می�دهد: نشان تبدیلی چنین تحت را آن بهره یا بزرگنمایی حداکثر ماتریس یک نرم٢٩

x −→ A −→ Ax

روی بر را x بعدی n بردار یک که گرفت نظر در نگاشتی به�صورت می�توان را y = f(x) = Ax تابع
بزرگنمایی یا بهره عنوان به می�توان را ∥ Ax ∥ / ∥ x ∥ نسبت لذا می�نگارد. y بعدی m بردار یک

کرد: تعریف x بردار جهت در f اپراتور

gain(x) =
∥ Ax ∥
∥ x ∥

.

ماتریس یک نرم می�توان حال باشد. صفر حتی کوچک بزرگ، مقداری می�تواند بهره این که است بدیهی
هست. اختیار در که دانست x بردارهای تمامی بین از دسترسی قابل بهره بزرگترین به�صورت را

∥ A ∥= max
x̸=٠

gain(x) = max
x ̸=٠

∥ Ax ∥
∥ x ∥

.

تابع یعنی ∥ Ax ∥≪∥ x ∥ داشت خواهیم x ̸= ٠ تمامی برای صورت این در باشد، ∥ A ∥≪ ١ اگر لذا
بزرگی مقدار هم gain(x) باشد داشته بزرگی مقدار ∥ A ∥ اگر و می�نماید تضعیف �شدت به را x بردار f
ماتریس�های همه مجموعه آن دامنه که است حقیقی مقدار با تابع یک ماتریسی، نرم داشت. خواهد
.[١١] شود مي اشاره آنها از برخي به كه دارد وجود مختلفي تعاريف ماتريس نُرم براي می�باشد. m× n

می�شود، تعریف صورت این به که می�باشد، فروبنیوس٣٠ نرم معروف ماتریسی نرم�های از یکی •

∥A∥F =

 m∑
i=١

n∑
j=١

|aij|٢
 ١

٢

,

نوشت، می�توان همچنین
∥A∥F =

√
trace(ATA).

می�شود: تعریف زیر به�صورت است، معروف P نرم به که نرم یک ، A ماتریس بودن مفروض با •

∥A∥p = max
x̸=٠

∥Ax∥p
∥x∥p

, p ≥ ١.

داریم، p = ١ ازای به قبل تعریف در •

∥A∥١ = max
١≤j≤n

n∑
i=١

|aij|.

٢٩Norm
٣٠Frobenius Norm



١٢ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

است. ماتریس ستون�های عناصر قدرمطلق�های مجموع مقدار بزرگترین همان واقع در که

می�گردد، تعریف زیر به�شکل نرم باشد p = ∞ که حالتی برای •

∥ A ∥∞= max
∥x∥∞=١

∥ Ax ∥∞= max
i

(
n∑

j=١
|aij|).

است. ماتریس سطرهای عناصر مطلق قدر مجموع مقدار بزرگترین همان واقع در که

می�شود، تعریف زیر به�شکل p = ٢ برای نرم •

∥A∥٢ = max
∥x∥١=٢

∥Ax∥٢ =
(
ρ
(
ATA

))١٢ .

که: داد نشان می�توان و است ATA ماتریس ویژه مقدار بزرگترین ρ
(
ATA

)
اینجا در

∥A−٢∥١ =
١

min∥x∥١=٢ ∥Ax∥٢
=

١√
λmin

.

نامیده ماتریس طیفی٣١ نرم نرم، این می�باشد ATAماتریس ویژه مقدار کوچکترین λmin آن در که
می�شود.

هستند: زیر خواص دارای An×n ماتریس نرم برای شده ارائه تعریف�های تمام

(a) ∥ A ∥=∥ A∗ ∥, ∥ A ∥=∥ AT ∥
(b) ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥
(c) ∥ AB ∥≤∥ A ∥∥ B ∥
(d) ∥ Ax ∥≤∥ A ∥∥ x ∥
(e) ∥ A ∥≥ ٠, ∥ A ∥= ٠ ⇐⇒ A = ٠
(f) ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ ∀α ∈ C ∀A ∈ Cm×n.

دارد. ماتریس طیفی نرم به اشاره شده آورده ∥ . ∥ به�صورت پایان�نامه این در که نرمی

برابر نیز آن�ها نُرم بردارها، دو به دو بودن متعامد بر علاوه بردارها از مجموعه�ای در اگر .١.۵.١ تعریف
مي�شود. گفته يكامتعامد٣٢ بردارهای آن�ها به باشد، يك

٣١Spectral Norm
٣٢Orthonormal



١٣ هوس�هولدر ماتریس .۶.١

هوس�هولدر ماتریس ۶.١

که P = I − ٢vvT ماتریس باشد. ∥ v ∥= ١ و Rn در برداری v =
[
v١ v٢ · · · vn

]T
اگر

به�صورت:

P =


١− ٢v٢١ −٢v١v٢ · · · −٢v١vn
−٢v٢v١ ١− ٢v٢٢ · · · −٢v٢vn

... ... ... ...
−٢vnv١ −٢vnv٢ · · · ١− ٢v٢n

 .

ماتریس یک هوس�هولدر٣٣ آلستون عددی آنالیز مشهور متخصصآمریکایی افتخار به می�شود، داده نمایش
زیرا: می�باشد، متعامد و متقارن P ماتریس شد. نامیده ٣۴ هوس�هولدر

P T =
(
I − ٢vvT

)T
= I − ٢vvT = P,

P TP =
(
I − ٢vvT

) (
I − ٢vvT

)
= I − ٢vvT − ٢vvT + ۴v

١︷︸︸︷
vTv vT = I.

ماتریس صورت این در باشد. v =
[
٠ v٢ v٣ · · · vn

]T
به�صورت v ماتریس اگر حال

می�باشد. زیر به�صورت متناظر هوس�هولدر

P =


١ ٠ · · · ٠
٠ ١− ٢v٢٢ · · · −٢v٢vn
... ... . . . ...
٠ −٢vnv٢ · · · ١− ٢v٢n

 .

،
[
٠ · · · ٠ vr+١ vr+٢ · · · vn

]T
یعنی باشد، صفر v ماتریس اول مؤلفه r اگر کلی به�طور

از: است عبارت متناظر هوس�هولدر ماتریس آن�گاه

Pr =

[
Ir×r ٠r×(n−r)

٠(n−r)×r U(n−r)×(n−r)

]
, (١.١)

آن در که

U(n−r)×(n−r) =


١− ٢v٢r+١ −٢vr+١vr+٢ · · · −٢vr+١vr

−٢vr+٢vr+١ ١− ٢v٢r+٢ · · · ...
... ... . . . ...

−٢vnvr+١ −٢vnvr+٢ · · · ١− ٢v٢n

 .

٣٣Alston Householder(1904-1993)
٣۴Householder matrix



١۴ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

و نمی�کند تغییر A اول سطر r شود ضرب A ماتریس در چپ از (١.١) در Pr و An×n ماتریس اگر
آن�گاه B = PAP اگر پس نمی�کند. تغییر A اول ستون r شود ضرب A ماتریس در راست از اگر
هستند. یکسان B و A ماتریس�های در r× r زیرماتریس اولین و می�باشند متشابه B و A ماتریس�های
بردار یک در صفر ایجاد برای می�توانند که است نهفته حقیقت این در هوس�هولدر ماتریس�های اهمیت

.[١٠] شوند استفاده نیز

مشخصه معادله و ویژه بردار ویژه، مقدار ٧.١

در نگاشتی به�صورت می�تواند دستگاه این بگیرید. نظر در را An×nXn×١ = bn×١ معادلات دستگاه
مواردی نگاشت�ها این در می�کند. تبدیل b بردار به را X بردار که شود، گرفته نظر در Rn برداری فضای
b بردار دیگر عبارت به می�شود. حفظ آن امتداد و می�دهد تغییر را X بردار اندازه�ی تنها که دارد وجود

داشت: خواهیم صورت این در می�شود. تعریف X بردار از مضربی به�صورت
AX = λX.

را λi ثابت ضرایب و An×n ماتریس ویژه٣۵ بردارهای را دارند خاصیتی چنین که xi صفر غیر بردارهای
داریم، تعریف به توجه با گویند. An×n ماتریس ویژه٣۶ مقادیر

(λi − A)xi = ٠.

می�شود: بیان زیر به�صورت مشخصه٣٧ جمله�ای چند دهیم، بسط را | λI − A | اگر حال

| λI − A |=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a١١ −a١٢ · · · −a١n

−a٢١ λ− a٢٢ · · · −a٢n
... ... ... ...

−an١ −an٢ · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λn + C١λ

n−١ + · · ·+ Cn−١λ+ Cn.

است ریشه n دارای مشخصه جمله�ای چند می�شود. گفته An×n ماتریس مشخصه ای جمله چند آن به که
هستند. ماتریس ویژه مقادیر همان که

با ای جمله چند معادله یک | λI − A |= ٠ مشخصه معادله An×n حقیقی ماتریس برای نکته١:
.[١١] است α± iβ مختلط فرم به یا حقیقی به�صورت ویژه مقادیر کلیه بنابراین است. حقیقی ضرایب
α مانند صفر مخالف اسکالر هر برای آن�گاه باشد، A ماتریس برای ویژه بردار یک vi بردار اگر :٢ نکته

.[١٠] بود خواهد آن برای ویژه بردار یک نیز αvi حاصل
صورت این در باشد، آن نظیر ویژه بردار V بردار و A ماتریس برای ویژه مقدار یک λ اگر :٣ نکته
مثبت صحیح مقدار k) بود. خواهد نظیر ویژه بردار با متناظر Ak ماتریس برای ویژه مقدار یک نیز λk

٣۵Eigenvector
٣۶Eigenvalue
٣٧Charactristic polynomial



١۵ مشخصه معادله و ویژه بردار ویژه، مقدار .٧.١

است.)
محاسبه قابل زیر به�صورت ماتریس اثر و دترمینان λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با An×n ماتریس برای

است:

| A |= λ١λ٢ · · ·λn.

trace(A) = λ١ + λ٢ + · · ·+ λn.

است. n مرتبه از جمله�ای چند یک An×n ماتریس هر برای مشخصه جمله�ای چند

| λI − A |= λn + C١λ
n−١ + C٢λ

n−٢ + · · ·+ Cn−١λ+ Cn.

داد: نمایش زیر به�صورت می�توان را جمله�ای چند این

| λI − A |= (λ− λ١)(λ− λ٢) · · · (λ− λn),

تکراری یا متمایز و مزدوج مختلط یا حقیقی می�توانند که هستند ویژه�ای مقادیر λ١, λ٢, · · · , λn آن در که
آید: می به�دست | A | مقدار دهیم، قرار را λ = بالا٠ رابطه در اگر حال باشند.

| A |= (λ١)(λ٢) · · · (λn) =
n∏

i=١
λi.

A−١ ماتریس برای ویژه مقدار یک λ−١
i آن�گاه باشند، A ماتریس برای ویژه مقدار یک λi اگر :۴ نکته

بود. خواهد
ویژه مقادیر همان اصلی قطر روی عناصر پایین�مثلثی و بالامثلثی قطری، ماتریس�های در :۵ نکته

هستند. ماتریس
دارد: وجود ویژه بردارهای و ویژه مقادیر برای ویژه شرایط خاص ماتریس�های مورد در

ویژه بردارهای و حقیقی ویژه مقادیر دارای (A = AT , A = A∗) هرمیتی و متقارن ماتریس •
هستند. متعامد

بردارهای و |λi| = ١ ویژه مقادیر دارای (A−١ = AT , A−١ = A∗) یکانی و متعامد ماتریس •
هستند. متعامد ویژه

می�باشد. متعامد ویژه بردارهای و موهومی ویژه مقادیر دارای (A = −AT ) پادمتقارن ماتریس •

است. متعامد ویژه بردارهای و مثبت ویژه مقادیر دارای (xTAx > ٠) مثبت معین ماتریس •

متعامد ویژه بردارهای و صفر مثبت، ویژه مقادیر دارای (xTAx ≥ ٠) مثبت معین نیمه ماتریس •
می�باشد.



١۶ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

برداری فضای ٨.١

با همراه می�شوند، نامیده بردار که اشیاء از V مجموعه از است عبارت F میدان روی V برداری فضای
V از x+ y فرد منحصربه عضو V از y و x عضو دو هر به به�ترتیب که اسکالر ضرب و جمع عمل دو
دیگر عبارت به یا می�دهد، نسبت را ax ∈ V منحصربه�فرد عضو x ∈ V و a ∈ F عضو هر به�ازای و

می�باشد. بسته ضرب و جمع عمل به نسبت برداری فضای

هرگاه می�شود نامیده V زیرفضای F میدان روی V برداری فضای از W زیرمجموعه .١.٨.١ تعریف
باشد. F میدان روی برداری فضای یک ، V روی شده تعریف اسکالر ضرب و جمع اعمال با W

اعضای از خطی ترکیب را ν ∈ V بردار باشد. F میدان روی برداری فضای یک V اگر .٢.٨.١ تعریف
وجود F از an, . . . , a١ اسکالرهای و un, . . . , u١ مانند V بردارهای از متناهی تعداد هرگاه گوییم، V

به�طوری�که، باشند داشته
ν = a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun.

خطی ترکیبات تمام شامل زیرفضای باشد. V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه Sاگر .٣.٨.١ تعریف
می�شود. نامیده S توسط شده تولید زیرفضای S اعضای از

بردارهای از متناهی تعداد هرگاه گوییم، خطی وابسته را V فضای از S زیرمجموعه .۴.٨.١ تعریف
به�طوری�که، باشند داشته وجود نیستند، صفر همگی که an, . . . , a١ اسکالرهای و S در un, . . . , u١

a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun = ٠.

خطی مستقل نباشد، خطی وابسته که را S مجموعه خطی�اند. وابسته S اعضای این�صورت، در همچنین
گویند.

S هرگاه گوییم، V پایه را S مجموعه باشد. F میدان روی برداری فضای یک V اگر .۵.٨.١ تعریف
می�کند. تولید Vرا که باشد V خطی مستقل زیرمجموعه یک

V فضای بعد را V پایه بردارهای تعداد باشد، متناهی بعد با برداری فضای یک V اگر .۶.٨.١ تعریف
داده�می�شود. نمایش dim(V) با و نامیده

است. شده بیان تفضیل به برداری فضای به مربوط قضیه�های و مفاهیم [۶] مرجع ذر

ماتریس یک شرطی عدد ٩.١

نوشت: می�توان باشد نامنفرد A ماتریس اگر An×nXn×١ = bn×١ خطی معادلات دستگاه در

X = A−١b.



١٧ منفرد مقادیر .١٠.١

خطا این این�صورت در باشد. ∆b مانند کردن گرد از ناشی محاسباتی خطاهای یا نویز شامل b اگر حال
شد. خواهد ظاهر پاسخ در زیر به�صورت

X +∆X = A−١(b+∆b).

نوشت، می�توان لذا

∆X = A−١∆b.

داشت: خواهیم ماتریس�ها نرم خواص به توجه با

∥ ∆X ∥⩽∥ A−١ ∥∥ ∆b ∥ .

یعنی b در کم تغییرات برای باشد، داشته کوچکی مقدار ∥ A−١ ∥ اگر که کرد تعبیر می�توان فوق عبارت از
بزرگ ∥ ∆X ∥ مقدار بزرگ، های ∥ A−١ ∥ برای ولی بود. خواهد کم ∥ ∆X ∥ مقدار کوچک، ∥ ∆b∥
معادلات، دستگاه یک بودن حالت بد تشخیص برای لذا باشد. کوچکی مقدار ∥ ∆b ∥ اگر حتی است.

می�گردد. تعریف حالت عدد یا شرطی٣٨ عدد نام به پارامتری

با را نرم این به وابسته نامنفرد ماتریس شرطی عدد باشد. ماتریسی نرم یک ∥ . ∥ اگر .١.٩.١ تعریف
می�شود. بیان زیر به�صورت و داده نمایش k(A)

k(A) =∥ A ∥∥ A−١ ∥ .

ماتریس ستونی بردارهای و حالت٣٩ خوش ماتریس باشد کوچکی مقدار ماتریس شرطی عدد اگر
ستونی بردارهای و بدحالت۴٠ ماتریس باشد بزرگی مقدار شرطی عدد اگر هستند. خطی مستقل بخوبی
در محاسباتی خطای و است شدن منفرد حال در ماتریس و هستند خطی وابستگی به نزدیک ماتریس

.[۶] می�شود زیاد A ماتریس معکوس

منفرد مقادیر ١٠.١

می�باشند. مثبت معین و هرميتي AA∗ و A∗A ماتریس�های از یک هر Am×n مختلط ماتريس براي
منفرد۴١ مقادیر A∗A ویژه مقادیر جذر باشد m > n اگر و AA∗ ویژه مقادیر جذر باشد، m < n اگر
و ATA متقارن ماتریس�های ویژه مقادیر جذر Am×n حقیقی ماتریس برای می�شود. نامیده A ماتریس

می�شود. گرفته نظر در منفرد مقادیر به�عنوان AAT

رتبه است. ماتريس شرطی عدد و دو نرم محاسبه ماتريس، رتبه تعيين منفرد مقادير كاربردهاي جمله از

٣٨Condition number
٣٩Well condition
۴٠Ill condition
۴١Singular value



١٨ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

ذکر پیش�تر که مطالبی به توجه با می�باشد. ماتريس آن صفر غير منفرد مقادير تعداد با برابر ماتريس يك
مي�آيند، به�دست زير به�صورت ماتريس يك شرطی عدد و دو نُرم شد،

∥A∥٢ = max
∥x∥١=٢

∥Ax∥٢ =
√

λmax.

واقع در گردد. منفرد ATA−λI ماتریس می�شود سبب که است، عددی مقدار بزرگترین λmax آن در که
A ماتریس منفرد مقدار بزرگترین آن جذر لذا است، ATA ماتریس ویژه مقدار بزرگترین همان λmax

داریم: پس بود. خواهد

∥A∥٢ = ωmax.

داریم: ماتریس یک شرطی عدد تعریف در طرفی از

k(A) = ∥A∥∥A−١∥,

شود، بیان نیز زیر به�صورت می�توان شرطی عدد لذا

k(A) =
ωmax

ωmin

,

به�شکل ماتریسی معادلات دستگاه آمدن به�دست �به، منجر تجربی آزمایشات انجام نتایج .١.١٠.١ مثال
است. گردیده زیر

Ax = b →


٩٣٫ ۴٧٧ ١٠٫ ٢٠٢ −٢٨٫ ٨٣٢
١٫ ٩۶٣ ٣٢٫ ٨١۶ ۶٢٫ ۴١۴
٢۶٫ ٨٢١ ٣۶٫ ٨١۶ ۵٧٫ ٢٣۴




x١

x٢

x٣

 =


٣۴٫ ٧١٧٧
٧٠٫ ٩٢۴١
٨٢٫ ٩٢٧١

 .

داریم: است، |A| = −١٫ ٩١٧٠ ̸= ٠ آنجایی�که از
x١

x٢

x٣

 =


٩٣٫ ۴٧٧ ١٠٫ ٢٠٢ −٢٨٫ ٨٣٢
١٫ ٩۶٣ ٣٢٫ ٨١۶ ۶٢٫ ۴١۴
٢۶٫ ٨٢١ ٣۶٫ ٨١۶ ۵٧٫ ٢٣۴


−١ 

٣۴٫ ٧١٧٧
٧٠٫ ٩٢۴١
٨٢٫ ٩٢٧١

→


x١

x٢

x٣

 =


٠٫ ۵٠٠٠
٠٫ ٨٠٠٠
٠٫ ٧٠٠٠

 .

که دارد وجود احتمال این این�صورت در باشد، عملی آزمایش یک اندازه�گیری از حاصل نتایج این اگر
می�کنیم، بررسی دوباره را نتایج فرض این با شود. گرد محاسبات در سهولت منظور به را ارقام از برخی

x١

x٢

x٣

 =


٩٣٫ ۴٧٧ ١٠٫ ٢٠٢ −٢٨٫ ٨٣٢
١٫ ٩۶٣ ٣٢٫ ٨١۶ ۶٢٫ ۴١۴
٢۶٫ ٨٢١ ٣۶٫ ٨١۶ ۵٧٫ ٢٣۴


−١ 

٣۴٫ ٧
٧٠٫ ٩
٨٢٫ ٩

→


x١

x٢

x٣

 =


−١٫ ۶٨٢٩۴
٨٫ ٩٢٢٨٢
−٣٫ ۵٠٢۵۴


این علت بررسی به�منظور است. نموده تغییر چشم�گیری به�طور نتایج می�شود، مشاهده که همان�طور

می�شود. محاسبه A ماتریس منفرد مقادیر ابتدا موضوع

ω١ = ١٠٠٫ ٠٠٠۴, ω٢ = ١٠٠٫ ٠٠٠٠, ω٣ = ٠٫ ٠٠٠٢
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با: می�شود برابر شرطی عدد نتیجه، در

k(A) =
ω١
ω٣

=
١٠٠٫ ٠٠٠۴
٠٫ ٠٠٠٢ = ۵٫ ٢١۶۴× ١٠۵ ≫ ١

منفرد به نزدیک A ماتریس لذا دارد، بزرگی بسیار مقدار ماتریس این شرطی عدد که می�شود مشاهده
بردار در بزرگی خطای بروز سبب b بردار در کوچک بسیار تغییرات اعمال این�صورت در می�باشد. شدن

می�شود. x

ماتریس تجزیه انواع و فاکتورگیری ١١.١

LU تجزیه ١.١١.١

می�گردد. تجزیه U و L ماتریس دو حاصل�ضرب به�صورت An×n نامنفرد مربعی ماتریس روش این در
A = LU.

برای باشد. مثلثی بالا ماتریس یک U و واحد قطری عناصر با مثلثی پایین ماتریسی L به�طوری�که
بلوکی ماتریس�های روش و گوسی حذفی روش از می�توان مربعی ماتریس یک LU تجزیه �آوردن به�دست
به بیشتر توضیح برای می��شود. اکتفا بلوکی ماتریس�های روش مختصر توضیح به اینجا در نمود. استفاده

شود. مراجعه [١٠] مرجع

بلوکی ماتریس�های روش به LU تجزیه

شود: گرفته نظر در زیر به�شکل L و U ، A بلوکی ماتریس�های کلی اگرصورت

A =

[
a١١ A١٢

A٢١ A٢٢

]
, L =

[
١ ٠
L٢١ L٢٢

]
, U =

[
u١١ U١٢

٠ U٢٢

]
.

این�صورت: در

A = LU →

[
a١١ A١٢

A٢١ A٢٢

]
=

[
u١١ U١٢

u١١L٢١ L٢١U١٢ + L٢٢U٢٢

]
.

نوشت: می�توان بنابراین

u١١ = a١١,

U١٢ = A١٢,

L٢١ =
١
u١١

A٢١,

A٢٢ − L٢١U١٢ = L٢٢U٢٢.

است. منحصربه�فرد LU تجزیه .١.١١.١ قضیه
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نوشت: می�توان لذا است، نامنفرد A ماتریس برهان.

det(A) = det(L) det(U) = det(U) ̸= ٠,

باشند، A ماتریس برای تجزیه دو L٢U٢ و L١U١ اگر حال می�باشد. پذیر معکوس U ماتریس بنابراین
داریم:

L١U١ = L٢U٢,

می�شود: نتیجه فوق رابطه از

L−١
٢ L١ = U٢U

−١
١ ,

باید بنابراین هستند. واحد قطری عناصر با مثلثی پایین L−١
٢ L١ ماتریس و بالامثلثی U٢U

−١
١ ماتریس

نتیجه: در باشند همانی ماتریس دو هر

L١ = L٢, U١ = U٢.

می�باشد. منحصربه�فرد LU تجزیه رو این از

LU تجزیه پایه بر خطی جبری معادلات دستگاه حل

دستگاه صورت این در A = LU اگر می�باشد. Ax = b دستگاه حل در LU تجزیه کاربردهای از یکی
می�شود: بیان زیر به�صورت

LUx = b,

می�دهیم: قرار

Ux = y, (٢.١)

داشت: خواهیم نتیجه در

Ly = b. (٣.١)

سپس و می�شود محاسبه y ،(٣.١) پایین�مثلثی دستگاه حل از ابتدا Ax = b دستگاه حل برای بنابراین
می�گردد. محاسبه x ،(٢.١) بالامثلثی دستگاه حل از

شده پرداخته آن به [١١] در که می�باشد معکوس ماتریس محاسبه در تجزیه این دیگر کاربردهای جمله از
است.
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چولسکی تجزیه ٢.١١.١

معین نظر مورد A ماتریس که دارد کاربرد زمانی و است LU تجزیه از خاصی حالت چولسکی تجزیه
باشد. مثبت

به�شکل ماتریس دو حاصل�ضرب به�صورت را An×n مثبت معین ماتریس یک می�توان تعریف به بنا
منظور این به باشد، مثبت قطری عناصر با پایین�مثلثی ماتریس یک L به�طوری�که کرد، تجزیه A = LLT

به�صورت: را A ماتریس تجزیه
a١١ a١٢ · · · a١n

a٢١ a٢٢ · · · a٢n
... ... . . . ...

an١ an٢ · · · ann

 =


l١١ ٠ · · · ٠
l٢١ l٢٢ · · · ٠
... ... . . . ...
ln١ ln٢ · · · lnn




l١١ l٢١ · · · ln١

٠ l٢٢ · · · ln٢
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · lnn

 ,

داشت: خواهیم LT ماتریس ستون�های در L ماتریس اول سطر ضرب با گرفت. نظر در

a١j = l١١lj١, j = ١,٢, · · · , n.

می�شوند، تعیین زیر به�صورت L ماتریس اول ستون عناصر بنابراین

l١١ =
√
a١١,

lj١ =
a١j
l١١

, j = ٢,٣, · · · , n.

داریم: LT ماتریس بعد به دوم ستون�های در L ماتریس دوم سطر ضرب از

a٢j = l٢١lj١ + l٢٢lj٢, j = ٢,٣, · · · , n.

می�آیند. بدست زیر به�صورت L ماتریس دوم ستون عناصر بنابراین

l٢٢ =
√

a٢٢ − l٢٢١,

lj٢ =
a٢j − l٢١lj١

l٢٢
, j = ٣,۴, · · · , n.

ماتریس iام سطر ضرب از است شده محاسبه L ماتریس از ستون i− ١ اینکه فرض با ترتیب همین به
داشت: خواهیم LT ماتریس بعد به iام ستون�های در L

aij = li١lj١ + li٢lj٢ + · · ·+ liilji, j = i, i+ ١, · · · , n.

می�شوند. محاسبه زیر به�صورت L ماتریس iام ستون عناصر بنابراین

lii =

√√√√aii −
i−١∑
k=١

l٢ik,

lji =
١
lii

(
aij −

i−١∑
k=١

likljk

)
, j = i+ ١, i+ ٢, · · · , n.
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L ماتریس nام سطر ضرب از است شده محاسبه L ماتریس از ستون n − ١ اینکه فرض با نهایت در
داشت: خواهیم LT ماتریس nام ستون در

ann = l٢n١ + l٢n٢ + · · ·+ l٢nn,

می�آید. به�دست زیر به�صورت L ماتریس از عنصر آخرین نتیجه در

lnn =

√√√√ann −
n−١∑
k=١

l٢nk.

از یکی جبری، معادلات دستگاه حل بر علاوه می�شود. حاصل A ماتریس چولسکی تجزیه ترتیب این به
.[۶] می�باشد مربعات حداقل مسئله حل در چولسکی تجزیه کاربردهای مهم�ترین

بلوکی ماتریس�های از و گوسی حذفی الگوریتم از می�توان LU تجزیه مانند تجزیه این محاسبه برای
می�شود. پرداخته بلوکی ماتریس�های روش شرح به فقط اینجا در شود. استفاده

بلوکی ماتریس�های روش با چولسکی تجزیه

می�شود، گرفته نظر در زیر به�صورت L و An×n بلوکی ماتریس�های کلی شکل

A =

[
a١١ AT

٢١

A٢١ A٢٢

]
, L =

[
l١١ ٠
L٢١ L٢٢

]
.

آن: در که

l١١ =
√
a١١,

L٢١ =
١
l١١

A٢١,

A٢٢ − L٢١L
T
٢١ = L٢٢L

T
٢٢.

می�گردد. تجزیه A = LLT به�صورت مذکور مثبت معین ماتریس ترتیب این به

چولسکی تجزیه با خطی جبری معادلات دستگاه حل

می�شود، محاسبه زیر به�صورت An×n مثبت معین ماتریس چولسکی تجزیه ابتدا

A = LLT .

داریم: دستگاه معادله در جایگزاری با سپس

Ax = b → LLTx = b,
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آن�گاه: باشد y = LTx اینکه فرض با

LLTx = b → Ly = b.

می�شود، محاسبه زیر به�صورت ساده معادلات سری یک حل با اصلی معادلات دستگاه جواب بنابراین

{
Ly = b

y = LTx

می�شود. استفاده پسرو جایگزینی و پیشرو جایگزینی الگوریتم از معادله دو این حل در که

QR تجزیه ٣.١١.١

در که می�گردد، تجزیه A = QR ماتریس دو حاصل�ضرب به Am×n کامل رتبه ماتریس روش این در
است. مثبت قطری عناصر با بالا�مثلثی پذیر معکوس ماتریس یک Rn×n و متعامد ماتریسی Qm×n آن،
ویژه مقادیر محاسبه مربعات، کمترین مسائل خطی، دستگاه�های عددی حل در کلیدی نقش ۴٢ QR تجزیه
هوس�هولدر روش اشمیت۴٣، گرام سازی متعامد روش از QR تجزیه محاسبه برای دارد. منفرد مقادیر و
پرداخته هوس�هولدر روش و اشمیت گرام روش مختصر شرح به اینجا در می�شود. استفاده گیونز روش و

است. �شده

اشمیت گرام سازی متعامد روش

می�توان {a١, a٢, · · · , an} خطی مستقل بردار دسته یک توسط متعامد بردار دسته یک ساخت به�منظور
روندی با باشند {a١, a٢, · · · an} بردارهای مجموعه Aماتریس ستون�های اگر شود. استفاده روش این از
Q ماتریس آن در که نمود تجزیه A = QR به�صورت را A = (aij) ماتریس می�توان می�شود بیان که
مستقل�خطی و متعامد بردارهای دسته همان Qماتریس ستون�های اینجا در است. بالامثلثی R و متعامد

می�شود. داده تشکیل زیر به�صورت A = QR ابتدا منظور این به می�باشند.

۴٢QR Factorization
۴٣Gram-Schmidt
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نوشت. می�توان A = QR معادله و متعامد ماتریس ویژگی به توجه با

A = [a١, a٢, · · · , an] , Q = [q١, q٢, · · · , qn] , R =


r١١ r١٢ · · · r١n

r٢٢ · · · r٢n
. . . ...

rnn

 .

[a١, a٢, · · · , an] = [q١, q٢, · · · , qn]


r١١ r١٢ · · · r١n

r٢٢ · · · r٢n
. . . ...

rnn

 .


a١ = r١١q١ ⇒ q١ =

a١
r١١

,

aT١ a١ = |r١١|
=١︷︸︸︷
qT١ q١ ⇒ r١١ =∥ a١ ∥٢ .

a٢ = r١٢q١ + r٢٢q٢,

qT١ a٢ = r١٢q
T
١ q١ + r٢٢

=٠︷︸︸︷
qT١ q٢ ⇒ r١٢ = qT١ a٢, q٢ =

=b٢︷ ︸︸ ︷
a٢ − r١٢q١

r٢٢
,

r٢٢ = ∥a٢ − r١٢q٢∥١ = ∥b٢∥٢.

داشت: خواهیم jام معادله برای ترتیب همین به

bj = aj − r١jq١ − r٢jq٢ − · · · − rj−١,jqj−١.

rij = qTi aj, rjj = ∥bj∥٢, qj =
bj
rjj

.

می�توان اشمیت گرام الگوریتم روند همین با بلکه نیست Aماتریس بودن مربعی به لزومی QR تجزیه در
آورد. به�دست نیز مربعی غیر ماتریس یک برای را QR تجزیه

شود، گرفته نظر در زیر به�شکل A ماتریس اگر .٢.١١.١ مثال

A =


٢ ۴ −۴
١ ۵ −۵
٢ ١٠ ۵

 .

می�شود. عمل زیر به�صورت اشمیت گرام روش با ماتریس این QR تجزیه محاسبه برای
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نتیجه، در a١ =


٢
١
٢

 داریم

r١١ =∥ a١ ∥٢=
√
۴+ ١+ ۴ = ٣, q١ =

a١
r١١

=


٢
٣
١
٣
٢
٣

 ,

r١٢ = qT١ a٢ =

[
٢
٣

١
٣

٢
٣

]
۴
۵
١٠

 = ١١,

b٢ = a٢ − r١٢q١ =


۴
۵
١٠

− ١١


٢
٣
١
٣
٢
٣

 =


−١٠

٣
۴
٣
۵
٣

 ,

r٢٢ =∥ b٢ ∥=
√
١٠٠
٩ +

١۶
٩ +

۶۴
٩ = ٢

√
۵, q٢ =

b٢
r٢٢

=


− ۵
٣
√
۵

٢
٣
√
۵

۴
٣
√
۵

 ,

r١٣ = qT١ a٣ =

[
٢
٣

١
٣

٢
٣

]
−۴
−۵
۵

 = −١,

r٢٣ = qT٢ a٣ =

[
− ۵
٣
√
۵

٢
٣
√
۵

۴
٣
√
۵

]
−۴
−۵
۵

 = ٢
√
۵,

b٣ = a٣ − r١٣q١ − r٢٣q٢ =


−۴
−۵
۵

+


−٢
٣
١
٣
٢
٣

− ٢
√
۵


− ۵
٣
√
۵

٢
٣
√
۵

۴
٣
√
۵

 =


٠
−۶
٣

 ,

r٣٣ =∥ b٣ ∥٢=
√
٠+ ٣۶+ ٩ = ٣

√
۵, q٣ =

b٣
r٣٣

=


٠
−٢√
۵
١√
۵

 ,
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می�آیند، به�دست زیر به�صورت R و Q ماتریس�های نتیجه در

Q =


٢
٣ − ۵

٣
√
۵

٠
١
٣

٢
٣
√
۵

− ٢√
۵

٢
٣

۴
٣
√
۵

١√
۵

 , R =


٣ ١١ −١
٠ ٢

√
۵ ٢

√
۵

٠ ٠ ٣
√
۵

 .

هولدر هاوس QR تجزیه روش

باشد. ۴× ۴ ماتریس یک A می�شود فرض سادگی برای و شود وارد خللی مسئله کلیت به که این بدون
که، می�شود ساخته چنان P١ هوس�هولدر ماتریس اول گام در

A١ = P١A =


∗ ∗ ∗ ∗
٠ ∗ ∗ ∗
٠ ∗ ∗ ∗
٠ ∗ ∗ ∗

 .

که، می�شود ساخته طوری P٢ هوس�هولدر ماتریس دوم گام در

A٢ = P٢A١ =


∗ ∗ ∗ ∗
٠ ∗ ∗ ∗
٠ ٠ ∗ ∗
٠ ٠ ∗ ∗

 .

که، می�شود ساخته زیر به�صورت P٣ هوس�هولدر ماتریس نهایت در و

P٣A٢ =


∗ ∗ ∗ ∗
٠ ∗ ∗ ∗
٠ ٠ ∗ ∗
٠ ٠ ٠ ∗

 .

نتیجه .در R = P٣P٢P١A و می�باشد بالامثلثی R ماتریس که است واضح ،P٣A٢ = R می�دهیم قرار
نوشت: می�توان

A = P−١
١ P−١

٢ P−١
٣ R = P١P٢P٣R.

زیرا: می�باشد، متعامد ماتریسی Q که ،Q = P١P٢P٣ می�کنیم فرض

QTQ = (P١P٢P٣)
T (P١P٢P٣) = P t

٣P
T
٢ P

T
١ P١P٢P٣ = I.

می�شود. حاصل A ماتریس QR تجزیه ترتیب این به
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طیفی تجزیه ۴.١١.١

با: است برابر K ماتریس طیفی۴۴ تجزیه

K = QTXQ,

ماتریس یک آن قطر روی بلوک هر که بلوکی قطری ماتریسی ،X ماتریس و متعامد ماتریسی Q آن در که
فرم: به ٢× ٢ مرتبه با

[
٠ δi

−δi ٠

]
,

K ماتریس ویژه مقادیر موهومی) قسمت (صرفأ مختلط مزدوج از جفت یک ،±δi آن در که δi > ٠ با
.[١١] است

SV D تجزیه ۵.١١.١

یک روش این در می�باشد. منفرد۴۵ مقادیر بر�اساس تجزیه ماتریس�ها تجزیه روش�های مهم�ترین از یکی
می�شود، تجزیه زیر به�صورت K رتبه با Am×n مانند ماتریس

A = UΣV T ,

می�باشند. متعامد ماتریس�های Vn×n = [v١ ... vn] و Um×m = [u١ ... um] آن در که
از Vn×n ماتریس ستون�های و AAT ماتریس یکامتعامد ویژه بردارهای از Um×m ماتریس ستون�های
عناصر که است قطری ماتریس یک Σm×n و می�شوند تشکیل ATA ماتریس یکامتعامد ویژه بردارهای

می�باشند، ATA یا AAT ماتریس صفر غیر منفرد مقادیر آن قطر روی

Σm×n = diag(ω١, · · · , ωp) P = min{m,n}
ω١ ≥ ω٢ ≥ · · · ≥ ωk > ٠ ωk+١ = · · · = ωp = ٠

غیر منفرد مقدار کوچکترین و بزرگترین به�ترتیب ωk و ω١ اینجا در و می�باشد P برابر A ماتریس رتبه
.[١٠] هستند A ماتریس صفر

شود، گرفته نظر در زیر به�شکل A ماتریس اگر .٣.١١.١ مثال

A =

[
٣ ١ ١
−١ ٣ ١

]
.

۴۴Spectral decomposition
۴۵Singular Value Decomposition (SVD)
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به نیاز کار این برای می�شود. ساخته U بردار ابتدا ،A = UΣV T منفرد مقدار تجزیه محاسبه برای
است. AAT ماتریس یکامتعامد بردارهای

AT =


٣ −١
١ ٣
١ ١

→ AAT =

[
٣ ١ ١
−١ ٣ ١

]
٣ −١
١ ٣
١ ١

 =

[
١١ ١
١ ١١

]
.

می�شود: محاسبه AAT ماتریس ویژه مقادیر

|λI٢ − AAT | = (λ− ١٢)(λ− ١٠),

با: هستند برابر AAT ماتریس ویژه مقادیر لذا

λ١ = ١٢, λ٢ = ١٠.

به را آن�ها از یک هر با متناظر ویژه بردارهای حال دارد. متمایز و حقیقی ویژه مقدار دو AAT ماتریس
می�شود. آورده دست

(AAT − λ١I٢)u١ = ٠ →

[
−١ ١
١ −١

][
u١١

u٢١

]
= ٠ → u١ =

[
١
١

]
,

(AAT − λ٢I٢)u٢ = ٠ →

[
١ ١
١ ١

][
u١٢

u٢٢

]
= ٠ → u٢ =

[
١
−١

]
,

]پس،
u١ u٢

]
=

[
١ ١
١ −١

]
,

U٢×٢ ماتریس لذا کرد. تبدیل یکامتعامد به�صورت را بردار دو این اشمیت گرام فرایند اعمال با می�توان
می�آید، به�دست زیر به�شکل

U =


١√
٢

١√
٢

١√
٢

−١√
٢

 .

ATAماتریس ویژه مقادیر می�آید. به�دست ATAماتریس یکامتعامد ویژه بردارهای از نیز V٣×٣ ماتریس
از، عبارتند

λ١ = ١٢, λ٢ = ١٠, λ٣ = ٠.

است برابر آن�ها از یک هر با متناظر ویژه بردارهای دارد. متمایز و حقیقی ویژه مقدار سه ATA ماتریس
با:

(ATA− λ١I٣)v١ = ٠ →


−٢ ٠ ٢
٠ −٢ ۴
٢ ۴ −١٠




v١١

v٢١

v٣١

 = ٠ → v١ =


١
٢
١

 ,
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(ATA− λ٢I٣)v٢ = ٠ →


٠ ٠ ٢
٠ ٠ ۴
٢ ۴ −٨




v١٢

v٢٢

v٣٢

 = ٠ → v٢ =


٢
−١
٠

 ,

(ATA− λ٣I٣)v٣ = ٠ →


١٠ ٠ ٢
٠ ١٠ ۴
٢ ۴ ٢




v١٣

v٢٣

v٣٣

 = ٠ → v٣ =


١
٢
−۵

 ,


v١

v٢

v٣

 =


١ ٢ ١
٢ −١ ٢
١ ٠ −۵

 ,

لذا، آورد. به�دست می�توان را یکامتعامد ویژه بردارهای اشمیت گرام سازی یکامتعامد فرایند اعمال با

V =


١√
۶

٢√
۵

١√
٣٠

٢√
۶

−١√
۵

٢√
٣٠

١√
۶

٠ −۵√
٣٠

 .

می�آید، به�دست زیر به�صورت شده محاسبه منفرد مقادیر از استفاده با Σ٣×٢ ماتریس انتها در

Σ =

[
σ١ ٠ ٠
٠ σ٢ ٠

]
=

[ √
١٢ ٠ ٠
٠

√
١٠ ٠

]
,

می�آید، به�دست زیر به�شکل ماتریس منفرد مقادیر تجزیه بنابراین،

A = UΣV T =


١√
٢

١√
٢

١√
٢

−١√
٢


[ √

١٢ ٠ ٠
٠

√
١٠ ٠

]
١√
۶

٢√
۵

١√
٣٠

٢√
۶

−١√
۵

٢√
٣٠

١√
۶

٠ −۵√
٣٠



T

.

SV D تجزیه کاربردهای ۶.١١.١

ماتريس اساسي فضاهاي زير تعيين

مي�باشد، زير به�صورت منفرد مقادير تجزيه گسترده فرم

AV = UΣ −→ Avi = ωiui.

است. ωi با برابر نگاشت این اندازه که می�شود، نگاشت ui مانند متناظر بردار یک به vi بردار هر یعنی
مقادیر گرفتن نظر در با می�شوند. نامیده راست۴۶ و چپ منفرد بردارهای به�ترتیب vi و ui بردار�های

۴۶Left and Right Singular Vectors
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داد، نمایش زیر به�صورت می�توان را ویژه مقادیر تجزیه ،Am×n ماتریس صفر منفرد

 u١ · · ·uk︸ ︷︷ ︸
BasisforR(A)

| uk+١ · · ·um︸ ︷︷ ︸
BasisforN(AT )




ω١ ٠
. . . ٠

٠ ωk

٠ ٠


 v١ · · · vk︸ ︷︷ ︸
BasisforR(AT )

| vk+١ · · · vn︸ ︷︷ ︸
BasisforN(A)


T

.

شده�اند. مشخص ماتریس اصلی فضای زیر چهار از یک هر پایه بردارهای حاصل، تجزیه روی بر

ماتريس شبه�معکوس و معكوس دترمينان، محاسبه

کرد. استفاده ماتریس آن معکوس و دترمینان محاسبه برای می�توان ماتریس یک منفرد مقادیر تجزیه از
به�صورت: دترمینان An×n مربعی ماتریس یک برای

|A| = ±
n∏

i=١
ωi.

داریم: هستند متعامد V و U ماتریس�های اینکه به توجه با می�شود. محاسبه

|A| = |UΣV T | = |A||Σ||V T | = (±١)|Σ|(±١) = ±|Σ| = ±
n∏

i=١
ωi.

مي�شود، تعريف زير به�صورت ماتريس معكوس A کامل رتبه و مربعی ماتریس برای

A−١ = (UΣV T )−١ = (V T )−١Σ−١U−١ = V Σ−١UT ,

می�باشد. Σ−١ = diag(١/ω١,١/ω٢, · · · ,١/ωn) آن در که
با: است برابر منفرد مقادیر تجزیه از استفاده با Am×n ماتریس معکوس شبه

A†
n×m = V Σ†UT ,

آن: در که

Σ†
n×m = diag(١/ω١,١/ω٢, · · · ,١/ωk,٠, · · · ,٠), ω١ ≥ ω٢ ≥ · · · ≥ ωk > ٠.

می�شود. محاسبه زیر ماتریس شبه�معکوس منفرد، مقدار تجزیه روش به�کارگیری با .۴.١١.١ مثال
١ ٠ −١ ٢
١ ٢ ١ ٠
٠ ١ ١ ١
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می�باشد. زیر به�شکل A ماتریس منفرد مقدار تجزیه

A = UΣV T =


٠٫ ۵٧٧۴ ٠٫ ٧٠٧١ −٠٫ ۴٠٨٢
−٠٫ ۵٧٧۴ ٠٫ ٧٠٧١ ٠٫ ۴٠٨٢
−٠٫ ۵٧٧۴ ٠ −٠٫ ٨١۶۵



٣ ٠ ٠ ٠
٠ ٢٫ ۴۴٩۵ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠




٠ ٠٫ ۵٧٧۴ ٠٫ ١٠۶۶ −٠٫ ٨٠٩۵
−٠٫ ۵٧٧۴ ٠٫ ۵٧٧۴ ٠٫ ٣۵١۵ ٠٫ ۴۵٨١
−٠٫ ۵٧٧۴ ٠ −٠٫ ٨٠٩۵ −٠٫ ١٠۶۶
−٠٫ ۵٧٧۴ −٠٫ ۵٧٧۴ ٠٫ ۴۵٨١ −٠٫ ٣۵١۵


T

می�شوند. محاسبه زیر به�صورت A† و Σ† ماتریس�های بنابراین ،rank(A) = ٢ است لذا

Σ† =


٠٫ ٣٣٣٣ ٠ ٠

٠ ٠٫ ۴٠٨٢ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 −→ A† = V Σ†UT =


٠٫ ١۶۶٧ ٠٫ ١۶۶٧ ٠
٠٫ ٠۵۵۶ ٠٫ ٢٧٧٨ ٠٫ ١١١١
−٠٫ ١١١١ ٠٫ ١١١١ ٠٫ ١١١١
−٠٫ ٢٧٧٨ −٠٫ ٠۵۵۶ ٠٫ ١١١١



مربعات حداقل مسئله حل

Am×nXn×١ = ناسازگار معادلات دستگاه براي X̂ پاسخ بهترين يافتن هدف مربعات حداقل مسئله در
حل با توان مي باشد، كامل رتبه Aماتريس زماني�كه گردد. حداقل ∥ AX̂− b∥ به�طوري�كه است، bm×١

را مربعات حداقل مسئله پاسخ چولسكي تجزيه و QR تجزیه از استفاده با يا و نرمال معادلات مستقيم
ماتريس زماني�كه يا و دارد رتبه نقص A ماتريس كه مواقعي در شده ذکر روش�هاي ليكن آورد. به�دست
بر مبتني روشي از مي�توان مواقعي چنين در نيستند. استفاده قابل باشد بد�حالت ماتريس يك ATA

شود. استفاده ماتريس منفرد مقادير تجزيه
به�صورت شبه�معكوس اگر مي�شود، استفاده مربعات حداقل مسئله حل براي شبه�معكوس ماتريس از
ناسازگار معادلات دستگاه برای مربعات حداقل مسئله جواب X = A†b گردد، معرفی A† = V Σ†UT

می�باشد. AX = b

ماتريس�ها۴٧ پايين رتبه تقريب

تجزیه می�باشد. پايين�تر رتبه ماتريس يك با ماتريس يك تقريب در منفرد مقادير تجزيه كاربردهاي از يكي
با: است برابر r رتبه با A ماتریس منفرد مقادیر

A = UΣV T ,

۴٧Low Rank Approximation
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A =
[
U١ | U٢

]


ω١ ٠
. . . ٠

٠ ωr

٠ ٠


[
V T
١

V T
٢

]
, rank(A) = r.

تجزیه باشد. کوچکی مقدار ∥ A − B ∥٢ به�طوری�که می�باشد، k < r رتبه با Bماتريس يافتن مسئله،
شود، داده نمایش زیر به�صورت می�تواند A ماتریس منفرد مقادیر

A = u١ω١v
T
١ + u٢ω٢v

T
٢ + · · ·+ urωrv

T
r , ω١ > ω٢ > · · · > ωr,

مي�شود، بيان زير به�صورت A ماتريس مسئله، اين پاسخ يافتن براي

A =
[
U١a U١b U٢

]



ω١ ٠
. . . ٠ ٠

٠ ωk

ωk+١ ٠

٠ . . . ٠
٠ ωr

٠ ٠ ٠




V T
١a

V T
١b

V T
٢

 ,

شود: نوشته می�تواند زیر به�صورت یا و

A = u١ω١v
T
١ + u٢ω٢v

T
٢ + · · ·+ ukωkv

T
k + uk+١ωk+١v

T
k+١ + · · ·+ urωrv

T
r .

در بيشتري نقش هستند غالب�تري منفرد مقادير شامل كه جملاتي ، ω١ > ω٢ > · · · > ωr چون و
جملات از مي�توان راحتي به باشد، زياد ωk+و١ ωk بين اختلاف اگر حال دارند. A ماتريس ساختار
B ماتريس بنابراين نمود. بيان غالب�تر جملات برحسب فقط را ماتريس و کرد صرف�نظر بعد به k+ ١

شود، انتخاب زير به�صورت مي�تواند

B = u١ω١v
T
١ + u٢ω٢v

T
٢ + · · ·+ ukωkv

T
k ,

A =
[
U١a U١b U٢

]


ω١ ٠
. . . ٠ ٠

٠ ωk

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠




V T
١a

V T
١b

V T
٢

 ,

بنابراین:

B = U١a


ω١ ٠

. . .
٠ ωk

V T
١a.
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مي�شود، بيان زير به�صورت ماتريس دو اين بين تفاوت

A−B = uk+١ωk+١v
T
k+١ + · · ·+ urωrv

T
r ,

A−B = U١b


ωk+١ ٠

. . .
٠ ωr

V T
١b .

خطاي ترتيب اين به و بود خواهد ∥ A−B ∥٢⩽ ωk+١ لذا مي�باشد، منفرد مقدار تجزيه�ی يك بالا رابطه
مي�آيد. به�دست نيز تقريب

ها سيگنال نويز كاهش

صوتي سيگنال�هاي ويژه به سيگنال�ها نويز كاهش در ماتريس�ها منفرد مقادیر تجزیه كاربردهاي از يكي
شود، داده نمایش زیر به�صورت X(t) پیوسته زمان سیگنال از برداری نمونه اگر است. تصويري و

X =
[
x١ x٢ x٣ · · · xn

]
.

داد، نمايش ماتريس يك قالب در را آن�ها و دسته�بندي مناسب ترتيب يك با را نمونه�ها می�توان

Am×n =


x١ xm+١ x٢m+١ · · ·
x٢ xm+٢ x٢m+٢ · · ·
... ... ... ...
xm x٢m x٣m · · ·

 .

غالب منفرد مقادير ديگر به نسبت آنها از برخي كه شد خواهد مشخص ماتريس منفرد مقادير محاسبه با
دارند، سيگنال و ماتريس ساختار ايجاد در كمتري نقش آخر جملات لذا هستند، تر

A = u١ω١v
T
١ + u٢ω٢v

T
٢ + · · ·+ uKωKv

T
K + uk+١ωk+١v

T
k+١ + · · ·+ urωrv

T
r .

زير، نويزي سيگنال گرفتن نظر در با حال

Xn = X + n.

مي�دهد جلوه اهميت�تر پر را آخر جملات و شده ماتريس كوچك�تر منفرد مقادير اندازه افزايش سبب نويز
از استفاده با اگر حال مي�شود. سيگنال و ماتريس اصلي ساختار تخريب سبب جملات اين دخالت و
در داد. كاهش را نويز مي�توان نوعي به نمود حذف را جملات اين بتوان ماتريس پايين رتبه تقريب روش
استفاده نيز مياني ويژه مقادير براي وزن�دهي روش از گاهي سيگنال وضعيت شدن بهتر جهت روش اين

.[۶] مي�شود
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تصويري۴٨ داده�هاي سازي فشرده

درسيستم است. تصويري داده�هاي فشرده�سازي در ماتريس�ها پايين رتبه تقريب از ديگري كاربرد
تصوير كيفيت و حجم به ماتريس اين ابعاد كه مي�گردد ذخيره ماتريس يك قالب در تصوير هر كامپيوتري
اين كيفيت چه هر مي�شود. داده اختصاص عددي رنگي، طيف رنگ�هاي از يك هر براي دارد. بستگي
اين ماتريس پايين رتبه تقريب روش است. بالاتر شده ذخيره�سازي ماتريس حجم باشد بالاتر تصاوير
نمود. سازي ذخيره كمتري حجم در آنها كيفيت حفظ با را مذكور تصاوير بتوان تا مي�كند فراهم را امكان
زمين، به فضاپيما كاوشگرهاي توسط شده گرفته تصاوير ارسال در به�ويژه موضوع اين مثال به�عنوان
ارسال از حاكي كه مي�باشد بالا بسيار مواقعي چنين در تصاوير تعداد زيرا مي�كند پيدا ويژه�اي اهميت
را اصلي تصوير مي�توان راحتي به منفرد مقادير از تعدادی از استفاده با تنها است. بالايي داده�هاي حجم

.[۶] دارد نظر مورد تصوير كيفيت به بستگي اين البته كرد، بازسازي قبولي قابل طرز به

شور مثلثی�سازی ١٢.١

یکانی» «متشابه مثلثی بالا ماتریس یک با A مختلط ماتریس هر ۴٩ شور). (تجزیه ١.١٢.١ قضیه
به�طوری�که، دارد وجود U یکانی ماتریس A ماتریس هر برای یعنی است.

B = U∗AU.

ویژه�ی مقادیر همان B قطر روی درایه�های این�صورت در که شود توجه است. بالامثلثی ماتریس یک
.[١١] است برقرار نیز مثلثی پایین ماتریس�های برای قضیه این مشابه هستند. A ماتریس

از ویژه بردارهای و ویژه مقادیر مورد در مهمی نتایج می�باشد. مهمی نظری معنای دارای قضیه این
می�پردازیم. قضیه این از نتیجه چند ارائه به اینجا در آید. به�دست قضیه این

عبارتند Am ماتریس ویژه مقادیر آن�گاه باشند. Aماتریس ویژه مقادیر λn, · · · , λ١ اگر .٢.١٢.١ قضیه
.λm

n , · · · , λm
٢ , λ

m
١ از

شور: مثلثی�سازی قضیه به توجه با برهان.

B = U∗AU.

این�صورت: در

Bm = (U∗AU)(U∗AU) · · · (U∗AU)︸ ︷︷ ︸
m

= U∗A(U∗U)A(U∗U) · · · (U∗U)AU

= U∗AmU.

۴٨Data Compression
۴٩Schur decomposition



٣۵ شور مثلثی�سازی .١٢.١

چون هستند. آن قطری عناصر λm
n , · · · , λm

٢ , λ
m
١ و می�باشد مثلثی ماتریس یک نیز Bm ماتریس اما

می�باشند. برابر ویژه مقادیر دارای آن�ها نتیجه در متشابه�اند، Bm و Am ماتریس�های

آن�گاه باشد. هرمیتی ماتریسی A اگر .٣.١٢.١ قضیه

که: به�گونه�ای دارد وجود U مانند یکانی ماتریس .١

U∗AU = D.

باشد. قطری ماتریس یک

می�باشند. حقیقی A ماتریس ویژه مقادیر .٢

باشند. یکامتعامد که شوند انتخاب به�گونه�ای می�توانند A ویژه بردارهای .٣

داریم: شور سازی مثلثی قضیه طبق برهان. .١

U∗AU = B,

داریم: است. قطری B که می�شود داده نشان اکنون می�باشد. مثلثی ماتریس B آن در که

(U∗AU)∗ = B∗,

یا

U∗A∗U = B∗.

نتیجه: در A∗ = A چون و

U∗AU = B∗,

یا

B = B∗.

است، هرمیتی و مثلثی B چون می�باشد. هرمیتی B ماتریس که است موضوع این نشان�دهنده
باشد. قطری ماتریسی باید پس

یک قطری عناصر و هستند D ماتریس قطری عناصر A ماتریس ویژه مقادیر چون برهان. .٢
هستند. حقیقی A ویژه مقادیر نتیجه در باشند، حقیقی باید هرمیتی ماتریس

باشد متقارن A که می�کند ایجاب A∗ = A آن�گاه باشد، حقیقی A اگر که است ذکر به لازم
هستند. حقیقی همچنین حقیقی متقارن ماتریس یک ویژه مقادیر و (AT = A)



٣۶ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

رابطه، از سپس شود. داده نمایش un تا u١ توسط U ماتریس ستون�های اگر برهان. .٣

U∗AU = D,

یا

AU = UD,

یا

A(u١, u١, · · · , un) = (u١, u٢, · · · , un)diag(d١, d٢, · · · , dn).

است، یکانی ماتریس یک U چون است. di ویژه مقدار نظیر A ویژه بردار ui که می�شود ملاحظه
هستند. یکا�متعامد u١, u٢, · · · , un ویژه بردارهای

ویژه بردارهای و هستند حقیقی آن ویژه مقادیر چون آن�گاه باشد، متقارن و حقیقی A ماتریس اگر
باشد. متعامد می�تواند بالا قضیه در U یکانی ماتریس نتیجه در شوند، انتخاب حقیقی می�توانند

جردن متعارف فرم ١٣.١

اگر است متشابه قطری ماتریس یک با n × n مرتبه از دلخواه ماتریس هر که شد بیان قبل بخش در
هرمیتی، ماتریس بنابراین، باشد. خطی مستقل ویژه بردار n از کامل مجموعه یک دارای اگر فقط و
در هستند. متشابه قطری ماتریس یک با متمایز ویژه مقادیر دارای ماتریس و حقیقی متقارن ماتریس

است. متشابه بلوکی قطری ماتریس یک با همیشه دلخواه ماتریس هر �می�شود داده نشان بعد قضیه

نامنفرد ماتریس یک ،A مانند n×n مرتبه از ماتریس هر برای ۵٠ جردن). متعارف (فرم ١.١٣.١ قضیه
�که: دارد وجود X

X−١AX =


J١ ٠ . . . ٠
٠ J٢ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · Jn

 ,

به�صورت: Ji ماتریس�های زیر از یک هر به�طوری�که

Ji =



λi ١
λi ١

. . . . . .
. . . ١

λi


.

.[١١] هستند صفر برابر شده�اند گذاشته خالی که درایه�هایی Ji ماتریس در است.
۵٠Jordan form



٣٧ جردن متعارف فرم .١٣.١

شدنی قطری A ماتریس باشند، داشته ١ × ١ سایز Ji ماتریس�های زیر همه�ی که خاصی حالت در
A ویژه�ی مقادیر همان خیر) یا باشد شدنی قطری A اینکه از (مستقل λi−ها که شود توجه است.

دارد. تکرار λi ویژه�ی مقدار آن�گاه باشد داشته ١× ١ از بزرگتر Jiسایزی اگر هستند.





٢ فصل

پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس

پرداخته پادمتقارن و سیمپلکتیک ماتریس ویژگی�های و سیمپلکتیک ماتریس�های معرفی به فصل این در
می�گیرد. قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که می�شود، ارائه سیمپلکتیک ماتریس�های تجزیه نیز و شده

سیمپلکتیک ماتریس ١.٢

می�کنند. ایفا ماتریس مسائل حل و تحلیل و تجزیه در را مهمی نقش سیمپلکتیک ماتریس�های
حفظ را سیمپلکتیک ماتریس�های و ،�شبه�همیلتونی همیلتونی ساختارهای سیمپلکتیک تشابهی تبدیلات
حل و تحلیل و تجزیه در اصلی ابزار عنوان به سیمپلکتیک ماتریس�های حقیقت این اساس بر می�کنند.

.[١٧] گرفته�اند قرار استفاده مورد سیمپلکتیک ویژه مقدار و همیلتونی مسائل عددی

اگر می�شود نامیده سیمپلکتیک١ S ∈ C٢m×٢m ماتریس .١.١.٢ تعریف

SJmS
∗ = Jm,

آن در که

Jm =

[
٠ Im

−Im ٠

]
∈ R٢m×٢m. (١.٢)

حقیقی سیمپلکتیک ماتریس بنابراین می�باشد. متعامد٢ سیمپلکتیک S ماتریس حقیقی حالت در
می�شود. تعریف زیر به�شکل

باشیم. داشته اگر می�شود نامیده حقیقی٣ سیمپلکتیک S ∈ R٢m×٢m ماتریس .٢.١.٢ تعریف

SJST = J.

شود. می نامیده نیز متعامد −J همچنین سیمپلکتیک ماتریس است. (١.٢) به�صورت J آن در که
١Symplectic
٢Orthogonal symplectic
٣ Real symplectic



۴٠ پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس .٢

اثبات قابل راحتی به J ماتریس از زیر ویژگی�های است. حقیقی پادمتقارن ماتریس یک J ماتریس
هستند.

JT = −J, J٢ = −I, J−١ = −J = JT ,

JTJ = I٢, JTJT = −I, det(J) = ±١.

می�شود. استفاده سیمپلکتیک ماتریس به مربوط قضایای اثبات در فوق ویژگی�های

باشد. det(S) = ١ اگر تنها و اگر است سیمپلکتیک S ∈ R٢×٢ ماتریس .٣.١.٢ مثال

داریم: a, b, c, d ∈ R می�دهیم قرار برهان.

S =

[
a b

c d

]
.

داریم: سیمپلکتیک ماتریس تعریف به توجه با

STJS =

[
a c

b d

][
٠ ١
−١ ٠

][
a b

c d

]
=

[
٠ ad− bc

−ad+ bc ٠

]
.

آن�گاه باشد STJS = J اگر برعکس و STJS = J آن�گاه باشد det(S) = ad− bc = ١ اگر نتیجه در
.det(S) = ad− bc = ١

می�گیرند، قرار استفاده مورد اثباتقضایا در ماتریسسیمپلکتیککه پایه�ای خصوصیات ابتدا اینجا در
می�شود. بیان

آن�گاه: باشند حقیقی سیمپلکتیک B و A ماتریس�های اگر .۴.١.٢ گزاره

است. نامنفرد ،A ماتریس .١

.A−١ = −JATJ .٢

هستند. حقیقی سیمپلکتیک AB و A−١ ،AT ماتریس�های .٣

داریم: سیمپلکتیک ماتریس تعریف به توجه با .١ برهان.

ATJA = J −→ det(ATJA) = det(J) −→ det(AT ). det(J). det(A) = det(J),

پس:

det(AT ) det(A) = ١,

(det(A))٢ = ١ =⇒ det(A) = ±١ ̸= ٠.

است. نامنفرد ماتریسی ،A ماتریس بنابراین



۴١ سیمپلکتیک ماتریس .١.٢

داریم: سیمپلکتیک ماتریس تعریف به توجه با است سیمپلکتیک ماتریس یک A ماتریس .٢

ATJA = J =⇒ ATJ = JA−١,

داشت: خواهیم

J−١ATJ = A−١ =⇒ JTATJ = A−١,

داریم: بنابراین −J = JT

A−١ = −JATJ.

در�این�صورت: است سیمپلکتیک ماتریس یک A ∈ R٢n×٢n ماتریس .٣

ATJA = J =⇒ ATJAJ = J٢ = −I,

=⇒ATJAJAT = −IAT = −AT ,

داریم: (AT )−١ در تساوی طرف دو ضرب با

JAJAT = −I,

داشت: خواهیم J−١ در تساوی طرف دو ضرب با

AJAT = −J−١ = −(−J) = J =⇒ AJAT = J.

آن�گاه،

(AT )TJAT = J.

است. حقیقی سیمپلکتیک ماتریس یک AT ماتریس بنابراین
رابطه از است. حقیقی سیمپلکتیک ماتریس یک A−١ ∈ R٢n×٢n ماتریس می�دهیم نشان حال

داریم: (٢) قسمت در A−١ = −JATJ

ATJA = J =⇒ (A−١)TJA = (−JATJ)TJ(−JATJ)

= JT (JA)TJJATJ

= JTAJT (−I)ATJ

= −JTAJTATJ

= −JTJTJ

= −(−I)J

= J.



۴٢ پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس .٢

است. متعامد سیمپلکتیک ماتریس یک A−١ بنابراین
حاصل�ضرب آن�گاه باشند حقیقی سیمپلکتیک B Aو ∈ R٢n×٢n ماتریس�های اگر می�دهیم نشان

است. حقیقی سیمپلکتیک نیز آن�ها

(AB)TJAB = BTATJAB = BTJB = J.

می�باشد. سیمپلکتیک نیز AB ماتریس بنابراین

از گروه این ادامه در هستند مهمی نقش دارای متعامد سیمپلکتیک ماتریس�های عددی آنالیز در
می�شوند. معرفی بیشتر ماتریس�ها

باشیم: داشته اگر تنها و اگر است سیمپلکتیک U ∈ R٢m×٢m متعامد ماتریس .۵.١.٢ لم

U =

[
Q١ Q٢

−Q٢ Q١

]
.

هستند. Q١, Q٢ ∈ Rm×m آن در که

اگر تنها و اگر است متعامد U ماتریس برهان.

QT
١Q١ +QT

٢Q٢ = Im.

و

QT
١Q٢ = QT

٢Q١.

است. سیمپلکتیک ماتریس یک U نتیجه در است فوق رابطه دو معادل UTJU = J رابطه

باشد. زیر بلوکی فرم به ٢n× ٢n مرتبه با حقیقی ماتریسی M اگر .۶.١.٢ گزاره

M =

[
A B

C D

]
.

آن�گاه:

تساوی نیز و متقارن BTD و ATC ماتریس دو هر اگر تنها و اگر است سیمپلکتیک M ماتریس .١
باشد. برقرار ATD − CTB = I

بتوان را M ماتریس و نامنفرد A اگر تنها و اگر است سیمپلکتیک M ماتریس باشد C = ٠ اگر .٢
به�شکل:

M =

[
A ٠
٠ (AT )−١

][
I E

٠ I

]
.



۴٣ سیمپلکتیک ماتریس .١.٢

داد. نمایش

داشت: خواهیم سیمپلکتیک ماتریس تعریف به توجه با .١ ]برهان.
AT CT

BT DT

][
٠ I

−I ٠

][
A B

C D

]
=

[
−CTA+ ATC −CTB + ATD

−DTA+BTC −DTB +BTD

]

=

[
٠ I

−I ٠

]
.

تساوی و متقارن BTD و ATC ماتریس دو اگر تنها و اگر است برقرار فوق رابطه
باشد. برقرار ATD − CTB = I

: داریم اول قسمت به توجه با باشد C = ٠ اگر .٢

ATD = I,

نتیجه: در

M =

[
A ٠
٠ (AT )−١

][
I E

٠ I

]
=

[
A AE

٠ (AT )−١

]
,

است. برقرار ٢ نتیجه در و E = A−١B می�دهیم قرار

هستند. یکدیگر معادل زیر عبارت�های .٧.١.٢ گزاره

است. همیلتونی ماتریسی A ماتریس .١

.S = ST آن در که A = JS .٢

.(JA)T = JA .٣

”٢ ⇐⇒ ١” برهان.

A = JJ−١A ⇐⇒ A = J(−J)A.

پس: است، همیلتونی ماتریس یک A ماتریس

⇐⇒ (J(−JA))TJ + JA = ٠ ⇐⇒ (−JA)TJTJ = −JA

⇐⇒ (−JA)T = −JA ⇐⇒ J(−JA)T = A,

داریم: باشد −JA = S اگر

A = J(−JA) = J(−JA)T ⇐⇒ A = JS = JST =⇒ S = ST ,



۴۴ پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس .٢

داشت: خواهیم نتیجه در

S = ST .

”٣ ⇐⇒ ١”

ATJ + JA = ٠ ⇐⇒ ATJ = −JA ⇐⇒

(ATJ)T = (−JA)T ⇐⇒ JTA = −(JA)T ⇐⇒

− JA = −(JA)T ⇐⇒ (JA)T = JA.

[
X ٠
٠ X−∗

]
ماتریس آن�گاه باشد نامنفرد ماتریس یک ،X ∈ Cm×m ماتریس اگر .٨.١.٢ گزاره

(X−∗ = (X−١)∗) است. سیمپلکتیک

داریم: سیمپلکتیک ماتریس تعریف طبق است. موجود X−١ پس است نامنفرد ،X ماتریس ]برهان.
X ٠
٠ X−∗

][
٠ Im

−Im ٠

][
X ٠
٠ X−∗

]∗
=

[
X ٠
٠ X−∗

][
٠ Im

−Im ٠

][
X∗ ٠
٠ X−∗∗

]

=

[
٠ X

−X−∗ ٠

][
X∗ ٠
٠ X−∗∗

]

=

[
٠ Im

−Im ٠

]
.

است. سیمپلکتیک ماتریس یک
[

X ٠
٠ X−∗

]
ماتریس بنابراین

یک ،
[

Im Y

٠ Im

]
ماتریس آن�گاه باشد هرمیتی ماتریسی Y ∈ Cm×m ماتریس اگر .٩.١.٢ گزاره

است. سیمپلکتیک ماتریس

داریم: سیمپلکتیک ماتریس تعریف از ]برهان.
Im Y

٠ Im

][
٠ Im

−Im ٠

][
Im Y

٠ Im

]∗
=

[
Im Y

٠ Im

][
٠ Im

−Im ٠

][
Im ٠
Y ∗ I

]

=

[
−Y Im

−Im ٠

][
Im ٠
Y I

]

=

[
٠ Im

−Im ٠

]
.

می�باشد. سیمپلکتیک ،
[
Im Y

٠ Im

]
ماتریس بنابراین



۴۵ سیمپلکتیک ماتریس .١.٢

XY ∗ = تساوی که باشند داشته وجود به�صورتی X و Y ∈ Cm×m ماتریس دو اگر .١٠.١.٢ گزاره

است. سیمپلکتیک
[
X Y

٠ X−∗

]
ماتریس آن�گاه باشد det(X) ̸= ٠ و باشد برقرار Y X∗

داریم: پس است نامنفرد X ماتریس برهان.

[
X Y

٠ X−∗

][
٠ Im

−Im ٠

][
X Y

٠ X−∗

]∗
=

[
X Y

٠ X−∗

][
٠ Im

−Im ٠

][
X∗ ٠
Y ∗ X−١

]

=

[
−Y X

−X−∗ ٠

][
X∗ ٠
Y ∗ X−١

]

=

[
−Y X∗ +XY ∗ I

−I ٠

]

=

[
٠ Im

−Im ٠

]
.

است. سیمپلکتیک ماتریس یک
[
X Y

٠ X−∗

]
ماتریس بنابراین

S−∗(= JSJ∗) ،S∗ ماتریس�های آن�گاه باشد سیمپلکتیک S ∈ C٢m×٢m ماتریس اگر .١١.١.٢ گزاره
هستند. سیمپلکتیک نیز S−١(= J∗S∗J) و

می�باشد. (۴.١.٢) گزاره اثبات مشابه برهان.

می�گیرند قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که سیمپلکتیک ماتریس�های از تجزیه چند ادامه در
می�شود. بیان

سیمپلکتیک ماتریس QR تجزیه ١.١.٢

حقیقی ماتریس هر برای که می�باشد به�این�صورت سیمپلکتیک ماتریس�های از استفاده با QR تجزیه
زمانی به�طوری�که دارد وجود U مانند حقیقی متعامد سیمپلکتیک ماتریس یک ،٢m × r مرتبه از C

داریم: آن�گاه r > m

C = UR = U

[
R١١ R١٢

R٢١ R٢٢

]
,

و R١٢ ماتریس�های و m×m مرتبه با حقیقی مربعی ،ماتریس�های R٢١ و R١١ ماتریس�های آن در که
هستند. m× (r −m) مرتبه با حقیقی ماتریس�های R٢٢



۴۶ پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس .٢

داریم: آن�گاه r ⩽ m اگر

C = UR = U


R١١

٠
R٢١

٠

 ,

تجزیه، دو هر در و r × r مرتبه با حقیقی مربعی ماتریس�های R٢١ و R١١ ماتریس�های آن در که
.[١٧] هستند بالامثلثی ماتریس�های R٢١ و R١١ ماتریس�های

باشد برقرار CJCT = ٠ تساوی که باشد داشته وجود به�صورتی C ∈ Rn×٢m ماتریس اگر .١٢.١.٢ لم
آن�گاه:

rank(C) = r ⩽ min{n,m},

به�صورتی دارد وجود Q مانند حقیقی متعامد ماتریس یک و Z مانند حقیقی سیمپلکتیک ماتریس یک و
تساوی: که

QTCZ =

[
Ir ٠
٠ ٠

]
.

است. برقرار

حقیقی ماتریسی R آن در که می�گیریم. نظر در C = Q

[
R

٠

]
به�شکل را C ماتریس QR تجزیه برهان.

ماتریس برای سیمپلکتیک ماتریس QR تجزیه به توجه با است. سطری کامل رتبه با r× ٢m مرتبه از
داریم: باشد r > m اگر که دارد وجود Z١ مانند متعامد سیمپلکتیک ماتریس یک ،RT

RZ١ =

[
R١١ R١٢

R٢١ R٢٢

]
,

داریم: باشد r ⩽ m اگر و

RZ١ =
[
R١١ ٠ R١٢ ٠

]
. (٢.٢)

نیز و می�باشند s× s مرتبه با مثلثی پایین و حقیقی ماتریس�های R١٢ و R١١ ماتریس�های آن در که

s = min{r,m},

داریم: r > m اگر و

R٢١, R٢٢ ∈ R(r−m)×m.



۴٧ سیمپلکتیک ماتریس .١.٢

داریم: CJCT = ٠ شرط گرفتن نظر در با

(RZ١)J(RZ١)
T = ٠,

داشت: خواهیم باشد r > m زمانی�که

R١١R
T
١٢ = R١٢R

T
١١, R١١R

T
٢٢ = R١٢R

T
٢١. (٣.٢)

کامل رتبه [R١١, R١٢] که حقیقیت این و (٣.٢) تساوی اولین ماتریس�های متناظر اجزای مقایسه با
دومین با مقایسه، با و می�باشد R١٢ = ٠ و نامنفرد R١١ ماتریس که می�رسیم نتیجه این به است سطری

ماتریس، حال .R٢٢ = ٠ داشت (٣.٢)خواهیم معادله

R =

[
R١١ ٠
R٢١ ٠

]
and R١١ ∈ Rm×m.

است. تناقض یک که ،r = rank(C) = rank(R) = m که گرفت نتیجه می�توان اما است. نامنفرد
مشابه به�طور باشد (٢.٢) فرم دارای ماتریس اگر حال .( r ⩽ n که است (بدیهی r ⩽ m نتیجه در
زیر به�شکل Z٢ ماتریس اکنون است. R١٢ = ٠ و نامنفرد R١١ ∈ Rr×r ماتریس که داد نشان می�توان

می�شود. تعریف

Z٢ = diag(R−١
١١ , Im−r;R

T
١١, Im−r).

داریم:

RZ١Z٢ =
[
Ir ٠ ٠ ٠

]
.

داشت: خواهیم ،Z = Z١Z٢ ماتریس برای بنابراین

QTCZ =

[
R

٠

]
, Z =

[
Ir ٠
٠ ٠

]
.

برقرار XJmX
T = Jn تساوی که باشد داشته وجود به�صورتی X ∈ R٢n×٢m ماتریس اگر .١٣.١.٢ لم

که: دارد وجود Z مانند حقیقی سیمپلکتیک ماتریس یک آن�گاه باشد

XZ =


n m− n n m− n

n I ٠ ٠ ٠

n ٠ ٠ I ٠

.

.[١٧] باشد



۴٨ پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس .٢

سیمپلکتیک ماتریس قطبی تجزیه ٢.١.٢

نمود: تجزیه زیر به�شکل می�توان را M ∈ R٢n×٢n سیمپلکتیک ماتریس هر .١۴.١.٢ لم

M = AU, (۴.٢)

است. متعامد سیمپلکتیک ماتریس یک U و معین مثبت و متقارن ، سیمپلکتیک ماتریسی A آن در که
می�شوند. مشخص M ماتریس توسط منحصرأ ماتریس دو این

متقارن ماتریس یک Aدر�این�صورت می�شود، گرفته نظر در A =
√
MMT به�شکل Aماتریس برهان.

قرار است. معین مثبت A ماتریس و نامنفرد ماتریس یک M این�که به توجه با است. معین نامنفی و
: از و (۴.٢) رابطه برقراری با و U = A−١M می�دهیم

UUT = A−١MMTA−١ = A−١A٢A−١ = I,

یعنی: باشد قطبی تجزیه دو دارای M ماتریس اگر است. متعامد ،U ماتریس که می�شود گرفته نتیجه

M = A١U١ = A٢U٢,

آن�گاه:

UT
١ A١ = UT

٢ A٢,

بنابراین،

A٢
١ = A١U١U

T
١ A١ = A٢U٢U

T
٢ A٢ = A٢

٢,

گرفتن نظر در با است. منحصربه�فرد (۴.٢) تجزیه در�این�صورت U١ = U٢ نتیجه در A١ = A٢ پس
داریم: (۴.٢) رابطه گرفت نظر در و M = J−١(MT )−١J و سیمپلکتیک ماتریس تعریف

M = J−١A−١(UT )−١J = J−١A−١JJ−١(UT )−١J,

گرفت: نتیجه می�توان (۴.٢) تجزیه بودن منحصربه�فرد به باتوجه

A = J−١A−١J, U = J−١(UT )−١J,

هستند. سیمپلکتیک U و A ماتریس دو هر که

باشد. زیر بلوکی فرم دارای اگر تنها و اگر است U،سیمپلکتیک متعامد ماتریس .١۵.١.٢ لم

U =

[
A −B

B A

]
,

باشد. برقرار ATA+BTB = I تساوی و متقارن ماتریس یک ATB ماتریس آن در که



۴٩ سیمپلکتیک ماتریس .١.٢

می�شود. داده نشان مستقیم محاسبه با کفایت: .١ برهان.

داریم: �شده داده شرایط با لزوم: .٢

UTKU = K, (۵.٢)

است. برقرار نیز زیر رابطه برای (۵.٢) تساوی بنابراین .J یا K = I آن در که

K = I + iJ,

می�دهیم: قرار

U =

[
A B

C D

]
.

]بنابراین،
AT BT

BT DT

][
I iI

−iI I

][
A B

C D

]
=

[
I iI

−iI I

]
. (۶.٢)

داریم: رابطه طرف دو مقایسه با

E∗E = F ∗F = I, E∗F = iI, (٧.٢)

می�باشد. E ماتریس ترانهاده مزدوج ماتریس E∗ و F = B + iD ، E = A + iC آن در که
گرفت: نتیجه می�توان بنابراین

E∗(E + iF ) = ٠.

داریم: بنابراین است. نامنفرد ماتریس یک E∗ ماتریس گرفت نتیجه می�توان (٧.٢) ازتساوی�های

E + iF = ٠.

گرفت نتیجه می�توان U ماتریس بودن متعامد از Bاست. = −C و D = A می�دهد نشان که
است. برقرار AAT +BTB = I وتساوی متقارن ATB ماتریس که

شود. تعریف زیر به�شکل T ∈ C٢n×٢n ماتریس اگر

T =

[
I iI

I −iI

]
. (٨.٢)

می�شود: تبدیل زیر به�صورت قبل لم در U ماتریس آن�گاه

TUT−١ =

[
A+ iB ٠

٠ A− iB

]
. (٩.٢)



۵٠ پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس .٢

.det(M) = ١ آن�گاه باشد سیمپلکتیک ماتریس یک M اگر .١۶.١.٢ لم

یک P آن در که می�باشد. M = PU قطبی تجزیه دارای M ماتریس ،(۴.٢) رابطه به توجه با برهان.
بنابراین: می�باشد. متعامد سیمپلکتیک ماتریس U و است سیمپلکتیک و متقارن معین، مثبت ماتریس

det(M) = det(P ) det(U).

داریم: (٩.٢) به بنا
det(U) = det(TUT−١) = [(A+ iB)(A+ iB)∗] = ١.

ماتریس یک P می�دانیم است. یکانی ماتریس یک A+ iB ماتریس و B∗ = B ،A∗ = A آن در که
است سیمپلکتیک

(det(P ))٢ = ١.

آن�گاه: هست نیز معین مثبت P و
det(P ) = ١.

می�باشد. det(M) = ١ بنابراین

پادمتقارن ماتریس ٢.٢

پادمتقارن ماتریس متعامد تشابهی تبدیلات ١.٢.٢

متعامد ماتریس باشد ٢n× ٢n مرتبه با پادمتقارن حقیقی ماتریس یک K ماتریس اگر .١.٢.٢ گزاره
به�صورتی�که: دارد وجود A مانند

ATKA = diag

([
٠ λ١

−λ١ ٠

]
, ...,

[
٠ λr

−λr ٠

]
,٠,٠, ...

)
.

رتبه و صفر ٢(n − r) تعداد به و ±λ١i, ...,±λri با است برابر K ماتریس ویژه مقادیر آن در که
.[١۵] است ٢r برابر A ماتریس

پادمتقارن ماتریس شور شبه تجزیه ٣.٢

می�شود. پرداخته پادمتقارن ماتریس شور شبه تجزیه معرفی به بخش این در
خواهد زیر حقیقی شور شبه تجزیه دارای مناسب جایگشت با K مانند حقیقی پادمتقارن ماتریس هر

بود،

K = Q


٠ Σ٢ ٠

−Σ٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

QT , (١٠.٢)



۵١ پادمتقارن ماتریس چولسکی شبه تجزیه .۴.٢

می�باشد. Σ = diag (σ١, .., σm) > ٠ و حقیقی متعامد ماتریس Q آن در که
.[١٧] شود گرفته نتیجه زیر گزاره�های می�توان شور شبه تجزیه این از

داریم: آن�گاه باشد (١٠.٢) شور شبه تجزیه با پادمتقارن ماتریس یک K ماتریس اگر .١.٣.٢ گزاره

. ∥ K ∥=∥ Σ ∥٢ .١

. ∥ K† ∥=∥ Σ−١ ∥٢ .٢

.k (K) = k٢ (Σ) .٣

.rank(K) = ٢m .۴

پادمتقارن ماتریس چولسکی شبه تجزیه ۴.٢

آن، در که می�باشد K = BTJB چولسکی شبه تجزیه دارای پادمتقارن ماتریس هر

J =

[
٠ In

−In ٠

]
.

همیلتونی ساختار با ویژه مقدار مسائل حل الگوریتم در کلیدی ابزار یک به�عنوان تجزیه نوع این است.
K = BTJB به�شکل کارآمدی فاکتورگیری می�توان دقیق بررسی با موارد برخی در .[١] می�رود شمار به

داشت.

بگیرید. نظر در را زیر ماتریس .١.۴.٢ مثال

K =

[
٠ ET

−E ٠

]
,

داشت: خواهیم

K =

[
٠ I

−E ٠

][
٠ I

−I ٠

][
٠ −ET

I ٠

]
= BTJB.

بود. خواهد کارآمد بسیار فوق فاکتورگیری باشد نامنفرد E ماتریس اگر

گرفته�شود. نظر در زیر به�شکل K ماتریس اگر .٢.۴.٢ مثال

K =

[
G M

−M ٠

]
,

داشت: خواهیم

K =

 I −١
٢G

٠ M

[ ٠ I

−I ٠

] I ٠

−١
٢G M

 = BTJB.



۵٢ پادمتقارن ماتریس و سیمپلکتیک ماتریس .٢

B ∈ ماتریس آن�گاه باشد پادمتقارن نامنفرد ماتریس یک K ∈ Rm×m ماتریس اگر .٣.۴.٢ قضیه
.[١] شود فاکتورگیری زیر به�صورت K ماتریس که به�گونه�ای دارد وجود Rm×m

K = BTJB.

طیفی تجزیه است. امکان�پذیر به�راحتی قضیه این اثبات ، K ماتریس طیفی تجزیه از استفاده با برهان.
با: است برابر K ماتریس

K = QTXQ,

یک آن قطر روی بلوک هر که بلوکی قطری ماتریس ،X ماتریس و متعامد ماتریس یک Q آن در که
می�باشد: زیر فرم به ٢× ٢ ]ماتریس

٠ δi

−δi ٠

]
,

K ماتریس ویژه مقادیر موهومی) صرفأ (قسمت مختلط مزدوج از جفت یک ،±δi آن در که δi > ٠ با
است.

می�شود: گرفته نظر در زیر به�شکل را D ماتریس

D = diag
(√

δ١,
√
δ١, · · · ,

√
δn,
√

δn

)
.

داشت: خواهیم

X = DĴD = DT ĴD,

به�شکل: ٢×٢ ماتریس آن اصلی قطر روی بلوک�های که بلوکی قطری ماتریس یک Ĵ ماتریس آن در ]که
٠ I

−I ٠

]
.

بنابراین: است J ماتریس با جایگشتی متشابه Ĵ ماتریس که است واضح هستند.

Ĵ = PJP T ,

است. تصادفی کاملأ جایگشت یک P ماتریس آن در که

P = [e١, e٣, · · · , e٢n−١, e٢, e۴, · · · , e٢n] ,

داریم: فاکتورگیری این ترکیب با است. R٢n در واحد بردار jامین ، ej آن در که

K = BTJB,

آن در که

B = P TDQ.



٣ فصل

SV D شبه تجزیه

فصل در که سیمپلکتیک ماتریس�های ساختاردار SV D تجزیه ادامه در و SV D شبه تجزیه فصل این در
است. شده اثبات تجزیه�ها این یکتایی و وجود معرفی، می�گیرند قرار استفاده مورد بعد

SV D شبه تجزیه ١.٠.٣

SV D شبه تجزیه را تجزیه این شده. ارائه حقیقی های ماتریس برای SV D شبه تجزیه زیر قضیه در
است. SV D تجزیه به شبیه بسیار زیرا می�نامیم

مانند حقیقی متعامد ماتریس و S حقیقی سیمپلکتیک ماتریس آن�گاه ، B ∈ Rn×٢m اگر .۴.٠.٣ قضیه
به�صورتی�که: دارد وجود Q

QTBS = D =



p q m− p− q p q m− p− q

p Σ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

q ٠ I ٠ ٠ ٠ ٠

p ٠ ٠ ٠ Σ ٠ ٠

n− ٢p− q ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


(١.٣)

.[١٧] rank(B) = ٢p+ q و Σ = diag(σ١, · · · , σp) > ٠ آن در که

BJBT ماتریس شور شبه تجزیه (١٠.٢) به توجه با است پادمتقارن BJBT ماتریس می�دانیم برهان.
است. زیر به�شکل

BJBT = U


٠ Σ٢ ٠

−Σ٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

UT ,



۵۴ SV D شبه تجزیه .٣

می�باشد. Σ = diag(σ١, · · · , σp) > ٠ و حقیقی متعامد ماتریس یک U ماتریس آن در که
داریم: X := Γ−١UTB و Γ = diag(Σ,Σ, In−٢p) می�دهیم قرار

XJXT =


٠ Ip ٠

−Ip ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 . (٢.٣)

داریم: (٢.٣) به توجه با آن�گاه می�کنیم تقسیم�بندی X = [XT
١ , X

T
٢ , X

T
٣ ]

T به�صورت را X ماتریس

[XT
١ , X

T
٢ ]

TJ [XT
١ , X

T
٢ ] = Jp.

که: دارد وجود S١ ∈ R٢m×٢m مانند حقیقی سیمپلکتیک ماتریس یک (١٣.١.٢) لم به توجه با

[XT
١ , X

T
٢ ]

TS١ =

[
Ip ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Ip ٠

]
.

داریم: بالا بلوکی فرم و (٢.٣) به توجه با ، (XS١)J(XS١)
T = XJXT می�دانیم

XS١ =


Ip ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Ip ٠
٠ X٣٢ ٠ X٣۴

 ,

و

[X٣٢, X٣۴]Jm−p[X٣٢, X٣۴]
T = ٠

دارد وجود V مانند متعامد ماتریس یک و Z مانند سیمپلکتیک ماتریس یک (١٢.١.٢) لم به توجه با
به�طوری�که:

V T [X٣٢, X٣۴]Z =

[
Iq ٠
٠ ٠

]
,

و

q ⩽ min{n− ٢p,m− p}.

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را S٢ سیمپلکتیک ماتریس

S٢ =


Ip ٠ ٠ ٠
٠ Z١١ ٠ Z١٢

٠ ٠ Ip ٠
٠ Z٢١ ٠ Z٢٢

 .



۵۵

نتیجه، در می�باشد. i, j = ١,٢ برای Zij ∈ R(m−p)×(m−p) به�طوری�که Z = [Zij]٢×٢ آن در که

XS١S٢ =

[
I٢p ٠
٠ V

]
Ip ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Ip ٠ ٠
٠ Iq ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 .

هستند. یکدیگر به تبدیل قابل diag(I٢p, V ) و Γ ماتریس�های که این به توجه با
به�طوری�که: Q = Udiag(I٢p, V )P و S := S١S٢ دهیم می قرار

P = diag

(
Ip,

[
٠ Ip

Iq ٠

]
, In−٢p−q

)
.

داریم: ،B = UΓX که این به توجه با

QTBS = QTUΓXS = P TΓ


Ip ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Ip ٠ ٠
٠ Iq ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠



=


Σ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ Iq ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Σ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 .

می�گیریم: نظر در زیر به�شکل را B ∈ R١٠×١٠ مربعی ماتریس .۵.٠.٣ مثال

B =

−١٩٣٫ ٩٠ −١٠٫ ٣١ ٠٫ ۵٢ −٧٫ ٧۴ ٣۵٫ ۶٧ ١٩٣٫ ٨٩ ١٠٫ ۵۶ −٠٫ ۵۵ −٠٫ ٠٣ ٠٫ ٠٠
−١٣٩٫ ٠٨ −۴٫ ١٩ ١٫ ٨٠ ۵٫ ۵٧ −۴٣٫ ۵٩ ١٣٩٫ ٠٩ ۴٫ ٢۴ −١٫ ٢٩ ٠٫ ٠٨ ٠٫ ٠٠
−١۴٩٫ ٨۶ ١٩٫ ٠١ −٠٫ ٨٧ ۶٫ ٢٣ ٢٣٫ ۶۵ ١۴٩٫ ٨۵ −١٩٫ ٠٩ −٠٫ ۴٧ −٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠٠
−١٧٣٫ ۵١ ۵٫ ٠٣ −٠٫ ٨۴ −٣٫ ٠٧ −۴٧٫ ٠٢ ١٧٣٫ ۴٨ −۵٫ ٠۵ ١٫ ۴٢ −٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٠
−١۶٣٫ ٢٠ −٨٫ ٨۶ ٠٫ ٩٣ ۶٫ ١٠ ١۶٫ ٨۵ ١۶٣٫ ٢٢ ٨٫ ٧٨ ٠٫ ۶٧ −٠٫ ٠٩ ٠٫ ٠٠
−١٢٩٫ ۶۵ −۶٫ ٩٩ −٢٫ ۴۵ ٨٫ ٩۵ −٢٠٫ ٣۶ ١٢٩٫ ۶۶ ٧٫ ١۴ ١٫ ٠٠ ٠٫ ٠٠ −٠٫ ٠٠
−١۵٩٫ ۶۵ −١٧٫ ٢٧ ٠٫ ٩١ −٠٫ ٩٧ −١١٫ ٨٣ ١۵٩٫ ۶۴ ١٧٫ ٠٨ −١٫ ٣۵ −٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠٠
−١۶١٫ ٧٢ −٧٫ ۶۵ −١٫ ٨۶ −۶٫ ٠٧ ٢٧٫ ٧٠ ١۶١٫ ٧۴ ٧٫ ۵٠ ١٫ ١١ ٠٫ ١٠ ٠٫ ٠٠
−١٧٠٫ ٩٨ ١٧٫ ٩٨ ١٫ ٣٢ ٣٫ ٢٠ ٣٣٫ ٣۶ ١٧٠٫ ٩٧ −١٧٫ ٩۵ −٠٫ ٢٨ ٠٫ ٠٨ −٠٫ ٠٠
−١٢٧٫ ١٣ ١۶٫ ٧٧ ٠٫ ١۶ −٩٫ ٧۵ −٣۶٫ ۵۵ ١٢٧٫ ١۵ −١۶٫ ٧٧ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٠۴ −٠٫ ٠٠





۵۶ SV D شبه تجزیه .٣

این در می�باشد. rank(B) = ١٠ و {±٢۵i,±١۶i,±٩i,±۴i,±١i} ویژه مقادیر دارای B ماتریس
داشت: خواهیم (۴.٠.٣) قضیه در صورت

n = ١٠, m = ۵, p = ۵, q = ٠

شکل: به B ماتریس SV D شبه تجزیه نتیجه در

B = QDS−١ = Q

[
Σ ٠
٠ Σ

]
S−١.

می�باشد. زیر به�صورت متعامد ماتریسی Q ∈ R١٠×١٠ آن در که بود، خواهد

Q =

−٠٫ ٣٨ −٠٫ ٢۶ ٠٫ ١٨ ٠٫ ١۶٨ −٠٫ ١٧ −٠٫ ١٣ ٠٫ ۶٢ −٠٫ ٠٠٩ −٠٫ ٣٨ ٠٫ ٣۵
−٠٫ ٢٧ −٠٫ ١٠ ٠٫ ۴٣ −٠٫ ۴٣٣ −٠٫ ۴٠ ٠٫ ٢٣ ٠٫ ١٣ ٠٫ ١٧٠ ٠٫ ٢٨ −٠٫ ۴٣
−٠٫ ٢٩ ٠٫ ۴٧ ٠٫ ١۵ ٠٫ ٢٩۶ −٠٫ ۴١ −٠٫ ٠٨ −٠٫ ١٩ −٠٫ ۴۵٠ ٠٫ ٣٠ ٠٫ ٢٣
−٠٫ ٣۴ ٠٫ ١٢ −٠٫ ۴٧ ٠٫ ٠۵١ −٠٫ ٢٠ −٠٫ ۵۵ −٠٫ ٠٣ ٠٫ ١٩۴ −٠٫ ١۵ −٠٫ ۴٧
−٠٫ ٣٢ −٠٫ ٢١ −٠٫ ٢٢ ٠٫ ۴۵۵ −٠٫ ٠٣ ٠٫ ٣٧ −٠٫ ١٨ ٠٫ ۵٣٨ ٠٫ ٣٠ ٠٫ ١۶
−٠٫ ٢۵ −٠٫ ١٧ −٠٫ ٣٣ −٠٫ ٠٠٠ ٠٫ ٣٩ ٠٫ ١١ ٠٫ ٣٨ −٠٫ ۴٨٢ ٠٫ ۴۴ −٠٫ ٢٠
−٠٫ ٣١ −٠٫ ۴٢ ٠٫ ۴۵ ٠٫ ١٣۶ ٠٫ ٣۵ −٠٫ ٣٠ −٠٫ ۴٧ −٠٫ ١۴٧ −٠٫ ٠۵ −٠٫ ١١
−٠٫ ٣٢ −٠٫ ١٨ −٠٫ ٣٧ −٠٫ ۵٠۴ −٠٫ ١۶ ٠٫ ٢٧ −٠٫ ٣۶ −٠٫ ٢۵١ −٠٫ ٢٩ ٠٫ ٢٧
−٠٫ ٣۴ ٠٫ ۴۴ ٠٫ ٠٩ −٠٫ ۴٠١ ٠٫ ۴۶ −٠٫ ١٨ ٠٫ ٠۶ ٠٫ ٣۴۵ ٠٫ ١۶ ٠٫ ٣٣
−٠٫ ٢۵ ٠٫ ۴١ ٠٫ ١٢ ٠٫ ٢٢۴ ٠٫ ٢۶ ٠٫ ۴٩ ٠٫ ٠٠ −٠٫ ٠۶۵ −٠٫ ۴٩ −٠٫ ٣۶


به�شکل: مثبت، قطری ماتریس Σ آن در که می�باشد D =

[
Σ ٠
٠ Σ

]
ماتریس

Σ = diag(
√
٢۵,

√
١۶,

√
٩,

√
۴,

√
١) > ٠

نتیجه: در بود، خواهد

D =



۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۵ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١





۵٧

با: شد خواهد برابر S ∈ R١٠×١٠ سیمپلکتیک نامنفرد ماتریس و

S =

٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٠٫ ٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٫ ٠٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٠٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ١٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ٠١

−٠٫ ٠١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٠٫ ٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ −٠٫ ١٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٫ ٠٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١٫ ٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٫ ٠٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ −١٠٫ ٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ١٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ −١٠٠٫ ٠٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ٠١


می�شود: گرفته نظر در زیر به�شکل B ∈ R١×١٠۴ ماتریس .۶.٠.٣ مثال

B =

−۵٫ ۴٠٠٠ −١١٫ ۶٠۵۴ ١٠٫ ۵۴٢٨ −٩٫ ۶٩٣٩ ٢٢٫ ٣٧٣۶ ٢٣٫ ۴٢۵۵ −٢٣٫ ١۴٣۴ −۶٫ ۵۵۶٧
٢٫ ۵٠٨٣ ٣٫ ۶١٧۴ −٣٫ ۶٩١٩ ۴٫ ٠٠٠۴ −٨٫ ٧۴۴۵ −٧٫ ۴٠٣٨ ٧٫ ٩۵٢١ ٢٫ ۴٢۴٧
٢٫ ٢٨۶٨ ٣٫ ٨٢۶١ −٣٫ ۶٨٣١ ٣٫ ٧٢٨٢ −٨٫ ۶٧٧۵ −٧٫ ۶٣٠۵ ٧٫ ٨٨٧٧ ٢٫ ٠٣٩٨
٠٫ ٣١١۶ ١٧٫ ٧۵٩٩ −١٠٫ ۴٧٠٨ ١٫ ١٩۵٠ −٨٫ ١٣٧۵ −٣۴٫ ۶٩١٣ ٢۵٫ ١٣۶۵ ٨٫ ٢۴٢٧
٣٫ ٢٩٧١ ۴٫ ۴٧١٠ −۴٫ ٢٠٨١ ۵٫ ۴٠٩٣ −١١٫ ۶٢۵۶ −٩٫ ٣۴۶۵ ١٠٫ ٠٧٠۶ ٣٫ ٠٨٣٨
−٩٫ ٨٢٣۴ ١٠٫ ٨٧٨۵ ٠٫ ٧۴۵۴ −١۶٫ ۶۵۶٩ ٢٧٫ ۵۴۴٢ −١٩٫ ٢٩٠٢ ١٫ ٨٢٨۵ ١٫ ٨٧٢٢
٠٫ ٨٨۴١ −١٠٫ ۵١٧۴ ۵٫ ١۵۵۴ ٢٫ ٠۵٩٠ −٠٫ ٠٣١١ ٢٠٫ ٣١٨۵ −١٢٫ ٩٠٣٣ −۴٫ ۶۵٩۴
۶٫ ٩۴٢٢ −١٧٫ ١۶٣۶ ۵٫ ٠١٣٩ ١٢٫ ٠۴٧٢ −١۶٫ ٠٢٠٢ ٣٢٫ ٣٧۴٩ −١۴٫ ۶۵٩١ −۵٫ ٨٠٢٢
١٫ ٣۶٩۴ ٣٫ ۴٢١۵ −٢٫ ٩۶٩١ ٢٫ ١١٧٣ −۶٫ ٢٨٩٢ −٧٫ ٢١١٢ ۶٫ ٩٣٣۴ ١٫ ٨٠۴٩
−٠٫ ۶٣٠۵ −۶٫ ٠۵٨۵ ٣٫ ١٢۵۶ −١٫ ١۴۶٠ ۴٫ ٣٨١٢ ١١٫ ٨۵١٨ −٨٫ ٧٠٣٧ −٢٫ ۶١۵٣


:١۴ تا ١٠ ستون

١۶٫ ٩۴٠٢ −۴٫ ٧۴٨۴ −١١٫ ۵۴٩٧ ١۵٫ ٣٧۶۶ −٣١٫ ٣١۵٠ ١٣٫ ٩۶٣٢
−۶٫ ۴۴١٢ ١٫ ٩۴٨٧ ٣٫ ۵٩٠٣ −۴٫ ٨٨١١ ١٢٫ ٣٣٣٠ −۵٫ ٨٣٣١
−۶٫ ۶۴۵٧ ١٫ ۶١٢٣ ٣٫ ۶۶٢٧ −۴٫ ٨۴١۵ ١٢٫ ١١۶٨ −۵٫ ۵٠۶٩
−۶٫ ٢٠٧٠ −١٫ ۶٣٩٠ ١۴٫ ٠٧٣٠ −٢٣٫ ٨۵۵۴ ١٠٫ ۵۶۴٢ ١٫ ٩۵٩۵
−٨٫ ۵١٧٠ ٣٫ ٠٠۴٢ ۴٫ ٧۴٩٠ −۶٫ ٢۶٩۴ ١۶٫ ۴۴١۴ −٨٫ ٣٠٩٢
٢٠٫ ٢٢٧٩ −١٢٫ ٩۵٩٧ ٣٫ ۵٣٩٠ −١۴٫ ١۵٨٢ −۴٠٫ ٣٢١٧ ٣٠٫ ٨٧٢۴
−٠٫ ٢٢۵٧ ٣٫ ٢۵٢٣ −٧٫ ٢۵۵٨ ١۴٫ ٣٠٢٠ ٠٫ ۶۶٣٠ −۵٫ ٨٧١٣
−١٢٫ ٠۶٣٠ ١٠٫ ٧٨۵٠ −١٠٫ ١٧۵۴ ٢٣٫ ٢۴٧۵ ٢۴٫ ٠۵۴۴ −٢٣٫ ٨٣٠٨
−۴٫ ۴۴٧٢ ٠٫ ٩٢٧١ ٣٫ ٩١۶٣ −۵٫ ٠٧١٢ ٨٫ ٨۴٠۴ −٣٫ ٨٠٨٣
٣٫ ۴٣۵١ ٠٫ ٠٩٣٧ −۴٫ ٧٩١٨ ٨٫ ٠۴١٣ −۵٫ ٨٠١١ ٠٫ ٨٨٧۶


و rank(B) = ١٠ و

{
±i١٠۴,±i,±i١٠−۴,±i٨,٠,٠−١٠

}
ویژه مقادیر دارای ماتریس این

داشت: خواهیم (۴.٠.٣) قضیه در صورت این در می�باشد. ∥ B ∥= ١٠٢

n = ١٠, m = ٧, p = ۴, q = ٢



۵٨ SV D شبه تجزیه .٣

به�شکل: B ماتریس SV D شبه تجزیه نتیجه در

B = QDS−١ = Q


Σ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ I٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Σ ٠ ٠

S−١.

می�باشد. زیر به�شکل متعامد ماتریسی Q ∈ R١×١٠۴ آن در که بود، خواهد

Q =

−٠٫ ٣۵١٨ −٠٫ ٣٣۵٠ ٠٫ ٠٩٩٧ −٠٫ ۵٢٧٩ −٠٫ ٢٨١٧ −٠٫ ٢٠٧٨ −٠٫ ٣٢٨۵ −٠٫ ١٩۵٩ ٠٫ ٣١۶۴ ٠٫ ٣٢۶۴
−٠٫ ٣٠٨٩ −٠٫ ۴٩٣۴ ٠٫ ١٩٢٨ ٠٫ ١٨٠٩ ٠٫ ١۵١۶ −٠٫ ٣٨٨١ ٠٫ ۶٢٨۶ −٠٫ ٠۵۶٣ ٠٫ ٠١۵١ −٠٫ ١٣٧٩
−٠٫ ٢٩٣٩ −٠٫ ١٧٢٠ ٠٫ ۵٠٠٠ ٠٫ ١٨١۶ ٠٫ ٣۵١٨ ٠٫ ٠۴۶٣ −٠٫ ۵۴٩٧ ٠٫ ١٣٢۴ −٠٫ ٣٧١٠ −٠٫ ١٣٣٣
−٠٫ ٣٢٩٧ −٠٫ ١٧۴٨ −٠٫ ۵٨٣٣ ٠٫ ۵٧۴۵ ٠٫ ٠۴٨٩ ٠٫ ٠٧٠٢ −٠٫ ٢٧٣ −٠٫ ٢۶٨٨ ٠٫ ١٨۵۵ ٠٫ ٠۴٣۵
−٠٫ ٢٩٧٠ ٠٫ ٣٣٢٧ ٠٫ ٢٠٧٣ ٠٫ ٢٣١٩ −٠٫ ٢٠٩١ −٠٫ ١٠۴٣ −٠٫ ٠٣۶۶ ٠٫ ۵٣١٧ ٠٫ ۵٧۴۶ −٠٫ ١٨٨۶
−٠٫ ٣٣٨١ ٠٫ ٣۴٠۴ ٠٫ ١۴٣٩ ٠٫ ٠۴٨٧ ٠٫ ٣٣۴١ ٠٫ ٢۵٢٠ ٠٫ ٢۶٨٨ −٠٫ ٠۴٠٣ ٠٫ ٠٠٩٩ ٠٫ ٧٠۵۴
−٠٫ ٢۶٩١ −٠٫ ٣۴٨۵ −٠٫ ٢٨٨٨ −٠٫ ٢٩۶٠ ٠٫ ٠١٢۵ ٠٫ ۵٩٨۵ ٠٫ ١۵٠٩ ٠٫ ۴٨٠۶ −٠٫ ٠٧٨٣ −٠٫ ١٣٠١
−٠٫ ٣١۶٢ ٠٫ ٣۴۵٨ −٠٫ ٠١۶۶ −٠٫ ٣٣٨٧ ٠٫ ٣٢۵٢ ٠٫ ١٣۵٢ ٠٫ ٠۵٨٧ −٠٫ ۴۵٩۶ ٠٫ ١٧٢٠ −٠٫ ۵۴۵١
−٠٫ ٣٣۴٢ ٠٫ ١۶٢٩ ٠٫ ١٧۵۶ ٠٫ ١۵٨۵ −٠٫ ٧١٢٩ ٠٫ ٢١٣٨ ٠٫ ١٣٧٢ −٠٫ ٢۴۶٠ −٠٫ ۴٠۶۶ −٠٫ ٠٨۴٩
−٠٫ ٣١۴٩ ٠٫ ٣٠٠١ −٠٫ ۴٢٩۵ −٠٫ ٢٠۵٠ ٠٫ ٠۴۴۴ −٠٫ ۵۵٠٠ −٠٫ ٠٣٨۴ ٠٫ ٢٨۵٧ −٠٫ ۴۴٣١ ٠٫ ٠١٨٧



با: شد خواهد برابر و می�شود متعامد S ∈ R١۴×١۴ سیمپلکتیک نامنفرد ماتریس صورت این در

S =

−٠٫ ٠٣۴٩ ٠٫ ٢۵۶١ ٠٫ ٣١٧۴ ٠٫ ٠١٩٢ ٠٫ ٠١۴٠ −٠٫ ۴٣۵٢ ٠٫ ٢۴۵۶ ٠٫ ۴٧۴١
−٠٫ ٣٢٠٢ ٠٫ ٠۵٩١ ٠٫ ١١١۶ ٠٫ ٢٩٩۶ ٠٫ ٣١٢٨ ٠٫ ١۵۵٧ −٠٫ ٠٢۵۴ −٠٫ ۴٨١١
−٠٫ ١۶٠٣٧ −٠٫ ١٠٩١ ٠٫ ۴٠۴۴ −٠٫ ١٨١٩ −٠٫ ٢۵٩٢ ٠٫ ٣٧٢١ ٠٫ ۴١٩۵ −٠٫ ١٠٧۶
٠٫ ٢٧۶۴ ٠٫ ١٧٣۶ −٠٫ ٢٣۴۴ ٠٫ ٠٣۵٣ ٠٫ ٣٩۴٠ −٠٫ ٠٩٨۴ ٠٫ ٢٣۶١ ٠٫ ١٣۶۴
−٠٫ ٠٢٢۵ ٠٫ ۵٣۵۴ −٠٫ ٢٠۴٨ −٠٫ ١٧۴۶ ٠٫ ٠٢٢١ −٠٫ ٠١۵۵ ٠٫ ١۶٢٠ −٠٫ ٠٨٠۶
−٠٫ ۴٧۴٧ ٠٫ ١٨۶٣ −٠٫ ١۴٧١ −٠٫ ۵٨۶٨ −٠٫ ١۴٧٨ −٠٫ ١٩٣١ ٠٫ ٠٨٧۵ −٠٫ ٢٠٣۵
−٠٫ ١٧٢٢ −٠٫ ٣٢٣۵ −٠٫ ٢١۶٢ ٠٫ ۴٣۶٢ −٠٫ ٠٢٠۶ −٠٫ ١٧٠۵ ٠٫ ۵۵۴۵ −٠٫ ٠۶۵۴
−٠٫ ۴٧۴١ −٠٫ ١۶٧۵ −٠٫ ١٨٣۴ ٠٫ ١٣٩٨ −٠٫ ٠٣١٠ −٠٫ ۵٠٣٧ −٠٫ ١۴۶۴ −٠٫ ٠٣۴٩
٠٫ ۴٨١١ −٠٫ ٢١۴٩ −٠٫ ١٠٠٧ −٠٫ ١٣١٣ −٠٫ ۴۵۴٠ −٠٫ ٣٨۵۵ ٠٫ ٠٩۶٧ −٠٫ ٣٢٠٢
٠٫ ١٠٧۶ ٠٫ ٠٩٩٩ −٠٫ ۵٧٣۵ −٠٫ ٠٢٢١ ٠٫ ٠۵٢٧ ٠٫ ١۶٢٧ −٠٫ ٠۶٢٩ −٠٫ ١۶٠٣
−٠٫ ١٣۶۴ ٠٫ ٢٣٢٣ −٠٫ ٣٣٢٩ ٠٫ ٢٣٩٧ −٠٫ ۴٣٨٩ ٠٫ ٣١۵٨ ٠٫ ٢٨٨٧ ٠٫ ٢٧۶۴
٠٫ ٠٨٠۶ −٠٫ ٣٩۴٢ −٠٫ ١١١۵ −٠٫ ۴٠٢٩ ٠٫ ٣۴٧۴ ٠٫ ٠٨١۴ ٠٫ ٣٨۶٧ −٠٫ ٠٢٢۵
٠٫ ٢٠٣۵ ٠٫ ٣٣۵٣ ٠٫ ٢١٠٩ ٠٫ ٢٣١٣ −٠٫ ١۶٧٩ −٠٫ ١٢٠٢ ٠٫ ١١٢٩ −٠٫ ۴٧۴٧
٠٫ ٠۶۵۴ ٠٫ ٢٣٨۴ ٠٫ ١٣٢۵ ٠٫ ٠٠٣٠ ٠٫ ٣٢۴٨ −٠٫ ١۴٨۴ ٠٫ ٢٩٢۴ −٠٫ ١٧٢٢



:١۴ تا ٩ ستون



۵٩ سیمپلکتیک ماتریس�های SV D تجزیه .١.٣



٠٫ ١۶٧۵ ٠٫ ١٨٣۴ −٠٫ ١٣٩٨ ٠٫ ٠٣١٠ ٠٫ ۵٠٣٧ ٠٫ ١۴۶۴
٠٫ ٢١۴٩ ٠٫ ١٠٠٧ ٠٫ ١٣١٣ ٠٫ ۴۵۴٠ ٠٫ ٣٨۵۵ −٠٫ ٠٩۶٧
−٠٫ ٠٩٩٩ ٠٫ ۵٧٣۵ ٠٫ ٠٢٢١ −٠٫ ٠۵٢٧ −٠٫ ١۶٢٧ ٠٫ ٠۶٢٩
−٠٫ ٢٣٢٣ ٠٫ ٣٣٢٩ −٠٫ ٢٣٩٧ ٠٫ ۴٣٨٩ −٠٫ ٣١۵٨ −٠٫ ٢٨٨٧
٠٫ ٣٩۴٢ ٠٫ ١١١۵ ٠٫ ۴٠٢٩ −٠٫ ٣۴٧۴ −٠٫ ٠٨١۴ −٠٫ ٣٨۶٧
−٠٫ ٣٣۵٣ −٠٫ ٢١٠٩ −٠٫ ٢٣١٣ ٠٫ ١۶٧٩ ٠٫ ١٢٠٢ −٠٫ ١١٢٩
−٠٫ ٢٣٨۴ −٠٫ ١٣٢۵ −٠٫ ٠٠٣٠ −٠٫ ٣٢۴٨ ٠٫ ١۴٨۴ −٠٫ ٢٩٢۴
٠٫ ٢۵۶١ ٠٫ ٣١٧۴ ٠٫ ٠١٩٢ ٠٫ ٠١۴٠ −٠٫ ۴٣۵٢ ٠٫ ٢۴۵۶
٠٫ ٠۵٩١ ٠٫ ١١١۶ ٠٫ ٢٩٩۶ ٠٫ ٣١٢٨ ٠٫ ١۵۵٧ −٠٫ ٠٢۵۴
−٠٫ ١٠٩١ ٠٫ ۴٠۴۴ −٠٫ ١٨١٩ −٠٫ ٢۵٩٢ ٠٫ ٣٧٢١ ٠٫ ۴١٩۵
٠٫ ١٧٣۶ −٠٫ ٢٣۴۴ ٠٫ ٠٣۵٣ ٠٫ ٣٩۴٠ −٠٫ ٠٩٨۴ ٠٫ ٢٣۶١
٠٫ ۵٣۵۴ −٠٫ ٢٠۴٨ −٠٫ ١٧۴۶ ٠٫ ٠٢٢١ −٠٫ ٠١۵۵ ٠٫ ١۶٢٠
٠٫ ١٨۶٣ −٠٫ ١۴٧١ −٠٫ ۵٨۶٨ −٠٫ ١۴٧٨ −٠٫ ١٩٣١ ٠٫ ٠٨٧۵
−٠٫ ٣٢٣۵ −٠٫ ٢١۶٢ ٠٫ ۴٣۶٢ −٠٫ ٠٢٠۶ −٠٫ ١٧٠۵ ٠٫ ۵۵۴۵



(٣.٣)

به�صورت: مثبت، قطری ماتریس Σ آن در که می�باشد D =


Σ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ I٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ Σ ٠ ٠

ماتریس

Σ = diag(
√
٨−١٠,

√
١٠−۴,

√
١,
√
١٠۴) > ٠

نتیجه: در بود، خواهد

D =

١٠−۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢−١٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١٠٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠−۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢−١٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٠٢ ٠ ٠ ٠



سیمپلکتیک ماتریس�های SV D تجزیه ١.٣

با SV D تجزیه داری سیمپلکتیک ماتریس�های اما .[١١] هستند SV D تجزیه دارای ماتریس�ها همه
ماتریس�های ساختاردار SV D تجزیه به ابتدا این�جا در شد. خواهد بیان ادامه در که هستند ویژه�ای ساختار

است. شده پرداخته حقیقی سیمپلکتیک ماتریس�های سپس و مختلط سیمپلکتیک



۶٠ SV D شبه تجزیه .٣

ماتریس آن�گاه S ∈ C٢m×٢m که طوری به باشد مربعی سیمپلکتیک ماتریس یک S اگر .١.١.٣ قضیه
به�شکل: SV D تجزیه دارای S

S = U

[
Ω ٠
٠ Ω−١

]
V ∗,

ω١ ⩾ · · · ⩾ آن در که Ω = diag(ω١, · · · , ωm) و یکانی سیمپلکتیک ماتریس�های V و U آن در که
.[١٧] می�باشد ωm ⩾ ١

به�صورت S ماتریس SV D تجزیه برهان.

S = WDZ∗, (۴.٣)

ماتریس یک S ماتریس می�باشد. قطری D ماتریس و یکانی های ماتریس Z و W آن در که است.
درنتیجه و است برقرار S = JS−∗J∗ تساوی سیمپلکتیک ماتریس تعریف به توجه با است سیمپلکتیک

داریم:

S = J(WDZ∗)−∗J∗ = (JW )D−١(JZ)∗. (۵.٣)

ماتریس منفرد مقدار نیز ω−١ که است بدیهی شود گرفته نظر در S ماتریس منفرد مقدار عنوان به را ω اگر
شکل، به می�توان را D ماتریس صورت این در می�باشد. S

D = diag(Ω,Ω−١),

یک از کمتر و نزولی به�صورت آن قطری عناصر و مثبت قطری ماتریس Ω آن در که شود. داده نمایش
داشت: خواهیم (۵.٣) و (۴.٣) ،SV D های تجزیه از همچنین شده�اند. مرتب

D(Z∗JZ)D = W ∗JW, D(W ∗JW )D = Z∗JZ, (۶.٣)

نتیجه: در

D٢(Z∗JZ)D٢ = D(D(Z∗JZ)D)D = D(W ∗JW )D = Z∗JZ.

می�دهیم: قرار

Ω = diag(ω١I, ..., ωpI, I).

ماتریس که حقیقت این و D٢(Z∗JZ)D٢ = Z∗JZ تساوی از است. ω١ > ... > ωp > ١ آن در که



۶١ سیمپلکتیک ماتریس�های SV D تجزیه .١.٣

گرفت: نتیجه می�توان است هرمیتی شبه ماتریس یک Z∗JZ

Z∗JZ =



٠ X١
. . . . . .

٠ Xp

Y١١ Y١٢

−X∗
١ ٠

. . . . . .
−X∗

p ٠
−Y ∗

١٢ Y٢٢


. (٧.٣)

ماتریس بنابراین است. یکانی نیز Z∗JZ ماتریس پس هستند یکانی J و Z ]ماتریس�های
٠ −Xi

−X∗
i ٠

]
(i = ١, · · · , p).

داریم: i = ١, · · · , p برای رو این از است. یکانی نیز

X∗
i Xi = I.

ماتریس گرفت نتیجه می�توان همچنین

Y =

[
Y١١ Y١٢

−Y ∗
١٢ Y٢٢

]
.

به Z∗JZ ماتریس بنابراین است. J ماتریس با متشابه Z∗JZ ماتریس است. یکانی و شبه�هرمیتی
گفت می�توان (٧.٣) بلوکی فرم به توجه با همچنین است. −i و i یکسان ویژه مقدار m دارای ترتیب

ماتریس ]هر
٠ −Xi

−X∗
i ٠

]
i ویژه مقدار تعداد همان دارای باید نیز Y ماتریس پس می�باشد. −i و i ویژه مقدار تعداد همان دارای
J ماتریس دیگر سوی از است. diag(iI,−iI) ماتریس با یکانی متشابه Y ماتریس می�باشد. −i و
دارد وجود P مانند یکانی ماتریس بنابراین است. diag(iI,−iI) ماتریس با یکانی متشابه همچنین

به�صورتی�که:

Y = PJP ∗ = P

[
٠ I

−I ٠

]
P ∗.

می�کنیم. تعریف زیر به�شکل را یکانی ماتریس

Z̃ =

[
Z̃١١ Z̃١٢

Z̃٢١ Z̃٢٢

]
,



۶٢ SV D شبه تجزیه .٣

آن: در که

Z̃١١ = diag(X١, · · · , XP , P١١), Z̃١٢ = diag(٠, · · · ,٠, P١٢),

Z̃٢٢ = diag(I, · · · , I, P٢٢), Z̃٢١ = diag(٠, · · · ,٠, P٢١).

ماتریس یک V = ZZ̃ ماتریس آن�گاه و است برقرار (ZZ̃)∗J(ZZ̃) = J تساوی صورت این در
هستند یکدیگر به تبدیل قابل Z̃ و D ماتریس�های که حقیقت این به توجه با است. یکانی سیمپلکتیک

داریم: (۶.٣) تساوی اولین و

(WZ̃)∗J(WZ̃) = Z̃∗W ∗JWZ̃ = Z̃∗D(Z∗JZ)DZ̃ = DV ∗JV D = DJD = J,

داریم: انتها در می�باشد. یکانی و سیمپلکتیک ماتریسی U ، U = WZ̃ می�دهیم قرار

S = WDZ∗ = WDZ̃Z̃∗Z∗ = (WZ̃)D(Z̃∗Z∗) = UDV ∗.

است. شده ذکر ادامه در حقیقی سیمپلکتیک ماتریس�های تجزیه

به�صورت: SV D تجزیه دارای S ∈ R٢m×٢m مربعی سیمپلکتیک ماتریس هر .٢.١.٣ قضیه

S = U

[
Ω ٠
٠ Ω−١

]
V T ,

Ω = diag(ω١, · · · , ωm) و هستند حقیقی متعامد سیمپلکتیک V و U ماتریس�های آن در که می�باشد
می�باشد. ω١ ⩾ · · · ⩾ ωm ⩾ ١ که

می�باشد. (١.١.٣) قضیه اثبات مشابه اثبات برهان.

سیمپلکتیک Dمی�توانند و V ،U ماتریس�های سیمپلکتیک، ماتریس�های ساختاردار SV D تجزیه در
می�باشد. (ω, ω−١) زوج منفرد مقادیر نیز و شوند. انتخاب



۴ فصل

BJBTفاکتورگیری

شبه�چولسکی تجزیه دارای K ∈ Rn×n حقیقی پادمتقارن ماتریس هر شد داده نشان دوم فصل در
رتبه فاکتورگیری مشابه BJBT فاکتورگیری است. B حقیقی ماتریس�های برخی برای BJBT به�شکل
دو این از هیچ�یک است. A مثبت معین نیمه و متقارن حقیقی، ماتریس یک برای A = BBT کامل
داریم: Q متعامد ماتریس هر باشدبرای A = BBT اگر مثال به�عنوان نیستند. منحصربه�فرد فاکتورگیری

A = (BQ)(BQ)T .

ماتریس هر برای باشد K = BJBT اگر مشابه به�طور است. دیگر کامل رتبه فاکتورگیری یک که
داریم: S سیمپلکتیک

K = (BS)J(BS)T .

رتبه فاکتورگیری برای دارند، عمده�ای تفاوت�های فاکتورگیری دو این است. دیگر فاکتورگیری یک که
است ممکن BJBT فاکتورگیری برای ولی هستند یکسانی منفرد مقادیر دارای مختلف عوامل تمام کامل
در باشند. متفاوتی منفرد مقادیر دارای مختلف عوامل سیمپلکتیک، ماتریس�های نبودن متعامد دلیل به

داریم. شرطی عدد و نرم مینیمم با عواملی به نیاز مواقع برخی
که Kx = b خطی معادلات سیستم حل در مثال برای دارند، عددی اهمیت سازی مینیمم مسائل
مثالی برای می�شود. استفاده K = BJBT فاکتورگیری از می�باشد حقیقی پادمتقارن K ماتریس
شبه ماتریس از ویژه مقادیر مسائل حل برای عددی روشی ٢٠٠٢ سال در همکارانش و بنر١ دیگر
است αK − βM مدادی متقارن/متقارن پاد ماتریس معادل که داده�اند ارائه مدادی همیلتونی/همیلتونی
در که است M هم�زمان به�طور و JBT ،B معین فشرده فرم محاسبه روش این قسمت مهم�ترین .[٢]
با B فاکتور مثال�ها این صورت دو هر در عددی پایداری برای است. K = BJBT از فاکتوری B آن
و نرم مینیمم با ترتیب به B فاکتور برای کلی فرمی فصل این در هست. نیاز شرطی عدد و نرم مینیمم
را B ∈ Rn×٢m عامل فاکتورگیری در تحلیل، و تجزیه در تسهیل منظور به می�شود. ارائه شرطی عدد

می�شود. گرفته نظر در rank(K) = ٢m آن در که ستونی کامل رتبه
١Benner
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B عامل کلی فرم ١.۴

B ماتریس و باشد (١٠.٢) شبه�شور فرم دارای و پاد�متقارن ماتریسی K ماتریس اگر .١.١.۴ گزاره
سیمپلکتیک ماتریس یک آن�گاه باشد برقرار K = BJmB

T تساوی که باشد داشته وجود به�صورتی
به�طوری�که: دارد وجود S مانند حقیقی

B = Q


Σ ٠
٠ Σ

٠ ٠

S = B٠S. (١.۴)

می�شود. نامیده SV D شبه تجزیه یک فوق تجزیه

Γ = برای (١٠.٢) شبه�شور تجزیه و K = BJmB
T شبه�چولسکی تجزیه از استفاده با برهان.

داریم: diag(Σ,Σ, I)

Γ−١QTKQΓ−١ = Γ−١QTBJm(Γ
−١QTB)T =

[
Jm ٠
٠ ٠

]
.

هستند. T = ٠ و SJmS
T = Jm پس S ∈ R٢m×٢m آن در که Γ−١QTB =

[
S

T

]
می�گیریم نظر در

بنابراین:

B = QΓ

[
S

T

]
= Q


Σ ٠
٠ Σ

٠ ٠

S = B٠S.

است. نیاز مورد زیر نتایج بهینه عوامل کلی فرم آوردن به�دست برای

متعامد Q ماتریس آن در که باشد (١.۴) SV D شبه تجزیه دارای B ∈ Rn×٢m اگرماتریس .٢.١.۴ لم
به�صورت: Σ مثبت ماتریس و حقیقی سیمپلکتیک ماتریس یک S و حقیقی

Σ = diag
(
σ١In١ , · · · , σrInr

)
.

به�صورت: S سیمپلکتیک ماتریس منفرد مقادیر نیز و باشد σ١ > · · · > σr > ٠ آن در که

ω−١
m ⩽ · · · ⩽ ω−١

١ ⩽ ١ ⩽ ω١ ⩽ · · · ⩽ ωm.

:[١٧] است برقرار زیر نتایج آن�گاه باشد
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.١

∥ B ∥⩾ σ١

√
ω٢
n١

+ ω−٢
n١

٢ ⩾ σ١.

باشد. زیر به�شکل SV D تجزیه دارای S ماتریس اگر تنها و اگر ∥ B ∥= σ١ همچنین،

S =


In١ ٠ ٠ ٠
٠ U١ ٠ U٢

٠ ٠ In١ ٠
٠ −U٢ ٠ U١



In١ ٠ ٠ ٠
٠ Ω̂ ٠ ٠
٠ ٠ In١ ٠
٠ ٠ ٠ Ω̂−١

V T ,

آن: در که

U =

[
U١ U٢

−U٢ U١

]
.

Ω̂ = diag(ωn١+١, · · · , ωm) شکل به ماتریسقطری یک Ω̂ متعامد، سیمپلکتیک V ماتریس و
داریم: و ∥∥∥∥∥است

[
Σ̂ ٠
٠ Σ̂

]
U

[
Ω̂ ٠
٠ Ω̂−١

]∥∥∥∥∥ ⩽ σ١,

آن، در که

Σ̂ = diag(σ٢In٢ , · · · , σrInr).

باشد. برقرار زیر نامساوی که است به�صورتی B ماتریس منفرد مقدار کوچک�ترین .٢

σ٢m(B) ⩽ σr

√
٢

ω٢
nr

+ ω−٢
nr

⩽ σr.

SV D تجزیه دارای S ماتریس اگر تنها و اگر است برقرار σ٢m(B) = σr تساوی همچنین،

S =


U١ ٠ U٢ ٠
٠ Inr ٠ ٠

−U٢ ٠ U١ ٠
٠ ٠ ٠ Inr



Ω̂ ٠ ٠ ٠
٠ Inr ٠ ٠
٠ ٠ Ω̂−١ ٠
٠ ٠ ٠ Ω̂−١

V T ,

آن، در که

U =

[
U١ U٢

−U٢ U١

]
.
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و است متعامد سیمپلکتیک v ماتریس و

Ω̂ = diag (ωnr+١, · · · , ωm) ,

می�کنند: صدق زیر نامساوی در Ω̂ و U ماتریس�های نیز ∥∥∥∥∥و
[
Σ̂ ٠
٠ Σ̂

]
U

[
Ω̂ ٠
٠ Ω̂−١

]∥∥∥∥∥ ⩾ σr,

آن: در که

Σ̂ = diag(σ١In١ , · · · , σr−١Inr−١).

با: بود خواهد برابر S سیمپلکتیک ماتریس ساختاردار SV D تجزیه .١ برهان.

S = W

[
Ω ٠
٠ Ω−١

]
ZT ,

با Ω = diag(ω١, · · · , ωm) و متعامد سیمپلکتیک Z و W ماتریس�های آن در که
SV D شبه تجزیه و B ماتریس SV D تجزیه از استفاده با می�باشند. ١ ⩽ ω١ ⩽ · · · ⩽ ωm

و B ماتریس گرفت نتیجه می�توان ،(١.۴)[
Σ ٠
٠ Σ

]
W

[
Ω ٠
٠ Ω−١

]
,

ویژه مقادیر جذر شامل B ماتریس منفرد مقادیر بنابراین هستند. مشابه منفرد مقادیر دارای
می�باشند. زیر ماتریس

A =

[
Σ ٠
٠ Σ

]
W

[
Ω٢ ٠
٠ Ω−٢

]
W T

[
Σ ٠
٠ Σ

]
=

[
Σ ٠
٠ Σ

]
H

[
Σ ٠
٠ Σ

]
. (٢.۴)

که: است واضح

∥ A ∥ I −

[
Σ ٠
٠ Σ

]
H

[
Σ ٠
٠ Σ

]
⩾ ٠,

یا

∥ A ∥

[
Σ−٢ ٠
٠ Σ−٢

]
⩾ H.

ماتریس: که واقعیت این و J ماتریس رویه مناسب تشابهی تبدیل یک اجرای با

H = W

[
Ω٢ ٠
٠ Ω−٢

]
W T ,
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داریم: است، متقارن و سیمپلکتیک ماتریس یک

∥A∥

[
Σ−٢ ٠
٠ Σ−٢

]
⩾ H−١.

داشت: خواهیم بالا نامساوی دو ترکیب با

٢∥A∥
[
Σ−٢ ٠
٠ Σ−٢

]
⩾ H +H−١ = W

[
Ω٢ + Ω−٢ ٠

٠ Ω٢ + Ω−٢

]
⩾ W T .

می�دهیم: قرار

Ex =

[
In١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ In١ ٠

]T
.

واحد، نرم با x ∈ rangeEx بردار هر برای و Σ = diag(σ١In١ , · · · , σrInr) می�دانیم

٢∥A∥
σ٢
١

= ٢∥A∥xT

[
Σ−٢ ٠
٠ Σ−٢

]
x ⩾ xTW

[
Ω٢ + Ω−٢ ٠

٠ Ω٢ + Ω−٢

]
W Tx,

واحد، نرم با y = W Tx ∈ rangeW TEx بردار هر ارز هم یا

٢∥A∥
σ٢
١

⩾ yT

[
Ω٢ + Ω−٢ ٠

٠ Ω٢ + Ω−٢

]
y. (٣.۴)

ماتریس: این�که به توجه ]با
Ω٢ + Ω−٢ ٠

٠ Ω٢ + Ω−٢

]

به�صورت که می�باشد ω٢
١ + ω−٢

١ , ω٢
١ + ω−٢

١ , · · · , ω٢
m + ω−٢

m , ω٢
m + ω−٢

m ویژه مقادیر دارای
و می�باشد کاهشی ω ⩾ ١ هر برای f(ω) = ω٢ + ω−٢ تابع زیرا شده�اند. مرتب کاهشی غیر
قضیه به توجه با است. ١ ⩽ ω١ ⩽ · · · ⩽ ωm غیرنزولی به�صورت Ω ماتریس قطری عناصر

گرفت: نتیجه می�توان ماکزیمم و مینیمم

٢∥A∥
σ٢
١

⩾ min
φ,rankφ=٢n١

max
y∈φ

yT

[
Ω٢ + Ω−٢ ٠

٠ Ω٢ + Ω−٢

]
y = ω٢

n١
+ ω−٢

n١
.

داریم: بنابراین

∥ B ∥=
√
∥ A ∥ ⩾ σ١

√
ω٢
n١

+ ω−٢
n١

٢ ⩾ σ١.
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عناصر از n١ حداقل بنابراین . ωn١ = که١ است واضح باشد ∥B∥ = σ١ هنگامی�که
Ω = می�کنیم فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون می�باشد. ١ برابر Ω ماتریس قطری
می�دانیم باشد. ١ < ωt+١ ⩽ · · · ⩽ ωm و t ⩾ n١ آن در که ، diag(It, ωt+١, · · · , ωm)

داریم: ،y ∈ W TEx واحد نرم با بردار هر برای (٣.۴) به توجه با ∥B∥ =
√

∥A∥ = σ١

yT

[
Ω٢ + Ω−٢ ٠

٠ Ω٢ + Ω−٢

]
y = ٢

ماتریس، ]در
Ω٢ + Ω−٢ ٠

٠ Ω٢ + Ω−٢

]

متناظر: ویژه فضای با ،٢ ویژه مقدار کوچکترین از نسخه ٢t دارای

= range

[
Ir ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Ir ٠

]T
.

یا: و باشند داشته قرار ویژه فضای این در باید y بردارهای همه�ی بنابراین می�باشد.

rangeW TEx ⊆ range


Ir ٠
٠ ٠
٠ Ir

٠ ٠

 .

،W متعامد سیمپلکتیک ماتریس از بلوکی ساختار و فوق نکته به توجه با

W TEx =


E١ E٢

٠ ٠
E٢ E١

٠ ٠

 ,

می�دهیم: قرار می�باشند. E١, E٢ ∈ Rt×n١ آن در که

E =

[
E١ E٢

−E٢ E١

]
.

که، است واضح

ETJtE = (W TEx)
TJm(W

TEx) = Jn١ , ETE = (W TEx)
TW TEx = In١ .
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وجود F مانند متعامدی سیمپلکتیک ماتریس سیمپلکتیک، QR تجزیه و حقیقت این به توجه با
بطوریکه: دارد

F TE =


In١ ٠
٠ ٠
٠ In١

٠ ٠

 . (۴.۴)

می�باشد، زیر فرم به و متعامد Fسیمپلکتیک ]ماتریس
F١ F٢

−F٢ F١

]

می�کنیم: تعریف زیر شکل به را F̂ متعامد سیمپلکتیک ماتریس است. F١, F٢ ∈ Rt×t آن در که

F̂ =


F١ ٠ F٢ ٠
٠ I ٠ ٠
F٢ ٠ F١ ٠
٠ ٠ ٠ I

 .

یا ،F̂ TW TEx = Ex گرفت نتیجه می�توان (۴.۴) رابطه از

WF̂ =


In١ ٠ ٠ ٠
٠ U١ ٠ U٢

٠ ٠ In١ ٠
٠ −U٢ ٠ U١

 ,

ماتریس: آن در ]که
U١ U٢

−U٢ U١

]
= U

در با بنابراین می�گردد. تبدیل diag(Ω,Ω−١) ماتریس به F ماتریس است. متعامد سیمپلکتیک
Vداریم: = ZF̂ تساوی گرفتن نظر

S = (WF̂ )

[
Ω ٠
٠ Ω−١

]
V T

باشد. برقرار زیر نامساوی که است کافی و لازم ،∥B∥ = σ١ تساوی برقراری برای نتیجه ∥∥∥∥∥در
[
Σ̂ ٠
٠ Σ̂

]
U

[
Ω̂ ٠
٠ Ω̂

]∥∥∥∥∥ ⩽ σ١
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داریم: (٢.۴) رابطه در شده تعریف A ماتریس برای .٢

∥A−١∥ =
١

(σ٢m(B))٢

می�دانیم،

A−١ =

[
Σ ٠
٠ Σ

]−١

H−١

[
Σ ٠
٠ Σ

]−١

,

و

H−١ = W

[
Ω−٢ ٠
٠ Ω٢

]
W T .

که، داد نشان می�توان می�کنیم. جایگزین H−١ و A−١ با را اول قسمت در H و A ماتریس

(σ٢m(B))−١ =
√
∥A−١∥ ⩾ σ−١

r

√
ω٢
nr

+ ω−٢
nr

٢ ⩾ σ−١
r .

بنابراین،

σ٢m(B) ⩽ σr

√
٢

ω٢
nr

+ ω−٢
nr

⩽ σr. (۵.۴)

آورد. بدست مشابه راه با می�توان را S ماتریس بلوکی ساختار باشد σ٢m(B) = σr هنگامی�که و

نرم مینیمم با B عامل کلی فرم ١.١.۴

می�شود. پرداخته BJBT فاکتورگیری در نرم مینیمم با B عامل برای کلی فرم ارائه به ادامه در

باشد rank(K) = ٢m به�صورتی�که پادمتقارن ماتریس یک K ∈ Rn×n ماتریس اگر .٣.١.۴ قضیه
برقرار K = BJmB

T فاکتورگیری در B عامل هر برای ∥ B ∥⩾
√
∥ K ∥ نامساوی صورت این در

ماتریس یک Q ماتریس آن در که باشد (١٠.٢) شبه�شور فرم دارای K ماتریس اگر همچنین است.
در B عامل آن�گاه σ١باشد. > · · · > σr > ٠ که Σ = diag(σ١In١ , · · · , σnr) و متعامدحقیقی

تساوی

∥ B ∥=
√
∥ K ∥,

اگر: تنها و اگر می�کند صدق

B = Q


Σ ٠
٠ Σ

٠ ٠



In١ ٠ ٠ ٠
٠ U١ ٠ U٢

٠ ٠ In١ ٠
٠ −U٢ ٠ U١



In١ ٠ ٠ ٠
٠ Ω̂ ٠ ٠
٠ ٠ In١ ٠
٠ ٠ ٠ Ω̂−١

V T .



٧١ B عامل کلی فرم .١.۴

ماتریس آن در که

U =

[
U١ U٢

−U٢ U١

]
,

Ω̂ و U ماتریس�های نیز و مثبت قطری ماتریس Ω̂ و هستند حقیقی متعامد سیمپلکتیک ،V ماتریس و
نامساوی: در

∥∥∥∥∥
[
Σ̂ ٠
٠ Σ̂

]
U

[
Ω̂ ٠
٠ Ω̂−١

]∥∥∥∥∥ ⩽
√
∥K∥,

آن، در که

Σ̂ = diag(σ٢In٢ , · · · , σrInr).

.[١٧] می�کنند صدق است

شرطی عدد مینیمم با B عامل کلی فرم ٢.١.۴

پرداخته BJBT فاکتورگیری در عددشرطی مینیمم با B عامل برای کلی فرم ارائه به بعدی قضیه در
می�شود.

آن�گاه باشد، rank(K) = ٢m و پادمتقارن ماتریس یک K ∈ Rn×n ماتریس اگر .۴.١.۴ قضیه
اگر همچنین می�باشد. برقرار K = BJmB

T در B عامل هر برای k(B) ⩾
√
k(K) نامساوی

و حقیقی متعامد ماتریس یک Q ماتریس آن در که باشد (١٠.٢) شور شبه فرم دارای K ماتریس
یکدیگر معادل زیر جملات آن�گاه σ١می�باشد > · · · > σr > ٠ که Σ = diag(σ١In١ , · · · , σnr)

هستند.

.١

k(B) =
√
k(K).

.٢

∥B ∥=
√

∥ K ∥, ∥B†∥ =
√
∥K†∥.
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است، زیر فرم دارای B ماتریس .٣

Q

[
Σ ٠
٠ Σ

]


In١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ U١ ٠ ٠ U٢ ٠
٠ ٠ Inr ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ In١ ٠ ٠
٠ −U٢ ٠ ٠ U١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ Inr



×



In١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ Ω̃ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ Inr ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ In١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ Ω̃−١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ Inr


V T ,

آن در که

U =

[
U١ U٢

−U٢ U١

]
,

و U ماتریس�های و مثبت قطری Ω̃ ماتریس و هستند حقیقی متعامد سیمپلکتیک V ماتریس و
نامساوی: در Ω̃

σr ⩽
∥∥∥∥∥
[
Σ̃ ٠
٠ Σ̃

]
U

[
Ω̃ ٠
٠ Ω̃−١

]∥∥∥∥∥ ⩽ σ١,

آن در که

Σ̃ = diag(σ٢In٢ , · · · , σr−١Inr−١).

.[١٧] می�کنند صدق است

نظر در σ٢m(K) و σ٢m(B) بصورت ترتیب به را K و B های ماتریس منفرد مقدار کمترین برهان.
داریم: (٢.١.۴) لم به توجه با می�گیریم

∥ B ∥⩾ σ١ =
√
∥ K ∥, σ٢m(B) ⩽

√
σ٢m(K).

خواهیم ∥ K† ∥= ١/σ٢m(K) و ∥ B† ∥= ١/σ٢m(B) ماتریس، معکوس شبه تعریف به توجه با
داشت:

k(B) =∥ B ∥∥ B† ∥=∥ B ∥ /σ٢m(B) ⩾
√
∥ K ∥/

√
σ٢m(K) =

√
k(K).

می�گیرد. صورت بالا نامساوی�های از استفاده با (٢) به (١) اثبات
می�گیرد. صورت (٢.١.۴) لم دو و یک مورد ترکیب با (٣) به (٢) اثبات



٧٣ B عامل کلی فرم .١.۴

مینیمم دارای همیشه (١.۴) به�صورت شده مشخص عامل که است مشخص فوق قضایای به توجه با
می�باشد. شرطی عدد و نرم

متقارن پاد ماتریس .۵.١.۴ مثال

K =


٠ ٠ ۴ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−۴ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠


پس: دارد. قرار شور شبه فرم در و نامنفرد که

∥ K ∥= ۴, k(K) = ۴,

با: است برابر کند صدق k = BJBT تجزیه در که B ماتریس کلی فرم

B =


٢ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

S,

تساوی که به�صورتی B ماتریس کلی فرم می�باشد. سیمپلکتیک S ماتریس آن در که

∥ B ∥=
√

∥ K ∥ = ٢,

با: است برابر باشد برقرار

B =


٢ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١



١ ٠ ٠ ٠
٠ c ٠ s

٠ ٠ ١ ٠
٠ −s ٠ c



١ ٠ ٠ ٠
٠ ω ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ω−١

V T ,

ماتریس: و متعامد سیمپلکتیک V ماتریس و ١٢ ⩽ ω ⩽ ٢ آن در ]که
c s

−s c

]
,

تساوی که به�صورتی B ماتریس کلی فرم و می�باشد متعامد سیمپلکتیک که است گیونز تبدیل یک
با: است برار باشد برقرار k(B) =

√
k(K) = ٢

B =


٢ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٠ ١

V T ,

می�باشد. متعامد سیمپلکتیک V ماتریس آن در که



٧۴ BJBTفاکتورگیری .۴

تجزیه دارای B ماتریس آن�گاه باشد ٢m با برابر B ماتریس رتبه و B ∈ Rn×٢m اگر .۶.١.۴ نتیجه
مرتبه با سیمپلکتیک ماتریس�های مجموعه عنوان به را φ اگر همچنین و می�باشد (١.۴) SV D شبه

آن�گاه: شود گرفته نظر در ٢m× ٢m

minZ∈φ ∥BZ∥ = ∥Σ∥,
maxZ∈φ σ٢m(BZ) = σ٢m(Σ),

minZ∈φ k(BZ) = k(Σ).

است. شده تعریف (١.۴) در که است مثبتی قطری ماتریس Σ آن در که

شبه تجزیه دارای پس (۴.٠.٣) قضیه و است ستونی کامل رتبه B ماتریس این�که به علم با برهان.
داریم: مثال عنوان به می�باشد. (١.۴) SV D

B = Q

[
Σ ٠
٠ Σ

]
S−١,

می�باشد. مثبت قطری Σماتریس و حقیقی سیمپلکتیک S ماتریس حقیقی، متعامد ماتریس Q آن در که
داریم: Z سیمپلکتیک ماتریس هر برای

BZ = Q

[
Σ ٠
٠ Σ

]
(S−١Z).

قسمت به توجه با می�باشد. سیمپلکتیک ماتریس S−١Z آنگاه باشد حقیقی سیمپلکتیک ماتریس Z اگر
: ( ٢.١.۴ ) لم اول

∥ BZ ∥⩾∥ Σ ∥,

آن�گاه: Z = S اگر و

∥ BZ ∥=∥ Σ ∥ .

بنابراین:

min
Z∈φ

∥BZ∥ = ∥Σ∥.

گیری نتیجه� اول قسمت دو از سوم قسمت اثبات و می�باشد اول قسمت مشابه دوم قسمت اثبات
می�شود.

ρ((JA)−١) و ρ(JA) معین، مثبت و متقارن ماتریس یک A ∈ R٢m×٢m ماتریس اگر .٧.١.۴ نتیجه
ماتریس�های مجموعه به�عنوان را φ و باشند (JA)−١ و JA ماتریس�های طیفی شعاع ترتیب به

آن�گاه: شود گرفته نظر در ٢m× ٢m حقیقی سیمپلکتیک

minZ∈φ ∥ ZTAZ ∥= ρ(JA),

maxZ∈φ σ٢m(Z
TAZ) =

١
ρ((JA)−١)

,

minZ∈φ k(Z
TAZ) = ρ(JA)ρ((JA)−١).



٧۵ B عامل کلی فرم .١.۴

و معین مثبت A ماتریس می�گیریم نظر در A = LLT به�صورت را A ماتریس چولسکی تجزیه برهان.
می�شود. حاصل LT ماتریس برای (۶.١.۴) نتیجه به�کارگیری با فوق نتایج می�باشد. نامنفرد LT ماتریس

. ρ((JA)−١) =∥ Σ−١ ∥٢ و ρ(JA) =∥ Σ ∥٢ نشان�می�دهیم تنها اینجا در
گرفت: نتیجه زیر حقیقت از می�توان را موارد این

LT = Q

[
Σ ٠
٠ Σ

]
S−١, JA = JLLT = S

[
٠ Σ٢

−Σ٢ ٠

]
S−١.





۵ فصل

تجزیه محاسبه برای عددی روشی پیشنهاد
SV D شبه

ماتریس Q آن در که B = QDS−١ ،SV D شبه تجزیه محاسبه برای عددی روش یک بخش این در
این می�گردد. پیشنهاد آینده پژوهش�های برای است قطری Dماتریس و سیمپلکتیک ماتریس S متعامد،
همیلتونی سیستم�های و ژیروسکوپی سیستم�های مانند مرتبط کاربردی مسائل حل برای می�تواند روش
باشد موضوع این دهنده نشان� می�تواند عددی مثال�های و خطا آنالیز گیرد. قرار استفاده مورد خطی
دقت از دیگر روش�های با مقایسه در روش این توسط BJBT ماتریس شده محاسبه ویژه�ی مقادیر که

هستند. برخوردار بالاتری
:SV D شبه تجزیه دارای B ∈ Rn×٢m ماتریس هر شد داده نشان ٣ فصل در

QTBS = D =



p q m− p− q p q m− p− q

p Σ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

q ٠ I ٠ ٠ ٠ ٠

p ٠ ٠ ٠ Σ ٠ ٠

n− ٢p− q ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


(١.۵)

مثبت قطری ماتریس Σ و حقیقی سیمپلکتیک ماتریس S حقیقی، متعامد ماتریس Q آن در که می�باشد
حقیقی پادمتقارن ماتریس متعارف فرم�های با زیادی ارتباط دارای (١.۵) SV D شبه تجزیه هستند.

.[١٨] است JBTB همیلتونی ماتریس و BJBT



٧٨ SV D شبه تجزیه محاسبه برای عددی روشی پیشنهاد .۵

با: است برابر JBTB ماتریس ساختاردار متعارف فرم

JBTB = S



٠ ٠ ٠ Σ٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

−Σ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ −I ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠


S−١. (٢.۵)

می�باشد. Σ = diag (σ١, .., σp) آن در که
برای معتبر و کارآمد روش یک هستند. یکدیگر مشابه BJBT و JBTB ماتریس�های ویژه�ی مقادیر
این معایب جمله از .[١٢] است ژاکوبی یا QR روش از استفاده BJBT ماتریس ویژه مقادیر محاسبه
صریح حاصل روی فقط و کنند محاسبه را S سیمپلکتیک ماتریس نمی�توانند آن�ها که است این روش�ها
شبه تجزیه است شده پیشنهاد اینجا در که روشی اما هستند. اجرا قابل BJBT یا JBTB ماتریس
ماتریس و JBTB ماتریس ویژه مقادیر محاسبه به قادر هم�زمان و می�کند محاسبه را B ماتریس SV D

بنابراین می�شود، اجرا B عامل روی فقط پیشنهادی روش چون این، بر علاوه می�باشد. S سیمپلکتیک
می�باشد. محاسبه قابل دیگر روش�های از دقیق�تر JBTB ماتریس ویژه مقادیر

پیشنهادی الگوریتم ١.۵

متعامد تبدیلات از استفاده با ابتدا که است صورت این به شده ارائه SV D شبه تجزیه محاسبه شیوه
استفاده SV D شبه تجزیه ساخت برای فشرده فرم این از سپس و محاسبه را B ماتریس فشرده�ی فرم
پادمتقارن ماتریس برای QR شبه روش از ضمنی مدل حقیقت در فشرده فرم محاسبه روش این شده.

است. BJBT

پادمتقارن ماتریس که شده گرفته نظر در به�صورتی را B ماتریس ابتدا روش، این ساده توصیف منظور به
است. سطر زوج تعداد دارای و سطری کامل رتبه لزومأ B ماتریس فرض این با باشد. نامنفرد BJBT

است: آمده زیر الگوریتم در پیشنهادی روش خلاصه
JBTB ویژه مقدار الگوریتم این در شده، گرفته نظر در نامنفرد BJBT با B ∈ Rn×٢m حقیقی ماتریس

می�شود. محاسبه SV D شبه تجزیه و BJBT ،

که: می�شود تعیین به�صورتی ،U١ متعامد سیمپلکتیک ماتریس و Q١ متعامد ماتریس اول: گام

QT
١BU١ =

[
B١١ B١٢ B١٣ B١۴

٠ ٠ B٢٣ ٠

]
=

[
B١ B٢

٠ B٣

]
,

و قطری دو بالا ماتریس B١١B
T
٢٣ مثلثی، پایین B٢٣ ماتریس بالامثلثی، B١١ ماتریس آن در که

هستند. B١B٢ = B٢B
T
١



٧٩ پیشنهادی الگوریتم .١.۵

که، می��شود مشخص به�صورتی W و Z٢ ،Z١ متعامد ماتریس�های دوم: گام

R١١ = ZT
١ B١١W, R٢٣ = ZT

٢ B٢٣W,

و مثلثی پایین R٢٣ بالامثلثی، R١١ آن در که

R١١R
T
٢٣ = diag(σ١, · · · , σp) = ∆,

باشد. مثبت قطری ماتریس

±iσ١, · · · ,±iσp صفر غیر ویژه مقادیر باشد، نیاز مورد JBTB و BJBT ویژه مقادیر اگر سوم: گام
بروید. بعد گام به است نیاز مورد (١.۵) ،SV D شبه تجزیه اگر شوید. متوقف و محاسبه

و U = U١diag(W, I,W, I) ، Q = Q١

[
Z١ ٠
٠ Z٢

]
ماتریس�های .١ چهارم: گام

R =

[
R١١ R١٢ R١٣ R١۴

٠ ٠ R٢٣ ٠

]
,

R١۴ = و R١٣ = ZT
١ B١٣W ،R١٢ = ZT

١ B١٢ آن�ها در که می�شود محاسبه مجدد
.ZT

١ B١۴

می�شود. محاسبه Σ =
√
∆ ماتریس .٢

می�آید. به�دست زیر فرمول از استفاده با S سیمپلکتیک ماتریس .٣

S = U


RT

٢٣Σ
−١ −(RT

٢٣Σ
−١)(RT

١٢Σ
−١)T −RT

١٣Σ
−١ −(RT

٢٣Σ
−١)(RT

١۴Σ
−١)T

٠ I −RT
١۴Σ

−١

٠ ٠ RT
١١Σ

−١ ٠
٠ ٠ RT

١٢Σ
−١ I

 .

می�شود. محاسبه زیر به�شکل SV D شبه تجزیه در B ماتریس سپس

QTBS = D =


p m− p p m− p

p Σ ٠ ٠ ٠

p ٠ ٠ Σ ٠


است. شده [١٨]ذکر در روش این جزئیات
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Abstract

Symplectic matrices play an important role in the analysis and numerical solution of
matrix problems.
Symplectic similarity transformations preserve the structures of Hamiltonian, skew Hamil-
tanian and symplectic matrices. Based on this fact symplectic matrices are used as the
basic tool in the analysis and the numerical solution of Hamiltonian, skew Hamiltonian
and symplectic eigenvalue problems. In this thesis several matrix factorizations related to
symplectic matrices is provided and a singular value-like decomposition B = QDS−1 for
any real matrix B ∈ Rn×2m, is introduced where Q is real orthogonal, S is real symplec-
tic, and D is diagonal. Then the relation between this decomposition and the canonical
form of real skew-symmetric matrices is shown. also it was shown that every symplectic
matrix that has the structured singular value decomposition S = UDV ∗, where U and V
are unitary and symplectic, D = diag(Ω,Ω−1) and Ω is positive diagonal. Then it has
studied the BJBT factorization of real skew-symmetric matrices. The BJBT factoriza-
tion has the applications in solving the skew-symmetric systems of linear equations, and
the eigenvalue problem for skew-symmetric/symmetric pencils. The BJBT factorization
is not unique, and in numerical application one requires the factor B with small norm and
condition number to improve the numerical stability. By employing the singular value-like
decomposition and the singular value decomposition of symplectic matrices presented the
general formula for B with minimal norm and condition number.
latinkeywords: Skew-symmetric matrix; Symplectic matrix; Orthogonal (unitary) sym-
plectic matrix; Hamiltonian matrix; Eigenvalue problem; Singular value decomposition
(SVD); SVD-like decomposition; BJBT factorization; Schur form; Jordan canonical form.
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