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චاری... ণپاس໋�
او از پس بی�آنکه است آخر و نبوده اولی او از قبل و اوست هستی آثار همه اول که را خداوندی سپاس
وصفش از وصف�کنندگان فهم و اندیشه و قاصر دیدنش از بینندگانش دیده که خداوندی باشد، آخری

است. عاجز
راهنمایی�های که باغیشنی، حسین دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از می�دارم لازم برخود
و تشکر مراتب همچنین نمایم. تشکر است، نموده میسر را تحقیق این آوردن فراهم ایشان سازنده
عهده بر را حاضر تحقیق داوری که شاهسونی داود دکتر و آرشی محمد دکتر آقای از را خود قدردانی

می�دارم. ابراز ساخته�اند، بهره�مند را اینجانب خود راهنمایی�های از و داشته�اند

ඟ໋کار ෙ७ورૡં༙۱۳۹۵ه



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی کارگر فاطمه این�جانب
با ناهمگن پواسون فرآیندهای در تقریبی بیزی استنباط عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی

می�شوم: متعهد باغیشنی حسین دکتر راهنمایی تحت بازگشتی پیشامدهای تحلیل در کاربرد
است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام این�جانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مقالاتمستخرج و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در افرادیکه تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

استفاده آن�ها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده�اند. رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده

یافته دسترسی افراد اطلاعاتشخصی حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ඟ໋کار ෙ७ورૡં༙۱۳۹۵ه

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق ساخته�شده) تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید
نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه، این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
وابسته آن�ها، تحلیل برای معقول مدل�های پیچیدگی دلیل به بیزی، دیدگاه در بازگشتی داده�های تحلیل
الگوریتم�ها این اما است. ،MCMCالگوریتم�های جمله از نمونه�گیری، بر مبتنی روش�های از استفاده به
آمیختگی، رفتارهایضعیف و زنجیر تشخیصهمگرایی در ناتوانی کند، سرعت مانند مشکلاتی با همیشه
جمع�بسته آشیانه�ای لاپلاس تقریب روش الگوریتم�ها، این برای جانشین رهیافت یک هستند. همراه
الگوریتم�های مشکلات از روش این شد. ارایه (٢٠٠٩) همکارانش و رو توسط که است (INLA)
حاصل نتایج دقت اختلاف طرفی، از بالاست. بسیار آن در محاسبات سرعت و بوده مبرا MCMC
مدل�بندی پایان�نامه، این در است. بالاتر مواردی در حتی و ناچیز MCMCبسیار الگوریتم�های و آن از
شده انجام ،INLAروش کمک به و ناهمگن پواسون فرآیند اساس بر بازگشتی پیشامدهای تقریبی بیزی

شده�اند. ارزیابی واقعی، و شبیه�سازی مثال�های توسط نیز استنباطی روش و مدل عملکرد است.

مدل ناهمگن، پواسون فرآیند جمع�بسته، آشیانی لاپلاس تقریب بازگشتی، پیشامدهای کلیدی: کلمات
گاوسی. مارکوفی تصادفی میدان کاکس، متناسب مخاطره



ج

ൈঠ�அتار
علمی زمینه�های از بسیاری در علاقه مورد موضوع می�دهند، رخ بار یک از بیش که پیشامدهایی مطالعه
پیشامدها، نوع این به است. جرم�شناسی و صنعتی، و تولیدی قطعات اطمینان قابلیت پزشکی، جمله از
(١ هستند: دسته�بندی قابل گروه دو در چندگانه پیشامدهای می�شود. اطلاق چندگانه پیشامدهای
(٢ و می�شوند تکرار زمان طول در فرد) یا (شیء مورد یک برای و بوده نوع یک از که پیشامدهایی
مورد پایان�نامه این در که آن�چه می�دهند. رخ شیء یا فرد یک برای که متفاوت انواع با پیشامدهایی
چند هستند. معروف بازگشتی داده�های به که است اول نوع چندگانه پیشامدهای تحلیل است، نظر
در جراحی از بعد تومور بازگشت تنفسی، بیماران در آسم حملات از عبارتند پیشامدها، نوع این از مثال
یک در خطا یک مکرر شناسایی و افراد، توسط جرم تکرار پی، در پی قلبی حملات سرطان، مطالعات
بازگشتی، پیشامدهای از حاصل داده�های تحلیل برای انجام�شده مختلف مطالعات نرم�افزاری. سیستم
مدل�بندی یا مخاطره) تابع یا خطر (نرخ شدت اساستابع بر مدل�بندی می�شوند: شامل را کلی دیدگاه دو

مشخص. بازه یک در بازگشت�ها تعداد پایه بر
انعطاف دلیل به نیمه�پارامتری، مدل�های از استفاده با بازگشتی داده�های تحلیل اخیر، سال�های در
است. شده معمول خیلی تبیینی، متغیرهای پویای و ایستا اثرات همزمان کردن لحاظ در آن�ها بالای
از استفاده به وابسته آن�ها، تحلیل برای معقول مدل�های پیچیدگی دلیل به مدل�ها، این بیزی تحلیل
با همیشه الگوریتم�ها این اما است. ،MCMC الگوریتم�های جمله از نمونه�گیری، بر مبتنی روش�های
همراه آمیختگی، ضعیف رفتارهای و زنجیر همگرایی تشخیص در ناتوانی کند، سرعت مانند مشکلاتی
(INLA) جمع�بسته آشیانه�ای لاپلاس تقریب روش الگوریتم�ها، این برای جانشین رهیافت یک هستند.
الگوریتم�هایMCMCمبرا مشکلات روشاز این شد. همکارانشارایه و رو توسط ٢٠٠٩ سال در استکه
الگوریتم�های و آن از حاصل نتایج دقت اختلاف طرفی، از بالاست. بسیار آن در محاسبات سرعت و بوده

است. بالاتر مواردی در حتی و ناچیز MCMCبسیار

بازگشتی پیشامدهای می�کنیم فرض (٢٠١٢) همکاران و آکرکار روش اساس بر پایان�نامه، این در
رخ می�سازد، فراهم شدت تابع برای نیمه�پارامتری مدل یک که ناهمگن، پواسون فرآیند یک اساس بر
برای INLA روش که است پنهان گاوسی مدل�های رده از عضوی مدل این می�دهیم نشان می�دهند.
مدل عملکرد و می�بریم بهره پیشامدها این تحلیل در INLA روش از سپس است. استفاده قابل آن�ها
مقدمه، این به توجه با می�کنیم. ارزیابی واقعی، و شبیه�سازی مثال�های کمک به را استنباطی روش و

است: شده تدوین زیر صورت به پایان�نامه ساختار

می�کنیم. بیان را اصلی بحث به ورود برای نیاز مورد مدل�های و مفاهیم تعاریف، اول، فصل در •

پنهان گاوسی مدل�های رده در تقریبی بیزی استنباط انجام برای را INLAروش دوم، فصل در •
می�کنیم. معرفی را مدل�ها ارزیابی بیزی ملاک�های همچنین می�کنیم. معرفی

می�کنیم. معرفی را ناهمگن پواسون فرآیند مدل بازگشتی، داده�های تحلیل برای سوم، فصل در •



چ

روش از می�توان بنابراین است. پنهان گاوسی مدل�های رده از عضوی مدل این می�دهیم نشان
کرد. استفاده مدل بیزی استنباط و آن برازش برای INLA

تومور به مربوط داده�های که واقعی مثال دو و شبیه�سازی مثال دو از استفاده با چهارم، فصل در •
ارزیابی را پایان�نامه پیشنهادی رهیافت توانایی و عملکرد می�شوند، شامل را قلبی ایست و پستان

می�پردازیم. تحقیق آینده برای پیشنهاد چند ارایه و نتیجه�گیری به نیز پایان در می�کنیم.





مطالب فهرست

ذ تصاویر فهرست

ز جداول فهرست

١ پایه�ای مدل�های و تعاریف مفاهیم، ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا تحلیل ٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا داده�های پایه�ای ویژگی�های ١.٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا مدل�های ٣.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاکس متناسب مخاطره مدل ١.٣.١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتی داده�های تحلیل ٢.٣.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی آماری استنباط ۴.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسین توزیع تقریب ١.۴.١
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . کارلویی مونت مارکوف زنجیر الگوریتم�های ٢.۴.١

٣١ جمع�بسته آشیانی لاپلاس تقریب ٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوسی تصادفی فرآیند ١.٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . ساختاری جمعی رگرسیون مدل�های ١.١.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاوسی مارکوفی تصادفی فرآیند ٢.١.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع�ها گاوسی تقریب ٢.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . INLAروش با پسین توزیع�های تقریب ٣.٢
٣٩ . . . . . . . . . . توری راهبرد با ابرپارامترها توأم پسین توزیع تقریب ١.٣.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . ابرپارامترها کناری پسین توزیع تقریب ٢.٣.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . پنهان میدان عناصر کناری پسین توزیع تقریب ٣.٣.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزیابی معیارهای ۴.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشگویی اندازه�های ١.۴.٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطلاع انحراف معیار ٢.۴.٢

خ



مطالب فهرست د

۴٩ بازگشتی پیشامدهای بیزی تحلیل ٣
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شمارشی فرآیندهای ١.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسون فرآیندهای ١.١.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناهمگن پواسون فرآیندهای ٢.١.٣
۵۴ . . . . . . . کاکس متناسب مخاطره مدل برای ناهمگن پواسون فرآیند نمایش ٢.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتی پیشامدهای وابستگی ورود ١.٢.٣
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پنهان گاوسی مدل نمایش ٣.٣

۵٩ بازگشتی داده�های تحلیل در INLAروش عملکرد ارزیابی ۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه ١.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . ناهمگن پواسون فرآیند اول: مثال ١.١.۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . پارامتری متناسب مخاطره مدل دوم: مثال ٢.١.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پستان تومور داده�های ٢.۴
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شکنندگی اثر حضور ١.٢.۴
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قلبی ایست داده�های ٣.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل انتخاب متغیرها: معنی�داری ١.٣.۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده و نتیجه�گیری ۴.۴

٧٧ مراجع

٨۵ Rکدهای � آ�
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش اجرای آ�.١
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پستان تومور مثال به مربوط کدهای آ�.٢
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی اول مثال به مربوط کدهای آ�.٣



تصاویر فهرست

۴١ . . . . . . . . . . . . . . توری راهبرد وسیله با انتگرال�گیری نقاط انتخاب ١.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاکاهاشی معادله ماتریسی نمایش ٢.٢

ستاره علامت�های تایی. ١٠ نمونه یک برای شبیه�سازی�شده بازگشتی پیشامدهای ١.۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستند. پیشامدها رخداد زمان با متناظر

واقعی پایه مخاطره تابع لگاریتم اول: شبیه�سازی مثال در پایه مخاطره تابع برآورد ٢.۴
تابع حاشیه�ای پسین توزیع میانگین از حاصل بیزی برآورد همراه به ممتد) (خط
،K = ۴٠ ب) ،K = ٢٠ الف) زیرفاصله�های تعداد برای چین)، (خط پایه مخاطره

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .K = ٨٠ د) و ،K = ۶٠ ج)
۶٣ . . . . . . . . . . . . . رگرسیونی پارامترهای حاشیه�ای پسین چگالی نمودار ٣.۴

زدن قدم پیشین و شکنندگی متغیر دقت پارامترهای حاشیه�ای پسین چگالی نمودار ۴.۴
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه مخاطره تابع برای تصادفی
۶۵ . ٩۵٪ اعتبار فاصله با شکنندگی متغیر لگاریتم پسین) توزیع (میانگین بیزی برآورد ۵.۴

(میانگین بیزی برآورد همراه به ممتد)، (منحنی واقعی وایبل پایه مخاطره تابع منحنی ۶.۴
٪٩۵ بیزی اعتبار کران�های و ممتد) تکه�ای (منحنی پایه مخاطره تابع لگاریتم پسین)
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١ فصل
پایه�ای مدل�های و تعاریف مفاهیم،

معرفی هدف این به نیل برای ما نظر مورد روش�های و مدل�ها پایان�نامه، اصلی هدف فصل این در
می�شوند.

مقدمه ١.١
برای بقا١ داده�های عبارت است. بالینی تحقیقات حوزه در آماری تحلیل�های عمده�ترین از یکی بقا تحلیل
وقوع تا زمان می�کنند. اندازه�گیری را خاصی پیشامد وقوع تا زمان که می�شود اطلاق داده�هایی توصیف
داده�های خاص ساختار به توجه با می�باشد. پیوسته توزیع دارای و مثبت مقادیر با متغیری پیشامد،
آماری روش�های دیگر از نیز بقا تحلیل روش�های می�باشند، بریدگی٣ و سانسور٢ زمان�های شامل که بقا،

هستند. مجزا
یک داد�ه�های در چندمتغیره۵. ۴و متغیره یک داده�های هستند: عمده ساختار دو دارای بقا داده�های
مشاهده�شده زمان�های و است معین پیشامد یک وقوع تا زمان به مربوط اندازه�گیری�شده زمان متغیره
متغیره یک داه�های در مطالعه مورد حادثه عمده�ترین هستند. مستقل هم از مطالعه مورد افراد بین

١Survival data
٢Censoring
٣Truncation
۴Univariate data
۵Multivariate data

١



پایه�ای مدل�های و تعاریف مفاهیم، ٢

این می�شود. مطرح چندمتغیره داده�های بحث نباشد، برقرار استقلال پذیره که مواردی در است. مرگ
طولی٧. و موازی۶ داده�های می�شوند: تقسیم بخش دو به نیز داده�ها نوع

حاصل داده�های می�شوند، پیگیری هم با همزمان مشترک، صفات دارای افراد که مطالعاتی در
را حادثه یک فرد هر داده�ها نوع این در می�شوند. نامیده خوشه�ای بقای داده�های یا موازی داده�های
هستند. وابسته هم به خوشه، یا گروه یک در افراد گرفتن قرار دلیل به وقوع زمان�های و می�کند تجربه
متفاوت مختلف، خوشه�های بین در که باشد ژنتیکی یا محیطی شرایط دلیل به است ممکن وابستگی این
این از خانواده یک افراد یا دوقلوها مطالعه بدن، جفتی اعضای بقای زمان مطالعه مثال به�عنوان است.

هستند. نوع
مشاهده و می�نمایند تجربه را ممکن حادثه چندین از حادثه یک فقط افراد گاهی بالینی مطالعات در
فردی برای مثال به�عنوان شد. خواهد ممکن حوادث دیگر مشاهده عدم به منجر حوادث این از یکی
بقا، داده�های نوع این ندارد. وجود قلبی حمله اثر در مرگ مشاهده امکان بمیرد، تصادف یک اثر در که

می�شوند. نامیده رقابتی خطر داده�های
تصادفی فرآیند یک مورد این در و می�شوند مطرح چندگانه زمان داده�های بقا، طولی داده�های در اما
این مزمن بیماری�های مطالعات در معمولا می�شود. شخصمشاهده هر برای مختلف پیشامد چندین با
را پیشامد یک متعدد تجربه امکان فرد هر آن�ها در که مطالعاتی همچنین می�شوند. مشاهده داده�ها نوع
داده�های را داده�ها نوع این و هستند بقا طولی داده�های نوع از داده�ها باشد، داشته مختلف زمان�های در

می�نامند. نیز بازگشتی٨ پیشامدهای
پیترسون و ویلیامز جمله آن از داده�اند. قرار مطالعه مورد را بقا داده�های تحلیل بسیاری محققین
مدل از و کردند معرفی بازگشتی پیشامدهای تحلیل زمینه در را دوم و اول نوع شرطی مدل دو (١٩٨١)
هر به مربوط مشاهدات میان وابستگی تبیین جهت متناسب) خطرات (یا متناسب٩ مخاطره طبقه�ای
روش این در نمودند. معرفی را شمارشی١٠ فرآیندهای مدل (١٩٨٢) گیل و اندرسون کردند. استفاده فرد
پیشامدهای از حاصل وابستگی اثر تعدیل جهت و شد استفاده کاکس١١ متناسب مخاطره رایج مدل از
قرار استفاده مورد ،(١٩٨٢) وایت توسط معرفی�شده استوار، واریانس براورد از تعمیم یک بازگشتی،
لین و وی توسط بازگشتی پیشامدهای وجود حالت در بقا تحلیل جهت حاشیه�ای١٢ مدل یک گرفت.
است. شده استفاده کاکس متناسب مخاطره طبقه�ای مدل� از نیز روش این در گردید. ارائه (١٩٨٩)
پزشکی همچون مختلف زمینه�های در بازگشتی پیشامدهای وقوع از متنوعی مثال�های (٢٠٠٣) نلسون
در را متناسب خطرات رگرسیونی مدل�های (٢٠٠٠) همکاران و لین و (١٩٩۵) نادئو و لاولس کرد. ارائه
پزشکی داده�های تحلیل جهت آماری مدل�های بردند. به�کار و معرفی تکراری پیشامدهای وجود حالت

شدند. ارائه (٢٠٠٢) لاولس و کوک توسط تکراری پیشامدهای حالت در نیز
۶Parallel data
٧Longitudinal data
٨Recurrent events
٩Proportional hazard
١٠Counting process
١١Cox proportional hazard
١٢Marginal model



٣ بقا تحلیل

که است بقا داده�های تحلیل جهت آماری روش�های رایج�ترین از کاکس متناسب مخاطره مدل
عمل، در اما می�باشد. سانسور) و بقا (زمان�های مشاهدات میان استقلال آن اساسی پذیره�های از یکی
در مثال به�عنوان می�شود. واقع تردید مشاهداتمورد استقلال پذیره برقراری که می�آیند وجود به شرایطی
اینهمبستگی به توجه بدون اگر بینمشاهداتاست، همبستگی آن�ها عمده ویژگی که بازگشتی داده�های
اریب برآوردها شود، استفاده داده�ها تحلیل برای متناسب مخاطره رگرسیون مانند معمول مدل�های از
با که می�رسد نظر به منطقی بنابراین می�شوند. برآورد واقعی مقدار از کمتر پارامترها برآورد واریانس و
آن وقوع از دقیق�تری مطالعه است، زمان از مستقل و به وابسته اثرات شامل که مدلی گرفتن نظر در
و به وابسته ضرایب از ترکیبی با را رگرسیونی نیمه�پارامتری مدل راستا، همین در باشیم. داشته پیشامد

کرد. خواهیم معرفی بقا بازگشتی داده�های مدل�بندی برای زمان از مستقل
مدل�های از بزرگی رده معرفی به سپس و می�کنیم ارائه را نیاز مورد مفاهیم از برخی ابتدا فصل این در

می�پردازیم. بازگشتی داده�های مدل�بندی برای کاکس متناسب مخاطره

بقا تحلیل ٢.١
زمانسپری�شده آن�ها پاسخ متغیر استکه داده�هایی برایتحلیل آماری روش�های از مجموعه�ای بقا تحلیل
رخداد زمان تا مطالعه یک شروع زمان می�تواند تعریف این در زمان از منظور است. پیشامد یک رخداد تا
باشد. آن�ها، مشابه و هفته ماه، سال، حسب بر پیشامد، رخداد زمان در فرد سن یا نظر مورد پیشامد
بهبودی بیماری، نشانه�های کردن فروکش بیماری، عود بیماری، بروز مرگ، می�تواند نظر مورد پیشامد
زمان، متغیر به معمولا˟ بقا تحلیل در می�شوند. مواجه آن با افراد که باشد تعریف�شده�ای تجربه هر یا
پیشامد به همچنین می�شود. بررسی مطالعه تحت افراد از یک هر بقای زیرا می�شود؛ داده بقا زمان عنوان
بیماری بروز مرگ، معمولا˟ نظر مورد پیشامد نوع که دلیل این به می�شود داده شکست عنوان نظر مورد
مثبت تجربه یک نظر مورد پیشامد است ممکن البته است. افراد برای منفی تجربه�های از دیگر برخی یا
نقطه یک دارای مشاهده هر تحلیل این در جراحی. عمل یک انجام از بعد کار به بازگشت مثل باشد، نیز
کلی به�طور است. نقطه دو این بین فاصله برای تعریف�شده زمانی واحد یک و پایانی نقطه یک شروع،
ارزیابی و مخاطره یا بقا توابع مقایسه مخاطره، یا بقا١٣ توابع تفسیر و برآورد از: عبارتند بقا تحلیل اهداف

شکست). (زمان بقا زمان و توضیحی متغیرهای بین رابطه
یافتند، فراوانی کاربرد�های و گسترش سرعت به که بقا تحلیل روش�های نظری دیدگاه�های اولین
آن�ها همکاران و مایر و کاپلان توسط که هستند عمر جداول به مرسوم کلاسیک روش�های بر مبتنی
بقا، احتمال�های برآورد برای را ناپارامتری روشی خویش بررسی�های در آن�ها شدند. ارائه ١٩۵٨ سال در
آماردانان سایر توجه مورد سرعت به روش�ها این کردند. ارائه راست١۴، از سانسور داده�های حضور در
روش این تنها نه وی کرد. اشاره ١٩۶۵ سال در اسوردراپ به می�توان افراد، این جمله از گرفتند. قرار
بر مبتنی روش�های از استفاده و کرد بیان نیز را روش این ضعف�های بار اولین برای بلکه گرفت به�کار را

١٣Survival function
١۴Right censored



پایه�ای مدل�های و تعاریف مفاهیم، ۴

از مرگ، زمان تا خود زندگی طول در افراد که گفت همچنین وی داد. پیشنهاد را تصادفی فرآیندهای
بوده تصادفی سلامتی از سطح هر در فرد هر توقف زمان که می�کنند عبور سلامتی از مختلفی سطوح
در (١٩۶٩) هوئم اسوردراپ، دنبال به دانست. تصادفی متغیرهای از دنباله�ای را افراد عمر طول لذا و

نمود. مطرح بقا تحلیل در را تصادفی فرآیندهای به�کارگیری ایده�های خود مقاله
پیشنهادی مدل توسعه�� به تنها نه مخاطره تابع مورد در نظری مباحث ارائه با ،١٩۶٩ سال در نلسون
مطالعات در تصادفی فرآیندهای از استفاده بحث مدتی برای که شد باعث بلکه پرداخت، مایر و کاپلان
در را داده�هایی چنین اثر و داد نشان مدل در را داده�ها بودن سانسور نقش وی گیرد. قرار حاشیه در بقا
احتمال�های محاسبه� امکان مخاطره، و بقا توابع بین ارتباط مدل�بندی با همچنین نمود. لحاظ مدل
برای را رقابتی١۵ مخاطرات بحث ١٩٧٠ سال در آلتشولر ساخت. امکان�پذیر مختلف زمان�های در را بقا
را برآوردگری ،١٩٧٢ سال در آلن کرد. استفاده نلسون روش از راستا این در و ساخت مطرح بار اولین
شد داده نشان بعدها یافت. شهرت آلن١۶ - نلسون برآوردگر به بعدها که نمود ارائه مخاطره تابع برای
اگر که چرا نیست، مناسب چندان شده مشاهده زمان بزرگترین از بزرگتر زمان�های برای برآوردگر این که
اگر و شد خواهد صفر بقا برآورد مقدار شوند، روبرو مرگ با موارد تمام مشاهده�شده، زمان بزرگترین در

بود. نخواهد محاسبه قابل بقا تابع شوند گرفته نظر در سانسورشده
صورت بقا توابع برآورد ناپارامتری روش�های از استفاده زمینه در گسترده�ای اقدامات سال�ها این در
است بقا داده�های مقایسه� برای تعمیم�یافته ویلکاکسون آزمون از استفاده چگونگی جمله از پذیرفت.
ناپارامتری مدل�های از استفاده ضرورت (١٩۶٧) افرون همچنین شد. ارائه (١٩۶۵) گهان توسط که
رفع برای به�ویژه بقا، مطالعات در موجود مشکلات رفع برای روش�هایی و کرد تشریح را بقا تحلیل در
مقایسه� برای را روشی (١٩٧٠) برسلو کرد. پیشنهاد آلن، - نلسون برآوردگر از استفاده در مشکلاتموجود
آزمون تعمیم اساس بر است، متفاوت آن�ها در داده�ها سانسور الگوی که مختلف نمونه� K عمر طول
ولنر و بانجر ،(٢٠٠١) ولنر و بوم گروئن به می�توان تحقیقات سایر جمله از کرد. ارائه والیس، کروسکال-

کرد. اشاره (١٩٩٨) همکاران و لین و (١٩٩۶) هانگ ،(٢٠٠٠) هاگهس و ریچاردسن ،(٢٠٠۵)

بقا تحلیل شاخص�های
بقا: داده�های .١.٢.١ تعریف

باشند. شده مشاهده T بقا تصادفی متغیر از اگر گویند، بقا داده�های را t١, t٢, . . . , tn داده�های

یک مرگ زمان یا الکتریکی) یا (مکانیکی فیزیکی مولفه یک شکست زمان نامنفی، مقادیر این معمولا˟
مهارت یک یادگیری زمان متغیر، این است ممکن هستند. انسان) حیوان، بیمار، (سلول، زنده واحد
پرداختی مبلغ می�تواند متغیر مثال، برای باشد. نداشته زمان با ارتباطی هیچ دارد امکان حتی یا باشد
معلوم او پرداختی کل مبلغ و یافته بهبود بیمار موارد، برخی در باشد. خاصی وضعیت در بیمه یکشرکت

است. معلوم زمان آن تا پرداختی مبلغ تنها و دارد ادامه هنوز بیماری دیگر موارد در است.
١۵Competing risks
١۶Nelson-Aalen estimator



۵ بقا تحلیل

بقا: تابع .٢.٢.١ تعریف
بیش فرد یک این�که احتمال است. بقا تابع می�رود، به�کار پیشامد تا زمان بررسی برای که اصلی کمیت

می�شود: تعریف زیر صورت به و می�نامند بقا تابع را کند عمر t زمان از

S(t) = P (T > t).

واقع در است. نزولی اکیداً پیوسته� تابع یک نیز S(t) آن�گاه باشد، پیوسته تصادفی متغیر یک T اگر
یعنی است. تجمعی توزیع تابع متمم بقا، تابع

S(t) = ١ − F (t)

آن در که
F (t) = P (T ≤ t).

یعنی می�آید، به�دست نیز f(t) احتمال چگالی تابع انتگرال�گیری از بقا تابع که آن�جا از

S(t) = P (T > t) =

∫ ∞

t

f(u)du

بنابراین
f(t) = − d

dt
S(t).

یعنی گرفت. نظر در t زمان در پیشامد رخداد تقریبی احتمال به�عنوان می�توان را f(t)dt که کنید دقت

P (T = t) ≈ f(t)dt.

این همه� که است این مهم نکته باشد. داشته مختلفی شکل�های می�تواند ،S(t) بقا، تابع منحنی
صفر نقطه در هستند، ناصعودی و یکنوا بقا توابع همه واقع در دارند. یکسانی پایه�ای ویژگی�های شکل�ها،

می�شوند. همگرا صفر به بی�نهایت، به زمان پیشرفت با و یک با برابر شروع) (زمان
متغیرهای با رفتار برای متفاوتی فنون از و کرده فرق کلی به موضوع گسسته، برایمتغیرهایتصادفی
داده�های که وقتی مانند مواردی در معمولا˟ گسسته متغیرهایتصادفی می�شود. استفاده گسسته تصادفی
که هنگامی یا می�کنیم گرد را افتادن کار از زمان�های که وقتی یا می�کنیم گرد را نمونه�گیری یک از حاصل
تصادفی متغیر یک T اگر می�شوند. نمایان می�آیند، به�دست اجزا به مربوط صحیح اعداد از بقا زمان�های

احتمال جرم تابع با گسسته

p(tj) = P (T = tj) j = ١, ٢, . . .

می�شود: تعریف زیر به�صورت گسسته تصادفی متغیر این برای بقا تابع باشد،

S(t) = P (T > t) =
∑
tj>t

p(tj).
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مخاطره: تابع .٣.٢.١ تعریف
زیر صورت به t زمان در تابع این می�باشد. مخاطره١٧ تابع بقا، تحلیل در زیربنایی و اصلی کمیت یک

می�شود: تعریف
h(t) = lim

∆t→٠

P (t ≤ T < t+∆t|T ≥ t)

∆t
.

جمعیت�شناسی همچنیندر معروفاست. نیز نرخشکستشرطی به تابع این قابلیتاعتماد، مباحث در
در و شکست، نرخ به همه�گیرشناسی١٨ علم در شدت، تابع به تصادفی فرآیندهای در میرایی، شدت به
صورت این در باشد، پیوسته تصادفی متغیر یک T اگر می�باشد. معروف میل، نسبت معکوس به اقتصاد

h(t) =
f(t)

S(t)
= − d

dt
ln[S(t)].

تعریفمی�شود: زیر به�صورت که است تجمعی مخاطره تابع آنی)، خطر (نرخ مخاطره به وابسته یککمیت

H(t) =

∫ t

٠
h(u)du = − ln[S(t)].

نوشت می�توان پیوسته عمرهای طول برای بنابراین

S(t) = exp[−H(t)] = exp[−
∫ t

٠
h(u)du].

t سن با فرد یک که است این تقریبی احتمال h(t)∆t که کرد مشاهده می�توان خطر، نرخ تابع تعریف از
توزیع مشخصکردن در به�ویژه تابع این کند. تجربه t از بعد بلافاصله لحظه�ای در را بررسی مورد پیشامد
می�گیرد. قرار استفاده مورد مرگ یا شکست نوع مورد در کیفی اطلاعات از استفاده با مناسب شکست
مخاطره تابع شود. حاصل مختلفی شکل�های مخاطره تابع برای است ممکن بقا، تابع خلاف بر
نحوه� که را دیگری مشخصات می�تواند همچنین باشد. غیریکنوا و ثابت حتی یا نزولی صعودی، می�تواند
بیان�کننده� است ممکن صعودی، خطر نرخ با مدل�های بگیرد. خود به می�کند، بیان را شکست یا مرگ
در مرگ بررسی نظر، مورد پیشامد که زمانی مانند داریم. سروکار طبیعی بقای سیر یک با که باشد این

باشد. انسانی جوامع بین در پیری اثر
شکست احتمال که دهند رخ زمانی است ممکن و می�آیند پیش کمتر عمل در نزولی، مخاطره توابع
کوچک�ترین با وسیله حساس، بسیار الکتریکی لوازم بعضی در نمونه، به�عنوان باشد. زیاد بسیار مرگ یا
از بعد عفونت احتمال بیماران، در اعضا پیوند جراحی عمل�های از بعضی در یا می�سوزد برق در نوسان
مرگ تا انسان عمر طول تصادفی متغیر می�توان ثابت مخاطره تابع یک برای است. زیاد جراحی عمل
کند، نزول به شروع یک�باره و کند صعود ابتدا در که مخاطره�ای تابع آخر، مورد به�عنوان زد. مثال را
مربوط بقا داده�های مدل�بندی مانند مواردی در بیشتر باشد، پایین به رو همیشه آن تقعر جهت یعنی
اثر در می�توان که می�شود زیادی ریسک دچار بیمار فرد عمل، از مدتی از بعد که جراحی عمل�های به

می�آید. به�وجود باشد، دیگر جراحی عمل یک یا عفونت
١٧Hazard function
١٨Epidemiology
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به�صورت مخاطره تابع گسسته تصادفی متغیرهای برای

h(tj) = ١ − S(tj)

S(tj−١)
j = ١, ٢, . . .

نوشت. نیز شرطی بقای احتمال�های ضرب صورت به می�توان را بقا تابع صورت،� این در می�شود. تعریف
یعنی

S(t) = Πtj≤t
S(tj)

S(tj−١)
.

بقا داده�های پایه�ای ویژگی�های ١.٢.١
برای را مسایلی می�شوند، نتیجه شکلی چه به این�که به نسبت پیشامد، یک رخداد تا زمان داده�های
سانسور می�دهد رخ داده�ها این در اغلب خاصکه مشخصه�های و ویژگی�ها از یکی می�کنند. ایجاد تحلیل
زمانی بازه� در فقط عمرها، طول از برخی می�دانیم که می�افتد اتفاق زمانی سانسور کلی به�طور است.
انواع دارای سانسور شده�اند. مشاهده کامل صورت به عمرها، طول سایر و افتاده�اند اتفاق مشخص
کرد. اشاره فاصله�ای سانسور و راست، سانسور چپ، سانسور به می�توان جمله آن از که می�باشد مختلفی
در که آن با مواجه طرح�های و سانسور نوع به باید سانسورشده، داده�های کامل و جامع بررسی برای

کنیم. توجه شده�اند، مطرح بقا تحلیل متون
نمونه�های است. برش پدیده می�خورد، چشم به بسیار بقا مطالعات در که ویژگی�هایی از دیگر یکی
صحیح�تر شاید شده�اند. حذف کاملا́ جامعه از مشخصی مقادیر آن�ها ازای به که هستند آن�هایی بریده
از نمونه�ای بریده، نمونه حقیقت در نمونه. در نه می�افتد اتفاق جامعه در برش کنیم بیان که است این
از قسمتی در فقط نمونه انتخاب که می�شوند ایجاد آزمایش�هایی در بریده نمونه�های است. بریده جامعه
از که می�افتند اتفاق تولیدی صنایع در مکرراً نمونه�ها این از مثال�هایی است. امکان�پذیر متغیر محدوده

می�شوند. انتخاب غربال�شده تولیدات
نقاط این اگر می�شوند. دسته�بندی نه، یا است معلوم برش نقطه این�که مبنای بر بریده نمونه�های
نامعلوم نقاط این اگر ولی کرد برآورد را جامعه پارامترهای آمده، به�دست نمونه از باید فقط باشند، معلوم
انواع بخشابتدا این در شوند. برآورد نمونه روی از باید که هستند اضافی پارامترهایی نیز نقاط این باشند،
می�پردازیم. برش و سانسور طرح�های درستنمایی تابع معرفی به سپس و می�کنیم بیان را برش و سانسور

سانسور انواع از برخی
پایان در یا از قبل و می�شود مطالعه وارد که است آزمایشی واحد به مربوط داده کامل: داده •

می�دهد. رخ آن برای مطلوب پیشامد مطالعه،

معلوم آن واقعی مقدار اگر می�شود، سانسور Cr در راست از مشاهده یک گوییم راست: سانسور •
مربوط مطالعه یک در مثال به�عنوان .T ≥ Cr یعنی است. Cr مساوی یا بزرگتر بدانیم و نبوده
نظر مورد پیشامد و می�گیرد قرار مطالعه مورد عمل از بعد هفته ۵٢ برای بیمار قلب، پیوند به
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تاریخ نباشد، دسترس در و شود خارج مطالعه از بیمار دلیلی به بنا اگر حال است. بیمار مرگ
شود. گرفته نظر در سانسور زمان به�عنوان می�تواند معاینه آخرین

،T ≤ Cl یعنی است، Cl مساوی یا کمتر پیشامد رخداد زمان که بدانیم تنها اگر چپ: سانسور •
آموزشی مرکز یک در مثال، به�عنوان داشت. خواهیم چپ سانسور نشناسیم، را رخداد زمان ولی
مشخصی وظایف می�گیرد یاد کودک که می�شود گرفته نظر در سنی پیشامد رخداد زمان کودکان،
وظایف بتواند می�شود شروع مرکز در مطالعه که هنگامی کودکی اگر حال دهد. انجام تنهایی به را

است. داده رخ چپ سانسور دهد، انجام را نظر مورد

Cl < T < یعنی دارد، قرار (Cl, Cr) بازه�ایچون در مشاهده که بدانیم تنها اگر بازه�ای: سانسور •
بیماری علائم که عفونی بیماری�های در مثال، به�عنوان است. فاصله�ای سانسور نتیجه آن�گاه ،Cr

بیماریتشخیص به آزمایشابتلا انجام و ملاقات دو بین تنها و نشده مشاهده ابتلا از بعد بلافاصله
می�شوند. گرفته نظر در بازه�ای سانسور زمان�های به�عنوان ملاقات زمان دو می�شود، داده

تعریف زیر صورت به (Yi, δi) مشاهدات باشد، Ti به مربوط سانسور زمان Ci اگر راست سانسور در
می�شوند:

Yi = min(Ti, Ci)

و
δi = I(Ti ≤ Ci) =

{
١ Ti ≤ Ci

٠ Ti > Ci

همچنین است. غیرسانسور و ام i فرد برای نظر مورد پیشامد رخداد زمان Yi آن�گاه ،δi = ١ اگر بنابراین
محسوب مطالعه مشاهدات (Yi, ξi) آن�گاه باشد، Ti به مربوط سانسور زمان Ci اگر چپ سانسور در

که به�طوری می�شوند،
Yi = max(Ti, Ci)

و
ξi = I(Ti ≥ Ci) =

{
١ Ti ≥ Ci

٠ Ti < Ci

هستند. بازه�ای سانسور از خاصی حالت�های دو هر راست سانسور و چپ سانسور

برش انواع از برخی
چپ نمونه یک دارند. وجود مشاهده n می�کنیم فرض نمونه�ها این در بریده: چپ نمونه�های •
Tl آن در که t ≥ Tl باشیم داشته نمونه، این در t دلخواه مشاهده هر برای اگر است، بریده
وجود T١, . . . , Tk برش نقطه چندین اگر حال .t ∈ [Tl,∞) یعنی است؛ معلوم برش نقطه یک
داشت. خواهیم فزاینده بریده چپ نمونه یک آن�گاه ،T١ < · · · < Tk که به�طوری باشند داشته
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راست نمونه یک دارند. وجود مشاهده n می�کنیم فرض نمونه�ها این در بریده: راست نمونه�های •
برش نقطه یک Tr آن در که t ≤ Tr باشیم داشته t دلخواه مشاهده هر برای اگر است، بریده
باشند داشته وجود T١, . . . , Tm برش نقطه چندین اگر حال .t ∈ (٠, Tr] یعنی است؛ معلوم

داشت. خواهیم فزاینده بریده راست نمونه یک آن�گاه ،T١ < · · · < Tm که به�طوری

بقا درستنمایی تابع
داده�های حالتکلاسیکبرای با بقا درستنمایی تابع محاسبه و تشکیل نحوه داده�هایسانسورشده، برای
بدون داده�های درستنمایی تابع سهم بقا، داده�های برای است. متفاوت کاملا سانسور، بدون مستقل
درستنمایی تابع سهم سانسورشده داده�های برای و می�شود محاسبه بقا چگالی تابع توسط سانسور،
تابع ساخت نحوه تشریح برای می�شود. گرفته نظر در زمان از نقطه یک در بقا تابع ارزیابی توسط
در باشد. L =

∏n
i=١ Li شکل به درستنمایی تابع و باشیم داشته مشاهده n کنید فرض درستنمایی،

درستنمایی تابع صورت این
صورت به سانسور غیر مشاهدات برای •

Li = S(ti)h(ti) = h(ti)exp{−
∫ ti

٠
h(x)dx}

می�شود. محاسبه
صورت به راست سانسور با مشاهدات برای •

Li = S(Ci) = exp{−
∫ Ci

٠
h(x)dx}

می�شود. محاسبه
صورت به چپ سانسور با مشاهدات برای •

Li = ١ − S(Ci) = ١ − exp{−
∫ Ci

٠
h(x)dx}

می�شود. محاسبه
صورت به نیز بازه�ای سانسور با مشاهدات برای •

Li = S(Cl)− S(Cr) = exp{−
∫ Cl

٠
h(x)dx}{١ − exp(−

∫ Cr

Cl

h(x)dx)}

می�شود. محاسبه
آوردن به�دست در شرطی، توزیع از باید تحلیل�گر که است این بریده�شده داده�های تحلیل در اصلی نکته
برای کردن شرطی روش�های از کلی�تر به�طور یا کند. استفاده داده�ها این به مربوط درستنمایی تابع

(Tl, Tr)برش فاصله در بریده داده�های برای درستنمایی تابع گیرد. بهره برآوردیابی
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صورت به باشند، سانسور غیر و گرفته قرار برش فاصله در که مشاهداتی برای •
Li = f(ti)/[S(Tl)− S(Tr)]

است.
صورت به باشند، سانسور و گرفته قرار برش فاصله در که مشاهداتی برای •

Li = S(Ci)/[S(Tl)− S(Tr)]

می�باشد.
صورت به سانسور، غیر و چپ برش برای •

Li = f(ti)/S(Tl)

است.
صورت به سانسور، و چپ برش برای •

Li = S(Ci)/S(Tl)

است.
شکل به راست، برش برای و •

Li = f(ti)/[١ − S(Tr)]

می�شود. محاسبه
تابع نمایی، توزیع در باشیم. داشته λ−١ میانگین با نمایی توزیع از مشاهده n کنید فرض .۴.٢.١ مثال

صورت به ترتیب به t > ٠ برای بقا تابع و چگالی تابع است. λ برابر و ثابت مخاطره
f(t) = λexp(−λt)

و
S(t) = exp(−λt)

می�شود: محاسبه زیر صورت به داده�ها مختلف وضعیت�های برای درستنمایی تابع بنابراین می�باشند.
کامل: داده •

Li = f(ti) = λexp(−λti)

راست: سانسور •
Li = S(Cr) = exp(−λCr)
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چپ: سانسور •
Li = ١ − S(Cl) = ١ − exp(−λCl)

فاصله�ای: سانسور •

Li = S(Cl)− S(Cr) = exp(−λCl)− exp(−λCr)

سانسور: بدون و چپ برش •

Li = f(ti)/S(Tl) = λexp{−λ(ti − Tl)}

سانسور: و چپ برش •

Li = S(ti)/S(Tl) = exp{−λ(ti − Tl)}

راست: برش •

Li = f(ti)/(١ − S(Tr)) = λexp(−λti)/[١ − exp(−λTr)]

فاصله�ای: برش •

Li = f(ti)/[S(Tl)− S(Tr)] = λexp(−λti)/[exp(−λTl)− exp(−λTr)]

بقا مدل�های ٣.١
پاسخ متغیر و توضیحی متغیرهای از مجموعه یک بین رابطه تقریب برای مدل�ها از آمار متخصصان
متغیرهای از استفاده با پاسخ متغیر پیش�گویی و توصیف مدل، ساخت از آن�ها اهداف و می�کنند استفاده
رخداد زمان معروف�اند، هم شکست زمان مدل�های به که بقا مدل�های در پاسخ متغیر است. توضیحی
داده�های چالش�برانگیز حال عین در و مهم ویژگی یک این و شود سانسور می�تواند که است پیشامد یک

است. بقا
داده�های از مجموعه�ای استکه مناسب انتخابیکتوزیع داده�ها، از برایدسته�ای انتخابیکمدل
متفاوت توزیع�های ویژگی�های از خوبی اطلاع بایستی منظور این برای می�کند. مدل�بندی را مفروض
داده�های که هنگامی می�باشند. انتخابمدل برای راهنمایخوبی داده�ها اوقات، بیشتر در باشیم. داشته
وایبل، توزیع�های مانند مثبت گاه تکیه با توزیع�هایی از می�توانیم داریم اختیار در را عمر) (طول شکست
مستقل داده�ها اگر که است توجه قابل نماییم. استفاده آن�ها مدل�بندی برای لگ�نرمال و گاما، نمایی،

کنیم. استفاده چندمتغیره توزیع توابع شامل مدل�هایی از باید آن�ها مدل�بندی برای نباشند،
برای وایبل مدل�های دارند. بقا داده�های مدل�بندی در فراوانی کاربردهای وایبل توزیع�های انواع
به�عنوان می�توان را توزیع این می�روند. به�کار پدیده�ها و اجزاء مشاهده�شده شکست زمان�های توصیف
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زمان طول در وایبل توزیع مخاطره تابع زیرا برد؛ نام عمر طول توزیع��های شناخته�شده�ترین از یکی
آن انعطاف�پذیری می�شود موجب که است شکل پارامتر نام به اضافه پارامتر یک دارای نیست، ثابت
مقالات تاکنون ندارد. نیز را پارامترها برآورد در پارامتری مدل�های سایر پیچیدگی�های و شود، زیادتر
همکاران و مورتی شده�اند. ارائه آن�ها کاربردهای و خواص توزیع�ها، این مورد در بسیاری تحقیقات و
(١٩٩٣) هالینان دادند. قرار بررسی مورد را آن�ها کاربردهای و تبدیلات وایبل، مدل�های انواع (٢٠٠۴)
یک خود کتاب در (١٩٩۴) همکاران و جانسون همچنین و داد ارائه را آن خواص و توزیع این تاریخچه

داده�اند. اختصاص آن خواص و توزیع این مطالعه به را کامل فصل
بقای زمان مدت یکسان، خطر عوامل با بیماران است ممکن بیماران بقای تحلیل بررسی در گاهی
گنجانده مدل در که باشد توضیحی متغیر چند یا یک تاثیر می�تواند امر این دلیل باشند. داشته متفاوتی
قرار استفاده مورد می�توانند پارامتری یا نیمه�پارامتری شکنندگی١٩ مدل�های حالت، این در نشده�اند.
متغیرهای با افراد که است مفهوم این به شود، معنی�دار مدل�ها این در شکنندگی مولفه اگر گیرند.
است ممکن و نباشند یکسانی بقای زمان مدت دارای است ممکن مشابه ویژگی�های و یکسان توضیحی
بررسی، منظور به باشد. ناشناخته و جدید توضیحی متغیر چند یا یک نیازمند بهتر برازش برای مدل
میزان مورد در می�توان مولفه این معنی�داری بررسی با که می�شود گنجانده مدل در تصادفی مولفه�ای
یول و گرین�وود به تصادفی اثر از استفاده ایده نمود. نظر اظهار بیماران بر خطر عوامل متفاوت تاثیر
یک حالت در بقا داده�های مد�ل�بندی برای تصادفی اثر از بار نخستین (١٩۵٩) برد می�گردد. باز (١٩٢٠)
(١٩۵٩) برد بود. جامعه در میر و مرگ مدل�بندی بهبود تصادفی، اثر معرفی هدف کرد. استفاده متغیره
توسط بار نخستین شکنندگی واژه کرد. استفاده عمر طول مدل�بندی برای گاما دوپارامتری توزیع یک از
متغیرهای اثر گرفتن نادیده دلیل به ایجادشده ناهمگنی آوردن به�حساب برای (١٩٧٩) همکاران و وائوپل
شد. معرفی توضیحی) متغیرهای (بدون عمر طول متغیره یک داده�های برای مدل در مهم توضیحی
در همبستگی تبیین برای (١٩٧٨) کلیتون توسط شکنندگی واژه از استفاده بدون شکنندگی مدل اما
توزیع از استفاده با را بقا داده�های در موجود ناهمگنی (١٩٩٢) آلن شد. معرفی بقا دومتغیره داده��های
بازگشتی پیشامدهای برای شکنندگی مدل مورد در نیز (١٩٩٢) اوآکس کرد. مدل�بندی مرکب پواسن

کرد. مطالعه
می�توان که کاکساست متناسب مخاطره نیمه�پارامتری مدل از استفاده بقا، تحلیل روش�های از یکی
توزیع تعیین نبودن ملزم هم آن دلیل می�شود؛ محسوب بقا تحلیل روش محبوب�ترین و رایج�ترین گفت

است. بقا زمان�های احتمال

کاکس متناسب مخاطره مدل ١.٣.١
این که است وابسته توضیحی متغیرهای از مجموعه�ای به هم و زمان به هم کلی حالت در مخاطره تابع
باشند. مشابه موارد و بیماری سابقه نژاد)، جنسو (سن، شاخص�هایجمعیتی نوع از می�توانند متغیرها
برای t زمان در مخاطره تابع آن در که کرد معرفی را متناسب مخاطره مدل (١٩٧٢) کاکس این�رو، از

١٩Frailty models
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صورت به x توضیحی متغیرهای بردار با آزمودنی

h(t|x) = h٠(t) exp{G(x, β)}

کلیه برای را خطر عمومی سطح که می�شود نامیده پایه٢٠ مخاطره تابع h٠(t)مدل این در می�شود. تعریف
پارامترهای بردار β همچنین می�دهد. نشان t زمان با را خطر تابع بستگی و می�کند مشخص آزمودنی�ها
مدل در باشد. مثبت همواره تا شده گرفته نظر در نمایی صورت به هم دوم عبارت است. رگرسیونی

یعنی است. خطی G(x, β) تابع می�شود فرض کاکس کلاسیک

h(t|x) = h٠(t) exp(x
′β).

می�شود. گفته نسبی مخاطره تابع exp(x′β) به و خطی٢١ پیش�گوی η = x′β به
متناسب همچنین و پیشامدها زمان�هایرخداد استقلال پذیره�های کاکسبرقراری رگرسیون مدل در
فرد یک برای خطر میزان که است آن متناسب مخاطره�های از منظور است. ضروری مخاطرات، بودن

دیگر عبارت به باشد. داشته دیگر فردی خطر میزان با را مشخصی و ثابت نسبت
hxi

(t)

hxj
(t)

=
h٠(t) exp(x

′
iβ)

h٠(t) exp(x′
jβ)

=
exp(x′

iβ)

exp(x′
jβ)

.

استفاده و نباشند برقرار پذیره�ها این از بخشی یا همه است ممکن باشند، پیچیدگی دارای داده�ها اگر حال
که است این کاکس مدل ویژگیهای از یکی سازند. همراه محدودیت�هایی و مشکلات با را مدل این از
بقا داده�های به را آن می�توان پایه، مخاطره تابع مورد در توزیعی پذیره هیچ�گونه گرفتن نظر در بدون
نظر در نیز توزیعی پذیره پایه مخاطره تابع برای می�توان کاکس پارامتری مدل در البته داد. برازش
یا ناپارامتری روش با h٠(t) پایه مخاطره تابع است لازم کاکس مدل از استفاده در بنابراین گرفت.
پارامتری صورت دو به کاکس متناسب مخاطره�های مدل اساس همین بر شود. مدل�بندی پارامتری
ابتدا است لازم نیمه�پارامتری، و پارامتری مدل�های معرفی از قبل می�شود. استفاده نیمه�پارامتری و

کنیم. معرفی را تعمیم�یافته٢٢ خطی مد�ل�های

تعمیم�یافته خطی مدل�های
است: زیر صورت به کلی شکل دارای تعمیم�یافته خطی مدل هر

g(µ) = g[E(Y )] = x
′
β

مدل�های است. پیوند٢٣ تابع g(·) و رگرسیونی پارامترهای بردار β توضیحی، متغیرهای بردار x آن در که
متغیر که مواردی به را معمولی رگرسیون مدل بتوان که می�آورند فراهم را امکان این تعمیم�یافته خطی

٢٠Baseline hazard function
٢١Linear predictor
٢٢Generalized linear models
٢٣Link function
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خطا، جمله که است این کلاسیکفرضبر مدل�هایخطی در داد. تعمیم و بسط است، غیرگاوسی پاسخ
استفاده با تعمیم�یافته خطی مدل�های در حالی�که در هستند. نرمال توزیع با مستقل تصادفی متغیرهای
خطا جمله و می�باشد برقرار خطی ارتباط توضیحی، متغیرهای و پاسخ�ها میانگین بین پیوند تابع یک از
خطی مدل�های که است واضح باشد. داشته نمایی توزیع�های خانواده از ولی غیرنرمال توزیعی می�تواند

دارد. بر در را کلاسیک خطی مدل�های که می�آورد فراهم آماری مدل�های از واحدی رده تعمیم�یافته
می�باشد: اصلی جزء سه دارای تعمیم�یافته خطی الگوی هر

خانواده از عضوی پاسخ توزیع می�کند. مشخص را پاسخ متغیر شرطی توزیع تصادفی: مولفه .١
ساختار به بنا تصادفی مولفه انتخاب است. پواسون و دوجمله�ای نرمال، مانند نمایی توزیع�های

است. متفاوت پاسخ، متغیر
مشخصمی�کند. آن�ها، از قالبیکترکیبخطی در را توضیحی نقشمتغیرهای پیش�گویخطی: .٢

صورت به خطی پیش�گوی واقع در
η = x

′
β

می�شود. تعریف
صورت به معمولا˟ و می�دهد شرح x

′
β به E(Yرا ) = µ وابستگی چگونگی پیوند، تابع پیوند: تابع .٣

اختیاری حدی تا پیوند تابع این انتخاب و می�شود نوشته g−١(η) = µمعادل به�طور یا g(µ) = η

آن�ها معکوس همراه به پیوند توابع از برخی زیر جدول در که دارد مختلفی انواع پیوند تابع است.
شده�اند. فهرست

آن�ها معکوس همراه به پیوند توابع از برخی :١.١ جدول
میانگین تابع پیوند تابع پیوند خطا توزیع
µ = Xβ Xβ = µ همانی نرمال

µ = (Xβ)−١ Xβ = µ−١ وارون گاما و نمایی

µ = (Xβ)
−

١
٢ Xβ = µ−٢ وارون مربع معکوس نرمال

µ = exp(Xβ) Xβ = ln(µ) لگاریتمی پواسون
µ =

exp(Xβ)

١ + exp(Xβ)
Xβ = ln(

µ

١ − µ
) لجیت چندجمله�ای و دوجمله�ای

توتز و فارمیر ،(١٩٨٩) نلدر و مک�کلاک به می�توانید مدل�ها این مورد در بیشتر جزییات برای
کرد. اشاره (٢٠٠١) سیرل و مک�کلاک و ،(٢٠٠١)

پارامتری مدل�های
معروف توزیع�های از یکی مخاطره تابع می�توان را پایه مخاطره تابع کاکس، متناسب مخاطرات مدل در
پرکاربرد مدل�های از برخی ادامه در گرفت. نظر در گاما و لگ�نرمال، گمپرتز، نمایی، توزیع مانند بقا

می�کنیم. معرفی اختصار به را پارامتری
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نمایی: مدل .١.٣.١ مثال
پارامتر با نمایی توزیع دارای یک هر که باشند بقا مستقل زمان n ،t = (t١, t٢, . . . , tn)

′ فرضکنید
یعنی باشد. سانسور برای نشانگر تابع δ = (δ١, δ٢, . . . , δn)

′ کنید فرض همچنین است. λ

δi =

{
٠ راست سانسور
١ صورت این غیر در

شکل�های به ترتیب به ti بقا و چگالی توابع
f(ti|λ) = λexp(−λti)

و
S(ti|λ) = exp(−λti)

λi = exp(z′iβ)صورت به و λ طریق از توضیحی متغیرهای رگرسیونی، مدل یک ساختن برای هستند.
از بعدی p × ١ بردار β و توضیحی متغیرهای از بعدی p × ١ بردار یک zi آن در که می�شوند معرفی
به�طوری است، رگرسیونی مدل برای مشاهده�شده Dداده = (t, Z, δ) نتیجه در و رگرسیونی پارامترهای
امین i که است طرح، ماتریس به معروف توضیحی، متغیرهای از ساخته�شده n× pماتریس یک Z که

می�شود: تشکیل زیر صورت به درستنمایی تابع بنابراین است. zi آن سطر

L(β|D) =
n∏

i=١
f(ti|λi)

δiS(ti|λi)
(١−δi)

=
n∏

i=١
exp(z′iβ)

δi exp(− exp(z′iβ)ti)
δi exp(− exp(z′iβ)ti)

١−δi

= exp{
n∑

i=١
δiz

′
iβ} exp{−

n∑
i=١

ti exp(z
′
iβ)}.

وایبل: مدل .٢.٣.١ مثال
پارامتر با وایبل توزیع دارای یک هر که باشند بقا مستقل زمان n ،t = (t١, t٢, . . . , tn)

′ فرضکنید
بگیرید. نظر در قبلی مثال مشابه نیز را δ بردار هستند. λ نامنفی مقیاس پارامتر و (α > ٠) α شکل

شکل به� ti چگالی تابع
f(ti|α, λ) = αtα−١

i exp(λ− exp(λ)tαi )

صورت به بقا تابع و
S(ti|α, λ) = exp(− exp(λ)tαi )

صورت به� می�توان را (α, λ) برای درستنمایی تابع بنابراین، می�شوند. تعریف

L(α, λ|D) =
n∏

i=١
f(ti|α, λ)δiS(ti|α, λ)(١−δi)

= α
∑

δi exp{λ
n∑

i=١
δi +

n∑
i=١

(δi(α− ١) log(ti)− exp(λ)tαi )}
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آن در که می�شوند. وارد λi = z′iβ صورت به و λ طریق از توضیحی متغیرهای نیز مدل این در نوشت.
به متناظر مخاطره تابع حالت، این در می�شوند. معرفی نمایی رگرسیون مدل مشابه موجود مولفه�های

شکل
h(ti|α, λi) = αtα−١

i exp(λi)

می�شود. تعریف

نیمه�پارامتری مدل�های
مخاطره تابع برای خاصی شکل نیست لازم آن به�کارگیری با که کرد ابداع را روشی ١٩٧٢ سال در کاکس
متناسب مخاطرات مدل در را β پارامتر می�توان روش، این با h٠(t) برآورد بدون و کنیم تعیین پایه
درستنمایی برآوردگر کرد ادعا و نهاد نام جزئی٢۴ درستنمایی روش را روش این وی کرد. برآورد کاکس

است. کامل درستنمایی خواص دارای β پارامتر جزئی
زمان d و دسترسهستند در آزمودنی n به مربوط داده�های فرضکنید چیست؟ جزئی درستنمایی اما
y(١) < · · · < y(d) �صورت به را مرتب�شده بقا زمان�های داریم. سانسورشده زمان n−d و مجزا پیشامد
با را هستند خطر معرض در ،j = ١, . . . , d ،y(j) زمان در که آزمودنی�هایی مجموعه می�دهیم. نشان
زمان در که است آزمودنی�هایی شامل مجموعه این می�نامیم. مخاطره مجموعه را آن و داده نشان R(j)

درستنمایی تابع نمادگذاری، این با کرده�اند. تجربه زمان همین در را نظر مورد پیشامد یا زنده�اند y(j)
می�شود: تعریف زیر صورت به� کاکس جزئی

PL(β|D) =
d∏

j=١

exp(x′
(j)β)∑

l∈R(j)
exp(x′

lβ)

تجربه y(j) زمان در را نظر مورد پیشامد که است آزمودنی برای توضیحی متغیرهای بردار x(j) آن در که
در y(j) زمان در که است آزمودنی�هایی همه برای مجموع دارد، قرار کسر مخرج در که عبارتی می�کند.
پیشامدشان (مرتب�شده) زمان که می�شود اجرا آزمودنی�هایی روی نیز ضرب عمل هستند. معرضخطر
داده شرکت درستنمایی این در هستند، سانسورشده آن�ها بقا زمان که آزمودنی�هایی و شده�اند مشاهده
در مخاطره مجموعه زیرا است، وابسته پیشامدها زمان مرتب�سازی به تنها درستنمایی این نمی�شوند.

می�شود. تعیین مشاهده�شده پیشامدهای توسط زمان هر
حل شمارشی فرآیندهای چارچوب طریق از را مسئله چنان�چه کردند ثابت (١٩٨٢) گیل و اندرسون
برآوردگرهای ویژگی دارای مجانبی، صورت به کاکس، جزئی درستنمایی روش از حاصل برآوردگر نمایند،
روش�های از استفاده با معمولا جزئی درستنمایی ماکسیمم برآوردگر است. کامل درستنمایی ماکسیمم

می�شود. محاسبه عددی
ضرایب (جزیی) درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای می�توانیم ،h٠(t) پایه، مخاطره تابع بدون چه اگر
مخاطره تابع برآورد و توصیف برای اما آوریم، دست به هستند، بهینه ویژگی�های دارای که را، رگرسیونی
صورت به h٠(t) کاکس، متناسب مخاطرات مدل در کنیم. برآورد نیز را پایه مخاطره تابع باید افراد (بقا)

٢۴Partial likelihood



١٧ بقا مدل�های

گفته نیمه�پارامتری مدل یک مدل این به که است دلیل همین به می�شود. گرفته نظر در ناپارامتری
متغیرهای برای پارامتری بخش یک و پایه مخاطره تابع برای ناپارامتری مدل یک از ترکیبی زیرا می�شود؛
اسپلاین�ها٢۵ همچون روش�هایی از معمولا پایه، مخاطره تابع ناپارامتری مدل�بندی برای است. توضیحی

می�کنند. استفاده ثابت٢٧ تکه�ای روش و هسته�ها٢۶ ،(١٩٩۴ سیلورمن، و گرین ١٩٩۶؛ (گرین،
احتمال، چگالی تابع مانند می�شوند؛ محسوب نامتناهی بعد با یا بعد نامتناهی توابع ناپارامتری، توابع
ماکسیمم اصل بر مبتنی آماری استنباط طرفی، از ناپارامتری. رگرسیونی معادله یک یا مخاطره تابع
تابع کردن ماکسیمم برای تلاش زیرا است. چالش دچار نامتناهی، بعد با توابع برای درستنمایی
شناسایی�پذیری٢٨ عدم یا درستنمایی برای نامتناهی مقدار یک به معمولا˟ مواردی، چنین در درستنمایی
این آن�ها در زیرا ندارد وجود مشکل این پارامتری، توابع استنباط در می�شود. منجر نامعلوم تابع خود
مساله به استنباط نتیجه در و دارد مشخص پارامتری صورت یک نظر مورد تابع که است برقرار پذیره
بسامدی٢٩، دیگاه در راه�حل، یک موارد، این در می�شود. منتهی پارامترها از متناهی تعداد شناخت
ناپارامتری روش یک تاوانیده) (یا جریمه�ای درستنمایی است. جریمه�ای٣٠ درستنمایی روش از استفاده

می�کند. بی�نیاز نظر مورد تابع مورد در پارامتری پذیره�های از را ما که است منحنی برآورد

بازگشتی داده�های تحلیل ٢.٣.١
آن وقوع به منجر که هستیم متغیرهایی یا عوامل اندازه�گیری نیازمند پیشامد، یک وقوع بررسی برای
با است ممکن باشد، جاده�ها در تصادفات تعداد نظر مورد پیشامد اگر مثال برای می�شوند. پیشامد
گاهی نماید. توجیه را دو این بین رابطه که کنیم ایجاد مدلی خودروها تعداد مانند متغیری اندازه�گیری
می�شود انجام زمانی بازه یک طول در بار چندین تحقیق، نوع حسب بر نظر مورد متغیر اندازه�گیری اوقات
مانند علومی در که مطالعاتی از برخی می�شود. نامیده طولی داده یک ایجادشده، داده حالت این در که
در نظر مورد متغیرهای و می�گیرند صورت زمانی بازه یک در معمولا˟ می�شوند، انجام پزشکی یا مهندسی

داریم. سروکار طولی داده�های با غالباً علوم، این در بنابراین می�شوند. اندازه�گیری بازه این طول
با تصادفی فرآیند یک مورد این در و می�شوند مطرح چندگانه زمان داده�های بقا، طولی داده��های در
این مزمن بیماری�های مطالعات در معمولا˟ می�شود. مشاهده شخص هر برای مختلف پیشامد چندین
در را پیشامد یک متعدد تجربه امکان فرد هر آن�ها در که مطالعاتی همچنین دارند. وجود داده�ها نوع
پیشامدهای را داده�ها نوع این دارند. بقا طولی داده�های نوع از داده�هایی باشد، داشته مختلف زمان�های
در و هستند برخوردار بسزایی اهمیت از بازگشتی پیشامدهای بقا، مطالعات در می�نامند. نیز بازگشتی
شناسی جرم و صنعتی، و تولیدی قطعات اطمینان قابلیت پزشکی، جمله از علمی زمینه�های از بسیاری

می�دهند. رخ
٢۵Splines
٢۶Kernel methods
٢٧Constant piecewise
٢٨ ّIdentifiablity
٢٩Frequentist approach
٣٠Penalized likelihood
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سرطان، مطالعات در جراحی از بعد تومور بازگشت تنفسی، بیماران در آسم حملات مثال، برای
ناشی مکرر عفونت�های افزاری، نرم سیستم یک در خطا یک مکرر شناسایی پی، در پی قلبی حملات
متوالی شدن�های بستری یا روانی بیماری�های مکرر اپیزودهای صرع، حملات تعداد دیالیز، دستگاه از
و (لی می�آورند وجود به را بازگشتی پیشامدهای ایدزی، بیماران متوالی عفونت�های و بیمارستان، در
بستری مثال، به�عنوان باشند، مشابه نظر مورد وقایع است ممکن داده�ها نوع این در .(١٩٩٧ لاگاکوس،
گاهی اما صرع. به مبتلا فرد یک تشنج حملات دفعات یا سال یک مدت طی در دیالیزی فرد یک شدن
تجربه وقوع بار هر در مختلف شدت�های با را حادثه یک مطالعه، مورد آزمودنی�های است ممکن نیز
یک آسمی حملات یا تخمدان سرطان متاستاز صورت به پستان سرطان بازگشت مثال، به�عنوان کنند.
این به دهد. رخ قبل دفعات به نسبت بیشتری شدت با است ممکن خاص مدت یک طی در که بیمار
گفته چندحالتی٣١ داده�های است، بیماری پیشرفت و پیشینه بیانگر حوادث وقوع ترتیب که اخیر حالت
توجه مورد بیماران در دیگر حالت�های به حالت یک از انتقال احتمال داده�ها، نوع این برای می�شود.
همچنین و مطالعه، مورد افراد حوادث وقوع نوع و ترتیب قبیل از بقا داده��های نوع اساس بر است.

شده�اند. نهاده بنا بقا تحلیل در مختلفی آماری روش�های افراد، یا حوادث وقوع بین همبستگی
از بسیاری در است. همسان نوع بازگشتی پیشامدهای داده�های روی بر تمرکز پایان�نامه این در
داده�های تحلیل دارد. را نوع یک از پی در پی حادثه چندین تجربه امکان فرد هر بالینی طولی مطالعات
حائز بسیار بیماری�ها پیشرفت روند مطالعه و درمان اثر ارزیابی برای بالینی مطالعات در بازگشتی حوادث
تعداد مانند بازگشتی پیشامدهای از متفاوت اندازه�های بالینی، محققین نظر حسب بر است. اهمیت
پیشامدهای هستند. بیماری پیشرفت از مهمی شاخص�های مکرر، حوادث وقوع بین زمان و عودها
می�دهند. رخ زمان طول در خاص دنباله یک در و هستند زمانی ترتیب دارای طبیعی به�طور بازگشتی
خواهند متفاوت داده�ها این تحلیل روش�های و مدل�ها زمانی، مقیاس مختلف، تعریف�های اساس بر
پیشامدهای بین زمان و حوادث وقوع تا زمان از: عبارتند زمینه این در مطرح زمانی مقیاس دو بود.

بازگشتی.
یا شدت٣٢ تابع بر مبتنی تحلیل�های آن�گاه باشد، وقوع تا زمان حسب بر زمانی مقیاس تعریف اگر
بود. خواهند تحلیل روش�های کاربردی�ترین هستند)، مخاطره تابع برای دیگری نام�های (که نرخ٣٣ تابع
مدل�بندی زمانی فواصل توام توزیع یا زمانی فواصل مخاطره تابع بازگشتی، حوادث بین مقیاسزمان برای
فواصل است. شده گرفته نظر در بازگشتی حوادث بین زمانی فواصل مقیاس حاضر مطالعه در می�شوند.
این شدن طولانی�تر بنابراین، است. بیماران در بهبودی ثبات حالت بیانگر متوالی عودهای بین زمانی
زمان مدت این شدن کوتاهتر آن، عکس حالت و است بیماری بازگشت نرخ کاهش بیانگر زمان مدت

است. بیماری عود نرخ افزایش بیانگر
بین همبستگی وجود بازگشتی پیشامدهای داده�های در دیگر مهم مساله زمان، مقیاس بر افزون
پیشامدهای در شکست زمان�های بین همبستگی است. فرد هر برای بازگشتی پیشامدهای زمان�های

می�دهد: رخ عمده دلیل دو به بازگشتی
٣١Multistate
٣٢Intensity function
٣٣Rate function



١٩ بیزی آماری استنباط

به نسبت کمتری یا بالاتر وقوع نرخ دارای افراد برخی مطالعات بعضی در افراد: بین ناهمگنی٣۴ .١
اندازه�گیری�نشده یا اندازه�گیری غیرقابل ناشناخته، عوامل دلیل به امر این هستند. دیگر افراد
جمله از محیطی عوامل و ژنتیکی عوامل افراد، زندگی متفاوت شیوه مثال، به�عنوان می�دهد. رخ
به امر این می�دهند. کاهش یا افزایش فرد یک در را بیماری وقوع استعداد که هستند مواردی

می�شود. منجر بازگشتی حوادث وقوع در فردی درون همبستگی ایجاد و افراد بین ناهمگنی

حوادث وقوع کاهشاحتمال یا افزایش به منجر یکحادثه وقوع گاهی پیشامدها: بین همبستگی .٢
مقاومت یا بیولوژیکی ضعف دلیل به است ممکن حوادث بین همبستگی این می�شود. بعدی
باعث پدیده�ها این از یک هر باشد. متفاوت مختلف، افراد در قبل، حادثه از ناشی بیولوژیکی
همبستگی به منجر نیز حالت این شود. ظاهر قبل حوادث از تابعی به�عنوان حادثه هر که می�شوند

می�شود. داده�ها نوع این در فردی درون

در را داده�ها بین همبستگی که می�شود استفاده روش�هایی از بازگشتی پیشامد�های تحلیل برای بنابراین،
مدل�های از فردی، درون همبستگی به توجه بدون اگر داده�ها این تحلیل در کنند. تعدیل و گرفته نظر
مقدار از کمتر برآوردها واریانس و اریب برآوردها شود، استفاده متناسب خطرات رگرسیون مانند معمول
مدل، در همبستگی تعدیل و حوادث بین وابستگی کردن لحاظ نحوه بنابراین می�شوند. برآورد واقعی
شده�اند مطرح مختلفی مدل�های زمینه این در است. بازگشتی پیشامدهای تحلیل در مهمی بخش
مدل�های و شرطی مدل�های تصحیح�شده، واریانس مدل�های حاشیه�ای٣۵، مدل�های از: عبارتند که
و مزایا دارای نامبرده مدل�های از یک هر هستند. کاکس مدل�های از تعمیمی آن�ها همه که شکنندگی
اندازه�گیری�شده، زمان مقیاس تعریف و مطالعه هدف اساس بر آن�ها از یک هر انتخاب و هستند معایبی

می�گیرد. صورت

بیزی آماری استنباط ۴.١
استنباط دیدگاه دارند: وجود آماری ادبیات در آماری استنباط انجام برای دیدگاه دو کلی، به�طور
فراوانی یک احتمال که است استوار اصل این بر بسامدی دیدگاه بیزی٣٧. استنباط دیدگاه و بسامدی٣۶
معنی بدین این پیشامد. آن وقوع نسبی فراوانی با است برابر پیشامد یک احتمال یعنی است، حدی
عدم آن در که می�کنند تعبیر تکرار قابل پیشامدهای تکرارپذیری حسب بر را احتمال بسامدی�ها که است
اطلاع عدم دلیل به پیشامد وقوع قطعیت عدم اگر است. پیشامدها بودن تصادفی خاطر به قطعیت٣٨

دهند. نسبت احتمالی آن به نباید بسامدی�ها باشد، پیشامد آن مورد در
می�شوند. گرفته نظر در احتمالی یکتوزیع از تحقق�هایی نامعلوم پارامترهای بیزی، استنباط دیدگاه در

٣۴Heterogeneity
٣۵Marginal models
٣۶Frequentistic inference
٣٧Bayesian inference
٣٨Uncertainty
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پارامترها، به نسبت اعتقاد٣٩ درجه� یا قطعیت عدم و می�شوند محسوب تصادفی متغیر نیز پارامترها یعنی
یک به پارامتر احتمالی توزیع اگر بیشتر، تشریح برای می�شود. بیان احتمالی توزیع�های از استفاده با
بیشتری اعتقاد بیزی، دیدگاه از که است معنی بدان این بدهد، بیشتری وزن پارامتر فضای از زیرفضا
توزیع را آن احتمال توزیع و پیشین اعتقاد را اعتقاد این دارد. وجود زیرفضا آن به پارامتر تعلق به نسبت
موجود اطلاعات کمک به را پیشین توزیع بیز، قاعده اساس بر بیزی، استنباط روش می�نامند. پیشین
معروف پسین توزیع به که را جدیدی احتمال توزیع و کرده به�روز درستنمایی) تابع طریق (از داده�ها در

می�دهد. نتیجه است،
که باشد، f(x|θ) پارامتری احتمالی مدل از تصادفی نمونه یک X = (X١, . . . , Xn) کنید فرض
توزیع و L(θ|x) با را نمونه این درستنمایی تابع اگر می�گوییم. پارامتر فضای Θ به .θ ∈ Θ ⊂ ℜd آن در

می�شود: محاسبه زیر صورت به ،π(θ|x) پسین، توزیع آن�گاه دهیم، نمایش π(θ) با را پیشین

π(θ|x) = cL(θ|x)π(θ) ∝ L(θ|x)π(θ)

معکوس برابر و می�شود نامیده نرمال�ساز ثابت c آن در ∫که
Θ

L(θ|x)π(θ)dθ

می�آیند. به�دست پسین توزیع بر مبتنی استنباط�ها همه دیدگاه این در است.
این در ما است، وارد آماری استنباط رویکرد دو از کدام هر بر که ایرادهایی و توانایی�ها از نظر صرف

می�کنیم. استفاده استنباط برای بیزی رویکرد از پایان�نامه

معتبر۴٠ یا بیزی اطمینان فاصله
{f(x|θ) : θ ∈ Θ} توزیع�های خانواده از تصادفی نمونه یک X = (X١, X٢, . . . , Xn)

′ کنید فرض
که را (L(X), U(X)) تصادفی فاصله آماری، استنباط بسامدی دیدگاه در .Θ ∈ ℜ آن در که باشد،

Pθ(L(X) < θ < U(X) = ١ − α

توزیع از تصادفی نمونه اگر مثال، برای می�دانند. θ برای ١ − α سطح اطمینان فواصل از خانواده یک
اطمینان فواصل خانواده آن�گاه باشد، N(θ, ١)

θ ∈ (X̄ − z١−α/٢
١√
n
, X̄ + z١−α/٢

١√
n
)

پوشش ١ − α احتمال با را θ پارامتر فاصله این که است این تصادفی فاصله این معنای می�آید. به�دست
عددی فاصله یک �صورت به کدام هر که است بی�شماری یافته�های دارای بالا تصادفی فاصله می�دهد.
نود که گفت می�توان باشد، ١ − α = ٪٩٠ و کنیم تعبیر نسبی فراوانی طریق به را احتمال اگر است.

می�دهند. پوشش را θ فواصل این�گونه از درصد
٣٩Belief
۴٠Bayesian confidence or credible interval
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حالت این در می�گیرند. نظر در π(θ) پیشین توزیع با تصادفی متغیر یک به�عنوان را θ بیزی آمار در
اطمینان فاصله را فاصله این که گیرد قرار نیز یک و صفر از غیر احتمال با عددی فاصله یک در می�تواند θ
دارد دربر را θ پارامتر ١ − α احتمال با که فاصله�ای به�عنوان عددی فاصله این تعبیر و می�نامند بیزی

است. معتبر کاملا
{f(x|θ) : θ ∈ Θ} توزیع از تصادفی نمونه Xیک = (X١, X٢, . . . , Xn)

′ کنید فرض .١.۴.١ تعریف
اطمینان فاصله یک است. π(θ|X = x) پسین چگالی و π(θ) پیشین توزیع دارای θ آن در که باشد

که به�طوری است، (L(x), U(x)) فاصله γ(θ) پارامتر برای ١ − α سطح در معتبر فاصله یا بیزی
P (L(x) < γ(θ) < U(x)|X = x) = ١ − α.

باشد. ١−α سطح در θبرای بیزی اطمینان فاصله یک (L(x), U(x)) فاصله فرضکنید .٢.۴.١ قضیه
که به�طوری باشد داشته وجود k(α) مانند عددی هرگاه بود، خواهد طول کمترین دارای فاصله این

L(x) < θ < U(x) ⇐⇒ π(θ|x) > k(α).

از C مجموعه زیر θ برای ٪١)١٠٠ − α) (HPD) رفیع۴١ پسین چگالی معتبر فاصله .٣.۴.١ تعریف
فرم به� Θ پارامتر فضای

C = {θ ∈ Θ|π(θ|x) > k(α)}

.P (C|x) = ١ − α که است مقداری k(α) آن در که است،

پسین توزیع تقریب ١.۴.١
آماری پیچیده مدل�های جمله از بازگشتی، پیشامدهای داده�های تحلیل برای بقا معمول مدل�های
کمیت�های بنابراینمحاسبه ندارد. شناخته�شده�ای و معلوم شکل آن�ها پسین توزیع که محسوبمی�شوند
که راهکاری نیست. ممکن علاقه، مورد پدیده�های مورد در استنباط برای پسین توزیع این بر مبتنی
محاسبه برای آن تقریبی نسخه از استفاده و پسین توزیع تقریب می�شود، ارایه موارد این در همیشه

است. توزیع چندک�های یا واریانس میانگین، مثل نظر مورد کمیت�های
روش�های و عددی روش�های می�شوند: تقسیم کلی دسته دو به پسین توزیع تقریب روش�های
روش�های رافسون، نیوتون- تقریب به می�توان عددی تقریب روش�های جمله از نمونه�گیری۴٢. بر مبتنی
کرد. اشاره (١٩٨۶ کدین، و (تیرنی تقریبلاپلاس۴۴ و ،(١٩٧٢ استگن، و (آبرامویتز گاوسی۴٣ تربیع�بندی
معروف نیز �کارلویی مونت شبیه�سازی روش�های به که نمونه�گیری بر مبتنی روش�های معروف�ترین از
مهم۴۶ نقاط نمونه�گیری ،(٢٠٠٢ برگر، و (کسلا پذیرش۴۵ و رد نمونه�گیری روش�های می�توان هستند،

۴١Highest posterior density
۴٢Sampling-based methods
۴٣Gaussian quadratures
۴۴Laplace approximation
۴۵Reject-accept sampling
۴۶Importance sampling
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(MCMC) مارکوفی۴٧ زنجیر �کارلوی مونت نمونه�گیری الگوریتم�های بزرگ رده و (١٩٨٧ (هستربرگ،
برد. نام را (٢٠٠۴ کسلا، و رابرت ١٩٧٠؛ (هستینگز،

اما دارند. قبولی قابل خطای عددی روش�های باشد، ١٠ از کمتر پسین توزیع بعد که مواردی در
و شده بزرگ عددی روش�های در کردن گرد خطاهای تجمع باشد، بالا پسین توزیع بعد که صورتی در
در می�شوند. استفاده نمونه�گیری بر مبتنی روش�های مواقع، این در نمی�شود. توصیه آن�ها از استفاده
مرتبه از بعدی ازایهر به نیستو پسین توزیع بعد از تابعی تقریب خطای ،MCMCروش�هاینمونه�گیری
روش�های در محاسبات سرعت است. کارلویی مونت نمونه حجم n آن در که می�ماند، ثابت O(n−١/٢)

نمونه�گیری، بر مبتنی روش�های در باشد. عددی روش�های از کندتر خیلی می�تواند نمونه�گیری بر مبتنی
برای ارگودیک قضیه و (٢٠٠٢ برگر، و (کسلا مستقل تولیدشده نمونه�های برای بزرگ اعداد قوی قانون
از حاصل برآوردگرهای همگرایی ضامن (١٩۴٢ (بیرخوف، مارکوفی) (زنجیر وابسته تولیدشده نمونه�های

هستند. پسین توزیع از نظر مورد کمیت�های به تولیدشده نمونه
نظر مورد تقریبی روش ساخت در مهم بخش یک پایان�نامه، این در لاپلاس، تقریب که آن�جا از
آن معرفی به عددی، روش�های مجموعه از یکی به�عنوان بعدی، زیربخش در می�شود، محسوب ما

می�پردازیم.

تقریبلاپلاس
زیاد آن از بیزی استنباط در که است پیچیده انتگرال�های تقریب برای عددی روش یک لاپلاس تقریب

انتگرال محاسبه به علاقه�مند کنید فرض می�شود. ∫استفاده
f(x)dx =

∫
exp(log f(x))dx

است: زیر به�صورت x = x٠ همسایگی در دوم مرتبه تا log f(x) تابع تیلور سری بسط باشیم.

log f(x) ≈ log f(x٠) + (x− x٠)
∂ log f(x)

∂x
|x=x٠ +

(x− x٠)
٢

٢
∂٢ log f(x)

∂x٢ |x=x٠ .

بنابراین و ∂ log f(x)
∂x

|x=x٠ = ٠ آن�گاه باشد، x∗ = argmaxx log f(x) و مد با برابر x٠ اگر

log f(x) ≈ log f(x∗) +
(x− x∗)٢

٢
∂٢ log f(x)

∂x٢ |x=x∗ .

می�شود: تقریب زیر به�صورت نظر مورد انتگرال ∫پس
f(x)dx ≈

∫
exp

(
log f(x∗) +

(x− x∗)٢

٢
∂٢ log f(x)

∂x٢ |x=x∗

)
dx

= exp(log f(x∗))

∫
exp

((x− x∗)٢

٢
∂٢ log f(x)

∂x٢ |x=x∗

)
dx

۴٧Markov chain Monte Carlo sampling
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σ٢∗ = −١/∂
٢ log f(x)

∂x٢ |x=x∗ دادن قرار با ساخت. مرتبط نرمال توزیع چگالی تابع با را آن می�توان که
∫داریم

f(x)dx ≈ exp(log f(x∗))

∫
exp(−(x− x∗)٢

٢σ٢∗ )dx

در انتگرال این دقیق�تر، به�طور است. σ٢∗ واریانس و x∗ میانگین با نرمال توزیع هسته تابع انتگرال که
صورت به� (α, β) ∫فاصله β

α

f(x)dx ≈ f(x∗)
√

٢πσ٢∗(Φ(β)− Φ(α))

است. N(x∗, σ٢∗) تجمعی توزیع تابع Φ(·) این�جا در که است، تقریب قابل
مشتق�های بردار به فقطمشتق کرد. معرفی تقریبلاپلاسرا چندمتغیره نسخه می�توان مشابه به�طور
تبدیل است، معروف هسیان۴٨ ماتریس به که دوم مرتبه مشتق�های ماتریس به دوم مشتق و جزیی

می�شود. نوشته چندمتغیره نرمال توزیع یک حسب بر نیز لاپلاس تقریب می�شوند.
و هموار توابعی پسین توزیع�های گشتاورهای سایر و میانگین محاسبه برای به�ویژه، تقریب، این از
مشتق�پذیر تابعی g(·) کنید فرض توضیح، برای می�شود. استفاده بیزی استنباط در پارامترها از مثبت

صورت به� می�توان را g(θ) پسین میانگین است. پارامتر فضای در مثبت و
E[g(θ)|x١, . . . , xn] =

∫
g(θ)eℓ(θ)π(θ)dθ∫
eℓ(θ)π(θ)dθ

(١.١)

روشتقریبلاپلاس در میانگین، این برایمحاسبه است. درستنمایی تابع لگاریتم ℓ(θ)آن در که نوشت،
اما می�شود. محاسبه شد، داده توضیح بالا در که لاپلاس تقریب از استفاده با (١.١) عبارت کسر مخرج
مد حول پسین، توزیع مد حول انتگرال زیر تابع بسط به�جای لاپلاس، تقریب در کسر، صورت برای

کنید فرض می�شود. داده بسط خودش
L(θ) =

١
n
log(eℓ(θ)π(θ)) =

١
n
(ℓ(θ) + log π(θ))

L∗(θ) =
١
n
log(g(θ)eℓ(θ)π(θ)) =

١
n
(log g(θ) + ℓ(θ) + log π(θ)).

برابر (١.١) پسین میانگین پس
E[g(θ)|x١, . . . , xn] =

∫
enL

∗(θ)dθ∫
enL(θ)dθ

(٢.١)

استفاده روشلاپلاسبا .σ٢ = −١/L′′(θ̂) L(θ)و مد یعنی پسین، توزیع مد θ̂ فرضکنید شد. خواهد
�صورت به تقریبی ،L′(θ̂) = ٠ و θ̂ حول تیلور بسط ∫از

enL(θ)dθ ≈
∫

exp[n(L(θ̂) + (θ − θ̂)L′(θ̂) +
١
٢(θ − θ̂)٢L′′(θ̂))]dθ

=

∫
exp[nL(θ̂)− n(θ − θ̂)٢/(٢σ٢)]dθ

=
√

٢πσn−١/٢enL(θ̂)

۴٨Hessian
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آن�گاه باشد، σ∗٢ = −١/L∗′′(θ̂∗) و L∗ مد θ̂∗ اگر مشابه، به�طور می�دهد. ارائه (٢.١) کسر مخرج برای
عبارت، دو این نسبت ١/٢exp{nL∗(θ̂∗)}−٢πσ∗n√می�شود. برابر (٢.١) کسر لاپلاسصورت تقریب

شکل به تقریبی

Ê[g(θ)|x١, . . . , xn] = (σ∗/σ) exp{n(L∗(θ̂∗)− L(θ̂))}

می�آورد. فراهم پسین توزیع میانگین برای

کارلویی مونت مارکوف زنجیر الگوریتم�های ٢.۴.١
کرد. استفاده آن محاسبه برای تقریبی روش�های از باید ندارد، بسته صورت پسین توزیع که مواردی در
وظیفه است. �کارلویی مونت شبیه�سازی روش�های از استفاده پسین توزیع تقریب روش�های از یکی
زمانی است. مفروض احتمالی توزیع یک از نمونه�هایی تولید �کارلویی، مونت شبیه�سازی الگوریتم�های
مستقیم صورت به وظیفه این اجرای باشد، بالا پارامترها) (بعد پسین توزیع بعد یا پیچیده توزیع�ها که
همکاران، و (متروپولیس MCMC الگوریتم�های دشواری، این رفع برای است. پیچیده و سخت کاری

می�کنند. نمونه تولید به اقدام غیرمستقیم به�طور که شدند معرفی (١٩٧٠ هستینگز، ١٩۵٣؛
توزیع که است مارکوف زنجیر یک از وابسته نمونه تولید بر مبتنی ،MCMC الگوریتم�های مکانیسم
مساله ابتدا ،MCMCالگوریتم�های جزییات معرفی برای باشد. نظر مورد پسین توزیع همان آن، ایستای

می�کنیم. تشریح را �کارلویی مونت انتگرال�گیری

کارلویی مونت انتگرال�گیری
انتگرال بخواهیم کنید فرض

H =

∫
h(x)f(x)dx (٣.١)

نتوان چنان�چه است. f(·) چگالی تابع با X تصادفی متغیر از تابعی h(·) آن در که کنیم، محاسبه را
برای شبیه�سازی یا عددی روش�های از می�توان کرد، حل معمولی محاسبات از استفاده با را انتگرال این
این دیدن برای نمی�پردازیم. عددی انتگرال�گیری روش�های معرفی به این�جا در کرد. استفاده H تقریب

کنید. مراجعه (٢٠١٠) لانگ و (٢٠٠٧) همکاران و پرس به می�توانید آن�ها جزییات و روش�ها
صورت به H کارلوی مونت تقریب ،f(x) توزیع از x(١), . . . , x(n) نمونه داشتن با

Ĥ =
١
n

n∑
i=١

h(x(i))

n → ∞ که زمانی بزرگ، اعداد قوی قانون از استفاده با می�شود. محاسبه

Ĥ
a.s−→ H.
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ارزیابی زیر به�صورت را آن می�توان و می�یابد افزایش شود، بزرگ n نمونه حجم که زمانی تقریب این دقت
کرد:

se(Ĥ) =

√∑n
i=١(h(x

(i))− Ĥ)٢

n(n− ١) .

بخواهیم اگر مثال برای است. نمونه اندازه دوم ریشه نسبت معکوس تقریب، این که باشید داشته توجه
(کسلا مرکزی حد قضیه بر بنا همچنین، داریم. نیاز اولیه n برابر چهار به کنیم نصف را استاندارد خطای
نرمال تصادفی یکمتغیر به توزیع در Ĥ ،n → ∞ چنان�چه باشد، Xمتناهی واریانس اگر (٢٠٠٢ برگر، و

یعنی می�شود. همگرا
Ĥ

d−→ N(H, se(Ĥ)٢).

برای و دارد را ،π(θ|y) مدل، پسین توزیع چگالی تابع نقش (٣.١) در f(x) بیزی، استنباط چارچوب در
یعنی آوریم. به�دست پسین توزیع برحسب را h(θ) مانند توابعی انتگرال�گیری باید بیزی، استنباط انجام

مانند کمیت�هایی باید
E(h(θ)|y) =

∫
θ∈Ψ

h(θ)π(θ|y)dθ

پسین شاخص�های می�توان پسین، توزیع از {θ(١), . . . , θ(n)} نمونه داشتن با بنابراین کنیم. محاسبه را
صورت به که A مجموعه پسینی احتمال مثال برای کرد. محاسبه تقریبی طور به را نیاز مورد

p(θ ∈ A|y) =
∫
θ∈A

π(θ|y)dθ

صورت به هستند A به متعلق که θ(i) نمونه�های (#) تعداد نسبت وسیله به می�شود، تعریف
#(θ(i) ∈ A, i = ١, . . . , n)

n

شکل به که است (θq) q مرتبه چندک پسین، توزیع از دیگری دلخواه شاخص می�شود. زده ∫تقریب θq

−∞
π(θ|y)dθ = q

محاسبه برای می�شود. زده تقریب کارلویی مونت نمونه q مرتبه تجربی چندک با و می�شود تعریف
توزیع π(θ|y) اگر که باشند اختیار در پسین توزیع از مستقل نمونه�های است کافی تنها تقریب�ها این

نیست. دردسرساز باشد، راحت آن از نمونه مستقیم تولید یا باشد داشته شناخته�شده�ای

نمونه غیرمستقیم تولید
نیست. ساده�ای کار معمولا˟ پسین توزیع�های از نمونه مستقیم تولید خاص، موارد و ساده مثال�های به�جز
این است. غیرمستقیم صورت به� نمونه تولید معرفی�شده راه�حل یک شد، اشاره بالا در که همان�طور
نمونه تولید غیرمستقیم رهیافت در واقع در است. شده ارائه مارکوف زنجیرهای نظریه کمک به راه�حل
وابسته نمونه�ای پسین، توزیع از مستقل نمونه�های شبیه�سازی به�جای مارکوف، زنجیرهای کمک به
می�تواند نمونه این سپس می�شود. شبیه�سازی است، π(θ|y) آن ایستای توزیع که مارکوفی زنجیر از
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قرار استفاده مورد احتمال�ها، و چندک�ها میانگین، مانند نظر مورد پسینی کمیت�های محاسبه برای
گیری نمونه روش به که است مارکوف زنجیرهای و کارلویی مونت نمونه�گیری از ترکیبی روش این گیرد.

است. MCMCمشهور
بر�می�گردد، (١٩٧٠) هستینگز و (١٩۵٣) همکاران متروپلیسو مطالعات کشفMCMCبه این�که با
(١٩٩٠) اسمیت و گلفاند کار با بیزی استنباط�های اجرای برای ابزاری به�عنوان آن از شایع استفاده اما
(٢٠١١) کسلا و رابرت MCMCبه الگوریتم�های گسترش و پیدایش تاریخچه مشاهده برای شد. شروع
رایانه�ها، توسط ارزان محاسباتی منابع در ایجادشده اساسی پیشرفت�های دلیل به امروزه کنید. مراجعه

شده�اند. تبدیل بیزی استنباط ابزار جعبه اصلی هسته MCMCبه الگوریتم�های
وابسته تصادفی متغیرهای از مجموعه�ای کنید فرض ،MCMC الگوریتم�های تشریح برای

{X(٠), X(١), . . . , X(t), . . . }

زنجیر MCMCساخت الگوریتم�های کلی ایده است. شده تعریف χ حالت فضای روی یک هر که داریم
این به هستیم؛ آن از نمونه تولید به مایل که باشد π هدف توزیع آن ایستای توزیع که است مارکوفی
مارکوف زنجیر از تولیدشده نمونه حجم اگر بنابراین، .X(t+١) ∼ π آن�گاه X(t) ∼ π اگر که معنی
از اطمینان می�شوند. محسوب هدف توزیع از تحقق�هایی تولیدشده، نمونه باشد، بزرگ کافی اندازه به
داشته را ویژگی چند مارکوف زنجیر که است آن مستلزم فردی، به منحصر ایستای توزیع چنین وجود

باشد:
به زنجیر مثبت احتمال با ،X(٠) اولیه مقدار از نظر صرف که معنی این به باشد. تحویل�ناپذیر۴٩ •

باشد. داشته دسترسی χ از ناحیه هر
باشد، مایل که تعدادی هر به χفضای از حالتی هر به زنجیر که معنی این به باشد. برگشت�پذیر۵٠ •
مجموعه یک برای زنجیر بازگشت انتظار مورد دفعات تعداد دیگر، عبارت به شود. منتقل بتواند

باشد. نامتناهی A ⊆ χ

نشود. چرخشی هیچ گرفتار حالت، فضای جستجوی در زنجیر که معنی این به باشد. نامتناوب۵١ •
نکند. گیر موضعی مجموعه یک در زنجیر دیگر، عبارت به

π به توزیع در X(t) که معنی این به بود. خواهد هم حدی توزیع یک π ایستای توزیع شرایط، این تحت
t → ∞ برای یعنی می�شود. همگرا

X(t) d−→ π

به می�توان را π(A) =
∫
A
π(x)dx احتمال بنابراین ندارد. همگرایی این بر تاثیری شروع نقطه و

که است ارگودیک۵٢ قضیه همگرایی، ویژگی این نتیجه زد. تقریب A ⊂ χ برای P (X(t) ∈ A) وسیله
۴٩Irreducible
۵٠Recurrent
۵١Aperiodic
۵٢Ergodic theorem



٢٧ بیزی آماری استنباط

با مارکوف، زنجیر از تولیدی وابسته نمونه�های از حاصل h(x) دلخواه تابع تجربی میانگین می�کند بیان
یعنی می�شود. همگرا E(h(X)) =

∫
χ
h(x)π(x)dx انتظار مورد واقعی مقدار به ،١ به متمایل احتمال

١
n

n∑
t=١

h(X(t))
a.s−→ E(h(X)).

ساختن برای است. توزیع هم و مستقل نمونه�های برای بزرگ اعداد قوی قانون مشابه قضیه این
متروپلیس- الگوریتم�های یعنی ،MCMC روش�های معروف الگوریتم دو از مارکوفی زنجیرهای چنین

می�پردازیم. آن�ها معرفی به ادامه در که می�شود استفاده گیبز۵۴ نمونه�گیر و (MH) هستینگز۵٣

هستینگز متروپولیس- الگوریتم
(١٩٧٠) سپستوسطهستینگز و شد پیشنهاد (١٩۵٣) همکاران متروپولیسو توسط MHابتدا الگوریتم
توضیح برای است. آمده (١٩٩۵) گرینبرگ و چیب در الگوریتم این از تعریفی یافت. تدوین کامل طور به
را زنجیر) شروع (نقطه اولیه مقدار الگوریتم، تعریف برای می�گیریم. نظر در بعدی یک را θ پارامتر آن،

است: زیر مراحل شامل الگوریتم تکرار امین tسپس می�دهیم. قرار θ(٠) برابر
q(θ∗|θ(t−١)) چگالی تابع با پیشنهادی توزیع از θ∗ منتخب مقدار یک نمونه�گیری .١

پذیرش نرخ محاسبه .٢
r =

π(θ∗|y)q(θ(t−١)|θ∗)
π(θ(t−١)|y)q(θ∗|θ(t−١))

نسبت و ١−min(١, r) احتمال با آن رد ,١)minو r) احتمال با θ(t) مقدار به�عنوان θ∗ پذیرش .٣
.θ(t) برای θ(t−١) قبلی مقدار دادن

تکیه�گاه با آن تکیه�گاه که می�شود انتخاب طوری q(·|·)پیشنهادی چگالی تابع الگوریتم، این اجرای برای
معمولا˟ باشد. ساده آن از نمونه تولید و پهن�تر پسین توزیع دم�های از آن دم�های باشد. یکی پسین توزیع
برای .q(θ∗|θ(t−١)) = q(θ(t−١)|θ∗) صورت این در که دارد ارجحیت متقارن چگالی تابع یک انتخاب
انتخاب نامزد می�تواند باشد، شده مرکزی قبلی مقدار حول که نرمالی توزیع یا یکنواخت توزیع یک مثال،

یعنی باشد. پیشنهادی توزیع
q(θ∗|θ(t−١)) ∼ U(θ(t−١) − γ, θ(t−١) + γ)

یا
q(θ∗|θ(t−١)) ∼ N(θ(t−١, γ٢)

می�شود. انتخاب الگوریتم عملکرد به توجه با و است مقیاس یا تنظیم۵۵ پارامتر γ پارامتر آن در که
برای می�گویند. تصادفی زدن قدم MH الگوریتم پیشنهادی، توزیع انتخاب این با MH الگوریتم به

۵٣Metropolis-Hastings
۵۴Gibbs sampler
۵۵Tuning parameter



پایه�ای مدل�های و تعاریف مفاهیم، ٢٨

توزیع از u تصادفی عدد یک عمل در ،٢ مرحله پیشنهادی، نمونه رد یا پذیرش برای تصمیم�گیری مرحله
اتخاذ رد این�صورت غیر در و پذیرش تصمیم u < r اگر آن�گاه می�شود. تولید استاندارد یکنواخت
خواهد π(θ|y) آن ایستای توزیع که می�شود تولید مارکوف زنجیر یک الگوریتم این اجرای با می�شود.

.(٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت بود

گیبز نمونه�گیر
سپس شد. معرفی تصویر پردازشمدل�های در (١٩٨۴) گمان و گمان توسط ابتدا گیبز روشنمونه�گیری
حاشیه�ای چگالی�های محاسبه برای نمونه�گیری مبنای بر روشی به�عنوان (١٩٩٠) اسمیت و گلفاند توسط
جورج و کسلا وسیله به الگوریتم این ساده و واضح توضیح شد. گرفته به�کار بیزی استنباط چارچوب در
انتخاب پیشنهادی توزیع به�عنوان کامل۵۶ شرطی توزیع که زمانی کنید توجه است. شده بیان (١٩٩٢)

MHاست. الگوریتم خاص حالت یک گیبز نمونه�گیر شود،
یک θ = {θ١, . . . , θp} که π(θ|y) پسین توزیع از علاقه�مندیم کنید فرض روش، این تشریح برای
توزیع θi پارامتر هر برای باید گیبز نمونه�گیر اجرای برای کنیم. تولید نمونه است، بعدی p پارامتر
برای π(θi|θi̸=j, y) با که را دیگر پارامترهای همه شرط به θi شرطی پسین توزیع یعنی کامل شرطی
،π(θ|y) توام پسین توزیع از شبیه�سازی برای آوریم. دست به می�شود، مشخص i, j = ١, . . . , p
مقادیر شروع برای می�کند. تولید کامل شرطی توزیع�های تمام از تکراری به�طور را مقادیر گیبز نمونه�گیر
θ(t−١) نمونه داشتن شرط به تکرار، امین t در آن�گاه می�کنیم. انتخاب را θ(٠) = {θ(٠)

١ , . . . , θ
(٠)
p } اولیه

می�کنیم: عمل زیر �صورت به است، آمده به�دست قبلی گام در که

π(θ١|θ(t−١)
٢ , . . . , θ

(t−١)
p , y) کامل شرطی توزیع از θ(t)١ نمونه تولید .١

π(θ٢|θ(t)١ , θ
(t−١)
٣ , . . . , θ

(t−١)
p , y) کامل شرطی توزیع از θ(t)٢ نمونه تولید .٢

.

.

.

دادن قرار و π(θp|θ(t)١ , . . . , θ
(t)
p−١, y) کامل شرطی توزیع از θ(t)p نمونه تولید .p

θ(t+١) = {θ(t+١)
١ , . . . , θ(t+١)

p }.

هدف توزیع به توزیع در θ(t) = {θ(t)١ , . . . , θ
(t)
p } تحقق امین t می�شود ثابت نظم، شرایط تحت

.(٢٠٠۴ کسلا، و (رابرت می�شود همگرا π = π(θ|y)

۵۶Full conditional
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MCMCجانشین رهیافت�های
(یعنی هدف توزیع به شبیه�سازی�شده نمونه�های توزیع همگرایی بی�شمار، تکرار تعداد MCMCبا نظریه
باید بنابراین نیست. عملی مارکوف زنجیر یک نامتناهی اجرای اما می�کند، تضمین را پسین) توزیع
تولیدشده زنجیر تشخیصهمگرایی شود. نتیجه ایستا توزیع به همگرایی که شود اجرا تعدادی به الگوریتم
خود نمودارهای شامل همگرایی تشخیص ابزارهای است. MCMC الگوریتم�های در اساسی مساله
گلمن-روبین ،(١٩٩٢ (جی�وک، جی�وک مانند آزمون�ها برخی و الگوریتم، پذیرش نرخ اثر، و همبستگی
است ابزاری اثر نمودار شده�اند. ارائه (١٩٩٢ لوئیس، و (رفتری رفتری-لوئیس و (١٩٩٢ روبین، و (گلمن
توزیع پیمایش سرعت به مربوط ویژگی این رود. به�کار نیز زنجیر آمیختگی۵٧ تشخیص برای می�تواند که
سرعت معنی به باشد، ضعیف زنجیر آمیختگی اگر مثال، به�عنوان است. مارکوف زنجیر توسط پسین
زمان صورت، این در است. تولیدشده نمونه�های شدید همبستگی نتیجه در و زنجیر پیمایش کند
کمیت�های تقریب�های دقت روی همبستگی این، بر علاوه می�شود. همگرایی به دستیابی صرف زیادی
دقت برای دلیلی تولیدشده، نمونه�های بالاتر همبستگی که داد نشان (١٩٩٢) گیر است. موثر پسینی
نقاط مجموعه کردن۵٨ باریک وسیله به می�توان را خودهمبستگی است. پسین توزیع تقریب پایین�تر
وسیله به یا گیبز نمونه�گیری کردن بازپارامتری طریق از (مثلا́ بهینه الگوریتم بهبود یا شبیه�سازی�شده
انرژی می�شود، انجام MCMCروش به استنباط که زمانی داد. کاهش (MH پیشنهادی توزیع تنظیم
(پارامتری بهتر تنظیمات از اطلاع منظور به می�شود. همگرایی مشاهده و تنظیم صرف زیادی زمان و
مطمئن�تر و دقیق�تر خروجی که (MH پیشنهادی توزیع�های و اولیه مقادیر پیشین، توزیع�های کردن،
اجرایMCMCمراجعه به مربوط مراجع و (٢٠١١) همکاران بروکسو به می�آورند، برایMCMCبه�وجود

کنید.
زمانی است. MCMC روش�های محاسباتی هزینه گرفت، نادیده را آن نمی�توان که دیگری مشکل
داریم، سروکار حجیم داده�های مجموعه یا سلسله�مراتبی۵٩، مد�ل�های مثل پیچیده، مدل�های با که

باشند. غیرعملی حتی و کند شدت به است MCMCممکن الگوریتم�های
سال�های در ،MCMC نمونه�گیری بر مبتنی الگوریتم�های برای ذکرشده مشکلات این به توجه با
مناسب جانشین رهیافت�های از یکی بوده�اند. جانشین روش�های یافتن دنبال به متعددی محققان اخیر
به را بیزی استنباط محاسباتی هزینه و است پایان�نامه این در ما نظر مورد MCMCکه روش�های برای
بعدی فصل در و شد معرفی (٢٠٠٩) همکاران و رو توسط که است INLAروش می�دهد، کاهش شدت

می�پردازیم. آن معرفی به

۵٧Mixing
۵٨Thinning
۵٩Hierarchical models





٢ فصل
جمع�بسته آشیانی لاپلاس تقریب

مراتبی سلسله ساختار با مدل�های بیزی استنباط برای استاندارد ابزار امروز به MCMCتا الگوریتم�های
مواجه مشکل با الگوریتم�ها این آمیختگی و همگرایی ویژگی�های باشد، بزرگ مدل بعد وقتی اما بوده�اند.
می�کند. دوچندان را مشکل این پسین، توزیع مولفه�های بین قوی همبستگی وجود طرفی از می�شوند.
این حدی تا (٢٠٠۵ هلد، و رو ٢٠٠٢؛ رو، و (هلد بلوکی١ به�روزر�سانی راهبرد از استفاده خوشبختانه
همکاران و رو است. باقی قوتخود به محاسبات بودن زمان�بر مشکل اما است، ساخته مرتفع را مشکلات
رده بیزی تقریبی تحلیل در که کردند معرفی را ،INLA جمع�بسته، آشیانی لاپلاس تقریب روش (٢٠٠٩)
قابل تقریبی و است MCMC الگوریتم�های برای مناسبی جایگزین ،(LGM) پنهان٢ گاوسی مدل�های
آن�قدر روش این MCMCمی�کند. سنگین شبیه�سازی�های جایگزین را کوتاه بسیار زمان مدت در قبول
بسیار تفاوت MCMC الگوریتم�های از آمده به�دست نتایج با آن از حاصل نتایج که می�کند عمل دقیق
با پنهان گاوسی مدل�های در INLAروش بر مبتنی تقریبی بیزی استنباط فصل این در دارند. ناچیزی
تصادفی اثرات و رگرسیونی پارامترهای برای آن در که است نظر مورد (غیرنرمال) غیرگاوسی پاسخ متغیر
پسین) توزیع گاوسی (تقریب لاپلاس تقریب روش این در می�شود. استفاده گاوسی پیشین توزیع از
تقریبی، روش این گام�های بیان از پس می�شود. محسوب INLAروش اصلی بخش�های از یکی به�عنوان
مقایسه منظور به نیز آخر بخش در می�پردازیم. نظر مورد کناری پسین چگالی�های محاسبه جزئیات به

می�کنیم. معرفی را مدل بیزی ارزیابی معیارهای مختلف، مدل�های

١Block updating
٢Latent Gaussian models



جمع�بسته آشیانی لاپلاس تقریب ٣٢

گاوسی تصادفی فرآیند ١.٢
گاوسی تصادفی فرآیند معرفی سپسبه و می�شوند بیان است، نیاز مورد که تعریف چند ابتدا بخش این در

پرداخت. خواهیم

تصادفی فرآیند .١.١.٢ تعریف

فرآیند یک شده�اند، تعریف احتمال فضای یک روی که را {Xt, t ∈ T} تصادفی متغیرهای خانواده�
به که باشد مقادیری تمام مجموعه S هرگاه می�گویند، S وضعیت فضای و T پارامتر فضای با تصادفی

کند. اختیار می�تواند Xt تصادفی متغیر t ∈ T هر ازای
تصادفی٣ زدن قدم فرآیند .٢.١.٢ تعریف

هرگاه می�نامند، (rw1) اول مرتبه تصادفی زدن قدم فرآیند یک را wt تصادفی فرآیند •

wt = wt−١ + ϵt

میانگین با توزیعی از و هستند ناهمبسته ها ϵt یعنی است، محض اغتشاش مولفه ϵt آن در که
می�کنند. پیروی σ٢

ϵ ثابت واریانس و صفر

هرگاه گویند، (rw2) دوم مرتبه تصادفی زدن قدم فرآیند یک را wt تصادفی فرآیند •

wt = ٢wt−١ − wt−٢ + ϵt

می�شود. تعریف اول مرتبه تصادفی زدن قدم فرآیند مشابه ϵt آن در که

دارد. ناپایدار شدت به رفتاری و نیست ایستا فرآیند، این که داد نشان می�توان

گاوسی تصادفی فرآیند .٣.١.٢ تعریف

متناهی خطی ترکیب هر هرگاه می�نامند، (نرمال) گاوسی فرآیند یک را {Xt, t ∈ T} تصادفی فرآیند
باشد. نرمال توزیع دارای ،Xt تصادفی متغیرهای از

فرآیندهای .EX٢
t < ∞ به�ویژه و است نرمال توزیع دارای Xt ،t ∈ T هر برای صورت این در

به�خصوص کاربردی، موارد در همچنین فرآیندها این هستند. دلخواه نظری ویژگی�های دارای گاوسی
به فضایی، آمار متون مانند متون از برخی در می�گیرند. قرار استفاده مورد فیزیکی علوم و مهندسی در

می�گویند. نیز (GRF) گاوسی۴ تصادفی میدان گاوسی تصادفی فرآیندهای
٣Random walk process
۴Gaussian random field
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ساختاری جمعی رگرسیون مدل�های ١.١.٢
غیرخطی و اثراتخطی برایمدل�بندی انعطاف�پذیر قالبی (STAR) ساختاری۵ مدل�هایرگرسیونجمعی
متغیر توزیع هستند. تعمیم�یافته جمعی مدل�های و تعمیم�یافته خطی مدل�های شامل تبیینی متغیرهای
به احتمال جرم یا چگالی تابع لگاریتم با نمایی خانواده به متعلق مدل�ها این در i = ١, . . . , n ،yi پاسخ

است: زیر شکل

ln π(yi|ui, β) = yi

α +

nf∑
j=١

f (j)(uji) +

nβ∑
k=١

βkzki


− a

α +

nf∑
j=١

f (j)(uji) +

nβ∑
k=١

βkzki

+ c(yi)

از توابعی {f (j)(·)} ،zi = (z١i, . . . , znβi) تبیینی متغیرهای خطی ثابت اثرات {βk} آن در که
مدل این در هستند. معلوم، تابعی a(·) و ui = (u١i, . . . , unf i) تبیینی متغیرهای

ηi = α+

nf∑
j=١

f (j)(uji) +

nβ∑
k=١

βkzki (١.٢)

ساختاری جمعی پیش�گوی به و می�شود محسوب نمایی توزیع�های خانواده (کانونی) متعارف پارامتر
اگر است. معروف

µi = E[yi|ui, β] = a′(ηi)

می�دهد: پیوند زیر صورت به� ساختاری جمعی پیش�گوی به را شرطی میانگین g(·) پیوند تابع آنگاه

g(µi) = ηi = α +

nf∑
j=١

f (j)(uji) +

nβ∑
k=١

βkzki.

و تصادفی اثرات اثراتفصلی، زمانی، روندهای مانند اثراتغیرخطی شامل می�توانند {f (j)(·)} توابع
متفاوت زیررده�های می�توان مختلف fهای (j)(·) تعیین با باشند. مدل در هموار اثرات یا زمان به وابسته
از: عبارتند زیررده�ها این از برخی مثال به�عنوان کرد. معرفی را مدل�ها از رده این از متعددی پرکاربرد و
و (لانگ تاوانیده۶ اسپلاین مدل�های تعمیم�یافته، خطی مدل�های شامل رگرسیونی، مدل�های الف)
قهرمانی، و (چو گاوسی فرآیندهای و (٢٠٠۵ هلد، و (رو تصادفی زدن قدم مدل�های (٢٠٠۴ برزگر،

.(٢٠٠۵
مشاهدات زمانی همبستگی که مدل�هاییهستند شامل که ،(١٩٩٧ هریسون، (وستو پویا٧ مدل�های ب)

می�شود. مدل وارد تبیینی متغیر یک کمک به آن�ها در
۵Structured additive regression model
۶Penalized spline models
٧Dynamic models



جمع�بسته آشیانی لاپلاس تقریب ٣۴

فضایی- یا فضایی وابستگی ساختار که هستند مدل�هایی شامل که فضایی-زمانی٩ یا فضایی٨ مدل�های ج)
.(٢٠٠٨ همکاران، و (بنرجی می�شود مدل وارد f (j) طریق از داده�ها زمانی

پنهان گاوسی مدل�های
دارای x = {α, f (١), · · · , f (nf ), β١, · · · , βnβ

, ηi}پنهان١٠ تصادفی میدان فرضکنید (١.٢) مدل در
Σθ١ آن در که باشد، Qθ١ = Σ−١

θ١
دقت١١ ماتریس و صفر میانگین بردار با چندمتغیره نرمال توزیع

را STAR مدل�های از زیررده�ای که مدل این به دارد. بستگی θ١ پارامتر به که است کواریانس ماتریس
می�گویند. (LGM) پنهان١٢ گاوسی مدل�های رده می�دهد، تشکیل

مشاهده مجموعه این نقاط در پاسخ متغیر بردار که باشد اندیس�گذاری مجموعه I کنید فرض
توام توزیع دارای و هم از مستقل θ٢ و x شرط به y مولفه�های و ،y = {yi; i ∈ I} یعنی شده�اند،

صورت به θ و x پنهان تصادفی میدان پسین چگالی تابع صورت، این در باشند. π(y|x, θ٢)

π(x, θ|y) ∝ π(θ)π(x | θ)π(y|x, θ)

∝ π(θ)π(x|θ)
∏
i∈I

(yi|xi, θ)

∝ π(θ)|Q(θ)|١/٢ exp
(
− ١

٢xTQ(θ)x
)∏

i∈I

exp(log(π(yi|xi, θ)))

∝ π(θ)|Q(θ)|١/٢ exp
(
− ١

٢xTQ(θ)x+
∑
i∈I

log(π(yi|xi, θ))
)

هستند. θ پیشین توزیع π(θ) و مدل ابرپارامترهای mبعدی بردار θ = (θT١ , θ
T
٢ ) آن در که بود، خواهد

پنهان تصادفی میدان دیگر، عبارت به باشد. تنک١٣ باید I مجموعه ،INLAروش بودن کارا منظور به
بنابراین و می�پذیرد را شرطی استقلال ویژگی است، (١٠۵ تا ١٠٢ (مثلا بزرگ بعدی دارای اغلب که ،x
است. Qθ تنک دقت ماتریس با (GMRF) گاوسی١۴ مارکوفی تصادفی میدان یک پنهان تصادفی میدان
کمکرهیافتمعادلاتدیفرانسیل به داده�هایزمین�آماریفضایی١۵، مانند I برایمجموعه�هایچگال
تبدیل مارکوفی ویژگی با مجموعه یک به مثلث�سازی کمک به را چگال مجموعه می�توان تصادفی١۶ جزیی
مارکوفی ویژگی باشد. کارا تقریبی، جدید مجموعه در داده�ها برای INLAروش اجرای که به�طوری کرد
تقریب یا نمونه�گیری روش�های اجرای برای که می�شود ماتریس�ها تجزیه افزایشسرعت باعث LGM رده
زیرا است، دقت ماتریس بودن تنک مرهون نیز سرعت افزایش است. الزامی مدل پسین توزیع زدن

٨Spatial models
٩Spatio-temporal models
١٠Latent
١١Precision matrix
١٢Latent Gaussian models
١٣Sparse
١۴Gaussian markov random field
١۵Spatial geostatistical data
١۶Stochastic partial differential equations
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چگال ماتریس�های محاسباتی روش�های از سریع�تر بسیار تنک ماتریس�های تجزیه عددی روش�های
هستند.

تعداد که است این باشد، (سریع) کارا آن اجرای تا باشد داشته باید INLAروش که دیگری شرط
عددی روش�های از استفاده دلیل به محدودیت این باشد. m ≤ ۶ مانند کوچک عددی ابرپارامترها
انتگرال�ها بعد نباید انتگرال�گیری، عددی روش�های کارایی برای که است INLAروش در انتگرال�گیری
جزییات با را GMRF رده آن، بهتر درک برای ما، نظر مورد تقریبی روش تشریح از قبل باشد. ۶ از بیشتر

می�کنیم. معرفی بیشتری

گاوسی مارکوفی تصادفی فرآیند ٢.١.٢
گراف است. گراف تعریف از استفاده گاوسی، تصادفی میدان یک مارکوفی ویژگی تفهیم برای راه بهترین
مرتب زوج صورت به و شده�اند وصل هم به یال�ها از خانواده�ای توسط که است راس�ها از مجموعه�ای g
اگر است. آن یال�های ε و رئوس از غیرتهی و متناهی مجموعه�ای ν آن در که می�شود، داده نشان (ν, ε)

می�نامند. نشاندار را گراف باشند، ν = {١, . . . , n} به�صورت راس�ها
و µ میانگین با چندمتغیره نرمال توزیع دارای x = (x١, . . . , xn)

T تصادفی بردار کنید فرض
شامل ε آن در که باشد نشاندار گرافی g = (ν, ε) کنید فرض همچنین باشد. Σ کواریانس ماتریس
اگر تنها و اگر باشند، نداشته مشترکی یال هیچ j و i راس�های که به�طوری است {i, j} زوج�های همه
می�شود. نامیده g گراف به نسبت گاوسی مارکوفی تصادفی میدان یک x صورت این در .xi ⊥ xj|x−ij

بیان را نرمال توزیع پارامترهای و g گراف بین ارتباط ،GMRF برای رسمی تعریف یک بیان از قبل
گرفت نتیجه می�توان ندارد، x درایه�های دوبه�دوی شرطی استقلال بر تاثیری µ که آن�جا از می�کنیم.
،Q دقت، ماتریس یعنی آن عکس یا Σ کواریانس ماتریس در فقط شرطی استقلال به مربوط اطلاعات

می�کند. بازی GMRF تحلیل در مهمی نقش دقت ماتریس پس شده�اند. پنهان

دقت ماتریس و µ میانگین با چندمتغیره نرمال توزیع دارای x اگر .(٢٠٠۵ هلد، و (رو .۴.١.٢ قضیه
اگر تنها و اگر است، صفر برابر Qij یعنی ،Q ماتریس ام ij درایه آن�گاه باشد، Q > ٠ مثبت معین

.xi ⊥ xj|x−ij

آن�ها اساس بر و می�کنند مشخص را g گراف Q ماتریس ناصفر درایه�های ،۴.١.٢ قضیه به توجه با
به�جای دقت ماتریس از استفاده دلیل نتیجه این نمود. بررسی را xj و xi شرطی استقلال می�توان

می�دهد. نشان را LGM رده در کواریانس ماتریس

تحت گاوسی مارکوفی تصادفی میدان یک x = (x١, . . . , xn)
T ∈ Rn تصادفی بردار .۵.١.٢ تعریف

آن چگالی تابع اگر تنها و اگر است، Q > ٠ دقت ماتریس و µ میانگین با G = (ν, ε) نشاندار گراف
به�صورت

π(x) = (٢π)
−
n

٢ |Q|
١
٢ exp{−١

٢(x− µ)TQ(x− µ)}



جمع�بسته آشیانی لاپلاس تقریب ٣۶

i ̸= j که i, j ∈ ν هر برای و باشد

Qij ̸= ٠ ⇐⇒ {i, j} ∈ ε.

باشد، Q > ٠ دقت ماتریس و µ میانگین با g = (ν, ε) گراف تحت GMRFیک x اگر .۶.١.٢ قضیه
از عبارتند ترتیب به شرطی همبستگی و دقت میانگین، آن�گاه

E(xi|x−i) = µi −
١
Qii

∑
j:j∼i

Qij(xj − µj)

Prec(xi|x−i) = Qii

Corr(xi, xj|x−ij) = − Qij√
QiiQjj

i ̸= j

است. مشترک یال یک راس�های i ∼ j از منظور آن در که
اطلاعاتی قطر از خارج مولفه�های و x−i شرط به xi شرطی دقت�های Q ماتریس قطری درایه�های
ماتریس درایه�های که آن�جا از اما می�کنند. ارائه x−ij شرط به xj و xi بین شرطی همبستگی مورد در

همبستگی و V ar(xi) = Σii واریانس ،Σ = (Σij)کواریانس

Corr(xi, xj) = Σij/
√

ΣiiΣjj

xi بین کناری همبستگی و xi کناری واریانس مورد در اطلاعاتی کواریانس ماتریس می�دهند، نتیجه را
آن از می�توان و است مفیدی اطلاعات حاوی مستقیماً Σ با کناری تفسیر می�دهد. قرار اختیار در xj و
است دشوار کار این Q مورد در که حالی در کرد، استفاده دومتغیره یا یک کناری توزیع�های بیان برای
کلی حالت در ،Q−١ = Σ تعریف به توجه با زیرا گرفت؛ انتگرال x−ij یا x−i روی توام توزیع از باید و

است. مرتبط Q مولفه�های همه به Σii

این که است ماتریسQناصفر درایه n٢ از درایه O(n) تنها و است تنک Qماتریسی موارد بیشتر در
اجرای به بخشیدن سرعت موجب ماتریس این بودن تنک است. تصادفی میدان مارکوفی ویژگی علت به

می�شود. بیان زیر قضیه قالب در که می�شود Q = LLT تجزیه الگوریتم
ماتریس و µ میانگین با ،g گراف تحت GMRF یک x کنید فرض .(٢٠٠۵ هلد، و (رو .٧.١.٢ قضیه

،١ ≤ i < j ≤ n برای کنید فرض همچنین باشد. Q > ٠ دقت

F (i, j) = {i+ ١, . . . , j − ١, j + ١, . . . , n}

Lji = ٠ اگر تنها و اگر ،xi ⊥ xj|xF (i,j) این�صورت در باشد. j به�جز i از بزرگ�تر اندیس�های مجموعه
است. Qماتریس چولسکی تجزیه در Lماتریس ام ji درایه Lji آن در که

چولسکی تجزیه الگوریتم در آن محاسبه به نیازی دیگر است، Lji = ٠ داد تشخیص بتوان اگر
می�شود. محاسبات کاهش موجب امر این و بود نخواهد
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توزیع�ها گاوسی تقریب ٢.٢
است. گاوسی١٧ تقریب از استفاده دارند، نامعلومی صورت که توزیع�هایی تقریب برای معمول شیوه یک
است. تاثیرگذار سرعتهمگرایی در که چرا است، مهم بسیار شیوه این در مناسب اولیه انتخابیکمقدار
را مناسبی شیوه (٢٠٠٩) ویلسون و یوون منظور این برای است. هدف توزیع مد مناسب، انتخاب یک
حداقل در (x تصادفی میدان و پارامترها حاشیه�ای پسین توزیع�های جمله (از هدف توزیع مد یافتن برای

دارد. بسزایی تاثیر گاوسی تقریب تسریع در امر این که به�طوری دادند، پیشنهاد ممکن تکرار
تشریح ساده مثال یک با همراه را یک�متغیره توزیع�های برای گاوسی تقریب ابتدا بخش این در

کرد. خواهیم مطرح را چند�متغیره حالت برای آن تعمیم سپس می�کنیم.

تک�متغیره: حالت الف) •
برای را نرمال پیشین توزیع و داریم λ میانگین با پواسون توزیع از مشاهده یک کنید فرض
به π(η|y) پسین توزیع بنابراین کنیم. انتخاب η ∼ N(µ, k−١) مشخصات با η = log λ

صورت

π(η|y) ∝ π(η)π(y|η)

∝ exp{−k

٢(η − µ)٢ + yη − exp(η)}

= exp(f(η))

f(η) تقریب برای معمول روشی .f(η) = −k

٢(η − µ)٢ + yη − exp(η) آن در که است،
صورت به ،η٠ مد، حول آن دوم مرتبه تیلور بسط از استفاده

f(η) ≈ f(η٠) + f ′(η٠)(η − η٠) +
١
٢f ′′(η٠)(η − η٠)

٢

= a+ bη − ١
٢cη٢

(٢.٢)

c = و b = f ′(η٠) − f ′′(η٠)η٠ ،a = f(η٠) − η٠f
′(η٠) +

η٢
٠

٢ f ′′(η٠) آن در که است،
به�صورت را π(η|y) می�توان بنابراین .−f ′′(η٠)

π̃(η|y) ∝ exp(−١
٢cη٢ + bη)

k١(η٠) = cدقت و µ١(η٠) =
b

c
میانگین ,Nc(bبا c) نرمال توزیع کانونی صورت که زد، تقریب

است.

چند�متغیره: حالت ب) •
١٧Gaussian approximation
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یک x و داریم اختیار در غیرنرمال توزیع یک از y١, . . . , yn شرطی مستقل مشاهده n فرضکنید
π(x|y, θ) کامل شرطی چگالی تابع صورت این در است. µمیانگین ماتریسدقتQو GMRFبا

صورت به

π(x|y, θ) ∝ exp
(
− ١

٢(x− µ)TQ(x− µ) +
n∑

i=١
log π(yi|xi, θ)

)
عبارت دوم مرتبه تیلور بسط ،(٢.٢) رابطه با مشابه است. بازنویسی قابل

g(xi) = log π(yi|xi, θ)

�صورت به می�توان را µ٠ مد حول
g(xi) = ai + bixi −

١
٢cix

٢
i

و bi = g′(µ٠) − g′′(µ٠)µ٠ ،ai = g(µ٠) − µ٠g
′(µ٠) +

µ٢
٠

٢ g′′(µ٠) آن در که نوشت،
صورت به π(x|y, θ) چگالی گاوسی تقریب صورت این در .ci = −g′′(µ٠)

π̃G(x|y, θ) ∝ exp
(
− ١

٢xTQx+ µTQx+
∑
i

(ai + bixi −
١
٢cix

٢
i )
)

∝ exp
(
− ١

٢xTQx+ µTQx+
∑
i

(bixi −
١
٢cix

٢
i )
)

تقریب این است. صفر آن مقدار باشد، منفی ci = −∂٢ log π(y|x, θ)
∂x٢

i

وقتی که می�شود حاصل
ماتریسی صورت به می�توان را

π̃G(x|y, θ) ∝ exp
(
− ١

٢xTQx+ µTQx+ bTx− ١
٢xTdiag(c)x)

)
∝ exp

(
− ١

٢xT (Q+ diag(c))x+ (Qµ+ b)Tx
)

نرمال توزیع کانونی صورت که نوشت
Nc(Qµ+ b,Q+ diag(c))

که است Q + diag(c) دقت ماتریس و µ١ = (Qµ + b)(Q + diag(c))−١ میانگین بردار با
تک�متغیره حالت با مشابه می�باشد. ها ci قطر روی عناصر با قطری ماتریس یک diag(c) آن در
توزیع مد به که µ١ حول آن بسط و فرآیند این تکرار با می�توان و وابسته�اند µ٠ مقدار به c و b

بخشید. بهبود را تقریب است، نزدیک�تر π(x|y, θ)
توزیع�های تقریب اگر اما است، اغلبسریع و قبول قابل گاوسی تقریب چند هر که داشت توجه باید
گاهی همچنین می�شود. انجام کندی با تقریب این همگرایی باشد نظر مورد بالا مراتب غیرخطی
زیادی حساسیت توزیع چولگی نگرفتن نظر در و مد نادرست انتخاب از ناشی خطای به نسبت

دارد.
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INLAروش با پسین توزیع�های تقریب ٣.٢
میدان کناری پسین توزیع�های تقریب محاسبه برای را INLA تقریب روش انجام مراحل بخش این در

�صورت به که پنهان تصادفی

π(xi|y) =
∫

π(xi|θ, y)π(θ|y)dθ, i = ١, . . . , n (٣.٢)

می�شود: اجرا گام سه در تقریب این می�دهیم. ارائه است،

π(θ|y) کناری پسین توزیع تقریب محاسبه اول: گام
θ منتخب مقادیر برای π(xi|θ, y) تقریب محاسبه دوم: گام

متناهی مجموع از استفاده با پنهان میدان بیزی پسین تقریب محاسبه سوم: گام

π̃(xi|y) =
n∑

k=١
π̃(xi|θk, y)π̃(θk|y)∆k (۴.٢)

می�شوند. داده اختصاص θk مقادیر به که هستند وزن�هایی ∆k آن در که

می�کند. محاسبه آشیانی تقریب�های از استفاده با را (٣.٢) توزیع که است این INLAمخصوص ویژگی
تسریع موجب و می�کند ایجاد را دقیقی لاپلاس تقریب آشیانی، شیوه چگونه که می�دهیم توضیح بعداً

می�شود. محاسبات

توری راهبرد با ابرپارامترها توأم پسین توزیع تقریب ١.٣.٢
می�شود: تعریف زیر صورت به� مدل ابرپارامترهای بردار توأم پسین توزیع

π(θ|y) = π(θ, y)

π(y)

=
π(θ, y)

π(y)

π(x|θ, y)
π(x|θ, y)

=
π(x, θ, y)

π(y)π(x|θ, y)

=
π(y|x, θ)π(x|θ)π(θ)

π(y)π(x|θ, y)

∝ π(y|x, θ)π(x|θ)π(θ)
π(x|θ, y)

(۵.٢)

�صورت به را (۵.٢) کناری پسین توزیع ،INLAروش

π̃(θ|y) ∝ π(y|x, θ)π(x|θ)π(θ)
π̃G(x|θ, y)

|x=x∗(θ) (۶.٢)
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توزیع مد x∗ و است شده محاسبه گاوسی تقریب از استفاده با کسر مخرج آن در که می�زند، تقریب
.(٢٠٠٧ (مارتینو، است O(n−٣/٢) مرتبه از نرمال�سازی از بعد تقریب این خطای می�باشد. π(x|θ, y)

.(١٩٨۶ کدین، و (تیرنی است θ بردار کناری پسین توزیع لاپلاس تقریب با هم�ارز (۶.٢) عبارت
اصلی استفاده می�گیرد. قرار استفاده مورد INLAروش اجرای فرآیند از مرحله درسه π̃(θ|y)تقریب
تقریب محاسبه برای (۶.٢) از دوم، گام در است. پنهان میدان کناری پسین توزیع تقریب محاسبه در آن
عناصر از برخی برای پسین کناری محاسبه منظور به سوم گام می�شود. استفاده π(y) درستنمایی کناری
مرحله سه محاسبه برای (۶.٢) کارگیری به نحوه می�رود. کار به ،j = ١, . . . ,m ،π(θj|y) یعنی θ بردار
ابتدا کاری هر از پیش نتیجه در است. θ از چندبعدی محدوده روی عددی انتگرال�گیری شامل یادشده،
مرکب طرح و توری١٨ راهبرد دو (٢٠٠٩) همکاران و رو شوند. انتخاب مناسب انتگرال�گیری نقاط باید
نقاطی انتخاب شامل توری راهبرد کردند. پیشنهاد انتگرال�گیری نقاط انتخاب برای را (CCD) مرکزی١٩
(کوچکتر نباشد بزرگ θ بعد که زمانی دارد. بیشتری مقدار π̃(θ|y) چگالی آن�ها در که است توری یک از
راهبرد باشد، ١٢ تا ۶ بین θ بردار بعد که مواردی در است. دقیق و مناسب بسیار شیوه این باشد)، ۶ از
انتخاب فرآیند در که چرا است، تک�مدی π̃(θ|y) می�شود فرض راهبرد دو هر در است. مفیدتر CCD
از استفاده با را آن می�توان و می�شود داده نشان θ∗ با که داریم نیاز π̃(θ|y) مد به انتگرال�گیری نقاط
(١٩٧٢ (مورای، شبه�نیوتون٢٠ یا (١٩٩۵ جالینگ، (تی نیوتون-رافسون مانند بهینه�سازی الگوریتم�های

کرد. محاسبه
در توری روش با انتگرال�گیری نقاط انتخاب می�شود. داده شرح توری روش بخش، این ادامه در

می�شود: انجام زیر شرح به گام سه
.θ به نسبت log{π̃(θ|y)} بهینه�سازی با π̃(θ|y) مد یافتن اول: گام

و نیک (اسکال متناهی٢١ تفاضل�های از استفاده با θ∗ نقطه در هسیان ماتریس محاسبه دوم: گام
اثر تصحیح و عددی انتگرال�گیری ساده�سازی برای ،Σ = H−١ فرض با .(٢٠٠١ گامبینی،

صورت به� θ به�جای z استاندارد تبدیل از دوران و مقیاس
θ(z) = θ∗ + V Λ١/٢z (٧.٢)

ماتریس تجزیه از Λ و V ماتریس�های آن در که ،(١٩٨٧ همکاران، و (اسمیت می�شود استفاده
،z = (z١, z٢) دوبعدی حالت برای مثال، به�عنوان می�آیند. دست به Σ = V ΛV T به�صورت Σ
π̃(θ|y) چگالی تابع اگر می�شود. حاصل θ(٠) = θ∗ ،(٧.٢) رابطه در z = (٠, ٠) دادن قرار با

.z ∼ N(٠, I) آن�گاه باشد، Σکوواریانس ماتریس با گاوسی
زیر: صورت به z متغیر از استفاده با log{π̃(θ|y)}کاوش سوم: گام

z١ محور مثبت جهت در است. log{π̃(θ|y)} چگالی تابع مد در جدید مختصات از شروع نقطه
١٨Grid
١٩Central composite design
٢٠Quasi newton
٢١Finite differences
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توری راهبرد وسیله با انتگرال�گیری نقاط انتخاب :١.٢ شکل

نامساوی که جایی تا می�رویم پیش δz طول به گامی با

log{π̃(θ(٠)|y)} − log{π̃(θ(z)|y)} < δz (٨.٢)

نمودار ١.٢ شکل می�شود. انجام z٢ محور جهت در عمل همین مشابه به�طور سپس شود. برقرار
را پسین توزیع مد در جدید مختصات محورهای همراه به m = ٢ برای را log{π̃(θ|y)} تراز
می�شوند. حاصل ١.٢ شکل در (توپر) رنگ مشکی نقاط مراحل، این طی از پس می�دهد. نشان
که نقاطی موقعیت�های است مشکی نقاط مختصات ترکیب از حاصل که مختصاتی یافتن با سپس
به�طوری می�آیند دست به توخالی) رنگ خاکستری (نقاط کنند پر را مشکی نقاط بین فضای باید
مشخص منظم تور یک در θk نقاط ترتیب، این به است. برقرار نیز نقاط این برای (٨.٢) شرط که
و رو داشت. خواهند یکسانی وزن�های (۴.٢) تقریب محاسبه برای نقاط این همه می�شوند.
محاسبه در بیشتری دقت اگر البته کردند. پیشنهاد δz برای را ٢/۵ و ١ مقادیر (٢٠٠٩) همکاران
الگوریتم کرد. استفاده δz =

١
۴ یا δz =

١
٢ از می�توان باشد، نیاز نظر مورد پسین چگالی�های

می�دهد. نشان را روش این با انتگرال�گیری نقاط انتخاب نحوه ١.٢.٣

توری): راهبرد با π̃(θ|y)کاوش) ١.٢.٣ الگوریتم
و کرده محاسبه را مد در هسیان ماتریس سپس بیابید. را log{π̃(θ|y)} چگالی تابع مد .١

.Σ = H−١ دهید قرار
دهید. انجام را Σ = V ΛV T تجزیه .٢

.i = ١ دهید قرار .٣
.dir = ١ و z = ٠ دهید قرار .۴

که مادامی .۵
log{π̃(θ(٠)|y)} − log{π̃(θ(z)|y)} < δz

شوند. محاسبه π̃(θ(z)|y) و θ(z) = θ∗ + V Λ

١
٢ z ،z = z + dir × ١i مقادیر
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برگردید. ۵ گام به و dir = −١ دهید قرار .۶
برگردید. ۴ گام به ،i < m چنان�چه و i = i+ ١ دهید قرار .٧

کنید. محاسبه را رنگ خاکستری نقاط مختصات .٨

ابرپارامترها کناری پسین توزیع تقریب ٢.٣.٢
به نسبت π̃(θ|y) چگالی تابع از انتگرال�گیری مستلزم ،j = ١, . . . ,m ،θj پسین کناری توزیع محاسبه

صورت به θ−j بردار
π̃(θj|y) =

∫
π̃(θ|y)dθ−j

انتگرال�گیری جایگزین، یکشیوه است. زمان�بر انتگرال این محاسبه بزرگباشد، θ بردار بعد اگر اما است.
روش این هستند. CCD یا توری راهبرد از حاصل که است انتگرال�گیری نقاط از استفاده با π̃(θ|y) از

می�دهد. افزایش مراتب به را محاسبات سرعت بلکه است ساده�تر تنها نه

پنهان میدان عناصر کناری پسین توزیع تقریب ٣.٣.٢
با بتوان تا شوند محاسبه ها xi پسین کناری توزیع�های باید {θk} انتگرال�گیری نقاط انتخاب از پس
تقریب بخش این در بنابراین، زد. تقریب را (٣.٢) چگالی π̃(xi|θj, y) و π̃(θj|y) تقریب دو از استفاده
محاسبه ساده�شده٢٢ لاپلاس و لاپلاس گاوسی، تقریب روش سه از استفاده با π(xi|θj, y) پسین توزیع

می�شوند. بیان یک هر محاسن و معایب و

گاوسی تقریب الف)
از نظر مورد کناری توزیع استخراج و π̃G(x|θj, y) از استفاده π(xi|θj, y)تقریب محاسبه راه ساده�ترین
π̃G(x|θj, y) گاوسی تقریب ،π̃(θj|y) محاسبه و ها θk انتگرال�گیری نقاط انتخاب مرحله در است. آن
و رو است. کناری واریانس محاسبه به نیاز فقط و است معلوم میانگین بردار بنابراین شد. محاسبه
تقریب دادند نشان و کردند محاسبه بازگشتی رابطه یک از استفاده با را کناری واریانس (٢٠٠٧) مارتینو

π̃G(xi|θj, y) ∼ N(µi(θj), σ
٢
i (θj)) (٩.٢)

است کناری واریانس بعدی n بردار σ٢(θj) آن در که می�دهد، قبولی قابل نتایج اغلب π(xi|θj, y)برای
می�شود. بیان تفصیل به آن محاسبه نحوه ادامه در که

ماتریس با GMRF یک معمولا شد، بیان قبلا که همان�طور :GMRF در کناری واریانس محاسبه
بعد معمولا چون کرد. وارون را Q می�توان کناری، واریانس محاسبه برای می�شود. مشخص Q دقت
این برای است. زمان�بر و سخت بسیار بزرگ ابعاد با ماتریسی کردن وارون است، بزرگ تصادفی میدان

٢٢Simplified Laplace
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تاکاهاشی معادله ماتریسی نمایش :٢.٢ شکل

که شد معرفی (١٩٧٣ همکاران، و (تاکاهاشی تاکاهاشی معادلات اساس بر بازگشتی رابطه یک منظور،
و Q = LLT اگر می�کند. محاسبه سریع بسیار بزرگ، ابعاد با GMRF یک برای را کناری واریانس
به� می�توان را LTx = z معادله .x ∼ N(٠,Σ) آن در که ،LTx = z آن�گاه باشد، z ∼ N(٠, I)

صورت
Liixi = zi −

n∑
k=i+١

Lkixk i = ١, . . . , n

از Σ ماتریس درایه�های آن، از گرفتن امید و j ≥ i ازای به xj در معادله این طرفین ضرب با نوشت.
رابطه

Σij =
δij
Lii

− ١
Lii

n∑
k=i+١

LkiΣkj, j ≥ i, i = ١, . . . , n (١٠.٢)

معادله همان (١٠.٢) معادله باشد. i ̸= j اگر δij = ٠ و i = j اگر δij = ١ آن در که می�شوند، محاسبه
آن چولسکی تجزیه از استفاده با ماتریس یک وارون از معینی عناصر سریع محاسبه به که است تاکاهاشی
ماتریس یک D ،L = V D١/٢ آن در که ،Q = LLT = V DV T اگر که ترتیب این به می�کند، کمک

بنابراین است. یک قطری درایه�های با مثلثی پایین ماتریس یک V و قطری

Σ = D−١V −١ + (I − V T )Σ. (١١.٢)

ضرب حاصل است واضح که همان�طور می�دهد. نشان (١١.٢) رابطه برای را ناصفر نواحی ٢.٢ شکل
موجب امر این .(D−١V −١)ii = (D−١)ii که بهطوری است مثلثی پایین ماتریس یک D−١V −١

صورت به Σماتریس درایه�های بنابراین می�شود. V −١ محاسبه به بی�نیازی

Σij = D−١
ij −

n∑
k>j

VkjΣik, i ≥ j

می�کند. فراهم xn تا x١ کناری واریانس�های سریع محاسبه برای پایه�ای که می�شوند، محاسبه
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تشخیص از ناشی خطای تاثیر تحت تقریب این دارد امکان که است این گاوسی تقریب معایب از
با چوله توزیع یک است ممکن دلیل همین به گیرد. قرار توزیع چولگی نگرفتن نظر در یا مد نادرست

شود. زده تقریب نرمال توزیع یک

تقریبلاپلاس ب)
صورت به لاپلاس تقریب از استفاده گاوسی، تقریب بهبود برای مناسب راه یک

π̃LA(xi|θ, y) ∝
π(x, θ, y)

π̃GG(x−i|xi, θ, y)
|x−i=x∗

−i(xi,θ) (١٢.٢)

توجه است. π(x−i|xi, θ, y) شرطی چگالی تابع مد x∗
−i(xi, θ) و گاوسی تقریب π̃GG آن در که است،

دقت ماتریس π̃G در است. متفاوت π̃G(x|θ, y) با متناظر شرطی چگالی تابع تقریب با π̃GG که کنید
سپس و x∗

−i(xi, θ) مد ابتدا π̃GG در حالی�که در است، xi از خطی تابعی آن میانگین و ثابت xi به نسبت
که آن�جا از می�کند. تغییر xi تغییر با آن دقت ماتریس که می�شود محاسبه آن حول درستنمایی لگاریتم
متغیرها بقیه روی بر لاپلاس تقریب بردن به�کار سپس و xi روی کردن اساسشرطی بر π̃GG چگالی تابع

می�باشد. دقیق�تر است گاوسی تقریب براساس تنها که (٩.٢) تقریب از رو این از می�شود، محاسبه
رو است. زمان�بر بسیار که است θ و xi هر برای π̃GG محاسبه مستلزم (١٢.٢) عبارت محاسبه
این�که دلیل به اول تعدیل در دادند. ارائه محاسبات کردن آسان برای تعدیل دو (٢٠٠٩) همکاران و
(x−i|xi, θ, y) توزیع بودن گاوسی شرط به x∗

−i(xi, θ) شرطی مد و E[x−i|xi, θ, y] شرطی میانگین
،π(x|θ) چگالی تابع برای گاوسی پیشین گرفتن نظر در دلیل به طرفی از و بود خواهند منطبق هم بر

اساس بر می�توان بنابراین نیست. انتظار از دور خیلی (x−i|xi, θ, y) توزیع بودن گاوسی

x∗
−i(xi, θ) ≈ EπG

(x−i|xi) (١٣.٢)

همکاران و هاسیو کرد. خوداری π̃GG(x−i|xi, θ, y)بهینه�سازی گام از و استفاده مد به�جای میانگین از
منجر را مشابه تقریباً نتایجی x∗

−i(xi, θ) جای به EπG
(x−i|xi) از استفاده که دادند نشان (٢٠٠۴)

می�شود.
کناری توزیع بر هستند xi همسایگی در که هایی xj تنها که می�شود استفاده ایده این از دوم تعدیل در
هایی xj آن فقط شود، تعبیر j و iراس دو بین فاصله به xj و xi بین همبستگی اگر می�گذارند. اثر xi

همسایگی شعاع این که شد، خواهند لحاظ xi کناری محاسبه در هستند iراس از مشخصی شعاع در که
رابطه (١٣.٢) از استفاده با که دادند نشان (٢٠٠٩) همکاران و رو می�شود. داده نمایش R(θ) با

EπG
(xj|xi)− µj(θ)

σj(θ)
= aij(θ)

xi − µi(θ)

σi(θ)

مجموعه ساخت همسایگی، شعاع تعیین برای روش یک رو این از است. برقرار i ̸= j که aij بعضی برای
است. R(θ) = {j : |aij| > ٠/٠٠١} صورت به R(θ)



۴۵ INLAروش با پسین توزیع�های تقریب

تقریبلاپلاسساده�شده ج)
سنگین محاسبات لحاظ از هنوز تقریب شود، استفاده مد به�جای میانگین از اگر حتی لاپلاس تقریب در

با است برابر (١٢.٢) کسر مخرج لگاریتم زیرا است؛ زمان�بر و
log{π̃GG(x−i|xi, θ, y)}|x−i=Eπ̃G

(x−i|xi) ∝ c٠ +
١
٢ log |Q∗ + diag(c)| (١۴.٢)

در است. Q اصلی زیرماتریس یک Q∗ = Q[−i,i] و ci = −∂٢π(yi|xi, θ)

∂x٢
j

|xj=Eπ̃G
(x−i|xi) آن در که

شود، منظور (N − ١)× (N − ماتریس(١ یک xi هر برای باید (١۴.٢) در موجود دترمینان محاسبه
مشکل این که کردند معرفی را ساده�شده لاپلاس تقریب (٢٠٠٩) همکاران و رو است. زمان�بر خیلی که
xi = µi(θ) حول (١٢.٢) کسر صورت ،x(s)

i =
xi − µi(θ)

σi(θ)
تعریف با روش این در می�کند. برطرف را

صورت به
log{π(x, θ, y)}|x−i=Eπ̃G

(x−i|xi) =

− ١
٢(x

(s)
i )٢ +

١
۶(x

(s)
i )٣

∑
j∈I

d
(٣)
j {µi(θ), θ}{σi(θ)aij(θ)}٣ + . . .

(١۵.٢)

چولگی برای تصحیحی سوم مرتبه جمله و گاوسی تقریب دوم، و اول مرتبه جملات می�شود. داده بسط
رابطه ،M ماتریس هر برای این�که به توجه با (١٢.٢) کسر مخرج لگاریتم بسط در می�کند. فراهم

∂

∂xi

log |M | = Trace(M−١ ∂

∂xi

M)

رابطه ،(١٩٨٠ همکاران، و (ماردیا است برقرار
d log |Q∗ + diag(c)|

dxi

= Trace[Q∗ + diag(c)]−١d|Q∗ + diag(c)|
dxi

= Trace[Q∗ + diag(c)]−١diag[d٣(xi, θ)]

=
∑
j

V ar(xj|xi)d
٣
j (xi, θ)

=
∑
j

σj(θ){١ − Corrπ̃G
(xi, xj|θ)٢}d٣

j (xi, θ)

(١۶.٢)

(١۶.٢) رابطه از استفاده با .V ar(xj|xi) = σj(θ){١ − Corrπ̃G
(xi, xj|θ)٢} زیرا می�آید، دست به

صورت به xi = µi(θ) حول (١٢.٢) کسر مخرج تیلور بسط
log{π̃GG(x−i|xi, θ, y)}|x−i=Eπ̃G

(x−i|xi)

∝ c٠ −
١
٢(x

(s)
i )

∑
j∈I\i

σj(θ){١ − Corrπ̃G
(xi, xj|θ)٢}

d٣
j (µi(θ), θ)σj(θ)aij(θ) + . . .

(١٧.٢)

روابط (١٧.٢) و (١۵.٢) به توجه با اگر است. ثابت مقداری c٠ آن در که می�شود، حاصل
γ
(١)
i (θ) =

١
٢
∑
j∈I\i

σ٢
j (θ){١ − Corrπ̃G

(xi, xj|θ)٢}d٣
j (µi(θ), θ)σj(θ)aij(θ)



جمع�بسته آشیانی لاپلاس تقریب ۴۶

γ
(٣)
i (θ) =

∑
j∈I\i

d
(٣)
j {µi(θ), θ}{σi(θ)aij(θ)}٣

می�آید: دست به زیر صورت به ساده�شده لاپلاس تقریب گاه آن شوند، تعریف

π̃SLA(x
s
i |θ, y) = c٠ −

١
٢(x

(s)
i )٢ + γ

(١)
i (θ)(x

(s)
i ) +

١
۶(x

(s)
i )٣γ

(٣)
i (θ) + . . .

ارزیابی معیارهای ۴.٢
مقایسه برای بیزی، رهیافت در شوند. تعریف مناسب مقایسه معیارهای باید مدل�ها، مقایسه برای
می�شود. استفاده (DIC) انحرافاطلاع٢۴ معیار و بیزی٢٣ عامل نظیر معیارهایی از مدل�هایسلسله�مراتبی
کولبک- فاصله معیار از اصلی، توزیع�های با پارامترها پسین توزیع�های تقریب�های مقایسه برای همچنین
برازش مدل�های بین از پیش�گویی برای مدل بهترین انتخاب به�منظور می�شود. استفاده لیب�لر٢۵
R- نرم�افزاری بسته باشد. مفید می�تواند پیشگویی٢۶ اندازه معیارهای از استفاده مناسب، داده�شده
به�طور را معیارها این ادامه در می�کند. گزارش و محاسبه خودکار به�طور را ذکرشده معیارهای INLA

می�کنیم. معرفی خلاصه

پیشگویی اندازه�های ١.۴.٢
پیش�گویی برایهدف برتر مدل یافتن در مدل�ها مقایسه برای که هستند کمیت�هایی پیشگویی اندازه�های
یافتن برای ابزاری به�عنوان اندازه�هایی چنین این، بر افزون .(٢٠٠۴ همکاران، و (گلمن می�روند به�کار
پیش�گوی مولفه�های اندازه�ها، این از یکی .(١٩٩٠ یانگ، و (پتیت هستند مفید نیز پرت مشاهدات

می�شود: تعریف زیر شکل به� ها yi برای که است (CPO) شرطی٢٧

CPOi = π(yi|y−i), i = ١, . . . , n

بودن پرت بیانگر CPOi کوچک خیلی و صفر مقادیر است. ام i درایه جز به y بردار همان y−i آن در که
استفاده نیز مدل�ها مقایسه برای ها CPOi لگاریتم میانگین منهای از این بر علاوه است. متناظر yi
(٢٠٠٧ رفتری، و (گنتینگ متقابل سنجی اعتبار (LogScore) لگاریتمی نمره معیار را آن که می�شود

می�گویند.
صورت به� که است (PIT) احتمال٢٨ انتگرالی تبدیل پیش�گویی، اندازه�های از دیگر یکی

PITi = p(ynewi ≤ yi|y−i)

٢٣Bayes factor
٢۴Deviance information criterion
٢۵Kullback-Leibler distance
٢۶Predictive measures
٢٧Conditional predictive ordinates
٢٨Probability integral transform



۴٧ ارزیابی معیارهای

اگر همچنین �برد. پی مشاهده یک بودن پرت به می�توان نیز معیار این از استفاده با می�شود. تعریف
است. پیشگویی برای نظر مورد مدل بودن مناسب معنی به باشد، یکنواخت تقریباً ها PIT هیستوگرام

اطلاع انحراف معیار ٢.۴.٢
می�شود استفاده پیچیده مدل�های مقایسه برای که است مدل برازش و پیچیدگی از اندازه�ای DIC معیار

شکل به درستنمایی تابع لگاریتم اساس بر DIC تعریف با .(٢٠٠٢ همکاران، و (اشپیگل�هالتر

D(X, θ) = −٢
∑
i∈I

log π(yi|xi, θ) + c

صورت به DIC ،(١٩٧۴ (دمپستر، است ثابت مقداری c آن در که

DIC = D̄ + pD

آن در که می�شود، تعریف
D̄ = Eθ|y(D)

صورت به� که است میانگین�ها انحراف و انحراف�ها میانگین تفاضل pD و انحراف�ها پسین میانگین

pD = Eθ|y(D)−D(Eθ|y(θ)) = D̄ −D(θ̄)

پشتیبانی بهتر را داده�ها کوچکتر DIC با مدل�های است. مدل پیچیدگی میزان بیانگر و می�شود تعریف
می�کنند.





٣ فصل
بازگشتی پیشامدهای بیزی تحلیل

همبستگی می�شود، تکرار بار چندین فردی برای حادثه یک آن در که بازگشتی پیشامدهای داده�های در
توجه مورد بیشتر حوادث بین زمانی فاصله بر خطر عوامل اثرات بررسی داده�ها این در می�آید. به�وجود
استقلال پیش�فرض دلیل به کاکس متناسب مخاطره�های مدل از استفاده هدف، این تحقق برای است.
مدل در را پیشامدها وابستگی که مدل این از تعمیمی گرفتن نظر در با بنابراین نیست. مناسب داده�ها
بازگشتی داده�های که می�دهیم نشان فصل این در می�آید. به�دست کاراتری استنباط�های می�کند، لحاظ
با آن�ها در استنباط که پنهان، گاوسی مدل�های از زیررده�ای به�عنوان ناهمگن پواسون فرآیند مدل با را

کرد. تحلیل و مدل�بندی می�توان است، انجام قابل INLAروش

شمارشی فرآیندهای ١.٣
فیزیک، زیست�شناسی، پزشکی، در است ممکن که دارند وجود طبیعت در متعددی تصادفی فرآیندهای
بشناسد، را پدیده یک احتمالی طبیعت بخواهد یکمحقق اگر دهند. رخ روان�شناسی یا اقتصاد جغرافیا،
تصادفی فرآیندهای جمله از شمارشی فرآیندهای کند. استفاده تصادفی فرآیندهای از باید شک بدون
این می�شوند. استفاده پدیده�ها مدل�بندی برای کاربردی مختلف زمینه�های در که هستند مفید بسیار

دارند. عهده بر را محققین نظر مورد رخدادهای تعداد شمارش وظیفه فرآیند، نوع
حوادثی تعداد نشان�دهنده N(t) اگر گویند، شمارشی فرآیند یک را {N(t), t ≥ ٠} تصادفی فرآیند
فرآیند نوع این مفید ویژگی چند همراه به آن دقیق�تر تعریف می�دهند. رخ [٠, t) زمانی فاصله در که باشد

می�شوند. بیان ادامه در
۴٩



بازگشتی پیشامدهای بیزی تحلیل ۵٠

زیر شرایط در هرگاه می�نامند، شمارشی فرآیند یک را {N(t), t ≥ ٠} تصادفی فرآیند .١.١.٣ تعریف
کند: صدق

باشند. صحیح N(t) مقادیر .١
N(t) ≥ ٠ .٢

N(t١) ≤ N(t٢) آن�گاه ،t١ < t٢ اگر .٣
باشد. (t١, t٢] فاصله در رخدادها تعداد N(t٢)−N(t١) ،t١ < t٢ برای .۴

زمانی فاصله�های در پیشامدها تعداد اگر است، مستقل نموهای دارای شمارشی فرآیند .٢.١.٣ تعریف
تعداد از مستقل ،N(t) یعنی ،t زمان تا پیشامدها تعداد s و t هر برای یعنی باشند. مستقل هم، از جدا

است. N(t+ s)−N(t) یعنی ،t+ s و t زمان�های بین پیشامدها
٠ ≤ t١ ≤ و h > ٠ هر ازای به هرگاه است، مانا نموهای دارای شمارشی فرآیند یک .٣.١.٣ تعریف

بردارهای t٢ ≤ . . . ≤ tn

(N(t١), N(t٢)−N(t١), . . . , N(tn)−N(tn−١))

و
(N(t١ + h), N(t٢ + h)−N(t١ + h), . . . , N(tn + h)−N(tn−١ + h))

باشند. هم�توزیع
فراوانی و متنوع کاربردهای که هستند پواسون فرآیندهای شمارشی، فرآیندهای زیررده�های از یکی

می�پردازیم. شمارشی فرآیند نوع این تشریح به بعدی بخش در کرده�اند. پیدا علوم در

پواسون فرآیندهای ١.١.٣
در را ما آن�ها خواص و توزیع�ها با بیشتر چه هر آشنایی توزیع�هاست. نظریه آمار، مهم مباحث از یکی
و انتخاب داده�ها، تحلیل زمینه در اساسی موضوع یک داد. خواهد یاری آن�ها از دقیق�تر و بهتر استفاده
آماری مناسب مدل تعیین برای است. آینده مشاهدات پیش�بینی و برآوردیابی جهت مناسب مدل تعیین
هستند مناسب داده�ها تحلیل در محقق نظر به که را توزیع�هایی ابتدا در است لازم مربوط، تحلیل�های و
شمارش نوعی آن در که را تصادفی پدیده هر کنیم. انتخاب را آن�ها مناسب�ترین و داده قرار بررسی مورد
مدل�بندی پواسون توزیع از استفاده با می�توان واریانس، و میانگین برابری صورت در باشد، توجه مورد
ذرات تعداد سال، یک طی در مرگ به منجر رانندگی تصادفات تعداد است ممکن شمارش این کرد.
به�طور یا معین زمانی بازه� در بیماری یک از ناشی میر و مرگ تعداد زمان، واحد در منتشرشده رادیواکتیو
احتمال تابع ضابطه باشد. مشخص مکانی ناحیه یا زمانی محدوه یک در رخ�داده پیشامدهای تعداد کلی

می�شود: بیان زیر صورت به پواسون توزیع
P (X = k) =

e−λλk

k!
, k = ٠, ١, . . .



۵١ شمارشی فرآیندهای

طول در را خاص پیشامد یک وقوع تعداد عملی، حالت در که است شمارشی فرآیند یک پواسون فرآیند
تعداد از عبارتند فرآیند نوع این از مثال�هایی می�کند. پیروی پواسون توزیع از تعداد این و می�شمارد زمان
قطعی دفعات تعداد و معین، ناحیه یک در زلزله وقوع تعداد روز، یک در بانک یک به واردشده مشتریان
توجه با است. کاربردی مسائل از بسیاری برای بدیهی مدل�سازی ابزار یک فرآیند این ماه. یک طی برق
پواسون فرآیند ویژگی�های از ستاره�شناسی در بار اولین برای میچل ،١٧۶٧ سال در موجود، چاپی اسناد به
نه فرآیند این می�گردد. باز ١٩٢٨ سال به فرای توسط پواسون، فرآیند نام از استفاده اما کرد. استفاده
ریاضی تحلیل�های انجام امکان بلکه می�کند، مدل�بندی را بشر زندگی اطراف پدیده�های از بسیاری تنها

است: زیر صورت به فرآیند این ریاضی تعریف می�آورد. فراهم هم را

هرگاه است، λ نرخ با پواسون فرآیند یک {N(t), t ≥ ٠} شمارشی فرآیند .۴.١.٣ تعریف
N(٠) = ٠ .١

باشد. مانا و مستقل نموهای دارای فرآیند .٢

به یعنی باشد. λt میانگین با پواسون توزیع دارای t طول به دلخواه فاصله هر در پیشامدها تعداد .٣
نوشت بتوان ،n = ٠, ١, ٢, . . . هر برای ،s, t ≥ ٠ هر ازای

P (N(t+ s)−N(s) = n) =
exp(−λt)(λt)n

n!

کرد. تعریف زیر صورت به می�توان را پواسون فرآیند از دیگری معادل تعریف

اگر می�شود، نامیده λ نرخ با پواسون فرآیند یک {N(t), t ≥ ٠} شمارشی فرآیند .۵.١.٣ تعریف
N(٠) = ٠ .١

باشد. مانا و مستقل نموهای دارای فرآیند .٢

.P (N(h) = ١) = λh+ o(h) آن�گاه h → ٠ اگر .٣

.P (N(h) ≥ ٢) = o(h) آن�گاه h → ٠ اگر .۴

ناهمگن پواسون فرآیندهای ٢.١.٣
می�شوند استفاده ادعاها فراوانی مدل�بندی برای همگن پواسون فرآیندهای از معمولا˟ مخاطره، نظریه در
جامع�تر یکمدل می�آیند. به�دست ذهن از دور حاصل نتایج ادعا، شدت نرخ بودن ثابت دلیل به گاهی که
این در که مدلی در است. زمان از تابعی آن شدت نرخ که است ناهمگن پواسون فرآیند زمان، به وابسته
جایگزین را {λ(t)} مانند تصادفی فرآیندی یا مناسب زمان به وابسته تابع یک باید می�رود به�کار وضعیت

کنیم. λ ثابت پارامتر
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پدیده�هایی برایتوصیفنوساناتمخاطره زمان به تابع�هایشدتوابسته با ناهمگن پواسون فرآیندهای
در طبیعی پدیده�های از بسیاری است. فصلی صورت به آن�ها رخدادهای شدت تغییرات که مناسب�اند

می�شوند. ظاهر فصلی شرایط تحت و متناوب محیط یک
فرآیندهای متفاوت کاربردهای که می�کنند کمک ما به شکست نرخ و شدت نرخ تابع�های بین تشابه
دوره�ای، نرخشکست(تک) با ناهمگن پواسون فرآیندهای ویژگی�های از بعضی بیابیم. را ناهمگن پواسون
در (١٩٩۶) همکاران و گاریدو توسط ویژگی�ها این شده�اند. استخراج (١٩٩٣) همکاران و چوکوا توسط
منظور به ناهمگن مارکوف زاد فرآیند یک از (١٩٩۴) هابرمن و برگ شده�اند. گرفته کار به مخاطره نظریه
است. آن از خاصی حالت ناهمگن پواسون فرآیند که کرده�اند استفاده عمر بیمه ادعاهای روند پیش�بینی
مورد (١٩٩۴) رولسکی و آسمیوسن توسط نیز تناوبی فضاهای در ورشکستگی به مربوط مسائل از بعضی

گرفته�اند. قرار بررسی
برای ،λ(t)شدت تابع با ناهمگن پواسون فرآیند یک را {N(t), t ≥ ٠} شمارشی فرآیند تعریف١.٣.۶.

هرگاه گویند، t ≥ ٠

N(٠) = ٠ الف)
m(t)می�باشد. =

∫ t

٠ λ(s)ds میانگین با پواسون توزیع دارای N(t) ،t > ٠ هر برای ب)
٠ ≤ t١ < t٢ < . . . < tm هر برای ج)

N(t١), N(t٢)−N(t١), . . . , N(tm)−N(tm−١)

هستند. هم از مستقل
پواسون فرآیند ویژگی�های از برخی است. ناهمگن پواسون فرآیند میانگین m(t)تابع تعریف، این در

کرد: فهرست زیر صورت به می�توان را ناهمگن
است. همگن پواسون فرآیند یک t ≥ ٠ هر برای λ(t) = λ با ناهمگن پواسون فرآیند .١

است. مارکوفی فرآیند یک ناهمگن پواسون فرآیند .٢
میانگین با پواسون توزیع دارای N(t)−N(s) ،٠ ≤ s < t هر برای .٣

m(t)−m(s) =

∫ t

s

λ(x)dx

k١, . . . , km ≥ ٠ هر و ٠ ≤ t١ < t٢ < · · · < tm هر برای گفت، می�توان واقع در است.
P (N(t١) = k١, N(t٢) = k٢, . . . , N(tm) = km) =

P (N(t١) = k١, N(t٢)−N(t١) = k٢ − k١, . . .

N(tm)−N(tm−١) = km − km−١)

=
e−m(t١)(m(t١))

k١

k١!

e−(m(t٢)−m(t١))(m(t٢)−m(t١))
k٢−k١

(k٢ − k١)!
. . .

e−(m(tm)−m(tm−١))(m(tm)−m(tm−١))
km−km−١

(km − km−١)!
.
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با است برابر بدهد، رخ (٠, t) فاصله در پیشامد n دقیقاً این�که احتمال

P (N(t) = n) =
[m(t)]n

n!
e−m(t), n = ٠, ١, ٢, . . .

است. شدت تابع λ(t) m(t)و = E[N(t)] =
∫ t

٠ λ(s)ds آن در که

صورت به (٠, t) زمانی فاصله در R(t) بقا تابع .۴

R(t) = P (N(t) = ٠) = e−m(t)

صورت به (t, t+ x) فاصله در بقا تابع کلی حالت در و می�شود تعریف

R(x|t) = P (N(t+ x)−N(t) = ٠) = e−[m(t+x)−m(t)]

می�شود. تعریف

صورت به فرآیند این در چگالی تابع .۵

f(x) = λ(t+ x)e−[m(t+x)−m(t)]

.λ(x) = ∂

∂x
[m(x)] آن در که است

است: زیر صورت به نیز ناهمگن پواسون فرآیند مدل واریانس .۶

var(N(t)) =

∫ t

٠
λ(s)ds.

بگیرید: نظر در را زیر شدت تابع با ناهمگن پواسون فرآیند یک .٧.١.٣ مثال

λ(t) =

{
۵ t ∈ (١, ٢], (٣, ۴], . . .
٣ t ∈ (٠, ١], (٢, ٣], . . .

،N(٣) − N(١٫ ٢۵) یعنی ،(١٫ ٢۵, ٣] زمانی فاصله در پیشامدها تعداد این�که احتمال محاسبه برای
میانگین با پواسون توزیع دارای N(٣)−N(١٫ ٢۵) بدانیم باید ابتدا باشد دو از بیشتر

m(٣)−m(١٫ ٢۵) =
∫ ٣

١٫٢۵
λ(t)dt =

∫ ٢

١٫٢۵
۵dt+

∫ ٣

٢
٣dt = ۶٫ ٧۵

بنابراین است.

P (N(٣)−N(١٫ ٢۵) > ٢) = ١ − e−۶٫٧۵(١ + ۶٫ ٧۵ + (۶٫ ٧۵)٢/٢) = ٠٫ ٩۶۴.
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متناسبکاکس پواسونناهمگنبرایمدلمخاطره نمایشفرآیند ٢.٣
مختلف، زمان�های در بقا احتمال�های برآورد بر علاوه که است روشی کاکس متناسب مخاطره�های مدل
می�شود بیان زیر �صورت به مدل این می�پردازد. نیز احتمال�ها این روی بر متغیرهایکمکی تاثیر بررسی به

hi(t|zi) = h٠(t) exp(β
T zi)

مشاهده، قابل کمکی متغیرهای بردار zi مطالعه، تحت آزمودنی�های از یک هر برای زمان t آن در که
متغیرهای تاثیر که است نامعلوم رگرسیونی ضرایب بردار β و ،t زمان به مربوط پایه مخاطره تابع h٠(t)

می�دهد. نشان را کمکی
و پارامتری صورت دو به کاکس متناسب مخاطره�های مدل شد، گفته اول فصل در که همان�طور
نیمه�پارامتری رویکرد پایان�نامه، این در بیشتر، انعطاف دلیل به که می�شود گرفته نظر در نیمه�پارامتری
کار، این برای می�کنیم. استفاده پایه مخاطره تابع مدل��بندی برای ثابت تکه�ای مدل از و بوده نظر مد
فاصله امین k و کرده تقسیم ٠ = s٠ < s١ < . . . sJ = T صورت به مجزا فاصله J به را زمان محور
شکل به و ثابت تابعی فاصله، هر در را پایه مخاطره تابع می�دهیم. نمایش Ik = (sk−١, sk]صورت به� را

می�گیریم: نظر در زیر
h٠(t) = λk, t ∈ Ik = (sk−١, sk].

مدل�بندی برای را تکه�ای نمایی توزیع از استفاده (١٩٧۴) بریسلو و (١٩٧٢) بریسلو که است ذکر به لازم
به�طور خود، کارهای در (١٩٨١) الیور و لیرد و (١٩٨٠) هولفورد کردند. پیشنهاد پایه مخاطره تابع

کردند. اشاره پواسون رگرسیون مدل یک با تکه�ای مخاطره مدل بودن معادل به مستقل،
می�شود: تعریف زیر صورت به فاصله امین j در آزمودنی امین i برای مخاطره کلی، به�طور

h
(j)
i (t) = h٠(t)exp(β

T zi)

= exp{βT zi + log h٠(t)}

= exp{βT zi + log λj.}

فاصله امین j در آزمودنی امین i شکست نشانگر تابع δ(j)i و η
(j)
i = βT zi + log λj کنید فرض

برای آزمودنی امین i بقای زمان ti کنید فرض همچنین سانسور). برای ٠ و شکست برای ١) باشد
صورت به t ∈ Ik برای پایه بقای صورت، این در باشد. i = ١, ٢, . . . , n

S٠i(t) = exp{−
∫ t

٠
h٠(u)du}

= exp{−
k−١∑
j=١

(sj+١ − sj)λj − (t− sk)λk}
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صورت به ،t ∈ Ik ،t زمان با مشاهده امین i برای درستنمایی تابع لگاریتم بنابراین، می�شود. تعریف

log[hi(t)
δiSi(t)] = δ

(k)
i η

(k)
i −


k−١∑
j=١

(sj+١ − sj)exp(η
(j)
i ) + (t− sk)exp(η

(j)
i ) }

= δ
(j)
i η

(k)
i − (t− sk)exp(ηk)−

k−١∑
j=١

(sj+١ − sj)exp(η
(j)
i )

عبارت آن در که است، بازنویسی قابل

δ
(j)
i η

(k)
i − (t− sk)exp(η

(k)
i )

تابع اساس بر ،١ یا ٠ مشاهده برای (t− sk)exp(ηk) میانگین با پواسون درستنمایی تابع لگاریتم همان
همچنین است. ،δ(j)i نشانگر

−
k−١∑
j=١

(sj+١ − sj)exp(η
(j)
i )

همه برای که زمانی است، (sj+١ − sj)exp(η
(j)
i ) میانگین با پواسون متغیر k − ١ درستنمایی تابع

کنید. توجه زیر مثال به بهتر فهم برای است. شده مشاهده ٠ آن�ها
به مبتلا بیمار ٩٠ به مربوط بقای زمان از متشکل مثال این در استفاده مورد داده�های .١.٢.٣ مثال
درمان که است افرادی شامل گروه یک شده�اند. تقسیم درمانی گروه دو به که است معده سرطان
مبنای بر فقط که است افرادی شامل دیگر، گروه و است پرتودرمانی و شیمی�درمانی از ترکیبی آن�ها
کمکی متغیر تنها درمان، اثر .(١٩٨١ همکاران، و (استابلین گرفته�اند قرار درمان تحت شیمی�درمانی
مساوی طول با فاصله دو به زمان محور تکه�ای، ثابت با مخاطره مدل ایجاد برای می�باشد. شده استفاده

برابر t ∈ (٠, ٩٠٠] برای آزمودنی، امین i برای پایه بقای تابع بنابراین می�شود؛ تقسیم

S٠i(t) = exp{−tλ١}

برابر t ∈ (٩٠٠, ١٨٠٠) برای و

S٠i(t) = exp{−٩٠٠λ١ − (t− ٩٠٠)λ٢}

صورت به مخاطره تابع همچنین می�شود. تعریف

hi(t) = exp{β٠ + trtiβ١ + log λ
(j)
i }

فاصله، امین j در آزمودنی امین i پایه مخاطره λ(j)
i و درمان اثر ضریب β١ مبدا، از عرض β٠ که است

٠ ≤ ti ≤ ٩٠٠ برای درستنمایی تابع بنابراین، است. زیرفاصله، j = ١, ٢ و فرد i = ١, . . . , ٩٠ برای
برابر

li = δ
(١)
i η

(١)
i − tiexp(η

(١)
i )
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برابر ti ≥ ٩٠٠ برای و

li = δ
(٢)
i η

(٢)
i − ٩٠٠exp(η(١)

i )− (ti − ٩٠٠)exp(η(٢)
i )

آن در که است،
η
(j)
i = β٠ + trtiβ١ + log λj, j = ١, ٢

.

رخداد زمان�های بازگشتی، پیشامدهای وجود عدم حالت در کاکس، متناسب مخاطره�های مدل در
پیشامدهای در که مطلب این به توجه با حال فرضمی�شوند. مستقل مختلف، افراد از حاصل سانسور و
از استفاده با بازگشتی پیشامدهای تحلیل برای پس وابسته�اند، فرد هر به مربوط مشاهدات بازگشتی،
بیان به ادامه در که شود وارد مدل در وابستگی این نحوی به باید کاکس متناسب مخاطره�های مدل

پرداخت. خواهیم وابستگی ورود نحوه

بازگشتی پیشامدهای وابستگی ورود ١.٢.٣
Nik = Ni(sk)− و باشد T زمان در آزمودنی امین iبرای داده رخ پیشامدهای Ni(Tتعداد ) فرضکنید
کل تعداد نتیجه، در باشند. Ik فاصله در آزمودنی امین i برای رخ�داده پیشامدهای تعداد Ni(sk−١)

بود. خواهد Ni =
∑

k Nik صورت به مطالعه، زمان طول در آزمودنی امین i برای رخ�داده پیشامدهای
فرد پیشامدهای تعداد فرآیند آن�گاه شود، مشاهده (٠, T ] زمان طول در ام i فرد رخ�دادهای اگر
h(t|z) = شدت تابع با پواسون فرآیند یک ،{Ni(t), t > ٠} مشاهده�شده، زمان طول در ام i

است. h٠(t)exp(β
T z)

عمل در اما باشند. برابر یکدیگر با داده�ها واریانس و میانگین که می�رود انتظار پواسون فرآیند تحت
اضافی واریانس مقدار این هستند. بزرگنری واریانس دارای داده�ها و نیست برقرار شرایط این معمولا˟
بودن مستقل پذیره و شده یکدیگر با داده�ها وابستگی سبب که می�شود داده نسبت عواملی یا عامل به
عوامل همه نماینده به�عنوان wi مشاهده غیرقابل متغیر یک صورت، این در می�کنند. نقض را آن�ها
داده�های همبستگی باعث و بوده فرد مخصوص که اندازه�گیری غیرقابل یا اندازه�گیری�نشده ناشناخته،

می�گردد. مدل وارد بایستی می�شوند، فرد یک
در است. فرآیند شدت تابع روی ضربی اثر دارای شکنندگی١) (یا تصادفی متغیر این می�شود فرض
است: زیر شدت تابع با ناهمگن پواسون فرآیند یک ،wi و zi بودن معلوم شرط Ni(t)به فرآیند حالت این

h(t | zi, wi) = h٠(t)wiexp(β
T zi)

= exp(log(h٠(t)) + log(wi) + βT zi)

= exp(bk + αi + βT zi)

١Frailty
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برابر t ∈ Ik = (sk−١, sk] برای که
h(t | zi, wi) = exp(bk + αi + βT zi)

.ηik = bk + αi + βT zi بنابراین می�باشد. bk = log(λk) و αi = log(wi) آن در که است،
پواسون توزیع دارای wi و zi بودن معلوم شرط به ،Nik پیشامدها، تعداد

Nik ∼ P (exp(ηik)(sk − sk−١))

صورت به ام i فرد درستنمایی لگاریتم ،k ̸= k′ برای ،Nik′ و Nik استقلال فرض با است.

li ∝
K∑

k=١
{Eik log(exp(ηik)(sk − sk−١))− exp(ηik)(sk − sk−١)}

می�شود. بیان

پنهان گاوسی نمایشمدل ٣.٣
شکنندگی اثر پارامترهایرگرسیونی، برای را پیشینخاصی توزیع�های ناهمگن، پواسون فرآیند مدل در اگر
که شد خواهد LGM خانواده از عضوی نتیجه�شده بیزی مدل کنیم، انتخاب تکه�ای پایه مخاطره تابع و

کرد. استفاده آن برازش برای INLAروش از می�توان
اثر لگاریتم برای می�کنیم. انتخاب را گاوسی پیشین توزیع β رگرسیونی ضرایب برای جزیی�تر، به�طور
زمانی فاصله هر در پایه مخاطره تابع می�گیریم. نظر در را گاوسی پیشین توزیع نیز ،αi یعنی شکنندگی،

صورت به (sk−١, sk]

h٠(t) = λk = exp(bk) t ∈ (sk−١, sk]

می�کنیم. استفاده ،rw1 اول، مرتبه تصادفی زدن قدم همبسته پیشین فرآیند از ها bk برای شد. تعریف
یعنی هستند. نرمال و مستقل اول مرتبه نموهای دارای (b١, . . . , bJ) می�کنیم فرض واقع، در

bj+١ − bj ∼ N(٠, τ−١
b ) j = ١, . . . J − ١.

استفاده معلوم پارامترهای با گاما پیشین توزیع�های از θ = (τα, τb) ابرپارامترهای برای همچنین
می�کنیم.

پنهان تصادفی میدان انتخاب�ها، این با
x = {α١, . . . , αn, b١, . . . , bJ , β, η١١, . . . , ηnJ}

مخاطره مدل بنابراین ماتریسدقتQ(θ)است. و صفر میانگین بردار با چندمتغیره نرمال توزیع دارای
صورت به که بازگشتی پیشامدهای بین وابستگی کردن لحاظ برای شکنندگی اثر حضور کاکسبا متناسب
می�شود. محسوب پنهان گاوسی مدل�های رده از عضوی شد، داده نمایش ناهمگن پواسون فرآیند یک
گاوسی میدان به می�دهند، رخ k فاصله در i فرد برای که وقایعی تعداد درستنمایی تابع دیگر، عبارت به

است. وابسته ηik پیشگوی طریق از x پنهان





۴ فصل
تحلیل در INLAروش عملکرد ارزیابی

بازگشتی داده�های

پیشامدهای داده�های تحلیل در INLA روش با پیشنهادی تقریبی بیزی استنباط ارزیابی منظور به
مورد در واقعی داده مجموعه دو همچنین می�دهیم. ارایه را شبیه�سازی مثال دو فصل این در بازگشتی،
تحلیل مورد پیشنهادی روش با را قلبی ایست داده�های و آزمایشگاهی موش�های پستان تومور داده�های
اثبات را پیشنهادی استنباط روش محاسباتی و آماری کارایی مثال�ها، این از حاصل نتایج می�دهیم. قرار

می�کنند.
و مرتبط نظری مطالب شده�اند. انجام R نرم�افزار در R-INLA بسته توسط محاسبات تمامی
وب�سایتwww.r-inla.orgبارگذاری در مختلف، مثال�های همراه به بسته این توابع از استفاده راهنمای
برای لازم Rکدهای شده�اند. اجرا 2.53GHzهسته�ای دو رایانه یک روی بر نیز محاسبات همه شده�اند.

است. شده داده آ پیوست در اول شبیه�سازی و واقعی مثال بازتولید

شبیه�سازی مطالعه ١.۴
ناهمگن پواسون فرآیند یک از داده�ها اول، مثال در می�کنیم. ارایه را شبیه�سازی مثال دو بخش، این در
مدل یک واقعی پایه مخاطره تابع دوم، مثال در و شدند شبیه�سازی تکه�ای، (شدت) مخاطره تابع یک با
حالتی در نیمه�پارامتری) روش (یک پیشنهادی برازش روش عملکرد تا شد گرفته نظر در وایبل پارامتری

گیرد. قرار بررسی مورد نیز است پارامتری واقعی، پایه مخاطره تابع که
۵٩



بازگشتی داده�های تحلیل در INLAروش عملکرد ارزیابی ۶٠

ناهمگن پواسون فرآیند اول: مثال ١.١.۴
نمونه�گیری رهیافت با ناهمگن پواسون فرآیند یک از نفر ٢٠٠ برای را بازگشتی پیشامدهای مثال، این در
واقعی مخاطره تابع کردیم. تولید ،(٠, ١٠] زمانی بازه در ،(٢٠٠٢) راس کتاب در پیشنهادی تصادفی

صورت به است) معروف شدت تابع به پواسون فرآیندهای در (که

h(t) = ٣ cos٢(t) (١.۴)

کتاب در مثالی در شدت تابع این با غیربازگشتی پیشامدهای شبیه�سازی نحوه است. شده گرفته نظر در
به�راحتی متناسبکاکس، مخاطره مدل با مقایسه و (١.۴) تابع در دقت با است. شده تشریح (٢٠٠٨) ریزو
عبارت به ندارد. وجود تبیینی متغیر و است h٠(t) = cos٢(t) پایه مخاطره تابع که دریافت می�توان
برای شبیه�سازی�شده پیشامدهای از تصادفی نمونه�ای است. ثابت افراد، همه برای تبیینی متغیر دیگر

است. شده داده نمایش ١.۴ شکل در نفر ١٠
پیشنهادی رهیافت از استفاده با پایه مخاطره تابع برآورد کارایی ارزیابی شبیه�سازی، مثال این از هدف
و کردیم تقسیم زیرفاصله K به را (٠, ١٠] زمانی بازه ابتدا منظور، این برای است. پایان�نامه این در
برای را Eik پیشامدهای تعداد سپس گرفتیم. نظر در را K = ٢٠, ۴٠, ۶٠, ٨٠ مختلف حالت چهار
سوم فصل در پیشنهادی ناهمگن پواسون فرآیند مدل تحت ،k = ١, . . . , K و i = ١, . . . , ٢٠٠
تابع لگاریتم برای را اول مرتبه تصادفی زدن قدم پیشین فرآیند پیشنهادی مدل در کردیم. مدل�بندی
در پیش�فرض پیشین توزیع�های انتخاب�شده، پیشن�های تمام همچنین گرفتیم. نظر در پایه مخاطره

هستند. R-INLA بسته
مختلف مقادیر برای آن پسین) توزیع (میانگین بیزی برآورد و مخاطره تابع لگاریتم واقعی منحنی
پایه تابع با واقعی پایه مخاطره تابع است، مشهود که همان�طور است. شده داده نشان ٢.۴ شکل در K
افزایش با این، بر افزون است. شده بازیابی قبولی قابل به�طور INLAروش از حاصل برآوردشده تکه�ای
ابتدایی زیرفاصله�های در دقت البته است. شده هم بهتر حاصل تقریب ،K یعنی زیرفاصله�ها، تعداد
(پیشامدهای مشاهدات وجود هم آن دلیل است. مطالعه تحت بازه انتهایی زیرفاصله�های از بالاتر خیلی
باشد، کافی اندازه به پیشامدها تعداد که زیرفاصله�هایی در بنابراین است. فواصل این در بیشتر بازگشتی)
چندانی تفاوت همچنین است. خوب کاملا پایه مخاطره تابع برای روشپیشنهادی از حاصل تقریب دقت

نیست. K = ٨٠ و K = ۶٠ از حاصل تقریب�های در

پارامتری متناسب مخاطره مدل دوم: مثال ٢.١.۴
را بازگشتی پیشامدهای پایه، مخاطره تابع و رگرسیونی ضرایب برآورد عملکرد ارزیابی برای مثال، این در

کردیم. شبیه�سازی وایبل، پایه مخاطره تابع یک با متناسب مخاطره مدل یک از
بازگشتی پیشامدهای گرفتیم. نظر در n = ٣٠ را افراد تعداد و (٠, ٢] را مطالعه تحت زمانی فاصله

مدل از ام i فرد برای را مطالعه تحت فاصله در

hi(t) = h٠(t) exp(β١x١i + β٢x٢i + log zi) (٢.۴)



۶١ شبیه�سازی مطالعه

0 2 4 6 8

2
4

6
8

10

time

با متناظر ستاره علامت�های تایی. ١٠ نمونه یک برای شبیه�سازی�شده بازگشتی پیشامدهای :١.۴ شکل
هستند. پیشامدها رخداد زمان

آن در که کردیم، تولید

شدند. انتخاب (β١, β٢) = (−٠٫ ٧, ١٫ ۵) برابر پارامترها واقعی مقادیر •

شدند. تولید استاندارد نرمال توزیع از x٢ و x١ تبیینی متغیر دو هر •

متغیر این شد. تولید σ٢ = ٠٫ ۵ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع از zi شکنندگی متغیر •
می�شود. افزوده مدل به ام i فرد پیشامدهای بودن بازگشتی اثر گرفتن نظر در برای
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(خط واقعی پایه مخاطره تابع لگاریتم اول: شبیه�سازی مثال در پایه مخاطره تابع برآورد :٢.۴ شکل
چین)، (خط پایه مخاطره تابع حاشیه�ای پسین توزیع میانگین از حاصل بیزی برآورد همراه به ممتد)

.K = ٨٠ د) و ،K = ۶٠ ج) ،K = ۴٠ ب) ،K = ٢٠ الف) زیرفاصله�های تعداد برای



۶٣ شبیه�سازی مطالعه

ضابطه و ν = ٣ شکل پارامتر و s = ١ مقیاس پارامتر با وایبل پارامتری مدل پایه، مخاطره تابع •

h٠(t) = sνtν−١

شد. گرفته نظر در
آمد. دست به ٢٣١٢ برابر نیز نفر ٣٠ برای شبیه�سازی�شده داده�های مجموع

و قسمت، K = ۵٠ به (٠, ٢] فاصله تقسیم با را پیشنهادی مدل حاصل، شبیه�سازی داده�های با
R-INLA بسته در inla تابع پیش�فرض دقت پارامتر با تصادفی زدن قدم پیشین توزیع گرفتن نظر در
مدل آن�که علی�رغم شده�اند. گزارش ١.۴ جدول در برازش نتایج دادیم. برازش پایه، مخاطره تابع برای
بیزی برآوردهای است، شده گرفته نظر در ٣٠ افراد تعداد و است وایبل پایه مخاطره تابع دارای واقعی
نمایش شکلی به را برآوردها سازگاری نیز ١HPD بیزی اعتبار فواصل و هستند نزدیک واقعی مقادیر به
افزایشحجم با که دارد ملاحظه�ای قابل اریبی شکنندگی، متغیر وابستگی پارامتر برآورد البته می�دهند.

است. کاهش قابل اریبی این n نمونه

٩۵٪ HPD اعتبار فاصله و پسین توزیع میانگین شامل (٢.۴) مدل برآورد نتایج :١.۴ جدول
HPD اعتبار فاصله برآورد واقعی مقدار پارامتر
(−٠٫ ۵١٫−,١ ۴٠) −٠٫ ٩۵ −٠٫ ٧ β١

(١٫ ۴٢, ٢٫ ١٧) ١٫ ٧٩ ١٫ ۵ β٢

(٠٫ ۴۶, ١٫ ۶١) ٠٫ ٩٨ ٠٫ ۵ σ٢
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١Highest posterior density
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تصادفی زدن قدم پیشین و شکنندگی متغیر دقت پارامترهای حاشیه�ای پسین چگالی نمودار :۴.۴ شکل
پایه مخاطره تابع برای

پارامترهای و مدل رگرسیونی پارامترهای تقریبی حاشیه�ای پسین چگالی توابع ۴.۴ و ٣.۴ شکل�های
موجود قطعیت عدم هستند. حاشیه�ای پسین اطلاعات تمام حاوی که می�دهند نشان را وابستگی
برآورد نیز ۵.۴ شکل هستند. مشاهده قابل بهتر چگالی، نمودارهای این روی از بیزی برآوردهای در
بین مشاهده�شده پیشامدهای در قوی ناهمپراشی از حاکی که می�دهد نشان را شکنندگی مولفه لگاریتم
بازگشتی پیشامدهای بین و است معنی�دار کاملا شکنندگی مولفه حضور دیگر، عبارت به است. افراد

دارد. وجود قوی وابستگی افراد،
برازش از حاصل متناظر بیزی برآورد همراه به را (وایبل) واقعی پایه مخاطره تابع نیز ۶.۴ شکل
اعتبار کران�های می�دهد. نشان است، آمده به�دست حاشیه�ای پسین توزیع میانگین اساس بر که INLA
مدل از حاصل تقریب می�کنید، ملاحظه که همان�طور شده�اند. داده نمایش شکل در نیز ٪٩۵ بیزی
بیزی اعتبار کران�های در و است نزدیک واقعی منحنی به INLAروش از حاصل ناهمگن پواسون فرآیند
برآورد مقوله دو هر در شبیه�سازی مثال این در پیشنهادی روش مناسب عملکرد بنابراین دارد. قرار

می�گیرد. قرار تایید مورد پایه، مخاطره تابع و مدل پارامترهای
است!!! ثانیه ٧ به نزدیک مثال، این در INLAروش با مدل برازش برای لازم زمان

پستان تومور داده�های ٢.۴
گزارش (١٩٨٠) گیل توسط که را آزمایشگاهی موش�های از تعدادی پستان تومور داده�های بخش، این در
مورد در نظر مورد پیشامد داده�ایم. قرار تحلیل مورد پیشنهادی تقریبی بیزی روش با شده�اند، تحلیل و
مطالعه این در آزمایشگاهی موش ۴٨ تعداد موش�هاست. در پستان سرطان پیشرفت زمان داده�ها، این
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(میانگین بیزی برآورد همراه به ممتد)، (منحنی واقعی وایبل پایه مخاطره تابع منحنی :۶.۴ شکل
تکه�ای (محنی ٪٩۵ بیزی اعتبار کران�های و ممتد) تکه�ای (منحنی پایه مخاطره تابع لگاریتم پسین)

نقطه�ای).



۶٧ پستان تومور داده�های

سپس و شده تزریق موش�ها همه به سرطان�زا ماده یک ابتدا مطالعه این در گرفته�اند. قرار بررسی مورد
گروه دوم، گروه و گرفتند قرار دارو با درمان تحت گروه یک که شدند تقسیم گروه دو به تصادفی به�طور
موش�ها همه شد. بررسی بار دو هفته�ای تومورها پیدایش ،١٨٢ روز تا ۶٢ روز از دادند. تشکیل را کنترل

شد). ثبت ١٨٢ روز در مطالعه پایان که معنی این (به شدند سانسور راست از ١٨٢ روز از بعد نیز
رخداد�ها زمان می�دهد. نشان مطالعه، موشمورد ۴٨ همه برای را تومور رخداد زمان�های ٧.۴ شکل
group = ١ که است ” گروه ” مطالعه، این در استفاده مورد تبیینی متغیر تنها می�باشد. روز حسب بر

می�کند. بیان را کنترل گروه group = ٢ و درمان تحت گروه
طول با زیرفاصله ۵ به را زمان محور ابتدا پیشنهادی، ناهمگن پواسون فرآیند روشمدل اجرای برای
مدل با ،k = ١, . . . , ۵ و i = ١, . . . , ۴٨ برای Eik پیشامدهای تعداد واقع در کردیم. تقسیم برابر
موش برای شرطی متناسب (شدت) مخاطره تابع بنابراین، شدند. مدل�بندی سوم فصل در پیشنهادی

از عبارتست ام، k زیرفاصله در ام i

h(t|zi, wi) = exp{β٠ + β١groupi + bk + αi}, t ∈ Ik

است. ثابت یکسان زمانی زیرفاصله�های برای sk − sk−١ سوم، فصل مباحث مشابه که به�طوری
کردیم: انتخاب را زیر پیشین توزیع�های مدل، تکمیل برای

با اول مرتبه تصادفی زدن قدم فرآیند یک log(λ) = b برای ،λ = (λ١, . . . , λK) دادن قرار با •
شد. تنظیم τb دقت پارامتر

شد. انتخاب ١٠٠٠ واریانس و صفر میانگین با نرمال پیشین توزیع β١ و β٠ پارامتر دو هر برای •
خیلی واریانس به توجه با که می�شود محسوب مبهم٢ پیشین توزیع نوع یک پیشین توزیع این
است. سره۴ پیشین توزیع یک حال عین در و می�شود محسوب ناآگاهی�بخش٣ تقریبا آن بزرگ

شد. انتخاب τα دقت پارامتر و صفر میانگین با نرمال توزیع یک αi = log(wi) برای •

منظور که به�طوری شد، گرفته نظر در Γ(١, ٠٫ ٠٠١) گاما توزیع نیز τα و τb ابرپارامترهای برای •
است. q/r٢ واریانس و q/r میانگین با گاما توزیع Γ(q, r) از

INLA روش با مدل برازش زمان مدت دادیم. برازش داده�ها به را آن مدل�بندی، تکمیل از پس
MCMC روش�های با مقابل در ،٢۵٣ یعنی داده�ها، حجم به توجه با که کشید طول ثانیه ١٧ به نزدیک

است. سریع�تر بسیار
همان�طور شده�اند. نمایشداده ٨.۴ شکل در شکنندگی لگاریتم و پایه مخاطره تابع لگاریتم برآوردهای
ثابت مطالعه تحت زمانی بازه طول در تقریبا پایه مخاطره تابع لگاریتم است، مشهود شکل روی از که
نشان را موش�ها بین ناهمپراشی از قوی شهودی شکنندگی، مولفه برآوردشده اثر مقابل در است.

٢Vague prior
٣Noninformative
۴Proper
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۶٩ پستان تومور داده�های
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(ب) شکنندگی مولفه لگاریتم و (الف) پایه مخاطره تابع لگاریتم پسین میانگین برآورد :٨.۴ شکل

خود، گروه در موش�ها سایر به نسبت موش�ها از بعضی که است معنی آن به ناهمپراشی این می�دهد.
می�برند. رنج و هستند برخوردار تومور به ابتلا خطر از بیشتر

برابر ترتیب به گروه) متغیر (اثر دارو با درمان اثر برای برآوردشده پسین معیار انحراف و میانگین
نتیجه، این آمد. دست به (٠٫ ٣٩٧, ١٫ ٢١) اثر این برای ٩۵٪ HPD اعتبار فاصله هستند. ٠٫ ٢ و ٠٫ ٨
تومور رخداد مخاطره کاهش در دارو با درمان که معنی این به می�کند. بیان را درمان اثر معنی�داری

دارد. مطابقت (١٩٩٣) سینها در منتشرشده نتایج با نتایج این است. موثر
پارامترهای و β١ و β٠ رگرسیونی پارامترهای برآوردشده حاشیه�ای پسین چگالی توابع نیز ٩.۴ شکل
با که را τb پایه مخاطره تابع لگاریتم برای تصادفی زدن قدم پیشین توزیع و τα شکنندگی مولفه دقت

می�دهد. نمایش شده�اند، برآورد INLAروش

شکنندگی اثر حضور ١.٢.۴
پیشامدهای بین وابستگی کردن لحاظ برای مدل، در شکنندگی مولفه حضور اهمیت بررسی برای
معیار انحراف و میانگین دادیم. برازش داده�ها به شکنندگی اثر بدون بار یک را مدل فرد، هر بازگشتی
HPD اعتبار فاصله همچنین آمدند. دست به ٠٫ ١۵ و ٠٫ ٨١ برابر ترتیب به دارو با درمان اثر برآوردشده
اما می�دهند. نشان را درمان اثر معنی�داری هم باز حاصل نتایج شد. نتیجه (٠٫ ۵٢, ١٫ ١١) برابر ٩۵٪
نظر در بنابراین، دارد. همراه به را ملاحظه قابل کم�برآوردی یک برآوردشده معیار انحراف به�وضوح

می�شود. درمان اثر دقت برآورد در ملاحظه قابل اریبی القای باعث مدل در شکنندگی اثر نگرفتن
محاسبه مدل دو هر برای را DIC مقدار مدل، انتخاب اساسمعیارهای بر مدل دو این مقایسه برای
برابر شکنندگی اثر بدون مدل برای و ۵٩٠٫ ٣٠ برابر شکنندگی اثر با مدل برای معیار این مقدار کردیم.
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(الف) رگرسیونی پارامترهای برای INLAروش با برآوردشده حاشیه�ای پسین چگالی توابع :٩.۴ شکل
(ب) پایه مخاطره تابع لگاریتم پیشین و شکنندگی مولفه دقت پارامترهای و

اثر حضور با مدل برتری بر تاییدی نیز مدل دو برای معیار این مقایسه نتیجه شد. حاصل ۶١۴٫ ۴٨
است. شکنندگی

قلبی ایست داده�های ٣.۴
مردم برای ثبت�شده قلبی ایست�های روی بر هوایی و آب شرایط اثر ارزیابی مثال، این در اصلی هدف
است شده واقع اروپا شمال در نروژ کشور میانه در شهر این است. نروژ کشور تروندهیم۵ شهر ساکن
روزهای و معتدل جوی و زمستان در طولانی شب�های همچنین و بارانی و سرد هوایی و آب دارای و

است. تابستان در طولانی
زمانی دوره طی علاقه)، مورد پیشامد (به�عنوان قلبی ایست�های رخداد شامل نظر مورد داده�های
(کوالوی گرفته�اند قرار درمان مورد اورژانسی درمانی خدمات توسط که است ،١٩٩٨ نوامبر تا ١٩٩٠ ژانویه
زمانی دوره این طی ثبت�شده قلبی ایست ٨٠٩ و روز ٣٢۵۶ شامل داده�ها، مجموعه .(٢٠٠٧ اسکوگول، و
تعداد داده�ها، این در شده�اند. گزارش ٢.۴ جدول در روز هر ازای به پیشامدها تعداد جزییات می�باشد.

است. نشده ثبت پیشامدی هیچ روزها ٧٨٪ در تقریبا و هستند کوچک ثبت�شده پیشامدهای
تنها مثال، این در ما اما گرفتند. نظر در را مختلفی تبیینی متغیرهای (٢٠٠٧) اسکوگول و کوالوی
مورد تبیینی متغیرهای مشخص، به�طور می�گیریم. نظر در کردند، گزارش آن�ها که را موثری متغیرهای

۵Trondheim



٧١ قلبی ایست داده�های

روز هر ازای به پیشامدها تعداد :٢.۴ جدول
٣ ٢ ١ ٠ قلبی ایست
۵ ٧٩ ۶٣۶ ٢۵٣۶ روز�ها تعداد

،(windspeed) باد وزش سرعت ،(humidity) هوا نسبی رطوبت ،(temp) هوا دمای از: عبارتند ما نظر
بارشبرف معنی به ١ مقادیر با نشانگر متغیر یک که ،(snow) برف بارش ،(precipitation)بارش میزان
بیان را سال یک در روز شماره روز، شماره متغیر .(day) روز شماره و است، بارش�ها سایر معنی به ٠ و
اندازه�گیری روز یک طی بار چندین باد، سرعت و نسبی، رطوبت هوا، دمای تبیینی متغیرهای می�کند.

کرده�ایم. استفاده متغیرها این مقادیر برای اندازه�ها این روزانه میانگین از ما و شده�اند
نظر در ساعت ٢۴ را مطالعه تحت زمانی فاصله ،(٢٠٠٧) اسکوگول و کوالوی پیشنهاد با مطابق
باشد. ،[٠, ٢۴] ساعته، ٢۴ زمانی دوره این تاثیر تحت قلبی ایست رخداد که است منطقی زیرا گرفتیم.
داریم آزمودنی ٣٢۵۶ بنابراین است. روز یک قبلی) مثال موشدر هر با (مشابه آزمودنی هر مثال، این در
است. روز یک در قلبی ایست�های تعداد بر هوایی) و آب (شرایط تبیینی متغیرهای اثر سنجش هدف و
باشد، ام k زیرفاصله در ام i روز در قلبی ایست�های تعداد بیانگر Eik کنید فرض داده�ها، این برای
بنابراین، کردیم. تقسیم مساوی زیرفاصله K = ١٢ به را روز یک ساعت ٢۴ زمانی فاصله که به�طوری
صورت به ،k = ١, . . . , ١٢ ام، k زیرفاصله در ،i = ١, . . . , ٣٢۵۶ ام، i روز برای مدل خطی پیشگوی

است: زیر

ηik = β٠ + β١windspeedi + β٢snowi + f (temp)(tempi)

+ f (precipitation)(precipitationi) + f (humidity)(humidityi)

+ f (day)(dayi) + bk. (٣.۴)

صورت به ام k زیرفاصله در پایه (شدت) مخاطره تابع لگاریتم قبلی، مثال�های مشابه ،(٣.۴) مدل در
در خطی را برف بارش و باد وزش سرعت متغیرهای اثر مدل، این در می�شود. تعریف bk = log(λk)

غیرخطی و هموار اثری پایه، مخاطره تابع لگاریتم و تبیینی متغیرهای سایر کردیم فرض و گرفتیم نظر
مخاطره تابع لگاریتم برای RW1 اول مرتبه تصادفی زدن قدم پیشین توزیع یک خاص، به�طور دارند.
بارش، میزان هوا، دمای متغیرهای برای RW2 دوم مرتبه تصادفی زدن قدم پیشین توزیع�های و پایه
این جزییات برای را (٢٠٠۵) هلد و رو کتاب سوم (فصل گرفتیم نظر در روز، شماره و نسبی رطوبت
در و گردآوری متوالی، سال ٩ تقریبا طی زمانی، ترتیب به داده�ها چون این، بر علاوه ببینید). فرآیندها
همه برای پیشین توزیع شد. تعریف دوره�ای۶ متغیر یک به�عنوان روز شماره متغیر شده�اند، وارد تحلیل

شد. انتخاب معلوم پارامترهای با گاما نیز مدل ابرپارامترهای
در برف، بارش و باد وزش سرعت متغیر دو خطی اثرات ٩۵٪ بیزی اعتبار فاصله و بیزی برآوردهای
عدم می�توان متغیر، دو این برای برآوردشده بیزی اعتبار فواصل به توجه با شده�اند. گزارش ٣.۴ جدول

گرفت. نتیجه را دو هر معنی�داری
۶Cyclic
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سرعت متغیرهای خطی اثرات بیزی اعتبار فواصل و پسین) (میانگین بیزی برآوردهای :٣.۴ جدول
برف بارش و باد وزش

٩۵٪ اعتبار فاصله معیار انحراف پسین میانگین تبیینی متغیر
(−٠٫ ٠٣, ٠٫ ٠٢) ٠٫ ٠١۵ −٠٫ ٠٠۵ windspeed
(−٠٫ ٠۴, ٠٫ ٣٧) ٠٫ ١٠۵ ٠٫ ١۶٢ snow

١٠.۴ شکل در نیز روز شماره و نسبی رطوبت بارش، میزان هوا، دمای متغیرهای اثرات برآوردهای
کرد: خلاصه را زیر نتایج می�توان شکل، این در گزارش�شده برآوردهای روی از شده�اند. گزارش

می�شود ماکسیمم قلبی ایست�های (تعداد) شدت است، صفر از پایین�تر کمی هوا دمای زمانی�که •
می�یابد. کاهش شدت این دما افزایش با و

افزایش هم قلبی ایست شدت می�شود، بیشتر بارش میزان چه هر و است خطی بارش میزان اثر •
می�یابد.

است. ثابت زمان به نسبت هوا نسبی رطوبت اثر می�رسد نظر به •
این اثر است. شده مدل وارد (فصلی) دوره�ای تغییرات گرفتن نظر در برای روز شماره متغیر •
می�نیمم بهار فصل در و ماکسیمم زمستان فصل در اما است، تغییر حال در سال سرتاسر در متغیر

می�شود.
کران�های در برآوردها قطعیت عدم که است واضح شکل، این در بیزی اعتبار کران�های روی از •
می�شود. بزرگ هستند، کم زمان�ها آن در پیشامدها مشاهدات تعداد که ساعت ٢۴ زمانی فاصله
نشان ساعت ٢۴ طی را قلبی ایست�های واقعی زمان�های هیستوگرام ١١.۴ شکل چپ سمت نمودار
افزایش با و می�دهد نشان صبح در را تا) ۵ (حدود تعداد کمترین قلبی، ایست�های تعداد این می�دهد.
پایدار و می�یابد کاهش سپس می�یابد. افزایش ظهر، از بعد ۴ ساعت حدود تا افراد روزانه فعالیت سطح
راستشکل سمت نمودار در نیز ٩۵٪ اعتبار کران�های با همراه پایه مخاطره لگاریتم تابع برآورد می�شود.

است. شده داده نمایش ١١.۴
شماره و هوا دمای متغیر دو هر تاثیر تحت قلبی ایست پیشامد رخداد که است واضح ١٠.۴ شکل از
از است. بیشتر است، منفی هوا دمای که زمانی یا زمستان در قلبی ایست رخدادهای تعداد است. روز
جداگانه به�طور متغیر دو این اثر بررسی است، قوی روز شماره و هوا دمای بین وابستگی که آن�جایی
گرفتیم: نظر در متفاوت مدل دو قلبی، ایست�های تعداد مدل�بندی برای بنابراین باشد. مفید می�تواند
غیرخطی اثری نیز متغیر دو هر برای هوا. دمای فقط حضور با دیگری و روز شماره فقط حضور با یکی
اعتبار کران�های همراه به آن�ها اثرات بیزی برآوردهای گرفتیم. نظر در (RW2 پیشین یک (با هموار و
شکل، این برآوردهای روی از متغیر دو هر اثر معنی�داری شده�اند. گزارش ١٢.۴ شکل در آن�ها ٩۵٪
در ولی ثابت قلبی ایست�های شدت است، سانتیگراد درجه صفر زیر هوا دمای که زمانی است. مشهود
در روز شماره اثر دیگر، طرف از می�یابد. کاهش شدت به دما افزایش با اما است. خود حد بالاترین



٧٣ قلبی ایست داده�های

بارش میزان ،temp هوا دمای متغیرهای (ناپارامتری) اثر پسین میانگین برآوردهای :١٠.۴ شکل
٩۵٪ اعتبار کران�های همراه به day روز شماره و ،humidity نسبی رطوبت ،precipitation
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(میانگین بیزی برآورد و چپ) سمت (شکل قلبی ایست�های واقعی زمان�های هیستوگرام :١١.۴ شکل
راست) سمت (شکل پایه مخاطره تابع لگاریتم ٩۵٪ اعتبار کران و پسین) توزیع

روز شماره و دما متغیرهای اثر ٩۵٪ اعتبار کران�های و پسین) (میانگین بیزی برآوردهای :١٢.۴ شکل
شوند وارد مدل در جدا به�طور وقتی



٧۵ قلبی ایست داده�های

بهار در و زیاد زمستان طی قلبی ایست�های رخداد شدت که گفت می�توان اما است. متغیر سال سراسر
باشد. شهر این در زمستان فصل بد هوایی و آب شرایط می�تواند هم آن دلیل است. کمترین

مدل انتخاب متغیرها: معنی�داری ١.٣.۴
متغیرهای برای قبل مشابه کردیم. بررسی نیز را دیگر مدل چند متغیرها، همه سنجشمعنی�داری برای
گرفتیم. نظر در RW2 فرآیند با هموار اثری متغیرها سایر برای و خطی اثر برف، بارش و باد وزش سرعت

کردیم. فرض دوره�ای اثر یک روز شماره متغیر برای این، بر افزون
برایمدل�هایی مقایسه این کردیم. بیزیDICاستفاده انتخابمدل معیار از نیز مدل�ها مقایسه برای

شده�اند. گزارش ۴.۴ جدول در داشته�اند، حضور آن�ها در اشاره�شده تبیینی متغیرهای که

قلبی ایست داده�های برای مختلف تبیینی متغیرهای با مختلف مدل�های DIC معیار :۴.۴ جدول
DIC حاضر تبیینی متغیرهای مدل

٧٧۴٠٫ ۶ - ١
٧٧٢۶٫ ۶٢ temp ٢

٧٧٣٧ precipitation ٣
٧٧٢٩٫ ٣ day ۴
٧٧٢۵٫ ٢ temp+snow ۵

٧٧٢٨ snow+day ۶
٧٧٢١٫ ٣ temp+precipitation ٧

٧٧٢۶٫ ٢٧ day+precipitation ٨
٧٧٣٠٫ ١۵ temp+humidity ٩
٧٧۴٨٫ ٩ day+humidity ١٠

٧٧٢٠٫ ١۵ temp+precipitation+snow ١١
٧٧٢۴٫ ٢۵ day+precipitation+snow ١٢
٧٧٢۵٫ ۴٨ temp+precipitation+humidity ١٣
٧٧۵٩٫ ٢۵ day+precipitation+humidity ١۴
٧٧٢۶٫ ۶٢ temp+precipitation+snow+humidity+windspeed+day ١۵

مدل (٧٧٢٠٫ ١۵ برابر DIC با مدل (یعنی DIC حسب بر مدل بهترین ،۴.۴ جدول نتایج اساس بر
دارد. خود در را برف بارش و بارش میزان هوا، دمای تبیینی متغیرهای که است مدلی یعنی ١١ شماره
دارا را روز شماره تبیینی متغیر که مدل�هایی که فهمید می�توان مختلف، مدل�های مقایسه از همچنین
متغیرهایشان سایر و بوده دارا را هوا دمای متغیر که مدل�هایی به نسبت بزرگتری DIC مقدار هستند،
بیشتری معنی�داری با متغیر یک هوا دمای که شد مدعی بتوان شاید بنابراین، دارند. هستند، یکسان

است. روز شماره به نسبت
شدت بر هوایی و آب متغیرهای تاثیر مطالعه برای که گفت می�توان مدل�ها، مقایسه نتایج روی از
است. کافی مدل به برف بارش و بارش، میزان هوا، دمای متغیرهای کردن وارد قلبی، ایست�های



بازگشتی داده�های تحلیل در INLAروش عملکرد ارزیابی ٧۶

افزایش جوی، بد شرایط در قلبی ایست�های تعداد که مشخصمی�کند داده�ها این تحلیل نتایج همچنین
می�یابد.

تحقیق آینده و نتیجه�گیری ۴.۴
متناسببرایمدل�بندیپیشامدهای اساسمدلمخاطره بر نیمه�پارامتری بیزی یکمدل پایان�نامه، این در
سرعت مشکلات و MCMC الگوریتم�های بر مبتنی محاسباتی پیچیدگی دلیل به شد. معرفی بازگشتی
برای کردیم. استفاده INLAروش بر مبتنی تقریبی بیزی استنباط رهیافت از روش�ها، این آمیختگی و
بر شکنندگی، مولفه اثر و تبیینی متغیرهای شرط به را، مدل کنیم، استفاده INLAروش از بتوانیم آن�که
کردیم. بازنویسی است، پنهان گاوسی فرآیندهای از خاصی حالت که ناهمگن پواسون فرآیند یک اساس
بر عبارتی به یا ناهمگن، پواسون فرآیند مدل اساس بر نیمه�پارامتری متناسب مخاطره مدل نمایش این
INLAروش محاسباتی خوب ویژگی�های تمام از تا می�سازد قادر را ما پنهان، گاوسی فرآیند مدل اساس

ببریم. بهره
به MCMC نمونه�گیری روش�های به نسبت و است کارا محاسباتی نظر از INLA محاسباتی روش
دارا نیز زنجیرهایMCMCرا ضعیف آمیختگی و کند همگرایی روشمشکلات این است. سریع�تر شدت

می�شود. محسوب (غیرتصادفی) قطعی تقریبی روش یک زیرا نیست،
از و می�شود مدل�بندی ثابت تکه�ای تابع یک اساس بر پایه مخاطره تابع پیشنهادی، رهیافت در
تابع که زمانی حتی که دادیم نشان شبیه�سازی مطالعه در اما است. نشده استفاده پارامتری نسخه�های
عمل قبول قابل و خوب پیشنهادی برازش روش است، وایبل مثل پارامتری تابع یک واقعی پایه مخاطره
و خوب عملکرد واقعی، و شبیه�سازی مثال�های سایر است. کردن صرفنظر قابل تقریب خطای و می�کند
پیشامدهای داده�های مدل�بندی در را آن از استفاده بنابراین، می�دهند. نشان را پیشنهادی روش کارای

می�کنیم. توصیه را بازگشتی
برشمریم: را زیر موارد می�توانیم تحقیق آینده برای پایان�نامه، این در مطرح�شده مطالب به توجه با
استنباطی زمینه�های پرداختیم. بازگشتی پیشامدهای بیزی استنباط مقوله به پایان�نامه این در .١
را فرضیه) (آزمون مدل انتخاب معیارهای و فاصله�ای و نقطه�ای برآورد شد، پرداخته آن�ها به که
بحث بازگشتی، پیشامدهای تحلیل حوزه در بعدی پیشامد رخداد زمان پیش�گویی می�شد. شامل
پیشنهادی روش با پیش�گویی این اجرای است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از که است پرطرفداری

باشد. مختلفی محققین و آماردان�ها توجه جالب می�تواند
است. زیرفاصله�ها) ثابت(در تکه�ای یکتابع پایه، مخاطره تابع پذیره نیمه�پارامتریمذکور، مدل در .٢
و اسپلاین�ها، مانند تابع، این ناپارامتری مدل�بندی برای معمول رهیافت�های سایر از استفاده

است. آینده تحقیقات برای دیگری مهم موضوع نیز INLAروش با حاصل مدل برازش
رهیافتی با فرد) هر برای چندمتغیره (پیشامدهای چندگانه پیشامدهای تحلیل و مدل�بندی امکان .٣

است. آینده نظر مورد موضوعات از آن بررسی که است جالبی بسیار موضوع مشابه،
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پیوستآ�
Rکدهای �

روش اجرای آ�.١
.(٢٠١٠ رو، و (مارتینو می�رود به�کار INLAروش وسیله به بیزی تقریبی استنباط برای ، R در R- INLA بسته
این می�توان و (٢٠١٠ رو، و (مارتینو می�کند جایگزین GMRFLib بسته در را INLA مستقل برنامه بسته، این

کرد نصب و دانلود R در زیر دستور نوشتن با را بسته

> source("http://www.math.ntnu.no/inla/givemeINLA.R")

کرد فراخوانی زیر صورت به می�توان را بسته این

> library(INLA)

دستور

> inla.upgrade(testing=TRUE)

مثالی کنید فرض ، R-INLA با برنامه�نویسی برای می�رود. به�کار نسخه آخرین به بسته این به�روزرسانی برای
طریق از خطی پیشگوی باشیم، داشته z١ سوم تبیینی متغیر برای f(.) تابع و x = (x١, x٢) تبیینی متغیر دو با

می�شود: ایجاد زیر دستور

> formula <- y ~1 + x1 + x2 + f(z1, model="...")
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عبارت دارند. خود در را نظر مورد داده�های که هستند داده�ای ساختار ستون�های z١ و x٢، x١ ، y آن در که
مشخصمی�کند. را f(.) تابع نوع model=”...” ، f() تابع در می�باشد. مبدا از عرض به�عنوان و نیست اجباری ١

است زیر به�صورت دیگر مدل�های لیست است. model = ”iid” آن پیش�فرض
> names(inla.models()$latent)
[1] "linear" "iid" "mec" "meb" "rgeneric"
[6] "rw1" "rw2" "crw2" "seasonal" "besag"
[11] "besag2" "bym" "bym2" "besagproper" "besagproper2"
[16] "ar1" "ar" "ou" "generic" "generic0"
[21] "generic1" "generic2" "generic3" "spde" "spde2"
[26] "spde3" "iid1d" "iid2d" "iid3d" "iid4d"
[31] "iid5d" "2diid" "z" "rw2d" "rw2diid"
[36] "slm" "matern2d" "copy" "clinear" "sigm"
[41] "revsigm"

می�شود: اجرا زیر به�صورت inla تابع به�وسیله INLA الگوریتم نهایت در
> inla(formula, family = "...", data)

موجود توزیع�های از برخی می�کند. مشخص را (درستنمایی) داده�ها توزیع family آن در که
> names(inla.models()$likelihood) #output partially omitted
[1] "poisson" "gpoisson"
[3] "binomial" "testbinomial1"
[5] "gamma" "beta"
[7] "betabinomial" "cbinomial"
[9] "nbinomial" "simplex"
[11] "gaussian" "normal"
[13] "circularnormal" "wrappedcauchy"
[15] "iidgamma" "iidlogitbeta"
[17] "sas" "loggammafrailty"
[19] "logistic" "skewnormal"
[21] "sn" "gev"
[23] "laplace" "lognormal"
[25] "exponential" "coxph"
[27] "weibull" "loglogistic"
[29] "zeroinflatednbinomial0"

هستند.
باشیم داشته زیر به�صورت را خطی پیشگوی کنید فرض مثال به�عنوان بازگشتی، داده�های مورد در

ηij = β٠ + βsexsexi + βageagei + βdis٢dis٢i + βdis٣dis٣i + βdis۴dis۴i + log(ui)

می�شود: ایجاد زیر دستور طریق از خطی پیشگوی صورت این در
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>formula = inla.surv(time, event, subject)~ age + sex + dis2 + dis3 + dis4 +
f (subject, model="iid", param=c(1, 1))

می�شود: اجرا زیر به�صورت inla تابع به�وسیله INLA الگوریتم نهایت در و

>mod=inla(formula, family="coxph", data=data,
control.data=list(param=c(1,1)), control.fixed=list(prec=1))

”param” می�شود. استفاده بقا تحلیل مدل�های در سانسور داده توصیف برای ”inla.surv()” تابع آن در که
می�کند. تعیین را β بردار پیشین دقت ”prec” و می�کند مشخص را گاما پیشین�های پارامترهای

پستان تومور مثال به مربوط کدهای آ�.٢
>rm(list=ls())

>library(INLA)

## data entry
>time=c(182,182,63,68,182,152,182,130,134,145,152,182,98,152,182,88,95,
105,130,137,167,182,152,182,81,182,71,84,126,134,152,182,116,130,
182,91,182,63,68,84,95,152,182,105,152,182,63,102,152,182,63,77,
112,140,182,77,119,152,161,167,182,105,112,145,161,182,152,182,81,
95,182,84,91,102,108,130,134,182,182,91,182,63,102,119,161,161,
172,179,182,88,91,95,105,112,119,119,137,145,167,172,182,91,98,
108,112,134,137,161,161,179,182,71,174,182,95,105,134,137,140,145,
150,150,182,66,68,130,137,182,77,85,112,137,161,174,182,81,84,126,
134,161,161,174,182,68,77,98,102,102,102,182,112,182,88,88,91,98,112,
134,134,137,137,140,140,152,152,182,77,179,182,112,182,71,71,74,77,112,
116,116,140,140,167,182,77,95,126,150,182,88,126,130,130,134,182,63,74,
84,84,88,91,95,108,134,137,179,182,81,88,105,116,123,140,145,152,161,
161,179,182,88,95,112,119,126,126,150,157,179,182,68,68,84,102,105,119,
123,123,137,161,179,182,140,182,152,182,182,81,182,63,88,134,182,84,134,
182)
>event=c(1,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,
0,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,0,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,
1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,
1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,
0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,
1,1)
>subject=c(1,2,3,3,3,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,7,7,7,7,7,7,7,8,8,9,9,10,10,10,10,10,
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10,11,11,11,12,12,13,13,13,13,13,13,14,14,14,15,15,15,15,16,16,16,16,
16,17,17,17,17,17,17,18,18,18,18,18,19,19,20,20,20,21,21,21,21,21,21,
21,22,23,23,24,24,24,24,24,24,24,24,25,25,25,25,25,25,25,25,25,25,25,
25,26,26,26,26,26,26,26,26,26,26,27,27,27,28,28,28,28,28,28,28,28,28,
29,29,29,29,29,30,30,30,30,30,30,30,31,31,31,31,31,31,31,31,32,32,32,
32,32,32,32,33,33,34,34,34,34,34,34,34,34,34,34,34,34,34,34,35,35,35,
36,36,37,37,37,37,37,37,37,37,37,37,37,38,38,38,38,38,39,39,39,39,39,
39,40,40,40,40,40,40,40,40,40,40,40,40,41,41,41,41,41,41,41,41,41,41,
41,41,42,42,42,42,42,42,42,42,42,42,43,43,43,43,43,43,43,43,43,43,43,
43,44,44,45,45,45,46,46,47,47,47,47,48,48,48)
>group=c(rep(1,81),rep(2,172))
>rats.data <- as.data.frame(cbind(time,event,subject,group))
>rats.data$group <- factor(rats.data$group,labels=c('treatment','control'))
>cutpoints = seq( 62,182, len=6)
>formula = inla.surv(time, event, subject=subject) ~ group +
f(subject, model="iid",param=c(1,0.001))
>model = inla(formula,family="coxph",control.hazard=list(cutpoints=cutpoints),
control.inla = list(int.strategy="grid", diff.logdens=15, dz=0.2),
data=rats.data)
>h = inla.hyperpar(model, dz=0.2, diff.logdens=15)

>sigma.subj <- inla.tmarginal(function(x) sqrt(1/x), h$marginals.hy[[1]])
#sigma.basline <- inla.tmarginal(function(x) 1/exp(x), h$marginals.hy[[2]])

>inla.emarginal(function(x) x, sigma.subj)
>inla.qmarginal(c(0.025, 0.5, 0.975), sigma.subj)
>inla.hpdmarginal(0.95, sigma.subj)

شبیه�سازی اول مثال به مربوط کدهای آ�.٣
>rm(list=ls())

>set.seed(2321)

>lambda <- 3
>upper <- 4

>T.rec <- list()
>m <- 200

>for (i in 1:m){
N <- rpois(1, lambda * upper)
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Tn <- rexp(N, lambda)
Sn <- cumsum(Tn)
Un <- runif(N)
keep <- (Un <= cos(Sn)^2) #indicator, as logical vector
T.rec[[i]] <- Sn[keep]
}

>n.obs <- sapply(T.rec, length)
>seq.max <- seq_len(max(n.obs))
>T.rec.mat <- sapply(T.rec, "[", i = seq.max)
>len <- length(T.rec.mat[,1])
>T.rec.vec <- cbind(rep(1:m, each = len), as.vector(T.rec.mat),
rep(1,length(T.rec.mat[,1])), rep(1,length(T.rec.mat[,1])))
>T.rec.f <- T.rec.vec[!is.na(T.rec.vec[,2]),]

#rbinom(length(T.rec.mat[,1]),size=1,prob=0.8)

>dat <- as.data.frame(cbind(T.rec.f[,2], T.rec.f[,3], T.rec.f[,1],
T.rec.f[,4]))
>names(dat) <- c("time", "event", "subject", "covariate")
>dat

>library(INLA)

>n.cut = 20 # 40, 60, 80
>cutpoints = seq( 0, 10, len=n.cut)
>formula = inla.surv(time, event, subject=subject) ~ 1 +
f(subject, model="iid")
>model = inla(formula, family="coxph",
control.hazard=list(cutpoints=cutpoints),
#control.inla = list(int.strategy="grid", diff.logdens=15, dz=0.2),

data=dat)
>h = inla.hyperpar(model, dz=0.2, diff.logdens=15)
#summary(h)

>st <- st.low <- st.up <- rep(NA, n.cut)
>for (i in 1:n.cut){
st[i] <- median(h$marginals.random$baseline.hazard[[i]][,1])
st.low[i] <- quantile(h$marginals.random$baseline.hazard[[i]][,1],
probs=0.025)
st.up[i] <- quantile(h$marginals.random$baseline.hazard[[i]][,1],
probs=0.975)
}
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>temp=seq(0,10,length.out=(n.cut-1))
>graph<-stepfun(temp,st,f=0)
>graph.low <- stepfun(temp,st.low,f=0)
>graph.up <- stepfun(temp,st.up,f=0)

>plot(graph, ylim=c(-4,1), main="", xlab="time", ylab="baseline hazard",
lty=2)
#lines(graph.low, col=3, lty=3)
#lines(graph.up, col=3, lty=3)
>curve(log(3*cos(x)^2), from=0, to=10, ylab=expression(hat(h)(t)),
col="red", xlab="t", add=TRUE)

#library(NHPoisson)
#lambda <- function(t) 3*cos(t)^2
#tt <- seq(0,4,length.out=10)
#yy <- lambda(tt)
#aux<-simNHP.fun(lambda=yy)
#aux$posNH



Aabstract

Due to the complexity of appropriate statistical models for Bayesian analysis of recurrent event
data, we need to use sampling-based methods such asMCMC algorithms. However, MCMCmeth-
ods applied to these models come with a wide range of problems in terms of convergence, mixing
properties and computational time. An alternative method is integrated nested Laplace approxi-
mation (INLA) method, introduced by Rue et al. (2009). The INLA method is very fast and does
not suffer the same problems as MCMC. Moreover, the approximations described by INLA to be
extremely accurate so that, in order for any bias to be detected, the MCMC algorithm would have
to run for much longer time than it is usually done in practice. In this thesis, we assume that recur-
rent events occur according to a non-homogeneous Poisson process and then perform approximate
Bayesian inference using INLA. We illustrate our approach using both simulated and real life data.

Keywords: Recurrent events, integrated nested Laplace approximation, non-homogeneous
Poisson process, Cox proportional hazard model, Gaussian Markov random field.
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