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චاری... ণپاس໋�
همنشینی به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید هستیمان که را یکتا پروردگار کران بی سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از چینی خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان
پایان�نامه این رساندن پایان به در هم�چنین و تحصیل دوران در مرا که کسانی از می�دانم لازم خود بر آغاز در
خدا از بعد و دلسوزم مادر و فداکار پدر دستان بر می�زنم بوسه نخست کنم. قدردانی و تشکر کردند، یاری
با امیدوارم و بودند علم تحصیل راه در من مشوق و حامی همواره که را مقدسشان وجود می�کنم ستایش

نمایم. جبران را بی�دریغشان زحمات از ذره�ای باشم توانسته مجموعه این اتمام
پاسخگوی شکیبایی و صبر با همواره که جعفری حیدر سید دکتر ارجمندم، راهنمای استاد از بی�پایان سپاس

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان ارزنده راهنمایی�های بدون قطعاً و بودند من پرسش�های
این داوری زحمت که خورسندی رضا مهدی دکتر و هاشمی ابراهیم دکتر گرامی، اساتید از آخر در و
می�کنم. تشکر صمیمانه کردند، راهنمایی آن رساندن پایان به بهتر در مرا و گرفتند عهده بر را پایان�نامه

षख़ࢤودی اঀھام
آبان۱۳۹۵
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چൊیده
مجاورند a, b ∈ S رأس دو که است S رئوس مجموعه با گرافی ،P(S) ،S نیم�گروه توانی گراف
،G گروه توانی گراف .bm = a یا am = b ،m مثبت صحیح اعداد برخی برای و a ̸= b اگروتنهااگر
همبند P(S) که را، S نیم�گروه�های همه رده پایان�نامه، این در می�شود. تعریف مشابه به�طور نیز ،P(G)
،G متناهی گروه هر برای P(G) که می�کنیم ثابت نتیجه عنوان به می�کنیم. مشخص است، کامل یا
١ مرتبه از دوری گروه یک G ،m ∈ N و p اول عدد برای اگروتنهااگر است کامل P(G) و بوده همبند
در می�دهیم نشان و می�کنیم محاسبه G متناهی گروه برای را P(G) یال�های تعداد سپس باشد. pm یا
گراف در را یال تعداد بیش�ترین مرتبه، آن از دوری گروه شده، داده مرتبه از متناهی گروه�های همه میان

دارد. توانی�اش
دودوری و دووجهی متناهی، دوری گروه�های توانی گراف�های رأسی همبندی و بودن مسطح درباره هم�چنین

می�پردازیم. بحث به

دووجهی، گروه همبندی، همبند، گراف توانی، گراف p-گروه، دوری، گروه گروه، نیم�گروه، : کلیدی کلمات
دودوری. گروه
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پیشگفتار

توانی گراف مطالعه پرداخت. نیم�گروه�ها روی خاصی گراف�های مطالعه به [۵] ١ بوساک ،١٩۶۴ سال در
جهت�دار توانی گراف ،[١۴] ٢ کویین و کلارو شد. انجام نویسنده چندین توسط گروه�ها و نیم�گروه�ها
عدد و u, v ∈ S برای و هستند رأس ،S عناصر همه که کردند تعریف گرافی را ،−→P (S) ،S نیم�گروه

.v = um و u ̸= v زمانی�که دارد وجود v به u از جهت�دار یال ،m مثبت صحیح
،n غیراول عدد یک از توانی مرتبه از G متناهی دوری گروه یک برای که کرد ثابت کامرون٣ [۶] در
لذا هستند G مولدهای و همانی مجاورند، P(G) دیگر رئوس همه با که ،P(G) از T رئوس مجموعه

|T | = ١+ ϕ(n)

است. ۴ اویلر فی تابع ϕ(n) که
می�دهد. تشکیل پایه تعاریف را اول فصل که است فصل چهار شامل پایان�نامه این

می�دهیم نشان و پردازیم می نیم�گروه�ها در خودتوان مفهوم و نیم�گروه�ها توانی گراف تعریف به دوم فصل در
باشد. واحد خودتوان یک شامل S اگروتنهااگر است همبند ،P(S) ،S متناهی نیم�گروه توانی گراف که
و می�گیریم نظر در را ،P(Zn) ،n پیمانه به صحیح اعداد از Zn ضربی نیم�گروه توانی گراف ادامه در

می�کنیم. مشخص را آن همبندی مولفه�های
می�پردازیم. گروه�ها توانی گراف و جهت�دار توانی گراف مفهوم به پایان�نامه، این سوم فصل در

می�پردازیم مرتبه همان از دوری گروه و متناهی گروه�های توانی گراف�های بررسی به فصل این ادامه در
گروه و متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال�ها تعداد پیرامون مختلف، حالت�های گرفتن درنظر با و

می�کنیم. بحث مرتبه همان از دوری
زیرا است، همبند ،P(G) ،G متناهی گروه هر برای که شد اشاره پایان�نامه این دوم فصل در آنجایی�که از
مسئله این به مربوط پایان�نامه این چهارم فصل است، مجاور P(G) دیگر رئوس همه با G همانی عنصر
و خیر یا است همبند آمده به�دست گراف دراین�صورت شود، حذف P(G) از همانی عنصر اگر که است

می�کند؟ ناهمبند را گراف رئوس، کدام حذف دراین�صورت باشد همبند اگر
توانی گراف که می�دهیم نشان پایان�نامه، این در است. P(G) همبندی اصلی، مسئله دیگر عبارت به

است. ١-همبند دووجهی، گروه�های توانی گراف درحالی�که است -همبند دودوری،٢ گروه�های
١J. Bosak
٢A.V. Kelarev , S.J. Quinn
٣P.J. Cameron
۴Euler phi function



٢ پیشگفتار

گروه�های و دووجهی گروه�های توانی گراف�های بودن مسطح برای کافی و لازم شرط فصل، این در هم�چنین
می�یابیم. را دودوری

است: زیر مقاله سه از برگرفته پایان�نامه این مطالب

▶ I. Chakrabarty, S. Ghosh and M.K. Sen, Undirected power graphs of semi-
groups, Semigroup Forum, 78, 410–426, 2009.

▶ S. Chattopadhyay and P. Panigrahi, Connectivity and planarity of power
graphs of finite cyclic, dihedral and dicyclic groups, J. Algebra and Discrete
Mathematics, 18, 1, 42–49, 2014.

▶ B. Curtin and G.R. Pourgholi, Edge-maximality of power graphs of finite
cyclic groups, J. Algebra Comb, 313–330, 2014.



١ فصل

پایه مفاهیم و تعاریف

گروه�ها نظریه اولیه مفاهیم ١.١

به�صورت و داده نشان Z(G) نماد با را G گروه مرکز باشد. گروه یک G کنیم فرض .١.١.١ تعریف

Z(G) = {a ∈ G | ∀b ∈ G, ab = ba}

می�کنیم. تعریف

باشد داشته X مانند متناهی زیرمجموعه�ای درصورتی�که گوییم مولد متناهی را G گروه .٢.١.١ تعریف
می�کند. تولید را G گروه ،X می�گوییم و می�نامیم G مولد یک را X دراین�صورت .G = ⟨X⟩ به�طوری�که

شود. تولید عضو یک با G هرگاه، خوانیم دوری را G گروه

عبارت ،x عضو شامل هم�ارزی رده .x ∈ G و باشد G زیرگروه یک H کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
(در H راست همدسته را آن و می�دهیم نشان Hx علامت با را مجموعه این .{hx | h ∈ H} از است

می�نامیم. x شامل (G

T را اعضایی چنین مجموعه و می�کنیم انتخاب t مانند یکعضو تنها و یک ،H راست همدسته هر از
Ht١∩Ht٢ = ∅ Ht١و ̸= Ht٢ آن�گاه باشند، T متمایز عضو دو t٢ و t١ هرگاه که است واضح می�نامیم.

می�نامیم. G در H راست تراگرد یک را T مجموعه .G =
∪
t∈T

Ht نتیجه در و

نرمال زیرگروه از است عبارت X هسته باشد. G گروه از زیرمجموعه�ای X کنیم فرض .۴.١.١ تعریف
با اختصار به (یا CoreG(X) با را X هسته اند. X جزء که G نرمال زیرگروه�های همه با تولیدشده

می�دهیم. نشان (Core(X)

.Core(X) = ١ قرارداد، برطبق نباشد، G نرمال زیرگروه هیچ حاوی X درصورتی�که



۴ پایه مفاهیم و تعاریف .١

به هرگاه نامیم همریختی یک را f : G→ H تابع باشند. گروه دو H و G کنیم فرض .۵.١.١ تعریف
،G از y و x هر ازای

(xy)f = (x)f(y)f.

می�دهیم. نشان Hom(G,H) با را H به G از همریختی�های همه مجموعه

و Imf علامت�های با به�ترتیب که ،f هسته و f تصویر باشد، همریختی یک f : G → H اگر
: می�کنیم تعریف زیر صورت به می�شوند، داده نشان Kerf

Imf = {xf | x ∈ G},

Kerf = {x ∈ G | xf = ١}.

تعریف زیر صورت به را G در U مرکزساز .U ⊆ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .۶.١.١ تعریف
: می�کنیم

{g ∈ G | ∀u ∈ U, ug = gu}

(C(U) مختصرا (یا می�دهیم. نشان CG(U) علامت با را آن و

G مشخصه زیرگروه یک را H زیرگروه .H ≤ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .٧.١.١ تعریف
.Hτ = {hτ | h ∈ H} آن در که Hτ ≤ H ،τ مانند G خودریختی هر ازای به درصورتی�که می�نامیم

.H chG می�نویسیم باشد، G مشخصه زیرگروه H هرگاه

.H chK و باشند G گروه از زیرگروه دو K و H کنیم فرض .٨.١.١ گزاره

.H chG آن�گاه ،K chG اگر (الف)

.H ◁G آن�گاه ،K ◁G اگر (ب)

شود. مراجعه [٢١] مرجع ۵.٨.٢ گزاره به برهان.

یک را f : X → X مانند دوسویی تناظر هر باشد. ناتهی مجموعه�ای X کنیم فرض .٩.١.١ تعریف
می�گوییم. X جایگشت

متقارن گروه را گروه این می�دهد. گروه یک تشکیل توابع، ترکیب عمل با X جایگشت�های همه مجموعه
می�دهیم. نشان SX با را آن و می�خوانیم X بر

همه مجموعه X کنیم فرض به�علاوه .H ≤ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .١٠.١.١ قضیه
دارد وجود φ : G→ SX مانند همریختی یک دراین�صورت باشد. G در H (چپ) راست همدسته�های

بنابراین، .Kerφ = CoreG(H) به�طوری�که

G

CoreG(H)
↪→ SX .



۵ گروه�ها نظریه اولیه مفاهیم .١.١

شود. مراجعه [٢٠] مرجع ۴.١.٢ قضیه به برهان.

دراین�صورت است. طبیعی عددی n آن در که ،|G : H| = n و H ≤ G کنیم فرض .١١.١.١ نتیجه

.|G
N
|
∣∣n! و N ≤ H به�طوری�که دارد N مانند نرمالی زیرگروه G

کند. عاد را |G| که باشد اولی عدد کوچک�ترین p و متناهی گروهی G کنیم فرض .١٢.١.١ نتیجه
.H ◁G آن�گاه ،|G : H| = p به�طوری�که باشد G از زیرگروهی H اگر دراین�صورت،

فرض بنابر .|G
N
|
∣∣p! و N ≤ H که دارد N مانند نرمالی زیرگروه G ،١١.١.١ نتیجه موجب به برهان.

پس .|G| = p|H|

|H
N
|
∣∣(p− ١)!

که دارد q مانند اولی عامل |G| درنتیجه و |H| درغیراین�صورت زیرا ،|H
N
| = ١ که می�آید لازم اینجا از

.q | (p− ١)! با است متناقض این و باشد ناکمتر p از باید فرض بنابر

مجموعه باشد. G از دلخواهی زیرگروه H کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف

NG(H) = {g ∈ G | Hg = H}

می�شود. نامیده G در H نرمال�ساز

هستند. [٢٠] مرجع ۵.٣.٢ و ۴.٣.٢ قضایای از برگرفته زیر قضیه دو

اگروتنهااگر H ◁K ،H ≤ K فرض با .H,K ≤ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .١۴.١.١ قضیه
است. نرمال آن در H که است G زیرگروه بزرگ�ترین NG(H) دیگر، عبارت به .K ≤ NG(H)

.G = NG(H) اگروتنهااگر H ◁Gبه�خصوص

دراین�صورت .H ≤ G و باشد گروه یک G کنیم فرض .١۵.١.١ قضیه

،CG(H) ≤ NG(H) (الف)

.Z(G) ≤ CG(H) (ب)

دراین�صورت .H ≤ G و باشد گروه یک G کنیم فرض نرمال�ساز-مرکزساز) (قضیه .١۶.١.١ قضیه

،CG(H)◁NG(H) (الف)

.NG(H)

CG(H)
↪→ Aut(H) (ب)

شود. مراجعه [٢٠] مرجع ۶.٣.٢ قضیه به برهان.
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V و U نرمال زیرگروه�های مستقیم حاصل�ضرب و متناهی گروه یک G کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف
می�بریم. کار به را زیر علامت دراین�صورت، باشد.

G = U × V = {uv | u ∈ U, v ∈ V }.

هرگاه است V زیرگروه و U نرمال زیرگروه داخلی نیم�مستقیم حاصل�ضرب G گروه .١٨.١.١ تعریف
.U ∩ V = {e} و G = UV

(به باشد. همریختی یک φ : H → Aut(K) و دلخواه گروه دو K و H کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف
عمل H × K دکارتی حاصل�ضرب در می�دهیم.) نشان φh با را φ تحت h تصویر ،H از h هر ازای

می�کنیم: تعریف را زیر دوتایی

(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, (k١φh٢)k٢).

خارجی نیم�مستقیم حاصل�ضرب را گروه این می�دهد. گروه یک تشکیل فوق عمل با H ×K مجموعه
می�دهیم. نشان H ⋉φ K علامت با را آن و می�نامیم φ عمل با K و H

یک φ : H → Aut(K) و گروه دو K و H آن در که G = H ⋉φ K کنیم فرض .٢٠.١.١ قضیه
و M ∼= H که دارد M مانند زیرگروهی و N مانند نرمالی زیرگروه G دراین�صورت است. همریختی

.M ∩N = ١ و G =MN به�طوری�که N ∼= K

: کنیم تعریف زیر صورت به را N و M است کافی برهان.

M = {(h,١) | h ∈ H}, N = {(١, k) | k ∈ K}.

آن نرمال زیرگروه یک K و متناهی گروه یک G کنیم فرض ١ زاسنهاوس) - شور (قضیه .٢١.١.١ لم

است. G
K

و K خارجی نیم�مستقیم حاصل�ضرب ،G دراین�صورت .(|K|, |G : K|) = ١ که باشد
H ∩K = {e} و G = HK در که طوری به دارد وجود |G : K| مرتبه با G از H زیرگروه یک بویژه،

می�کند. صدق

شود. مراجعه [١٧] مرجع ٣٠.١٠ قضیه به برهان.

می�نامیم p-گروه یک را G گروه باشد. اول عدد یک p و گروه یک G کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف
باشد. p از نامنفی و صحیح توانی ،G عضو هر مرتبه درصورتی�که

باشد. یکp-گروه H درصورتی�که گوییم G یکp-زیرگروه را G از H زیرگروه

یک α آن در که است pα صورت به G مرتبه آن�گاه باشد، متناهی p-گروه یک G اگر .٢٣.١.١ نتیجه
است. نامنفی صحیح عدد

١The Schur-Zassenhaus theorem
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درصورتی�که می�گوییم مقدماتی) مختصرا (یا مقدماتی آبلی را G متناهی آبلی p-گروه .٢۴.١.١ تعریف
باشد. p اول عدد ،G نابدیهی عضو هر مرتبه

باشد. pاندیس از دوری زیرگروه با ناآبلی یکp-گروه P و فرد اول عدد یک p کنیم فرض .٢۵.١.١ لم
. P ∼= Zpα−١ ⋊φ Zp دراین�صورت

: دارد را زیر نمایش P و است pα−٢ ،P مرکز مرتبه

P ∼= Mpα =
⟨
a, b | apα−١

= bp = ١, b−١ab = a١+pα−٢⟩
.

شود. مراجعه [۴] مرجع ٢.١ قضیه به برهان.

است. اول عدد یک p آن در که ،p
∣∣|G| و باشد متناهی گروه یک G کنیم فرض (کوشی) .٢۶.١.١ قضیه

دارد. p مرتبه از عضوی G دراین�صورت

شود. مراجعه [٢٠] مرجع ١.١.۴ قضیه به برهان.

عدد یک α آن در که n = pαn′ و باشد n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .٢٧.١.١ تعریف
یک را pα مرتبه از G زیرگروه هر دراین�صورت .p ∤ n′ که است اولی عدد p و است نامنفی صحیح

می�نامند. G سیلوی p-زیرگروه

اول عددی p آن در که باشد pnm مرتبه از گروهی G کنیم فرض سیلو) اول (قضیه .٢٨.١.١ قضیه
مرتبه از زیرگروهی G ،١ ≤ i ≤ n صحیح عدد هر برای دراین�صورت .(p,m) = ١ و n ≥ ١ است،

است. نرمال pi+١ مرتبه از زیرگروه یک در (٠ ≤ i < n) pi مرتبه از زیرگروه هر و دارد pi

شود. مراجعه [٢١] مرجع ٣.٩.٢ قضیه به برهان.

همه مجموعه دراین�صورت باشد. اول عدد یک p و متناهی گروه یک G کنیم فرض .٢٩.١.١ تعریف
(یا np(G) با را اخیر مجموعه اعضای تعداد و می�دهیم نشان Sylp(G) با را G سیلوی p-زیرگروه�های

می�دهیم. نمایش (np با مختصرا

قرار G از B ناتهی زیرمجموعه برای و می�گیریم نظر در متناهی گروه یک را G بعدی، نتیجه و لم در
است. x عنصر مرتبه o(x) که ψ(B) =

∑
x∈B o(x) می�دهیم

و می�گیریم نظر در را x ∈ G باشد. G نرمال دوری سیلوی p-زیرگروه یک P کنیم فرض .٣٠.١.١ لم

دراین�صورت باشد. m مرتبه از G
P

از عنصر یک Px همدسته می�کنیم فرض

ψ(Px) ≤ mψ(P ),

شود. جابه�جا P عناصر با ،x اگروتنهااگر است برقرار تساوی به�علاوه
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دراین�صورت .o(x) = mq که دارد وجود q صحیح عدد می�کند، عاد را o(x) ،m چون برهان.

بخش�پذیر p به که را، |G
P
| ،m اما است. p از توانی q که دید می�توان ،xm ∈ P چون و q = o(xm)

به�طوری�که دارد وجود n صحیح عدد یک و هستند اول هم به نسبت m و q لذا، می�کند عاد نیست،
است، اول m به نسبت n چون لذا y = (xq)n می�نویسیم و o(xq) = m حال .(m پیمانه (به qn ≡ ١

هم�چنین .o(y) = m

Py = Pxqn = (Px)qn = Px

شود. جابه�جا P عناصر با ،x اگروتنهااگر می�شود جابه�جا P عناصر با ،y است، آبلی P چون به�علاوه و
.o(x) = m کنیم فرض و دهیم قرار y به�جای را x می�توانیم بنابراین

جابه�جا u با ،x اگروتنهااگر است برقرار تساوی و o(ux) ≤ mo(u) که می�کنیم ادعا ،u ∈ P هر برای
است. زیرگروه یک ⟨u⟩⟨x⟩ و ⟨u⟩◁G بنابراین و است مشخصه P در ⟨u⟩ است، دوری P چون شود.

لذا و است ⟨u⟩⟨x⟩ عنصر یک ux حال

o(ux) ≤ |⟨u⟩⟨x⟩| = mo(u)

می�خواستیم. که همان�طور
جابه�جا u با ،x لذا و است دوری گروه یک ⟨u⟩⟨x⟩ دراین�صورت، باشد برقرار تساوی اگر هم�چنین
داریم هستند، اول هم به نسبت o(u) و o(x) چون آن�گاه، شود جابه�جا u با ،x اگر عکس به می�شود.

o(ux) = o(u)o(x) = mo(u).

حال

ψ(Px) =
∑
u∈P

o(ux) ≤
∑
u∈P

mo(u) = m
∑
u∈P

o(u) = mψ(P ).

P عناصر با ،x معادلا یا شود جابه�جا u با x ،u ∈ P هر برای اگروتنهااگر است برقرار تساوی هم�چنین
شود. جابه�جا

دراین�صورت باشد. G نرمال دوری سیلوی یکp-زیرگروه P کنیم فرض .٣١.١.١ نتیجه

ψ(G) ≤ ψ(P )ψ(
G

P
),

باشد. مرکزی G در P اگروتنهااگر است برقرار تساوی

G در P همدسته هر برای قبل، لم بردن بکار با باشد. G
P

از عنصری ،Px همدسته کنیم فرض برهان.
داریم

ψ(G) =
∑
Px∈G

P

ψ(Px) ≤
∑
Px∈G

P

o(Px)ψ(P ) = ψ(P )
∑
Px∈G

P

o(Px) = ψ(P )ψ(
G

P
).
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با ،x ∈ G عنصر هر اگروتنهااگر است برقرار تساوی قبل، لم طبق و ψ(G) ≤ ψ(P )ψ(
G

P
) بنابراین

شود. جابه�جا P عناصر

می�دهیم قرار .|G : H| = n که باشد آن از زیرگروهی H و گروه یک G کنیم فرض .٣٢.١.١ لم
و باشند G در H راست تراگرد دو {y١, . . . , yn} و {x١, . . . , xn} کنیم فرض .Ω = {١,٢, · · · , n}
وجود H از hi یک تنها و یک نیز و ،Ω از j یک تنها و یک ،Ω از i هر ازای به دراین�صورت .a ∈ G

به�طوری�که دارد

yia = hixj.

است. Ω جایگشت یک ،iσ = j ضابطه با σ : Ω→ Ω تابع به�علاوه

را G گروه ،G در H راست همدسته�های چون می�گیریم. درنظر Ω از را i ثابت ولی دلخواه عضو برهان.
مانند عضوی H درنتیجه دارد. تعلق Hxj مانند راست همدسته یک تنها و یک به yia می�کنند، افراز

به�طوری�که دارد hi

yia = hixj.

برای بنابراین .iσ = kσ = j و i, k ∈ Ω کنیم فرض حال یکتاست. hi که می�شود دیده آسانی به
اینجا، از .yka = uixj ،ui ∈ H

ui
−١yka = hi

−١yia

.Hyk = Hyi یعنی ykyi−١ ∈ H بنابراین .uihi−١ = ykyi
−١ درنتیجه و

بنابراین است. یک�به�یک σ یعنی .k = i است، G در H راست تراگرد یک {y١, . . . , yn} چون حال
.σ ∈ Sn

کنیم فرض .|G : H| = n که باشد آن از زیرگروهی H و گروه یک G کنیم فرض .٣٣.١.١ تعریف

ضابطه با T : G→ H

H ′ تابع باشد، G در H راست تراگرد یک {x١, . . . , xn}

aT =
n∏

i=١
H ′hi

می�گوییم. انتقال قبل)، لم (مطابق xia = hixj آن در که را

فوق، تعریف علامت�های و فرض�ها با .٣۴.١.١ قضیه

است، G در H راست تراگرد انتخاب از مستقل T (الف)

است. همریختی یک T (ب)

شود. مراجعه [٢٠] مرجع ٢.١.١٢ قضیه به برهان.
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کنیم فرض .|G : H| = n که باشد آن از زیرگروهی H و گروه یک G کنیم فرض .٣۵.١.١ قضیه
موجودند gm ،. . . ،g١ مانند G از اعضایی و rm ،. . . ،r١ مانند طبیعی اعدادی دراین�صورت .a ∈ G

به�طوری�که

،
m∑
t=١

rt = n (الف)

، gtartg−١
t ∈ H ،١ ≤ t ≤ m که t هر ازای به (ب)

. aT =
m∏
t=١

H ′(gta
rtg−١

t ) (ج)

h١, · · · , hn ∈ H و σ ∈ Sn پس Gمی�گیریم. Hدر راست تراگرد یک را {x١, . . . , xn} ابتدا برهان.
(با باشد هم از جدا دورهای به σ تجزیه σ = σ١ . . . σm کنیم فرض .xia = hixiσ که دارند وجود

.(١ طول به دورهای داشتن ملحوظ
سهولت و اختصار برای .

∑m
t=١ rt = n که است معلوم .σt = (jt١ . . . jtrt ) و ١ ≤ t ≤ m کنیم فرض

داریم قرارداد، این با .σt = (j١ . . . jr) می�کنیم فرض نوشتن، در

xj١a = hj١xj١σ = hj١xj٢ ,

xj٢a = hj٢xj٢σ = hj٢xj٣ ,

...

xjr−١a = hjr−١xjr ,

xjra = hjrxj١ .

که می�بینیم آسانی به اینک

xj١a
rx−١

j١
= xj١ax

−١
j٢
xj٢a

r−١x−١
j١

= hj١xj٢ax
−١
j٣
xj٣a

r−٢x−١
j١

= hj١hj٢ . . . xjrax
−١
j١

= hj١hj٢ . . . hjr .

.gt = xj١ = xjt١ : می�دهیم قرار ،١ ≤ t ≤ m که t هر ازای به حال .xj١arx−١
j١
∈ H بنابراین،

که می�کنیم ملاحظه

aT =
n∏

i=١
H ′hi =

n∏
i=١

H ′hiσ

= H ′(. . . ) . . . (hj١hj٢ . . . hjr) . . . (. . . ),
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آن�جا از σmاند. ،. . . ،σt ،. . . ،σ١ جایگشت�های به مربوط ترتیب به پرانتزها داخل عوامل آن در که

aT = H ′(g١a
r١g−١

١ ) . . . (gta
rtg−١

t ) . . . (gma
rmg−١

m ),

می�شود. ثابت حکم و

آن�گاه ،|G : H| = n اگر دراین�صورت .H ≤ Z(G) و باشد گروه یک G کنیم فرض .٣۶.١.١ قضیه
.aT = an ،a ∈ G هر ازای به

را T انتقال درنتیجه و می�گیریم یکسان H با را H
H ′ بنابراین .

H

H ′
∼= H است، آبلی H چون برهان.
گرفت. درنظر H به G از می�توان

،g١ مانند G از اعضایی و rm ،. . . ،r١ مانند طبیعی اعدادی ،٣۵.١.١ لم طبق .a ∈ G کنیم فرض
و gtartg−١

t ∈ H ،١ ≤ t ≤ m که t هر ازای به و
∑m

t=١ rt = n به�طوری�که موجودند gm ،. . .
.١ ≤ t ≤ m به�طوری�که باشد دلخواهی طبیعی عدد t کنیم فرض حال .aT =

∏m
t=١(gta

rtg−١
t )

است، مرکزی زیرگروه H چون ولی .art ∈ H یعنی .g−١
t (gta

rtg−١
t )gt ∈ H است، نرمال H چون

.aT =
∏m

t=١ a
rt = an بنابراین .gtartg−١

t = art

آن�گاه ،|G : H| = n اگر دراین�صورت .H ≤ Z(G) و باشد گروه یک G کنیم فرض .٣٧.١.١ نتیجه
است. همریختی یک aT = an ضابطه با T : G→ H تابع

باشد. G سیلوی یکp-زیرگروه P و متناهی گروه یک G اول، عدد یک p کنیم فرض .٣٨.١.١ تعریف
است. سیلو p-زیرگروه مرتبه با برابر اندیس با زیرگروه یک ،G در یکp-متمم

اول�اند. هم به نسبت n mو آن در که mnباشد مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .٣٩.١.١ قضیه
G در نرمال متمم یک H دراین�صورت، .|H| = m به�طوری�که H ≤ Z(G) می�کنیم فرض به�علاوه

.G = H ×K و دارد K مانند

چون است. همریختی یک aT = an ضابطه با T : G → H تابع ،٣٧.١.١ نتیجه موجب به برهان.
h هر ازای به اینک .λn + µm = ١ به�طوری�که موجودند µ و λ مانند صحیحی اعداد ،(m,n) = ١

داریم H از

h = hλn+µm = (hλ)n = (hλ)T.

و |K| = n که است واضح .K = KerT آن در که ،G
K
∼= H درنتیجه است. بروریختی یک T یعنی

می�شود. ثابت حکم اینجا از .H ∩K = ١ ،(m,n) = ١ چون

.a, b ∈ CG(P ) و باشد G متناهی گروه سیلوی زیرگروه یک P کنیم فرض (برنساید) .۴٠.١.١ لم
مزدوج�اند. NG(P ) در آن�گاه باشند، مزدوج G در b و a اگر دراین�صورت

شود. مراجعه [٢٠] مرجع ٢.٢.١٢ لم به برهان.



١٢ پایه مفاهیم و تعاریف .١

،P ⊆ Z(NG(P )) اگر ،٣٨.١.١ تعریف نمادگذاری به توجه با ٢ برنساید) انتقال (قضیه .۴١.١.١ قضیه
دارد. نرمال یکp-متمم G آن�گاه

انتقال بنابراین .P ′ = ١ بنابراین است. آبلی P که می�شود نتیجه P ⊆ Z(NG(P )) از ابتدا برهان.
متمم KerT می�کنیم ثابت .|G : P | = n آن در که گرفت، نظر در P به G از می�توان را T : G→ P

P ′

.aT = an ،P از a هر ازای به که می�کنیم ثابت ابتدا است. G در P نرمال
،g١ مانند G از اعضایی و rm ،. . . ،r١ مانند طبیعی اعدادی ،٣۵.١.١ لم طبق .a ∈ P کنیم فرض

به�طوری�که موجودند gm ،. . .
m∑
t=١

rt = n

و gtartg−١
t ∈ P ،١ ≤ t ≤ m که t هر ازای به و

aT =
m∏
t=١

gta
rtg−١

t .

و art ∈ CG(P ) داریم ،١ ≤ t ≤ m که t هر ازای به بنابراین .P ≤ CG(P ) است، آبلی P چون حال

gta
rtg−١

t ∈ CG(P ).

به�طوری�که دارد c مانند عضوی NG(P ) ،۴٠.١.١ لم از
gta

rtg−١
t = c−١artc.

.gtartg−١
t = art درنتیجه و c−١artc = art داشت خواهیم ،P ⊆ Z(NG(P )) و art ∈ P چون ولی

پس

aT =
m∏
t=١

art = an.

می�شود معلوم دیدیم، ٣٩.١.١ قضیه در که استدلالی مانند ،(|P |, |G : P |) = ١ این�که به توجه با اینک

با حکم و است یکریخت P با G

KerT
یکریختی، اول قضیه موجب به است. بروریختی یک T که

می�شود. ثابت K = KerT

اگر دراین�صورت باشد. آن سیلوی زیرگروه یک P و متناهی گروه یک G کنیم فرض .۴٢.١.١ نتیجه
دارد. G در نرمال متمم یک P آن�گاه ،CG(P ) = NG(P )

.P ≤ Z(CG(P )) = Z(NG(P )) نتیجه در و است آبلی P ،P ≤ NG(P ) = CG(P ) چون برهان.
بندیم. کار به را برنساید قضیه است کافی اینک

عدد کوچکترین p آن در که باشد G متناهی گروه سیلوی یکp-زیرگروه P کنیم فرض .۴٣.١.١ نتیجه
دارد. G در نرمال متمم یک P آن�گاه باشد، دوری P اگر دراین�صورت می�کند. عاد را |G| که است اولی

٢Burnside’s transfer theorem



١٣ گروه�ها نظریه اولیه مفاهیم .١.١

نرمال�ساز- قضیه موجب به .CG(P ) = NG(P ) که کنیم ثابت است کافی قبل نتیجه طبق برهان.
مرکزساز،

NG(P )

CG(P )
↪→ Aut(P ).

داشت خواهیم ،|P | = pm فرض با است، دوری P چون

|Aut(P )| = pm−١(p− ١).

آن�جا، از .p ∤ |NG(P )

CG(P )
| نتیجه، در .P ≤ CG(P ) که می�شود معلوم P بودن آبلی از طرفی از

باید است، |G| اول عامل کوچک�ترین p چون .|NG(P )

CG(P )
|
∣∣p− ١ بنابراین، .(pm−١, |NG(P )

CG(P )
|) = ١

باشیم داشته

|NG(P )

CG(P )
| = ١.

می�شود. ثابت حکم و CG(P ) = NG(P ) نتیجه، در

نرمال سیلوی زیرگروه یک اول، عدد اندیس از دوری زیرگروه یک شامل متناهی گروه هر .۴۴.١.١ قضیه
دارد.

با باشد. G در p اول عدد اندیس از دوری زیرگروه یک C و متناهی گروه یک G کنیم فرض برهان.
دراین�صورت باشد، یکp-گروه G اگر می�کنیم. ثابت را حکم ،|G| متمایز اول عوامل تعداد روی استقرا
که باشد داشته وجود p از متمایز r اول عدد کنیم فرض است. نرمال سیلوی p-زیرگروه یک خودش G

می�کند. عاد را |G|
لذا نیست، بخش�پذیر r به |G : R| = p.|C : R| حال باشد. C سیلوی r-زیرگروه یک R کنیم فرض
R می�کنیم فرض است. برقرار حکم آن�گاه باشد، نرمال G در R اگر است. G سیلوی r-زیرگروه یک R

.C ≤ NG(R) < G لذا است نرمال C دوری زیرگروه در R حال نباشد. نرمال G در
به بنا لذا ،R ≤ Z(NG(R)) ویژه، به .NG(R) = C باید است، G در اول عدد اندیس از C چون

.CN = G لذا و RN = G بنابراین دارد. N نرمال r-متمم یک G برنساید، انتقال قضیه
و است دوری N ∩ C است، دوری C چون حال

|N : N ∩ C| = |CN : C| = |G : C| = p.

S نابدیهی نرمال سیلوی زیرگروه یک N استقرا، به بنا دراین�صورت باشد. نابدیهی N ∩ C کنیم فرض
|N | و |G : N | چون می�کنیم مشاهده است. نرمال G در S لذا است، مشخصه N در S واقع، در دارد.

. است G سیلوی زیرگروه یک S لذا، هستند اول هم به نسبت
دراین�صورت .N ∩ C = ١ کنیم فرض

|G| = |NC| = |N ||C|
|N ∩ C|

=
( |G|
|R|)(

|G|
p
)

١ ,



١۴ پایه مفاهیم و تعاریف .١

۴٣.١.١ نتیجه لذا، هستند G دوری زیرگروه�های P و R حال .|G| = prα ،α مثبت توان� برای لذا
p-متمم یک G آن�گاه ،p < r اگر و دارد نرمال r-متمم یک G آن�گاه ،r < p اگر که می�کند ایجاب

دارد. وجود G نرمال سیلوی زیرگروه یک مورد، دو هر در دارد. نرمال

گراف�ها از �مفاهیمی ٢.١

هستند. ساده گراف�های گراف�ها، از منظور پایان�نامه این در

دراین�صورت .E ⊆ V ×V = {(a, a) | a ∈ V } و باشد مجموعه یک V کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
می�نامیم. جهت�دار گراف یک را (V,E)

می�کنیم. استفاده a→ b نماد از آن�گاه ،(a, b) ∈ E اگر

از کامل گراف یک مجاورند. رأس دو هر آن، در که است ساده�ای گراف ، کامل گراف .٢.٢.١ تعریف
می�شود. داده نشان Kn با n مرتبه

است.
(
n

٢

)
برابر یال�ها تعداد لذا و n− ١ برابر کامل گراف در رأس هر درجه

می�نامیم. A گراف زبرگراف را B گراف آن�گاه باشد، B گراف از زیرگرافی A گراف اگر .٣.٢.١ تعریف

با ساده�ای گراف ،n مرتبه از مسیر یک .V = {v١, . . . , vn} و n ≥ ٢ کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
نشان Pn با که است {{v١, v٢}, {v٢, v٣}, . . . , {vn−١, vn}} یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه

می�دهیم.

و {v١, . . . , vn} رئوس مجموعه با گرافی ،n مرتبه از دور یک .n ≥ ٣ کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان Cn با که است {{v١, v٢}, {v٢, v٣}, . . . , {vn−١, vn}, {vn, v١}} یال�های مجموعه

افزایش را همبندی مولفه�های تعداد آن، حذف که است رأسی گراف، یک برشی رأس .۶.٢.١ تعریف
می�دهد.

گراف همبندی مولفه�های تعداد آن، حذف با که است یالی ،G گراف در برشی یال یک .٧.٢.١ تعریف
می�شود. بیش�تر حاصل،

کم�ترین آن�گاه باشد، غیرکامل گراف یک G اگر باشد. n مرتبه از گرافی G کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف
نشان κ(G) با و نامیده G (رأسی) همبندی می�کند، ناهمبند را G گراف آن�ها، حذف که رئوسی تعداد

می�دهیم.
می�کنیم. تعریف n− ١ را آن همبندی ،G بودن کامل درصورت

یا ناهمبند گراف یک آن�ها، حذف با که رئوسی تعداد کم�ترین با است برابر κ(G) (الف) .٩.٢.١ گزاره
می�آید. بدست بدیهی



١۵ گراف�ها از �مفاهیمی .٢.١

بدیهی. یا باشد ناهمبند G اگروتنهااگر κ(G) = ٠ (ب)

باشد. برشی رأس دارای و همبند گراف یک G یا G = K٢ اگروتنهااگر κ(G) = ١ (ج)

.κ(G) ≥ k هرگاه می�نامیم k-همبند را G گراف .١٠.٢.١ تعریف
رأس، k حذف با اما است همبند حاصل گراف شود، حذف رأس k از کم�تر اگر k-همبند، گراف یک در

نباشد. یا باشد همبند حاصل، گراف است ممکن

نیست. k-همبند ،k ≥ ١ برای اما ؛ است ٠-همبند بدیهی، گراف (الف) .١١.٢.١ گزاره

هست. نیز ١-همبند آن�گاه باشد، همبند اگر آن، بر علاوه است. ٠-همبند نابدیهی گراف هر (ب)

باشد داشته وجود θ : VG → VH دوسویی تابع هرگاه گوییم یکریخت را H و Gگراف .١٢.٢.١ تعریف
باشیم داشته u, v ∈ VG برای به�طوری�که

uv ∈ EG ⇐⇒ θ(u)θ(v) ∈ EH

می�نامیم. H و G بین یکریختی یک نیز را θ .G ∼= H می�نویسیم دراین�صورت

یال�هایش که کرد رسم طوری صفحه در را آن بتوان هرگاه می�نامیم مسطح را G گراف .١٣.٢.١ تعریف
کنند. قطع را همدیگر انتهایی رئوس در تنها

دارد. را Gرئوس همه که است دوری ،G گراف در هامیلتونی دور یک .١۴.٢.١ تعریف
می�نامیم. هامیلتونی گراف یک را G آن�گاه باشد، هامیلتونی دور دارای G اگر

هر یا K٣,٣ یا K۵ شامل G اگروتنهااگر است مسطح G گراف یک (کوراتوفسکی) .١۵.٢.١ قضیه
نباشد. زیرگراف یک عنوان به آن�ها با همسانریخت گراف

گراف ،S ⊆ V ناتهی مجموعه هر برای آن�گاه باشد، داشته هامیلتونی دور یک G اگر .١۶.٢.١ گزاره
دارد. مولفه |S| حداکثر ،G− S

به ورودی�های و برود S به تواند می تنها هامیلتونی دور ،G − S مولفه یک از خروج حین در برهان.
باشد. داشته رأس ،G− S مولفه�های اندازه به حداقل باید S بنابراین بروند. S متمایز رئوس به باید S





٢ فصل

نیم�گروه�ها توانی گراف

گروه�ها و نیم�گروه�ها توانی گراف ١.٢

رأس دو و است S آن، رئوس مجموعه که است گرافی ،P(S) ،S نیم�گروه توانی گراف .١.١.٢ تعریف
.bm = a یا am = b ،m مثبت صحیح عدد برخی برای و a ̸= b اگروتنهااگر مجاورند b و a

.g ∈ G و باشد متناهی گروه یک G کنیم فرض .٢.١.٢ تعریف

یال مجموعه و Gرئوس مجموعه با گرافی ،−→P (G) ،G گروه جهت�دار توانی گراف (الف)

−→
E (G) = {(g, h)| g, h ∈ G, h ∈ ⟨g⟩ − {g}}

که دارد وجود زمانی دیگری عنصر به گروه عنصر یک از جهت�دار یال یک دیگر، عبارت به است
باشد. آن از متمایز و اولی از مثبتی توان دومی

می�دهد: نشان را Z۶ گروه مستقیم توانی گراف زیر شکل

یال مجموعه و Gرئوس مجموعه با گرافی ،P(G) ،G گروه توانی گراف (ب)

E(G) = {{g, h}|(g, h) ∈
−→
E (G) یا (h, g) ∈ −→E (G)}

باشد. دیگری از مثبتی توان آن�ها از یکی اگر، مجاورند گروه متمایز عنصر دو که است

می�دهد: نشان را Z۶ گروه توانی گراف زیر شکل



١٨ نیم�گروه�ها توانی گراف .٢

مجموعه .e٢ = e اگر می�شود گفته خودتوان e ∈ S عنصر باشد. متناهی نیم�گروه یک S کنیم فرض
m ∈ N ،a ∈ S هر برای است، متناهی S چون می�دهیم. نشان E(S) با را S خودتوان�های همه
،e, f ∈ E(S) برای می�شود بررسی راحتی به هم�چنین است. خودتوان یک am به�طوری�که دارد وجود

آن�گاه ،an = f و am = e اگر

e = am ⇒ e = en = (am)n = (an)m = fm = f.

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را S روی ρ دوتایی رابطه
aρb⇔ ∃m ∈ N, am = bm. (١.٢)

عناصر زوج هر برای که می�دهیم نشان ادامه در است. S روی هم�ارزی رابطه یک ρ که است واضح
بنابراین شوند. وصل هم به P(S) گراف در مسیر یک توسط b و a اگروتنهااگر aρb ،a, b ∈ S متمایز

هستند. P(S) مولفه�های دقیقاً ،ρ تحت هم�ارزی رده�های

رابطه ρ دراین�صورت باشد. S نیم�گروه روی هم�ارزی رابطه یک ρ ⊆ S×S کنیم فرض .٣.١.٢ تعریف
آن�گاه ،sρt که s, t, u ∈ S هر برای اگر می�شود نامیده S روی هم�نهشتی

(su)ρ(tu) و (us)ρ(ut).

،s, t, u, v ∈ S هر برای اگروتنهااگر است هم�نهشتی S نیم�گروه روی ρ هم�ارزی رابطه

sρt , uρv ⇒ (su)ρ(tv).

باشد. ١.٢ معادله توسط تعریف�شده دوتایی رابطه یک ρ و متناهی نیم�گروه یک S کنیم فرض .۴.١.٢ لم
،e ∈ E(S) و m١,m٢ ∈ N برخی برای اگروتنهااگر aρb ،a, b ∈ S هر برای دراین�صورت

am١ = bm٢ = e.

متناهی S چون .am = bm که دارد وجود m ∈ N دراین�صورت .(a, b ∈ S) ،aρb کنیم فرض برهان.
دراین�صورت .bn٢ = f و an١ = e ،e, f ∈ E(S) برای به�طوری�که دارند وجود n١, n٢ ∈ N است،

e = amn١n٢ = bmn١n٢ = f.

.am١ = bm٢ = e ∈ E(S) ،m١ = m٢ = mn١n٢ برای بنابراین
.am١ = bm٢ = e ،e ∈ E(S) و m١,m٢ ∈ N برخی برای به�طوری�که a, b ∈ S کنیم فرض : عکس

.aρb یعنی m = m١m٢ که am = bm دراین�صورت



١٩ گروه�ها و نیم�گروه�ها توانی گراف .١.٢

a دراین�صورت .a ̸= b به�طوری�که a, b ∈ S و باشد متناهی نیم�گروه یک S کنیم فرض .۵.١.٢ قضیه
.aρb اگروتنهااگر می�شوند وصل هم به P(S) گراف در مسیر یک توسط b و

متصل هم به P(S) گراف در (a, c١, c٢, . . . , ck, b) مسیر توسط که a, b ∈ S کنیم فرض برهان.
.cm١ = a یا am = c١ ،m ∈ N برخی ازای به لذا است مجاور P(S) در a با c١ چون حال هستند.
هر برای مسیر طول روی استقرا با بنابراین، .aρc١ داریم ۴.١.٢ لم طبق حالت، دو هر در دراین�صورت

.aρb داریم ،ρ تعدی به بنا لذا .ckρb و ciρci+١ داریم i = ١,٢, . . . , k − ١
،۴.١.٢ لم طبق دراین�صورت .am = bm داردکه وجود m ∈ N دراین�صورت .aρb کنیم فرض : عکس

n ∈ N برخی برای

an = e = bn.

هستند. متصل هم به مسیر یک با b و a بنابراین باشند. مجاور e با دو هر b و a می�کند ایجاب که

مجاور S در خودتوان یک تنها و یک با P(S) در رأس هر که است واضح فوق مطلب از حال
خودتوان یک شامل P(S) مولفه هر یعنی نیستند، متصل مسیر یک توسط خودتوانی دو هیچ و است
خلاصه زیر نتیجه در را نکته این می�شود. است، مجاور مولفه آن دیگر رأس هر با که منحصربه�فرد،

یعنی می�دهیم نمایش Ce با را ρ تحت e ∈ E(S) هم�ارزی رده می�کنیم.

Ce = {a ∈ S | aρe} = {a ∈ S | ∃m ∈ N, am = e}.

باشد، جابه�جایی S اگر به�علاوه هستند {Ce | e ∈ E(S)} دقیقاً ،P(S)گراف مولفه�های .۶.١.٢ نتیجه
است. S زیرنیم�گروه یک Ce ،e ∈ E(S) هر برای آن�گاه

می�آید. بدست زیر نتیجه ،P(S) گراف مولفه�های خصوصیات طبق

S اگروتنهااگر است همبند P(S) دراین�صورت باشد. متناهی نیم�گروه یک S کنیم فرض .٧.١.٢ نتیجه
باشد. واحد خودتوان یک شامل

داریم. گروه�ها برای را زیر نتیجه اساس، این بر

است. همبند همیشه P(G) آن�گاه باشد، متناهی گروه یک G اگر .٨.١.٢ نتیجه

می�رسیم. زیر گزاره به کلی، حالت در

شامل S دراین�صورت است. همبند P(S) به�طوری�که باشد نیم�گروه یک S کنیم فرض .٩.١.٢ گزاره
است. خودتوان یک حداکثر

یکمسیر (e, a١, a٢, . . . , an, an+١ = f) و باشند E(S) در متمایز عنصر دو f و e فرضکنیم برهان.
.(et = e ̸= a١ ،t ∈ N هر برای (چون am١ = e که دارد وجود m ∈ N دراین�صورت باشد. f و e بین



٢٠ نیم�گروه�ها توانی گراف .٢

وجود n٢ ∈ N درغیراین�صورت .amn١
٢ = e لذا .an١٢ = a١ که دارد وجود n١ ∈ N کنیم فرض حال

می�کند ایجاب که an٢١ = a٢ که دارد

am٢ = a
mn٢
١ = e.

که ،e = akn+١ = fk = f بنابراین .akn+١ = e که دارد وجود k ∈ N مسیر، طول روی استقرا با
می�شود. حاصل نتیجه لذا است. تناقض

می�بینیم اما است واحد خودتوان با (گروه) نیم�گروه یک (Z,+) زیرا نیست برقرار بالا گزاره عکس
است. ناهمبند P(Z,+) که

باشد داشته وجود x ∈ S عنصر یک ،a ∈ S هر برای اگر می�نامیم منظم را S نیم�گروه .١٠.١.٢ تعریف
.axa = a به�طوری�که

خودتوان یک شامل S اگروتنهااگر است گروه یک S و است خودتوان� عنصر شامل S منظم نیم�گروه
داریم بنابراین باشد. واحد

است. گروه S آن�گاه باشد، همبند P(S) اگر باشد. منظم نیم�گروه یک S کنیم فرض .١١.١.٢ نتیجه

عنصر هر اگروتنهااگر است همبند P(G) دراین�صورت باشد. گروه یک G کنیم فرض .١٢.١.٢ قضیه
باشد). تاب�دار گروه یک G (یعنی باشد متناهی مرتبه از ،G

مسیر دراین�صورت باشد. G از عنصر یک a ̸= e کنیم فرض باشد. همبند P(G) کنیم فرض برهان.
.an١ = e داریم n ∈ N برخی برای ،a١ ̸= e چون دارد. وجود P(G) در (e = a٠, a١, . . . , ak = a)

که دارد وجود (m > ١) m ∈ N مجاورند، P(G) در a٢ و a١ چون

am١ = a٢ یا am٢ = a١.

.an٢ = amn
١ = e دراین�صورت ،am١ = a٢ اگر

مسیر طول روی استقرا با است. متناهی o(a٢) حالت دو هر در لذا .amn
٢ = an١ = e درغیراین�صورت

است. متناهی o(a) که دهیم نشان می�توانیم
است. همبند P(G) لذا است. مجاور e با رأس هر که درمی�یابیم قضیه، عکس برای

نیست. همبند P(G) آن�گاه باشد، نامتناهی دوری گروه یک G اگر .١٣.١.٢ نتیجه

اما نیست. همبند P(Z,+) قبل نتیجه به توجه با

(Z۵[x],+), (Z٣[x],+), (Z۵[x]× Z٣[x],+)

حلقه جمعی گروه (Zm[x],+) که است همبند آن�ها توانی گراف لذا و هستند نامتناهی تاب�دار گروه�های
است. Zm[x] چندجمله�ای

می�کند. مشخص را است، کامل P(S) که ،S نیم�گروه�های رده بعدی، مطلب



٢١ گروه�ها و نیم�گروه�ها توانی گراف .١.٢

زیرنیم�گروه�های اگروتنهااگر است دراین�صورتP(S)کامل باشد. یکنیم�گروه S فرضکنیم .١۴.١.٢ گزاره
،S١, S٢ ∈ S دوری زیرنیم�گروه دو هر برای (یعنی باشند مرتب خطی شمول، رابطه به توجه با S دوری

.(S٢ ⊆ S١ یا S١ ⊆ S٢

دو ،S٢ = ⟨b⟩ و S١ = ⟨a⟩ کنیم فرض باشد. کامل ،S نیم�گروه توانی گراف کنیم فرض برهان.
لذا و مجاورند b و a است، کامل P(S) چون باشند. S دوری زیرنیم�گروه

⟨a⟩ ⊆ ⟨b⟩ یا ⟨b⟩ ⊆ ⟨a⟩,

هستند. مرتب خطی شمول، رابطه به توجه با S دوری زیرنیم�گروه�های لذا .S٢ ⊆ S١ یا S١ ⊆ S٢ یعنی
مرتب خطی شمول، رابطه به توجه با S دوری زیرنیم�گروه�های که باشد نیم�گروه یک S کنیم فرض به�عکس،

دراین�صورت باشند. S در b و a کنیم فرض باشند.

⟨a⟩ ⊆ ⟨b⟩ یا ⟨b⟩ ⊆ ⟨a⟩,

است. کامل P(S) گراف بنابراین باشد. مجاور P(S) در b با a می�کند ایجاب که

برای اگروتنهااگر است کامل P(G)دراین�صورت باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض .١۵.١.٢ قضیه
باشد. pm یا ١ مرتبه از دوری گروه یک G ،m ∈ N و p اول عدد

و p اول عدد برای کنیم فرض است. رأس یک با کامل گراف یک P(G) آن�گاه ،|G| = ١ اگر برهان.
،n از d مقسوم�علیه هر برای دراین�صورت باشد. n = pm مرتبه از متناهی دوری گروه یک G ،m ∈ N

هستند: زیر صورت به ،G (دوری) زیرگروه�های و دارد وجود d مرتبه از منحصربه�فرد زیرگروه یک

G٠ ⊆ G١ ⊆ G٢ ⊆ · · · ⊆ Gm(= G),

است. کامل P(G) ،١۴.١.٢ گزاره بنابر .|Gi| = pi که
که می�کنیم ادعا ابتدا باشد. کامل P(G) و |G| > ١ که باشد متناهی گروه یک G کنیم فرض به�عکس،

به�طوری�که دارد b و a عنصر دو حداقل G دراین�صورت نباشد، اگر است. دوری G

a /∈ ⟨b⟩ و b /∈ ⟨a⟩,

است. کامل P(G) این�که با است متناقض که نباشند مجاور P(G) در b و a می�کند ایجاب که
با b و a عناصر شامل G دراین�صورت باشند. |G| متمایز اول عامل دو q و p کنیم فرض آخر در

دراین�صورت اما است. q و p ترتیب به مرتبه�های

⟨a⟩ ⊈ ⟨b⟩ و ⟨b⟩ ⊈ ⟨a⟩.

برای لذا است. تناقض که نیست کامل P(G) بنابراین و ندارد وجود P(G) در b و a بین یالی هیچ لذا
.|G| = pm،m ∈ N و p اول عدد



٢٢ نیم�گروه�ها توانی گراف .٢

(Zn, .) نیم�گروه توانی گراف ٢.٢

تحت n پیمانه به صحیح اعداد نیم�گروه ،(Zn, .) خاص، متناهی نیم�گروه یک روی گراف بخش، این در
می�کنیم مشاهده را P(Zn)گراف ویژگی�های برخی ادامه در می�کنیم. مطالعه را هم�ارزی، کلاس�های ضرب
خودتوان�های توسط کاملا P(S) مولفه�های چون کرد. خواهد کمک P(Zn) گراف توصیف در ما به که
کاملا را Zn خودتوان�های همه می�خواهیم ببینید)، را ۶.١.٢ (نتیجه شدند مشخص S متناهی نیم�گروه

کنیم. مشخص

و ٠̄ ،Zn خودتوان�های تنها دراین�صورت .n = pm ،m ∈ N و p اول عدد برای کنیم فرض .١.٢.٢ لم
هستند. ١̄

دراین�صورت .(pm پیمانه (به e٢ ≡ e دراین�صورت باشد. خودتوان یک ē ∈ Zn کنیم فرض برهان.

pm | (e٢ − e) = e(e− ١)

می�خواستیم. که همان�طور ،ē = ١̄ یا ē = ٠̄ لذا .pm | e− ١ یا pm | e می�کند ایجاب که

اعداد piها که می�گیریم نظر در n = p
n١
١ p

n٢
٢ . . . pnk

k صورت به را n ،n > ١ برای بخش، ادامه برای
که می�دانیم [١٢] از دراین�صورت .ni ∈ N ، i = ١,٢, . . . , k (k ∈ N) هر برای و هستند متمایز اول

حلقه عنوان به

Zn
∼= Zp

n١
١
× · · · × Zp

nk
k
.

یکریختی ضرب) (تحت نیم�گروه عنوان به بنابراین

f : Zn → Zp
n١
١
× · · · × Zp

nk
k

: می�شود تعریف زیر ضابطه با
f([a]n) = ([a]pn١١

, [a]pn٢٢
, . . . , [a]pnk

k
). (٢.٢)

می�کنیم تعریف .n = p
n١
١ p

n٢
٢ . . . pnk

k کنیم فرض .٢.٢.٢ تعریف

PFS[n] = {p١, p٢, . . . , pk} و π[n] = p١p٢ . . . pk.

.π[١] = ١ و PFS[١] = ∅ می�کنیم قرارداد و

صورت به Zn از ē (ضربی) خودتوان هر .٣.٢.٢ نتیجه

ē = (ē١, ē٢, . . . , ēk) ∈ Zp
n١
١
× · · · × Zp

nk
k

کل تعداد به�علاوه .(pni
i پیمانه (به e ≡ ei و ēi = ١̄ یا ēi = ٠̄ ،i = ١,٢, . . . , k هر برای که است

.٢|PFS[n]| با است برابر Zn (ضربی) خودتوان�های



٢٣ (ZN , .) نیم�گروه توانی گراف .٢.٢

از خودتوان یک (ē١, ē٢, . . . , ēk) که حقیقت این و ١.٢.٢ لم از اثبات برهان.

Zp
n١
١
× · · · × Zp

nk
k

می�شود. نتیجه باشد، Zp
ni
i
در خودتوان یک ēi ،i = ١,٢, . . . , k هر برای اگروتنهااگر است،

که باشد Zn در خودتوان یک ē کنیم فرض .۴.٢.٢ نتیجه

PFS[(n, e)] = {p١, p٢, . . . , pr}.

ē = (ē١, ē٢, . . . , ēk)دراین�صورت است.) e و nمشترک مقسوم�علیه بزرگ�ترین ،(n, e) از منظور (که
.ēi = ١̄ ،r + ١ ≤ i ≤ k هر برای و ēi = ٠̄ ،١ ≤ i ≤ r هر برای که

٣.٢.٢ نتیجه از اثبات لذا .i ∈ {r + ١, r + ٢, . . . , k} اگروتنهااگر (e, pni
i ) = ١ به�وضوح برهان.

می�آید. بدست

به�طوری�که باشند Zn خودتوان�های f̄ و ē کنیم فرض .۵.٢.٢ نتیجه

PFS[(n, e)] = PFS[(n, f)].

.(n پیمانه (به e ≡ f دراین�صورت

می�آید. بدست ۴.٢.٢ نتیجه از برهان.

دراین�صورت . ā, b̄ ∈ Zn ،n > ١ صحیح عدد برای کنیم فرض .۶.٢.٢ لم

āρb̄⇔ PFS[(n, a)] = PFS[(n, b)].

.(n پیمانه (به am ≡ bm ،m ∈ N برای تعریف طبق دراین�صورت .āρb̄ کنیم فرض برهان.
.p | a می�دهد نتیجه که p | am لذا .p | bm دراین�صورت p ∈ PFS[(n, b)] کنیم فرض

بنابراین .p ∈ PFS[(n, a)] لذا

PFS[(n, b)] ⊆ PFS[(n, a)]

است. برقرار نتیجه لذا .PFS[(n, a)] ⊆ PFS[(n, b)] مشابه طور به
می�گیریم نظر در را e, f ∈ E(Zn) و m١,m٢ ∈ N .PFS[(n, a)] = PFS[(n, b)] کنیم فرض عکس،

دراین�صورت .bm٢ = f و am١ = e به�طوری�که

PFS[(n, a)] = PFS[(n, e)]

و

PFS[(n, b)] = PFS[(n, f)]

می�دهد نتیجه

PFS[(n, e)] = PFS[(n, f)]

.āρb̄ لذا .ām١ = b̄m٢ بنابراین .ē = f̄ ،۵.٢.٢ نتیجه به بنا لذا



٢۴ نیم�گروه�ها توانی گراف .٢

،P(Zn)مولفه�های که می�دانیم ۶.١.٢ نتیجه طبق است، متناهی جابه�جایی نیم�گروه یک ،(Zn, .) چون
خودتوان یک شامل و است Zn زیرنیم�گروه یک ،Cē هم�نهشتی رده هر که هستند ρ هم�نهشتی رده�های دقیقاً
منحصراً ،Cē هم�نهشتی رده چنین هر که داریم ۶.٢.٢ لم و ۵.٢.٢ نتیجه از حال می�شود. ē منحصربه�فرد
استفاده Cē جای به CS نماد از ادامه در لذا مشخصمی�شود. PFS[n] از PFS[(n, e)] زیرمجموعه توسط
گروه می�دهیم. توضیح را (Zn, .) خاص نیم�گروه پیرامون نتایجی زیر، در .S = PFS[(n, e)] که می�کنیم

حقیقت، در می�دهیم. نمایش Un با را Zn حلقه یکه�های

Un = {ā ∈ Zn | (n, a) = ١}.

Zn از {CS | S ⊆ PFS[n]} زیرنیم�گروه�های مجموعه دقیقاً ،P(Zn) گراف مولفه�های .٧.٢.٢ نتیجه
که است

CS = {ā ∈ Zn | PFS[(n, a)] = S}.

است. (Un, .) گروه ،C∅ به�ویژه

کنیم فرض .٨.٢.٢ لم

n = p
n١
١ p

n٢
٢ . . . pnk

k ، S = {p١, p٢, . . . , pr} و m = p
nr+١
r+١ p

nr+٢
r+٢ . . . p

nk
k .

دراین�صورت

x̄ = (x̄١, . . . , x̄r, x̄′) ∈ CS

.(x′,m) = ١ و pi | xi ،i = ١,٢, . . . , r هر برای اگروتنهااگر (x̄′ ∈ Zm و x̄i ∈ Zp
ni
i
(که

دراین�صورت .n = p
n١
١ p

n٢
٢ . . . pnr

r . . . pnk
k کنیم فرض برهان.

Zn
∼= Zp

n١
١
× · · · × Zpnr

r
× Zm

.PFS[(n, x)] = {p١, p٢, . . . , pr}دراین�صورت .x̄ ∈ CS کنیم فرض .m = p
nr+١
r+١ p

nr+٢
r+٢ . . . p

nk
k که

(به x ≡ x′ و xi ≡p
ni
i
x به�طوری�که x̄′ ∈ Zm و x̄i ∈ Zp

ni
i
که x̄ = (x̄١, . . . , x̄r, x̄′) کنیم فرض

.pi | xi ،i = ١,٢, . . . , r هر برای لذا و pi | x ،i = ١,٢, . . . , r هر برای حال .(m پیمانه
.x = x′ + km که دارد وجود k ∈ N لذا (m پیمانه (به x ≡ x′

.d | (m,x) می�دهد نتیجه که d | x بنابراین d | m و d | x′ دراین�صورت .d = (x′,m) کنیم فرض
.(m,x′) = ١ لذا و d = ١ دراین�صورت .(m,x) = ١ اما

،i = ١,٢, . . . , r هر برای لذا .(x′,m) = ١ و pi | xi ،i = ١,٢, . . . , r هر برای کنیم فرض به�عکس،
لذا .(m,x) = ١ داریم ،(m پیمانه (به x ≡ x′ چون هم�چنین .pi | x

PFS[(n, x)] = {p١, p٢, . . . , pr}

.x̄ ∈ CS بنابراین



٢۵ (ZN , .) نیم�گروه توانی گراف .٢.٢

pZpn ،n ∈ N و p اول عدد برای می�آورد. فراهم CS مولفه�های از کاملی خصوصیات زیر، قضیه
یعنی است p̄ ∈ Zpn توسط شده تولید Zpn دوری زیرنیم�گروه

pZpn = {pk ∈ Zpn | k = ٠,١,٢, . . . , pn−١ − ١}.

دراین�صورت .S = {p١, p٢, . . . , pr} و n = p
n١
١ p

n٢
٢ . . . pnk

k کنیم فرض .٩.٢.٢ قضیه

CS
∼= p١Zp

n١
١
× p٢Zp

n٢
٢
× · · · × prZpnr

r
× Um,

.|CS| =
ϕ(n)

ϕ(π[(n, a)])
،a ∈ CS هر برای و m = p

nr+١
r+١ p

nr+٢
r+٢ . . . p

nk
k که

که باشیم داشته توجه برهان.

x̄ =(x̄١, . . . , x̄r, x̄′) ∈ CS

⇔ pi | xi i = ١,٢, . . . , r هر برای و (m,x′) = ١ (٨.٢.٢ لم (طبق

⇔ x̄i ∈ piZp
ni
i

i = ١,٢, . . . , r هر برای و x̄′ ∈ Um

⇔ (x̄١, . . . , x̄r, x̄′) ∈ p١Zp
n١
١
× p٢Zp

n٢
٢
× · · · × prZpnr

r
× Um.

لذا .CS
∼= p١Zp

n١
١
× p٢Zp

n٢
٢
× · · · × prZpnr

r
× Um بنابراین

|CS| = |p١Zp
n١
١
× p٢Zp

n٢
٢
× · · · × prZpnr

r
× Um|

= |p١Zp
n١
١
| × |p٢Zp

n٢
٢
| × · · · × |prZpnr

r
| × |Um|

= p
n١−١
١ p

n١−٢
٢ . . . pnr−١

r ϕ(m) =
ϕ(n)

ϕ(p١p٢ . . . pr)
=

ϕ(n)

ϕ(π[(n, a)])
,

داشتیم. نیاز که همانطور

دراین�صورت .x̄ ∈ CS و S = {p١, p٢, . . . , pr} ،n = p
n١
١ p

n٢
٢ . . . pnk

k کنیم فرض .١٠.٢.٢ گزاره
.x̄l = ēS آن�گاه باشد، CS منحصربه�فرد خودتوان ēS و l = |CS| اگر

،ni = ١ برای که کنیم (توجه است ٠̄ ،piZp
ni
i
در خودتوان تنها ،i هر برای داریم ،١.٢.٢ لم طبق برهان.

در ēS منحصربه�فرد خودتوان بنابراین .(p̄i = ٠̄

CS
∼= p١Zp

n١
١
× p٢Zp

n٢
٢
× · · · × prZpnr

r
× Um

.x̄ = (x̄١, x̄٢, . . . , x̄r, x̄′) دراین�صورت x̄ ∈ CS کنیم فرض حال است. (٠̄, ٠̄, . . . , ٠̄, ١̄) برابر
هر برای می�کند ایجاب که pni−١

i ≥ ni داریم ،ni > ١ برای و piZp
ni
i

= {٠̄} ،ni = ١ برای حال

.(pni
i پیمانه (به xp

ni−١
i

i ≡ ٠ ،i = ١,٢, . . . , r
،l = p

n١−١
١ p

n١−٢
٢ . . . pnr−١

r ϕ(m) چون حال .(m پیمانه (به (x′)ϕ(m) ≡ ١ ،(x′,m) = ١ چون
،x̄l = ēS بنابراین .(m پیمانه (به (x′)l ≡ ١ و i = ١,٢, . . . , r برای (pni

i پیمانه (به xli ≡ ٠ داریم
داشتیم. نیاز که همان�طور





٣ فصل

توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین
متناهی گروه�های

توانی گراف�های در یال�ها ١.٣

عنصر یک عنوان به را g مرتبه o(g) کنیم فرض ،g ∈ G هر برای باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض
می�کند. مشخص P(G) راس یک عنوان به را g درجه ،deg(g) و گروه

یال یک زیرا دارد، را o(g) − ١ خروجی درجه ،g که می�کنیم مشاهده می�گیریم. نظر در را g ∈ G

g به h ∈ G − {g} هر از جهت�دار یال یک دارد. وجود ⟨g⟩ − {g} عنصر هر به g ∈ G از جهت�دار
است. |{h ∈ G− {g} | g ∈ ⟨h⟩}| ،g ورودی درجه بنابراین دارد. وجود g ∈ ⟨h⟩ برای

به ،←→P (G) از ←→E (G) دوطرفه یال مجموعه باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض .١.١.٣ تعریف
صورت

{{g, h} | (g, h) ∈ −→E (G) , (h, g) ∈ −→E (G)}

می�شود. تعریف
است. دیگری از مثبتی توان کدام هر که است متمایز عناصر زوج از E→←متشکل (G) دیگر عبارت به

دراین�صورت باشند. G از متمایزی عناصر h و g متناهی، گروه یک G کنیم فرض .٢.١.٣ لم
.⟨g⟩ = ⟨h⟩ اگروتنهااگر {g, h} ∈ ←→E (G)

می�شود. نتیجه جهت�دار توانی گراف در مجاورت تعریف از مستقیماً برهان.

دراین�صورت باشد. n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .٣.١.٣ لم

|
−→
E (G)| =

∑
g∈G

(o(g)− ١), (١.٣)



٢٨ متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣

|
←→
E (G)| = ١

٢
∑
g∈G

(ϕ(o(g))− ١), (٢.٣)

|E(G)| = |
−→
E (G)| − |

←→
E (G)| = ١

٢
∑
g∈G

(٢o(g)− ϕ(o(g))− ١). (٣.٣)

می�شماریم. بار یک را جهت�دار یال هر لذا و می�کنیم جمع را رئوس خروجی درجه ١.٣ معادله در برهان.
نتیجه ٢.٣ معادله دارد، مولد تا ϕ(o(g)) ،o(g) مرتبه از دوری گروه یک اینکه و ٢.١.٣ لم از حال
،G یال�های همه جمع با و می�شوند خارج g از یال�هایی، چنین از یال ϕ(o(g))− ١ درحقیقت می�شود.
را جهت�دار توانی گراف در یال�ها ،٣.٣ معادله در اول تساوی برای می�شوند. شمارش دوبار یال�ها این
یکی شمردن، دوبار از اجتناب برای جهت، خلاف جهت�دار یال�های از زوج هر برای و می�کنیم شمارش

می�شود. نتیجه ٢.٣ و ١.٣ معادلات از ،٣.٣ معادله در دوم تساوی می�کنیم. کم را

می�کنیم. استفاده زیر ملاحظه از ،Zn توانی گراف در یال�ها تعداد محاسبه برای

،p١ < p٢ < · · · < pk اول اعداد برای باشد. مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .۴.١.٣ ملاحظه
.α = αk و β = α١ ،p = pk ،q = p١ کنیم فرض . n = p

α١
١ p

α٢
٢ . . . pαk

k می�نویسیم
می�دانیم

ϕ(n) = p
α١−١
١ (p١ − ١) pα١−٢

٢ (p٢ − ١) . . . pαk−١
k (pk − ١). (۴.٣)

داریم نتیجه عنوان به

ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m)
(n,m)

ϕ((n,m))
. (۵.٣)

داریم Zn گروه در دراین�صورت .n > ١ کنیم فرض .۵.١.٣ ∑لم
z∈Zn

o(z) =
∑
d|n

ϕ(d)d =
k∏

h=١

p٢αh+١
h + ١
ph + ١ , (۶.٣)

∑
z∈Zn

ϕ(o(z)) =
∑
d|n

ϕ(d)٢ =
k∏

h=١

p٢αh
h (ph − ١) + ٢

ph + ١ . (٧.٣)

از عنصر ϕ(d) ، d علیه مقسوم هر برای است. n از مقسوم�علیه یک o(z) ،z ∈ Zn هر برای برهان.
هر برای مشابه طور به می�باشد. برقرار ۶.٣ معادله در اول تساوی لذا دارد. وجود d یکسان مرتبه با Zn

است. برقرار ٧.٣ معادله در اول تساوی بنابراین و ϕ(o(z)) = ϕ(d) ،z مانند d مرتبه با Zn از عنصر
اول علیه مقسوم k ≥ ١ ،n که کنیم فرض می�کنیم. ثابت را ٧.٣ و ۶.٣ روابط دوم تساوی�های حال
باشد. برقرار متمایز اول علیه مقسوم k−١ حداکثر با ها n همه برای تساوی دو هر و باشد داشته متمایز
n ،d آنجایی�که از می�کنیم. تفکیک می�کند، عاد را آن که q توان بالاترین اساس بر را n علیه�های مقسوم
داریم ۴.٣ معادله از ،q ∤ n

qβ
چون .f | n

qβ
لذا . .ql+١ ∤ d و ql | d که d = fql داریم می�کند، عاد را



٢٩ توانی گراف�های در یال�ها .١.٣

.ϕ(fql) = ql−١(q − ١)ϕ(f)
می�کنیم محاسبه

∑
d|n

ϕ(d)d =

β∑
l=٠

∑
f | n

qβ

ϕ(qlf)fql

=

β∑
l=٠

ϕ(ql)ql
∑
f | n

qβ

ϕ(f)f

=

(
١+

β∑
l=١

ql−١(q − ١)ql
)∑

f | n

qβ

ϕ(f)f,

و

β∑
l=١

q٢l−١(q − ١) =
β−١∑
l=٠

(q − ١)q٢l+١ = q(q − ١)
β−١∑
l=٠

(q٢)l

= q(q − ١)(q
٢β − ١)
q٢ − ١

= q
q٢β − ١
q + ١ =

q٢β+١ + ١
q + ١ − ١.

است. برقرار استقرا به بنا ۶.٣ معادله در دوم تساوی لذا
مشابه، طور به

∑
d|n

ϕ(d)٢ =

β∑
l=٠

∑
f | n

qβ

ϕ(qlf)٢

=

β∑
l=٠

ϕ(ql)٢
∑
f | n

qβ

ϕ(f)٢

=

(
١+

β∑
l=١

(
ql−١(q − ١)

)٢)∑
f | n

qβ

ϕ(f)٢,

و

β∑
l=١

(
ql−١(q − ١)

)٢
= (q − ٢(١

β−١∑
l=٠

q٢l

= (q − ٢(١ q
٢β − ١
q٢ − ١ =

(q − ١)(q٢β − ١)
q + ١ .

می�شود. نتیجه استقرا به بنا ٧.٣ معادله در دوم تساوی بنابراین



٣٠ متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣

: داریم ،Zn گروه در n > ١ برای .۶.١.٣ نتیجه

|E(Zn)| =
∑
d|n

ϕ(d)

(
d− ϕ(d)

٢

)
− n

٢

=
k∏

h=١

p٢αh+١
h + ١
ph + ١ − ١

٢

k∏
h=١

p٢αh
h (ph − ١) + ٢

ph + ١ − n

٢ .

این�صورت در .e = o(z) می�دهیم قرار .z ∈ Zn و n > ١ کنیم فرض .٧.١.٣ لم

deg(z) = e− ١− ϕ(e) +
∑
d|n

e

ϕ(de)

= e− ϕ(e)− ١+ ϕ(e)
∑
d|n

e

ϕ(d)
(d, e)

ϕ((d, e))
. (٨.٣)

به x ∈ Zn عنصر هر از جهت�دار یال یک است. z خروجی درجه ،o(z)− ١ = e− ١ عبارت برهان.
علیه مقسوم یک در o(z) حاصل�ضرب ،o(x) ای، x چنین برای .o(z) | o(x) هنگامی�که دارد وجود z
ضمناً است.

∑
d|n

e
ϕ(de) ،z ورودی درجه بنابراین دارد. وجود ⟨x⟩ از مولد ϕ(ko(z)) است. n

o(z)
از

داریم نگه بیرون را z مانند یکسان مرتبه با عناصر باید جهت، حذف حین شمردن دوبار از اجتناب برای
معادله از دوم تساوی می�شود. برقرار اول تساوی بنابراین . ϕ(ke) = ϕ(e) ،k = ١ حالت در یعنی

است. ١ ،d = ١ برای جمعوند زیرا، می�شود نتیجه ۵.٣

باشد. G از زیرگروهی H و گروه یک G کنیم فرض .٨.١.٣ لم

است. −→P (G) از شده القا زیرگراف یک −→P (H) (الف)

می�شود. منتهی H عناصر از یکی به ،H عنصر یک از خروجی یال� هر (ب)

است. P(G) از شده القا زیرگراف یک P(H) (ج)

P(H) برای مشابه طور به و −→P (G) و −→P (H) در H عناصر بین غیرمجاورت�ها و مجاورت�ها ویژه، به
هستند. یکسان P(G) و

می�شوند. نتیجه تعاریف از مستقیماً برهان.

: است برقرار زیر گزاره�های این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض .٩.١.٣ لم

باشد. مقدماتی آبلی ٢-گروه یک G اگروتنهااگر است برقرار تساوی .|G| ≤ |E(G)|+ ١ (الف)

باشد. مقدماتی آبلی ٢-گروه یک G اگروتنهااگر است برقرار تساوی .|E(G)| ≤ |−→E (G)| (ب)

آبلی ٢-گروه یک G اگروتنهااگر است برقرار تساوی .٢|←→E (G)| ≤ |
−→
E (G)| − |G| + ١ (ج)

.G ∼= Zp ،p اول عدد برای یا باشد مقدماتی



٣١ توانی گراف�های در یال�ها .١.٣

برقرار تساوی .|G| ≤ |E(G)| + ١ لذا است مجاور همانی با G غیرهمانی عنصر هر (الف) برهان.
باشد. ٢ مرتبه از ،G غیرهمانی عنصر هر اگروتنهااگر است

به بنا است. برقرار نامساوی بنابراین می�آید بوجود جهت�دار یال یک از جهت، بدون یال هر (ب)
اگروتنهااگر باشد نداشته وجود دوطرفه�ای یال هیچ اگروتنهااگر |E(G)| = |−→E (G)| ،٣.٣ معادله
هم که باشد عددی تنها یک ،g ∈ G هر برای اگروتنهااگر باشد ⟨g⟩ مولد تنها g ،g ∈ G هر برای

باشد. ٢ مرتبه از ،G عنصر هر اگروتنهااگر باشد اول آن به نسبت هم و o(g) از کمتر

جهت�دار یال�های جفت از دوطرفه یال�های و نیست دوطرفه همانی، عنصر به یال (|G| − ١) (ج)
مرکب مرتبه ،g ∈ G برخی اگر .٢|←→E (G)| ≤ |

−→
E (G)| − |G| + ١ بنابراین می�آیند. پدید

gp و g بین یال دراین�صورت ،o(g) = pm ،m > ١ و p اول عدد برای یعنی باشند، داشته
است برقرار (ج) در تساوی این�صورت در .|←→E (G)| ̸= ٠ کنیم فرض حال نیست. دوطرفه
تولید را G غیرهمانی، عنصر هر اگروتنهااگر باشد دوطرفه همانی، به غیرمتصل یال هر اگروتنهااگر
هیچ ،G اگروتنهااگر |←→E (G)| = ٠ اما .G ∼= Zp ،p > ٢ اول اعداد برای اگروتنهااگر کند

باشد. مقدماتی آبلی ٢-گروه یک ،G اگروتنهااگر باشد نداشته ٢ از بزرگ�تر مرتبه از عنصری

هستند. اعدادی نظریه طبیعت دارای لذا و هستند مرتبط Zn با بخش این در باقیمانده نامساوی�های

دراین�صورت باشد. n اول مقسوم�علیه بزرگ�ترین p و n > ١ کنیم فرض .١٠.١.٣ لم
ϕ(n) ≥ n

p
(٩.٣)

. n = ٢α٣β ،β ≥ ٠ و α ≥ ١ برای اگروتنهااگر است برقرار تساوی و

آن�گاه ،n = pα اگر برهان.

ϕ(pα) = pα−١(p− ١) ≥ pα−١ =
pα

p
.

k ≥ ٢ ،n کنیم فرض حال .p = ٢ اگروتنهااگر است برقرار تساوی است. برقرار نامساوی مورد این در
،۴.٣ معادله به بنا باشد. داشته متمایز اول عامل

ϕ(n)

n
=

(p١ − ١)(p٢ − ١) · · · (pk − ١)
(p١p٢ · · · pk)

.

: داریم میانی عبارت�های بررسی با ،(١ ≤ i ≤ k − ١) pi+١ − ١ ≥ pi−١ که کنیم توجه

ϕ(n)

n
≥ (p١ − ١)

pk
=

(q − ١)
p

≥ ١
p
,

.p٢ = ٣ و p١ = ٢ ، k = ٢ که است برقرار زمانی تساوی
است. واضح عکس قسمت



٣٢ متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣

دراین�صورت باشد. n اول مقسوم�علیه بزرگ�ترین p و n > ١ کنیم فرض .١١.١.٣ نتیجه

∑
z∈Zn

o(z) >
n٢

p
.

،
∑

z∈Zn
o(z) > nϕ(n) ≥ n٢

p
بنابراین و دارد وجود Zn در n مرتبه از عنصر، ϕ(n) می�دانیم برهان.
نگرفته�ایم. درنظر را Zn همانی عنصر زیرا است اکید اول نامساوی که

دراین�صورت باشد. n متناهی مرتبه از غیردوری گروه یک G کنیم فرض .١٢.١.٣ ∑لم
g∈G

o(g) <
∑
z∈Zn

o(z).

می�دهیم قرار .
∑

g∈G o(g) ≥
∑

z∈Zn
o(z) که باشد n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض برهان.

را n > ١ پس است. دوری G ،n = ١ اگر است. دوری G دهیم نشان باید .ψ(G) =
∑

g∈G o(g)

می�کنیم. استقرا n روی و می�گیریم نظر در
است زیر صورت به G عناصر مرتبه�های میانگین قبل، نتیجه طبق

ψ(G)

|G|
≥ ψ(Zn)

n
>
n٢/p

n
=
n

p
.

وجود x ∈ G عنصر یک پس باشند، میانگین از کمتر مرتبه دارای ،G عناصر همه که نیست ممکن چون
و |G : ⟨x⟩| < p دراین�صورت .o(x) > n

p
لذا و است میانگین از بیش�تر آن مرتبه به�طوری�که دارد

Core(⟨x⟩) چون است. دوری P و است G از P سیلوی p-زیرگروه یک شامل Core(⟨x⟩) بنابراین
،٣١.١.١ نتیجه طبق است. نرمال G در P لذا و است مشخصه Core(⟨x⟩) در P پس است دوری

باشد. مرکزی G در P اگروتنهااگر است برقرار تساوی و ψ(G) ≤ ψ(P )ψ(
G

P
)

مساوی مرتبه�های با دوری گروه�های Q و P که کنیم توجه باشد. Zn سیلوی p-زیرگروه ،Q کنیم فرض
داریم .ψ(P ) = ψ(Q) و P ∼= Q لذا و هستند

ψ(P )ψ(
G

P
) ≥ ψ(G) ≥ ψ(Zn) = ψ(Q)ψ(

Zn

Q
),

داریم ،ψ(P ) = ψ(Q) حذف با است. برقرار ،٣١.١.١ نتیجه به بنا بالا، در شده برده کار به تساوی که
کم�تر که است Zn/Q با یکسان مرتبه دارای G/P و است دوری Zn/Q اما .ψ(G/P ) ≥ ψ(Zn/Q)

.ψ(G/P ) = ψ(Zn/Q) بنابراین و G/P ∼= Zn/Q دراین�صورت است. دوری G/P لذا، است n از
باشد. مرکزی G در P لذا و برقرار بالا نامساوی�های در تساوی که می�کند ایجاب این

G سیلوی زیرگروه یک P چون و باشد آبلی G که می�کند ایجاب است، دوری G/P و مرکزی P چون
مستقیم حاصل�ضرب G بنابراین است. دوری و B ∼= G/P که G = P ×B بنویسیم می�توانیم است،

است. دوری G لذا و است اول هم به نسبت مرتبه�های از دوری گروه�های

بیش�ترین مرتبه، آن از دوری گروه شده، داده مرتبه از متناهی گروه�های همه میان در .١٣.١.٣ قضیه
داراست. خود جهت�دار توانی گراف در را یال تعداد



٣٣ توانی گراف�های در یال�ها .١.٣

می�شود. نتیجه ١.٣ ومعادله ١٢.١.٣ لم از برهان.

است. [٢] در شده داده
∑

d|n ϕ(d)d >
n٢

p
کران بهبود بعدی هدف

٢α١٣α٢۵α٣٧α۴ یا ٢α١٣α٢۵α٣ ،٢α١٣α٢ ،٢α١ اول عوامل تجزیه صورت به ،n > ١ اگر .١۴.١.٣ نتیجه
آن�گاه هستند، مثبتی اعداد α۴ و α٣ ،α٢ ،α١ که ∑نباشد

d|n

ϕ(d)d ≥ (
k∏

h=١

ph + ١
ph

).
n٢

p
. (١٠.٣)

آن�گاه نباشد، ٢ از توانی n ∑اگر
d|n

ϕ(d)d ≥ (
q + ١
q

).
n٢

p
. (١١.٣)

می�نویسیم می�کنیم. ثابت متمایز اول مقسوم�علیه k روی استقرا با را ١٠.٣ رابطه برهان.

S(n) =
∑
d|n

ϕ(d)d, R(n) = (
k∏

h=١

ph + ١
ph

).
n٢

p

بنابراین

S(n)

R(n)
= p.

k∏
h=١

p٢h +
١

p
٢αh−١
h

(ph + ٢(١ .

αh از نزولی تابع یک ١
p٢αh−١
h

عبارت .S(n)
R(n)

≥ ١ که است برقرار زمانی ١٠.٣ رابطه می�کنیم توجه

می�دهیم قرار باشد. بزرگی مقدار می�تواند αh و است

T (n) := p.
k∏

h=١

p٢h
(ph + ٢(١ .

می�کنیم توجه .T (n) ≥ ١ دهیم نشان کافیست ،١٠.٣ رابطه اثبات برای لذا ،S(n)
R(n)

≥ T (n) چون

،٢α١ اول عوامل جز به که باشد به�گونه�ای ،n می�کنیم فرض ابتدا ندارد. بستگی توان�ها به T (n) که
پس باشد. داشته نیز را ١١ اول عامل ،٢α١٣α٢۵α٣٧α۴ یا ٢α١٣α٢۵α٣ ،٢α١٣α٢

T (٢α١١١α٢) =
۵٣٢۴
١٢٩۶ , T (٢α١٣α٢١١α٣) =

۴٧٩١۶
٢٠٧٣۶ ,

T (٢α١٣α٢۵α٣١١α۴) =
٣٣٢٧۵
٢٠٧٣۶ , T (٢

α١٣α٢۵α٣٧α۴١١α۵) =
١۶٣٠۴٧۵
١٣٢٧١٠۴ .

آن�گاه دهیم، قرار p اول عامل ،١١ جای به اگر لذا است صعودی p٣

(p+ ٢(١ ،p > ١ برای چون
.T (n) ≥ ١



٣۴ متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣

n′ برای کنیم فرض .n′ = p
α١
١ p

α٢
٢ . . . p

αk−١
k−١ و n = p

α١
١ p

α٢
٢ . . . pαk

k ،k ≥ ٢ برای کنیم فرض حال
می�کنیم مشاهده .S(n′) ≥ R(n′) و pk ≥ pk−١ + ٢ داریم استقرا به بنا بنابراین باشد برقرار حکم

S(n) = S(n′).
p٢αk+١
k + ١
pk + ١ , R(n) = R(n′).pk−١.

pk + ١
pk

.
p٢αk
k

pk
.

می�کنیم محاسبه ،pk−١ ≤ pk − ٢ چون

S(n)

R(n)
=
S(n′)

R(n′)

(
p٢(p+ p−٢αk)

(p+ ٢(١pk−١

)
≥ S(n′)

R(n′)

(
p٣ + p−٢αk+٢

p٣ − ٣p− ٢

)
≥ ١.

است. برقرار استقرا به بنا ١٠.٣ رابطه لذا
n چون است. برقرار شد، ذکر فرض در که تجزیه�هایی از غیر برای ١١.٣ رابطه ،ph + ١

ph
> ١ چون

می�نویسیم بگیریم. نظر در ١١.٣ رابطه برای را حالت سه داریم نیاز تنها بنابراین نیست، ٢ از توانی

Q(n) = (
q + ١
q

).
n٢

p
, U(n) =

pq

q + ١

k∏
h=١

ph
ph + ١ .

بنابراین

S(n)

Q(n)
=

pq

q + ١

k∏
h=١

ph +
١

p
٢αh
h

ph + ١ ≥ U(n).

داریم .U(n) ≥ ١ نیستند، ٢ از توانی که nهایی برای دهیم نشان کافیست ،١١.٣ رابطه اثبات برای

U(٢α١٣α٢) = ١, U(٢α١٣α٢۵α٣) =
٢۵
١٨ , U(٢

α١٣α٢۵α٣٧α۴) =
٢۴۵
١٨ .

است. برقرار نباشد، ٢ از توانی n که زمانی nها همه برای حکم لذا

دراین�صورت .e = o(z) و z ∈ Zn کنیم فرض .١۵.١.٣ لم

deg(z) ≥ e− ١+ ϕ(e)
(n
e
− ١
)
,

باشند. اول هم به نسبت n
e
و e اگروتنهااگر است برقرار تساوی و

برقرار زمانی تساوی و است یک حداقل ، (d, e)

ϕ((d, e))
عبارت می�گیریم. نظر در را ٨.٣ معادله برهان.

این�صورت در باشد، نداشته باشد، اول e به نسبت که اولی، علیه مقسوم هیچ n
e
اگر .(d, e) = ١ که است
باشد. اکید باید نامساوی

دراین�صورت نباشد. برابر ٢α با n ،α > ١ برای کنیم فرض .١۶.١.٣ لم


∑
z∈Zn

deg(z) ≥ ٢n
٢

p
+
n

p
− ١, ϕ(n) ≤ n

q∑
z∈Zn

deg(z) > (n− ١)
(
n

q
+ ١
)
, ϕ(n) >

n

q



٣۵ توانی گراف�های در یال�ها .١.٣

،۴.٣ معادله به بنا ،(٢ از غیر به ) p اول عدد هر برای برهان.

ϕ(pα) = pα−١(p− ١) > pα

p

داریم ١۵.١.٢ قضیه به بنا و

|E(Zpα)| =
pα(pα − ١)

٢ >
pα

p

نیست. اول عدد یک از توانی ،n می�کنیم فرض بنابراین
عنصر و مولدها درجه�های جمع از بنابراین دارد. n− ١ درجه همانی، عنصر مانند Zn مولد تا ϕ(n) هر

داریم همانی

∑
z

deg(z) = ϕ(n)(n− ١) + n− ١ =
(
ϕ(n) + ١

)
(n− ١).

آن�گاه ،ϕ(n) > n

q
اگر

∑
z∈Zn

deg(z) > (n− ١)
(
n

q
+ ١
)
>
n٢

q
.

،z ∈ Zn برای ،٨.٣ معادله به بنا

deg(z) = o(z)− ١− ϕ(o(z)) +
∑
d| n

o(z)

ϕ(do(z)). (١٢.٣)

بنا است. ϕ(n) ،d =
n

o(z)
با متناظر جمعوند و ϕ(o(z)) ،d = ١ با متناظر جمعوند فوق، تساوی در

داریم ٩.٣ رابطه به
ϕ(n) ≥ n

p
.

برقرار غیرهمانی و غیرمولد عناصر همه برای تساوی می�کنیم ادعا .deg(z) ≥ o(z)− ١+
n

p
بنابراین

توجه با باشد. p مرتبه از غیرمولد و غیرهمانی عنصر یک x ∈ Zn کنیم فرض .n = ۶ اگروتنهااگر است
اگر .n = pq ،q اول عدد برای پس باشد. اول ، n

o(x)
که است برقرار زمانی تساوی ،١٢.٣ تساوی به

داریم ،p = q

ϕ(n) = ϕ(p٢) = p(p− ١)

،٧.١.٣ لم طبق لذا

deg(x) = p− ١− ϕ(p) +
∑
d|n

p
=p

ϕ(dp)

= p− ١− ϕ(p) + ϕ(p) + ϕ(p٢) = p− ١+ p(p− ١)



٣۶ متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣

داریم نتیجه در

p− ١+ p(p− ١) = deg(x) = p− ١+ p

⇒ p(p− ١) = p ⇒ p = ٢

داریم ۴.٣ معادله طبق دراین�صورت .p ̸= q باید لذا است. تناقض که است ٢ از توانی n بنابراین

ϕ(n) = ϕ(pq) = (p− ١)(q − ١)

لذا و

deg(x) = p− ١− ϕ(p) +
∑
d|n

p
=q

ϕ(dp)

= p− ١− ϕ(p) + ϕ(p) + ϕ(pq) = p− ١+ (p− ١)(q − ١)

داریم نتیجه در

p− ١+ (p− ١)(q − ١) = deg(x) = p− ١+
n

p

⇒ (p− ١)(q − ١) = q

⇒

q = ٢

p = ٣
⇒ n = ۶

حال

∑
z∈Zn

deg(z) ≥
(∑

z∈Zn

o(z)

)
− n+ (n− ϕ(n)− ١)n

p
+ n− ١

≥
(∑

z∈Zn

o(z)

)
+
n٢

p
− (ϕ(n)− ١)n

p
− ١.

، ١۴.١.٣ نتیجه به بنا این�صورت در ،ϕ(n) ≤ n

q
اگر

∑
z∈Zn

deg(z) ≥ q + ١
q

n٢

p
+
n٢

p
−
(
n

q
− ١
)
n

p
− ١ = ٢n

٢

p
+
n

p
− ١.

داریم Γ جهت بدون گراف هر برای

|E(Γ)| = ١
٢
∑
g∈Γ

deg(g).

است. فرد n دراین�صورت .ϕ(n) > n

q
کنیم فرض .١٧.١.٣ لم



٣٧ نیم�مستقیم و مستقیم حاصل�ضرب .٢.٣

اگروتنهااگر ϕ(n) > n

q
،۴.٣ معادله به توجه با برهان.

(p١ − ١) · · · (pk − ١) > p٢ · · · pk.

داریم: فوق نامساوی از دراین�صورت .p١ − ١ = ١ بنابراین ،q = p١ = ٢ کنیم فرض

(p٢ − ١) · · · (pk − ١) > p٢ · · · pk

است. فرد n لذا است. تناقض یک که

این�صورت در .s | r که �طوری به باشند طبیعی اعداد s و r کنیم فرض .١٨.١.٣ لم

٢r − ϕ(r)− ١ ≥ ٢s− ϕ(s)− ١

.s = r اگروتنهااگر است برقرار تساوی و

این�صورت در .ϕ(st) ≤ ϕ(s)t می�دانیم و r = st می�نویسیم برهان.

٢r − ϕ(r)− ١ ≥ ٢st− ϕ(s)t− ١ = t
(
٢s− ϕ(s)

)
− ١ ≥ ٢s− ϕ(s)− ١.

است. اکید نامساوی این آن�گاه ،t > ١ اگر که است واضح

نیم�مستقیم و مستقیم حاصل�ضرب ٢.٣

دراین�صورت .v ∈ V و u ∈ U باشد، V و U نرمال زیرگروه�های مستقیم حاصل�ضرب G کنیم فرض
می�دهیم. نمایش uv با را G عناصر

و باشد V و U نرمال زیرگروه�های مستقیم حاصل�ضرب G کنیم فرض .١.٢.٣ لم

D ={(uv, u′v′) | uu′ ∈
−→
E (U), vv′ ∈

−→
E (V )}

∪ {(uv, u′v) | uu′ ∈
−→
E (U), v ∈ V }

∪ {(uv, uv′) | u ∈ U, vv′ ∈
−→
E (V )},

B ={(uv, u′v′) | uu′ ∈
←→
E (U), vv′ ∈

←→
E (V )}

∪ {(uv, u′v) | uu′ ∈
←→
E (U), v ∈ V }

∪ {(uv, uv′) | u ∈ U, vv′ ∈ ←→E (V )}.

این�صورت در

−→
E (U × V ) ⊆ D, (١٣.٣)
←→
E (U × V ) ⊆ B. (١۴.٣)



٣٨ متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣

برخی برای بنابراین باشد. −→P (U × V ) در uv → u′v′ و v, v′ ∈ V و u, u′ ∈ U کنیم فرض برهان.
زیر شرایط از یکی بنابراین .v′ = vc و u′ = uc لذا . u′v′ = (uv)c = ucvc ،c مثبت صحیح عدد

: است برقرار

باشد، −→P (V ) در v → v′ و −→P (U) در u→ u′ (١)

یا باشد −→P (V ) در v → v′ و u = u′ (٢)

باشد. v′ = v و −→P (U) در u→ u′ (٣)

مبحث همانند P→←باشد. (U ×V ) در u′v′ ↔ uv کنیم فرض حال است. برقرار ١٣.٣ عبارت بنابراین
: است برقرار زیر شرایط از یکی بالا،

P→←باشد، (V ) در v ↔ v′ P→←و (U) در u↔ u′ (١′)

یا P→←باشد (V ) در v ↔ v′ و u = u′ (٢′)

باشد. v′ = v P→←و (U) در u↔ u′ (٣′)

است. برقرار ١۴.٣ عبارت بنابراین

: است برقرار زیر شرایط ،١.٢.٣ لم مفروضات با .٢.٢.٣ لم

،(|U |, |V |) = ١ اگروتنهااگر −→E (U × V ) = D (الف)

.←→E (U × V ) = B آن�گاه ،(|U |, |V |) = ١ اگر (ب)

باشند. −→P (V ) در v → v′ و −→P (U) در u → u′ ،(|U |, |V |) = ١ کنیم فرض (الف) برهان.
uv → uv′ ،v ∈ V و u ∈ U هر برای هم�چنین P→−است. (U×V ) در uv → u′v′ دراین�صورت
ولذا D ⊆ −→E (U × V ) بنابراین می�گیرند. قرار −→P (U × V ) در uv → u′v و −→P (U × V ) در

است. برقرار تساوی
داشته وجود p اول عدد کنیم فرض نیست. برقرار دیگر شرایط در تساوی که می�دهیم نشان حال
p مرتبه از v و u عناصر ترتیب به شامل V و U دراین�صورت کند. عاد را (|U |, |V |) که باشد
،D تعریف در سوم زیرمجموعه در ولی ندارد، وجود uv → ue یال می�کنیم مشاهده می�شوند.

.D ⊈
−→
E (U × V ) بنابراین است. شده ظاهر

است. (الف) اثبات مشابه اثبات (ب)

دراین�صورت .(|U |, |V |) = ١ و G = U × V کنیم فرض .٣.٢.٣ نتیجه

با است برابر G جهت�دار توانی گراف یال�های مجموعه (الف)

|
−→
E (G)| = |

−→
E (U × V )| = |

−→
E (U)|.|

−→
E (V )|+ |

−→
E (U)|.|V |+ |U |.|

−→
E (V )|.
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با است برابر G جهت�دار توانی گراف دوطرفه یال�های مجموعه (ب)

|
←→
E (G)| = |

←→
E (U × V )| = ٢|←→E (U)|.|

←→
E (V )|+ |

←→
E (U)|.|V |+ |U |.|

←→
E (V )|.

|U |.|
−→
E (V )| ،(١) مورد در یال |−→E (U)|.|

−→
E (V )| تعداد ،١٣.٣ رابطه اثبات به مراجعه با برهان.

با است. برقرار (الف) بنابراین دارند. وجود (٣) مورد در یال |−→E (U)|.|V | و (٢) مورد در یال
هر برای زیرا دارد وجود (١′) مورد در یال ٢|←→E (U)|.|

←→
E (V )| تعداد ،١۴.٣ رابطه اثبات به مراجعه

متمایز دوطرفه یال�های که ،u′v ↔ uv′ و u′v′ ↔ uv داریم ،{v, v′} ∈ ←→P (V ) و {u, u′} ∈ ←→P (U)

وجود (٣′) مورد در یال |←→E (U)|.|V | و (٢′) مورد در یال |U |.|←→E (V )| تعداد هستند. ←→E (G) در
است. برقرار (ب) بنابراین دارند.

.(|U |, |V |) = ١ و |V | = |V ′| که باشند متناهی گروه�های V ′ و V ،U کنیم فرض .۴.٢.٣ لم
دراین�صورت

|E(U × V )| − |E(U × V ′)| = (|
−→
E (U)| − ٢|←→E (U)|)(|

−→
E (V )| − |

−→
E (V ′)|)

+ (٢|←→E (U)|+ |U |)(|E(V )| − |E(V ′)|).

: می�دهیم بسط را |E(U × V )| − |E(U × V ′)| ،٣.٣ معادله از استفاده با برهان.

|E(U × V )| − |E(U × V ′)| =(|
−→
E (U × V )| − |

−→
E (U × V ′)|)

− (|
←→
E (U × V )| − |

←→
E (U × V ′)|).

داریم ٣.٢.٣ نتیجه از ،|V | = |V ′| چون

|
−→
E (U × V )| − |

−→
E (U × V ′)| = (|

−→
E (U)|+ |U |)(|

−→
E (V )| − |

−→
E (V ′)|),

|
←→
E (U × V )| − |

←→
E (U × V ′)| = (٢|←→E (U)|+ |U |)(|

←→
E (V )| − |

←→
E (V ′)|).

برای مشابه طور به و |←→E (V )| = |
−→
E (V )| − |E(V )| نوشتن برای ،٣.٣ معادله از دوم، خط در

لذا می�کنیم. استفاده |←→E (V ′)|

|
←→
E (U × V )| − |

←→
E (U × V ′)| = (٢|←→E (U)|+ |U |)(|

←→
E (V )| − |

←→
E (V ′)|).

می�آید. بدست مطلوب نتیجه فوق، رابطه کردن ساده با

.(|U |, |V |) = ١ و |V | = |V ′| که باشند متناهی گروه�های V ′ و V ،U کنیم فرض .۵.٢.٣ نتیجه
دراین�صورت . |−→E (V )| ≥ |

−→
E (V ′)| و |E(V )| ≥ |E(V ′)| کنیم فرض

|E(U × V )| ≥ |E(U × V ′)|,

. |−→E (V )| = |
−→
E (V ′)| و |E(V )| = |E(V ′)| اگروتنهااگر است برقرار تساوی و
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و می�شود شمرده دوبار −→E (U) در دوطرفه یال هر زیرا ،|−→E (U)| > ٢|←→E (U)| که است واضح برهان.
است. همانی عنصر به U عنصر هر از طرفه یک یال�های شامل ،−→E (U) هم�چنین

داریم ۴.٢.٣ لم از .٢|←→E (U)|+ |U | > ٠ بوضوح،

|E(U × V )| − |E(U × V ′)| ≥ ٠

می�شود. حاصل نتیجه بنابراین
عبارت�های همه چون .|−→E (V )| = |

−→
E (V ′)| و |E(V )| = |E(V ′)| اگروتنهااگر است برقرار تساوی

باشد. برقرار تساوی�ها این اگروتنهااگر است صفر راست سمت لذا، هستند مثبت راست سمت

دکارتی حاصل�ضرب با مستقیم، حاصل�ضرب همانند درست می�توانند G = U ⋊φ V عناصر
می�کنیم. استفاده U ⋊φ V روی گروه حاصل�ضرب برای ،∗ از شوند. معرفی ،V و U مجموعه�های

استفاده (uv)∗c و (uv)c از ترتیب، به uv ام c توان نمایش برای نیم�مستقیم و مستقیم حاصل�ضرب در
را متناظر، ومعکوس�های o∗(uv) و o.(uv) با را متناظر، ضرب با مرتبط uv مرتبه هم�چنین می�کنیم.

می�دهیم. نشان (uv)∗−١ و (uv)−١ با
تذکر، این با

(uv)∗c =
(
uuφvuφv

٢ · · ·uφvc−٢
uφv

c−١)(
vc
)
,

(uv)∗−١ =
(
u−١)φv−١(

v−١). (١۵.٣)

دوری زیرگروه نیم�مستقیم حاصل�ضرب G = U ⋊φ V و متناهی گروه یک G کنیم فرض .۶.٢.٣ لم
،r برخی برای دراین�صورت می�گیریم. نظر در را v ∈ V و u ∈ U باشد. V زیرگروه و U نرمال

uφv = ur

و
(uv)∗c = utvc

. t = ١+ r + r٢ + · · ·+ rc−١ که

U از منحصربه�فردی زیرگروه ⟨u⟩ و است دوری U چون می�گیریم. نظر در را، U از ⟨u⟩ زیرگروه برهان.
.uφv = ur ،r برخی برای بنابراین باشد. U مشخصه زیرگروه باید ⟨u⟩ است، خودش مرتبه از

می�کنیم محاسبه بنابراین، .uφvb = ur
b حال

(uv)∗c =
(
uuφvuφv

٢ · · · uφvc−٢
uφv

c−١)(
vc
)

=
(
u١urur

٢ · · ·urc−١)(
vc
)

=
(
u١+r+r٢+···+rc−١)(

vc
)
= utvc.
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دوری زیرگروه نیم�مستقیم حاصل�ضرب G = U ⋊φ V و متناهی گروه یک G کنیم فرض .٧.٢.٣ لم
دراین�صورت باشد. V زیرگروه و U نرمال

−→
E (U ⋊φ V ) ⊆ D, (١۶.٣)
←→
E (U ⋊φ V ) ⊆ B. (١٧.٣)

آن�گاه ،(|U |, |V |) = ١ اگر ویژه، به

E(U ⋊φ V ) ⊆ E(U × V ),
←→
E (Z|U | ⋊φ Z|V |) ⊆

←→
E (Z|U | × Z|V |).

uv → u′v′ کنیم فرض .uφv = ur می�دهیم قرار و می�گیریم نظر در را v, v′ ∈ V و u, u′ ∈ U برهان.
،t برخی برای ۶.٢.٣ لم همانند دراین�صورت باشد. −→P (U ⋊φ V ) در

u′v′ = (uv)∗c = utvc.

یکسان نتیجه به ،١.٢.٣ لم اثبات مانند .v′ = vc و u′ = ut است، نیم�مستقیم حاصل�ضرب، چون
می�رسیم.

نرمال زیرگروه نیم�مستقیم حاصل�ضرب G = U ⋊φ V و متناهی گروه یک G کنیم فرض .٨.٢.٣ لم
u ∈ U هر برای دراین�صورت هستند. اول هم به نسبت V و U مرتبه�های که باشد V زیرگروه و U آبلی

،v ∈ V و
o∗(uv) | o.(uv).

که کنیم توجه است. U ⋊φ V همانی ،(uv)∗o.(uv) می�دهیم نشان اثبات برای برهان.

o.(uv) =
o(u)o(v)

(o(u), o(v))
= o(u)o(v).

،١۵.٣ معادله به بنا

(uv)∗o(v) =
(
uuφvuφv

٢ · · ·uφvo(v)−٢
uφv

o(v)−١)(
vo(v)

)
=
(
uuφvuφv

٢ · · ·uφvo(v)−٢
uφv

o(v)−١)
(e).

داریم است، آبلی U چون بنابراین

(uv)∗o.(uv) =
[(
uuφvuφv

٢ · · · uφvo(v)−٢
uφv

o(v)−١)
(e)
]∗o(u)

=
(
uo(u)

(
uφv
)o(u)(

uφv
٢)o(u) · · · (uφvo(v)−٢)o(u)(

uφv
o(v)−١)o(u))

(e)

= (e)(e).

داشتیم. نیاز که همان�طور
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یک r > ٢ و نیست ٢ از توانی n که باشد n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .٩.٢.٣ لم
که نرمال، زیرگروه r-سیلو یک و دوری r-متمم یک شامل G کنیم فرض است. n اول مقسوم�علیه
وجود λ : G → Zn دوسویی دراین�صورت باشد. است، r اندیس از دوری زیرگروه یک شامل خودش

،g ∈ G هر برای به�طوری�که دارد
o(g)

∣∣o(λ(g)).
زیرگروه یک شامل که ،G نرمال سیلوی یکr-زیرگروه R و G دوری یکr-متمم U کنیم فرض برهان.
و G = RU گروه، مرتبه� گرفتن درنظر با .|R| = rα می�دهیم قرار باشند. است، r اندیس از C دوری

.G
R
∼= U و G = R⋊φ U است، نرمال G در R چون .R ∩ U = {e}

،Z(R) ⊆ C حال دارد. rα−٢ مرتبه ،(Z(R)) ،R مرکز ،٢۵.١.١ لم طبق باشد. ناآبلی R کنیم فرض
است. فرض با متناقض این و باشد آبلی R که می�شود ایجاب ،R = Z(R)C از درغیراین�صورت، چون
زیرگروه یک Z(R) حال است. ،rاندیس از C منحصربه�فرد زیرگروه براین علاوه و دوری Z(R) بنابراین
زیرگروه یک Z(R) چون است. نرمال G در Z(R) لذا است ،R نرمال (مشخصه) زیرگروه مشخصه

داریم ٨.٢.٣ لم از است، G نرمال دوری

∀ab ∈ Z(R)⋊φ U, o∗(ab) | o.(ab).

یک که بگیریم Z(R) ⋊φ U به تحدید را λ می�توانیم بنابراین، است دوری Z(R) × U که می�بینیم
زمانی�که باشد Z(R)× U ∼= Z|Z(R)| × Z|U | ⊆ Zn به Z(R)⋊φ U از دوسویی

∀x ∈ Z(R)⋊φ U, o(x) | o(λ(x)).

بنویسیم می�توانیم ،G = RU چون حال

G = Z(R)U ∪ (R− Z(R))U.

چون .x = ru ،u ∈ U و r ∈ R − Z(R) برای دراین�صورت .x ∈ (R − Z(R))U کنیم فرض
بخش�پذیر ،rα−١o(u) به ،x مرتبه بنابراین نمی�باشد. rα مرتبه از عنصری شامل پس نیست دوری R

بنابراین می�شود. معرفی U اساس بر Z|U | است.

Zn = Z|Z(R)|U ∪ (Zrα − Z|Z(R)|)U.

داریم هستند، rα یا rα−١ مرتبه از Zrα − Z|Z(R)| عناصر چون

∀z ∈ Zrα − Z|Z(R)|, rα−١o(u) | o(z)o(u).

مطلوب، خواص با G کل به را λ ،Zn − Z|Z(R)|Z|U | به G− (Z(R)⋊φ U) از دوسویی هر بنابراین
داد. خواهد بسط
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باقی اثبات برای چیزی ،٨.٢.٣ لم به بنا آن�گاه باشد، دوری R اگر باشد. آبلی R کنیم فرض حال
داریم ٨.٢.٣ لم از دراین�صورت نباشد. دوری R کنیم فرض نمی�ماند.

∀ab ∈ R⋊φ U, o∗(ab) | o.(ab).

فرض، به بنا دارد. وجود مطلوب خاصیت با Zn به R×U از دوسویی یک که دهیم نشان کافیست حال
لذا دارد. r اندیس از دوری زیرگروه یک R

R ∼= Zrα−١ × Zr

و
R× U ∼= Zrα−١ × Zr × U.

یکسان نتیجه به بالا استدلال از آن�گاه ،R × U = (R − Zrα−١)U ∪ Zrα−١U بنویسیم اگر حال
می�رسیم.

به�طوری�که باشد داشته وجود λ : G→ Zn دوسویی و باشد متناهی گروه یک G کنیم فرض .١٠.٢.٣ لم
.G ∼= Zn اگروتنهااگر |E(G)| = |E(Zn)| دراین�صورت .o(g) | o(λ(g)) ،g ∈ G هر برای

،g ∈ G هر برای ،١٨.١.٣ لم به بنا .|E(G)| = |E(Zn)| کنیم فرض برهان.

٢o(g)− ϕ(o(g))− ١ ≤ ٢o(λ(g))− ϕ(o(λ(g)))− ١.

است، دوسویی یک λ چون و ٣.٣ معادله طبق

|E(G)| =
∑
g∈G

٢o(g)− ϕ(o(g))− ١ =
∑
g∈G

٢o(λ(g))− ϕ(o(λ(g)))− ١ = |E(Zn)|

،g ∈ G هر برای که می�کند ایجاب قبل نامساوی و تساوی این

٢o(g)− ϕ(o(g)) = ٢o(λ(g))− ϕ(o(λ(g))).

دراین�صورت .g = λ−١(z) می�دهیم قرار و می�گیریم درنظر را Zn از z مولد

٢o(g)− ϕ(o(g)) = ٢o(λ(g))− ϕ(o(λ(g))) = ٢o(z)− ϕ(o(z)) = ٢n− ϕ(n).

١٨.١.٣ لم از می�کند. عاد را n = o(z) ،o(g) و o(g) < n دراین�صورت نباشد. دوری G کنیم فرض
لذا و دوری باید G بنابراین، است تناقض در بالا تساوی با که ٢o(g)− ϕ(o(g)) < ٢n− ϕ(n) داریم

است. واضح عکس باشد. Zn با یکریخت

توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین ٣.٣

برای را ۴.١.٣ ملاحظه قرارداد و باشد n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .١.٣.٣ ملاحظه
می�گیریم. درنظر n اول عوامل
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یال�های تعداد از اول، عدد یک از توانی مرتبه از G متناهی گروه توانی گراف یال�های تعداد .٢.٣.٣ لم
نیست. بیش�تر مرتبه، همان از دوری گروه یک توانی گراف

می�شود. نتیجه ١۵.١.٢ قضیه از برهان برهان.

دوری سیلو زیرگروه نیم�مستقیم حاصل�ضرب و n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .٣.٣.٣ لم
گراف یال�های تعداد دراین�صورت اولند. هم به نسبت T و P مرتبه�های که باشد T زیرگروه و P نرمال

است. کم�تر مرتبه، همان از دوری گروه توانی گراف یال�های تعداد از G توانی

یال�های تعداد از آن توانی گراف یال�های تعداد که باشد مرتبه کم�ترین از گروهی G کنیم فرض برهان.
،٧.٢.٣ لم طبق نباشد. کم�تر مرتبه، همان از دوری گروه توانی گراف

|E(P × T )| ≥ |E(P ⋊φ T )| = |E(G)| ≥ |E(Zn)|.

T ′ = Z|T | می�دهیم قرار .(|P |, |T |) = ١ باید، فرض به بنا است. Z|P | با یکریخت P که داریم نظر در
می�گیریم. نظر در یکی را P × T ′ و Zn است. Zn با یکریخت P × T ′ می�بینیم و

که باشد مرتبه کم�ترین از گروهی G که شد فرض چون و |T | < |G| چون نباشد. دوری T کنیم فرض
پس باشد، بیش�تر مرتبه، آن از دوری گروه توانی گراف یال�های تعداد از آن توانی گراف یال�های تعداد
،۵.٢.٣ نتیجه به بنا حال . |−→E (T )| < |

−→
E (T ′)| ،١٣.١.٣ قضیه طبق هم�چنین .|E(T )| < |E(T ′)|

|E(P × T )| < |E(P × T ′)| = |E(Zn)|.

است. تناقض که |E(Zn)| > |E(Zn)| می�کند ایجاب این
مرتبه�های از دوری زیرگروه�های نیم�مستقیم حاصل�ضرب G دراین�صورت باشد. دوری T کنیم فرض

بنابراین است. Zn با یکریخت P × T ،(|P |, |T |) = ١ چون است. اول هم به نسبت

|E(Zn)| ≤ |E(G)| ≤ |E(Zn)| = |E(P × T )|.

طبق است، دوری سیلوی یکp-زیرگروه ،P و دوری یکp-متمم ،T چون .|E(G)| = |E(Zn)| لذا
به�طوری�که دارد وجود θ : G→ Zn دوسویی یک ،٨.٢.٣ لم

∀g ∈ G, o(g)
∣∣o(θ(g)).

کوچکترین G که می�کند ایجاب تناقض این است. دوری G که می�رسیم نتیجه این به ١٠.٢.٣ لم از حال
است. برقرار حکم پس نباشد. حکم برای نقضی مثال

اگر باشد. n اول مقسوم�علیه بزرگ�ترین p و n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .۴.٣.٣ لم
یال�های تعداد از ،G گروه توانی گراف یال�های تعداد آن�گاه ،o(g) > n

p
که باشد داشته وجود g ∈ G

است. کم�تر مرتبه، همان از دوری گروه توانی گراف
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داریم ،o(g) > n

p
چون برهان.

|G : ⟨g⟩| = |G|
o(g)

< p.

نرمال G در ⟨g⟩ و مشخصه ⟨g⟩ در P حال، است. G از P سیلوی یکp-زیرگروه شامل ⟨g⟩ بنابراین
می�شود. نتیجه ٣.٣.٣ لم از حکم .G = P ⋊φ T ،٢١.١.١ لم طبق .P ◁G بنابراین، است

اگر باشد. n اول مقسوم�علیه کوچک�ترین q و n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .۵.٣.٣ لم
مرتبه، همان از دوری گروه توانی گراف یال��های تعداد از G توانی گراف یال�های تعداد آن�گاه ،ϕ(n) ≤ n

q
است. کم�تر

دراین�صورت باشد. آن برای نقض مثال کوچک�ترین G و نباشد برقرار حکم کنیم فرض برهان.
نیست. اول عدد یک از توانی n و دوری G ،٢.٣.٣ لم طبق که داریم نظر در .|E(G)| ≥ |E(Zn)|

نیست. ٢ از توانی n به�ویژه،
،١۶.١.٣ لم و ٣.١.٣ لم و فرض به ∑بنا

g∈G

٢o(g)− ϕ(o(g))− ١ =
∑
g∈G

deg(g) = ٢|E(G)| ≥ ٢|E(Zn)|

=
∑
z∈Zn

deg(z) ≥ ٢n
٢

p
+
n

p
− ١.

−ϕ(o(g)) بقیه سپس و می�کنیم حذف چپ سمت از را −ϕ(o(e)) = −١ و راست سمت از را −١
اضافه زیر، معادله به رسیدن برای را n =

∑
g∈G ١ طرف، دو به می�کنیم. حذف را چپ در باقی�مانده

می�کنیم

∑
g∈G

٢o(g) > ٢n
٢

p
+
n

p
+ n.

می�شود. نتیجه ۴.٣.٣ لم از حکم .o(g) > n

p
که دارد وجود g ∈ Gیک حداقل لذا

اگر باشد. n اول مقسوم�علیه کوچک�ترین q و n مرتبه از متناهی گروه یک G کنیم فرض .۶.٣.٣ لم
مرتبه، همان از دوری گروه توانی گراف یال��های تعداد از G توانی گراف یال�های تعداد آن�گاه ،ϕ(n) > n

q
است. کم�تر

دراین�صورت، باشد. مرتبه کم�ترین از آن، برای نقضی مثال G و نباشد برقرار حکم کنیم فرض برهان.
داریم ،۵.٣.٣ لم اثبات مانند

∑
g∈G

٢o(g)− ϕ(o(g))− ١ ≥ (n− ١)
(
n

q
+ ١
)
.



۴۶ متناهی گروه�های توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣

همه سپس و کنیم اضافه طرف دو به را ٢n می�توانیم لذا است یک حداقل ،ϕ(o(g)) عبارت هر مقدار
: می�کنیم کم طرف دو از را ٢ ،g = e برای هم�چنین می�کنیم. حذف را باقی�مانده ϕ(o(g))−های

∑
g∈G−{e}

٢o(g) ≥ (n− ١)
(
n

q
+ ١
)
+ ٢n− ٢.

که دارد وجود g غیرهمانی عنصر یک حداقل چپ، سمت در عبارت n− ١ بین در بنابراین

o(g) ≥ n

٢q +
١
٢ + ١.

.o(g) > n

٢q به�ویژه،

،۴.٣.٣ لم طبق مورد، این در .o(g) > n

٢q >
n

p
لذا و n

p
<

n

٢q دراین�صورت .p > ٢q کنیم فرض
است. اول p چون ،p ̸= ٢q که کنیم توجه است. برقرار حکم

لذا ،o(g) > n

٢q پس .p < ٢q کنیم فرض حال

|G : ⟨g⟩| = |G|
o(g)

<
n

( n
٢q )

= ٢q.

s را آن که است اول عدد یک |G : ⟨g⟩| بنابراین و است فرد n ،١٧.١.٣ لم به بنا که می�کنیم توجه
لم طبق دارد. R نرمال زیرگروه r-سیلو یک G ،r اول عدد برای ،۴۴.١.١ قضیه به بنا حال می�نامیم.

.G = R⋊φ U لذا است. U r-متمم یک شامل G ،٢١.١.١
آن�گاه ،r ̸= s اگر است. G سیلوی t-زیرگروه�های همه شامل ⟨g⟩ ،t ̸= s برای که می�کنیم توجه
G می�گیریم نتیجه لذا، می�کنند صدق ٣.٣.٣ لم فرض در U و R است. دوری بنابراین ،R ⊆ ⟨g⟩

نیست. حکم برای نقضی مثال کوچک�ترین
مرتبه از H =

⟨
gr

β−١⟩ زیرگروه ،|G : ⟨g⟩| = r چون .|R| = rβ می�دهیم قرار .r = s کنیم فرض

.q > ٢ ،١٧.١.٣ لم طبق است. دوری r-متمم یک H بنابراین دارد. وجود ، |G|
rβ

بنابر .o(g) | o(λ(g)) ،g ∈ G هر برای و دارد وجود Zn به G از ،λ دوسویی یک ،٩.٢.٣ لم به بنا حال
و نباشد حکم برای نقضی مثال کوچک�ترین G می�کند ایجاب تناقض این است. دوری G ،١٠.٢.٣ لم

است. برقرار حکم لذا

کنیم. ثابت را اساسی قضیه تا آماده�ایم حال

تعداد بیش�ترین مرتبه آن از دوری گروه شده، داده مرتبه از متناهی گروه�های همه میان در .٧.٣.٣ قضیه
دارد. توانی�اش گراف در را یال

مرتبه کمترین از نقضی مثال هیچ کردند، بحث احتمالات مورد در ۶.٣.٣ و ۵.٣.٣ لم�های چون برهان.
همه برای قضیه این بنابراین ندارد. وجود نقضی مثال کلی حالت در لذا ندارد وجود قضیه، این برای

است. برقرار مرتبه�ها همه از متناهی گروه�های



۴٧ توانی گراف�های در یال تعداد بیش�ترین .٣.٣

بدیهی بقیه کند. ایجاب زیر نتیجه در را (ج) قسمت (ب)، قسمت که می�شود سبب ،٧.٣.٣ قضیه
هستند.

زیر گزاره�های ،n ⩾ ١ هر برای این�صورت در باشد. متناهی گروه یک G کنیم فرض .٨.٣.٣ نتیجه
: هم�ارزند

،P(G) ∼= P(Zn) (الف)
،|E(G)| = |E(Zn)| (ب)

.G ∼= Zn (ج)





۴ فصل

توانی گراف�های بودن مسطح و همبندی
دودوری و دووجهی متناهی، دوری گروه�های

متناهی دوری گروه�های توانی گراف ١.۴

می�کند. ناهمبند را گراف آن�ها، حذف که است رئوسی تعداد کم�ترین گراف، یک رأسی همبندی

،κ(P(G)) ،G توانی گراف رأسی همبندی ،n مرتبه از G متناهی دوری گروه هر برای .١.١.۴ قضیه
: می�کند صدق زیر شرایط در

.n = pm یا n = ١ ،m ∈ N و p اول عدد برای زمانی�که κ(P(G)) = n− ١ (الف)

برقرار n = pq برای تساوی نباشد. اول عدد یک از توانی n زمانی�که κ(P(G)) ≥ ϕ(n) + ١ (ب)
هستند. متمایز اول اعداد q و p که است

دراین�صورت است، pm یا ١ مرتبه از دوری گروه Gیک ،m ∈ N و p اول عدد برای چون (الف) برهان.
بنابراین است. رأس n روی کامل گراف یک P(G)

κ(P(G)) = n− ١.

از رأس ϕ(n) + ١ نباشد، اول عدد یک از توانی n زمانی�که لذا است. ϕ(n) ،G مولدهای تعداد (ب)
بنابراین است. مجاور P(G) دیگر رئوس همه با ،P(G)

κ(P(G)) ≥ ϕ(n) + ١.

گروه با ،n مرتبه از G متناهی دوری گروه هر هستند. متمایز اول اعداد q و p که n = pq کنیم فرض
می�کنیم. ثابت Zn = Zpq جمعی گروه برای فقط را تساوی بنابراین است. یکریخت Zn جمعی

هستند همانی نه که دارند وجود ،Zn = Zpq از عنصر pq − ϕ(pq)− ١ = (q − ١) + (p− ١) دقیقاً



۵٠ دودوری و دووجهی متناهی، دوری گروه�های توانی گراف�های بودن مسطح و همبندی .۴

دراین�صورت باشد. مجاور sq̄ با rp̄ ،١ ≤ s ≤ p− ١ و ١ ≤ r ≤ q − ١ برای کنیم فرض مولد. نه و
،m′

١ و m١ مثبت صحیح اعداد برخی برای

rp̄ = m١sq̄ یا sq̄ = m′
١rp̄,

که باشد داشته وجود m٢ ∈ Z می�کند ایجاب این می�گیریم. درنظر را rp̄ = m١sq̄ ابتدا

rp = m١sq +m٢pq.

چون اما .q | p یا q | r دراین�صورت ،q | rp و است اول عدد یک q چون .q | rp دراین�صورت
به�طورمشابه .rp̄ ̸= msq̄ لذا است. تناقض که q ∤ p فرض، طبق هم�چنین .q ∤ r لذا ،١ ≤ r < q

.sq̄ ̸= mrp̄ که کرد ثابت می�توان
مجاور {q̄,٢q̄, · · · , (p− ١)q̄} از رأسی هیچ با {p̄,٢p̄, · · · , (q − ١)p̄} رئوس از هیچ�کدام بنابراین
یک که می�رسیم P(Zpq) از زیرگرافی به ،Zn = Zpq مولدهای همه و همانی حذف از بعد لذا نیستند.

یعنی، است مولفه دو با ناهمبند گراف

و است رأس q − ١ روی کامل گراف یک که ،{p̄,٢p̄, · · · , (q − ١)p̄} توسط القاشده گراف (الف)

است. رأس p− ١ روی کامل گراف یک که ،{q̄,٢q̄, · · · , (p− ١)q̄} توسط القا�شده گراف (ب)

می�کند. کامل را اثبات لذا و κ(P(Zpq)) = ϕ(pq) + ١ بنابراین

P(G) دراین�صورت باشد. n مرتبه از متناهی دوری گروه یک G = ⟨a⟩ کنیم فرض .٢.١.۴ قضیه
.n ≥ ۵ اگروتنهااگر است غیرمسطح

صحیح عدد هر برای باشد. ،n ≥ ۵ مرتبه از متناهی دوری گروه یک G = ⟨a⟩ کنیم فرض برهان.
q و r اول، عدد یک p ،pr ≥ ۵ که بنویسیم prq صورت به را n می�توانیم ،(١٢ و ۶ جز به ) n ≥ ۵

.(p, q) = ١ و هستند مثبت صحیح اعداد

صدق بالا شرایط در r و q ،p و pr ≥ ۵ که n = prq دراین�صورت .n ̸= ۶,١٢ کنیم فرض : ١ حالت
دوری، گروه یک زیرگروه هر چون دارد. pr مرتبه از C زیرگروه یک G سیلو، قضیه اولین به بنا می�کنند.
زیرگراف یک P(C) = Kpr بنابراین است. ،pr ≥ ۵ مرتبه از G دوری زیرگروه یک C لذا، است دوری

است. غیرمسطح ،P(G) درنتیجه و P(C) کوراتوفسکی، قضیه طبق لذا دارد. K۵ با یکریخت

.n = ۶ یا ١٢ کنیم فرض : ٢ حالت
a٣ ،a٢ را آن�ها که عنصری سه و می�نامیم a۵ و a را آن�ها که دارد مولد دو دقیقا G = ⟨a⟩ ،n = ۶ برای
یعنی ،P(G) دیگر رئوس همه با a۵ و a ،e رئوس مولد. نه و هستند همانی نه می�گیریم، نظر در a۴ و

توسط القاشده توانی گراف بنابراین هستند. مجاور ،{a٢, a٣, a۴}رئوس با

{e, a, a۵} ∪ {a٢, a٣, a۴}



۵١ دووجهی گروه�های توانی گراف .٢.۴

غیرمسطح P(G) کوراتوفسکی، قضیه طبق لذا است. K٣,٣ از زبرگراف یک است، P(G) همان که
است.

توانی گراف قبل، قسمت طبق بنابراین و است ۶ مرتبه از G دوری زیرگروه یک ⟨a٢⟩ ،n = ١٢ برای
است. غیرمسطح است، ⟨a٢⟩ توانی گراف از زبرگراف یک که ،P(G) لذا است. غیرمسطح ⟨a٢⟩

،n < ۵ برای اما است. مسطح P(G) ،n < ۵ برای که کنیم ثابت است کافی عکس، قسمت برای
است. شده ثابت حکم لذا نیست K٣,٣ یا K۵ از زبرگرافی P(G)

دووجهی گروه�های توانی گراف ٢.۴

که است ٢n مرتبه از ناآبلی گروه یک ،Dn = ⟨a, b⟩ دووجهی گروه ،n ≥ ٣ صحیح عدد هر برای
: می�کنند صدق زیر شرایط در و بوده b و a آن، مولدهای

o(a) = n, o(b) = ٢

ba = a−١b = an−١b.

Dn توانی گراف ساختار ١.٢.۴

زیرگراف یک ،P(H) لذا ،|H| = n که است Dn از دوری زیرگروه یک H = ⟨a⟩ ،o(a) = n چون
داریم ،١ ≤ i ≤ n− ١ هر برای پس ،an = e = b٢ چون است. P(Dn) همبند

(aib)٢ = aibaib = ai(b−١ab)i = aia−i = e.

١ شکل فرم به P(Dn) گراف لذا هستند. مجاور e با فقط ،akb و b ،١ ≤ k ≤ n− ١ برای بنابراین
است.

n ≥ ٣ برای Dn توانی گراف .١ شکل



۵٢ دودوری و دووجهی متناهی، دوری گروه�های توانی گراف�های بودن مسطح و همبندی .۴

هم�چنین .κ(P(Dn)) = ١ لذا و است P(Dn) برشی رأس یک ،Dn از e همانی عنصر .١.٢.۴ قضیه
نیست. هامیلتونی P(Dn)

،P(Dn) مولفه�های تعداد ،e همانی عنصر حذف که است واضح (١ (شکل P(Dn) ساختار از برهان.
P(Dn) برشی رأس یک e بنابراین می�دهد. افزایش را می�شوند، P(Dn) گراف ناهمبندی باعث که

.κ(P(Dn)) = ١ لذا و است
نیست. هامیلتونی P(Dn) ،[١٨] است ٢-همبند هامیلتونی گراف هر چون

.n ≥ ۵ اگروتنهااگر است غیرمسطح P(Dn) .٢.٢.۴ قضیه

P(H) اگروتنهااگر است غیرمسطح P(Dn) که است واضح (١ (شکل P(Dn) ساختار از برهان.
.n ≥ ۵ اگروتنهااگر است غیرمسطح P(H) ،٢.١.۴ قضیه طبق باشد. غیرمسطح

دودوری گروه�های توانی گراف ٣.۴

مولدهای که است ۴n مرتبه از ناآبلی گروه یک Qn = ⟨a, b⟩ دودوری گروه ،n ≥ ٢ صحیح عدد هر برای
: می�کنند صدق زیر شرایط در و بوده b و a آن،

a٢n = e, an = b٢

ab = ba−١ = ba٢n−١.

است. ٢ مرتبه از عنصر تنها ،an عنصر و ۴ مرتبه از ،Qn از A = ⟨a⟩ دوری زیرگروه از خارج عنصر هر

Qn توانی گراف ساختار ١.٣.۴

،١ ≤ k ≤ ٢n− ١ برای

(akb)٢ = akbakb = akb٢b−١akb = akb٢(b−١ab)k

= akb٢a−k = aka−kb٢ = b٢ = an. (١.۴)

همچنین

(akb)٣ = (akb)٢(akb) = an+kb, (٢.۴)

(anb)۴ = b۴ = e. (٣.۴)

لذا

H١ = {e, b, an, anb}, H٢ = {e, ab, an, an+١b}, · · · ,

Hn = {e, an−١b, an, a٢n−١b}



۵٣ دودوری گروه�های توانی گراف .٣.۴

.|A| = ٢n و |Hi| = ۴ ،١ ≤ i ≤ n هر برای که هستند Qn دوری زیرگروه�های تنها A = ⟨a⟩ و
به ،P(Qn) زیرگراف�های ،P(A) و است) K۴ کامل گراف (که P(Hi) هر ،١ ≤ i ≤ n برای بنابراین
هیچ�کدام که هستند a از توانی ، akها ،١ ≤ k ≤ ٢n−١ برای چون هستند. رأس ٢n و ۴ روی ترتیب
رئوس از دیگری زوج هیچ که می�شود ایجاب ،٣.۴ و ٢.۴ ، ١.۴ تساوی�های از لذا نیستند، {b, akb} از

است. ٢ شکل در شده داده فرم به ،P(Qn) بنابراین نباشند. مجاور P(Qn)

.κ(P(Qn)) = ٢ ،n ≥ ٢ هر برای .١.٣.۴ قضیه

n ≥ ٢ برای Qn توانی گراف .٢ شکل

از رأس دو این حذف با و است مجاور P(Qn) از دیگری رأس هر با ،Qn از b و e عناصر برهان.
به�وضوح بود. خواهد ٣ شکل فرم به حاصل گراف ،P(Qn)

n ≥ ٢ برای Qn − {e, an} توانی گراف .٣ شکل

بنابراین است. ناهمبند مولفه، n+ ١ دارای P(Qn) از P(Qn)− {e, an} زیرگراف

κ(P(Qn)) = ٢.

نیست. هامیلتونی P(Qn) ،n ≥ ٢ هر برای .٢.٣.۴ قضیه



۵۴ دودوری و دووجهی متناهی، دوری گروه�های توانی گراف�های بودن مسطح و همبندی .۴

ناتهی مجموعه هر برای دراین�صورت، باشد هامیلتونی گراف یک G اگر ،١۶.٢.١ گزاره به بنا برهان.
تعداد که می�دانیم ،S = {e, an} گرفتن نظر در با دارد. مولفه |S| حداکثر G− S گراف ،S ⊆ V (G)

هر برای لذا است. |S| = ٢ از بزرگ�تر ،n ≥ ٢ هر برای که است n + ١ ،P(Qn) − S در مولفه�ها
نیست. هامیلتونی P(Qn) ،n ≥ ٢

. n > ٢ اگروتنهااگر است غیرمسطح P(Qn) .٣.٣.۴ قضیه

P(A) اگروتنهااگر است غیرمسطح P(Qn) که است واضح (٢ (شکل P(Qn) ساختار از برهان.
،٢.١.۴ قضیه طبق لذا، و است ٢n مرتبه از دوری گروه یک A = ⟨a⟩ حال هر به باشد. غیرمسطح

. n > ٢ اگروتنهااگر ٢n > ۴ اگروتنهااگر است غیرمسطح P(A)
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Abstract

The power graph P(S) of a semigroup S is a graph whose vertex set is S and two
vertices a, b ∈ S are adjacent if and only if a ̸= b and am = b or bm = a for some
positive integer m. The power graph P(G) of a group G is defined similarly. In this
thesis, we characterize the class of semigroups S for which P(S) is connected or complete.
As a consequence, we prove that P(G) is connected for any finite group G and P(G) is
complete if and only if G is a cyclic group of order 1 or pm, for some prime number p and
for some m ∈ N. Then we compute the number of edges of P(G) for finite group G and
we show that among all finite groups of any given order, the cyclic group of that order has
the maximum number of edges in its power graphs.
Also we discuss the planarity and vertex connectivity of the power graphs of finite cyclic,
dihedral and dicyclic groups.

Keywords Semigroup, Group, Cyclic group, p-Group, Power graph, Connected graph,
Connectivity, Dihedral group, Dicyclic group.
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