
ریاضی علوم دانشکده
آمار گروه

ارشد کارشناسی پایان�نامه

هندسی و یکنواخت ارگودیک همگرایی
مارکوفی زنجیر مونت�کارلوی الگوریتم�های

�مولفه �به مولفه

پالندی خدابخشی فاطمه نگارنده:

راهنما استاد

اقبال نگار دکتر

مشاور استاد

باغیشنی حسین دکتر

١٣٩۵ شهریور



রوଘଖدণتاناਬࣥوارଌୃنت૟ൊه�گا୓ৣم،৮درतداکاروماସభ୍ୃازجاৣم... ৎقد৤مبا
ඟان ଽ଒آن�ଦآड़و঩࣎مభمࢁࢵب࠙࡭قॷماآड़و঩࣎موଦ�ଽبࢆوॵمෘ੢ऩه�ایازభیایਟی໊�
඼ෙय़با਩ی�หنراণپاسಪࣥواৣمبࢉو৤م.اජ໑وزਠീ঒ی�امଘاঃیدॷما॥تو඼່داکൎیدباغ঳ࢪു࣎مرضای

ଘଡඟپاسزॐماتॷما،جان�راॷما... با॰د଒حاલلتلاॵمീি࣓م�দوଡ،ࣆبارਜวീࣺی�หنراБЗدایدو໋
ໆزاوارا॥ت.

ৎقد৤مসଘناهਜวീࣺی�৤୓مواঃیدরودৣم،ঙࢡඥر඼ෙय़باৣم...
کلاتඵේज़رراୀا৤مੀङ়ࣱل৶ࢤود. ुज़ودهوরمل೺ূروධ්وه१ا଒او

ৎقد৤مऒଘوا୓ଽوୀا৤୓భم،඼෻ঙا୓نൕঙࣂਜพیز৯دজ࣓م...
آฬن଒وओودشانباࠥثآراज़شواඇൕંنانا॥ت.

୏وردگارا،૮ࣹنعاथࢴت،سلاक़توॣعادتراୀایآฬنग़قدرভࡶජما...



باراঀھا...
ازঈوی৔وඵැرونি࡭ود...

پای঩یاॿم،
نൊند඼່قଘحاॿم...

ୀଦا਩ی،মଦ࡜وا਩ی...
ଘଦاوःمୀسا਩ی...

ଘଦخاঊمඏࣁشا਩ی،
ଡૼنآৣم৅ୀ଒ࡔم...

৔ଡوآ਩یୀ଒ا਩ی...
ଡૼنآৣم଒زਮࣜضنढࢨتࣼ࡫مದࣧوॵم،

گاਘی... ৽ଘࣨوازیಪ را ৔ଡوآ਩یথ଒دا
୆ومبازଘجاਪی،భاඟ໋بازنࢂඟدد...

ໆୀرراਘی... াࡤتد৘وارඇඎি࣒مऔوথدا
ইسඵදଘراز৔و৅࡜واকم...

মଦ࡜واਘی৅ଦ࡜واਘی،
باز૽نච໔଒భاଌنخاජ໑ଡاඓࣂࡣتসناਘی.

ऒواଥࣅبدا္اোصاری



ت

଒ی�داৣمਗودواࣿبऒୀࣨونਯا شࢁඟشایانا୍دঃنان৔଒وਮ࣪قرارਮ࣪قراকمساࣾتหاଌنپایان�ଓฬراଘپایانୀساৣم.
ارج৩ࢯمБЗرگا਩یرا଒آورده�୓یॷࢣعوओودشانروอতࢂඟراকما॥ت.

ণپاس඼່اوانऒودراৎقد৤مਗی�دارمख़ଘࡗතراণتادارേ॒ندمໆرکارخاৣمدන඿راमبال଒ازا঻تدایراه઄భیا৅جاماଌن
ৎقدୌوพ়ࢁऒඟودراازاণتادज़شاورপنابآ༚یدන඿رباࢽࣂਣുی گارشاଌنا୉یاری৶ࢤود৯د. ৽భاජ໑ودऒی୓ی�ਪ࣒ماঘرا پایان�ଓฬبا
න෥ख़رم ازاسا঺ید േ઼࣓ماଡاୀازਗی�دارم،ඟ໖ا঴଒دونراঘ࣒ماਪی�୓یاীشانଘا৳مامرسا৯دناଌنپایان�ീযଓฬیارਗீی�৶ࢤود.

পنابآ༚یدන඿رآر਍یوໆرکارخاৣمدන඿ردනසر৅ج଒زॐ࢟تداوریاଌنا୉راୀ࠱ھده૛भඟ໋ه�ا৯د෼لพ়ࢁඟرادارم.
ইسا਩ی�ৗଘ଒وਐیජ໑اଘభا৅جامرسا৯دناଌنय़ࢯمیاری৶ࢤوده�ا৯د. భپایان،พ়ࢁඟخاॸصا೯ଡدक़تૡঙه

پالندی خدابخشی فاطمه نگارنده:

١٣٩۵ شهریور



ଓฬ࠻ھدৎ
دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی پالندی خدابخشی فاطمه نگارنده: اینجانب
یکنواخت ارگودیک همگرایی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی علوم
نگار دکتر راهنمایی تحت ، �مولفه �به مولفه مارکوفی زنجیر مونت�کارلوی الگوریتم�های هندسی و

می�شوم: متعهد اقبال

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه

رسید.

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

پالندی خدابخشی فاطمه نگارنده:

١٣٩۵ شهریور

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
اغلب در می�آیند. به�دست پسین توزیع بر مبتنی استنباط��ها تمامی بیزی، استنباط دیدگاه در
روش�های در زد. تقریب آ�ن�را شیوه�ای به باید و ندارد بسته�ای صورت پسین توزیع کاربردی موقعیت�های
مرحله هر در متغیرها، همه هم�زمان رسانی به�روز جای به که است معمول مارکوف، زنجیر مونت�کارلوی
مولفه به مولفه رسانی به�روز آن به که می�شود رسانی به�روز متغیر) بلوک�های یک (یا متغیر یک فقط
از پس هستند. جمله این از گیبز درون متروپولیس-هستینگز و گیبز نمونه�گیر الگوریتم�های می�گویند.
برای مختلفی استراتژی�های متغیر)، بلوک�های (یا متغیرها همه مولفه به مولفه روش به رسانی به�روز
همه توام زنجیر حالت عنوان به تصادفی، دنباله یک انتخاب یا همگی اتصال جمله از آن�ها، ترکیب
و مطالعه مولفه، به مولفه رسانی به�روز روش�های های مزیت کنار در هستند. به�کارگیری قابل متغیرها
که خود، مانای توزیع به آن�ها از حاصل مارکوف زنجیرهای همگرایی نظری ویژگی�های روی بر پژوهش�
آن تحت که شرایطی ما است. گرفته قرار توجه مورد ندرت به می�باشد، نظر مورد پسین توزیع همان
مطالعه را می�شوند همگرا هندسی نرخ با ثابت توزیع یک به مولفه به مولفه مارکوف زنجیرهای برخی
در داریم. گوناگون مولفه به مولفه استراتژی�های و همگرایی نرخ�های بین ارتباط به ویژه�ای توجه و می�کنیم
ماکسیمم برآورد و آمیخته خطی مراتبی سلسله مدل یک شامل، که واقعی مثال دو برای را، نتایج نهایت

می�دهیم. نشان آمیخته، مدل برای درستنمایی

ک೻ماتکൎیدی:
متروپولیس-هستینگز گیبز، نمونه�گیر مونت�کارلو، مارکوف، زنجیر یکنواخت، ارگودیک هندسی، ارگودیک

همگرایی نرخ تصادفی، اسکن گیبز، درون



چ

ൈঠ�அتار
اغلب در می�آیند. به�دست پسین توزیع بر مبتنی استنباط��ها تمامی بیزی، استنباط دیدگاه در
رده یک زد. تقریب آ�ن�را شیوه�ای به باید و ندارد بسته�ای صورت پسین توزیع کاربردی موقعیت�های
متروپولیس- الگوریتم�های به�ویژه ،MCMC نمونه�گیری روش�های پسین�، توزیع تقریب برای روش�ها از
با که می�شوند طراحی طوری مارکوف زنجیر�های بنابر روش�ها، این می�باشد. گیبز، نمونه�گیر و هستینگز
حالت�های بعد، به جایی از زنجیر حالت رسانی به�روز با عبارتی به� یا نمونه�گیری تکرارهای تعداد افزایش

می�شوند. گرفته نظر در پسین، توزیع یعنی مطلوب، توزیع از هایی نمونه عنوان به حاصل زنجیر
برانگیز چالش می�تواند پیشنهادی توزیع انتخاب و بالاست پسین متغیرهای بعد واقعی، مسایل در
مرحله هر در متغیرها، همه هم�زمان رسانی به�روز جای به که است معمول ،MCMC روش�های در و باشد
مولفه به مولفه رسانی به�روز آن به که می�شود رسانی به�روز متغیر) بلوک�های یک (یا متغیر یک فقط
گیبز درون متروپولیس-هستینگز و گیبز نمونه�گیر الگوریتم�های .(٢٠٠۶ رابرتز، و (نیل می�شود اطلاق
متغیر)، بلوک�های (یا متغیرها همه مولفه به مولفه روش به رسانی به�روز از پس هستند. جمله این از
عنوان به تصادفی، دنباله یک انتخاب یا همگی اتصال جمله از آن�ها، ترکیب برای مختلفی استراتژی�های
و روش�ها این .(٢٠٠٣ همکاران، و (فورت هستند به�کارگیری قابل متغیرها همه توام زنجیر حالت
روش�های به نسبت MCMC الگوریتم به�تر عملکرد و ساده�تر اجرای باعث کردن، ترکیب استراتژی�های
مولفه، به مولفه رسانی به�روز روش�های های مزیت کنار در می�شوند. متغیر�ها همه هم�زمان رسانی به�روز
مانای توزیع به آن�ها از حاصل مارکوف زنجیر�های همگرایی نظری ویژگی�های روی بر پژوهش� و مطالعه

است. گرفته قرار توجه مورد ندرت به می�باشد، نظر مورد پسین توزیع همان که خود،
متروپولیس-هستینگز، زنجیر�های مختلف به�صورت�های هندسی و یکنواخت همگرایی مورد در
نمونه چند عنوان به شده�اند. انجام زیادی پژوهش�های می�شوند، به�روز هم�زمان متغیر�ها همه زمانی�که
(٢٠١٢) گیر و جانسون و (٢٠٠٩) همکاران و کریستنسن ،(١٩٩۶) توییدی و منگرسن به می�توان
گرفته به�کار متروپولیس-هستینگز مولفه به مولفه زنجیرهای برای نتایج این از هیچ�کدام اما کرد. اشاره

است. گیبز نمونه�گیر است گرفته قرار توجه مورد کمی که مولفه�ای به مولفه روش تنها نشده�اند.
یک با ترکیب) مختلف استراتژی�های همراه (به مولفه به مولفه MCMC زنجیرهای همگرایی اثبات
که می�کند حاصل را اطمینان این آن�ها کاربران برای زیرا باشد مهم بسیار می�تواند هندسی همگرایی نرخ
نمونه�های به نزدیک کیفیت با نمونه�های عنوان با زنجیر�هایی چنین از شده تولید نمونه�های از می�توانند
که شرایطی تا شدیم آن بر پایان�نامه این در دلیل همین به .(٢٠١١ جونز، و (منگال کنند استفاده i.i.d.
همگرا خود مانای توزیع به هندسی نرخ یک با مولفه به مولفه مارکوف زنجیر�های از برخی آن�ها تحت
ترکیب مختلف استراتژی�های از حاصل همگرایی نرخ�های بین روابط همچنین و دهیم نمایش را می�شوند

می�باشد: زیر موارد شامل اختصار، به پایان�نامه، مطالب کنیم. بررسی را
می�کنیم. مطرح را پایان�نامه این موضوع به ورود برای نیاز مورد مفاهیم و تعاریف اول، فصل •

مولفه رسانی به�روز برای کلی چارچوب یک توسعه و حالت فضای نماد، برخی روی بر دوم، فصل در •



ح

می�کنیم. تمرکز مولفه به
همگرایی نرخ بین ارتباط به�خصوص و مولفه به مولفه روش�های همگرایی نرخ�های سوم، فصل در •
و می�کنیم مطالعه تصادفی اسکن روش�های و تصادفی اسکن از دنباله�ای با قطعی اسکن نمونه�های
توزیع با متروپولیس-هستینگز الگوریتم از هایی نسخه یکنواخت ارگودیک ایجاد برای شرایط همچنین

می�کنیم. بررسی مولفه به مولفه روش به�وسیله مستقل حالت در پیشنهادی
به�روز روش با آن مقایسه و مولفه به مولفه روش به رسانی به�روز ارزیابی منظور به چهارم، فصل در •
ماکسیمم برآورد و آمیخته خطی مدل برای گیبز نمونه�گیری مثال، دو برای متغیرها، همه هم�زمان رسانی
مطلوب�تر کارایی از حاکی نتایج، است. شده انجام شبیه�سازی مطالعه آمیخته، مدل�های برای درستنمایی

می�باشد. متغیر�ها همه هم�زمان رسانی به�روز روش به نسبت مولفه، به مولفه رسانی به�روز روش



୓ماد�৶و୓�ଡشاিت॥඼ෙव
تصادفی متغیر Y
تصادفی بردار y

y شرط به θ پسین توزیع π(θ|y)
θ پیشین توریع π(θ)

حالت فضای χ
پارامتر فضای Θ

درستنمایی تابع L(θ|y)
بورل جبر سیگما B

می�کند میل →
توزیع در همگرایی d−→

مارکوف زنجیر Φ
مارکوف زنجیر مونت�کارلوی MCMC

ترکیب هسته Pcomp

آمیختگی هسته Pmix

تصادفی اسکن هسته PRS

ترکیب هسته PC

تصادفی اسکن دنباله هسته PRQ

گیبز نمونه�گیر هسته PGS

گیبز درون متروپولیس-هستینگز ترکیب هسته PHC

گیبز درون متروپولیس-هستینگز تصادفی اسکن هسته PRSH

مستقل ترکیب نمونه هسته PCIS

مستقل تصادفی دنباله نمونه هسته PRQIS

مستقل تصادفی اسکن نمونه هسته PRSIS

تصادفی اسکن مارکوف انتقال چگالی hRS

ترکیب مارکوف انتقال چگالی hC
تصادفی اسکن دنباله مارکوف انتقال چگالی hRQ

گیبز درون متروپولیس-هستینگز ترکیب مارکوف انتقال چگالی hHC

نرم تابع ∥·∥





مطالب فهرست

ز تصاویر لیست

س جداول لیست

١ اولیه مفاهیم و تعاریف ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی مفاهیم و تعاریف ٢.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری استنباط در بیزی و بسامدی دیدگاه�های ٣.١
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

می�کنیم. ارایه را پایان��نامه اصلی نظری مباحث به ورود برای لازم تعاریف و مفاهیم روش�ها، فصل، این در
شده�اند. برگرفته (٢٠٠٩) جانسون و (١٣٨٠) پاشا از فصل این مطالب عمده

مقدمه ١.١

اغلب در می�آیند. به�دست پسین توزیع بر مبتنی استنباط�ها، تمامی آماری، استنباط بیزی دیدگاه در
رده یک زد. تقریب �را آن شیوه�ای به باید و ندارد بسته�ای صورت پسین توزیع کاربردی موقعیت�های
(MCMC)،مارکوف١ زنجیر مونت�کارلوی نمونه�گیری روش�های پسین، توزیع تقریب برای روش�ها از
روش�ها، این می�باشند. (GS) گیبز٣، نمونه�گیر و (MH) هستینگز٢، متروپولیس- الگوریتم�های به�ویژه
با �عبارتی به یا نمونه�گیری تکرار�های تعداد افزایش با که می�شوند طراحی طوری مارکوف زنجیرهای بنابر
مطلوب، توزیع از نمونه�هایی عنوان به حاصل زنجیر حالت�های بعد، به جایی از زنجیر حالت رسانی به�روز

می�شوند. گرفته نظر در پسین، توزیع یعنی
بعد که مسایلی در به�خصوص باشد، برانگیز چالش� می�تواند پیشنهادی۴ توزیع� انتخاب عمل در
با رسانی به�روز این�که و کاربران، برای MCMC مهم کاربرد دلیل به بنابراین باشد. بالا حالت فضای
روش�های در می�شود. داده ترجیح پایین�تر بعد با رسانی به�روز است، بیش�تری محاسبات دارای بالا بعد
(یا متغیر یک فقط مرحله، هر در متغیرها همه هم�زمان رسانی به�روز به�جای که است معمول ،MCMC
رابرتز، و (نیل می�شود اطلاق مولفه۵ به مولفه رسانی به�روز آن به که شود رسانی به�روز متغیرها) از بلوکی

.(٢٠٠۶
به�روز هم�زمان متغیر�ها همه زمانی�که متروپولیس-هستینگز زنجیر�های مختلف صورت�های مورد در

١Markov Chain Monte Carlo
٢Metropolis Hasting
٣Gibbs Sampler
۴Proposal distribution
۵Component-wise updating



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

،(١٩٩۶) توییدی و منگرسن به می�توان نمونه چند عنوان به است. شده� انجام زیادی پژوهش�های می�شوند
برای نتایج این از هیچ�کدام اما کرد اشاره (٢٠١٢) گیر و جانسون و (٢٠٠١) همکاران و کریستنسن
کمی که مولفه�ای به مولفه روش تنها نشده�اند. گرفته به�کار متروپولیس-هستینگز مولفه به مولفه زنجیر�های
و (٢٠١٠) هابرت و داس می�توانید مثال عنوان به است. گیبز گیر نمونه است، گرفته قرار توجه مورد
(یا متغیر�ها همه مولفه �به مولفه روش به رسانی به�روز از پس کنید. مشاهده را (٢٠١٠) جونز و جانسون
دنباله یک انتخاب یا همگی اتصال جمله از آن�ها ترکیب برای مختلفی استراتژی�های متغیرها)، از بلوکی
ادامه در هستند. به�کارگیری قابل تصادفی اسکن و متغیر�ها همه توام زنجیر حالت عنوان به تصادفی،
و آن�ها همگرایی� درباره بحث و ارگودیک مارکوف زنجیر�های بیزی، و بسامدی استنباط�های معرفی به

می�پردازیم. تعمیم�یافته خطی آمیخته مدل�های همچنین
مونت�کارلوی همگرایی با مرتبط اساسی مفاهیم برخی شروع، برای فصل این در که می�شود اشاره

است. شده ارایه می�باشند، پر�کاربرد بعد فصل�های در که مارکوف زنجیر�های

مقدماتی مفاهیم و تعاریف ٢.١

دلخواه. مجموعه�ای T و باشد ثابتی مجموعه χ ⊂ R کنید فرض تصادفی۶). (فرآیند .١.٢.١ تعریف
تصادفی متغیر�های دنباله آن�گاه است، زمان متغیر بیانگر معمولا که باشد، شاخصی متغیر t ∈ T اگر

می�گویند. χ حالت فضای و T اندیس�گذار مجموعه با تصادفی فرآیند را {X(t) : t ∈ T}

اگر گویند، مارکوف زنجیر یک را {X(t) : t ∈ T} تصادفی فرآیند مارکوف). (زنجیر .٢.٢.١ تعریف

P (X(k+١) = a|X(k), X(k−١), . . . , X(٠)) = P (X(k+١) = a|X(k)) = K(X(k), X(k+١)).

انتقال چگالی مارکوف، انتقال هسته به می�نامند. مارکوف هسته یا انتقال٧ هسته را K(·, ·) آن در
گویند. نیز (Mtd) مارکوف٨،

مرحله در فرآیند حالت توزیع تعیین برای ،k مرحله در فرآیند حالت از اطلاع فقط مارکوف زنجیر در
فقط زنجیر هر در بعدی نمونه که آن�جا از بود. نخواهد موثر آن از قبل اطلاعات و می�کند کفایت k + ١
برای مارکوف زنجیر�های تا می�دهد، اجازه گذشته به وابستگی عدم این است، وابسته آن قبلی نمونه به

گیرند. قرار استفاده مورد پیچیده� مسایل ساده�سازی

انتقال احتمال را P (X(k+١) = y|X(k) = x) شرطی احتمال انتقال). (احتمال .٣.٢.١ تعریف
همگن،(احتمال مارکوف زنجیر در و می�نامیم، ١+kام) مرحله�ی در y به ام k مرحله در x (از یک�مرحله�ای

می�دهیم. نشان Pxy با را انتقال احتمال�های باشد) نداشته بستگی k به که یک�مرحله�ای انتقال
Pxy = P{X(k+١) = y|X(k) = x}, k ≥ ٠, x, y ∈ χ

.
۶Stochastic process
٧Transition kernel
٨Mrkov transition density



٣ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .٢.١

با مارکوف زنجیر یک {X(t) : t ∈ T} کنید فرض چندمرحله�ای). انتقال (احتمال .۴.٢.١ تعریف
احتمال�های ،m,n ≥ ١ ازای به باشد. P = (pxy) احتمال ماتریس و χ حالت فضای

P{X(n+m) = y|X(m) = x} x, y ∈ χ

می�دهند. نشان p(n)xy علامت با و می�گویند مرحله�ای n انتقال احتمال�های را

سری یک داشتن به نیاز بیزی، استنباط دیدگاه از ما، دلخواه مشخصات با مارکوف زنجیر یک
می�کنیم. تعریف ادامه در که است ویژگی�هایی

است، π(·) مانای٩ توزیع با {X(t) : t ∈ T} مارکوف زنجیر مانا). مارکوف (زنجیر .۵.٢.١ تعریف
حالت از مشابهی نسخه مرحله، هر در زنجیر حالت یعنی .X(t+١) ∼ π(·) آن�گاه X(t) ∼ π(·) هرگاه

بود. خواهد زنجیر آغازین

.πn = π٠ ،n ≥ ١ هر ازای به آ�ن�گاه ،π٠ = π١ اگر ماناست، فرآیندی .۶.٢.١ تعریف

یعنی باشد، داشته هم�ارزی دسته یک تنها زنجیری حالت فضای اگر (تحویل�ناپذیری١٠). .٧.٢.١ تعریف
دیگر، عبارت به یا و گوییم تحویل�ناپذیر را زنجیر آن باشند، یکدیگر دسترس در دلخواه حالت دو هر
خواهد را زنجیر حالت فضای وضعیت�های تمام روی بر حرکت اجازه ،X(٠) اولیه مقدار از صر�فنظر ،K
.P n(x,A) > ٠ که باشد داشته وجود nیک A ∈ B و x ∈ χ همه برای اگر دیگر، بیان به یا داشت.

ϕ-تحویل�ناپذیر ،(X,B)روی ϕ اندازه١١ برخی برای مارکوف، زنجیر (ϕ-تحویل�ناپذیر). .٨.٢.١ ملاحظه
.P n(x,A) > ٠ که دارد وجود n یک آن�گاه باشد، ϕ(A) > ٠ ،A ∈ B و x ∈ χ همه برای اگر است

یک در بالاخره نقطه هر از شروع با باشد بازگشتی زنجیری اگر (بازگشت�پذیری١٢). .٩.٢.١ تعریف
گشت. خواهد باز آن به مثبت احتمال با متناهی زمان

احتمال توزیع به توجه با χحالت فضای روی مارکوف زنجیر .( دقیق١٣ تعادل (شرط .١٠.٢.١ ملاحظه
اگر است، برگشت�پذیر ،π

π(x)P (x, dy) = π(y)P (y, dx) ∀x, y ∈ χ.

ماناست زنجیر برای π(·) آن�گاه باشد، برگشت�پذیر π(·) به توجه با مارکوفی زنجیر اگر .١١.٢.١ ملاحظه
.(٢٠٠۴ روزنتال، و (رابرتز

این اگر است. π توزیع مانایی از اطمینان، حصول برای روشی دقیق تعادل شرط .١٢.٢.١ ملاحظه
است. برگشت�پذیر π به توجه با مارکوف زنجیر باشد برقرار ویژگی

٩ Invariant distribution
١٠Irreduciblity
١١Measure
١٢Reversiblity
١٣Detailed balance condition



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

برگشت�پذیر Φ = {X(٠), X(١), . . . } مارکوف زنجیر یک هریس١۴). (برگشت�پذیر .١٣.٢.١ ملاحظه
است بورل σ-جبر یک B آن در که A ∈ B مجموعه زنجیر، x اولیه مقدار هر ازای به اگر است هریس

.P (X(n) ∈ A|X(٠) = x) → ١ یعنی کند، ملاقات بار بی�نهایت یک، احتمال با

هیچ گرفتار حالت، فضای جستجوی در زنجیر، که است معنی این به (نادوره�ای١۵). .١۴.٢.١ ملاحظه
نکند. گیر موضعی مجموعه یک در زنجیر دیگر عبارت به نشود. چرخشی

ϕ-تحویل�ناپذیر، اگر است، هریس ارگودیک مارکف زنجیر یک (ارگودیکهریس١۶). .١۵.٢.١ ملاحظه
باشد. π و ϕ اندازه برخی برای π(·) مانای توزیع دارای و برگشت�پذیر هریس نادوره�ای،

و باشد π مانای توزیع با هریس ارگودیک Φ مارکوف زنجیر کنید فرض (ارگودیک). .١۶.٢.١ تعریف
اولیه مقدار هر ازای به آن�گاه .Eπ|g(x)| < ∞ ،g : X → R تابعی هر ازای به کنید فرض همچنین

n→ ∞ اگر ،x ∈ χ

ḡn =
١
n

n−١∑
i=٠

g(X(i)) → Eπg(X) almost surely.

آ�ن�گاه باشند. (χ,B) روی اندازه دو ν(·) و µ(·) کنید فرض کل١٧). تغییرات (فاصله .١٧.٢.١ ملاحظه
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را کل تغییرات فاصله

∥µ(·)− ν(·)∥ = supA∈B|µ(A)− ν(A)|

برای آن�گاه باشد. π(·) مانای توزیع با هریس ارگودیک Φ مارکوف زنجیر کنید فرض .١٨.٢.١ ملاحظه
n→ ∞ اگر بنابراین شد. خواهد همگرا کل تغییرات فاصله در π(·) به Φ ،x ∈ χ اولیه مقدار هر

∥P n(x, ·)− π(·)∥ → ٠.

فرض و π{١} = π{٢} = π{٣} = ١
٣ با χ = {١,٢,٣} حالت فضای کنید فرض .١٩.٢.١ مثال

مثال این p(٣, {٣}) = ١ و p(١, {١}) = p(١, {٢}) = p(٢, {١}) = p(٢, {٢}) = ١
٢ کنید

نیز برگشت�پذیر زنجیر این طرفی از نمی�رود. ٣ حالت به ١ حالت از هرگز زنجیر یعنی است تحویل�پذیر
نمی�کند. حرکت زنجیر نقاط تمام به مثبت احتمال با زیرا نمی�باشد

فضای دارای که کنید فرض است، مارکوف زنجیری {Xn : n = ٠,١,٢, . . . } فرآیند .٢٠.٢.١ مثال

باشد. π١٢)٠ ,
١
٢) توزیع با و

[
١
٢

١
٢

١
٢

١
٢

]
انتقال احتمال ماتریس ،χ = {٠,١} حالت

رابطه ،n هر ازای به که، دهیم نشان ما اگر
π١ = π٠P, π٢ = π٠P

٢ . . . , πn = π٠P
n = π٠

١۴Harris recurrent
١۵Aperiodic
١۶Harris ergodic
١٧Total variation distance



۵ آماری استنباط در بیزی و بسامدی دیدگاه�های .٣.١

محاسبه با ماناست. فرآیند باشد، برقرار
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درنتیجه ،πn = π٠ توزیع که می�رسیم نتیجه این به دهیم ادامه ام n مرحله تا را محاسبه روند این اگر
می�شود. ثابت مثال مانایی

آماری استنباط در بیزی و بسامدی دیدگاه�های ٣.١

هرکدام کرد. تقسیم�بندی بیزی و بسامدی دسته دو به می�توان کلی دسته�بندی یک در را آماری روش�های
در .(٢٠٠٧ (رابرت، می�کند دنبال آماری استنباط در را خود خاص هدف و منطق چارچوب، این از
یکی مدل�بندی�، زمینه در است. نامعلوم اما ثابت، بررسی مورد پارامتر آماری، استنباط بسامدی دیدگاه
بر مبتنی دیدگاه مقابل در است. درستنمایی بر مبتنی بسامدی استنباط�های پرطرفدار شاخه�های از
به است. تصادفی توزیع یک از تحققی پارامتر، واقعی مقدار که می�کند فرض بیزی دیدگاه درستنمایی،

می�شود. محسوب تصادفی متغیر یک پارامتر �عبارتی
اطلاعات می�آید، به�دست واحد روش یک با همیشه پسین که است این بیزی استنباط عمده مزیت
تابع توسط را شده مشاهده داده�های در موجود اطلاعات و پیشین١٨ توزیع از را پارامتر درباره اولیه

می�سازد. را پسین١٩ چگالی و می�کند ترکیب درستنمایی
باشد L(θ|y) درستنمایی تابع دارای nتایی، نمونه� یک y = (y١, . . . , yn) ∈ Rd کنید فرض
چگالی تابع دارای θ پارامتر بردار کنید فرض همچنین .θ = (θ١, . . . , θd) ∈ Θ ⊂ Rd به�طوری�که

بیز قضیه بنابر این�صورت، در باشد. π(θ) پیشین

π(θ|y) = π(θ) · L(θ|y)∫
Θ
π(θ) · L(θ|y)dθ

= c(y) · π(θ) · L(θ|y)

توزیع آن�را که می�شود منجر جدیدی احتمال توزیع تابع به درستنمایی، تابع و پیشین توزیع ترکیب که
c(y) فوق رابطه در طرفی از می�گیرد. صورت آن اساس بر بیزی، استنباط�های تمامی و می�نامیم پسین

با است برابر و نیست وابسته θθθ پارامتر به که می�شود نامیده نرمال�ساز٢٠ ثابت

c(y) =
١∫

Θ
π(θ) · L(θ|y)dθ

محاسبه قابل درستنمایی تابع که کرد محاسبه می�توان زمانی را، پسین چگالی تابع که است ذکر شایان
بنابراین هستند. پیچیده پیشین، توزیع انتخاب به بسته و ندارد بسته�ای صورت معمولا پسین توزیع باشد.

کرد. استفاده پسین توزیع تقریب برای تقریبی، روش�های از باید آماری استنباط�های استخراج برای

١٨Perior distribution
١٩Posterior density
٢٠Normalizing constant
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نمونه�گیری بر مبتنی روش�های و عددی روش�های کلی، دسته دو به پسین، توزیع تقریب روش�های
،(١٩٨۶ کدین، و (تیرنی لاپلاس٢١ تقریب به می�توان عددی تقریب روش�های از می�شوند. تقسیم�بندی
معروف�ترین از کرد. اشاره نیوتن-رافسون تقریب و (١٩٩۵ بیتس، و (پینیرو مربع�بندی٢٢ روش�های
می�توان هستند، معروف نیز مونت�کارلویی شبیه�سازی روش�های به که گیری نمونه بر مبتنی روش�های
مونت�کارلوی و برگر،٢٠٠٢) و (کسلا پذیرش٢۴ و رد ،(١٩٨٧ (هستربرگ، مهم٢٣ نقاط نمونه�گیری روش�های

برد. نام (٢٠٠۴ کسلا، و رابرت ١٩٧٠؛ (هستینگز، مارکوفی زنجیر
انتگرال�گیری روش�های اساسی مشکل هستند. توجهی قابل معایب دارای شده ذکر روش�های یکاز هر
می�باشد. شود، انتگرال�گیری باید که تابعی برای چگال�تر) (نواحی مهم نواحی شناسایی در عددی
با این�صورت غیر در و می�کنند عمل خوب ۶ حداکثر بعد با نواحی برای عددی انتگرال�گیری�های
بعد افزایش �می�شویم. مواجه خطاها تجمع با انتگرال، بعد افزایش با زیرا می�شوند، مواجه زیادی خطای

.(١٩٩٣ کلیتون، و (بریسلو داشت خواهد همراه به نیز را محاسبات افزایش انتگرال،

مارکوف زنجیر مونت�کارلوی نمونه��گیری روش�های ۴.١

مبتنی های روش در هستند. معمول انتخاب پسین توزیع تقریب برای نمونه�گیری بر مبتنی روش�های
برآوردگرهای همگرایی ،(١٩۴٢ (بیرخوف، ارگودیک٢۵ قضیه و بزرگ اعداد قوی قانون گیری، نمونه بر
روش� ساخت در می�کند. تضمین را پسین توزیع از نظر مورد کمیت�های به تولیدشده، نمونه از حاصل

دهیم. توضیح را MCMC نمونه�گیری الگوریتم�های ابتدا باید تقریبی

مارکوف زنجیر مونت�کارلوی الگوریتم�های

محاسبه برای باشد، بالا پارامتر�هایش بعد و نیست دسترس در پسین توزیع بسته صورت که مواردی در
از استفاده پسین توزیع تقریب روش�های از یکی می�شود. استفاده تقریبی روش�های از آن، تقریبی
(متروپولیس MCMC الگوریتم�های مشکل این رفع برای می�باشد. مونت�کارلویی شبیه�سازی روش�های
توزیع یک از نمونه تولید به مستقیم غیر به�طور که شدند معرفی (١٩٧٠ هستینگز، ١٩۵٣؛ همکاران، و

می�پردازند. مفروض احتمالی
توزیع که است مارکوف زنجیر یک از وابسته نمونه تولید بر مبتنی ،MCMC الگوریتم�های مکانیسم
تولید مونت�کارلویی نمونه حجم اگر صورت، این در می�باشد. مورد�نظر پسین توزیع همان آن، مانای
توزیع از نمونه�هایی عنوان به حاصل زنجیر حالت�های بعد�، به جایی از باشد، بزرگ کافی اندازه به شده،

می�شود. گرفته نظر در پسین، توزیع یعنی مطلوب،

٢١Laplace approximation
٢٢Quadrature methods
٢٣Importance sampling
٢۴Reject-accept sampling
٢۵Ergodic theorem
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تشریح را مونت�کارلویی انتگرال�گیری مساله ابتدا ،MCMC الگوریتم�های جزییات معرفی برای
می�کنیم.

مونت�کارلویی انتگرال�گیری

انتگرال بخواهیم کنید فرض

I =

∫
h(x)dx =

∫
g(x) · f(x)dx

نتوان چنان�چه است. f(·) چگالی تابع با X تصادفی متغیر از تابعی ،g(·) آن در که کنیم، محاسبه را
استفاده آن تقریب برای شبیه�سازی روش�های از می�توان کرد، حل معمولی محاسبات با را انتگرال این

نمود.
تابع یک حسب بر ریاضی امید محاسبه مساله یک به را گیری انتگرال مساله ابتدا منظور این برای

یعنی می�کنیم. تبدیل f(·) مانند چگالی،

I =

∫
h(x)dx =

∫
g(x) · f(x)dx = Ef [g(x)]

نمونه حجم که وقتی ،f توزیع از آمده به�دست نمونه یک میانگین برابر ،I کارلوی مونت برآورد آن�گاه
چگالی از نمونه تولید برای راهی یافتن مساله به انتگرال�گیری مساله بنابراین بود. خواهد باشد، بزرگ

می�شود. تبدیل ،f(·) هدف
توزیع از شده تولید مستقیما (مستقل) نمونه یک از نیست لازم I انتگرال محاسبه برای واقع در
با را X١, . . . , Xn (وابسته)، نمونه یک ،f(·) از مستقیم تولید بدون می�توان، شود. استفاده ،f(·)

آورد. به�دست ،f(·) مانای توزیع با ارگودیک مارکوف زنجیر یک از استفاده

غیرمستقیم روش به نمونه تولید

مارکوف، زنجیر�های به�وسیله است. MCMC روش�های از استفاده نمونه�ها، مستقیم غیر تولید راه�حل یک
می�شود. شبیه�سازی مانا توزیع با وابسته نمونه�ای پسین، توزیع از مستقل نمونه�های شبیه�سازی به�جای
MCMC نمونه�گیری روش به که است مارکوف زنجیر�های و مونت�کارلویی نمونه�گیری از ترکیبی روش، این
(١٩٧٠) هستینگز و (١٩۵٣) همکاران و متروپولیس مطالعات به MCMC کشف این�که با شد. مشهور
اسمیت و گلفاند کار با بیزی استنباط�های اجرای برای ابزاری �عنوان به آن شایع استفاده اما بر�می�گردد،
کسلا و رابرت به MCMC الگوریتم�های گسترش و پیدایش تاریخچه مشاهده برای شد. شروع (١٩٩٠)

کنید. مراجعه (٢٠١١)
وابسته تصادفی متغیر�های از دنباله�ای ،MCMC الگوریتم�های توصیف برای

X(٠), X(١), . . . , X(k), . . .

ساخت MCMC الگوریتم اصلی هدف بگیرید. نظر در شده�اند، تعریف χ حالت فضای روی یک هر که
آن نیازمند مانا، توزیع وجود از اطمینان باشد. π هدف توزیع آن مانای توزیع که است مارکوفی زنجیر
کردیم. اشاره آن�ها به فصل، این تعاریف بخش در که، باشد ویژگی چندین دارای مارکوف، زنجیر که است
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X(k) که معنی این به بود. خواهد هم حدی توزیع یک π مانای توزیع ویژگی�ها، این تحت بنابراین
k → ∞ اگر یعنی می�شود. همگرا π به توزیع در

X(k) d−→ π

ارگودیک قضیه همگرایی، ویژگی این نتیجه ندارد. همگرایی این بر تاثیری شروع نقطه که است ذکر به لازم
زنجیر از تولیدی وابسته نمونه�های از حاصل g(x) دلخواه تابع تجربی میانگین می�کند، بیان که است

یعنی می�شود. همگرا مورد�نظر واقعی مقدار به یک، احتمال با مارکوف،
١
n

n∑
k=١

g(X(k))
a.s.−→ E[g(X)]

است. هم�توزیع و مستقل نمونه�های برای بزرگ اعداد قوی قانون مشابه قضیه این که
است، ما نظر مورد مانای توزیع با زنجیری چنین ساخت چگونگی می�شود، مطرح که سوالی اکنون

شده�اند. ارایه سوال این به پاسخ برای MCMC روش�های که
دارد. وجود خاص مانای توزیع یک با مارکف زنجیر�های تولید برای زیادی الگوریتم�های کلی به�طور
و (١٩٩٠ اسمیت، و گلفاند ؛ ١٩٨۴ گمان، و (گمان گیبز نمونه�گیر الگوریتم دو الگوریتم�ها این میان از
مقبول�تر آماری ادبیات در (١٩٧٠ هستینگز، ١٩۵٣؛ همکاران، و (متروپولیس متروپولیس-هستینگز
آن، از استفاده برای می�بایست و است شده بنا پارامتر�ها شرطی پسین توزیع�های بر گیبز الگوریتم هستند.
این�صورت غیر در باشند. شده مشخص متناسب صورت به کم دست پارامتر�ها، کامل شرطی توزیع�های

گرفت. کمک متروپولیس-هستینگز الگوریتم از می�توان
و زنجیر همگرایی تشخیص نظیر متعددی مشکلات دارای متروپولیس-هستینگز الگوریتم طرفی از
تقسیم ساده�تر مسایل از دنباله�ای به را مسایل این�گونه گیبز نمونه�گیر اما می�باشد. محاسبات طولانی زمان
داشته نیاز همگرایی برای زیادی زمان دنباله�ها این است ممکن البته است. ساده�تر آن اجرای و می�کند
نمونه یک که می�دهد را اجازه این زیرا است، توجه وجالب مفید الگوریتم این وجود، این با ولی باشند
به�طور را گیبز نمونه�گیر و متروپولیس-هستینگز الگوریتم دو ادامه در کنیم. تولید توام پسین توزیع از

می�دهیم. شرح مختصر

متروپولیس-هستینگز الگوریتم ۵.١

توسط سپس و شد پیشنهاد (١٩۵٣) همکاران و متروپولیس توسط ابتدا متروپولیس-هستینگز الگوریتم
پذیرش و رد ساختار با مشابه ساختاری الگوریتم این یافت. تدوین کامل به�طور (١٩٧٠) هستینگز
پیشنهاد پسین توزیع از ممکن نمونه�های عنوان به پیشنهادی توزیع یک توسط که را مشاهداتی و دارد
این بر می�پذیرد. معینی احتمال با و داده، قرار ارزیابی مورد احتمالاتی قاعده یک اساس بر می�شوند،
سرعت و دقت بر آن انتخاب که است نیاز پیشنهادی توزیع یک به الگوریتم، این از استفاده برای اساس
اندازه یک ϖ و q ≥ ١ که χ ∈ Rq زنجیر حالت فضای الگوریتم این در است. موثر الگوریتم همگرایی
دارای ϖ و زنجیر، جاری حالت نشان�دهنده X(k) = x کنید فرض و بگیرید نظر در را باشد، احتمال
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به�روز برای MH الگوریتم باشد. پیشنهادی چگالی نشان�دهنده p(·, ·) همچنین و باشد π(·) مانای تابع
می�آید: به�دست زیر به�صورت X(k+١) رسانی

p(y|x) پیشنهادی چگالی تابع از y تولید (١

آن در که α(x, y) پذیرش احتمال محاسبه (٢

α(x, y) = min

{
١, π(y)p(x|y)
π(x)p(y|x)

}
.١− α(x, y) احتمال با X(k+١) = x دادن قرار و α(x, y) احتمال با X(k+١) = y دادن قرار (٣

می�کند. کفایت متناسب صورت به پسین توزیع شناخت که است آن الگوریتم این مطلوب ویژگی�های از
k = برای ، {X(k+١)} تصادفی متغیرهای از مجموعه�ای پسین، توزیع داشتن شرط با الگوریتم، این
چگالی تعیین به ملزم را ما الگوریتم، این نمونه�ها، این تولید برای می�کند. تولید پی�در�پی به�طور ،١,٢, . . .
در آن مقدار به توجه با ،k + ١ زمان در احتمال ،x چگالی تابع تابع، این می�کند. p(y|x) پیشنهادی

است. k زمان
x به نزدیک مقادیری پیشنهادی توزیع اگر می�شود. هستینگز٢۶نامیده فوق رابطه در موجود نسبت
زمان و می�کند حرکت کند خیلی زنجیر اما می�شوند پذیرفته پیشنهاد�ها همیشه تقریبا کند، پیشنهاد را
پیشنهاد را x از دور مقادیر پیشنهادی توزیع اگر همچنین شود. همگرا الگوریتم تا می�کشد طول زیادی
می�توان تنظیم کمی با می�شود. همگرا کندی به زنجیر هم باز و می�شوند رد همیشه تقریبا پیشنهاد�ها کند،
پذیرش نرخ از الگوریتم و نشوند قبول یا رد مکررا پیشنهاد�ها که کرد تعدیل نحوی به را پیشنهادی توزیع

.(١٩٩٧ همکاران، و (رابرتز باشد برخوردار مناسبی
(RWMH) ٢٨ تصادفی قدم�زدن MH الگوریتم و (IMH) مستقل٢٧ MH الگوریتم خاص حالت دو

می�کنیم. معرفی ادامه در را

مستقل متروپولیس-هستینگز الگوریتم ١.۵.١

حالت باشد، مستقل ،X(k) یعنی زنجیر، جاری مقدار از جدید، پیشنهادی چگالی مقدار که حالتی در
حالت این در گویند. MHمستقل را انتخاب این با حاصل الگوریتم که می�افتد اتفاق الگوریتم از خاصی

است: زیر صورت به الگوریتم روند .p(y|x) = p(y)

p(y) پیشنهادی چگالی تابع از y تولید (١

آن در که α(x, y) پذیرش احتمال محاسبه (٢

α(x, y) = min

{
١, π(y)p(x)
π(x)p(y)

}
٢۶Hastings
٢٧Independent Metropolis-Hastings algorithm
٢٨Random Walk Metropolis-Hastigs algorithm



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

.١− α(x, y) احتمال با X(k+١) = x دادن قرار و α(x, y) احتمال با X(k+١) = y دادن قرار (٣

متروپولیس- نمونه یک زنجیر نباشد جاری حالت به وابسته p(·) پیشنهادی چگالی زمانی�که بنابراین،
و رابرت به می�توانید الگوریتم نوع این ویژگی�های از اطلاع برای است. (MHIS) مستقل هستینگز

کنید. مراجعه (٢٠١٠) کسلا

تصادفی زدن قدم -هستینگز متروپولیس الگوریتم ٢.۵.١

یک آن در که می�شود، تولید قبلی شده شبیه�سازی مقدار طبق بر پیشنهادی جدید مقدار الگوریتم این در
می�گیرد. صورت زنجیر جاری همسایگی٢٩مقدار در کاوش

از مستقل تصادفی خطای یک ϵk آن در که است y = x+ ϵk طبق y شبیه�سازی با ایده این اجرای
از: است عبارت پیشنهادی توزیع حالت این در است. p(·) چگالی تابع با x

p(y|x) = p(x− y) = p(y − x)

میانگین با چندمتغیره، نرمال یا نرمال توزیع در (مثلا باشد متقارن صفر حول p(·) توزیع صورتی�که در
است. تصادفی قدم�زدن فرآیند یک آن، با متناظر مارکوف زنجیر استاندارد) یکنواخت توزیع یا و صفر

است: زیر صورت به آن الگوریتم که

p(y − x) پیشنهادی چگالی تابع از y تولید (١

آن در که α(x, y) پذیرش احتمال محاسبه (٢

α(x, y) = min

{
١, π(y)
π(x)

}
.١− α(x, y) احتمال با X(k+١) = x دادن قرار و α(x, y) احتمال با X(k+١) = y دادن قرار (٣

(x, y) جفت برای که، است معنی بدین این نیست. وابسته p(·) به پذیرش احتمال که می�شویم متذکر
که داشت توجه باید اما است. مشابه شود، تولید کوشی یا نرمال از که حالتی در y پذیرش احتمال
شد. خواهند متفاوت پذیرش نرخ�های نتیجه در و y برای مقادیر، مختلف دامنه�های به منجر p(·) تغییر

است. موثر الگوریتم عملکرد بر p انتخاب بنابراین،

گیبز نمونه�گیر ۶.١

سپس شد. معرفی تصویری مدل�های پردازش در (١٩٨۴) گمان و گمان توسط ابتدا گیبز نمونه�گیری روش
حاشیه�ای چگالی�های محاسبه برای نمونه�گیری مبنای بر روشی �عنوان به (١٩٩٠) اسمیت و گلفاند توسط
جورج و کسلا به�وسیله الگوریتم این ساده و واضح توضیح شد. پیشنهاد بیزی استنباط چارچوب در

است. شده بیان (١٩٩٢)

٢٩Local exploration



١١ گیبز نمونه�گیر .۶.١

پیچیده یا ناشناخته دلیل به پسینی تحلیلی استنباط�های انجام امکان هنگامی�که بیزی رهیافت در
توزیع از نمونه�گیری بر مبتنی که مارکوف زنجیر مونت�کارلویی روش�های از ندارد، وجود پسین توزیع بودن
توزیع�های از گیبز الگوریتم می�شود. استفاده پسینی علاقه مورد کمیت�های تقریب برای هستند، پسین
نامیده کامل٣٠ شرطی پسین توزیع اصطلاحا که پارامتر�ها سایر شرط به مختلف، پارامترهای شرطی پسین

می�کند. استفاده هدف پسین توزیع از نمونه�گیری برای می�شوند،

دو�مرحله�ای گیبز نمونه�گیر ١.۶.١

فرض اگر می�کند. ایجاد زیر صورت به توام توزیع از را مارکوف زنجیر یک دو�مرحله�ای، گیبز نمونه�گیر
p(y|x) و p(x|y) شرطی چگالی�های با p(x, y) توام چگالی تابع دارای Y و X تصادفی متغیر�های کنیم
می�کند. تولید زیر صورت به را k = ١,٢, . . . ازای به را (X(k), Y (k)) دومرحله�ای گیبز نمونه�گیر باشند،

می�کنیم تولید k = ١,٢, . . . برای X(٠) = xفرض با

X(k+١) ∼ P (x|y(k)) (١

Y (k+١) ∼ P (y|x(k+١)) (٢

آسان الگوریتم اجرای باشد، ساده آن�ها از نمونه تولید و ساده مرحله دو هر در شبیه�سازی صورتی�که در
به شبیه�سازی باشند، داشته بسته�ای صورت شرطی چگالی�های صورتی�که در دیگر، عبارت به یا است

می�شود. انجام سادگی
مورد می�تواند مونت�کارلو تقریب�های نباشد، انجام قابل مستقیم نمونه�گیری صورتی�که در بنابراین
این�صورت در باشد، p(x, y) توزیع از (X(k), Y (k)) اگر که می�یابیم در راحتی به گیرد. قرار استفاده
p(x, y) زنجیر، این مانای توزیع دیگر به�عبارت بود. خواهد p(x, y) توزیع از نیز (X(k+١), Y (k+١))

است.

چند�مرحله�ای گیبز نمونه�گیر ٢.۶.١

، m > ١ برای که کنید فرض است. دومرحله�ای گیبز نمونه�گیر از تعمیمی چند�مرحله�ای گیبز نمونه�گیر
یا بعدی تک است ممکن Yi مولفه�های شود. نوشته Y = (Y١, . . . , Ym) صورت به Y تصادفی متغیر

کرد: شبیه�سازی زیر صورت به i = ١,٢, . . . ,m برای می�توان باشند. چند�بعدی
Yi|y١, y٢, . . . , yi−١, yi+١, . . . , ym ∼ pi(yi|y١, y٢, . . . , yi−١, yi+١, . . . , ym)

کردن فرض با و k = ١,٢, . . . تکرار با Y (k+١) به Y (k) از انتقال تحت گیبز نمونه�گیر الگوریتم
می�شود: تولید زیر گام�های طی y(k) = (y

(k)
١ , y

(k)
٢ , . . . , y

(k)
m )

Y
(k+١)
١ ∼ p١(y١|y(k)٢ , . . . , y

(k)
m ) (١

٣٠Full conditional



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

Y
(k+١)
٢ ∼ p٢(y٢|y(k+١)

١ , y
(k)
٣ , . . . , y

(k)
m ) (٢
...

Y
(k+١)
m ∼ pm(ym|y(k+١)

١ , . . . , y
(k+١)
m−١ ) (m

این گیبز نمونه�گیر خصوصیت یک می�شوند. نامیده کامل شرطی چگالی�های p١, . . . , pm چگالی�های
بالا ابعاد با مساله�ای حتی بنابراین، می�گیرند. قرار استفاده مورد شبیه�سازی برای چگالی�ها تنها که است
حساب به گیبز نمونه�گیری روش مزیت این که کرد تقسیم کوچک�تر بعد�های با مساله چند به می�توان را

می�آید.
همگرایی، برای الگوریتم باشد، زیاد شده تولید نمونه�های بین خود�همبستگی میزان اندازه هر طرفی از
زنجیر مونت�کارلوی الگوریتم�های همگرایی کلی حالت در اما است. بیش�تری تکرار�های تعداد نیازمند

دارد. بستگی پارامتر�ها پیشین توزیع�های انتخاب به مارکوف

گیبز درون هستینگز متروپولیس- الگوریتم ٧.١

به کرد، شبیه�سازی سادگی به نتوان را کامل شرطی چگالی�های از برخی صورتی�که در را گیبز نمونه�گیر
p١, . . . , pm کامل شرطی چگالی�های از مجموعه یک تحت اگر داد. تعمیم می�توان تنظیماتی با آسانی
به�کار را گیبز تحت متروپولیس راهکار صورتی�که در گیبز نمونه�گیر نتایج باشند، متداول غیر piها از برخی

از شبیه�سازی کنید فرض مثلا نمی�افتد. مخاطره به بگیریم،
Y

(k+١)
i ∼ pi(yi|y(k+١)

١ , . . . , y
(k+١)
i−١ , y

(k)
i+١, . . . , y

(k)
m )

از گیبز) نمونه�گیر مراحل از مرحله یک (در آن از نمونه تولید برای می�توان حالت این در باشد. مشکل
متروپولیس-هستینگز الگوریتم یک با گام این حالت این در کرد. استفاده متروپولیس-هستینگز الگوریتم
الگوریتم نوع این می�شود. جایگزین است، p(yi|y(k+١)

١ , . . . , y
(k+١)
i−١ , y

(k)
i+١, . . . , y

(k)
m ) آن مانا توزیع که

درون متروپولیس-هستینگز الگوریتم آن به که است متروپولیس-هستینگز و گیبز الگوریتم دو از ترکیبی
همین به می�توان باشد، مشکل بسیار کامل شرطی چگالی یک از شبیه�سازی که حالتی در گویند. گیبز٣١

کرد. ترکیب متروپولیس-هستینگز الگوریتم�های با را گیبز نمونه�گیر از مختلفی مراحل ترتیب

آن همگرایی و ارگودیک مارکوف زنجیر ٨.١

مقدار حقیقی تابع یک g که است Eπg(X) =
∫
χ
g(x)π(dx) برآورد MCMC کاربرد معمولی�ترین

شده فرض X(١) ∼ π که است ریاضی امید میانگین π زیر��نویس است. χ روی انتگرال�پذیر تابع π و
عنوان به π داشتن با χ روی Φ مارکوف زنجیر یک ساخت به مستلزم MCMC اساسی روش است.
و می�کنیم شبیه�سازی است تا n که مراحل، از متناهی تعداد یک برای را x ما آن�گاه است. مانا توزیع
می�بریم. کار به ،ḡn = ١

n

∑n−١
i=٠ g(θi) نمونه�ای، میانگین یک با Eπg برآورد برای را شده مشاهده مقادیر

٣١ Metropolis-within-Gibbs algorithm



١٣ آن همگرایی و ارگودیک مارکوف زنجیر .٨.١

می�کند، میل n → ∞ زمانی�که یک احتمال با Eπg به ḡn مونت�کارلو برآورد هریس ارگودیک تحت
کل تغییرات فاصله تحت هدف توزیع به مارکوف زنجیر که می�کند تضمین شرایط این می�شود. همگرا

است. کل تغییرات فاصله همگرایی همگرایی�اش، یعنی می�شود. همگرا
گویند. هندسی ارگودیک را شود همگرا خود مانای توزیع به هندسی نرخ یک با مارکوف زنجیر یک
همگرایی اول، است: اهمیت حایز دلیل سه به هندسی ارگودیک می�شود. تعریف دقیق به�طور ادامه در که
کوتاه در موثر شبیه�سازی نتایج به که است مهم جهت آن از ضمانت این می�کند. تضمین را مارکوف زنجیر
است مرکزی حد قضیه وجود برای کلیدی شرط یک هندسی ارگودیک دوم، می�کنیم؛ پیدا دسترسی مدت

است. نیاز مورد اطمینان قابل مونت�کارلویی استاندارد خطای برآورد برای سوم، ٢٠٠۴)؛ (جونز،
شبیه�سازی یک در Eπg پارامتر از صحیح برآورد یک می�تواند هندسی ارگودیک عملی، نظر نقطه از
ارزیابی حالی�که در دهد، نتیجه ،ḡn − Eπg نا�معلوم، مونت�کارلوی خطای یک و طولانی کافی اندازه به

است. غیر�ممکن مستقیم به�طور خطا این

٠ < t < ١ و X روی M(x) مقدار حقیقی تابع یک اگر یکنواخت٣٢). (ارگودیک .١.٨.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود

∥P n(x, ·)− π(·)∥ ≤M(x)tn

است. یکنواخت ارگودیک Φ آن�گاه باشد متناهی M(x) اگر

برای اگر تنها و اگر است یکنواخت ارگودیک π(·) مانای توزیع با مارکوف زنجیر یک .٢.٨.١ تعریف
.(٢٠٠۴ روزنتال، و (رابرتز ، supx∈χ∥P n(x, ·)− π(·)∥ < ١

٢ ،n ∈ N برخی

و باشد P (١, {١}) = P (٢, {٢}) = ١ با χ = {١,٢} به�صورت حالت فضای اگر .٣.٨.١ مثال
آن�گاه شود، تعریف یکنواخت χ روی π(·)

∥P n(x, ·)− π(·)∥ = E|P n(x, ·)− π(·)| = ١
٢ × ١

٢ +
١
٢ × ١

٢ =
١
٢

نمی�باشد. برقرار یکنواخت ارگودیک شرط که می�رسیم نتیجه این به محاسبه این با

٠وجود < t < ١ و χ روی M(x) مقدار حقیقی تابع یک اگر هندسی٣٣). (ارگودیک .۴.٨.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته

∥P n(x, ·)− π(·)∥ ≤M(x)tn

است. هندسی ارگودیک Φ آن�گاه نباشد متناهی M(x) اگر

توییدی و منگرسن . x, y ∈ R٢ که logπ(x, y) = −(x٢ + x٢y٢ + y٢) کنید فرض .۵.٨.١ مثال
متروپولیس- نمونه یک که دادند نشان (١٩٩۶) توییدی و رابرتز و (٢٠٠٠) هنسن و یارنر ،(١٩٩۶)
شده تعیین ویژگی�های زیرا باشد، هندسی ارگودیک نمی�تواند π هدف توزیع با تصادفی قدم�زدن هستینگز
زمانی�که است ذکر به لازم نمی�باشد. برقرار تصادفی قدم�زدن متروپولیس-هستینگز در هندسی ارگودیک

٣٢ Uniform ergodicity
٣٣Geometric ergodicity



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

متروپولیس-هستینگز هندسی ارگودیک است شده گرفته نظر در مولفه به مولفه روش به رسانی به�روز شیوه
می�پردازیم. آن به پایان�نامه این سوم فصل در ما که است، شده ایجاد تصادفی قدم�زدن

آن، تاریخچه مطالعه برای است. هندسی ارگودیک یکنواخت، ارگودیک از ضعیف�تر شرط یک
و هندسی ارگودیک اختلاف کنید. مراجعه (١٩٩٣) توییدی و مین و (١٩٨۴) ناملین، به می�توانید
فضای اگر البته باشد. وابسته x اولیه مقدار به است ممکن M ثابت مقدار که، است این یکنواخت
حقیقت (در هندسی ارگودیک نادوره�ای و تحویل�ناپذیر زنجیر�های همه آن�گاه باشد، متناهی χ حالت

.(١٩٩۶ توییدی، و (منگرسن هستند یکنواخت) ارگودیک
این باشد، یکنواخت ارگودیک زنجیر اگر می�دهد. نتیجه را هندسی ارگودیک یکنواخت، ارگودیک
برقرار مرکزی٣۴ حد قضیه و است همگرا خود مانای توزیع به کاملا زنجیر که می�شود حاصل اطمینان
جانشینی می�افتد. اتفاق کم خیلی عمل در معمولا که، است قوی شرط یک یکنواخت ارگودیک می�باشد.
نرخ یک با خود مانای توزیع به مارکوف زنجیر که، است هندسی ارگودیک یکنواخت، ارگودیک برای
ولی است یکنواخت ارگودیک از ضعیف�تر نسخه یک واقع در هندسی ارگودیک می�شود. همگرا هندسی

داد. قرار بررسی مورد هستند، هندسی ارگودیک که را تصادفی فرآیند�های می�توان موارد اکثر در
و آوریم به�دست را آن� تقریبی، نمونه�ای توزیع از می�توانیم اما نمی�دانیم را کارلو مونت خطای ما
مرکزی حد قضیه اگر کنیم. محاسبه ،ḡn مجانبی توزیع واریانس برآورد به�وسیله را مونت�کارلو خطای

آن�گاه n→ ∞ اگر و باشد برقرار مارکوف زنجیر�های برای
√
n(ḡn − Eπg)

d−→ N(٠, σ٢g ) (١.١)

.σ٢g ∈ (٠,∞) آن در که
کنیم. بررسی σ٢g واریانس برآورد به�وسیله را، ḡn مونت�کارلو خطای می�توانیم ما CLT به توجه با
مثال، برای است. شده معرفی σ٢g برآورد برای بسیاری تکنیک�های می�دهند. نشان σ̂٢g با را σ٢g برآورد
مناسب می�توانند MCMC خروجی در برآوردگرها، واریانس دسته�ایی٣۶ میانگین و طیفی٣۵ روش�های
میانگین روش، سه این بین در .(٢٠٠۶ همکاران، و جونز و ٢٠١٠ جونز، و فلگال ٢٠١١؛ (اتچد، باشند

می�باشد. ساده�تر پیاده�سازی برای دسته�ای

MCMC الگوریتم�های آمیختگی بررسی معیار�های

تشخیص مهم چالش دو بیزی، استنباط�های در MCMC نمونه�گیری روش�های از شایع استفاده کنار در
همگرایی شناسایی برای هستند. مطرح محاسبات زمان و زنجیر آمیختگی ویژگی�های و همگرایی

شده�اند. پیشنهاد مختلفی معیار�های ،MCMC زنجیر�های
مرکزی حد قضیه آن�گاه باشد هندسی ارگودیک مارکوف زنجیر و Eϖ|g(X)|٢+δ <∞ ،δ > ٠ اگر
و Eπg برآورد احیاکننده شبیه�سازی از استفاده با می�توانیم حالت این در است، برقرار ،(١.١) رابطه

آوریم. به�دست را مونت�کارلو اطمینان قابل مجانبی استاندارد خطای

٣۴Central Limited Theorem
٣۵Spectral methods
٣۶Batch means



١۵ آن همگرایی و ارگودیک مارکوف زنجیر .٨.١

کمیت یک کننده بیان t∗ که است Eϖg برای مجانبی اطمینان فاصله پهنای نصف ،t∗σg/
√
n

اطمینان، فاصله پهنای می�باشد. مارکوف زنجیر مونت�کارلوی شبیه�سازی طول نشان�دهنده n و مناسب
باشد استفاده قابل دقت از مطلوبی سطح به رسیدن برای نیاز مورد تکرار�های تعداد تعیین برای می�تواند

.(٢٠٠۶ همکاران، و جونز و ٢٠١١ جونز، و فلگال ٢٠٠٨؛ جونز، و هاران (فلگال،
همبستگی معیار به�وسیله ،ϖ تصادفی نمونه یک از بهره�وری برای مارکوف زنجیر نسبی کارایی

به�صورت که است اندازه�گیری قابل ، ACT زمان٣٧، یکپارچه

ACT =
σ٢g

V arϖ(g(X))
.

در می�شود. مقایسه انداره همان با تصادفی نمونه یک اساس بر برآوردی از مونت�کارلو برآورد تغییرات
واریانس به�وسیله V arϖ(g(X)) سازگار برآورد حال این با هستند. نامعلوم σ٢g و V arϖ(g(X)) عمل
میانگین برآوردگر است، هندسی ارگودیک زنجیر که آن�جایی از و می�آید به�دست V̂ arϖ(g(X)) نمونه�ای
ACT معیار می�کند. ایجاد σ٢g از سازگار برآوردگر یک می�شود، داده نشان σ̂g٢ با که سازگار، دسته�ایی
همان به رسیدن منظور به شده، انتخاب تصادفی نمونه هر برای گیبز، نمونه�گیر نیاز مورد تکرار�های تعداد

می�دهد. نشان را Eϖg(X) برآورد در دقت از سطح
به�کار سازگار، مونت�کارلو استاندارد خطای ساخت برای دسته�ای میانگین روش که است ذکر قابل
به�طول مارکوف زنجیر یک برای ،b اندازه به کدام هر دسته�ها، تعداد a می�کنیم فرض روش این در می�رود.

کنید فرض k = ١,٢, . . . , a برای .n = ab آن�گاه باشد. n

Sk =
١
b

kb−١∑
i=(k−١)b

g(X(i))

σ٢g دسته�ایی میانگین برآورد باشد. دسته k در زنجیر تابع میانگین

σ̂٢g =
b

a− ١

a∑
k=١

(Sk − ḡn)
٢

.(٢٠٠۶ همکاران، و می�شود(جونز حاصل
می�تواند (MSE) خطا٣٨ مربع میانگین به�وسیله کارلو مونت برآوردهای کیفیت نمونه، اندازه به توجه با
و می�کنیم اجرا ،n طول با کدام هر زنجیر، هر از مستقل تکرار m ما (MSE) برآورد برای شود. ارزیابی
که زنجیری یک از طولانی اجرای یک براساس مستقل برآورد یک و ḡ(١)n , . . . , ḡ

(m)
n مستقل برآوردهای

به�صورت MSE می�کنیم. تولید را می�شود گفته ḡ∗ آن به که است، شده مشخص قبل از

M̂SEm(ḡn) =
١
m

m∑
k=١

(ḡ(k)n − ḡ∗)٢

کنیم. بررسی را Eϖg(X) برآورد سازگاری، نظر از تنها تا می�دهد اجازه فوق رابطه مقادیر می�شود. برآورد

٣٧Autocorrelation Time
٣٨Mean Square Error



١۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

اقلیدسی فاصله ریاضی امید مربع از استفاده با حالت فضای ناحیه در را زنجیر�ها حرکت همچنین ما
مارکوف زنجیر بین متوالی فاصله ریاضی امید مربع کننده بیان که می�کنیم مقایسه ،(ESEJD) پرش٣٩،
ریاضی امید ESEJD آن�گاه باشد استاندارد اقلیدسی نرم نشان�دهنده ∥·∥٢ اگر است. X(k+١) و X(k)

است ثابت ،n طول به زنجیر یک برای �،(MSEJD) ، پرش۴٠ اقلیدسی فاصله مربع میانگین از مقداری

MSEJD =
١

n− ١

n−١∑
k=١

∥X(k+١) −X(k)∥٢٢ = ((E|X(k+١) −X(k)|٢)
١
٢ )٢

ESEJD می�توانیم ،n طول با کدام هر زنجیر، هر از مستقل تکرار m به توجه با

̂ESEJDm =
١
m

m∑
k=١

MSEJD(k)

کنیم. برآورد

همگرایی بررسی روش�های سایر

می�توان موارد این در است. مشکل مستقیم نمونه تولید موارد از بسیاری در شد، اشاره قبلا که همان�طور
از شده تولید نمونه آن�جایی�که از اما کرد. نمونه تولید مستقیم غیر به�طور مارکوف، زنجیر یک از استفاده با
نمونه�ای چنین کیفیت ندارد. را مشابه حجمی با مستقل نمونه یک کیفیت است، وابسته مارکوف زنجیر
و رابرت ١٩٩٨؛ همکاران، و (گلمن سنجید (ESS) موثر۴١ نمونه حجم نام به کمیتی طریق از می�توان را
نزدیک�تر شده تولید نمونه�های تعداد به پارامتر هر برای شده محاسبه ESS مقدار هرچه .(٢٠٠۴ کسلا،

هستند. برخوردار بالاتری کیفیت از شده تولید نمونه�های باشد،
روش در که است مهمی مباحث از یکی خود، مانای توزیع به زنجیر همگرایی بررسی بنابراین،
تشخیص چگونه که است این می�شود مطرح این�جا در که بحثی می�شود. مطرح MCMC نمونه�گیری
است، مدنظر که مانایی توزیع به نهایت در شده تولید زنجیر داریم انتظار زیرا همگراست. زنجیر یک دهیم
خروجی روی همگرایی تشخیص روش�های کردن پیاده با را همگرایی ،MCMC کاربران شود. همگرا
MCMC زنجیر�های همگرایی بررسی برای متعددی روش�های می�کنند. بررسی نمونه�گیری، از شده تولید
جی�وک ،(١٩٩٢) روبین و گلمن همگرایی معیارهای به می�توان ها روش این جمله از دارند. وجود

کرد. اشاره (١٩٨٣) ولچ و هیدل�برگر و (١٩٩٢)

یافته تعمیم خطی آمیخته مدل�های ٩.١

آن�هاست، تغییرات و میانگین�ها روی توجه مرکز آماری، روش�های از استفاده موارد اغلب در تقریبا
معمول�ترین می�شود. آن�ها ماهیت درباره یا میانگین�ها درباره استنباط روش�های ایجاد به منجر که

٣٩Expected Square Euclidean Jump Distance
۴٠Mean Square Euclidean Jump Distance
۴١Effective Sample Size



١٧ یافته تعمیم خطی آمیخته مدل�های .٩.١

طرح ماتریس و Y پاسخ متغیر با خطی، مدل یک در است. (LM) خطی۴٢ مدل رگرسیونی، مدل
به�صورت X از خطی ترکیب حسب بر است، Y |X شرطی میانگین همان که رگرسیونی، تابع ،X
�عبارتی به یا نامعلوم، ثابت بردارهای β ضرایب مدل، این در می�شود. گرفته نظر در E[Y |X] = Xβ

می�شوند. نامیده ثابت۴٣ اثرات
زمانی سری و طولی۴۴ داده�های در اما است. مشاهدات بین استقلال خطی، مدل در اساسی پذیره
این از تعمیمی حالت، این در شود، لحاظ مدل در باید وابستگی این و دارد، وجود وابستگی داده�ها بین
تعمیم�یافته خطی مدل�های می�گیرد. قرار استفاده مورد (LMMs) خطی۴۵ آمیخته مدل به معروف مدل�ها
توزیعی دارای که غیرنرمالی پاسخ�های مدل�بندی برای که هستند مدل�ها از رده�ای (١٩٧٢ ودربرن، و (نلدر

شدند. معرفی هستند، آن) به شبیه (یا نمایی۴۶ توزیع�های خانواده از
تصادفی۴٨ اثرات همان یا پنهان۴٧ متغیرهای از استفاده پاسخ�ها، بین وابستگی گرفتن نظر در برای
E[Y |X,Z, b] = Xβ + Zb به�صورت LMM یک در پاسخ میانگین است. مناسب و رایج راه یک
متناظر طرح ماتریس ،Z و β ثابت اثرات با متناظر طرح ماتریس X آن در که می�شود داده نمایش
عنوان به معمولا تصادفی اثرات .(٢٠٠١ سیرل، و (مک�کالاک می�باشند b تصادفی اثرات بردار با
توصیف را اثرات این توزیع که پارامترهایی و می�شوند تلقی صفر) میانگین (با نرمال تصادفی متغیرهای

می�شوند. برآورد می�کنند،
باشند؛ نرمال غیر می�توانند پاسخ متغیرهای اول، است: چیز دو مدل�ها این�گونه در تعمیم این ذات
تابع به�نام آن از تابعی بلکه نیست، تبیینی متغیر�های از خطی ترکیبی به�صورت لزوما پاسخ میانگین دوم،

می�شود. گرفته نظر در تبیینی متغیرهای از خطی ترکیب به�صورت پیوند۴٩،
پیشگوی به�نام رگرسیونی، ضرایب و تبیینی متغیرهای از خطی رابطه�ای η اگر ، ۵٠GLM یک در
پاسخ میانگین پیوند با تابع این است. پیوند تابع یک g(·) که g(µ) = η = Xβ آن�گاه باشد، خطی۵١
پیوند توابع ،GLMs در استفاده مورد توابع جمله از می�کند. مدل�بندی را میانگین خطی، پیشگوی و
برای می�باشند. g(µ) = ln(µ) لگاریتمی، و g(µ) = Φ−١(µ) پروبیت۵٣، ،g(µ) = ln µ

١−µ
لجیت۵٢،

کنید. مراجعه (١٩٨٩) نلدر و مک�کالاک به توابع این بیشتر آگاهی

۴٢Linear Model
۴٣Fixed effects
۴۴Longitudinal data
۴۵Linear mixed models
۴۶Exponential family distributions
۴٧Latent variables
۴٨Random effects
۴٩Link function
۵٠Generalized Linear Models
۵١Linear preditor
۵٢Logit
۵٣Probit





٢ فصل

�مولفه �به مولفه رسانی به�روز

مرحله هر در متغیرها از زیربلوکی یا متغیر یک نمونه تولید الگوریتم�های معرفی دنبال به فصل این در
به رسانی به�روز برتری�های کنار در همچنین هستیم. پسین توزیع متغیر�های همه هم�زمان تولید به�جای

می�کنیم. بیان را مولفه�ها ترکیب برای مختلف استراتژی�های مولفه، به مولفه روش

مقدمه ١.٢

هدف توزیع�های از) نمونه (تولید تقریب برای مختلفی MCMC الگوریتم�های کردیم، اشاره که همان�طور
روش به تولیدی نمونه�های کارایی رساندن حداکثر به منظور به حال، این با شده�اند. معرفی بالا بعد با
به آن�ها توسط تولیدشده مارکوف زنجیرهای که شوند طراحی الگوریتم�هایی تا است ضروری کارلو، مونت�

شوند. آمیخته سرعت
معمول ،MCMC روش�های در و بوده بالا پسین توزیع متغیرهای بعد واقعی، مسایل از بسیاری در
متغیرها از زیربلوکی یا متغیر یک فقط مرحله، هر در متغیرها همه هم�زمان کردن به�روز به�جای که است

.(٢٠٠۶ رابرتز، و (نیل می�گویند مولفه به مولفه رسانی به�روز آن به که شود به�روز
خاصی حالت می�شود، نمونه�گیری متغیرها کامل شرطی توزیع از مرحله هر در آن، در که گیبز نمونه�گیر
است گیبز الگوریتم همان (که گیبز درون متروپولیس-هستینگز الگوریتم است. رسانی به�روز نوع این از
می�شود) استفاده متروپولیس-هستینگز الگوریتم از کامل شرطی توزیع�های از برخی از نمونه تولید برای که

می�باشد. رسانی به�روز نوع این از دیگری نسخه نیز،
زنجیر�های مختلف صورت�های هندسی، و یکنواخت ارگودیک شامل همگرایی، رفتارهای مورد در
عنوان به شده��اند. انجام زیادی متعدد پژوهش�های می�شوند، به�روز هم�زمان متغیر�ها همه MCMCزمانی�که
و منگرسن پراختند؛ MHIS الگوریتم مطالعه به (١٩٩۴) تیرنی و (١٩٩۶) توییدی و منگرسن مثال،
و (٢٠٠١) همکاران و کریستنسن ،(٢٠٠٠) هنسن و یارنر ،(١٩٩۶) توییدی و رابرتز ،(١٩٩۶) توییدی
متروپولیس، الگوریتم یک مارکوف زنجیر آن�ها تحت که پرداختند شرایطی ارایه به (٢٠١٢) گیر و جانسون
به ،(٢٠٠٠) هنسن و یارنر و ،(١٩٩٩) گیر ،(١٩٩۴) توییدی و مین همچنین باشد. هندسی ارگودیک



٢٠ �مولفه �به مولفه رسانی به�روز .٢

به مولفه زنجیر�های برای آن�ها نتایج از هیچ�کدام اما پرداختند. MH الگوریتم�های همگرایی نرخ مطالعه
نمونه�گیر است، گرفته قرار توجه مورد کمی که مولفه�ای به مولفه روش تنها نشده�اند. گرفته به�کار MH مولفه
کنید. مشاهده را (٢٠١٠) جونز و جانسون و (٢٠١٢) هابرت و داس می�توانید مثال برای است. گیبز
باید ابتدا ترکیب، استراتژی�های توسعه و کلی حالت در مولفه به مولفه الگوریتم یک معرفی برای
برای باشد. ،q ≥ ١ ،X ⊂ Rq تکیه�گاه با احتمال توزیع ϖیک کنید فرض کنیم. معرفی را لازم نمادهای
متروپولیس-هستینگز پایه�ای الگوریتم خلاصه، خیلی به�طور مولفه، به مولفه روش�های منسجم و به�تر بیان
ϖ کنید فرض می�کنیم. معرفی دیگر بار است)، شده تشریح کامل به�طور اول فصل در آن�که (علی�رغم را
چگالی تابع p(·, ·) کنید فرض همچنین باشد. زنجیر جاری مقدار X(k) = x و π(·) چگالی تابع دارای

می�آید: به�دست زیر صورت به X(k+١) به�روزشده حالت MH الگوریتم در باشد. پیشنهادی

.p(y|x) پیشنهادی چگالی از y تولید (١

آن در که α(x, y) پذیرش احتمال محاسبه (٢

α(x, y) = min

{
١, π(y)p(x|y)
π(x)p(y|x)

}
.

.١− α(x, y) احتمال با X(k+١) = x دادن قرار و α(x, y) احتمال با X(k+١) = y دادن قرار (٣

می�شود. خلاصه p(·, ·) پیشنهادی چگالی تابع انتخاب به MH نمونه�گیری الگوریتم یک ساخت بنابراین
مقادیر همه برای اگر این، بر افزون می�گویند. متروپولیس را حاصل الگوریتم ،p(x, y) = p(y, x) اگر
است. MHRW الگوریتم یک حاصل الگوریتم ،p(x, y) = p(x − y) = p(y − x) ،y و x ممکن
نتیجه ،p(y, x) = p(y) یعنی باشد، مستقل زنجیر جاری حالت به نسبت پیشنهادی چگالی چنان�چه

بود. خواهد MHIS الگوریتم
است، پیچیده ϖ تکیه�گاه یا است بزرگ q بعد که زمانی به�ویژه پیشنهادی، چگالی تابع انتخاب
مقیاس�بندی مورد در که است داشته آن بر را حوزه این آماردانان چالش، این باشد. چالش�برانگیز می�تواند
الگوریتم�های پیدایش به منجر پژوهش�ها این از بخشی بپردازند. پژوهش به MH الگوریتم�های بهینه
طی در پیشنهادی چگالی تابع هسته می�دهند اجازه الگوریتم�ها نوع این است. شده سازوار١ MCMC
روزنتال، ٢٠٠٨؛ روزنتال، و (بدراد کند تغییر زنجیر، به�تر آمیختگی برای ،MCMC شبیه�سازی فرآیند

.(٢٠١١
روش�های در است. شده منجر مولفه به مولفه روش�های معرفی به مذکور پژوهش�های دیگر بخش
.d ≤ q آن در که می�شود، تجزیه x = (x١, . . . , xd) زیربلوک d به x متغیرهای بردار مولفه، به مولفه
q برابر زیربلوک d بعدهای مجموع که به�طوری است، ١ از بزرگتر یا ١ زیربلوک�ها این از کدام هر بعد
خلاصه زیر به�صورت MCMC الگوریتم�های رده در مولفه به مولفه الگوریتم یک کلی ساختار بود. خواهد

می�شود:

زیربلوک�ها، سایر داشتن نگه ثابت شرط به اول، زیربلوک ابتدا زنجیر، جاری مقدار داشتن شرط با (١
می�شود. به�روز MCMC روش�های از یکی با

١Adaptive MCMC algorithms



٢١ مقدمه .١.٢

زیربلوک�ها سایر و (١ مرحله به�روزشده مقدار در اول زیربلوک بودن ثابت شرط به دوم، زیربلوک (٢
می�شود. به�روز MCMC روش�های از یکی با جاری، مقدار در

می�شوند. به�روز ام d تا سوم زیربلوک�های مشابه به�طور (٣

تکرار پسین، توزیع از نمونه یک آوردن به�دست برای بزرگ، کافی اندازه به دلخواه تعداد به مراحل این
و بود خواهد متغیرها همه هم�زمان روش همان کردن به�روز روش آن�گاه ،d = ١ اگر کنید دقت می�شوند.

می�شود. به�روز متغیر یک فقط مرحله هر در ،d = q که حالتی در
.(١٩٩٧ ساهو، و (رابرتز نیست واضح چندان مولفه به مولفه یا توام رسانی به�روز انتخاب کلی، به�طور

کرد: مطرح را کلی قاعده یک می�توان اما

ممکن آن�ها همه هم�زمان رسانی به�روز باشند، داشته ضعیفی همبستگی ϖ مولفه�های اگر
نباشد. کارا است

نشان دارند، i.i.d. مولفه�های که هدفی توزیع�های گرفتن نظر در با (٢٠٠۶) رابرتز و نیل مثال، به�عنوان
یک تنها زمان هر در که است الگوریتمی مولفه، به مولفه MCMC الگوریتم یک ایده�آل نسخه که دادند
لانگوین٢ با تعدیل�شده MH الگوریتم�های از استفاده برای دادند نشان همچنین آن�ها کند. به�روز را مولفه
دلایل می�توان کلی، نگاه یک در اما توام. از است کاراتر بلوکی رسانی به�روز (١٩٩٧ روزنتال، و (رابرتز

کرد: خلاصه زیر مورد دو به است) برتر که (جاهایی را مولفه به مولفه روش�های برتری

مولفه الگوریتم�های از استفاده است، پیچیده ϖ تکیه�گاه و/یا بالا حالت فضای بعد که مسایلی در (١
انتخاب بعد این با پیشنهادی چگالی تابع یک باید باشد بالا بعد اگر زیرا است؛ کاراتر مولفه به
گیرد قرار ϖ تکیه�گاه در باید منتخب پیشنهادی چگالی طرفی، از باشد. سخت می�تواند که شود
به و کاربران، برای MCMC روش�های وسیع کاربردهای دلیل به بنابراین دهد. پوشش را آن یا
با رسانی به�روز است، بیش�تری و پیچیده�تر محاسبات دارای بالا بعد با رسانی به�روز این�که دلیل
مساله چندین به بالا بعد با شبیه�سازی مساله شکستن نتیجه در می�شود. داده ترجیح پایین�تر بعد

کند. ساده�تر را پیشنهادی چگالی تابع انتخاب می�تواند مولفه، به مولفه روش به پایین، بعد با

توام رسانی به�روز الگوریتم که می�شود باعث دارد، وجود ϖ مولفه�های بین که ضعیفی وابستگی (٢
درونی مولفه�های که به�طوری مولفه�ها، بلوک�بندی با بنابراین شود. همگرا کندی به آن�ها همه
همگرایی به می�توان باشند، مستقل هم از تقریبا بلوک�ها خود و داشته بالایی وابستگی بلوک�ها

بخشید. ملاحظه�ای قابل کارایی و سرعت کلی الگوریتم

است. به�روزشده مولفه�های کردن ترکیب نحوه می�شود، مطرح مولفه �به مولفه روش�های در که اساسی سوال
افراد توسط مولفه�ها رسانی به�روز فراوانی و ترتیب برای مختلفی استراتژی�های سوال، این به پاسخ برای
به�عنوان تصادفی دنباله یک انتخاب یا همگی اتصال به می�توان آن�ها جمله از شده�اند. پیشنهاد مختلف
رده دو در ترکیب استراتژی�های متفاوت انواع .(٢٠٠٣ همکاران، و (فورت کرد اشاره توام زنجیر حالت
عملکرد و ساده�تر اجرای باعث کردن ترکیب روش�های این می�شوند. دسته�بندی آمیختن۴ و ترکیب٣ کلی

٢ Metropolis-Hastings Adjusted Langevin algorithm
٣Composition



٢٢ �مولفه �به مولفه رسانی به�روز .٢

بعدی بخش در می�شوند. متغیر�ها همه هم�زمان رسانی به�روز� روش�های به نسبت MCMC الگوریتم به�تر
می�پردازیم. آن�ها ویژگی�های برخی و ترکیب استراتژی�های کلی رده دو معرفی به

ترکیب استراتژی�های ٢.٢

همگرایی سرعت روی می�تواند (پسین)، هدف توزیع از نمونه�گیری برای رسانی به�روز استراتژی انتخاب
و آمیختگی مارکوف، هسته�های ترکیب برای استراتژی�ها کلی رده دو باشد. اثرگذار چشم�گیری به�طور

می�کنیم. تعریف را کلی استراتژی دو این ابتدا هستند. ترکیب
همچنین هستند. ϖ مانای توزیع دارای همگی که باشند مارکوفی هسته�های P١, . . . , Pd کنید فرض

کنید فرض

Pd =

{
(r١, . . . , rd) ∈ Rd : ri > ٠,

d∑
i=١

ri = ١
}

مولفه هر که معناست این به ri > ٠ و است مولفه امین i رسانی به�روز انتخاب احتمال ri آن در که
می�کنیم. تعریف زیر صورت به را مذکور استراتژی دو اکنون شد. خواهد دیده بار بی�نهایت اغلب

صورت به ترکیب هسته ترکیب). (استراتژی .١.٢.٢ تعریف
Pcomp(x, .) = (P١, . . . , Pd)(x, .)

می�شود. تعریف

�صورت به آمیختگی هسته آمیختگی). (استراتژی .٢.٢.٢ تعریف
Pmix(x, .) = r١ P١(x, .) + · · ·+ rd Pd(x, .), r = (r١, . . . , rd) ∈ Pd

دارد. را r انتخاب احتمال�های Pmix می�گویند که است معمول می�شود. تعریف

این است. شده ارایه زیر قضیه در گفت، کلی استراتژی رده دو این مورد در می�توان که نتیجه�ای اولین
توزیع همان آمیختن و ترکیب استراتژی دو از حاصل مارکوف هسته�های مانای توزیع می�کند بیان قضیه

است. مولفه به مولفه الگوریتم�های ساخت برای شده گرفته به�کار مارکوف هسته�های مانای

هستند. ϖ مانای توزیع دارای Pcomp و Pmix هسته دو .٣.٢.٢ قضیه

می�نویسیم. Pcomp هسته برای را برهان ابتدا .ϖPmix = ϖ و ϖPcomp = ϖ دهیم نشان باید برهان.
داریم

ϖPcomp = ϖ(P١, . . . , Pd)(x, .)

هسته�های P١, . . . , Pd چون و می�کند رسانی به�روز را اندیسخود) با متناظر (مولفه ام i مولفه Pi هر چون
برابری هستند، ϖ مانای توزیع با مارکوف

ϖ(P١, . . . , Pd)(x, .) = ϖ

۴Mixing



٢٣ ترکیب معمول استراتژی�های .٣.٢

داریم Pmix هسته برای می�شود. نتیجه سادگی به

ϖPmix = r١ϖP١(x, ·) + r٢ϖP٢(x, ·) + · · ·+ rdϖPd(x, ·)

= r١ϖ + r٢ϖ + · · ·+ rdϖ

= ϖ(
d∑

i=١
ri) = ϖ

است. کامل برهان و

بخش در کرد. استفاده �مولفه �به مولفه الگوریتم�های از بسیاری تولید برای می�توان استراتژی دو این از
می�پردازیم. می�شوند، الگوریتم�ها این به منجر که آن�ها از خاصی حالت�های به بعدی

ترکیب معمول استراتژی�های ٣.٢

تکیه�گاه به�طوری�که باشد، µ = µ١×· · ·×µd اندازه به نسبت ϖ توزیع از چگالی تابع یک π کنید فرض
،i = ١, . . . , d هر برای و است بورل جبر سیگما B آن در که است، X = X١ × · · · ×Xd ⊆ B آن
مجموعه x ∈ χ برای کنید فرض همچنین است. b١ + · · · + bd = q کنید دقت .Xi ⊆ Rbi

تعریف در gi(yi|x) چگالی تابع ،i = ١, . . . , d برای و است xi به�جز x بردار نشان�دهنده x(i) = x\xi

π(yi|x(i)) =
∫
gi(yi|x)π(xi|x(i))µi(dxi) (١.٢)

داشته توجه ماناست. gi(yi|x) برای π(xi|x(i)) شرطی چگالی که است معنی آن به این کند. صدق
یعنی باشد، گیبز الگوریتم با متناظر پیشنهادی چگالی تابع gi(yi|x) اگر که باشید

gi(yi|x) = π(yi|x(i))

MH الگوریتم با متناظر پیشنهادی چگالی تابع gi(yi|x) اگر همچنین است. برقرار (١.٢) رابطه آن�گاه
است. برقرار هم باز (١.٢) شرط آن�گاه است، π(yi|x(i)) آن مانای توزیع که باشد

�صورت به را Pi مارکوف هسته ،(١.٢) تحت
Pi(x,A) =

∫
A

gi(yi|x)δ(y(i) − x(i))µ(dy) (٢.٢)

صورت به� که است تعمیم�یافته دیراک۵ دلتای ،δ و A ∈ B آن در که می�کنیم تعریف

δ(t) =

{
∞ t = ٠
٠ o.w

f(t) اندازه��پذیر تابع هر ازای به که آنست تعمیم�یافته دیراک دلتای تابع ویژگی مهم�ترین می�شود. تعریف
نوشت ∫می�توان

dtf(t)δ(t) = f(٠).

۵Dirac’s delta
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مقادیری چه f(t) تابع که نیست مهم نتیجه در نمی�شود. دیده باشد، t = ٠ که �جاهایی به�جز δ(t) بنابراین
دیگر به�عبارت یا f(t)δ(t) = f(٠)δ(t) نوشت می�توان و می�آورد به�دست صفر به�جز نقاط سایر ∫در

f(t)δ(t− t٠)dt = f(t٠).

است. اثبات و طرح قابل زیر قضیه ،(٢.٢) رابطه در Pi مارکوف هسته تعریف با

است. ϖ مانای توزیع دارای (٢.٢) در تعریف�شده مارکوف هسته .١.٣.٢ قضیه

داریم .ϖPi = ϖ دهیم نشان باید ∫برهان.
X

π(x)gi(yi|x)δ(y(i) − x(i))µ(dx) =

∫
X

π(x(i), xi)gi(yi|x(i), xi)δ(y(i) − x(i))µ(dx)

=

∫
xi

∫
x(i)

π(xi|x(i))π(x(i))gi(yi|x(i), xi)δ(y(i) − x(i))µ(i)(dx(i))µi(dxi)

=

∫
x(i)

π(xi|y(i))π(y(i))gi(yi|y(i), xi)µi(dxi)

=

∫
xi

π(yi, y(i), xi)µi(dxi) = π(y)

است. کامل برهان و

امکان و می�شوند به�روز مستقل و بلوکی �صورت به �مولفه �به مولفه رسانی�های به�روز که آن�جایی از
طرفی، از نیستند. ϖ-تحویل�ناپذیر پس ندارد، وجود حالت فضای از ناحیه هر به مولفه هر جابه�جایی
به دسترسی برای بنابراین باشند. داشته را ϖ-تحویل�ناپذیری ویژگی باید مفید MCMC الگوریتم�های
Pi کردن ترکیب نحوه باشند. ویژگی این دارای که کنیم ترکیب به�گونه�ای را ها Pi باید الگوریتم�هایی چنین
را کاربرد پر و معروف استراتژی سه ادامه در که می�شود مختلف ترکیب استراتژی�های معرفی به منجر ها

می�کنیم. معرفی

تصادفی اسکن استراتژی

مارکوف هسته می�توان صورت، این در باشد. مولفه d با متناظر انتخاب احتمال�های ،r ∈ Pd کنید فرض
صورت به� را (RS) تصادفی۶ اسکن

PRS(x,A) =
d∑

i=١
riPi(x,A) (٣.٢)

�صورت به آن مارکوف انتقال چگالی که کرد، تعریف

hRS(y|x) =
d∑

i=١
rigi(yi|x)δ(y(i) − x(i))

توزیع همان استراتژی، نوع این مارکوف هسته از حاصل مانای توزیع می�کند بیان زیر قضیه بود. خواهد
است. ϖ مطلوب

۶Random scan



٢۵ ترکیب معمول استراتژی�های .٣.٢

است. ϖ مانای توزیع دارای ،PRS تصادفی، اسکن روش مارکوف هسته .٢.٣.٢ قضیه

داریم .ϖPRS = ϖ دهیم نشان باید برهان.

∫
X

π(x)
d∑

i=١
ri

∫
A

gi(yi|x)δ(y(i) − x(i))µ(dx) =

∫
X

d∑
i=١

ri

∫
A

π(x)gi(yi|x)δ(y(i) − x(i))µ(dx)

=

∫
X

d∑
i=١

riπ(y) =
d∑

i=١
riπ(y) = π(y)

d∑
i=١

ri = π(y)

است. کامل برهان و

حالی�که در می�شود، به�روز متناظرش انتخاب احتمال با مولفه�ها از یکی مرحله، هر در روش، این در
آن تحت گیبز نمونه�گیری الگوریتم استراتژی، این به�تر درک برای می�مانند. باقی ثابت مولفه d− ١ سایر

می�کنیم: معرفی زیر صورت به را

t = ١,٢, . . . برای سپس .X(٠) اولیه مقدار و r = (r١, r٢, . . . , rd)انتخاب احتمال�های تعیین (١
بعدی. مرحله تکرار

زیر مراحل کمک به تکرار، امین t در X(t) = (X
(t)
١ , X

(t)
٢ , . . . , X

(t)
d ) تولید (٢

.ri احتمال با {١,٢, . . . , d} مجموعه از i انتخاب –

تولید –
X

(t)
i ∼ π(Xi|X(t−١)

(i) )

دادن قرار و
X(t) =

(
X

(t−١)
١ , . . . , X

(t−١)
i−١ , X

(t)
i , X

(t−١)
i+١ . . . , X

(t−١)
d

)
ترکیب استراتژی

ثابت ترتیب و نظم یک با X مولفه�های روش، این در است. (C) ترکیب٧ ها، Pi آمیختن برای دوم راه
ترتیب پذیرفت می�توان کلیت، دادن دست از بدون می�شوند. به�روز تعیین�شده پیش از و (غیرتصادفی)

صورت به� مارکوف هسته نتیجه در باشد. (١,٢, . . . , d) همان ترکیب
PC(x,A) = (P١...Pd)(x,A) (۴.٢)

شکل به آن مارکوف انتقال چگالی تابع که به�طوری می�شود، تعریف
hC(y|x) = g١(y١|x)g٢(y٢|y١, x(١))...gd(yd|y(d), xd)

است.
٧Combine
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مارکوف هسته مانای توزیع یعنی .ϖPC = ϖ داد نشان می�توان ،٣.٢.٢ قضیه مشابه .٣.٣.٢ نتیجه
است. ϖ مطلوب توزیع نیز استراتژی این از حاصل

این تحت گیبز نمونه�گیر الگوریتم ترکیب، استراتژی به�تر درک برای تصادفی، اسکن استراتژی مشابه
می�کنیم: معرفی را استراتژی نوع

.t = ١,٢, . . . برای بعدی مرحله تکرار و X(٠) اولیه مقدار تعیین (١

زیر: مراحل اجرای با تکرار امین t در X(t) = (X
(t)
١ , X

(t)
٢ , . . . , X

(t)
d ) تولید (٢

تولید –
X

(t)
١ ∼ π(X١|X(t−١)

(١) )

X
(t)
٢ ∼ π

(
X٢|X(t)

١ , X
(t−١)
(١,٢)

)
...

X
(t)
d ∼ π

(
Xd|X(t)

(d)

)
.

تصادفی اسکن دنباله استراتژی

استراتژی در است. d! برابر گرفتن به�کار برای ممکن ترتیب�های تعداد مولفه، d با ترکیب استراتژی در
انجام ترتیب آن اساس بر مولفه�ها رسانی به�روز و می�شود تعیین قبل از ترتیب�ها این از یکی تنها ترکیب
هسته�های همه آمیختن از استفاده طبیعی راه یک ترتیب�ها، سایر اثر گرفتن نظر در برای اما می�شود.
خیلی d! باشد، بزرگ یا متوسط بلوک�ها) تعداد (یعنی d اگر اما می�باشد. ترتیب�ها از حاصل مارکوف
یعنی اصلی، هدف از را ما و نیست کم�هزینه�ای و ساده کار استراتژی این اجرای و شد خواهد بزرگ

می�کند. دور ،MCMC الگوریتم محاسباتی کارایی
به�طوری است تا، p مثلا ترتیب�ها، این از برخی از استفاده مشکل، این از شدن دور برای راهی
اگر است. ٩(RQ) آن اختصاری نماد که می�گویند دنباله�ای٨ آمیختگی استراتژی، این به .p < d! که

صورت به� دنباله�ای آمیختگی هسته ،r ∈ Pp

PRQ(x,A) =

p∑
j=١

rjPC,j(x,A) (۵.٢)

متفاوت ترتیب�های با ولی ترکیب روش به ساخته�شده مارکوف هسته�های PC,j آن در که می�شود، تعریف
شکل به PRQ مارکوف انتقال چگالی تابع طرفی، از هستند. منتخب

hRQ(y|x) =
p∑

j=١
rjhC,j(y|x)

بود. خواهد

٨Sequence mixing
٩Random sequence



٢٧ ترکیب معمول استراتژی�های .٣.٢

مانای توزیع دارای PC,j هسته j هر برای چون ،٣.٣.٢ نتیجه و ٣.٢.٢ قضیه به توجه با .۴.٣.٢ نتیجه
.ϖPRQ = ϖ یعنی می�باشد؛ ϖ نیز PRQ مارکوف هسته مانای توزیع است، ϖ

استراتژی در می�شود. تعیین می�شود) اختیار کوچک معمولا (که p ابتدا روش، این اجرای برای
در مشخص�شده ترتیب اساس بر تکرار، هر در مولفه d تمام ترکیب، استراتژی مانند دنباله�ای، آمیختگی
در که دهیم نشان (i(١), . . . , i(d)) نماد با را ام i رسانی به�روز ترتیب اگر می�شوند. به�روز تکرار، آن
بیان q = {q١, q٢, . . . , qp} با را (جایگشت) ترتیب p احتمال�های مجموعه�� و i(j) ∈ {١, . . . , d} آن
به توجه با و تصادفی به�طور رسانی به�روز ترتیب تکرار، هر در آن�گاه ،

∑p
i=١ qi = ١ که به�طوری کنیم،

زیر صورت به� دنباله�ای آمیختگی استراتژی تحت گیبز نمونه�گیر الگوریتم می�شود. انتخاب q مجموعه
است:

مرحله تکرار سپس .X(٠) اولیه مقدار و q = {q١, q٢, . . . , qp} جایگشت احتمال�های تعیین (١
.t ≥ ١ برای بعدی

زیر: مراحل اجرای با تکرار امین t در X(t) = (X
(t)
١ , X

(t)
٢ , . . . , X

(t)
d ) تولید (٢

.qi احتمال با i ∈ {١,٢, . . . , d} اندیس یک تصادفی انتخاب –

:(i(١), i(٢), . . . , i(d)) ترتیب امین iاساس بر X(t) تولید –
X

(t)
i(١) ∼ π

(
Xi(١)|X(t−١)

(i(١))

)
X

(t)
i(٢) ∼ π

(
Xi(٢)|X(t)

i(١), X
(t−١)
(i(١),i(٢))

)
...

X
(t)
i(d) ∼ π

(
Xi(d)|X(t)

(i(d))

)
.

از خاصی نمونه�های (۵.٢) و (۴.٢) ،(٣.٢) روابط در تعریف�شده هسته�های که باشید داشته توجه
همگرایی نرخ می�کنند. صدق (٢.٢) شرط در همگی و هستند Pcomp و Pmix کلی استراتژی�های
مولفه�ها. کردن ترکیب استراتژی�های به هم و است وابسته هدف توزیع به هم مولفه، به مولفه الگوریتم�های

کنند. تولید نیز مختلف مجانبی رفتار�های با زنجیر�هایی می�توانند استراتژی�ها این
مزایای اما است، آشنا بسیار کاربران برای و می�شود استفاده گسترده به�طور ترکیب استراتژی چند هر
روش مثال، برای دارند. وجود دنباله�ای آمیختگی و تصادفی اسکن استراتژی دو از استفاده در ویژه�ای
(ساده کردن ضعیف�تر باعث محدودیت�هایی، تحت بودن، ϖ-برگشت�پذیر به توجه با تصادفی اسکن
به دست�یابی برای را، کردن ترکیب استراتژی�های انواع تاثیر می�شود. CLT یک برقراری شرایط کردن)

می�کنیم. بررسی بعد فصل در هندسی، به�ویژه و یکنواخت همگرایی





٣ فصل

�به مولفه رسانی به�روز تحت همگرایی نرخ
�مولفه

که شرایطی راستا این در می�کنیم. مطالعه را مولفه به مولفه روش�های همگرایی نرخ�های فصل این در
می�شوند همگرا هندسی نرخ با ثابت توزیع یک به مولفه به مولفه مارکوف زنجیر�های برخی آن تحت
می�پردازیم. گوناگون مولفه به مولفه استراتژی�های و همگرایی نرخ�های بین ارتباط به و می�دهیم ارایه را
توزیع�های با هستینگز متروپولیس- الگوریتم مولفه�، به مولفه یکنواخت ارگودیک برای را� شرایط همچنان
و هندسی ارگودیک ایجاد خصوص در زیادی تحقیقات می�دهیم. توسعه مستقل�، حالت پیشنهادی
صورت می�شوند به�روز متغیرها تمام زمانی�که متروپولیس-هستینگز مختلف نسخه�های برای یکنواخت
منگرسن به می�توانید مستقل، متروپولیس-هستینگز نمونه�گیری بیش�تر جزییات بررسی برای است. گرفته
و منگرسن ،(٢٠١٢) گیر و جانسون طرفی از و کنید مراجعه (١٩٩۴) تیرنی و (١٩٩۶) توییدی و
ویج�پیترسن و مولر کریستنسن، ،(٢٠٠٠) هنسن و یارنر ،(١٩٩۶) توییدی و رابرتز ،(١٩٩۶) توییدی
کردند. بررسی باشد، هندسی ارگودیک متروپولیس-هستینگز زنجیر یک آن، تحت که شرایطی (٢٠٠١)
،(٢٠٠٠) هنسن و یارنر شامل متروپولیس، زنجیر�های همگرایی نرخ�های برقراری برای دیگر، تحقیقات

است. (١٩٩۴) توییدی و مین و (١٩٩٩) گیر
متروپولیس- مولفه به مولفه اجرای برای همگرایی نرخ نتایج این از یک هیچ که باشید داشته توجه
وجود شرایط است ممکن متغیر�ها همه رسانی به�روز الگوریتم در بنابراین است. نشده برده به�کار هستینگز

نباشد. برقرار هندسی ارگودیک

مقدمه ١.٣

همگرایی نرخ یک با ترکیب) مختلف استراتژی�های همراه (به مولفه به مولفه زنجیر�های همگرایی اثبات
نمونه�های از می�توانند که می�کند حاصل را اطمینان این آن�ها کاربران برای زیرا باشد مهم می�تواند هندسی
و هم�توزیع مستقل، نمونه�های به نزدیک کیفیت، با نمونه�های عنوان با زنجیر�هایی چنین از شده تولید
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تحت که می�دهیم نمایش را شرایطی پایان�نامه این در . (٢٠١٠ جونز، و (فلگال کنند استفاده یکسان
شوند. همگرا خود مانای توزیع به هندسی نرخ یک با مولفه به مولفه مارکوف زنجیر�های از برخی آن�ها
(١.١) رابطه برقراری در t و M وجود برای تکنیک�ها برخی از مختصری شرح یک با حال این با
(١٩٩٣) توییدی و مین از ١۵ فصل به باشید داشته تعریفی یک این�که برای می�توانید می�کنیم. شروع

کنید. مراجعه (٢٠٠١) هابرت و جونز و (٢٠٠۴) روزنتال و رابرتز به بیشتر جزییات برای و
مرحله امین n که بیاورید، به�خاطر را n ∈ Z+ و A ∈ B و x ∈ χ هر برای انتقال، احتمال ماتریس

به�صورت مارکوف، زنجیر انتقال هسته
P n(x,A) = P (X(n+j) ∈ A|X(j) = x).

می�شود. تعریف

Q احتمال اندازه و C ∈ B مجموعه و ϵ > ٠ و n٠ مثبت صحیح عدد یک کنید فرض .١.١.٣ گزاره
به�طوری�که دارد، وجود B در

P n٠(x,A) ≥ ϵQ(A) همه برای x ∈ C,A ∈ B (١.٣)

برقرار می�شود، نامیده مجموعه کوچک�ترین که ،C مجموعه برای مینیمم�سازی، شرط آن��گاه .٢.١.٣ نتیجه
است. معادل χ در مینیمم�سازی شرط وجود با یکنواخت ارگودیک است.

کنید فرض .٣.١.٣ گزاره
PV (x) := E[V (X(t+١))|X(t) = x] (٢.٣)

شرط باشد داشته وجود C مجموعه و K < ∞ و ٠ < γ < ١ ثابت و V : X −→ [١,∞) تابع اگر
به�طوری�که است برقرار رانش

PV (x) ≤ γV (x) + kIC(x) همه برای x ∈ χ. (٣.٣)

توییدی، و (مین است معادل هندسی ارگودیک با (٣.٣) رابطه آن�گاه باشد، کوچک C اگر .۴.١.٣ نتیجه
.(٢٠٠۴ روزنتال، و رابرتز و ١٩٩٧ روزنتال، و رابرتز ١٩٩٣؛

ترکیب و آمیختگی تحت یکنواخت ارگودیک ٢.٣

به سپس و می�کنیم بیان ابتدا در را Pcomp و Pmix نمونه�گیری�های به مربوط نتایج برخی بخش این در
پرداخت. خواهیم تخصصی به�طور �مولفه به مولفه� نمونه�های از برخی

ارگودیک آن آن�گاه باشد انتخاب احتمالات برخی برای یکنواخت ارگودیک Pmix اگر .١.٢.٣ قضیه
است. انتخاب احتمالات همه برای یکنواخت

فرض همچنین باشد. r ∈ Pd از خاصی انتخاب برای Pmix نشان�دهنده ،Pmix,r کنید فرض برهان.
ti > ari به�طوری�که i = ١, . . . , d همه برای که کنید توجه باشد. اختیاری t ∈ Pd و ثابت r ∈ Pd کنید

بنابراین دارد. وجود a ∈ (٠,١) یک باشد،
Pmix,t = aPmix,r + (١− a)Pmix,q
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مقدار یک این�رو از است یکنواخت ارگودیک Pmix,r این�که فرض با .qi = (ti − ari)/(١ − a) �که
داریم (١.٣) رابطه به توجه با به�طوری�که دارد، وجود Q احتمال اندازه و n٠, ϵ > ٠ مثبت صحیح

P n٠
mix,t(x,A) ≥ an٠P

n٠
mix,r(x,A) ≥ an٠ ϵQ(A)

می�شود. ثابت انتخاب احتمالات همه بودن یکنواخت ارگودیک و است برقرار مینیمم�سازی شرط آن�گاه

آن�گاه باشد یکنواخت ارگودیک نمونه�گیری، مولفه�های از یکی اگر که می�شود دیده راحتی به بنابراین
، Pmix یکنواخت ارگودیک ایجاد برای که �است کافی همچنین بود. خواهد یکنواخت ارگودیک Pmix

کنید. مطالعه را Pcomp

انتخاب، احتمال هر برای Pmix آن�گاه باشد، یکنواخت ارگودیک Pcomp کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه
است. یکنواخت ارگودیک

ϵ ثابت ،n٠ مثبت صحیح مقدار یک این�رو، از است یکنواخت ارگودیک Pcomp این�که فرض با برهان.
داریم (١.٣) رابطه اساس بر به�طوری�که دارد وجود Q احتمال اندازه و

P n٠d
mix(x,A) =

∫
P n٠d−١
mix (y(١), A)Pmix(x, dy

(١))

≥ r١

∫
P n٠d−١
mix (y(١), A)P١(x, dy

(١))

= r١

∫ ∫
P n٠d−٢
mix (y(٢), A)Pmix(y

(١), dy(٢))P١(x, dy
(١))

≥ r١r٢

∫ ∫
P n٠d−٣
mix (y(٣), A)P٢(x, dy

(٣))P١(x, dy
(١))

...

≥ r١r٢ . . . rd

∫
. . .

∫
P

(n١−٠)d
mix (y(n), A)Pn(y

(n−١), dy(n)) . . . P١(x, dy
(١))

= r١r٢ . . . rd

∫
P

(n١−٠)d
mix (y,A)Pcomp(x, dy)

می�شود تکرار مرتبه n٠ − ١ بالا آرگومان باشد، n٠ > ١ اگر
P n٠d
mix,r(x,A) ≥ r١r٢ . . . rd

∫
P

(n١−٠)d
mix (y, A)Pcomp(x, dy)

≥ (r١r٢ . . . rd)
٢
∫ ∫

P
(n٢−٠)d
mix (z, A)Pcomp(y, dz)Pcomp(x, dy)

= (r١r٢ . . . rd)
٢
∫
P

(n٢−٠)d
mix (y, A)P ٢

comp(x, dy)

≥ (r١r٢ . . . rd)
٣
∫ ∫

P
(n٣−٠)d
mix (z, A)Pcomp(y, dz)P

٢
comp(x, dy)

= (r١r٢ . . . rd)
٣
∫
P

(n٣−٠)d
mix (y, A)P ٣

comp(x, dy)

...

≥ (r١r٢ . . . rd)
n٠P n٠

comp(x,A) ≥ (r١r٢ . . . rd)
n٠ϵQ(A)
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یکنواخت ارگودیک انتخابی، احتمال هر برای Pmix که می�رسیم نتیجه این به (١.٣) رابطه به توجه با
است.

مشکل Mtd شکل به توجه با ، Pmix یکنواخت ارگودیک ایجاد برای �مولفه �به مولفه رسانی به�روز
حالت PRQ و PRS این�که مشاهده و ٢.٢.٣ و ١.٢.٣ قضایای از مستقیم به�طور بعدی نتیجه است.
می�توانید مرتبط نتایج دیدن برا می�شود. حاصل است، Pcomp از خاصی حالت PC و Pmix از خاصی

کنید. مراجعه (١٩٩٧) روزنتال و رابرتز و (٢٠١٣) روزنتال و رابرتز زینسکی، لاتوس� به

ارگودیک انتخابی احتمال هر برای PRQ و PRS باشد، یکنواخت ارگودیک PC اگر .٣.٢.٣ قضیه
هستند. یکنواخت

ارگودیک نیز Pcomp بنابراین باشد، یکنواخت ارگودیک PC اگر و است Pcomp از حالتی PC چون برهان.
و PRS آن�جایی�که از می�باشد. یکنواخت ارگودیک نیز Pmix ،٢.٢.٣ قضیه طبق و است یکنواخت
ثابت ،PRQ و PRS بودن یکنواخت ارگودیک ،١.٢.٣ قضیه اساس بر هستند، Pmix از حالتی PRQ

می�شود.

�مولفه �به مولفه مستقل نمونه�گیری�های ١.٢.٣

عنوان به بود. نخواهد یکنواخت ارگودیک �مولفه �به مولفه مارکوف زنجیر�های از بسیاری که است واضح
توییدی و منگرسن به اثبات برای نیست، یکنواخت ارگودیک R در تصادفی قدم�زدن متروپولیس مثال،
مولفه الگوریتم بلوک�های ساخت برای زنجیر�هایی چنین از هنگامی�که، این�رو از کنید. مراجعه (١٩٩۶)
سوی از شود. تولید یکنواخت ارگودیک مارکوف زنجیر یک تا نداریم انتظار می�شود، استفاده �مولفه �به
کامل، بعد با مستقل متروپولیس-هستینگز نمونه�های که دادند نشان (١٩٩۶) توییدی و منگرسن دیگر
رسانی به�روز که �مولفه�ای�، �به مولفه الگوریتم بررسی به ما بنابراین، باشند. یکنواخت ارگودیک می�توانند

می�پردازیم. است، مستقل حالت در پیشنهادی با متروپولیس-هستینگز الگوریتم یک مولفه، هر
،PRSIS تصادفی، اسکن نمونه و ،PRQIS تصادفی، دنباله نمونه ،PCIS ترکیب، نمونه صورت، این در
شرایطی ایجاد به علاقه�مند ما می�آیند. شمار به ،CWIS �مولفه �به مولفه مستقل نمونه�های آن�ها همگی
نظر در را CIS که است کافی ٣.٢.٣ قضیه از �استفاده با و شود یکنواخت ارگودیک CWIS که هستیم
مولفه پیشنهادی چگالی از ترکیبی گاهی�اوقات، معمولا PCIS رسانی به�روز که باشید داشته توجه بگیریم.
و نیست همه از مستقل نمونه یک واقعا PCIS بود. خواهد (٢٠٠٢ برگر، و (کسلا پذیرش و رد �مولفه �به
توییدی و منگرسن نگرش گسترش با حال این با نیستند. اجرا قابل (١٩٩۶) توییدی و منگرسن نتایج

بود. خواهد راحت PCIS با MHIS روی کار (١٩٩۶)
امین i برای پیشنهادی چگالی مستقل حالت نشان�دهنده که باشد χ روی چگالی یک Pi کنید فرض
،ϵ > ٠ و χ روی چگالی یک p(x) =

∏d
i=١ pi(xi) کنیم فرض اگر باشد. i = ١, . . . , d رسانی به�روز

است؟ PCIS یکنواخت ارگودیک برای کافی شرط یک آیا باشد، داشته وجود p(x) ≥ ϵπ(x) �که
برای مورد ٢d با دهیم تعمیم را (١٩٩۶) توییدی و منگرسن استدلال مستقیم به�طور تا کنیم تلاش اگر
قادر متفاوت نگرش یک با حال، این با است. بی�ثمر روش این این�رو از می�شویم. روبرو گرفتن نظر در
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آوریم. به�دست را CWIS یکنواخت ارگودیک برای شرایط، از جفت یک تا هستیم
موقعیت نشان�دهنده زیر�نویس، یک کنید فرض داریم. جدید نماد یک به نیاز نتایج، توصیف برای
برای این بر علاوه باشد. مارکوف زنجیر یک در مرحله نشان�دهنده بالا�نویس، پرانتز و برداری مولفه یک
صفر x[d+١] و x[٠] و ، x[i] = (xi, . . . , xd) و x[i] = (x١, . . . , xi) کنید فرض ،i = ١, . . . , d هر

است. زیر شرح به CWIS برای نتایج . صفر) بعد با (برداری باشد

بگیرید. نظر در i = ١, . . . , d برای را pi پیشنهادی چگالی با PCIS هسته .۴.٢.٣ قضیه
که ،δ > ٠ کنید فرض این بر علاوه کنید. تعریف χ روی چگالی یک p(x) =

∏d
i=١ pi(xi)

و π(x) > ٠ با x, y ∈ χ هر برای که ϵ > ٠ و باشد داشته وجود x ∈ χ همه برای ،p(x) ≥ δπ(x)

داریم π(y) > ٠
π(x)π(y) = π(x[i], x

[i+١])π(y[i], y
[i+١])

≥ ϵπ(x[i], y
[i+١])π(y[i], x

[i+١]) > ٠
(۴.٣)

،A ∈ B و x ∈ χ هر برای آن�گاه
PCIS(x,A) ≥ δϵ⌊d/٢⌋π(A).

هر برای یکنواخت ارگودیک نیز PRSIS و PRQIS این�رو از است. یکنواخت ارگودیک PCIS بنابراین
هستند. انتخابی احتمال

،x, y ∈ χ هر برای حال باشد. ϵ ≤ ١ که گرفت نظر در x = y می�توان صورتی در کنید، توجه برهان.

β(x, y) =
d∏

i=١
pi(yi)αi((y[i−١], x

[i]), yi)

است. �مولفه �به مولفه رسانی به�روز امین iپذیرش احتمال αi که، کنید تعریف
دارد. وجود ،β(x, y) ≥ ρπ(y) به�طوری�که ρ > ٠ ،x, y ∈ χ همه برای که دهیم نشان می�خواهیم

است. یکنواخت ارگودیک زنجیر باشد، P (x, y) ≥ β(x, y)dy اگر همچنین
کنیم تعریف و کنیم تقسیم I١ و I٠ به را {١, . . . , d} شاخص مجموعه می�توانیم x, y هر برای

I٠(x, y) = {i : αi((y[i−١], x
[i]), yi) < ١}

I١(x, y) = {i : αi((y[i−١], x
[i]), yi) = ١}

آ�ن�گاه

β(x, y) =
d∏

i=١
pi(yi)αi((y[i−١]), x

[i+١]), yi)

=
∏
i∈I١

pi(yi)
∏
i∈I٠

pi(xi)
π(y[i−١], yi, x

[i+١])

π(y[i−١], xi, x[i+١])
.

(۵.٣)

عدد یک کنیم. پیدا I١ و I٠ مجموعه شاخص برای دیگری بیان این�که تا است، ساده�ای تعریف این
می�کنیم تعریف زیر به�صورت را k نامنفی صحیح

می�گیرد قرار α < ١ و α = ١ بین ،k تغییرات، کل تعداد آن�گاه باشد αd < ١ و α١ < ١ اگر •
است. k ≤ d− ١ که
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است. k ≤ d که دارد وجود تغییرات k − ١ باشند، یک از کم�تر αd و α١ از یکی تنها اگر •
.k ≤ d+ ١ که است k − ٢ تغییرات تعداد آن�گاه باشد α١ = αd = ١ اگر •

تعریف زیر به�صورت را dk و d١ حال است. نمونه هر در عدد، یک تنها �k که باشید داشته توجه
می�کنیم

d١ =

{
d αi < ١ همه اگر
min{i : αi = ١} − ١ این�صورت غیر در

و

dk =

{
٠ αi < ١ همه اگر
max{i : αi = ١} این�صورت غیر در

به�طوری�که ،{d٠, d١, d٢, . . . , dk, dk+١} صحیح اعداد مجموعه�ی
٠ = d٠ ≤ d١ < d٢ < d٣ < · · · < dk ≤ dk+١ = d

ها αi همه اگر ،d١ = d و k = ٠ آن�گاه هستند یک از کم�تر αi همه که خاص حالت در می�کنیم. تعریف
ما آن�گاه باشند دلخواه اما ثابت، χ در y و x اگر .d٢ = d و d١ = ٠ ،k = ٢ آن�گاه باشند یک برابر

را I١ و I٠ می�توانیم

I٠(x, y) = {d٠ + ١, . . . , d١, d٢ + ١, . . . , d٣, d۴ + ١, . . . , d۵, . . . . . . ., dk + ١, . . . , dk+١}

I١(x, y) = {d١ + ١, . . . , d٢, d٣ + ١, . . . , d۴, d۵ + ١, . . . , d۶, . . . , dk−١ + ١, . . . , dk}

واضح کاملا باید می�باشند، یک از کم�تر دو هر αd و α٠ جایی�که نمونه، برای I١ و I٠ نمایش که کنیم، بیان
منطبق کلی حالت با خاص حالت باشد، صفر ،I٠ از دسته آخرین یا اولین دهیم اجازه اگر همچنین باشد.
است. α١ = ١ این�صورت در d١ = ٠ اگر است. شناسایی قابل راحتی به I٠ برای صفر نقش می�شود.
،αd = ١ حالی�که در باشد dk = d اگر ،{d٠ + ١, . . . , d١} = {١,٠} ،I٠ در شاخص�ها دسته اولین
{dk + ١, . . . , dk+١} = {d + ١, d} ،I٠ در شاخص�ها از دسته آخرین شود. گرفته نظر در صفر باید

شوند. گرفته نظر در صفر باید نیز،
x ابتدا می�کنیم. پیدا باشد، β(x, y) ≥ ρπ(y) ،x, y ∈ χ هر برای به�طوری�که را، ρ > ٠ حالا ما

،I١ = ∅ آن�گاه کنید. تصور را هستند، یک از کم�تر αiها تمام به�طوری�که �y و

β(x, y) = p(x)
π(y)

π(x)
≥ δπ(y)

بنابراین باشد، αi = ١ از یکی حداقل که کنید فرض باشیم. داشته نظر در را خاص حالت باید بنابراین
می�کنیم. معرفی این�جا در که داشت خواهیم نیاز جدید نماد یک به ما

می�کنیم. تعریف را I١ و I٠ ،٠ = d٠ ≤ d١ < d٢ < d٣ < · · · < dk ≤ dk+١ = d به توجه با
مجموعه

sj = {dj + ١, . . . , dj+١} برای j = ٠,١, . . . , k,

z ∈ این�که به توجه با این بر علاوه . I٠ = {s١, s٣, . . . , sk−١} و I١ = {s٠, s٢, . . . , sk} به�طوری�که
zsj = (zdj+١, . . . , zdj+١) که z = (zs٠ , zs١ , . . . , zsk)به�صورت را z Xمی�توانیم = X١×· · ·×Xd
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z[j] = (zsj , zsj+١ , . . . , zsk) و z[j] = (zs٠ , zs١ , . . . , zsj) ،j = ٠,١, . . . , k برای کنیم. تقسیم�بندی
کنید توجه باشند. صفر z[k+١] و z[−١] کنید فرض و کنید تعریف را

p(xs٠ , ys١ , xs٢ , . . . , ysk−١ , xsk) =
∏
i∈I١

pi(yi)
∏
i∈I٠

pi(xi).

ها x همه برای p(x) ≥ δπ(x) فرض و (۵.٣) رابطه از استفاده با سپس

β(x, y) = p(xs٠ , ys١ , xs٢ , ys٣ , xs۴ , . . . , ysk−١ , xsk)
∏

j∈{٠,٢,...,k}

π(y[j−١], ysj , x
[j+١])

π(y[j−١], xsj , x
[j+١])

≥ δπ(xs٠ , ys١ , xs٢ , . . . , ysk−١ , xsk)
∏

j∈{٠,٢,...,k}

π(y[j−١], ysj , x
[j+١])

π(y[j−١], xsj , x
[j+١])

= δπ(xs٠ , ys١ , xs٢ , . . . , ysk−١ , xsk)
π(ys٠ , x

[١])

π(xs٠ , x
[١])

∏
j∈{٢,۴,...,k}

π(y[j−١], ysj , x
[j+١])

π(y[j−١], xsj , x
[j+١])

.

(۶.٣)

وجود ϵ > ٠ جایی�که ها، i همه و z و w هر برای (۴.٣) رابطه یادآوری با سپس می�آوریم. به�دست
داریم باشد داشته

π(w[i], w
[i+١])π(z[i], z

[i+١]) ≥ ϵπ(w[i], z
[i+١])π(z[i], w

[i+١]).

توجه با RHS از کم�تری کران که z = (ys٠ , x
[١]) و w = (xs٠ , ys١ , xs٢ , . . . , ysk−١ , xsk) شناسایی با

می�شود حاصل (۶.٣) رابطه به

δϵπ(y[١], xs٢ , ys٣ , xs۴ , . . . , ysk−١ , xsk)
∏

j∈{٢,۴,...,k}

π(y[j−١], ysj , x
[j+١])

π(y[j−١], xsj , x
[j+١])

.

می�آید به�دست ادامه در

δπ(xs٠ , ys١ , xs٢ , . . . , ysk−١ , xsk)
∏

j∈{٢,۴,...,k}

π(y[j−١], ysj , x
[j+١])

π(y[j−١], xsj , x
[j+١])

≥ δϵπ(y[١], xs٢ , ys٣ , xs۴ , . . . , ysk−١ , xsk)
∏

j∈{٢,۴,...,k}

π(y[j−١], ysj , x
[j+١])

π(y[j−١], xsj , x
[j+١])

≥ δϵ٢π(y[٣], xs۴ , ys۵ , xs۶ , . . . , ysk−١ , xsk)
∏

j∈{۴,۶,...,k}

π(y[j−١], ysj , x
[j+١])

π(y[j−١], xsj , x
[j+١])

...

≥ δϵk/٢π(y[k−١], xsk)
π(y[k−١], ysk)

π(y[k−١], xsk)

= δϵk/٢π(y)

تغییرات k−٢ که معناست این به برابری که باشید داشته توجه اما است k ≤ d+١ که بیاورید خاطر به
نامساوی راست سمت برای ϵ کم�ترین به تنها ما و است صفر ،I٠ دسته اول حالت که است داشته وجود
زنجیر که می�گیریم نتیجه و است، برقرار ρ = δϵ⌊d/٢⌋ با β(x, y) ≥ ρπ(y) بنابراین نیازمندیم. بالا

است. یکنواخت ارگودیک
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است. شده پذیرفته راحتی به قضیه شرایط که است این نشان�دهنده زیر نتیجه�گیری دو

بگیرید. نظر در i = ١, . . . , d برای pi پیشنهادی چگالی با PCIS هسته .۵.٢.٣ نتیجه
،x ∈ χ همه برای کنید فرض این بر علاوه کنید. تعریف χ روی چگالی یک p(x) =

∏d
i=١ pi(xi)

برای ،Xi روی hi و gi مثبت توابع جفت اگر همچنین .p(x) ≥ δπ(x) که دارد وجود ،δ > ٠
به�طوری�که بگیرید نظر در x ∈ χ هر برای i = ١, . . . , d

d∏
i=١

gi(xi) ≤ π(x) ≤
d∏

i=١
hi(xi) (٧.٣)

ارگودیک همگی PRSIS و PRQIS و PCIS آن�گاه ،i = ١, . . . , d هر ازای به infxi∈Xi
{ gi(xi)
hi(xi)

} > ٠ و
هستند. یکنواخت

اشاره (۴.٣) رابطه همان به واقع، در (٧.٣) رابطه که دهیم نشان باید نتیجه این اثبات برای برهان.
هر برای آن�گاه .ρi > ٠ به�طوری�که ،ρi = infxi∈Xi

{ gi(xi)
hi(xi)

} ،i = ١, . . . , d برای کنید فرض می�کند.
داریم i = ١, . . . , d− ١ ازای به x, y ∈ χ

π(x[i], x
[i+١])π(y[i], y

[i+١])

π(x[i], y[i+١])π(y[i], x[i+١])
≥

i∏
j=١

gj(xj)gj(yj)

hj(xj)hj(yj)

d∏
j=i+١

gj(xj)gj(yj)

hj(yj)hj(xj)
≥

d∏
j=١

ρ٢j

است. برقرار ϵ = (ρ١ . . . ρd)
٢ با (۴.٣) رابطه بنابراین

خاص حالت واضح�ترین دارد. نیاز هدف توزیع در وابستگی از ضعیفی شکل به ۵.٢.٣ نتیجه شرایط
است. برقرار طرف دو هر در برابری ،(٧.٣) رابطه در که باشند مستقل تواما π مولفه�های که است زمانی

بگیرید. نظر در i = ١, . . . , d برای pi پیشنهادی چگالی با PCIS هسته .۶.٢.٣ نتیجه
وجود c > ٠ و ٠ < a ≤ b < ∞ اگر کنید. تعریف χ روی چگالی یک p(x) =

∏d
i=١ pi(xi)

آن�گاه باشد، برقرار x مقادیر همه �ϖهای برای ،p(x) ≥ c و a ≤ π(x) ≤ b به�طوری�که باشد داشته
هستند. یکنواخت ارگودیک همگی PRSIS و PRQIS و PCIS

است. برقرا ،ϵ = (a/b)٢ و δ = c/b گرفتن نظر در با ۶.٣ رابطه و ۴.٢.٣ قضیه شرایط کلیه برهان.
می�شود. حاصل PRSIS و PRQIS و PCIS بودن یکنواخت ارگودیک آن�گاه

آمیخته مدل�های برای درستنمایی ماکسیمم ٢.٢.٣

نشان�دهنده Ui و مشاهده قابل داده�های از برداری یک نشان�دهنده Yi = {Yi١, . . . , Yimi
} کنید فرض

باشد. i = ١, . . . , k برای مشاهده غیرقابل تصادفی اثر امین i
نظر در U = u روی شده مشخص شرطی توزیع با مستقل Yi و U = (U١, . . . , Uk) کنید فرض

به�صورت Y = {Yij : j = ١, . . . ,mi ; i = ١, . . . , k} توام چگالی به�طوری�که بگیرید،

f(y|u; θ١) =
k∏

i=١

mi∏
j=١

f(yij|ui; θ١).
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نمی�باشد. نرمال لزوما آن�ها توزیع و است مستقل نیز Ui پارامتر�هاست. از برداری یک نشان�دهنده θ١
درستنمایی و، می�شود تعریف h(u; θ٢) =

∏k
i=١ h(ui; θ٢) به�صورت، U مولفه�های توام چگالی بنابراین

L(θ|y) =
∫
f(y|u; θ١)h(u; θ٢) du.

استاندارد و درستنمایی ماکسیمم برآورد محاسبه به�طوری�که است، رام�نشدنی انتگرال این تحلیل اغلب
مونت�کارلوی مانند مونت�کارلو، بر مبتنی الگوریتم چندین حال این با باشد. برانگیز چالش می�تواند خطا
کردن پیدا برای که دارد، وجود ١EM مونت�کارلوی و درستنمایی ماکسیمم مونت�کارلوی رافسون، نیوتن
جونز، و جیک (سافو، می�باشند مناسب θ = (θ١, θ٢) مجهول، پارامتر درستنمایی ماکسیمم برآورد

.(١٩٩٧ مک�کالاک، و ٢٠٠٠ هابرت، ٢٠٠۵؛
یعنی دارند. هدف توزیع از شبیه�سازی به نیاز که است این الگوریتم سه هر مشترک ویژگی�های از

θ از معینی مقدار برای به�طوری�که می�آید به�دست داده به توجه با تصادفی، اثرات شرطی توزیع
h(u|y; θ) ∝ f(y|u; θ١)h(u; θ٢)

مستقل، �مولفه �به مولفه نمونه سه شامل که مانا چگالی عنوان به h(u|y; θ) داشتن با مارکوف، زنجیر چهار
متروپولیس- نمونه یک و ،i = ١, . . . , k برای h(ui; θ٢) پیشنهادی چگالی با RSIS و RQIS ،CIS
h(u; θ٢) حاشیه�ایی توزیع از شده، انتخاب پیشنهادی چگالی با (MHIS) کامل، بعد با مستقل هستینگز

است. زیر شرح به نتیجه منظور این برای می�گیریم. نظر در

.f(y|u; θ١) ≤ B(y; θ١) ،u تمام برای به�طوری�که باشد داشته ;B(yوجود θ١) <∞ اگر .٧.٢.٣ قضیه
به h(u|y, θ) داشتن با RSIS و RQIS ،CIS ،MHIS بالا در شده توصیف مارکوف زنجیر چهار آن�گاه

هستند. یکنواخت ارگودیک مانا، چگالی عنوان

یک برای پذیرش احتمال بگیرید. نظر در h(u; θ٢) پیشنهادی چگالی داشتن با را MHIS برهان.
به�صورت u∗ به u از پرش پیشنهادی، چگالی

α(u, u∗) = min

{
١, f(y|u

∗; θ١)

f(y|u; θ١)

}
یکنواخت ارگودیک ( ١٩٩۶) توییدی و منگرسن ٢.١ قضیه به�وسیله مارکوف زنجیر این می�شود. ساده

آن هدف به پیشنهادی چگالی نسبت که است
C(y; θ)h(u; θ٢)

f(y|u; θ١)h(u; θ٢)
=

C(y; θ)

f(y|u; θ١)
≥ C(y; θ)

B(y; θ)

. C(y; θ) =
∫
f(y|u; θ١)h(u; θ٢)du رابطه این در می�شود. تعریف

برای h(ui; θ٢) پیشنهادی چگالی با RSIS ،RQIS ،CIS مولفه به مولفه مستقل نمونه�گیری سه هر
۴.٣ رابطه و ۵.٢.٣ نتیجه به�وسیله ،i = ١, . . . , k

h(u|y; θ) ∝ f(y|u; θ١)h(u; θ٢) =
k∏

i=١
h(ui; θ٢)

ni∏
j=١

f(yij|ui; θ١)

می�شود. اثبات نمونه�گیری سه هر بودن یکنواخت ارگودیک
١MC expectation maximization



٣٨ �مولفه �به مولفه رسانی به�روز تحت همگرایی نرخ .٣

با تصادفی قدم�زدن متروپولیس نمونه یک هندسی ارگودیک و MHIS ،CWIS تجربی عملکرد ما
می�کنیم. مقایسه بعد فصل در مرتبط، مثال یک در را، کامل بعد

ترکیب و آمیختگی تحت هندسی ارگودیک ٣.٣

نامنفی تابع باشند، هندسی ارگودیک Pi هسته�های از یک هر که کنید فرض و بگیرید نظر در را Pmix

به�طوری�که دارد وجود ti ∈ (٠,١) و Mi

∥Pi(x, .)−ϖ(.)∥ ≤Mi(x)t
n
i

که دارد اشاره مثلث نامساوی آن�گاه
∥Pmix(x, .)−ϖ(.)∥ = ∥r١P١ + · · ·+ rdPd −ϖ(.)∥

= ∥r١(P١ −ϖ(.)) + r٢(P٢ −ϖ(.)) + · · ·+ rd(Pd −ϖ(.))∥

≤
d∑

i=١
ri∥Pi −ϖ(.)∥ ≤

d∑
i=١

riMi(x)t
n
i

≤ max{ti}n
d∑

i=١
riMi(x)

≤
d∑

i=١
riMi(x) [Max{ti}]n

ایجاد بین تفاوت این، است. هندسی ارگودیک نیز Pmix باشد، هندسی ارگودیک Pi هر اگر بنابراین،
یکنواخت ارگودیک ها� Pi از یکی اگر که بیاورید خاطر به می�دهد. نشان را یکنواخت و هندسی ارگودیک
که می�شود حاصل نتیجه این بلافاصله همچنین می�دهد. نتیجه را Pmix بودن یکنواخت ارگودیک باشد،

باشند. هندسی ارگویک ترکیب نمونه�های از یک هر اگر است هندسی ارگودیک PRQ

-ϖ حتی، معمول به�طور Piها از یک هر حالت این در نیست. صادق PRS برای نتایج این
و می�کردیم انتخاب احتمالی یک با را مولفه یک ،PRS تعریف اساس بر که زیرا نیستند، تحویل�ناپذیر
به مولفه یک از جایی به جا احتمال که است معنی این به این می�گرفتیم، نظر در ثابت را مولفه�ها بقیه

ندارد. وجود دیگر مولفه

اگر باشد. برگشت�پذیر r ∈ Pd انتخاب احتمال همه برای ϖ به توجه با Pmix کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
احتمال همه برای هندسی ارگودیک آن آن�گاه باشد انتخاب احتمال برخی برای هندسی ارگودیک Pmix

است. انتخاب

فرض همچنین باشد، r ∈ Pd از خاصی انتخاب برای Pmix نشان�دهنده Pmix,r کنید فرض برهان.
A ∈ B اگر آن�گاه است. هندسی ارگودیک Pmix,r∗ این�که و r , r∗ ∈ Pd کنید

Pmix,r(x,A) ≥ min

{
r١
r∗١
,
r٢
r∗٢
, . . . ,

rd
r∗d

}
Pmix,r∗(x,A)

می�شود. کامل اثبات این (٢٠١٣) روزنتال و رابرتز جونز، از ١ قضیه اساس بر



٣٩ ترکیب و آمیختگی تحت هندسی ارگودیک .٣.٣

برای هندسی ارگودیک PRS اگر که است این ١.٣.٣ قضیه از خاصی حالت که باشید داشته توجه
کلیه چون است. انتخاب احتمالات همه برای هندسی ارگودیک آن آن�گاه باشد انتخاب احتمال برخی
را (٢٠١۴) روزنتال و رابرتز جونز، مرتبط نتایج برای می�کند. صدق PRS برای ١.٣.٣ قضیه شرایط
احتمالات همه چون�که ندارد، کاربرد تصادفی اسکن دنباله نمونه�های برای ١.٣.٣ قضیه همچنین ببینید.

نیستند. برگشت�پذیر انتخاب

متغیره دو تنظیمات ١.٣.٣

پشتیبانی X١×X٢ ⊆ Rb١ ×Rb٢ از و است π(x, y) چگالی دارای µ١×µ٢ به توجه با ϖ که حالتی ما
πY و πX و کامل شرطی چگالی�های πY |X(y|x) و πX|Y (x|y) کنید فرض می�گیریم. نظر در را می�کند،
هر تنظیمات، این هستند). حاشیه�ای توزیع�های ϖY ϖXو ) باشند π از حاصل حاشیه�ایی چگالی�های
می�باشد. عملی بسیار کاربردی برنامه�های دارای اما، است متداول قبلی بخش از کم�تر کلی به�طور چند
،(١٩٨٧ وونگ، و تانر ٢٠١١؛ (هابرت، داده تقویت روش�های برای شالوده�ایی آن، مثال، عنوان به
روی ٢٠١٢؛ هابرت، و رومن ) است مرتبط، آماری مدل�های به�خصوص MCMC روش�های از بسیاری

.(٢٠١٠ جونز، و جانسون و ٢٠٠٧ هابرت، و
بگیریم: نظر در می�خواهیم را تنظیمات دو جا این در

می�کنیم. شروع باشد، امکان�پذیر πY |X و πX|Y از نمونه�گیری که حالتی با (١

جایگزین متروپولیس-هستینگز رسانی به�روز یک به�وسیله گیبز، رسانی به�روز از یکی که حالتی (٢
می�شود.

نامیده PGS ترکیب، از شده تشکیل مارکوف هسته باشد ساده πY |X و πX|Y از نمونه�گیری زمانی�که
(Mtd) دارای GS گیبز، نمونه�گیر معمولا که می�شود

hGS(x′, y′|x, y) = πX|Y (x′|y)πY |X(y′|x′) (٨.٣)

یک همچنین که رسانی به�روز دیگر شیوه البته می�شود به�روز y سپس و x ابتدا حالت این در است.
طرفی از می�کند. تغییر ،y و x رسانی به�روز ترتیب که می�دهند، نشان P̃GS با را است گیبز نمونه�گیر
با PY و PX مارکوف هسته مرحله یک ترتیب، به {Y (n)} و {X(n)} حاشیه�ایی دنباله�های از یک هر

Mtds

hX(x′|x) =
∫
πX|Y (x′|y)πY |X(y|x)µ٢(dy)

و
hY (y′|y) =

∫
πY |X(y′|x)πX|Y (x|y)µ١(dx) (٩.٣)

عنوان به ،hmY (y′|y) مرحله�ای m ،Mtd یک Pm
Y که ببینید تا است ساده این بر علاوه هستند. دارا

{Y (n)} برای πY و {X(n)} برای πX که باشید داشته توجه می�پذیرد. P̃m
GS و Pm

GS، Pm
X انجام

هستند. همگرا کیفی نرخ همان با تماما P̃GS و PGS ،PY ،PX که است معلوم خوبی به ماناست.
روزنتال و رابرتز و (١٩٩۵) رابرت ،(٢٠٠٨) سالوف-کاست و دایاکنس،خیر به جزییات بررسی برای



۴٠ �مولفه �به مولفه رسانی به�روز تحت همگرایی نرخ .٣

مدل�های و گیبز نمونه�گیری�های تحلیل و تجزیه در معمول به�طور روابط، این کنید. مراجعه (٢٠٠١)
استفاده مورد است، ساده بعد، بودن کم به�دلیل PGS از PX یا PY تحلیل اغلب آن در که مربوطه، آماری

می�گیرد. قرار
PGS و PY و PX هسته�های از یکی اگر که کرد استنتاج چنین می�توان مشاهدات این قردادن با
ارگودیک نیز، PRQGS گیبز، تصادفی دنباله نمونه همچنین و بقیه آن�گاه باشد هندسی ارگودیک P̃GS یا

هستند. هندسی
تصادفی اسکن نمونه�گیری برای P̃GS و PGS ،PY ،PX همگرایی نرخ به بخش زیر این نتیجه اولین

که داریم (٩.٣) و (٢.٣) رابطه به�وسیله که کنید توجه می�شود. مربوط PRSGS گیبز،

PY W (y) =

∫
X٢

W (y′)hY (y′|y)µ٢(dy′)

به�طوری�که باشد داشته وجود b <∞ و W : X٢ −→ R+ ،λ < ١ کنید فرض .٢.٣.٣ قضیه
PY W (y) ≤ λW (y) + b (١٠.٣)

به�طوری�که باشد، داشته وجود d٠ > ٠ یک و g : X٢ −→ R+ ،Cd = {y : W (y) ≤ d} کنید فرض
m ≥ ١ برخی برای

hmY (y′|y) ≥ g(y′) همه برای y ∈ Cd و d ≥ d٠. (١١.٣)

هستند. هندسی ارگودیک PRSGS و PRQGS عنوان به P̃GS و PGS و PX و PY آن�گاه

اثبات به سپس و می�کنیم بیان را آن�ها ابتدا که است اولیه لم دو ذکر به نیاز ٢.٣.٣ قضیه اثبات برای
می�پردازیم. قضیه

که باشند ثابت b <∞ ،٠ < λ < ١ و χ روی مقدار حقیقی تابع یک W کنید فرض .٣.٣.٣ لم
PXW (x) ≤ λW (x) + b همه برای x ∈ χ (١٢.٣)

.k = b و γ = (λ+ ٢/(١ ،V (x) = W (x) مجموعه باشد، W (x) ≥ ١ ، x ∈ χ همه اگربرای -١
و γ = (λ+ ٢/(١ ،V (x) = ١+W (x) مجموعه باشد، W (x) ≥ ٠ ،x ∈ χ همه برای اگر -٢
برقرار (٣.٣) رانش شرط آن�گاه C = {x : V (x) ≤ k/(١ − γ)} کنید فرض .k = b + (١ − λ)

است.

آن�گاه باشد، γ = (λ+١)/٢ اگر V مثبت تابع و k <∞ ،٠ < λ < ١ هر برای که کنید توجه برهان.

λV (x) + k = (٢γ − ١)V (x) + k = γV (x)− (١− γ)V (x) + k.

این�رو از و V (x) > k/(١− γ) آن�گاه ،x /∈ C اگر .C = {x : V (x) ≤ k/(١− γ)} فرض با

λV (x) + k ≤ γV (x)− (١− γ)
k

١− γ
+ k = γV (x)

است. λV (x)+k ≤ γV (x)+kIC(x) بنابراین .λV (x)+k ≤ γV (x)+k ،x ∈ χ همه برای اما
V (x) = W (x) ،W (x) ≥ ١ اگر ،(١٢.٣) فرض که دهیم نشان تا داریم نیاز اثبات کردن کامل برای ما



۴١ ترکیب و آمیختگی تحت هندسی ارگودیک .٣.٣

مجموعه ،W (x) ≥ ٠ کنید فرض دیگر طرفی از دارد. PV (x) ≤ λV (x)+k بر دلالت باشد، k = b و
آن�گاه باشد. k = b+ (١− λ) و V (x) = ١+W (x)

PV (x) = PXW (x) + ١ ≤ λW (x) + ١+ b = λV (x)− λ+ ١+ b = λV (x) + k

به را می�دهند نشان hmY و hmX ،hmGS با که را Mtd مرحله امین m همچنین و مارکف زنجیر سه هر
داریم. نیاز ٢.٣.٣ قضیه اثبات از قبل دیگری مقدماتی لم به ما بیاورید. خاطر

آن�گاه باشد، m ≥ ٢ اگر .۴.٣.٣ لم

hmGS(x
′, y′|x, y) = πY |X(y

′|x′)
∫
x٢

πX|Y (x
′|z)hm−١

Y (z|y)µ٢(dz).

آن�گاه باشد m = ٢ کنید فرض برهان.

h٢GS(x
′, y′|x, y) =

∫
X١

∫
X٢

πX|Y (x
′|υ)πY |X(y

′|x′)πX|Y (u|y)Y |X(υ|u)µ٢(dυ)µ٢(du)

= πY |X(y
′|x′)

∫
X٢

πX|Y (x
′|υ)

∫
X١

πY |X(υ|u)πX|Y (u|y)µ١(du)µ٢(dυ)

= πY |X(y
′|x′)

∫
X٢

πX|Y (x
′|υ)hY (υ|y)µ٢(dυ)

است. اثبات شدن کامل برقراری دلیل یک و است برقرار m = ٣ برای نتیجه مشابه محاسبه یک با

hm+١
GS (x′, y′|x, y) =

∫
X١

∫
X٢

h(x′, y′|u, υ)hm(u, υ|x, y)µ٢(dυ)µ١(du)

=

∫
X١

∫
X٢

πX|Y (x
′, υ)πY |X(y

′|x′)hm(u, υ|x, y)µ٢(dυ)µ١(du)

= πY |X(y
′|x′)

(∫
X١

∫
X٢

πX|Y (x
′|υ)πY |X(υ|u)∫

X٢

πX|Y (u|z)hm−١
Y (z|y)µ٢(dz)µ٢(dυ)µ١(du)

)
= πY |X(y

′|x′)
(∫

X٢

πX|Y (x
′|υ)∫

X٢

∫
X١

πY |X(υ|u)πX|Y (u|z)hm−١
Y (z|y)µ٢(dz)µ١(du)µ٢(dυ)

)
= πY |X(y

′|x′)
(∫

X٢

πX|Y (x
′|υ)

∫
X٢

hm−١
Y (z|y)∫

X١

πY |X(υ|u)πX|Y (u|z)µ١(du)µ٢(dz)µ٢(dυ)
)

= πY |X(y
′|x′)

(∫
X٢

πX|Y (x
′|υ)

∫
X٢

hY (υ|z)hm−١
Y (z|y)µ٢(dz)µ٢(dυ)

)
= πY |X(y

′|x′)
(∫

X٢

πX|Y (x
′|υ)hmY (υ|y)µ٢(dυ)

)



۴٢ �مولفه �به مولفه رسانی به�روز تحت همگرایی نرخ .٣

می�شود. اثبات ٢.٣.٣ قضیه لم دو این کمک با حال

باشد. k = b+ ١− λ <∞ و γ = (λ+ ٢/(١ مجموعه و V (y) = ١+W (y) کنید فرض برهان.
دارد زیر رانش شرط به اشاره ما فرض�های� که رسیدیم نتیجه این به ٣.٣.٣ لم از

PY V (y) ≤ γV (y) + kIC(y)

به نیاز تنها است هندسی ارگودیک PY دهیم نشان این�که برای .C = {y : V (y) ≤ k/(١− γ)} که
و C = {y : W (y) ≤ k/(١− γ)− ١} حاضر حال در داریم. C روی کوچک�سازی شرط برقراری
d برای حال است. ناتهی C که دارند این بر اشاره k/(١− γ)− ١ = (٢b− λ+ ١)/(١− γ) > ٠

با A ⊆ X٢ برای کوچک�سازی شرط بلافاصله ،(١١.٣) رابطه و C ⊆ Cd بزرگ، کافی اندازه به

ϵ =

∫
X٢

g(z)µ٢(dz) و Q(A) = ϵ−١
∫
A

g(z)µ٢(dz)

ارگودیک نیز P̃GS و PGS و PX همچنین و است هندسی ارگودیک PY بنابراین می�شود. برده به�کار
هستند. هندسی

احتمال با Y و p احتمال با X تکرار، هر در که بگیرید نظر در را گیبز تصادفی اسکن نمونه�گیری
υ کنید فرض .G(x) =

∫
X٢
W (y)πY |X(y|x)µ٢(dy) کنید فرض می�شوند. رسانی به�روز ١− p

١− p

p
< υ <

١− p

pλ
(١٣.٣)

آن�گاه .V١(x, y) = υG(x) +W (y) به�علاوه

PRSGSV١(x, y) =

∫
pV١(x

′, y′)πX|Y (x
′|y)δ(y′ − y)µ١(dx

′)µ٢(dy
′)

+

∫
(١− p)V١(x

′, y′)πY |X(y
′|x)δ(x′ − x)µ١(dx

′)µ٢(dy
′)

=

∫
pV١(x

′, y)πX|Y (x
′|y)µ١(dx′)

+

∫
(١− p)V١(x, y

′)πY |X(y
′|x)µ٢(dy′)

= p

∫
[υ(G(x′) +W (y)]πX|Y (x

′|y)µ١(dx′)

+(١− p)

∫
[υG(x) +W (y′)]πY |X(y

′|x)µ٢(dy′)

= pυ

∫
G(x′)πX|Y (x

′|y)µ١(dx′)

+(١− p)

∫
W (y′)πY |X(y

′|x)µ٢(dy′) + pW (y) + (١− p)υG(x)

= pυ

∫
G(x′)πX|Y (x

′|y)µ١(dx′) + (١− p)(١+ υ)G(x) + pW (y)
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بگیرید نظر در جداگانه به�طور را باقیمانده انتگرال ∫حال
πX|Y (x

′|y)G(x′)µ١(dx′) =

∫
πX|Y (x

′|y)
∫
W (y′)πY |X(y

′|x′)µ٢(dy′)µ١(dx′)

=

∫ ∫
W (y′)πX|Y (x

′|y)πY |X(y
′|x′)µ٢(dy′)µ١(dx′)

=

∫
W (y′)

∫
πY |X(y

′|x′)πX|Y (x
′|y)µ١(dx′)µ٢(dy′)

=

∫
W (y′)hY (y

′|y)µ٢(dy′)

≤ λW (y) + b

نتیجه در و برگردید، بالا در قبلی موقعیت به

PRSGSV١(x, y) ≤ p(υλ+ ١)W (y) + (١− p)(١+ υ)G(x) + pυk.

به�طوری�که دارد وجود β < ١ ،(١٣.٣) رابطه به�وسیله

max

{
p(υλ+ ١), (١− p)(١+ υ)

υ

}
≤ β

آن�گاه

PRSGSV١(x, y) ≤ β[W (y) + υG(x)] + pυk = βV١(x, y) + pυb. (١۴.٣)

.C = {(x, y) : H١(x, y) ≤ pυb/(١−γ)} و γ١ = (β+١)/٢ ،H١ = ١+V١ مجموعه فرضکنید
است. برقرار (x, y) همه برای کوچک�سازی شرط که می�کند پیروی (١۴.٣) رابطه و ٣.٣.٣ لم از آن�گاه

PRSGSH١(x, y) ≤ γ١H١(x, y) + pυbIc(x, y)

که کنید توجه است. کوچک C که کنیم بیان باید نهایت در

P ٢m
RSGS((x, y), ·) ≥ [p(١− p)]mPm

GS((x, y), ·)

کنیم. ایجاد ،m ≥ ١ که Pm
GS برای کوچک�سازی شرط یک تا است کافی این�رو از و

X١ × Cd که کنیم ایجاد است کافی .Cd = {y : W (y) ≤ d} کنید فرض ،d > ١ برای
یک این�که فرض با .d ≥ pυk/(١ − γ١) اگر به�طوری�که ،C ⊆ X١ × Cd زمانی�که است، کوچک
باشد،� داشته وجود بزرگ کافی اندازه به d و m ≥ ١ برخی برای g تابع یک و d ≥ pυk/(١ − γ١)

داریم

hmY (y
′|y) ≥ g(y′) همه برای y ∈ Cd.

نظر در m ≥ ٢ حالت برای باید تنها ما است، برقرار m = ١ با (١١.٣) رابطه زمانی�که کنید، توجه
سپس بگیریم.

h٢(y′|y) =
∫
X٢

hY (y′|z)hY (z|y)µ٢(dz) ≥
∫
X٢

hY (y′|z)g(z)µ٢(dz) := g∗(y′)
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رابطه و ۴.٣.٣ لم به�وسیله و باشد m ≥ ٢ کنید فرض است. برقرار m = ٢ با (١١.٣) رابطه این�رو از
y ∈ Cd اگر (١١.٣)

hmGS(x
′, y′|x, y) = πY |X(y

′|x′)
∫
X٢

πX|Y (x
′|z)hm−١

Y (z|y)µ٢(dz)

≥ πY |X(y
′|x′)

∫
X٢

πX|Y (x
′|z)g(z)µ٢(dz)

= ϵq(x′, y′)

با

ϵ =

∫ ∫
πY |X(y

′|x′)
∫
X٢

πX|Y (x
′|z)g(z)µ٢(dz)µ١(dx′)µ٢(dy′)

q(x′, y′) = ϵ−١πY |X(y
′|x′)

∫
X٢

πX|Y (x
′|z)g(z)µ٢(dz)

ارگودیک برهان است. کوچک P ٢m
RSGS همچنین و Pm

GS برای X١ × Cd که می�شود ثابت بنابراین
می�شود. کامل RSGS بودن یکنواخت

ℓ : X٢ −→ R+ یک کنید فرض دارد؛ وجود (١١.٣) رابطه برای ساده و کافی شرط یک .۵.٣.٣ نتیجه
y ∈ Cd اگر آن�گاه باشد. داشته وجود ،d ≥ d٠ با (x, y) ∈ X١×Cd همه برای ،πX|Y (x|y) ≥ ℓ(x) �که

hY (y′|y) =
∫
X١

πY |X(y′|z)πX|Y (z|y)µ١(dz)

≥
∫
X١

πY |X(y′|z)ℓ(z)µ١(dz) = g(y′)

را PX این�که تحت شرایط ما اگر که است واضح اثبات از این نکردیم بیان رسمی به�طور آن�را اگر�چه
می�آید. به�دست نتایج همان کنیم فرمول�نویسی دوباره PY جای به

قدم�زدن متروپولیس که دادند نشان (١٩٩۶) توییدی و رابرتز بگیرید. نظر در ۵.٨.١ مثال .۶.٣.٣ مثال
را مولفه به مولفه رسانی به�روز روش اگر باشد. هندسی ارگودیک نمی�تواند π هدف توزیع با تصادفی
با Y |X = x ∼ N(٠, (١+x٢)−١

٢ ) داریم باشد، مرتبط شرطی توزیع با هدف توزیع که بگیرید نظر در
محاسبه

π(x) =

∫
e−x٢e−y٢(١+x٢)dy

= e−x٢
∫
e−y٢(١+x٢)dy

= e−x٢
∫
e−y٢ ١

٢ (١+x٢)−١

٢

dy

= e−x٢

√
٢π (١+ x١−(٢

٢

∫ ١√
٢π (١+x٢)−١

٢

e

−y٢
١

٢ (١+x٢)−١

٢ dy


= e−x٢

√
٢π (١+ x١−(٢

٢
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بنابراین

π(Y |X) =
π(x, y)

π(x)
=

e−x٢e−y٢(١+x٢)

e−x٢
√
٢π (١+x٢)−١

٢

=
١√

٢π (١+x٢)−١

٢

e−y٢(١+x٢)

=
١√

٢π (١+x٢)−١

٢

e

−y٢
١

٢ (١+x٢)−١

٢

مراتب به و می�آید بدست

X|Y = y ∼ N(٠, (١+ y١−(٢

٢ ).

را تصادفی قدم�زدن متروپولیس یکنواخت تصادفی اسکن و ارگودیکهندسی ،(٢٠٠٣) همکاران و فورت
مرحله حالی�که در می�شود. انتخاب ١٢ احتمال با مولفه�ها از یکی مرحله هر در که معنا این به کردند، ایجاد
نمونه�گیر که دهیم نشان می�خواهیم ما می�ماند. باقی ثابت مولفه� دیگر برای تصادفی قدم�زدن متروپولیس
PYW (y) ≤ λW (y) + ٠٫ ۵ آن�گاه باشد W (y) = y٢ اگر مثال این در است. هندسی ارگودیک گیبز

. ٠ < λ < ١ هر برای

hY (y′|y) =

∫
πY |X(y′|x)πX|Y (x|y)π(x)dx

≥
∫ ١√

π(x٢ + ١−(١
e−y′٢(x١+٢) ١√

π
e−x٢(d+١)

√
π(x٢ + ١−(١e−x٢dx

=

∫ ١√
π
e−y′٢e−x٢(y′٢+٢+d)dx

=
e−y′٢

√
π

√
π(y′٢ + ٢+ d)−١

∫ ١√
π(y′٢ + ٢+ d)−١

e−x٢(y′٢+٢+d)dx

=
e−y′٢√

y′٢ + ٢+ d

= g(y′)
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که داریم ٢.٣.٣ قضیه شرایط بررسی برای همچنین

hY (y′|y) =

∫
πY |X(y′|x)πX|Y (x|y)π(x)dx

=

∫ ١√
π(x٢ + ١−(١

e−y′٢(١+x٢) ١√
π(y٢ + ١−(١

e−x٢(١+y٢)
√
π(x٢ + ١−(١e−x٢dx

=
e−y′٢√

π(y٢ + ١−(١

∫
e−x٢(y′٢+٢+y٢)dx

=

√
π(y′٢ + y٢ + ١−(٢√
π(y٢ + ١−(١

e−y′٢

=

√
y٢ + ١

y′٢ + y٢ + ٢e
−y′٢

بنابراین

PYW (y) =

∫
W (y′)hY (y′|y)π(y′)dy′

=

∫
y′٢
√

y٢ + ١
y′٢ + y٢ + ٢e

−y′٢e−y′٢
√
π(y′٢ + ١−(١dy′

=
√
π(y٢ + ١)

∫ √
y′۴

(y′٢ + ١)(y′٢ + y٢ + ١)e
−٢y′٢dy′

≤
√
π(y٢ + ١)

∫
e−٢y′dy′

=
√
π(y٢ + ١)

√
π

٢

∫ ١√
π
٢
e−٢y′٢dy′

آن�گاه است. برقرار d > ٠ هر برای باشد y ∈ Cd اگر (١١.٣) رابطه این بر علاوه

πX|Y (x|y) =

√
y٢ + ١√
π

e−x٢(y١+٢)

≥ ١√
π
e−x٢(y١+٢)

≥ π−٠٫۵e−x٢(d+١)

می�شود. اثبات مثال این بودن هندسی ارگودیک ٢.٣.٣ قضیه به�وسیله این�رو از

اثبات بودنشان، هندسی ارگودیک مناسب، آماری مسایل برای به�خصوص گیبز نمونه�گیری�های اگر�چه
مولفه دو از بیش با مثال�هایی ،(١٩٩٨) گیر و هابرت و (٢٠١٠) هابرت و داس در تنها است. شده
با می�تواند، ٢.٣.٣ قضیه بنابراین است. گرفته قرار بررسی مورد هندسی�شان ارگودیک که، شدند ارایه
بسیاری تصادفی اسکن نسخه�های و تصادفی دنباله هندسی ارگودیک آوردن به�دست برای موجود نتایج

باشد. مرتبط است، شده اثبات بودنشان هندسی ارگودیک که گیبز، نمونه�گیری�های از
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یک πX|Y از نمونه�گیری جای به اما کنیم نمونه انتخاب πX|Y از تا هستیم قادر کنید فرض حالا
نمونه�گیری یک در نتایج این کنیم. جایگزین P٢ پیشنهادی، چگالی با g٢ متروپولیس-هستینگز، مرحله
Mtd و PHC مارکوف هسته دارای که می�شود، نامیده گیبز درون متروپولیس-هستینگز اغلب ترکیب،

hHC(x′, y′|x, y) = πX|Y (x′|y)g٢(y′|x′, y).

Mtd دارای و است، مارکوفی PY هسته با Y حاشیه�ای دنباله

hY (y′|y) =
∫
πX|Y (x|y)g٢(y′|x, y)µ١(dx) (١۵.٣)

رابرت ۴.١ قضیه در حال این با نیست. مارکوفی X حاشیه�ای دنباله اما است، πY مانای چگالی و
است. کل تغییرات نرم در نرخ، همان Y و X دنباله همگرایی که است، شده داده نشان (١٩٩۵)

باشد (X(٠), Y (٠)) = (x, y) اولیه فضای با X(n) حاشیه�ای توزیع P̃ n
X((x, y), .) کنید فرض پس،

n ≥ ١ هر برای بنابراین
∥P n+١

Y (y, ·)−ϖY (·)∥ ≤ ∥P̃ n
X((x, y), ·)−ϖX(·)∥ ≤ ∥P n

Y (y, ·)−ϖY (·)∥

که می�دهد نشان ساده محاسبه یک
∥P n+١

Y (y, ·)−ϖY (·)∥ ≤ ∥P n
HC((x, y), ·)−ϖ(·)∥

ارگودیک PY بنابراین است، اولیه مقدار بدون PHC برای Y دنباله که ببینید تا است ساده همچنین این
ما بعدی نتیجه .((٢٠٠١) روزنتال و (رابرتز باشد هندسی ارگودیک PHC اگر تنها و اگر است هندسی

Mtd و PRSH هسته با مرکب زنجیر تصادفی اسکن همگرایی نرخ با PHC و PY همگرایی نرخ به

hRSH(x′, y′|x, y) = rπX|Y (x′|y)δ(y′ − y) + (١− r)g٢(y′|x, y)δ(x′ − x)

که کنید توجه است. برگشت�پذیر ϖ به توجه با PRSH دهیم نشان که است ساده این می�شود. مربوط
که داریم (١۵.٣) و (٢.٣) به�وسیله

PY W (Y ) =

∫
X٢

W (y′)hY (y′|y)µ٢(dy′).

آن�گاه باشد داشته وجود λ, b <∞ ثابت�های و W : X٢ −→ R+ کنید فرض .٧.٣.٣ قضیه
PYW (y) ≤ λW (y) + b (١۶.٣)

به�طوری�که باشد داشته وجود ،d٠ > ٠ یک و g : X٢ −→ R+ ،Cd = {y : W (y) ≤ d} کنید فرض
m ≥ ١ برخی برای

hmY (y′|y) ≥ g(y′) همه برای y ∈ Cd و d ≥ d٠ (١٧.٣)

برای p٢ پیشنهادی چگالی کنید فرض این بر علاوه هستند. هندسی ارگودیک PHC و PY آن�گاه
،g٢ مرحله متروپولیس-هستینگز

،p٢(z|x, y)/p٢(z|x, u) ≤ k که باشد داشته وجود k <∞ و p٢(z|x, y) = p٢(y|x, z) (١

p٢(z|x, y) = p٢(z|x) (٢
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است. هندسی ارگودیک PRSH آن�گاه آید، به�دست

متروپولیس-هستینگز رسانی به�روز Mtd می�کنیم. شروع g٢ به مربوط ابتدایی لم یک اثبات با
دهید قرار است. p٢(z|x, y) پیشنهادی چگالی و ،πY |X(y|x) هدف چگالی دارای

α(x, y, z) = ١ ∧
πY |X(z|x)p٢(y|x, z)
πY |X(y|x)p٢(z|x, y)

که داریم همچنین r̃(x, y) = ١−
∫
p٢(z|x, y)α(x, y, z)µ٢(dz) و

g٢(z|x, y) = p٢(z|x, y)α(x, y, z) + δ(z − y)r̃(x, y) (١٨.٣)

آن�گاه باشد. دارا را ٧.٣.٣ قضیه از ،٢ یا ١ شرط p٢ پیشنهادی چگالی کنید فرض .٨.٣.٣ لم
p٢(z|x, y)α(x, y, z)p٢(y|x, u)α(x, u, y) ≤ kp٢(z|x, u)p٢(y|x, u)α(x, , u, z) (١٩.٣)

که کنید توجه برهان.

p٢(z|x, y)α(x, y, z)p٢(y|x, u)α(x, u, y) = p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)

×
(
١ ∧

πY |X(z|x)p٢(y|x, z)
πY |X(y|x)p٢(z|x, y)

)
×
(
١ ∧

πY |X(y|x)p٢(u|x, y)
πY |X(u|x)p٢(z|x, y)

)
≤ p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)

×
(
١ ∧

πY |X(z|x)p٢(y|x, z)p٢(u|x, y)
πY |X(u|x)p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)

)
p٢(z|x, y)/p٢(z|x, u) < k آن�گاه باشد، داشته وجود k < ∞ و p٢(z|x, y) = p٢(y|x, z) اگر

بنابراین می�شود. حاصل

p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)
(
١ ∧

πY |X(z|x)p٢(y|x, z)p٢(u|x, y)
πY |X(u|x)p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)

)
= p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)

(
١ ∧

πY |X(z|x)
πY |X(u|x)

)
= p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)α(x, u, z)

= p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)
p٢(z|x, u)
p٢(z|x, u)

α(x, u, z)

≤ kp٢(y|x, u)p٢(z|x, u)α(x, u, z).

آن�گاه ،p٢(·|x, y) = p٢(·|x) اگر

p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)
(
١ ∧

πY |X(z|x)p٢(y|x, z)p٢(u|x, y)
πY |X(u|x)p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)

)
= p٢(z|x)p٢(y|x)

(
١ ∧

πY |X(z|x)
πY |X(u|x)

p٢(u|x)
p٢(z|x)

)
= p٢(z|x, y)p٢(y|x, u)α(x, u, z)

= p٢(z|x)p٢(y|x)α(x, u, z)
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است. برقرار k = ١ با (١٩.٣) رابطه این�رو از و

نشان زیر لم می�پذیرند. را است شده داده نشان hmY و hmHC با Mtdکه مرحله امین m ،PY و PHC

شد. خواهد استفاده قضیه اثبات در روابط این از و هستند مرتبط هم با Mtd دو این که می�دهد

آن�گاه باشد، m ≥ ٢ اگر .٩.٣.٣ لم

hmHC(x
′, y′|x, y) =

∫
x٢

g٢(y
′|x′, z)πX|Y (x

′|z)hm−١
Y (z|y)µ٢(dz)

آن�گاه باشد m = ٢ کنید فرض برهان.

h٢HC(x
′, y′|x, y) =

∫
x٢

∫
x١

πX|Y (x
′|υ)g٢(y′|x′, υ)πX|Y (u|y)g٢(υ|u, y)µ١(du)µ٢(dυ)

=

∫
x٢

πX|Y (x
′|υ)g٢(y′|x′, υ)

∫
x١

πX|Y (u|y)g٢(υ|u, y)µ١(du)µ٢(dυ)

=

∫
x٢

πX|Y (x
′|υ)g٢(y′|x′, υ)hY (υ|y)µ٢(dυ)

می�شود: کامل اثبات و است برقرار نتیجه مشابه محاسبه یک با

hm+١
HC (x′, y′|x, y) =

∫
x٢

∫
x١

h(x′, y′|u, υ)hm(u, υ|x, y)µ١(du)µ٢(dυ)

=

∫
x٢

∫
x١

∫
x٢

πX|Y (x
′|υ)g٢(υ|u, z)g٢(υ|u, z)πX|Y (u|z)

hm−١
Y (z|y)µ٢(dz)µ١(du)µ٢(dυ)

=

∫
x٢

∫
x٢

πX|Y (x
′|υ)g٢(y′|x′, υ)hy(υ|z)hm−١

Y (z|y)µ٢(dz)µ٢(dυ)

=

∫
x٢

πX|Y ((x
′|υ)g٢(y′|x′, υ)hmY (υ|y)µ٢(dz)µ٢(dυ).

PHC و PY که دهیم نشان می�خواهیم که، است این ٢.٣.٣ قضیه اثبات ابتدای با تشابه وجه برهان.
به�خاطر ,G(xرا y) =

∫
X٢
W (z)g٢(z|x, y)µ٢(dz)تعریف و فرض(٣.١۶) هستند. هندسی ارگویک

،r > (k + ١)/(k + ٢− β) انتخاب احتمال کنید فرض بیاورید.
١− r

١− (١− r)(k + ٢) < υ <
١− r

rλ

آن�گاه .V (x, y) = υG(x, y) +W (y) و

PRSHV (x, y) = r

∫
V (x′, y′)πX|Y (x

′|y)δ(y′ − y)µ١(dx
′)µ٢(dy

′)

+(١− r)

∫
V (x′, y′)g٢(y

′|x, y)δ(x′ − x)µ١(dx
′)µ٢(dy

′)

= r

∫
V (x′, y)πX|Y (x

′|y)µ١(dx′)

+(١− r)

∫
V (x, y′)g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′)
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= r

∫
(υG(x′, y) +W (y))πX|Y (x

′|y)µ١(dx′)

+(١− r)

∫
(υG(x, y′) +W (y′))g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′)

= rυ

∫
G(x′, y)πX|Y (x

′|y)µ١(dx′) + rW (y)

+(١− r)υ

∫
G(x, y′)g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′)

+(١− r)

∫
W (y′)g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′)

= rυ

∫
G(x′, y)πX|Y ((x

′|y)µ١(dx′)

+(١− r)υ

∫
G(x, y′)g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′)
+rW (y) + (١− r)G(x, y)

داریم (١۶.٣) رابطه به�وسیله که کنید توجه و است Y دنباله برای Mtd ،hY (·|y) که بیاورید خاطر ∫به
G(x′, y)πX|Y (x

′|y)µ١(dx′) =

∫ ∫
W (z)g٢(z|x′, y)πX|Y (x

′|y)µ١(dx′)µ٢(dz)

=

∫
W (z)hY (z|y)µ٢(dz)

≤ λW (y) + b

بنابراین
PRSHV (x, y) ≤ (١−r)υ

∫
G(x, y′)g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′)+r(١+υλ)W (y)+(١−r)G(x, y)+rυb.

نوشت: می�توان (١٨.٣) به�وسیله ∫حال
G(x, y′)g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′) =

∫
G(x, y′)[p٢(y

′|x, y)α(x, y, y′)
+δ(y′ − y)r̃(x, y)]µ٢(dy

′)

=

∫
G(x, y′)p٢(y

′|x, y)α(x, y, y′)µ٢(dy′) +G(x, y)r̃(x, y)

≤
∫
G(x, y′)p٢(y

′|x, y)α(x, y, y′)µ٢(dy′) +G(x, y).

داریم (١٩.٣) رابطه با همچنین و کنید تعریف A(x, y) را عبارت اولین

A(x, y) =

∫
G(x, y′)p٢(y

′|x, y)α(x, y, y′)µ٢(dy′)

=

∫ ∫
W (z)g٢(z|x, y′)p٢(y′|x, y)α(x, y, y′)µ٢(dz)µ٢(dy′)

=

∫ ∫
W (z)p٢(z|x, y′)α(x, y′, z)p٢(y′|x, y)

α(x, y′, z)p٢(y
′|x, y)α(x, y, y′)µ٢(dz)µ٢(dy′)

+

∫
W (y′)r̃(x, y′)p٢(y

′|x, y)α(x, y, y′)µ٢(dy′)
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≤ K

∫ ∫
W (z)p٢(z|x, y)p٢(y′|x, y)α(x, y, z)µ٢(dz)µ٢(dy′)

+

∫
W (y′)g٢(y

′|x, y)µ٢(dy′)

= K

∫
W (z)p٢(z|x, y)α(x, y, z)µ٢(dz) +G(x, y)

≤ (K + ١)G(x, y).

داریم یکدیگر کنار بالا نتایج دادن قرار با

PRSHV (x, y) ≤ (١− r)[١+ ν(K + ٢)]
ν

νG(x, y) + r(١+ νλ)W (y) + rνb

که به�طوری می�کند تضمین را β ثابت یک وجود ν و r فرضیات

max

{
(١− r)[١+ υ(K + ٢)]

υ
, r(١+ υλ)

}
≤ β < ١

این�رو از
PRSHV (x, y) ≤ βV (x, y) + rυb.

آن�گاه .C = {(x, y) : U(x, y) ≤ rνb/(١ − γ)} و γ = (β + ٢/(١ ،U = ١ + V مجموعه
داریم ٣.٣.٣ لم به�وسیله

PRSHU(x, y) ≤ γU(x, y) + rυbIC(x, y).

P ٢m
RSH((x, y), ·) ≥ [r(١−r)]mPm

HC((x, y), ·) که کنید توجه Cکوچکاست. که کنیم بیان باید ما حالا
کنیم. ایجاد Pm

HC برای کوچک�سازی شرط یک تا کافیست این�رو از است،
X١ × Cd یک ،d ≥ rνb/(١ − γ) اگر که کافیست .Cd = {y : W (y) ≤ d} کنید فرض
است m ≥ ٢ حالتی�که تنها، که مجبوریم ما که کنید توجه کنیم. ایجاد ،C ⊆ X١×Cd زمانی�که کوچک،

آن�گاه باشد، برقرار m = ١ با (١٧.٣) رابطه اگر چون�که بگیریم. نظر در را

h٢(y′|y) =
∫
x٢

hY (y
′|z)µ٢(dz) ≥

∫
x٢

hY (y
′|z)g(z)µ٢(dz) := g ∗ (y′)

برای آن�گاه ، y ∈ Cd اگر (١٧.٣) رابطه و ٨.٣.٣ لم با است. برقرار m = ٢ با (١٧.٣) رابطه این�رو از
m ≥ ٢ برخی

hm+١
HC (x′, y′|x, y) =

∫
x٢

g٢(y
′|x′, z)πX|Y (x

′|z)hmY (z|y)µ٢(dz)

≥
∫
x٢

g٢(y
′|x′, z)πX|Y (x

′|z)g(z)µ٢(dz)

= ϵq(x′, y′)

با
ϵ =

∫
x١

∫
x٢

πX|Y (x
′|z)g(z)µ٢(dz)µ١(dx′)

q(x′, y′) = ϵ−١
∫
x٢

g٢(y
′|x′, z)πX|Y (x

′|z)g(z)µ٢(dz)
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که دادیم نشان همچنین است. کوچک P ٢(m+١)
RSHC همچنین و ،Pm+١

HC برای X١ × Cd که می�شود بیان
١.٣.٣ قضیه به رجوع با است. هندسی ارگودیک ،r > (K + ١)/(K + ٢ − λ) برای ،P ٢(m+١)

HC

می�شود. کامل اثبات

فرض دارد؛ وجود (١٧.٣) رابطه برای ساده و کافی شرط یک گیبز نمونه�گیر تنظیمات با .١٠.٣.٣ نتیجه
y ∈ Cd برای به�طوری�که باشد داشته وجود ،ℓ نامنفی تابع یک کنید

πX|Y (x|y)g٢(z|x, y) ≥ ℓ(x, z)

آن�گاه باشد y ∈ Cd اگر حالت این در

hY (y′|y) =
∫
X١

πY |X(y′|x)g٢(y′|x, y)µ١(dx) ≥
∫
X١

ℓ(x, y′)µ١(dx) = g(y′).

بیزی خطی آمیخته مدل� برای گیبز نمونه�گیری�های ٢.٣.٣

یک u رگرسیونی، ضرایب از p × ١ بردار یک β ،N × ١ پاسخ بردار یک نشان�دهنده Y کنید فرض
N × K ماتریس یک Z و معلوم، N × P طرح ماتریس یک X تصادفی، اثرات از K × ١ بردار

r, s, t ∈ {١,٢, . . . } ازای به کنید فرض همچنین باشد. معلوم،
Y |β, u, λR, λD ∼ NN(Xβ + Zu, λ−١

R IN),

β|u, λR, λD ∼
r∑

i=١
ηiNp(bi, B

−١),

u|λR, λD ∼ Nk(٠, λ−١
D Ik),

λR ∼
s∑

j=١
ϕjGamma(rj١, rj٢),

λD ∼
t∑

ℓ=١
ψℓGamma(dℓ١, dℓ٢),

که هستند معلوم نامنفی ثابت�های ψℓ و ϕj ،ηi آمیخته پارامترهای که
r∑

i=١
ηi =

s∑
j=١

ϕj =
t∑

ℓ=١
ψℓ = ١.

نهایت در .ωa−١e−bωI(ω > ٠) به�صورت پیشنهادی چگالی دارای ،W ∼ Gamma(a, b) آن در که
ابرپارامتر�های و است معلوم B مثبت معین ماتریس و XTZ = ٠, bi ∈ R می�کنیم فرض همچنین

هستند. مثبت dℓ٢ و dℓ١ ،rj٢ ،rj١
به�وسیله پسین چگالی آن�گاه .λ = (λR, λD)

T و ξ = (uT , βT )T کنید فرض
π(ξ, λ|y) ∝ f(y|ξ, λ)f(ξ|λ)f(λ),
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توزیع�های تا است ساده است. کلی یکچگالی نشان�دهنده f و شده مشاهده داده y که �است مشخصشده
کنید فرض است. شده توصیف این�جا در که آوریم به�دست را λ|ξ, y و ξ|λ, y شرطی

ν١(ξ) = (y −Xβ − Zu)T (y −Xβ − Zu)

و
ν٢(ξ) = uTu.

چگالی دارای λ|ξ, y توزیع آن�گاه

f(λ|ξ, y) =
s∑

j=١

t∑
ℓ=١

ϕjψℓf١j(λR|ξ, y)f٢ℓ(λD|ξ, y)

با دقیق پارامتر�های برای ابتدا می�گیریم. نظر در ،r = s = ١ زمانی�که را اثبات سادگی، برای است.
داریم d٢ و d١ و r٢ و r١ ابرپارامتر�های

π(λR|ξ, y) ∝ π(y|λR, ξ)f(λR)

∝ λ
N/٢
R .exp{−٠٫ ۵λRν١(ξ)}.λr١−١

R exp{−r٢λR}

∝ λ
(r١+N/٢)−١
R .exp{−λR(r٢ + ٠٫ ۵ν١(ξ))}

و

π(λD|ξ, y) ∝ π(u|λD, ξ)f(λD)

∝ λ
k/٢
D .exp{−٠٫ ۵λDν٢(ξ)}.λd١−١

D exp{−d٢λD}

∝ λ
(d١+k/٢)−١
D .exp{−λD(d٢ + ٠٫ ۵ν٢(ξ))}

چگالی یک f٢ℓ(.|ξ, y) و Gamma(rj١ +N/٢, rj٢ + ν١(ξ)/٢) چگالی یک f١j(.|ξ, y) که
هر برای که کنید توجه طرفی از می�دهد. نشان را Gamma(dℓ١ + k/٢, dℓ٢ + ν٢(ξ)/٢)

به�صورت چگالی W ∼ Nm(µw,
∑−١

w )

π(w) ∝ exp{−٠٫ ۵(w − µW )T
∑
W

(w − µW )} ∝ exp{−٠٫ ۵wT
∑
W

w + wT
∑
W

µW}

ξ کامل شرطی برای آن�گاه

π(ξ|λ, y) ∝ π(y|β, u, λ).π(β|u, λ).π(u|λ)

∝ exp{−٠٫ ۵λR(y −Xβ − Zu)T (y −Xβ − Zu)}

.exp{−٠٫ ۵[(β − b)TB(β − b) + λDu
Tu]}

∝ exp{−٠٫ ۵λR[yTy − yTXβ − yTZu− βTXTy

+βTXTXβ + βTXTZu− uTZTy + uTZTXβ + uTZTZu]}

.exp{−٠٫ ۵[βTBβ − βTBb− bTBβ + bTBb+ λDu
Tu]}

∝ exp{−٠٫ ۵[βT (λRX
TX +B)β + uT (ZTZ + λD)u]}

exp{−٠٫ ۵[−٢βT (λRX
Ty +Bb)− ٢λRuTZTy + ٢λRβTXTZu]}
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که می�شود حاصل ،XTZ = ٠ با ξ|λ, y ∼
∑r

i=١ ηiN(m٠,
∑−١) توزیع آن�گاه

−١∑
=

(
(λRZ

TZ + λDIk)
−١ ٠

٠ (λRX
TX +B)−١

)
و

m٠ =

(
λR(λRZ

TZ + λDIk)
−١ZTy

(λRX
TX +B)−١(λRX

Ty +Bb)

)
.

که، بگیرید نظر در را گیبز نمونه�گیری مثال برای است. ساده گیبز نمونه�گیری استراتژی�های کردن اجرا
[(٨.٣) رابطه بیاورید [به�خاطر به�صورت Mtd داشتن با λ به�وسیله ξ رسانی به�روز

hGS(ξ′, λ′|ξ, λ) = f(ξ′|λ, y)f(λ′|ξ′, y).

Mtd ساخت برای سریع�تر دستور�العمل�های و کامل شرطی�های می�توانیم مشابه به�طور می�شود. تعریف
hRQGS ،hRSGS ،h̃GS، hλ ،hξ نتایج و ببریم به�کار است، شده توصیف که مربوطه مارکوف زنجیر�های
با ξ حاشیه�ایی دنباله برای را (١١.٣) و (١٠.٣) رابطه (٢٠١٠) جونز و جانسون کنیم. مشاهده را
هندسی ارگودیک ایجاد برای ٢.٣.٣ قضیه به می�توانیم ما این�رو از و کردند، بیان hξ ، Mtd داشتن

شویم. متوسل گیبز نمونه�گیری�های
کنید تعریف و باشند Z و X از سطر امین i ترتیب به zi و xi کنید فرض

Gi(λ) =
N∑

m=١
[Ei(ym − xmβ − zmu|λ, y)]٢ +

k∑
m=١

[Ei(um|λ, y)]٢

است. Nk+p(mi,
∑−١) توزیع به توجه با ریاضی امید نشان�دهنده Ei که

همه برای اگر .Gi(λ) ≤ K به�طوری�که باشد داشته وجود K < ∞ مقدار کنید فرض .١١.٣.٣ قضیه
ℓ ∈ {١, . . . , t} و j ∈ {١, . . . , s}

rj١ > ٠ ∨ ١
٢ [

N∑
i=١

zi(Z
TZ)−١zTi −N + ٢]

و RSGS این�رو از هستند هندسی ارگودیک GS و ξ و λ حاشیه�ایی زنجیر�های آن��گاه باشد، dℓ١ > ١ و
هستند. هندسی ارگودیک نیز RQGS

کنید. مراجعه (٢٠٠٩) جانسون به می�توانید قضیه این اثبات برای برهان.

و کردند فراهم را باشد، هندسی ارگودیک GS این�که تحت دیگر شرایطی ،(٢٠١٠) جونز و جانسون
رومن به می�توانید همچنین نمی�کنند. بحثی RQGS و RSGS بودن هندسی ارگودیک شرایط درباره�ی
مراجعه ،(٢٠١٠) جونز و جانسون نتایج، شدن بهتر و شده ایجاد تغییرات برخی ایجاد برای (٢٠١٢)
نمونه� یک و RQGS و RSGS و GS و می�گیریم نظر در را مدل�مان از خاصی حالت ،۴ فصل در کنید.

می�دهیم. قرار تجربی مقایسه مورد یکدیگر، با را کامل شرطی متروپولیس



۴ فصل

شبیه�سازی مطالعه

مقدمه ١.۴

قرار بررسی مورد شبیه�سازی مطالعه یک قالب در را گذشته فصل�های از حاصل نتایج فصل، این در
برآورد و خطی آمیخته مراتبی سلسله مدل یک شامل، که واقعی مثال دو برای را، نتایج ما می�دهیم.
با نمونه�ها بین تجربی مقایسه� مثال، دو این در که، می�دهیم نشان آمیخته، مدل برای درستنمایی ماکسیمم
است. گرفته صورت متغیرها همه هم�زمان رسانی به�روز مقابل در مولفه به مولفه رسانی به�روز به�کارگیری
هم�زمان رسانی به�روز روش به نسبت مولفه، به مولفه رسانی به�روز روش مطلوب�تر کارایی از حاکی نتایج،

می�باشد. متغیر�ها همه
جیک کافو، ،(٢٠٠١) همکاران و کول ،(٢٠١٠) جونز و جانسون توسط که تحقیقاتی به توجه با
و جونز ،(٢٠٠١) هوبرت و جونز ،(٢٠١٣) همکاران و لی ،(١٩٩٧) مک�کالاک ،(٢٠٠۵) جونز و
ضمانت از مولفه به مولفه نمونه�های تجربی عملکرد گرفته، صورت (٢٠١٣) نیس ،(٢٠٠۶) همکاران
٢.٣.٣ و ٢.٢.٣ بخش�های در شده معرفی تنظیمات اساس بر مثال�ها این هستند. برخوردار بیش�تری
که اول، فصل در شده تعریف معیارهای اساس بر عددی خلاصه بر علاوه مثال، دو این در می�شوند. بیان
خلاصه نظر از می�کنند، بیان را مختلف الگوریتم�های تجربی عملکرد از معقولی تصویر یک معیار�ها، این

می�گیرند. قرار مطالعه مورد نیز اثر نمودار مانند گرافیکی

بیزی خطی آمیخته مدل ٢.۴

برای مشاهدات m ≥ ٢ و مورد، K برای شده، متعادل تصادفی مبدا از عرض با مدلی بیزی، نسخه یک
و باشد موضوع امین i برای داده�ای yi = (yi١, . . . , yim)

T کنید فرض بگیرید. نظر در موضوعی هر
این، بر علاوه .N = km که باشد ،N × ١ پاسخ بردار نشان�دهنده کلی به�طور Y = (yT١ , . . . , y

T
k )

T

رتبه پر N ×P طرح ماتریس یک X و موضوع اثرات از برداری یک u = (u١, . . . , uk)
T کنید فرض

سلسله از سطح اولین آن�گاه است. رگرسیونی ضرایب از P × ١ برداری β که باشد β با مرتبط ستونی
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مراتب
Y |β, u, λR, λD ∼ NN(Xβ + Zu, λ−١

R IN)

مرحله یک�هاست. از m× ١ برداری یک ١m و کرونکر عملگر نشان�دهنده ⊗ که Z = Ik ⊗ ١m برای
مراتبی سلسله مدل بعدی

β|λR, λD ∼ Np(b, B
−١)

و
u|λR, λD ∼ Nk(٠, λ−١

D Ik)

نهایت در است. مثبت معین B ماتریس و معلوم، b ∈ Rb برای
λR ∼ Gamma(r١, r٢) و λD ∼ Gamma(d١, d٢)

هستند. مثبت d٢ و d١ و r٢ و r١ که
است شده تعریف ٢.٣.٣ بخش در که کلی، حالت در بیزی خطی مدل از خاصی حالت مراتبی سلسله
RSGS و RQGS و GS الگوریتم�های آن�گاه و می�کند پیروی ١١.٣.٣ قضیه از باشد، d١ > ١ اگر که
یکنواخت RQGS و GS الگوریتم�های از تجربی مقایسه یک حاضر حال در ما هستند. هندسی ارگودیک
شرطی تصادفی قدم�زدن متروپلیس با را گیبز نمونه�گیر سه همچنین می�دهیم. ارایه یکنواخت RSGS و
می�کنیم. تمرکز است ،E(β|y) که β پسین ریاضی امید برآورد روی مقایسه�مان در می�کنیم. مقایسه کامل
ماتریس یک با متغیره چند نرمال پیشنهادی توزیع یک از ،RW تصادفی قدم�زدن متروپلیس
معادل قطری عناصر می�کند. استفاده است، شده متمرکز زنجیر جاری مقدار روی که قطری، کواریانس
اجرای یک از آمده، به�دست پسین کواریانس ماتریس از برآوردی یک

∑̂
که می�کنیم برآورد

∑̂٢
با را

هندسی ارگودیک از اطلاع زیر، در شده توصیف تنظیمات برای همچنین است. تکرار ١٠۵ با GS مستقل
نداریم. RW مارکوف زنجیر نبودن یا بودن

و p = ١ و m = ۵ و k = ١٠ کردیم: سازی شبیه زیر تنظیمات تحت را (y (مقادیر داده
و b = ٠ با xTi = (−٠٫ ۵,−٠٫ ٢۵,٠,٠٫ ٢۵,٠٫ ۵) iها، همه برای طرفی از ،X = (xT١ , . . . , x

T
١٠)

T

است. شده گرفته نظر در r١ = r٢ = d١ = d٢ = ٢ و B−١ = ٠٫ ١
شده تنظیم ابرپارامتر تحت مارکوف زنجیر چهار است. نامعلوم داده این واقعی ماهیت کنید فرض
زنجیر�ها تمام نهایت در می�کنیم. شبیه�سازی r١ = r٢ = d١ = d٢ = ٣ و B−١ = ٠٫ ١ و b = ٠ با
شروع هستند، صفر�ها از k × ١ برداری ٠k که ،(β(٠), u(٠), λ

(٠)
R , λ

(٠)
D ) = (٠,٠k,١,١) پیشین با

می�شوند.
کننده تضمین ،RSGS و RQGS ، GS بودن هندسی ارگودیک ،E[β۴|y] < ∞ که آن�جایی از
هر می�باشد. σ٢β مجانبی، توزیع واریانس با ،β̄n − E(β|y) کارلو مونت خطای برای مرکزی حد قضیه
می�شوند. اجرا مستقل به�طور تکرار، ١٠۵ برای RW و RSGS ، RQGS ،GS الگوریتم چهار از یک
ملاحظه�ایی قابل به�طور RW از گیبز نمونه�گیر آمیختگی که می�دهد نشان ١.۴ شکل در ، β اثر نمودار

باشند. کارآمدتر RSGS از می�رسد نظر به GS و RQGS حالی�که در است سریع�تر
شده منعکس عرضی فاصله نصف در شبیه�سازی، مارکوف زنجیر چهار بین اثر نمودار�های در تفاوت
اطمینان فاصله با RW الگوریتم از آمده به�دست اطمینان فاصله یکسان، اندازه�های با نمونه برای است.
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٢.۴ بخش از مثالی عنوان به بیزی خطی آمیخته مدل در β اثر نمودار :١.۴ شکل

برابر شش حدود اطمینان فاصله طول RSGS و GS به نسبت اما است، یکسان RQGS الگوریتم
است. بزرگ�تر

داریم نیاز همگرایی برای بیش�تری تکرار�های تعداد به که، معناست این به اطمینان فاصله بودن بزرگ
که می�رسیم نتیجه این به خروجی این با بنابراین می�کند. پیدا کاهش دقت میزان هم و است زمان�بر هم که
نسبت کم�تری اطمینان فاصله پهنای دارای همچنین و است سریع�تر RSGS از گیبز نمونه�گیری آمیختگی

الگوریتم�هاست. سایر به

کم�تر معیار این میزان قدر هر است، مارکوف زنجیر کارایی نشان�دهنده ACT معیار این، بر علاوه
کارایی ،RW الگوریتم برای ACT معیار بودن بالاتر به توجه با است. الگوریتم به�تر کارایی معنای به باشد
و RQGS الگوریتم�های معیار این اساس بر همچنین و است کم�تر الگوریتم�ها بقیه به نسبت آن نسبی
البته است. کارایی به�ترین دارای ACT کم�ترین با GS الگوریتم بنابراین دارند، یکسانی کارایی RSGS
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ندارد. وجود GS و RQGS و RSGS الگوریتم�های ACT معیار بین زیادی تفاوت که است ذکر قابل
به�کار برآورد خطای سنجش برای معیار این است، MSE می�گیرد، قرار ارزیابی مورد که بعدی معیار
منظور به است. کم�تری خطای دارای و بیش�تر الگوریتم دقت باشد کم�تر معیار این میزان هرقدر می�رود.
هرکدام برای GS و RSGS ،RW از مستقل تکرار m = ۵٠٠ کارلو، مونت برآورد�های MSE برآورد
تکرار ١٠۵ از که است، شده تفسیر E(β|y) از برآورد یک β̄∗ و کرده�ایم شبیه�سازی تکرار n = ١٠۵ با

می�آید. به�دست RW زنجیر
و GS برآورد�های کیفیت مقایسه برای هستیم، E(β|y) پسین میانگین برآورد به علاقه�مند چون
با MSE نسبت برآورد می�دهیم. انجام را MSE به مربوط تحلیل و تجزیه RW و RSGS و RQGS

است مرتبط GS
M̂SE(β̄n,∗)

M̂SE(β̄n,GS)

میزان قدر هر که باشید داشته توجه است. شده داده نشان استاندارد خطای با همراه ١.۴ جدول در که
این بر است. دیگر برآوردگرهای به نسبت GS بالاتر کارایی معنای به باشد نزدیک یک به نسبت این

است. GS از کم�تر برابر دو حدود RW کارایی اساس
هم به پرش�ها باشد کم�تر معیار این قدر هر و می�کند محاسبه را پرش�ها بین اقلیدسی فاصله ESEJD
از مستقل تکرار m = ۵٠٠ اساس بر ،ESEJD می�دهد. رخ دیرتر همگرایی بنابراین و هستند نزدیک�تر
همراه برآورد می�شود. برآورد تکرار هر در n = ١٠۵ برای GS و RQGS ،RSGS ،RW الگوریتم�های
ESEJD دارای RW داده�ها خروجی به توجه با که است، شده گزارش ١.۴ جدول در استاندارد خطای با

افتد. می اتفاق دیرتر آن در همگرایی بنابراین است کم�تری

بیزی. خطی آمیخته مدل ،٢.۴ بخش مثال از حاصل نتایج :١.۴ جدول
Algorithm β̄n σ̂٢β t∗σ̂β/

√
n ACT MSE ratio ̂ESEJD

RW ٠٫ ۴٩ ١٫ ٠٨× ١٠−۶ ۶٫ ۴۴٢× ١٠−۵ ۵٫ ۴٨ ٢٫ ٠٠٢ (٠٫ ٠٧٢٧) ٠٫ ٠٠١٩ (١٫ ٠٠٢٩× ١٠−۵)

RSGS ١٫ ٢٨ ٣٫ ٨٧× ١٠−۶ ١٫ ٢١٩× ١٠−۵ ١٫ ٧۶ ١٫ ٠٠۶ (٠٫ ٠٧٨۴) ٠٫ ٣٧٧ (٠٫ ٠٠٠۴٨)
RQGS ١٫ ٣٩ ٩٫ ٨۴× ١٠−۶ ۶٫ ١۴٩× ١٠−۵ ١٫ ١٣ ٠٫ ٨٩٨ (٠٫ ٠۵٢) ٠٫ ٩٣٣ (٠٫ ٠٠٠٨٢)
GS ١٫ ٢٧ ٣٫ ٨۴× ١٠−۶ ١٫ ٢١۴× ١٠−۵ ٠٫ ٩٧ ١ (٠) ٠٫ ٧۵۵ (٠٫ ٠٠٠۶٢)

جدول، میانی ستون است. ،n = ١٠۵ براساس ،V ar(β|y) ،σ٢β ،E(β|y) برآورد فوق جدول در
معیار�های همچنین می�باشد. t∗ = ١٫ ٩۶٠ با درصدی ٩۵ اطمینان فاصله پهنای نصف نشان�دهنده
است. شده داده نشان پرانتز داخل در استاندارد خطای همراه به ESEJD برآورد و MSE ratio ،ACT

نرمال لجستیک آمیخته مدل ٣.۴

شرط کنید فرض بگیرید. نظر در زیر در را ٢.٢.٣ بخش در شده تعریف آمیخته مدل از خاصی حالت
برای که می�کنند، پیروی (pij) برنولی توزیع از مستقل به�طور Yij مشاهدات و باشد U = u روی
فرض هستند. کمکی متغیر�های xij که ،Logit(pij) = βxij + ui ،i = ١, . . . , k و j = ١, . . . ,mi
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پارامتر�های همچنین و ،N(٠, σ٢) از هم�توزیع و مستقل و یکسان U١, . . . , Uk تصادفی اثرات کنید
هدف چگالی باشند. ثابت θ = (β, σ٢)

h(u|y; θ) ∝ exp


k∑

i=١

uiyi+ −
mi∑
j=١

log(١+ eβxij+ui)− u٢i
٢σ٢

 (١.۴)

است. i = ١, . . . , k برای yi+ =
∑mi

j=١ yij که
پذیرفتن با کرده�ایم. معرفی را RSIS و RQIS ،CIS ،MHIS الگوریتم�های ما ٢.٢.٣ بخش در
نمونه�گیری یک این، بر علاوه هستند. یکنواخت ارگودیک نمونه�گیری چهار این ،۴.٢.٣ قضیه شرایط
نظر در را شده�اند توزیع نرمال به�طور پرش پیشنهادات که کامل، بعد با تصادفی زدن قدم متروپلیس

پیشنهادی چگالی که می�گیریم

P (u, u∗) ∝ exp

{
−١
٢τ٢∥u

∗ − u∥٢٢
}

(٢.۴)

برقرار زیر نتیجه آن�گاه است. ساز تعدیل پارامتر τ٢ و است اقلیدسی استاندارد نرم نشان�دهنده ∥·∥ که
است.

چگالی و (١.۴) رابطه مانا چگالی و کامل بعد با تصادفی زدن قدم متروپلیس نمونه�گیری .١.٣.۴ قضیه
است. هندسی ارگودیک (٢.۴) رابطه پیشنهادی

هندسی ارگودیک است. آمده به�دست (١.۴) رابطه در هدف چگالی غیرنرمال نسخه یک برهان.
نشان بتوانیم ما اگر می�کند پیروی ،(٢٠٠٠) هنسن و یارنر ۴.٣ قضیه از تصادفی زدن قدم متروپلیس

دهیم
lim

|u|→∞
n(u) · ∇ log π(u) = −∞

و
lim sup
|u|→∞

n(u) ·m(u) < ٠

است، π گرادیان نرم نشان�دهنده m(u) = ∇π(u)/|∇π(u)| و u/|u| واحد بردار نشان�دهنده n(u) که
دیگر عبارت به

lim
∥u∥٢→∞

uT∇ log π(u)

∥u∥٢
= −∞

و

lim sup
∥u∥٢→∞

uT∇ log π(u)

∥u∥٢∥∇ log π(u)∥٢
< ٠

بنابراین .pi+ =
∑j=١

mi
pij ، ∂

∂ui
logπ(u) = yi+ − pi+ − ui

σ٢ که داریم i = ١, . . . , q برای

lim
∥u∥٢→∞

uT∇ log π(u)

∥u∥٢
= lim

∥u∥٢→∞

∑q
i=١ ui(yi+ − pi+)− ١

σ٢

∑q
i=١ u

٢
i(∑q

i=١ u
٢
i

) ١
٢

= − ١
σ٢

lim
∥u∥٢→∞

∑q
i=١ u

٢
i(∑q

i=١ u
٢
i

) ١
٢
= − ١

σ٢
lim

∥u∥٢→∞
∥u∥٢ = −∞



۶٠ شبیه�سازی مطالعه .۴

سپس

lim sup
∥u∥٢→∞

uT∇ log π(u)

∥u∥٢∥∇ log π(u)∥٢
= lim sup

∥u∥٢→∞

∑q
i=١ ui(yi+ − pi+)− ١

σ٢

∑q
i=١ u

٢
i(∑q

i=١ u
٢
i

) ١
٢
(∑q

i=١(yi+ − pi+ − ui

σ٢ )
٢
) ١
٢

= lim sup
∥u∥٢→∞

− ١
σ٢

∑q
i=١ u

٢
i(∑q

i=١ u
٢
i

) ١
٢
( ١
σ۴

∑q
i=١ u

٢
i

) ١
٢

=
−١
σ٢

١
σ٢

lim sup
∥u∥٢→∞

∥u∥٢٢
∥u∥٢٢

= −١.

اسکن الگوریتم ابتدا در که است لازم الگوریتم�ها تجربی عملکرد تحلیل و شبیه�سازی شروع از پیش
کنیم. بیان را متروپولیس-هستینگز نمونه�گیری تصادفی اسکن و سیستماتیک

متروپولیس-هستینگز سیستماتیک اسکن الگوریتم

.t = ٢,٣, . . . تکرار�ها زمانی�که باشد، (X(١)
١ , . . . , X

(٢)
١ ) به�صورت زنجیر، اولیه حالت که کنید فرض

تولید (a) .١
X١ ∼ q١(·|X(t−١)

١ , X
(t−١)
٢ , . . . , X

(t−١)
d )

محاسبه (b)
α١ = min

١,
π(X١, X

(t−١)
٢ , . . . , X

(t−١)
d )q(X

(t−١)
١ |X١, X

(t−١)
٢ , . . . , X

(t−١)
d )

π(X
(t−١)
١ , X

(t−١)
٢ , . . . , X

(t−١)
d )q(X١|X

(t−١)
١ , X

(t−١)
٢ , . . . , X

(t−١)
d )


.١− α١ احتمال با X(t)

١ = X
(t−١)
١ دادن قرار و α١ احتمال با X(t)

١ = X١ دادن قرار (c)

. . .

تولید (a) .j
Xj ∼ qj(·|X(t)

١ , . . . , X
(t)
j−١, X

(t−١)
j , . . . , X

(t−١)
d )

محاسبه (b)
αj = min

١,
π(X

(t)
١ , . . . , X

(t)
j−١, Xj , X

(t−١)
j+١ , . . . , X

(t−١)
d )q(X

(t−١)
j |X(t)

١ , . . . , X
(t)
j−١, Xj , X

(t−١)
j+١ , . . . , X

(t−١)
d )

π(X
(t)
١ , . . . , X

(t)
j−١, X

(t−١)
j , . . . , X

(t−١)
d )q(Xj |X

(t)
١ , . . . , X

(t)
j−١, X

(t−١)
j , . . . , X

(t−١)
d )


.١− αj احتمال با X(t)

j = X
(t−١)
j دادن قرار و αj احتمال با X(t)

j = Xj دادن قرار (c)

. . .

تولید (a) .d
Xd ∼ qd(·|X(t)

١ , . . . , X
(t)
d−١, X

(t−١)
d )

محاسبه (b)
αd = min

١,
π(X

(t)
١ , . . . , X

(t)
d−١, Xd)q(X

(t−١)
d |X(t)

١ , . . . , X
(t)
d−١, Xd)

π(X
(t)
١ , . . . , X

(t)
d−١, X

(t−١)
d )q(Xd|X

(t)
١ , . . . , X

(t)
d−١, X

(t−١)
d )


.١− αd احتمال با X(t)

d = X
(t−١)
d دادن قرار و αd احتمال با X(t)

d = Xd دادن قرار (c)
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متروپولیس-هستینگز تصادفی اسکن الگوریتم

.t = ٢,٣, . . . تکرار�ها زمانی�که باشد، (X(١)
١ , . . . , X

(٢)
١ ) به�صورت زنجیر، اولیه حالت که کنید فرض

{١, . . . , d} روی توزیعی از J شاخص یک انتخاب .١

تولید (a)
XJ ∼ qJ(·|X(t−١)

١ , . . . , X
(t−١)
d )

محاسبه (b)
αJ = min

١,
π(X

(t−١)
١ , . . . , X

(t−١)
J−١ , XJ , X

(t−١)
J+١ , . . . , X

(t−١)
d )q(X

(t−١)
J |X(t−١)

١ , X
(t−١)
J−١ , XJ , X

(t−١)
J+١ , . . . , X

(t−١)
d )

π(X
(t−١)
١ , . . . , X

(t−١)
d )q(XJ |X

(t−١)
١ , . . . , X

(t−١)
d )


.١− αJ احتمال با X(t)

J = X
(t−١)
J دادن قرار و αJ احتمال با X(t)

J = XJ دادن قرار (c)

X
(t)
−J = X

(t−١)
−J دهید قرار .٢

مرحله هر می�کنیم. مقایسه ، EM کارلو مونت الگوریتم اجرای زمینه در را الگوریتم�ها تجربی عملکرد ما
می�شود گفته Q-تابع اصطلاح به که کارلو مونت تقریب یک به MCEM

Q(θ; θ̃) =

∫
ℓc(θ; y, u)h(u|y; θ̃)du,

به�طورری�که دارد نیاز

ℓc(θ; y, u) =
k∑

i=١

mi∑
j=١

[yij(βxij + ui)− log(١+ eβxij+ui)]− k

٢ log(σ
٢)− ١

٢σ٢
k∑

i=١
u٢i

لگاریتم باشد مشاهده قابل تصادفی اثرات اگر است، کامل١” داده درستنمایی لگاریتم ” نشان�دهنده
و بوث توسط که مبنا، یک عنوان به داده مجموعه یک در را MCEM اجرای ما بود. خواهد درستنمایی

می�گیریم. نظر در است، شده معرفی (١٩٩٩) هوبرت
در باشد. θ = (β, σ٢) = (۵,٠٫ ۵) پارامتر واقعی مقدار که می�کنیم فرض ،MCEM اجرای برای
است. i = ١, . . . , k = ١٠ هر برای و j = ١, . . . ,mi = ١۵ هر برای xij = j

١۵ داده، مجموعه این
تقریب یک ،{ℓc(θ; y, u(t))} زنجیر نمونه�ایی میانگین Q-تابع از می�توانیم .θ̃ = (۴,١٫ ۵) کنید فرض

به�طوری�که بگیریم. ،MCEM

Q(θ; θ̃) ≈ ℓ̄Cn(θ; θ̃) :=
١
n

n∑
t=١

ℓc(θ; y, u
(t))

به�وسیله که است، h(u|y; θ̃) مانا چگالی با مارکوف زنجیر پنج از تحققی {u(t) : t = ١,٢, . . . , n}
نظر در تابع کل به�جای را Q(θ̃; θ̃) نقطه�ایی برآورد سادگی، به�خاطر است. شده تعریف (١.۴) رابطه
کارلو مونت خطای برای CLT وجود کننده تضمین مارکوف زنجیر در آمیختگی شرایط گرفت. خواهیم
برآوردگر با که می�شود داده نشان σ٢Q با که است مجانبی نرمال توزیع واریانس با ،ℓ̄Cn(θ̃; θ̃)−Q(θ̃; θ̃)

.(٢٠٠۶ همکاران، و (جونز شود تبدیل سازگار برآوردگری به می�تواند ،σ̂٢Q دسته�ای، میانگین

١Complete- data log-likelihood
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.٣.۴ بخش از مثالی عنوان به نرمال لوجیت آمیخته مدل در {ℓc(θ; y, u(t))} اثر نمودار :٢.۴ شکل

اجرای از گزارش�مان در کرده�ایم. اجرا را RSIS و CIS ،RW ،MHIS الگوریتم�های مثال این در
دارد. مثال این در CIS با مشابهی رفتار الگوریتم این می�گیریم، فاکتور RQIS

نظر در N٠)١٠, σ٢I) اولیه توزیع با و n = ١٠۶ طول به زنجیر�ی مثال، این شبیه�سازی برای
τ٢ = σ٢/۶ با N٠)١٠, τ٢I) یک از را پرش پیشنهادات تصادفی قدم�زدن متروپلیس برای می�گیریم.
نتیجه�گیری در همبستگی رساندن حداقل به منظور به خطا و آزمون با تنظیمات (این می�کنیم. انتخاب

است). شده تعیین زنجیر

بیش�تری تامل به نیاز که نتیجه�ای بگیرید. نظر در (٢.۴) شکل در را زنجیر چهار اثر نمودار�های
MHIS از سریع�تر RW زنجیر دارد. ضعیفی بسیار عملکرد MHIS شکل، به توجه با که است این دارد
به شبیه بسیار اما می�شود آمیخته MHIS از سریع�تر که می�رسد نظر به RSIS طرفی از می�شود. آمیخته
نتیجه می�توان می�رسد. نظر به نمونه�گیری چهار این از به�تر CIS زنجیر نهایت، در می�کند. رفتار RW
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نرمال. لوجیت آمیخته مدل ،٣.۴ بخش مثال از حاصل نتایج :٢.۴ جدول
Algorithm Q̂(θ|θ̃; y) σ̂٢Q t∗σ̂Q/

√
n ACT ̂ESEJD

RW −۵٩٫ ۵١ ٠٫ ٠١٢۵۵ ٢٫ ۴۵٩٣× ١٠−۵ ۵٫ ۵۵ ٠٫ ۵۵۶ (٠٫ ٠٠١٢٠۶)
MHIS −۵٩٫ ۵۵ ٠٫ ٠٢٠٩۶ ۴٫ ١٠٨× ١٠−۵ ٩٫ ۵٩ ٠٫ ٠٧١٢٩ (٠٫ ٠٠١٩)
CIS −۵٩٫ ۵١ ٠٫ ٠٠۴٢٣ ٨٫ ٣١× ١٠−۶ ١٫ ٨٧۵ ۴٫ ٨۶٣ (٠٫ ٠٠۵٣)
RSIS −۶٣٫ ٧٨ ٠٫ ٠٢٧٩ ۵٫ ۴٧٧× ١٠−۵ ۵٫ ٨١۶ ١٫ ٩٢١ (٠٫ ٠٠۶٠١)

نسبت CWIS کاربرد باشند، داشته وجود هدف توزیع مولفه�های بین ضعیف وابستگی زمانی�که گرفت
تصادفی زدن قدم متروپلیس برای که (٢٠٠۶) رابرتز و نیل بیاورید به�خاطر دارد. ارجحیت MHIS به
دارد: بستگی عامل دو به MHIS تجربی عملکرد کلی به�طور یافتند. دست مشابه نتیجه�گیری یک به
کافی شباهت که U تصادفی، اثرات حاشیه�ای توزیع به دوم، هدف؛ به پیشنهادی توزیع نزدیکی به اول،
و ٧.٢.٣ قضیه به توجه با که است ذکر قابل نکته این ندارد. مفروض داده�های در ،U شرطی توزیع با
که می�دهد نشان مثال این بنابراین، است. یکنواخت ارگودیک مارکوف زنجیر یک MHIS ،٢.۴ شکل
نمونه�گیری اجرای در مطلوب عملکرد از تضمینی هیچ نمونه�گیری، مجانبی خواص به حد از بیش تکیه

نمی�کند. فراهم متناهی
می�باشد n = ١٠۶ براساس θ = θ̃ = (۴,١٫ ۵) با σ٢Q و Q(θ; θ̃) برآورد از حاصل نتایج جدول این
t∗ = ١٫ ٩۶٠ با درصدی ٩۵ اطمینان فاصله پهنای نصف نشان�دهنده جدول میانی ستون همچنین و

می�باشد. زمان یکپارچه همبستگی معیار بیانگر نیز ACT و است
کارلو مونت نمونه اندازه به�کارگیری با بگیرید. نظر در را (٢.۴) جدول در شده ارایه شبیه�سازی نتایج
یکسان تقریبا الگوریتم�ها کلیه برای اغماض، کمی با شده، ارایه فاصله�ای برآوردگر پهنای نصف یکسان،
الگوریتم این در همگرایی که گفت می�توان پس است کم�تر بقیه از CIS برای پهنا نصف البته است.

می�گیرد. صورت سریع�تر
اساس بر الگوریتم�هاست. سایر به نسبت مقدار کم�ترین دارای CIS الگوریتم ،ACT معیار به توجه با
بنابراین است ACT بیش�ترین دارای MHIS می�شود. تایید الگوریتم این بودن کاراتر نیز، معیار این
از مستقل تکرار� m = ۵٠٠ همان اساس بر ESEJD برآورد ندارد. بقیه به نسبت مناسبی عملکرد
به�تری عملکرد CIS گفت می�توان بیش�تری اطمینان و اختلاف با است. CIS و RSIS ،MHIS ،RW
گفت می�توان همچنین است. پایین عملکرد دارای ESEJD مقدار بودن کوچک دلیل به MHIS اما دارد

دارند. یکسانی رفتار RW و RSIS که
دارد، شدن به�روز شانس مولفه�ها ده از یکی تنها مرحله، یک در RSIS اجرای در که دارد تعجب جای
می�شوند. رسانی به�روز زمان از درصد ٣٠ حدود مولفه�هایش همه که است زنجیری شبیه آن عملکرد اما
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تحقیق آینده و پیشنهادات
گیبز، درون متروپولیس-هستینگز الگوریتم تصادفی اسکن و متغیره دو گیبس نمونه�گیر از غیر به
گرفته صورت MH به�ویژه مولفه به مولفه MCMC نمونه�گیری�های همگرایی، نرخ روی کمی تحقیقات
اکثر در که دلیل این به است، مارکوف زنجیر یک برای مطلوب بسیار ویژگی یک هندسی ارگودیک است.
مانای توزیع با برگشت�پذیر مارکوف زنجیر یک همیشه MH ،(٢٠١١ (گیر، است برگشت�پذیر MH موارد
هندسی ارگودیک ایجاد می�کند. تولید می�شود، انتخاب چگونه پیشنهادی چگالی این�که از صرف�نظر π(·)
نمونه�های از می�توانند که می�کند حاصل را اطمینان این آن�ها کاربران برای زیرا است کلیدی گام یک
و همتوزیع یکسان، نمونه�های به نزدیک کیفیت با نمونه�های عنوان با زنجیر�هایی چنین از شده تولید

کنند. استفاده مستقل
باشند، داشته برتری کامل بعد با رسانی به�روز به نسبت توانند می مولفه به مولفه MCMC های روش
رو�به�رو شکست با باشند هندسی ارگودیک این�که برای اغلب کامل، بعد با MCMC روش�های مثال برای
مولفه روش�های از متناهی نمونه� ویژگی�های که داد نشان ۴ فصل تجربی بررسی�های همچنین می�شوند.
برای را مشاهدات�مان می�توانیم ما که دارد، برتری حالتی هر در کامل بعد با روش�های به نسبت مولفه به

دهیم. تطبیق واقعی داده�های از بسیاری
مولفه به مولفه نمونه�های همگرایی نرخ مطالعه پرداختیم، آن به پایان�نامه این در که مباحثی از یکی
مولفه�ها دیگر برای یکنواخت و هندسی ارگودیک ایجاد به قادر را ما PC ترکیب، به�وسیله شده تشکیل
برای و کلی تنظیمات در یکنواخت ارگودیک برای این که دادیم نشان ما می�سازد. PRS و PRQ مانند
و PRQ همگرایی نرخ مطالعه که می�رسد نظر به است. درست متغیره دو تنظیمات در هندسی ارگودیک

می�دهد. اطلاع PC نرخ درباره ما به PRS
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شده، نوشته چهارم فصل شبیه�سازی برای R افزار نرم محیط در که برنامه�هایی متن پیوست، این در
آمیخته مدل برای دوم شبیه�سازی و بیزی خطی آمیخته مدل به مربوط اول شبیه�سازی است. شده گزارش

می�باشد. نرمال لجستیک
اول مدل شبیه�سازی برای شده فراخوانی بسته�های •

rm(list=ls())
library(MASS)
library(base)
library(magic)
library(MCMCglmm)
library(mvtnorm)
library(mcmc)
set.seed(3241)

می�کنیم نمونه تولید بیزی خطی آمیخته مدل از

gen.data = function(k=10, m=5, p=1){
N = k*m
B = 0.1
r1 = r2 = d1 = d2 = 2
xx = c(-0.5,-0.25,0,0.25,0.5)
x = rep(xx,k)
X = matrix(x,nrow=N)
beta = rnorm(1,0,B)

۶۵
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I = diag(10)
l= rep(1, m)
lambda.d = rgamma(1, shape=d1, rate=d2)
u = mvrnorm(1, rep(0, 10), 1/(lambda.d)*diag(10))
Z = kronecker(I,l)
M = X%*%beta+Z%*%u
lambda.r = rgamma(1, shape=r1, rate=r2)
S = (1/lambda.r)*diag(N)
y = mvrnorm(1,M,S)
return(list(y = y, X = X, Z = Z, x = x, u = u, beta = beta))
}

data = gen.data(k=10, m=5, p=1)

y = data$y; X = data$X; Z = data$Z; x = data$x; u = data$u
k = 10
m = 5
p = 1
N = k*m

####
#### Gibbs sampling

GS.MCMC = function(Nsim, B=0.1, b = 0){
B = 1/B
r1 = r2 = d1 = d2 = 3
param = matrix(0, nrow=Nsim, ncol=13)
param[1,] = c(0, rep(0, 10), 1, 1)

for (i in 2:Nsim){
A1 = diag(1/diag(param[i-1,12]*t(Z)%*%Z+param[i-1,13]*diag(k)))

A2 = t(Z)%*%y
B1 = 1/(param[i-1,12]*t(X)%*%X+B)
B2 = (param[i-1,12]*t(x)%*%y)+B*b
comp1 = param[i-1,12]*(A1%*%A2)
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comp2 = B1*B2
m0 <- c(comp1,comp2)
Sigma.inv = adiag(A1,B1)

param[i,-(12:13)] = mvrnorm(1,m0,Sigma.inv)
m = X%*%param[i,1]+Z%*%param[i,2:11]
nu1 <- t(y-m)%*%(y-m)
nu2<-t(param[i,2:11])%*%param[i,2:11]

param[i,12] = rgamma(1, shape=r1+(N/2), rate=r2+(nu1/2))
param[i,13] = rgamma(1, shape=d1+(k/2), rate=d2+(nu2/2))

}
return(list(u=param[,2:11], beta=param[,1], lam.r=param[,12],
lam.d=param[,13]))
}

result.GS = GS.MCMC(Nsim = 100000)

####
#### randam scan Gibbs sampling

RS.MCMC = function(Nsim, B=0.1, b=0){
B = 1/B
r1 = r2 = d1 = d2 = 3
param = matrix(0, nrow=Nsim, ncol=13)
param[1,] = c(0, rep(0, 10), 1, 1)
c1 = c2 = 1/2
for (i in 2:Nsim){
w = sample(1:2, size=1, prob=c(c1,c2))
if(w==1){
A1 = solve(param[i-1,12]*t(Z)%*%Z+param[i-1,13]*diag(k))
A2 = t(Z)%*%y
B1 = 1/(param[i-1,12]*t(X)%*%X+B)
B2 = param[i-1,12]*t(x)%*%y+B*b
comp1 = param[i-1,12]*(A1%*%A2)
comp2 = B1*B2
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m0 <- c(comp1,comp2)
Sigma.inv = adiag(A1,B1)

param[i,-(12:13)] = mvrnorm(1,m0,Sigma.inv)
param[i,12] = param[i-1,12]
param[i,13] = param[i-1,13]
}
if(w==2){
m = X%*%param[i-1,1]+Z%*%param[i-1,2:11]
nu1 <- t(y-m)%*%(y-m)
nu2<-t(param[i-1,2:11])%*%param[i-1,2:11]
param[i,12] = rgamma(1, shape=r1+(N/2), rate=r2+(nu1/2))
param[i,13] = rgamma(1, shape=d1+(k/2), rate=d2+(nu2/2))
param[i,-(12:13)] = param[i-1,-(12:13)]
}
}
return(list(beta=param[,1], u=param[,2:11],
lam.r=param[,12], lam.d=param[,13]))

}

result.RS = RS.MCMC(Nsim = 100000)

####
#### random sequence Gibbs sampling

RSeq.MCMC = function(Nsim, B = 0.1, b = 0){
B = 1/B
r1 = r2 = d1 = d2 = 3
param = matrix(0, nrow=Nsim, ncol=13)
param[1,] = c(0, rep(0, 10), 1, 1)
for (i in 2:Nsim){
G = sample(1:2, size=1, prob=c(1/2,1/2))
if (G==1) {
A1 = diag(1/diag(param[i-1,12]*t(Z)%*%Z+param[i-1,13]*diag(k)))
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A2 = t(Z)%*%y
B1 = 1/(param[i-1,12]*t(X)%*%X+B)
B2 = param[i-1,12]*t(x)%*%y+B*b
B3 = solve(param[i-1,12]*t(x)%*%y+B)
comp1 = param[i-1,12]*(A1%*%A2)
comp2 = B1*B2
m0 <- c(comp1,comp2)
Sigma.inv = adiag(A1,B2)

param[i,-(12:13)] = mvrnorm(1,m0,Sigma.inv)

m = X%*%param[i,1]+Z%*%param[i,2:11]
nu1 <- t(y-m)%*%(y-m)
nu2<-t(param[i,2:11])%*%param[i,2:11]
param[i,12] = rgamma(1, shape=r1+(N/2), rate=r2+(nu1/2))
param[i,13] = rgamma(1, shape=d1+(k/2), rate=d2+(nu2/2))
}
else {

m = X%*%param[i-1,1]+Z%*%param[i-1,2:11]
nu1 <- t(y-m)%*%(y-m)
nu2<-t(param[i-1,2:11])%*%param[i-1,2:11]
param[i,12] = rgamma(1, shape=r1+(N/2), rate=r2+(nu1/2))
param[i,13] = rgamma(1, shape=d1+(k/2), rate=d2+(nu2/2))

A1 = diag(1/diag(param[i-1,12]*t(Z)%*%Z+param[i-1,13]*diag(k)))
A2 = t(Z)%*%y
B1 = 1/(param[i,12]*t(X)%*%X+B)
B2 = param[i,12]*t(x)%*%y+B*b
B3 = param[i,12]*t(x)%*%y+B
comp1 = param[i,12]*(A1%*%A2)
comp2 = B1*B2
m0 <- c(comp1,comp2)
Sigma.inv = adiag(A1,B3)
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param[i,-(12:13)] = mvrnorm(1,m0,Sigma.inv)
}
}
return(list(beta=param[,1], lam.r=param[,12], lam.d=param[,13]))
}

result.RSeq = RSeq.MCMC(Nsim = 100000)

####
#### MH-RW MCMC Run

%set the diagonal of covariance matrix of proposal for (u,beta)
Y = cbind(result.GS$beta, result.GS$u, result.GS$lam.r, result.GS$lam.d)
prop.s = diag(diag(cov(Y)^2))

B = 1/0.1
b = 0
r1=r2=d1=d2=3

log.posterior = function(param, k=10){
beta = param[1]
u = param[2:11]
lambda.r = param[12]
lambda.d = param[13]
m = X%*%beta+Z%*%u

log.post = dmvnorm(y, mean = m, sig = (1/lambda.r)*diag(N),
log=TRUE)+ dnorm(beta, mean = b, sd = B, log=TRUE)+
dmvnorm(u, mean = rep(0,k), sig = (1/lambda.d)*diag(k),
log=TRUE) + dgamma(lambda.r, shape = r1, rate = r2, log=TRUE) +
dgamma(lambda.d, shape = d1, rate = d2, log=TRUE)
return(log.post)
}
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Nsim = 100000
param = matrix(0,ncol=13, nrow = Nsim)

RWM.MCMC<-function(Nsim){
k = 10

b=0
B=1/(0.1)
param[1,1:11] = rep(0,11)
param[1,12:13]=rep(1,2)
k=0
for(i in 2:Nsim){

prop.xi = param[i-1,] + as.vector(rmvnorm(1,
mean = rep(0,13), sigma = prop.s))

R1 = log.posterior(param = prop.xi)
R2 = log.posterior(param = param[i-1,])
ratio = exp(R1-R2)
rho=min(1,ratio, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho){
param[i,]=prop.xi

k = k+1 }
else{

param[i,] = param[i-1,]
}

}
k = k/Nsim

list(beta=param[,1], lam.r=param[,12], lam.d=param[,13], k=k)
}

result.rw = RWM.MCMC(Nsim = 100000)

beta.star = mean(result.rw$beta)
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par(mfrow=c(2,2))
ts.plot(result.GS$beta[99000:100000], xlab="Gibbs Sampling",
main = expression(beta),

ylab = "")
ts.plot(result.RS$beta[99000:100000], xlab="Random scan",
main = expression(beta),

ylab = "")
ts.plot(result.RSeq$beta[99000:100000], xlab="Random sequence",
main = expression(beta),
ylab = "")
ts.plot(result.rw$beta[99000:100000], xlab="Random walk MH",
main = expression(beta),

ylab = "")

،t∗σ̂β/
√
n ،σ̂٢β ،β̄n ، مقادیر و نموده شبیه�سازی را مونت�کارلو مارکوف زنجیر تکرار، ۵٠٠ با سپس

می�آوریم. به�دست را ̂ESEJD و MSE ratio ،ACT

iter = 500

## column 1

bta.bar.GS = mean(result.GS$beta)
bta.bar.RS = mean(result.RS$beta)
bta.bar.RSeq = mean(result.RSeq$beta)
bta.bar.rw = mean(result.rw$beta)

## column 2

sigma.beta.GS = var(result.GS$beta)/Nsim
sigma.beta.RS = var(result.RS$beta)/Nsim
sigma.beta.RSeq = var(result.RSeq$beta)/Nsim
sigma.beta.rw = var(result.rw$beta)/Nsim

### column 3
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t.star = 1.96

inter.GS <- t.star*sqrt(sigma.beta.GS/Nsim)
inter.RS <- t.star*sqrt(sigma.beta.RS /Nsim)
inter.RSeq <- t.star*sqrt(sigma.beta.RSeq /Nsim)
inter.rw <- t.star*sqrt(sigma.beta.rw /Nsim)

## column 4

xx.GS = result.GS$beta
nn.GS = length(xx.GS)
batch.GS = mcse(xx.GS, size=100)$se
ACT.GS = batch.GS/sqrt(var(xx.GS)/nn.GS)

xx.RS = result.RS$beta
nn.RS = length(xx.RS)
batch.RS = mcse(xx.RS, size=100)$se
ACT.RS = batch.RS/sqrt(var(xx.RS)/nn.RS)

xx.RSeq = result.RSeq$beta
nn.RSeq = length(xx.RSeq)
batch.RSeq = mcse(xx.RSeq, size=100)$se
ACT.RSeq = batch.RSeq/sqrt(var(xx.RSeq)/nn.RSeq)

xx.rw = result.rw$beta
nn.rw = length(xx.rw)
batch.rw = mcse(xx.rw, size=100)$se
ACT.rw = batch.rw/sqrt(var(xx.rw)/nn.rw)

## column 5,6
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MSE.GS<- function(Nsim = 10000, iter ){
result.GS = result.RS = result.RSeq = result.rw = rep(0,iter)
JD.GS<-JD.RS<-JD.RSeq<-JD.rw <- rep(0,iter)
for (i in 1:iter){
data = gen.data(k=10, m=5, p=1)
y = data$y; X = data$X; Z = data$Z; x = data$x; u = data$u
N = k*m

GS.beta = GS.MCMC(Nsim)$beta
RS.beta = RS.MCMC(Nsim)$beta
RSeq.beta = RSeq.MCMC(Nsim)$beta
rw.beta = RWM.MCMC(Nsim)$beta

result.GS[i] = mean(GS.beta)
result.RS[i] = mean(RS.beta)
result.RSeq[i] = mean(RSeq.beta)
result.rw[i] = mean(rw.beta)

# Estimating MSEJD

JD.GS[i] = mean(diff(GS.beta)^2)
JD.RS[i] = mean(diff(RS.beta)^2)
JD.RSeq[i] =mean(diff(RSeq.beta)^2)
JD.rw[i] = mean(diff(rw.beta)^2)
print(c(i,date()))
}

#MSE

MSE.GS = mean((result.GS-beta.star)^2)
MSE.RS = mean((result.RS-beta.star)^2)
MSE.RSeq = mean((result.RSeq-beta.star)^2)
MSE.rw = mean((result.rw-beta.star)^2)
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#Ratio

R.MSE.GS = MSE.GS/MSE.GS
R.MSE.RS = MSE.RS/MSE.GS
R.MSE.RSeq = MSE.RSeq/MSE.GS
R.MSE.rw = MSE.rw/MSE.GS

#Estimating standard errors of MSE ratio estimates

MSE.se.GS = sd((result.GS-beta.star)^2/(result.GS-beta.star)^2)
MSE.se.RS = sd( (result.RS-beta.star)^2/(result.GS-beta.star)^2)
MSE.se.RSeq = sd( (result.RSeq-beta.star)^2/(result.GS-beta.star)^2)
MSE.se.rw = sd((result.rw-beta.star)^2/(result.GS-beta.star)^2)

# Estimating ESEJD

ESEJD.GS = mean(JD.GS)
ESEJD.RS = mean(JD.RS)
ESEJD.RSeq = mean(JD.RSeq)
ESEJD.rw = mean(JD.rw)

# Estimating standard errors of ESEJD estimates

ESEJD.se.GS = sd(JD.GS)/sqrt(iter)
ESEJD.se.RS = sd(JD.RS)/sqrt(iter)
ESEJD.se.RSeq = sd(JD.RSeq)/sqrt(iter)
ESEJD.se.rw = sd(JD.rw)/sqrt(iter)

list(R.MSE.GS = R.MSE.GS, R.MSE.RS=R.MSE.RS, R.MSE.RSeq=R.MSE.RSeq,
R.MSE.rw=R.MSE.rw,

MSE.se.GS = MSE.se.GS, MSE.se.RS = MSE.se.RS, MSE.se.RSeq = MSE.se.RSeq,
MSE.se.rw = MSE.se.rw,
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ESEJD.GS = ESEJD.GS, ESEJD.RS = ESEJD.RS, ESEJD.RSeq =ESEJD.RSeq,
ESEJD.rw = ESEJD.rw,

ESEJD.se.GS =ESEJD.se.GS, ESEJD.se.RS = ESEJD.se.RS ,ESEJD.se.RSeq = ESEJD.se.RSeq,
ESEJD.se.rw =ESEJD.se.rw )

}

output = MSE.GS(Nsim = 10000, iter=2)
output

دوم مدل شبیه�سازی برای شده فراخوانی بسته�های •

rm(list=ls())
library(MASS)
library(base)
library(magic)
library(MCMCglmm)
library(mvtnorm)
set.seed(12435)

می�کنیم نمونه تولید نرمال لجستیک آمیخته مدل از

gen.data = function(k=10, m=15, sig2=0.5, beta=5){
N = k*m

X = matrix(,ncol = m, nrow = 10)
for (j in 1:m){

X[,j] = rep(j/m,10)
}

u = rnorm(k, 0, sig2)
eta = beta*X+u

p = exp(eta) / (1 + exp(eta))
y = matrix(rbinom(N,1,p), ncol = m, byrow = T)
return(list(y = y, X = X, u = u))
}

data = gen.data()
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y = data$y; X = data$X; u = data$u
k = 10
m = 15
N = k*m

####
####target distribution

target.den = function(y, X, u, beta, sig2, k, m){
yi. = apply(y, 1, sum)
a1 = (beta*X)+u
a2 = u*yi.
a3 = apply(log(1+exp(a1)), 1, sum)
a4 = u^2/(2*sig2)
h.u = exp(sum(a2-a3-a4))
return(h.u)
}

# log likelihood complement

L.L.C = function(y, X, u, beta, sig2, k){
a = (beta*X)+u
a1 = y*a
a2 = log(1+exp(a))
a3 = sum(a1 - a2)
a4 = (k/2)*log(sig2)
a5 = (1/(2*sig2))*sum(u^2)
L.c = a3 - a4 - a5
return(L.c)
}
####
#### Random Walk Algorithm
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RWM.MCMC<-function(Nsim){
beta <- 4
sig2 <- 1.5

k <- 10
m <- 15

u <- matrix( ,ncol = k, nrow = Nsim) # Empty contain for u
u[1, ] <- rmvnorm(1, rep(0, k), sig2*diag(k)) # First value for u
a.r <- 0 # Acceptance rate
for(i in 2:Nsim){

prop.den <- as.vector(rmvnorm(1, u[i-1,], (sig2/6)*diag(k)))
ratio <- target.den(y, X, prop.den, beta, sig2, k, m)/

target.den(y, X, u[i-1,], beta, sig2, k, m)
rho <- min(1,ratio, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho){
u[i,] <- prop.den

a.r = a.r+1 }
else{

u[i,] <- u[i-1,]
}

}
a.r <- a.r/Nsim

# output
list(u=u, a.r=a.r)

}

Nsim=10^6
result.RW <- RWM.MCMC(Nsim=Nsim)

result.RW$a.r

lik.comp.RW <- rep(0,Nsim)
for (i in 1:Nsim){
lik.comp.RW[i] <- L.L.C(y,X,result.RW$u[i,],beta=4, sig2=1.5, k=10)
}
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####
#### MHIS Algorithm

MHIS.MCMC <-function(Nsim){
beta <- 4

sig2 <- 1.5
k <- 10
m <- 15

u <- matrix( ,ncol = k, nrow = Nsim) # Empty contain for u
u[1, ] <- rmvnorm(1, rep(0, k), sig2*diag(k)) # First value for u
a.r <- 0 # Acceptance rate
for(i in 2:Nsim){

prop.den <- as.vector(rmvnorm(1, rep(0, k), sig2*diag(k)))
S <- log(target.den(y, X, prop.den, beta, sig2, k, m))+

dmvnorm(u[i-1, ], rep(0, k), sig2*diag(k), log=TRUE)
M <- log(target.den(y, X, u[i-1, ], beta, sig2, k, m))+

dmvnorm(prop.den, rep(0, k), sig2*diag(k), log=TRUE)
ratio <- exp(S-M)

rho <- min(1,ratio, na.rm = TRUE)
if(runif(1)< rho){
u[i,] <- prop.den

a.r = a.r+1 }
else{

u[i,] <- u[i-1,]
}

}
a.r <- a.r/Nsim

list(u=u, a.r=a.r)
}

result.MHIS <- MHIS.MCMC(Nsim=Nsim)
result.MHIS$a.r
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lik.comp.MHIS <- rep(0,Nsim)
for (i in 1:Nsim){
lik.comp.MHIS[i] <- L.L.C(y,X,result.MHIS$u[i,],beta=4, sig2=1.5, k=10)
}

####
#### CIS Algorithm

CIS.MCMC <- function(Nsim){
beta <- 4
sig2 <- 1.5

k <- 10
m <- 15
tau <- sig2/6

u <- matrix( ,ncol = k, nrow = Nsim) # Empty contain for u
u[1, ] <- rmvnorm(1, rep(0, k), sig2*diag(k)) # First value for u
a.r <- 0 # Acceptance rate
for(i in 2:Nsim){

### updating the first block u[,1]
p1 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den1 <- c(p1,u[i-1,2:k])

S1 <- log(target.den(y, X, prop.den1, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,1],0,sig2,log=TRUE)

M1 <- log(target.den(y, X, u[i-1, ], beta, sig2, k, m))+
dnorm(p1,0,sig2,log=TRUE)

ratio1 <- exp(S1-M1)
rho1 <- min(1,ratio1, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho1){
u[i,1] <- p1

}
else{

u[i,1] <- u[i-1,1]
}

### updating the second block u[,2]
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p2 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den2 <- c(u[i,1],p2,u[i-1,3:k])

S2 <- log(target.den(y, X, prop.den2, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,2],0,sig2,log=TRUE)

M2 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1],u[i-1,2:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p2,0,sig2,log=TRUE)

ratio2 <- exp(S2-M2)
rho2 <- min(1,ratio2, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho2){
u[i,2] <- p2

}
else{

u[i,2] <- u[i-1,2]
}

### updating the third block u[,3]
p3 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den3 <- c(u[i,1],u[i,2],p3,u[i-1,4:k])

S3 <- log(target.den(y, X, prop.den3, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,3],0,sig2,log=TRUE)

M3 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:2],u[i-1,3:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p3,0,sig2,log=TRUE)

ratio3 <- exp(S3-M3)
rho3 <- min(1,ratio3, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho3){
u[i,3] <- p3

}
else{

u[i,3] <- u[i-1,3]
}

### updating the 4th block u[,4]
p4 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den4 <- c(u[i,1:3],p4,u[i-1,5:k])

S4 <- log(target.den(y, X, prop.den4, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,4],0,sig2,log=TRUE)
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M4 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:3],u[i-1,4:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p4,0,sig2,log=TRUE)

ratio4 <- exp(S4-M4)
rho4 <- min(1,ratio4, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho4){
u[i,4] <- p4

}
else{

u[i,4] <- u[i-1,4]
}

### updating the 5th block u[,5]
p5 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den5 <- c(u[i,1:4],p5,u[i-1,6:k])

S5 <- log(target.den(y, X, prop.den5, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,5],0,sig2,log=TRUE)

M5 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:4],u[i-1,5:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p5,0,sig2,log=TRUE)

ratio5 <- exp(S5-M5)
rho5 <- min(1,ratio5, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho5){
u[i,5] <- p5

}
else{

u[i,5] <- u[i-1,5]
}

### updating the 6th block u[,6]
p6 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den6 <- c(u[i,1:5],p6,u[i-1,7:k])

S6 <- log(target.den(y, X, prop.den6, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,6],0,sig2,log=TRUE)

M6 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:5],u[i-1,6:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p6,0,sig2,log=TRUE)

ratio6 <- exp(S6-M6)
rho6 <- min(1,ratio6, na.rm = TRUE)
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if(runif(1)< rho6){
u[i,6] <- p6

}
else{

u[i,6] <- u[i-1,6]
}

### updating the 7th block u[,7]
p7 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den7 <- c(u[i,1:6],p7,u[i-1,8:k])

S7 <- log(target.den(y, X, prop.den7, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,7],0,sig2,log=TRUE)

M7 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:6],u[i-1,7:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p7,0,sig2,log=TRUE)

ratio7 <- exp(S7-M7)
rho7 <- min(1,ratio7, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho7){
u[i,7] <- p7

}
else{

u[i,7] <- u[i-1,7]
}

### updating the 8th block u[,8]
p8 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den8 <- c(u[i,1:7],p8,u[i-1,9:k])

S8 <- log(target.den(y, X, prop.den8, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,8],0,sig2,log=TRUE)

M8 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:7],u[i-1,8:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p8,0,sig2,log=TRUE)

ratio8 <- exp(S8-M8)
rho8 <- min(1,ratio8, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho8){
u[i,8] <- p8

}
else{
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u[i,8] <- u[i-1,8]
}

### updating the 9th block u[,9]
p9 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den9 <- c(u[i,1:8],p9,u[i-1,k])

S9 <- log(target.den(y, X, prop.den9, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,9],0,sig2,log=TRUE)

M9 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:8],u[i-1,9:k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p9,0,sig2,log=TRUE)

ratio9 <- exp(S9-M9)
rho9 <- min(1,ratio9, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho9){
u[i,9] <- p9

}
else{

u[i,9] <- u[i-1,9]
}

### updating the 10th block u[,10]
p10 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den10 <- c(u[i,1:9],p10)

S10 <- log(target.den(y, X, prop.den10, beta, sig2, k, m))+
dnorm(u[i-1,10],0,sig2,log=TRUE)

M10 <- log(target.den(y, X, c(u[i,1:9],u[i-1,k]), beta, sig2, k, m))+
dnorm(p10,0,sig2,log=TRUE)

ratio10 <- exp(S10-M10)
rho10 <- min(1,ratio10, na.rm = TRUE)

if(runif(1)< rho10){
u[i,10] <- p10

}
else{

u[i,10] <- u[i-1,10]
}

}
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list(u=u)
}

result.CIS <- CIS.MCMC(Nsim=Nsim)
result.CIS$a.r

lik.comp.CIS <- rep(0,Nsim)
for (i in 1:Nsim){
lik.comp.CIS[i] <- L.L.C(y,X,result.CIS$u[i,],beta=4, sig2=1.5, k=10)
}

####
#### RSIS Algorithm

RSIS.MCMC <- function(Nsim){
p1 <- p2 <- p3 <- p4 <- p5 <- p6 <- p7 <- p8 <- p9 <- p10 <- 0

beta <- 4
sig2 <- 1.5

k <- 10
m <- 15
tau <- sig2/6

u <- matrix( ,ncol = k, nrow = Nsim) # Empty contain for u
u[1, ] <- rmvnorm(1, rep(0, k), sig2*diag(k)) # First value for u
a.r <- 0
for (i in 2:Nsim){
w = sample(1:10, size=1, prob=rep(0.1,10))

if(w==1){
p1 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(p1,u[i-1,2:10])

}
if(w==2){

p2 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1],p2,u[i-1,3:10])

}
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if(w==3){
p3 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:2],p3,u[i-1,4:10])

}
if(w==4){

p4 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:3],p4,u[i-1,5:10])

}
if(w==5){

p5 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:4],p5,u[i-1,6:10])

}
if(w==6){

p6 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:5],p6,u[i-1,7:10])

}
if(w==7){

p7 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:6],p7,u[i-1,8:10])

}
if(w==8){

p8 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:7],p8,u[i-1,9:10])

}
if(w==9){

p9 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:8],p9,u[i-1,10])

}
if(w==10){

p10 <- rnorm(1,0,sig2)
prop.den <- c(u[i-1,1:9],p10)

}
S <- log(target.den(y, X, prop.den, beta, sig2, k, m))+

dnorm(u[i-1,1],0,sig2,log=TRUE)+



٨٧ الف پیوست

dnorm(u[i-1,2],0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(u[i-1,3],0,sig2,log=TRUE)+

dnorm(u[i-1,4],0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(u[i-1,5],0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(u[i-1,6],0,sig2,log=TRUE)+

dnorm(u[i-1,7],0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(u[i-1,8],0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(u[i-1,9],0,sig2,log=TRUE)+

dnorm(u[i-1,10],0,sig2,log=TRUE)
M <- log(target.den(y, X, u[i-1, ], beta, sig2, k, m))+

dnorm(p1,0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(p2,0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(p3,0,sig2,log=TRUE)+

dnorm(p4,0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(p5,0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(p6,0,sig2,log=TRUE)+

dnorm(p7,0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(p8,0,sig2,log=TRUE)+
dnorm(p9,0,sig2,log=TRUE)+

dnorm(p10,0,sig2,log=TRUE)
ratio <- exp(S-M)

rho <- min(1,ratio, na.rm = TRUE)
if(runif(1)< rho){
u[i,] <- prop.den

a.r = a.r+1 }
else{

u[i,] <- u[i-1,]
}

} #end of loop (for)
a.r <- a.r/Nsim

list(u=u, a.r=a.r)
}
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result.RSIS <- RSIS.MCMC(Nsim=Nsim)
result.RSIS$a.r

lik.comp.RSIS <- rep(0,Nsim)
for (i in 1:Nsim){
lik.comp.RSIS[i] <- L.L.C(y,X,result.RSIS$u[i,],beta=4, sig2=1.5, k=10)
}

#ts.plot
par(mfrow=c(2,2))

ts.plot(lik.comp.RW[10000:20000], xlab="Random Walk", main = expression(u),
ylab = "")

ts.plot(lik.comp.MHIS[10000:20000], xlab="MHIS", main = expression(u),
ylab = "")
ts.plot(lik.comp.CIS[10000:20000], xlab="CIS", main = expression(u),
ylab = "")

ts.plot(lik.comp.RSIS[10000:20000], xlab="RSIS", main = expression(u),
ylab = "")

،σ̂٢Q ،Q̂(θ|θ̃; y) مقادیر و نموده شبیه�سازی را مونت�کارلو مارکوف زنجیر تکرار، ۵٠٠ با حال
می�آوریم. به�دست را ̂ESEJD و ACT ،t∗σ̂Q/

√
n

## column 1
qhat.RW <- mean(lik.comp.RW)
qhat.MHIS <- mean(lik.comp.MHIS)
qhat.CIS <- mean(lik.comp.CIS)
qhat.RSIS<- mean(lik.comp.RSIS)

## column 2

xx.RW = lik.comp.RW
nn.RW = length(xx.RW)
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sig.batch.RW = (mcse(xx.RW, size=100)$se)

xx.MHIS = lik.comp.MHIS
nn.MHIS = length(xx.MHIS)
sig.batch.MHIS = (mcse(xx.MHIS, size=100)$se)

xx.CIS = lik.comp.CIS
nn.CIS = length(xx.CIS)
sig.batch.CIS = (mcse(xx.CIS, size=100)$se)

xx.RSIS = lik.comp.RSIS
nn.RSIS = length(xx.RSIS)
sig.batch.RSIS = (mcse(xx.RSIS, size=100)$se)

## column 3

t.star = 1.96

inter.RW <- t.star*(sig.batch.RW /sqrt(Nsim))
inter.MHIS <- t.star*(sig.batch.MHIS /sqrt(Nsim))
inter.CIS <- t.star*(sig.batch.CIS /sqrt(Nsim))
inter.RSIS <- t.star*(sig.batch.RSIS /sqrt(Nsim))

## column 4

xx.RW = lik.comp.RW
nn.RW = length(xx.RW)
batch.RW = mcse(xx.RW, size=100)$se
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ACT.RW = batch.RW/sqrt(var(xx.RW)/nn.RW)

xx.MHIS = lik.comp.MHIS
nn.MHIS = length(xx.MHIS)
batch.MHIS = mcse(xx.MHIS, size=100)$se
ACT.MHIS = batch.MHIS/sqrt(var(xx.MHIS)/nn.MHIS)

xx.CIS = lik.comp.CIS
nn.CIS = length(xx.CIS)
batch.CIS = mcse(xx.CIS, size=100)$se
ACT.CIS = batch.CIS/sqrt(var(xx.CIS)/nn.CIS)

xx.RSIS = lik.comp.RSIS
nn.RSIS = length(xx.RSIS)
batch.RSIS = mcse(xx.RSIS, size=100)$se
ACT.RSIS = batch.RSIS/sqrt(var(xx.RSIS)/nn.RSIS)

## column 5

#function 2
like.comp <- function(y,X,u.hat,beta=4, sig2=1.5, k=10){
lik.comp <- rep(0,Nsim)
for (i in 1:Nsim){
lik.comp[i] <- L.L.C(y,X,u.hat[i,],beta=4, sig2=1.5, k=10)
}
lik.comp
}

iter = 500

MSE.Q<- function(Nsim = 10000, iter ){
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Q.RW = Q.MHIS = Q.CIS = Q.RSIS = rep(0,iter)
JD.RW <- JD.MHIS <- JD.CIS <- JD.RSIS <- rep(0,iter)
i=0
for (i in 1:iter){

result.RW <- RWM.MCMC(Nsim=Nsim)
result.MHIS <- MHIS.MCMC(Nsim=Nsim)
result.CIS <- CIS.MCMC(Nsim=Nsim)
result.RSIS <- RSIS.MCMC(Nsim=Nsim)

lik.comp.RW <- like.comp(y,X,result.RW$u,beta=4, sig2=1.5, k=10)
lik.comp.MHIS <- like.comp(y,X,result.MHIS$u,beta=4, sig2=1.5, k=10)
lik.comp.CIS <- like.comp(y,X,result.CIS$u,beta=4, sig2=1.5, k=10)
lik.comp.RSIS <- like.comp(y,X,result.RSIS$u,beta=4, sig2=1.5, k=10)
## estimating MSEJD
JD.RW[i] = mean(diff(lik.comp.RW)^2)
JD.MHIS[i] = mean(diff(lik.comp.MHIS)^2)
JD.CIS[i] = mean(diff(lik.comp.CIS)^2)
JD.RSIS[i] = mean(diff(lik.comp.RSIS)^2)
cat("iteration = ", i <- i + 1, "\n")
}
## Estimating ESEJD

ESEJD.RW = mean(JD.RW)
ESEJD.MHIS = mean(JD.MHIS)
ESEJD.CIS = mean(JD.CIS)
ESEJD.RSIS = mean(JD.RSIS)

## Estimating standard errors of ESEJD estimates

ESEJD.se.RW = sd(JD.RW)/sqrt(iter)
ESEJD.se.MHIS = sd(JD.MHIS)/sqrt(iter)
ESEJD.se.CIS = sd(JD.CIS)/sqrt(iter)
ESEJD.se.RSIS = sd(JD.RSIS)/sqrt(iter)
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list(
ESEJD.RW = ESEJD.RW, ESEJD.MHIS = ESEJD.MHIS, ESEJD.CIS =ESEJD.CIS,

ESEJD.RSIS = ESEJD.RSIS,
ESEJD.se.RW =ESEJD.se.RW, ESEJD.se.MHIS = ESEJD.se.MHIS ,ESEJD.se.CIS = ESEJD.se.CIS,
ESEJD.se.RSIS =ESEJD.se.RSIS)

}

output = MSE.Q(Nsim=10000 , iter=2)
output
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Abstract

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) methods are among the popular sampling methods
for approximating posterior distribution of complex models with high dimension. In sit-
uations where the dimension of posterior distribution is high or/and its components are
weakly correlated, it is common practice to update the simulation one variable (or sub-
block of variables) at a time, rather than conduct a single full-dimensional update; this
is what is called component-wise updating. for example, Gibbs sampling and Metropolis-
Hastings-within-Gibbs algorithms are component-wise algorithms. There are different
strategies for combining component-wise updates. While these strategies can ease MCMC
implementation and produce superior empirical performance compared to full-dimensional
updates, the theoretical convergence properties of the associated Markov chains have re-
ceived limited attention. We review conditions under which some component-wise Markov
chains converge to the stationary distribution at a geometric rate. The particular atten-
tion is on the connections between the convergence rate of the various component-wise
strategies. We assess the theoretical results of the thesis by two simulation examples.

Keywords: Geometric ergodicity, uniform ergodicity, Markov chain, Monte Carlo,
Gibbs sampler, Metropolis-within-Gibbs, random scan, convergence rate.
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