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චاری ণپاس໋�
مهربان. خدای لطف از فراوان سپاس با

نادر دکتر آقای جناب اند؛ تکریم و تجلیل سپاس، نوع هر ی شایسته که بزرگوارم استاد دو از تشکر با
در پیشنهادهایشان، و انتقادها رهنمودها، ی ارایه با صبورانه، که ارجمند راهنمای استاد راد؛ جعفری
استاد فتحعلی؛ جعفر دکتر آقای جناب و نمودند تشویق و حمایت مرا نامه پایان اجرای مراحل تمامی
شدند. اثر این تکمیل موجب بنده، دلگرمی ضمن خود، ی ارزنده اصلاحی نظرهای با که محترم مشاور
ارتقای و آموزش جهت ارشد، کارشناسی ی دوره در ام تحصیلی دوران طول در که محترمی استادان از

سپاسگزارم. پایان�نامه این محترم داوران و اند کشیده زحمت بنده، علمی

ه ماঘه
ඵෑرماه۱۳۹۵



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی پقه ماهیه اینجانب
تحت ، گراف�ها از برخی روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد راد جعفری نادر دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) ه(یا ماঘه

ඵෑرماه۱۳۹۵

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
از است ممکن سرویس�دهنده�ها که موقعیت�هایی با مکانیابی، مسائل از اطمینان قابلیت مدل
دیگر از باید مذکور سرویس�دهنده�ی مختص مشتری�های صورت این در دارد. سر�وکار بیفتند، کار
اطمینان قابلیت براساس مدلی همکارانش و ونگ کنند. دریافت خدمات کار حال در سرویس�دهنده�های
زمانی بیفتد. کار از است ممکن (ρ (مانند مشخصی احتمال با سرویس�دهنده هر آن در که داده�اند پیشنهاد
فرض با هستند. تقاضاها تمام پاسخگوی دیگر سرویس�دهنده�های می�افتد کار از سرویس�دهنده�ای که
را درخت روی ٢-مرکز پشتیبان مساله همکارانش و ونگ نمی�افتند کار از هم�زمان سرویس�دهنده�ها اینکه
گونه�ای به راس�ها روی سرویس�دهنده� دو استقرار محل یافتن از است عبارت مساله این گرفتند. نظر در
ما هدف گردد. مینیمم کار حال در سرویس�دهنده�ی نزدیک�ترین تا راس هر از فاصله طولانی�ترین امید که
بازه�ای،درخت�ها، گراف�های نظیر گراف�ها از برخی روی ٢-مرکز پشتیبان مساله مطالعه�ی تحقیق این در
مسیر، روی مسأله این می�دهیم نشان الگوریتم�هایی ارائه�ی با است. تک�دوری گراف�های مسیرها، دورها،
O(n٢ log n) و O(n٢), O(n log n), O(n) زمانی پیچیدگی با ترتیب به تک�دوری گراف و دور درخت،

است. حل قابل
دور درخت، مسیر، بازه�ای، گراف ٢-مرکز، پشتیبان کلیدی: کلمات
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٢ مقدمات و تعاریف .١

مکان�یابی مسائل بر مقدمه�ای ١.١

مقدمه ١.١.١

دنبال به ما مکان�یابی در می�رود. شمار به بهینه�سازی مسائل از مهم دسته�ای تسهیلات١ مکان�یابی مسائل
مسائل این واقع در هستیم. مشخص هدفی به رسیدن برای وسیله چند یا یک گرفتن قرار محل بررسی
دارند. کار و سر غیره و نقل و حمل از ناشی هزینه�های کردن حداقل جهت تسهیلات بهینه استقرار با عمدتاً
کاربردهای جمله از باشند. غیره و بیمارستان دانشگاه، کارخانه، شامل مجموعه هر می�توانند تسهیلات
و اورژانس پایگاه�های رستوران، خرید، مراکز کارخانه، احداث محل مکان�یابی به می�توان مسائل این
مواد ونقل حمل یا مشتریان جابجایی هزینه کردن حداقل مانند اهدافی با شهرها در دولتی سازمان�های
جاده�های به نزدیکی جمله از موثرند، مهمی معیارهای اسقرار محل تعیین برای کرد. اشاره غیره و اولیه
زیادی روش�های . غیره و دولتی قوانین و مقررات توسعه، امکان محیطی، شرایط مصرف، بازار اصلی،
از استفاده و ریاضی برنامه�ریزی به می�توان جمله آن از که شده�اند مطرح مسائل این حل برای کنون تا

کرد. اشاره چندگانه تصمیم�گیری�های
استراتژیکشرکت�های و بلندمدت تصمیم�گیری�های از عمدتاً تسهیلات مکان�یابی درمورد تصمیم�گیری
پروژه�های تسهیلات، راه�اندازی و استقرار مکان�یابی، بالای هزینه�های و است دولتی و خصوصی بزرگ
کرده تبدیل بلندمدت سرمایه�گذاری�های به است، تسهیلات برنامه�ریزی از مهمی بخش که را مکان�یابی
همگان بر آن به پرداختن ضرورت و تسهیلات استقرار و مکان�یابی مسأله اهمیت ترتیب بدین است.

است. روشن
نمود: مطرح زیر صورت به را مکان�یابی مسأله فرما٢، هفدهم قرن در

فاصله�های مجموع که بیابید گونه�ای به را چهارم نقطه است، شده داده صفحه در نقطه سه کنید فرض
اگر است. کرده حل را مسأله این ١۶۴٠ سال در توریچلی٣ شود. مینیمم شده داده نقطه سه تا آن
مثلث�های محیطی دایره�های برخورد محل بگیریم، صفحه در مثلث یک رأس سه را شده داده نقطه سه
است. مسأله جواب می�شوند، ساخته آن بیرون به رو و اصلی مثلث اضلاع روی بر که متساوی�الاضلاعی

نامیده�اند. توریچلی نقطه را جواب نقطه و فرما مسأله را مسأله دلیل همین به
در وبر۴[٣٢] آلفرد توسط مدرن و کاربردی صورت به مکان�یابی مسأله تعریف اولین ١٩٠٩ سال در
درمورد خود تحقیقات نتایج کتاب این در وبر شد. ارائه صنعتی”۵ مکان�یابی ”نظریه مشهورش کتاب
وبر، توسط صنعتی مکان�یابی تئوری ارائه از قبل سال بیست است. کرده ارائه را کارخانه�ای صنایع
می�توان چگونه که دهد نشان کرد تلاش لانهارد بود. گماشته همت امر این به جزئی�تر طور به لانهارد۶[٢٣]
یک رئوس وسیله به دارند وجود بازار یک و اولیه مواد منبع دو که ساده�ای شرایط در را بهینه مکان�یابی

١facility location
٢Fermat
٣Torricelli
۴Alfred Weber
۵Über den Standort der Industrie
۶Launhardt



٣ مکان�یابی مسائل بر مقدمه�ای .١.١

دهد. نشان مثلث
هدف تابع حکیمی٧[١۶]، ١٩۶۴ سال در که شد شروع زمانی از مکان�یابی روی بر جدی مطالعات
مکان�یابی مسائل روی بر مطالعاتی همچنین او کرد. مطرح مینیماکس و مجموع کم�ترین صورت دو به را

است. مدرن گسسته مکان�یابی شروع نقطه که داد انجام شبکه روی

عمومی مکان�یابی نظریه�های ٢.١.١

كردن حداقل جهت در را نظريهاي كشاورزي فعالیتهاي بر كید تأ با ١٨٢۶ سال [١٧]در تانن٨ فون •
مزارع از اولیه مواد و فرآورده�ها و محصولات نقل و حمل براي فاصله حداقل براساس هزينه�ها

نمود. مطرح بالعكس و مصرف بازار به تولیدي

كرد. ارائه را نظرياتي صنعتي مكان�هاي مكان�يابي زمینه در ١٨٨۵ تا ١٨٨٢ سال�هاي در لانهارد •

سود، حداكثر نظريه بر كید تأ با صنعتي مكان�هاي مكان�يابي درباره ١٩٠٩ سال در وبر آلفرد •
نمود. مطرح را نظرياتي

است: اساسی اصل سه دارای وبر نظریه

است. معلوم اولیه مواد محل •

جدا و است متناهی مکان�ها این تعداد است. مشخص مشتریان مصرف میزان و مکان •
نظر از انحصاری امتیازات و دارد اختیار در نامحدودی بازار تولیدکننده هر هستند. هم از

ندارد. وجود مکان انتخاب

قابلیت دارای کار نیروی این به�طوری�که دارد وجود کار نیروی عرضه برای ثابت مکان چندین •
است. نامحدود آن عرضه و نبوده جابه�جایی و تحرک

و تجزيه خصوص در را مقاله�هايي ” مركزي ”مكان نظريه قالب در نیز لوش١٠ و كريستالر٩[١١] •
كردند. عرضه دنیا به بازار تحلیل

فرض با صنعتي مكان�يابي�هاي به را خود تئوري�هاي ١٩۴٨ سال در هوور[٢٠] هوور: نظریه •
كرد. معطوف تولید عوامل كامل تحرک و فروشندگان و تولیدكنندگان بین كامل رقابت

مکان�یابی مسائل کلی دسته�بندی ٣.١.١

است: بوده زیر موارد براساس عمدتاً مکان�یابی مسائل کلاسیک دسته�بندی�های

٧Hakimi
٨VonThunen
٩Christaller

١٠Lösch



۴ مقدمات و تعاریف .١

وسایل با مکان�یابی تک�وسیله/چندوسیله مکان�یابی (مسأله جدید وسایل خصوصیات براساس .١
نقطه�ای/ناحیه�ای)

مکان�قطعی/احتمالی) ، ایستا/پویا وسایل با مکان�یابی (مسأله موجود وسایل براساسخصوصیات .٢

، ایستا/پویا ارتباطات با مکان�یابی (مسأله جدید وسایل و موجود وسایل خصوصیات براساس .٣
قطعی/احتمالی)

مقید/نامقید فضای با مکان�یابی مسائل ، خط/صفحه روی مکان�یابی جواب(مسائل براساسفضای .۴
شبکه(گراف)) گسسته/روی مکان�یابی مسائل ،

مترهای دیگر و متعامد/چبیشف/اقلیدسی فواصل با مکان�یابی (مسائل فاصله تابع نوع براساس .۵
خاص)

مهم دسته همچنین و تک�هدفه/چندهدفه (مسائل انتخاب شاخص و هدف تعداد و نوع براساس .۶
مجموع کردن مینیمم هدف میانه مسائل در می�شود. شامل را پوشش و مرکز١٢ میانه١١، مسائل
حداکثر هدف پوشش مسأله در و هزینه�ها حداکثر کردن مینیمم هدف مرکز مسائل در و هزینه�ها

است.) وسیله تعداد حداقل یا تقاضا پوشش

ناخوشایند وسایل مکان�یابی مسائل ، تبادل(هاب) نقاط مکان�یابی (مسائل مسأله زمینه براساس .٧
انبار(کارخانه)) مکان�یابی� مسأله ،

از می�کند. ایفا مکان�یابی مسائل در مهمی نقش فاصله تابع که پیداست فوق دسته�های مشاهده از
باید که سرویس�دهنده�هایی تعداد فضا، همچون مواردی به می�توان مکان�یابی مسائل مهم اجزائ دیگر
و مشتریان وزن، فاصله، محدودیت�های تصمیم�گیرنده، اهداف موجود، سرویس�دهنده�های و شوند مستقر

کرد. اشاره هدف تابع نوع
که است این شبکه�ای از منظور که باشد شبکه�ای یا گسسته پیوسته، می�تواند مسأله یک فضای
مسأله هدف یا فضا به بسته فاصله تابع شوند. مستقر گراف یک یال�های یا رئوس روی سرویس�دهنده�ها
متعامد فاصله مجذور، فاصله اقلیدسی، یا مستقیم خط فاصله به می�توان توابع این جمله از است. متغیر
در فاصله تخمین تابع عنوان به نیز بلوکی”١۴ ”نرم�های و نرم�ها”١٣ ”رند از کرد. اشاره چبیشف فاصله و
مسأله، با متناسب فاصله تابع یک انتخاب نحوه می�شود. استفاده پیوسته فضای در مکان�یابی مسائل
واقعی فاصله گسسته، حالت در است. بوده پیوسته مکان�یابی زمینه در بسیاری مقالات موضوع خود
از شبکه روی مکان�یابی مسائل در می�گیرد. قرار استفاده مورد شده، محاسبه قبل از یا و شده پیموده
دو بین فاصله تعیین برای مسیر کوتاه�ترین از دارد، وجود نقطه دو هر بین مسیر یک از بیش که آن�جا

می�کنند. استفاده نقطه
١١median
١٢center
١٣Round norms
١۴Block norms



۵ مکان�یابی مسائل بر مقدمه�ای .١.١

عنوان به مکان�یابی ادبیات در و بوده مطرح دیرباز از که است مسائلی کلاسیک، مسائل از ما منظور
و پوشش و p-مرکز١۶ p-میانه١۵، مسائل شامل مسائل این شده�است. شناخته مکان�یابی تئوری پایه�های
یال�ها روی سرویس�دهنده p اسقرار محل یافتن از عبارتست گراف یک روی p-میانه مسأله است. انبار
مینیمم سرویس�دهنده نزدیک�ترین تا رئوس وزن�دار فاصله مجموع که به�گونه�ای گراف یک رأس�های یا

شود.
مطرح مسائل قدیمی�ترین از بعدی(صفحه) دو پیوسته فضای روی بر وسیله تک میانه مکان�یابی مسأله
وبر” ”مسأله به و آورده خود کتاب در وبر آلفرد بار اولین برای را آن طرح که است مکان�یابی در شده

پرداخت. خواهیم p-مرکز مسأله معرفی به ادامه در است. معروف

p-مرکز مسأله ۴.١.١

چنین است. طرح یک از ناشی هزینه�های حداکثر کردن حداقل هدف واقعی دنیای مسائل از بسیاری در
به که مسائلی از نمونه یک مثال عنوان به می�گویند. حداکثر”١٧ ”حداقل مکان�یابی مسائل را مسائلی
مورد این در است. روستایی نواحی در درمانگاه مکان�یابی مسأله می�شود، فرمول�بندی مینیماکس صورت
حداقل کند طی درمانگاه تا باید بیمار یک که مسافتی حداکثر که شود مستقر گونه�ای به باید درمانگاه

کنیم. حداقل را شرایط بدترین ریسک می�خواهیم هدف این با واقع در شود.
مرکز p یافتن از عبارتست گسسته، تسهیلات مکان�یابی مسائل از دسته�ای عنوان به p-مرکز مسأله
عرضه مراکز از خدمات یا کالا حمل فاصله حداکثر که گونه�ای به گراف یک روی خدمات) یا عرضه(کالا

گردد. مینیمم تقاضا مراکز به
p-مرکز مسأله را مسأله حالت این در باشند، گراف روی نقطه هر می�توانند مرکزها p-مرکز، مسأله در
p-مرکز مسأله را مسأله کنیم محدود رأس�ها روی به تنها را مراکز محل که صورتی در می�گویند. محض١٨

می�نامیم. رأسی١٩

و عرضه٢٠ نقاط مجموعه Σ باشد، مثبت یال�های طول با گرافی G کنید فرض [٢٩] .١.١.١ تعریف
Σ از x١, x٢, . . . , xp مثل عنصر p یافتن دنبال به p-مرکز مسأله باشند. تقاضا٢١ نقاط مجموعه ∆

و است G در y و x فاصله d(x, y) آن در که شود. مینیمم max
y∈∆

min
١⩽i⩽p

d(xi, y) که گونه�ای به است

یک هستند. G نقطه�های مجموعه و رئوس مجموعه ترتیب به A و V که طوری به Σ ∈ A و ∆ ∈ V

یک تا آن فاصله�ی و شده واقع آن در که یالی با که است گراف یال یک روی مکانی گراف از ”نقطه”
می�شود. مشخص یال انتهای

١۵p-median problem
١۶p-center problem
١٧minimax
١٨Absolute p-center problem
١٩Vertex p-center problem
٢٠supply set
٢١demand set



۶ مقدمات و تعاریف .١

محققان از بسیاری بنابراین می�باشد[٢١]. NP-سخت دلخواه، p برای عمومی، حالت در مسأله این
الگوریتم�ها بهترین حاضر حال در کردند[٣]. تمرکز غیره و کاکتوس درخت، جمله از ساده�تر گراف�های روی

.[١۴ هستند[١٣، O(n) زمانی پیچیدگی دارای کاکتوس و درخت روی مسئله این برای

پشتیبان مسأله ۵.١.١

کنند. تغییر زمان گذشت با است ممکن پارامترها و هستند قطعیت عدم شامل واقعیت در داده�ها اغلب
مینماکس٢٢ مسأله از صورتی شده�اند. بررسی قطعیت عدم شامل مکان�یابی مدل�های اخیر سال�های در
ممکن مقادیر از دامنه�ای رأس هر مدل این در است. شده گرفته نظر در آن در قطعیت عدم که دارد وجود
مقادیر میان از رأس هر برای صحیح وزن محاسبه هدف، و دارد را خود به مربوط رأسی وزن عنوان به

باشد[١]. وزن�دار فواصل مجموع مقدار مینیمم آن از حاصل میانه که گونه�ای به است ممکن
استسرویس�دهنده�ها٢۴ ممکن که موقعیتی با می�شود خوانده [٢٧ ،٢٨] اطمینان٢٣ قابلیت مدل که دیگر مدل
مذکور سرویس�دهنده�ی به شده داده تخصیص مشتری�های صورت این در دارد. کار و سر بیفتند کار از

کنند. دریافت خدمات کار حال در سرویس�دهنده�های دیگر از باید
معرفی را پشتیبان مسأله نام به اطمینان، قابلیت اساس بر مدل یک همکاران[٣١] و ونگ٢۵ اخیرا
که زمانی بیفتد. کار از است ممکن (ρ مشخصی(مانند احتمال با سرویس�دهنده هر آن در که کرده�اند
اینکه فرض با هستند. تقاضاها تمام پاسخگوی دیگر سرویس�دهنده�های می�افتد کار از سرویس�دهنده�ای
را درخت روی ٢-مرکز٢۶ پشتیبان مسأله همکارانش و ونگ نمی�افتند کار از همزمان سرویس�دهنده�ها
که گونه�ای به رأس�ها روی سرویس�دهنده دو استقرار محل یافتن از عبارتست مسأله این داده�اند. ارائه

گردد. مینیمم کار حال در سرویس�دهنده�ی نزدیک�ترین تا رأس هر از فاصله طولانی�ترین امید
سرویس�دهنده یک افتادن کار از که است این باشیم داشته توجه آن به مسأله این در باید که نکاتی از
رأس یک روی شده مستقر سرویس�دهنده این�که وجود با عبارتی به ندارد رئوس بین فاصله روی تاثیری
کار از همزمان سرویس�دهنده�ها می�ماند. باقی تقاضا نقطه یک همچنان رأس آن است، افتاده کار از
شوند. مستقر متفاوت رئوس روی سرویس�دهنده�ها کلاسیک مسائل مثل ندارد هم لزومی و نمی�افتند

و باتاچاریا٢٨ کرده�اند بررسی بازه�ای گراف�های روی را پشتیبان مسأله [١٩] کنگ٢٧ و هنگ
تک�دوری گراف�های و دور درخت، مسیر، روی بر را وزن�دار ٢-مرکز پشتیبان مسأله همکاران[٧]
O(n٢) ،O(n log n) ،O(n) پیچیدگی�های با الگوریتم�هایی ترتیب به مسائل این برای و کرده مطالعه
[٣٣] و [١٢] منبع دو از فصل این در استفاده مورد تعاریف بیان برای دادند. ارائه O(n٢ log n) و

کرده�ایم. استفاده

٢٢minmax-regret
٢٣reliability model
٢۴servers
٢۵Wang H.
٢۶Backup 2-center
٢٧Hong Y. and Kang L.
٢٨Bhattacharya B.



٧ مکان�یابی مسائل بر مقدمه�ای .١.١

V (G) ناتهی یکمجموعه از متشکل ،(V (G), E(G), ψG)مرتب گرافGیکسه�تایی تعریف٢.١.١.
رأس�های از نامرتب زوج یک G یال هر به که ψG وقوع تابع و یال�ها از E(G) مجموعه و رأس�ها از
در و پیوندی را یال آن باشند متمایز رأس دو که صورتی در نیستند. متمایز لزوماً که می�دهد نسبت را G
هر برای و باشد نداشته طوقه اگر است ساده گراف گوییم.یک طوقه را مربوطه یال نباشند متمایز صورت

نباشد. منسوب یال یک از بیش آن رأس دو

و V (H) ⊆ V (G) هرگاه است G زیرگراف H باشند. گراف دو H و G کنید فرض .٣.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان H ⊆ G با را آن و باشد E(H) ⊆ E(G)

می�دهند نشان NG(v) نماد با را v رأس باز همسایگی باشد. v ∈ V (G) کنید فرض .۴.١.١ تعریف
صورت به v رأس بسته همسایگی .NG(v) = {x ∈ V (G) | vx ∈ E(G)} از است عبارت که

می�شود. تعریف NG[v] = NG(v)
∪
{v}

به است. v همسایه�های تعداد با برابر و می�دهند نشان dG(v) نماد با را v رأس درجه .۵.١.١ تعریف
.dG(v) =| NG(v) | دیگر عبارت

و رأس�ها از متناوب vk ،ek ،... ،e٢ ،v١ ،e١ ،v٠ دنباله یک k طول به مسیر یک .۶.١.١ تعریف
.ei = (vi−١vi) ∈ E ،i هر برای و نداریم تکراری رأس طوری�که به یال�هاست

وجود مسیری آن دلخواه رأس دو هر بین هرگاه گوییم همبند گراف یک را G ناتهی گراف .٧.١.١ تعریف
باشد. داشته

شکل به است (V,E) ناتهی گراف یک مسیر، گراف .٨.١.١ تعریف
V = {x٠, x١, . . . , xk} E = {x٠x١, x١x٢, . . . , xk−١xk}

می�گوییم. مسیر داخلی رئوس را رئوس بقیه و مسیر انتهای را xk و x٠ هستند. مجزا xiها که طوری به
گوییم. مسیر طول را مسیر یک یال�های تعداد می�دهیم. نشان Pn با را nرأسی مسیر یک معمولا

دور یک را C = P + xk−١x٠ آن�گاه باشد k ⩾ ٣ اگر P = x٠, . . . , xk−١ مسیر در .٩.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان Cn با را nرأسی دور یک معمولا است. آن یال�های تعداد برابر دور یک طول گوییم.

گوییم. دور طول را دور یک یال�های تعداد

می�شود. گفته تک�دوری٢٩ گراف باشد دور یک دارای تنها که گرافی به .١٠.١.١ تعریف

طول از است عبارت که می�دهیم نشان dG(x, y) با را G از y و x رأس دو فاصله .١١.١.١ تعریف
.G در y و x بین مسیر کوتاهترین

V (G) آن در که می�دهیم نشان (V (G), E(G), w, l) چهارتایی با را G وزن�دار گراف .١٢.١.١ تعریف
رئوس وزن تابع w : V (G) −→ R+ و هستند G یال�های مجموعه و رأس�ها مجموعه ترتیب به E(G) و

٢٩unicyclic graph



٨ مقدمات و تعاریف .١

مثبت حقیقی عدد یک G یال هر و رأس هر به ترتیب به که باشند یال طول تابع l : E(G) −→ R+ و
کوتاهترین یال�های طول مجموع از است عبارت v و u راس دو بین d(u, v) فاصله می�دهند. نسبت

.G در v و u بین مسیر

. max
v∈V (G)

d(u, v) از است عبارت می�دهیم نشان ϵ(u) با را آن که uرأس مرکز از خروج .١٣.١.١ تعریف

است c مانند رأس هر G مرکز عبارتی به نامیم. G برای ”مرکز” یک را مینیمم مرکز از خروج با رأس هر
می�کند. صدق زیر تساوی در که

max
v∈V (G)

d(c, v) = min
u∈V (G)

max
v∈V (G)

d(u, v)

است. ١ درجه از رأسی درخت در برگ یک گوییم. درخت را دور بدون و همبند گراف .١۴.١.١ تعریف

درخت در می�کنیم. متمایز ریشه عنوان به را r رأس یک ریشه�دار درخت یک در .١۵.١.١ تعریف
روی v همسایه آن�گاه می�گیریم نظر در (r)ریشه تا v یکتای مسیر را P (v) رأس هر برای شده ریشه�دار

می�نامیم. v فرزندان را v همسایه�های بقیه و v والد را مسیر این

داشته فرزند دو حداکثر آن رأس هر که است شده دار ریشه درختی دودویی٣٠ درخت .١۶.١.١ تعریف
با ریشه�دارشده زیردرخت�های می�شود. معین چپ یا راست فرزند عنوان به رأس یک فرزند هر و باشد

گوییم. راست زیردرخت و چپ درخت زیر را ریشه فرزندان

و چپ زیردرخت ارتفاع اختلاف که است دودویی درختی متوازن٣١ دودویی درخت .١٧.١.١ تعریف
باشد. ١ حداکثر آن راست

روی بازه�های از S مجموعه�ی هرگاه گوییم بازه�ای٣٢ گراف یک را G(S) = (V,E) .١٨.١.١ تعریف
Ii ∈ S بازه�های و vi ∈ V رئوس بین یک به یک تناظری که طوری به باشد موجود حقیقی اعداد محور

.Ii ∩ Ij ̸= ∅ اگر فقط و اگر است E در یالی (vi, vj) که به�گونه�ای باشد موجود

.fi : Rd → R که باشد توابعی از مجموعه�ای F = {f١, f٢, . . . , fn} کنید فرض .١٩.١.١ تعریف
از: است عبارت F بالایی٣٣ پوش

E(x) = max١<i<nfi(x)

”نقاط را می�کند تغییر دیگر تابع به تابع یک از پوش مقدار آن در که بالایی پوش نمودار روی نقاطی
از افرازی به بنگاریم xها محور روی را پوش شکستگی نقاط اگر دوبعدی فضای در گوییم. شکستگی”

fiهاست. از یکی با متناظر فقط افراز زیرمجموعه هر آن در که می�رسیم xها محور

٣٠binary tree
٣١balanced binary tree
٣٢interval graph
٣٣Upper envelope



٩ مکان�یابی مسائل بر مقدمه�ای .١.١

f١, f٢, f٣ تابع سه بالایی پوش :١.١ شکل





٢ فصل

درخت، مسیر، روی ٢-مرکز پشتیبان مساله
تکدوری گراف و دور
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مقدمه ١.٢

که می�کنیم بررسی تک�دوری گراف و دور درخت، مسیر، روی را ٢-مرکز پشتیبان مساله فصل این در
همکارانش و باتاچاریا١ توسط آمده دست به نتایج اساس بر هستند. مثبت وزن�های با رئوس دارای
O(n٢) ،O(n log n) ،O(n) زمانی پیچیدگی با الگوریتم�هایی ترتیب به شده، ذکر گراف�های برای [٧]

است. متناظر گراف رئوس تعداد n که می�کنیم بیان را O(n٢ log n) و
مفهوم سپس می�کنیم. مشخص را مساله هدف تابع کرده بیان را لازم پیش�نیازهای و مفروضات ابتدا
حل به تازه دیدگاه این از استفاده با و می�کنیم معرفی را است مساله حل کلید اصلی�ترین که بالایی٢ پوش

می�پردازیم. مساله

پیش�نیازها ٢.٢

برای همکارانش و ونگ باشد. جهت بدون و ساده گرافی G = (V (G), E(G), w, l) می�کنیم فرض
(u, v) رأس دو هر برای همچنین و دادند نشان ϕ(u, V ) با را max

v∈V (G)
d(u, v) عبارت V ⊆ V (G) هر

که به�طوری ،
∏
(u, v) = (U, V ) دادند قرار

U = {x : d(x, u) ⩽ d(x, v)}, V = V (G)− U.

جواب باشند، ٢-مرکز پشتیبان مساله در سرویس�دهنده دو افتادن کار از احتمال ρ٢ و ρ١ اگر حال
ρ١ شکست احتمال با سرویس�دهنده آن در که است Gرئوس از (u١, u٢) مانند مرتب زوج یک مساله
فرض کار سادگی برای می�شود. مستقر u٢ رأس در ρ٢ شکست احتمال با سرویس�دهنده و u١ رأس در

.ρ١ = ρ٢ = ρ می�کنیم
نزدیک�ترین تا رأس هر فاصله�ی طولانی�ترین امید کردن مینیمم هدف ٢-مرکز، پشتیبان مساله در
سرویس�دهنده دو هر که شرط این تحت امید این محاسبه�ی برای است. کار حال در سرویس�دهنده�ی
فقط ( ب است، کار حال در اول سرویس�دهنده فقط ( آ داریم. حالت سه نمی�افتند، کار از هم�زمان
فاصله بیشترین هستند. کار حال در سرویس�دهنده دو هر ( ج است، کار حال در دوم سرویس�دهنده
برابر دوم حالت در ϕ(v١, V ) برابر اول حالت در کار، حال در سرویس�دهنده�ی نزدیک�ترین تا رأس هر
max{ϕ(v١, V١), ϕ(v٢, V٢)} برابر هستند کار حال در سرویس�دهنده دو هر که حالتی در و ϕ(v٢, V )

باشد، ρ برابر سرویس�دهنده�ها از یک هر افتادن کار از احتمال وقتی فوق حالات وقوع احتمال و است
دست به ١−ρ٢ برابر احتمالات وزن مجموع لذا است (١−ρ)٢ و ρ(١−ρ) ،ρ(١−ρ) برابر ترتیب به

می�آید.
درمی�آید: زیر صورت به ریاضی امید تفاسیر این با

١
١− ρ٢

[
(١− ρ)٢max{ϕ(v١, V١), ϕ(v٢, V٢)}+ ρ(١− ρ)(ϕ(v١, V ) + ϕ(v٢, V ))

]
١Bhattacharya
٢upper envelpoe



١٣ وزن�دار ٢-مرکز پشتیبان مساله .٣.٢

.(V١, V٢) =
∏
(v١, v٢) و هستند گراف از رئوسی v٢ و v١ آن در که

کرد: ساده زیر شکل به می�توان را هدف تابع است، شده داده ثابت عدد یک ρ که آن�جا از

ψρ(v١, v٢) = (١− ρ)max{ϕ(v١, V١), ϕ(v٢, V٢)}+ ρ(ϕ(v١, V ) + ϕ(v٢, V )) (١.٢)

.(V١, V٢) =
∏
(v١, v٢) و v١, v٢ ∈ V (G) که طوری به

می�کند. مینیمم را فوق هدف تابع که هستیم رأسی زوج دنبال به ٢-مرکز پشتیبان مساله حل در واقع در
این با آن�ها کردند. معرفی را ٢-مرکز پشتیبان مسأله [٣١ ،٣٠] همکاران و ونگ بار اولین برای
کار از هم�زمان که شرط این و بیفتند کار از ρ ثابت احتمال با و مستقلا سرویس�دهنده دو که فرض
روی را الگوریتمی رأس�ها به جواب کردن محدود با و کردند بررسی درخت روی را مسأله نمی�افتند،

می�کند. حل را مسأله O(n) زمان در که دادند ارائه غیروزن�دار رئوس با درخت
در کنیم. اشاره ٢-مرکز پشتیبان مسأله و کلاسیک ٢-مرکز مسأله میان تفاوتی به باید این�جا در
مسأله در حالی�که در می�یابند استقرار متمایز رأس دو در همواره سرویس�دهنده دو کلاسیک، ٢-مرکز مسأله
گراف مرکز در مثال برای شوند؛ مستقر رأس یک در سرویس�دهنده دو هر است ممکن ٢-مرکز پشتیبان
را مطلب این ρ برای مختلف مقادیر گرفتن نظر در با زیر مثال ارائه�ی با همکارانش و ونگ شده. داده

داده�اند. نشان

x۴ مرکز با T درخت :١.٢ شکل

می�آید، دست به (x٢, x۶) برابر ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب ρ = ٠ وقتی آن�ها نتایج به توجه با
مسأله جواب ρ = ٠٫ ٣ ازای به الگوریتم اجرای با است. کلاسیک ٢-مرکز مسأله همان جواب برابر که
مشاهده که همان�طور و می�آید دست به (x۴, x۴) برابر ،ρ = ٠٫ ٩ برای و (x٣, x۵) برابر ٢-مرکز پشتیبان

است[٣١]. T درخت مرکز x۴ می�کنیم

وزن�دار ٢-مرکز پشتیبان مساله ٣.٢

همکارانش و باتاچاریا نمادگذاری و مفروضات به توجه با مسأله وزن�دار حالت معرفی به بخش این در
می�پردازیم. [٧]

v ∈ V رأس هر و باشد E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با گرافی G(V,E) کنید فرض
دو X = {x١, x٢} می�کنیم فرض باشد. نامنفی طولی دارای E در یال هر و wv(⩾ ٠) وزن دارای
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تعریف زیر صورت به را X و v رأس بین d(v,X) فاصله�ی رأس�ها. خود لزوماً نه باشند؛ G روی نقطه
می�کنیم:

d(v,X) = min
١≤i≤٢

{d(v, xi)}

عبارت X هزینهی است. G گراف در xi نقطه�ی و v رأس بین مسیر کوتاه�ترین طول d(v, xi) آن در که
از است

ϕ(X,V ) = max
v∈V

{d(v,X)wv}.

x نقطه�ی هزینهی تابع .ϕ(X,V ) = ϕ(x, V ) می�نویسیم باشد، x نقطه�ی یک شامل تنها X هرگاه
می�باشد: زیر صورت به v رأس به نسبت

fv(x) = ϕ(x, {v}) = d(v, x)wv.

٢-مرکز مسأله برای جواب یک {c١, c٢} و Gگراف در ١-مرکز مسأله برای جواب یک c می�کنیم فرض
می�کنیم افراز V٢(x١, x٢) و V١(x١, xبخش(٢ دو به را V ،{x١, xمفروض{٢ نقاط برای باشد. G روی

که: طوری به
∀v ∈ V١(x١, x٢) : d(v, x١) ⩽ d(v, x٢) , ∀v ∈ V٢(x١, x٢) : d(v, x١) > d(v, x٢)

تعریف V٢(x١, x٢) و V١(x١, x٢) با که G٢ و G١ زیرگراف�های می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون
نزدیک�ترین تا فاصله طولانی�ترین امید فرضیات این تمامی گرفتن نظر در با باشند. همبند می�شوند،
صورت به وزن�دار حالت در است، ٢-مرکز پشتیبان مساله هدف تابع همان که کار، حال در سرویس�دهنده

درمی�آید: زیر
ψρ(x١, x٢) = (١−ρ)max{ϕ(x١, V١(x١, x٢)), ϕ(x٢, V٢(x١, x٢))}+ρ(ϕ(x١, V )+ϕ(x٢, V ))

.٠ ⩽ ρ < ١ آن در که
اما ندارد تفاوتی وزن�دار غیر حالت در هدف تابع با هدف تابع این ظاهر در می�بینیم که همان�طور
اینکه و است. شده اضافه نیز وزن عنصر ϕ تابع تعریف در هستند، وزن�دار رئوس که آن�جا از داریم توجه
واقع در می�کند، مینیمم را فوق هدف تابع که هستیم G روی (x١, x٢) نقطه�ی دو دنبال به ما این�جا در
در همکاران و باتاچاریا منظور این به رسیدن برای نمی�کنیم. محدود رأس�ها به فقط را خود جستجوی
یک هر برای دور و درخت مسیر، ساختار با متناسب سپس و جسته�اند بهره بالایی پوش مفهوم از [٧]

می�پردازیم. آن�ها معرفی به ادامه در که دادند ارائه الگوریتمی

بالایی پوش مفهوم

تعریف با سازگار که می�کنیم بیان G(V,E)گراف در هزینه توابع بالایی پوش برای تعریفی قسمت این در
است. اول فصل در شده بیان

x /∈ G′ هر برای ϕ(x, V صورت(′ این در Gباشد. از G′(Vزیرگرافی ′, E ′) فرضکنید .١.٣.٢ تعریف
می�نامیم. G′ برای هزینه) (توابع بالایی پوش را



١۵ مسیر روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله .۴.٢

در .max{ϕ(c١, V١(x١, x٢)), ϕ(c٢, V٢(x١, x٢))} = ϕ(c, V ) هرگاه گوییم بدیهی را شبکه یک
می�دهیم. قرار بحث مورد را غیربدیهی شبکه�های فقط ما فصل این

در باشد. G = (V,E) گراف در ١-مرکز مسأله برای جواب یک c رأس کنید فرض .٢.٣.٢ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را G وزن�دار شعاع صورت این

rG = max
v∈V

d(v, c)wv.

رأس یک را می�کند صدق ϕ(c, V ) = d(v, c)wv عبارت در که v ∈ V رأس هر ،c رأس برای
می�دهیم. نشان γ(c) با را آن و می�نامیم c برای بحرانی

داریم. مساله مورد در را زیر حقایق محققان گذشته�ی تحقیقات به توجه با

می�شود. محاسبه O(n) زمان طی درخت یک روی ٢-مرکز مسأله [٢]جواب .٣.٣.٢ لم

این در باشد. G گراف روی ٢-مرکز مسأله برای جواب یک {c١, c٢} کنید [٣١]فرض .۴.٣.٢ لم
c٢ و c١ بین مسیر روی که گونه�ای به دارد وجود G روی ١-مرکز مسأله برای c مانند جواب یک صورت

می�گیرد. قرار

برای جواب یک c و G گراف در ٢-مرکز مسأله برای جواب یک {c١, c٢} کنید [٧]فرض .۵.٣.٢ لم
{cρ١, c

ρ
٢} مانند ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک صورت این در باشد. G گراف ١-مرکز مسأله
می�گیرد. قرار c تا c٢ بین مسیری روی cρ٢ و c تا c١ بین مسیری روی c

ρ
١ که طوری به دارد وجود

داریم: ،ρ = ٠ وقتی
ψ٠(x١, x٢) = max{ϕ(x١, V١(x١, x٢)), ϕ(x٢, V٢(x١, x٢))}

همان این که کنیم مینیمم را سرویس�دهنده�ها از فاصله حداکثر یعنی ،ρ = ٠ وقتی هدف تابع مینیمم لذا
و x١ = c١ برابر ρ = ٠ وقتی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب نتیجه در است. ٢-مرکز مسأله تعریف

است. G گراف روی ٢-مرکز مسأله برای جواب یک {c١, c٢} آن در که است x٢ = c٢

مسیر روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله ۴.٢

مقدمات ١.۴.٢

نظر در را شده نامگذاری v١, v٢, . . . , vn با راست به چپ از رأس�هایش که را P = (V,E) مسیر
در می�شود. تشکیل خطی قسمت دو از fvi(x) = ϕ(x, {vi}) ، vi رأس هزینه�ی تابع نمودار بگیرید.
vi خود در نزولی، تابع vi به رسیدن تا v١ از شروع با که طوری به دارد V-شکل نموداری تابع این واقع
تنها ابتدا رأس که انتها و ابتدا رئوس جز به البته است. صعودی vi از بعد نقاط برای و صفر تابع مقدار
از یک هر منحنی راست سمت نیمه��ی ابتدا دارد. را نزولی قسمت تنها انتهایی رأس و صعودی قسمت
را EL(x) نام به آن�ها بالایی پوش و می�گیریم نظر در را (fviها) مسیر روی رئوس به متعلق توابع این
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می�توان vn تا v١ روی راست به چپ از حرکت با fviها محاسبه�ی با می�کنیم. محاسبه v١ از شروع با
کرد.[٧] محاسبه O(n) زمان در را EL

توجه با می�آوریم. دست به را ER(x) گرفته نظر در را fviها منحنی چپ سمت نیمه�های مشابه طور به
صعودی شاخه�های ماکزیمم که آن�جا از و می�کند تغییر افقی محور روی vn تا v١ از x نقطه�ی اینکه به
طور به ER منحنی ترتیب همین به و صعودی یکنواخت طور به EL که می�بینیم گرفتیم، نظر در را fviها

می�کنیم: تعریف است. نزولی یکنواخت
ϕ(x, V ) = E(x) = max{EL(x), ER(x)}

با که می�کنیم مشاهده است. محدب تابعی که می�گیریم نظر در ER و EL بالایی پوش همان را ϕ(x, V )

از حرکت ادامه در و ER(x) برابر E(x) تابع c به رسیدن تا v١ از حرکت با ER(x) بودن نزولی به توجه
مقدار مینیمم به ER(x) و EL(x) برخورد محل محاسبه�ی با می�شود. EL(x) برابر E(x) تابع vn تا c

است.(شکل٢.٢) (c)١-مرکز مسأله جواب همان که مسیر روی ϕ تابع مینیمم یعنی می�رسیم E(x)

ER(x) و EL(x) نمودارهای :٢.٢ شکل

مانند ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک آن�گاه ،ρ > ٠ اگر مسیر یک برای [٧] .١.۴.٢ لم
.ϕ(cρ١, V١) = ϕ(cρ٢, V٢) که گونه�ای به دارد وجود مسیر آن روی {c

ρ
١, c

ρ
٢}

،x′٢ تا c سمت به x٢ دادن حرکت ،ϕ(x١, V١) > ϕ(x٢, V٢) باشیم داشته که زمانی تا
میزان می�دهد. کاهش را ϕ(x٢, V ) اما نمی�دهد، قرار تاثیر تحت را max{ϕ(x١, V١), ϕ(x٢, V٢)}
برای که ψρ(x١, x٢)− ψρ(x١, x

′

٢) = ρ∆ داریم و است، ∆ = ϕ(x٢, V )− ϕ(x
′

٢, V ) برابر کاهش
است. مثبت مقداری ρ > ٠

روشن ما برای را مسأله جواب موقعیت�های ١.۴.٢ و ۵.٣.٢ لم می�کنیم مشاهده که همان�طور
هستند. الگوریتم طراحی در ما راهگشای فوق لم دو می�سازد.

مسیر الگوریتم ٢.۴.٢

روی بهینه ٢-مرکز پشتیبان محاسبه�ی برای الگوریتمی ١.۴.٢ و ۵.٣.٢ لم�های اساس بر می�توانیم اکنون
کنیم. طراحی مسیر یک
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ϕ(x١, V١) = باشیم داشته باید باشد، بهینه جواب یک بخواهد {x١, x٢} اگر ١.۴.٢ لم ادعای بنابر
تا ،fvj(x٢) = fvi(x١) که طوری به باشند موجود باید vj و vi ،ϕ تابع تعریف طبق لذا .ϕ(x٢, V٢)

شود. برقرار تساوی
از که همان�گونه .EL(x١) = fvi(x١) باشیم داشته viای ازای به کنید فرض شده، داده x١ برای
داشته که می�یابیم گونه�ای به را vj و x٢ اکنون است. EL(x) نمودار از قطعه�ای پیداست ٢.٢ شکل
توجه با حال دارند. وجود vjای و x٢ چنین ١.۴.٢ لم بنابر .fvj(x٢) = ER(x٢) = fvi(x١) باشیم
تابع vn تا c از حرکت ادامه در و ER(x) برابر E(x) تابع c به رسیدن تا v١ از حرکت با که این به
می�پردازیم. EL(x٢) و ER(x١) محاسبه به x٢ و x١ در E(x) محاسبه برای است، EL(x) برابر E(x)
باشند. داشته قرار نمودارشان از fvl(x) و fvk(x) قطعه روی ترتیب به EL(x٢) و ER(x١) فرضمی�کنیم

کنیم: بازنویسی زیر صورت به را مسأله هدف تابع می�توانیم fvj(x٢) = fvi(x١) تساوی به توجه با

ψρ(x١, x٢) = (١− ρ)fvi(x١) + ρ(fvk(x١) + fvl(x٢)). (٢.٢)

نوشت. y = aiz + bi خطی صورت به می�توان را fvi(x) بگیریم، نظر در v١ از فاصله را z اگر
همان یا پاره�خط�ها از یکی انتهای در آن مینیمم و است z از خطی تکه�ای تابع یک نیز (٢.٢) بنابراین
شکستگی نقاط این با متناظر x نقطه لذا می�افتد، اتفاق ER(x) یا EL(x) درنمودار شکستگی نقاط

بود. خواهند مسیر روی مسأله جواب برای کاندیدی
نمودارهای شکستگی نقاط باشد. P مسیر روی ٢-مرکز مسأله برای جواب یک {c١, c٢} کنید فرض
به چپ از گرفته�اند، قرار c و c١ بین که را آن�هایی و می�کنیم تصویر افقی محور روی را ER(x) و EL(x)

نقاط این ۵.٣.٢ لم به توجه با حال می�کنیم. نامگذاری z١(= c١), z٢, . . . , zm(= c) صورت به راست
بیابیم. را آن�ها با متناظر x٢ سپس و کنیم استفاده فوق توضیحات در مفروض x١ عنوان به می�توانیم را

داریم. را مسیر”٣ ٢-مرکز ”پشتیبان الگوریتم فوق توضیحات به توجه با اکنون

BU٢Center − Path ١ الگوریتم

برای را (c١, c٢) مانند ٢-مرکز مسأله برای جواب یک و c مانند مرکز یک , EL(x), ER(x) .١
کن. محاسبه مسیر

کن. تکرار را ۵ تا ٣ مراحل k = ١,٢, . . . ,m برای .٢

.fvi(x) = EL(x١) که بیاب گونه�ای به را vi و x١ = zk بده قرار .٣

.fvj(x٢) = ER(x٢) = fvi(x١) که کن تعیین گونه�ای به را x٢ و vj .۴

کن. محاسبه را (٢.٢) مقدار .۵

٣BU2Center-Path



١٨ تکدوری گراف و دور درخت، مسیر، روی ٢-مرکز پشتیبان مساله .٢

مقدار کمترین با متناظر {x١, x٢} کن. محاسبه مختلف kهای ازای به را (٢.٢) مقدار کمترین .۶
است. مسیر روی {cρ١, c

ρ
٢} ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک

از فاصله همان یا z) می�دهیم حرکت راست به را x١ که همچنان می�شود مشاهده فوق الگوریتم در
برسیم. بهینه x٢ و x١ به درنهایت تا می�کند حرکت چپ به یکنواخت طور به x٢ می�یابد) افزایش v١
در آمده بدست جواب دو بین از سپس می�کنیم پیاده نیز شده داده مسیر معکوس روی را فوق الگوریتم

می�دهیم. ارائه را بهینه جواب گرفته مینیمم ۶ مرحله

است. محاسبه قابل O(n) زمان در مسیر یک روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب [٧] .٢.۴.٢ قضیه

درخت روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله ۵.٢

هر پیمایش بنابراین است، دودویی و متوازن۴ شده داده درخت که است این بر ما فرض بخش این در
شده ثابت نیز درخت�ها سایر برای می�شود. انجام O(log n) زمان در درخت ریشه�ی تا برگ یک از مسیر
ساختاری به را درخت می�توان [۶, ۴] اسپاین”۵ درخت ”تجزیه جمله از الگوریتم�هایی اعمال با که است

باشد. داشته را متوازن دودویی درخت یک ویژگی�های که کرد تبدیل
داریم. درخت برای را زیر لم مسیر، برای ١.۴.٢ لم همانند

{cρ١, c
ρ
٢} ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک آن�گاه ،ρ > ٠ اگر درخت، هر برای [٧] .١.۵.٢ لم

می�کند. صدق ϕ(cρ١, V١) = ϕ(cρ٢, V٢) در که دارد وجود درخت روی

درخت الگوریتم ١.۵.٢

برای جواب یک {c١, c٢} اگر ۵.٣.٢ لم طبق می�کنیم. طراحی درخت برای الگوریتمی ۵.٣.٢ لم براساس
c١ بین مسیر روی {cρ١, c

ρ
٢} مانند ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک آن�گاه باشد، ٢-مرکز مسأله

برای جستجو و می�کنیم پیدا مفروض درخت روی ٢-مرکز مسأله برای جواب یک لذا دارد. وجود c٢ تا
یافتن الگوریتم قبلا که آن�جا از حال می�کنیم. محدود مسیر همان به را ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب

رسید. خواهیم هدف به راحت�تر آوردیم دست به را مسیر یک روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب
< u١, u٢, . . . , ut > و باشد T درخت روی ٢-مرکز مسأله برای جواب یک {c١, c٢} کنید فرض
می�گیریم. نظر در c٢ تا c١ از افقی مسیری عنوان به را π(c١, c٢) باشد. π(c١, c٢) مسیر رئوس دنباله�ی
هزینه�ی توابع بالایی پوش عنوان به EL(x) می�کنیم. تعریف بالایی پوش دو x ∈ π(c١, c٢) هر ازای به
T از رئوسی هزینه�ی توابع بالایی پوش عنوان به ER(x) و دارند قرار x چپ سمت در که T از رئوسی

ببینید) را (شکل٣.٢ واقعند. x راست سمت در که

۴balanced
۵spine tree decomposition



١٩ دور روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله .۶.٢

EL(x), ER(x) :٣.٢ شکل

۶ درخت ٢-مرکز پشتیبان الگوریتم
BU٢Center − Tree ٢ الگوریتم

قرار و کن محاسبه T درخت برای {c١, c٢} مانند درخت روی ٢-مرکز مسأله برای جواب یک .١
بده

π(c١, c٢) = ⟨u١(= c١), u٢, . . . , ut(= c٢)⟩.

کن. محاسبه را ER(x) و EL(x) توابع .٢

کن. اعمال π(c١, c٢) روی را BU٢Center − Path الگوریتم .٣

زمان در نیز ٢ مرحله در ER(x) و EL(x) و می�شود انجام O(n) زمان در ٣.٣.٢ لم طبق ١ مرحله
اند[١٨]. محاسبه قابل O(n log n)

با را درخت روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله همکارانش[٣١] و ونگ کردیم، اشاره قبلا که همان�طور
کردند. حل O(n) زمان در شوند، محدود رأس�ها به مراکز و باشند مساوی وزن�های با رئوس اینکه شرط
می�شود. اجرا خطی زمان در نیز کردیم ارائه که الگوریتمی شد ذکر که محدودیت�هایی گرفتن نظر در بدون
پشتیبان مسأله جواب نیز باشد عضو ثابت تعداد با مجموعه�ای عضو رأس هر وزن هرگاه است شده ثابت

است. دستیابی قابل O(n) زمان در درخت روی ٢-مرکز

دور روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله ۶.٢

C(a, b) نماد a, b ∈ C هر برای بگیرید. نظر در lC یال�ها) همه طول (مجموع محیط با را C(V,E) دور
یا (ساعتگرد b تا a از مسیر کوتاهترین طول d(a, b) و می�دهد نشان را b تا a از C ساعتگرد بخش
p ∈ C و C دور روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک {cρ١, c

ρ
٢} کنید فرض است. پادساعتگرد)

می�نامیم. p مقابل”٧ ”نقطه دارد قرار p از lC/٢ فاصله�ی در که را α(p) نقطه�ی .(۴.٢ (شکل باشد،

۶BU2Center-Tree
٧antipode



٢٠ تکدوری گراف و دور درخت، مسیر، روی ٢-مرکز پشتیبان مساله .٢

رأس کردن اضافه با را دور این می�سازیم. C(V,E) دور روی از را C ′(V ′, E ′) شده�ی تکمیل دور حال
دور مرکز نقطه همچنین می�سازیم. آن، به صفر وزن اختصاص و v رأس هر مقابل نقطه محل در α(v)

.V ′ = {v١, v٢, . . . , vn} می�دهیم قرار می�کنیم. اضافه نیز را α(c) آن مقابل نقطه و c

(vj−١, vj)یال حذف با آمده بدست ب)مسیر دور الف)افراز :۴.٢ شکل

نقاط برای که بیاورید یاد به ٢-٣ بخش از می�دهد. ارائه را V ′ از افراز یک آن مقابل یال و یال هر
یک حذف با می�توانیم مشابها کردیم. افراز V٢(x١, x٢) و V١(x١, x٢) به را V ،x١ ̸= x٢ که {x١, x٢}

کنیم. افراز V٢ و V١ به را V ′ آن، مقابل یال و یال

باشد C دور روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک {cρ١, c
ρ
٢} کنید فرض [٧] .١.۶.٢ گزاره

که طوری به cρ٢ و cρ١ وسط نقطه α(o) و o ∈ C(cρ٢, c
ρ
١) که طوری به باشد cρ٢ و cρ١ وسط نقطه o و

d(x, cρ١) < ،x ̸= o, α(o) که x ∈ C ′(o, α(o)) نقطه�ی هر ازای به صورت این در .α(o) ∈ C(cρ١, c
ρ
٢)

.d(x, cρ١) > d(x, cρ٢) داریم x ̸= o, α(o) که x ∈ C ′(α(o), o) نقطه�ی هر برای مشابهاً .d(x, cρ٢)

و x ∈ C ′(v, α(v)) وقتی f cw
v (x) = fv(x) = ϕ(x, {v}) می�دهیم قرار v ∈ V ′ هر برای

قرار x ∈ C ′(α(v), v) برای ترتیب همین به .x ∈ C ′(α(v), v) وقتی f cw
v (x) = ٠ می�دهیم قرار

.f ccw
v (x) = ٠ می�دهیم قرار نیز x ∈ C ′(v, α(v)) برای و f ccw

v (x) = fv(x) = ϕ(x, {v}) می�دهیم
قابل O(n log n) زمان در که شده ثابت و شده تعریف زیر صورت به توابع این بالایی پوش همچنین

محاسبه�اند[١٨].

Ecw(x) = max{f cw
vi
(x) | i = ١,٢, . . . , n}

Eccw(x) = max{f ccw
vi

(x) | i = ١,٢, . . . , n}

E(x) = max{Ecw(x), Eccw(x)} = ϕ(x, V ′)

مسیر یک به (vj−١, vj) یال حذف با C ′ که وقتی داریم را ۵.٢ شکل نیز بخش این در شکل٢.٢ مشابه
است. شده تبدیل



٢١ دور روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله .۶.٢

دور الگوریتم ١.۶.٢

دو به را V ′ ،C ′ از (vk−١, vk) ∈ E ′ و (vj−١, vj) ∈ E ′ مانند آن مقابل یال و یال یک حذف
c′١ و باشند V از رأس یک حداقل شامل V٢ و V١ می�کنیم فرض می�کند. افراز V٢ و V١ بخش
صورت این در باشد. V٢ با شده تعریف زیرگراف ١-مرکز c′٢ و V١ با شده تعریف زیرگراف ١-مرکز
داریم x٢ ∈ π(vk, vj−١) هر برای و ϕ(x١, V١) ⩾ ϕ(c′١, V١) ، x١ ∈ π(vj, vk−١) هر ازای به

.ϕ(x٢, V٢) ⩾ ϕ(c′٢, V٢)

چپ سمت نیمه�ی که می�کند تبدیل مسیر یک به را C ′ ، (vj−١, vj) ∈ E ′ مانند یال یک حذف
و EL(x) مسیر این گرفتن نظر در با است. V٢ رئوس شامل آن راست نیمه�ی و V١ رئوس شامل آن

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را ER(x)

EL(x) = max{f cw
v (x) | v ∈ V١}

ER(x) = max{f ccw
v (x) | v ∈ V٢}

کنید. توجه ۵.٢ شکل به حال

Map−Bending − Pts١ روند ٣ تا ١ مراحل نمایش :۵.٢ شکل

E(x) اینجا باشید داشته توجه البته کرده�ایم. محاسبه C ′ برای را E(x) = ϕ(x, V ′) قبلا کنید فرض
EL(x) روی را E(x) و ER(x) شکستگی نقاط حال است. داشتیم P مسیر در که آن�چه از متفاوت
نقاط ”نگاشت روند از کار این برای می�نگاریم. ER(x) روی را E(x) و EL(x) شکستگی نقاط و

می�کنیم. استفاده شکستگی”٨

Map−Bending − Pts ١ روند

با ۵.٢ شکل در که همان�گونه کن. ترسیم ER(x) و EL(x) روی را E(x) شکستگی نقاط .١
شده. داده نشان پایین به رو پیکان�های

٨Map-Bending-Pts



٢٢ تکدوری گراف و دور درخت، مسیر، روی ٢-مرکز پشتیبان مساله .٢

به را ١ مرحله�ی از آمده دست به نقاط و ER(x) خود شکستگی نقاط از اعم ER(x) روی نقاط .٢
کن. ترسیم EL(x) روی افقی صورت

١ مراحل از آمده دست به نقاط و EL(x) خود شکستگی نقاط از اعم EL(x) روی نقاط تمامی .٣
کن. نامگذاری a١, a٢, . . . , at ترتیب به v١ از شروع با ساعتگرد صورت به را ٢ و

به را ١ مرحله�ی از آمده دست به نقاط و EL(x) خود شکستگی نقاط از اعم EL(x) روی نقاط .۴
کن. ترسیم ER(x) روی افقی صورت

را ۴ و ١ مراحل از آمده دست به نقاط یا ER(x) خود شکست نقاط از اعم ER(x) روی نقاط .۵
کن. نامگذاری b١, b٢, . . . , bt ترتیب به vn از شروع با پادساعتگرد صورت به

می�شود. اجرا O(n) زمان در Map−Bending − Pts روند [٧] .٢.۶.٢ لم

c′٢ و ER(x) روی را c′١ سپس و میزنیم علامت ER(x)روی را c′٢ و EL(x) روی را c′١ نقطه�ی اکنون
< b١, b٢, . . . , bt′ > و < a١, a٢, . . . , at′ ترتیب< به را حاصل دنباله�های و می�نگاریم EL(x) روی را

است. t′ = t+ ٢ آن در که می�کنیم نام�گذاری
در گونه�ای به را {x١, x٢} نقاط باشند. C ′ روی bi و ai متناظر نقاط p(bi) و p(ai) کنید فرض
داریم x٢ای و x١ چنین ازای به باشد x٢ ∈ C ′(p(bi, c

′
٢) و x١ ∈ C ′(p(ai), p(ai+١)) که بگیرید نظر

بنابراین ، ϕ(x١, V١) ⩾ ϕ(x٢, V٢)

ψρ(x١, x٢) = (١− ρ)max{ϕ(x١, V١), ϕ(x٢, V٢)}+ ρ(ϕ(x١, V
′) + ϕ(x٢, V

′)) (٣.٢)

= (١− ρ)ϕ(x١, V١) + ρ(ϕ(x١, V
′) + ϕ(x٢, V

′)) (۴.٢)

x١ = که می�کند اختیار را خود مینیمم زمانی (٢.٢) در (١− ρ)ϕ(x١, V١) + ρϕ(x١, V
′) قسمت

x٢ ∈ C ′(p(bi, c
′
٢) ازای به ϕ(x٢, V ′) یعنی آخر عبارت مینیمم مقدار .x١ = p(ai+١) یا p(ai)

و x١ ∈ C ′(c′١, p(ai)) اگر ترتیب همین به است. محاسبه قابل E(x) تابع روی از راحتی به نیز
بهینه را زیر تابع می�توان حالت این در .ϕ(x١, V١) ≤ ϕ(x٢, V٢) آن�گاه ،x٢ ∈ C ′(p(bi+١), p(bi))

کرد.
ψρ(x١, x٢) = (١− ρ)ϕ(x٢, V٢) + ρ(ϕ(x١, V

′) + ϕ(x٢, V
′)) (۵.٢)

توابعی شامل تنها (٢.٢) آن�گاه x٢ ∈ C ′(p(bi+١, p(bi)) و x١ ∈ C ′(p(ai), p(ai+١)) اگر حال
محاسبه قابل ثابت زمان در می�کند مینیمم را (٢.٢) که ,x١}ای x٢} زوج و است x٢ و x١ از خطی

است.
معلوم شده حذف یال ازای به هدف تابع برای که مقادیری مینیمم تمام مینیمم با متناظر {x١, x٢} زوج
است. C دور روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب برای کاندید یک آوردیم دست به ،(vj−١, vj) ∈ E ′

یافتن برای الگوریتمی می�توان x٢ و x١ برای شده ذکر موقعیت سه و توضیحات این به توجه با حال
داد. ارائه دور یک روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب

دور برای را دوری”٩ ٢-مرکز ”پشتیبان الگوریتم باشند. C ′ یال�های e١, e٢, . . . , en کنید فرض

٩BU٢Center − Cycle(C ′)
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داریم.

BU٢Center − Cycle(C ′) ٣ الگوریتم

کن. محاسبه را E(x) .١

کن. اجرا را ۴ و ٣ مراحل و کن حذف را ej یال j = ١,٢, . . . , n برای .٢

کن. محاسبه را آمده دست به مسیر ER(x) و EL(x) .٣

{x١, x٢} زوج سه i = ١,٢, . . . , t′−١ برای کن. فراخوانی Map−Bending−Ptsرا روند .۴
باشند زیر شرایط از یکی دارای یک هر که بیاب گونه�ای به را

و x١ ∈ C ′(p(ai), p(ai+١)) که طوری به می�کند مینیمم را (٣.٢) عبارت {x١, x٢} (آ)
.x٢ ∈ C ′(p(bi, c

′
٢)

x٢ ∈ و x١ ∈ C ′(c′١, p(ai)) که طوری به می�کند مینیمم را (۴.٢) عبارت {x١, x٢} (ب)
.C ′(p(bi+١), p(bi))

و x١ ∈ C ′(p(ai), p(ai+١)) که گونه�ای به می�کند مینیمم را (٢.٢) عبارت {x١, x٢} (ج)
. x٢ ∈ C ′(p(bi+١, p(bi))

کن. معرفی را هزینه کمترین دارای زوج ،۴ مرحله�ی در آمده دست به زوج�های بین از .۵

یال هر برای الگوریتم ارائه از قبل شده یاد نکات به توجه با که است ۴ مرحله�ی مرحله، زمانبرترین
می�شود. اجرا O(n) زمان در

در را دور یک ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب BU٢Center − Cycle الگوریتم [٧] .٣.۶.٢ قضیه
می�کند. محاسبه O(n٢) زمان

تک�دوری گراف ٧.٢

این در باشد. C مانند دور یک شامل تنها که است گرافی G = (V,E) مانند تک�دوری گراف یک
صورت این غیر در باشد. ٣ حداکثر C دور از رأس هر درجه�ی می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون بخش
که درختی به G گراف در کنیم. اضافه گراف به صفر طول با یال�هایی و صفر وزن با رأس�هایی می�توانیم
یک می�کند، وصل u به را درخت که یالی و u رأس خود استثنای به است متصل C دور در u رأس به

(۶.٢ (شکل می�دهیم. نشان Γ(u) با را آن و گوییم ”پیوند”١٠
و بن-مشه روش مطابق را c همچون G گراف ١-مرکز مسأله برای جواب یک است لازم ابتدا
داشته اختیار در را {c١, c٢} مانند G روی ٢-مرکز مسأله برای جواب یک همچنین و [٣] در همکاران

١٠graft
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تک�دوری گراف :۶.٢ شکل

می�کند، وصل p به را Γ(p) که یالی یا Γ(p) که باشد رأسی p ∈ C کنید فرض .[٣ ،٢] باشیم
می�کنیم فرض حال می�نامیم. C در والد”١١ ”پیوند یک را Γ(p) صورت این در باشند. c شامل
بنابر دارند. قرار C دور روی ساعتگرد صورت به که باشند رأسی g =)p؛ u٠), u١, u٢, . . . , ug−١

بود. خواهد متصل پیوند یک به حداکثر uk ،k هر ازای به داشتیم که فرضی
اعمال با می�توان صورت این غیر در باشد دودویی و متوازن درخت یک پیوند هر کنید فرض
را G [۶] در همکاران و باتاچاریا .[۴, ۶] درآورد دودویی و متوازن صورت به را پیوندها الگوریتم�هایی
پیوند هر بالایی پوش می�توان G روی پردازشی چنین انجام با که می�کنند تبدیل درختی١٢ ساختار یک به

کرد[۶]. محاسبه O(n log n) زمان در را
داشت. خواهیم را زیر لم ۵.٣.٢ لم اساس بر

.cρ١ ∈ Γ(uj)
∪
Γ(p)

∪
C صورت این در .c١ ∈ Γ(uj) کنید فرض [٧] .١.٧.٢ لم

گراف�های در ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب احتمالی موقعیت درباره�ی تاکنون چه آن به توجه با
داشت. خواهیم را زیر جدول گفتیم مختلف

تک�دوری گراف روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب برای ممکن حالت شش :١.٢ جدول
(i)cρ١, c

ρ
٢ ∈ C (ii)cρ١ ∈ Γ(uj); c

ρ
٢ ∈ Γ(uk) (iii)cρ١ ∈ Γ(uj); c

ρ
٢ ∈ C

I c١, c٢ ∈ C A - -
II c١ ∈ Γ(uj); c٢ ∈ Γ(uk) B D E

III c١ ∈ Γ(uj); c٢ ∈ C C - F

١١parent graft
١٢cycle envelope tree



٢۵ تک�دوری گراف .٧.٢

گرفته�ایم. نظر ١.٢در جدول در III و II و I ردیف�های عنوان به را c٢ و c١ برای ممکن موقعیت سه
uj به را Γ(uj) که یالی روی یا Γ(uj) در c١ که معناست این به c١ ∈ Γ(uj) ١.٢ جدول در نمونه برای
گذاشته�اند. نمایش به را cρ٢ و c

ρ
١ برای ممکن موقعیت�های نیز جدول ستون�های دارد. قرار می�کند وصل

مانند بیفتد. اتفاق نمی�تواند مربوطه ستون و سطر ترکیب که معناست این به جدول در ”_” علامت
بیفتد. اتفاق نمی�تواند ۵.٣.٢ لم بنابر که I − ii

داریم. کردن بررسی برای حالت شش بنابراین

مسأله�ی در اینکه وجود با باشید داشته توجه هستند. دور مساله�ی مشابه حالت�ها این :C،B،A حالت
توابع این اینجا هستند پیوسته شده�اند داده نشان ۵.٢ شکل در که ϕ(x٢, V٢) و ϕ(x١, V١) دور
هر داشتیم BU٢Center−Cycle در که همانطور نباشند. پیوسته است ممکن اما هستند یکنوا
مسیر به پیوندها این�جا در چون حال می�کردیم. تبدیل مسیر یک به را C کرده حذف را یال یک بار
O(n log n) زمان در ER(x) و EL(x) محاسبه�ی [١٨] در آمده به�دست نتایج طبق هستند متصل
اجرا O(n٢ log n) زمان در شده) (اصلاح BU٢Center − Cycle بنابراین می�گیرد. انجام

شد. خواهد

بنابراین .cρ٢ ∈ π(c٢, uk) و cρ١ ∈ π(c١, uj) داریم و می�گذرد uk و uj از π(c١, c٢) مسیر :D حالت
به ترتیب به را ER(x٢) و EL(x١) بالایی پوش�های لذا است. درخت مسأله مشابه حالت این
برای E(x١) محاسبه برای حال می�کنیم. محاسبه x٢ ∈ π(c٢, uk) و x١ ∈ π(c١, uj) ازای
درخت بالایی پوش ،E(x١) لذا می�کنیم. حذف را شده واقع آن در α(uj) که یالی گراف، کل
آن در α(uk) که یالی حذف با x٢ ∈ π(c٢, uk) برای ترتیب همین به نیز E(x٢) است. حاصل
الگوریتم مشابه حالت این در جواب محاسبه برای لازم زمان پس آمد. خواهد دست به شده واقع

است. O(n log n) یعنی BU٢Center − Tree

C از قسمتی می�تواند cρ١ مرکز هستند. D حالت مشابه E(x١) و EL(x١) حالت، این در :E,F حالت
کنیم حذف را e ∈ C همچون یال یک اگر بپوشاند. را C بقیه cρ٢ است لازم چنان�که بپوشاند را
جواب همان درخت این روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب البته داشت. خواهیم درخت یک

بود. نخواهد ما تک�دوری گراف روی ٢-مرکز پشتیبان

{cρ١, c
ρ
٢} همچون ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک کنیم. نگاه مسأله به معکوس بگذارید

در که همان�طور را G گراف موقعیت این .cρ١ ∈ Γ(uj); c
ρ
٢ ∈ C که گونه�ای به بگیرید نظر در را

G١ به متعلق C از قسمتی اگر می�کند. تقسیم G٢ و G١ قسمت دو به داده�ایم، نشان ۶.٢ شکل
کنیم، حذف G از را e فقط اگر می�کنند. جدا G٢ از را G١ ،e′ و e یال دو صورت این در باشد.
درخت این روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک {cρ١, c

ρ
٢} و داشت خواهیم درخت یک

می�کنیم. استفاده ϕ(x٢, V ) = E(x٢) و ϕ(x١, V ) = E(x١) از ٢.٢ در که ترتیب این به است،
روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله بهینه جواب آن حذف با که باشد داشته وجود باید یالی یک بنابراین
این رسید. خواهیم صحیح یال به نهایت در کنیم امتحان را یال�ها همه اگر حال آید. دست به G
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می�آید. دست به آن حذف ازای به هدف تابع مینیمم مقدار که بود خواهد یالی همان یال

می�کنیم. امتحان را π(c١, uj) مسیر روی یال�های تمامی ما می�افتد G٢ در کاملا C که حالتی در
زمان در حاصل گراف روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب می�کنیم حذف را یالی که بار هر
دارای که می�کنیم انتخاب را جوابی نامزدها، تمام بین از آمد. خواهد دست به O(n log n)
مسأله جواب حالت بدترین در حالات تمامی گرفتن نظر در با نتیجه در باشد. هزینه کم�ترین

شد. خواهد محاسبه O(n٢ log n) زمان در تک�دوری گراف روی ٢-مرکز پشتیبان

داشت. خواهیم را زیر قضیه فوق حالات گرفتن نظر در با مجموع در

O(n٢ log n) زمان در می�توان را تک�دوری گراف روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب [٧] .٢.٧.٢ قضیه
کرد. محاسبه



٣ فصل

بازه�ای گراف روی ٢-مرکز پشتیبان مساله
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مقدمه ١.٣

گراف یک را G(S) = (V,E) تعریف طبق می�شویم. متمرکز بازه�ای١ گراف�های روی فصل این در
تناظری که طوری به باشد موجود حقیقی اعداد محور روی بازه�های از S مجموعه�ی هرگاه گوییم بازه�ای
است E در یالی (vi, vj) که به�گونه�ای باشد موجود Ii ∈ S بازه�های و vi ∈ V رئوس بین یک به یک

می�نامیم. G برای بازه�ای”٢ ”مدل یک را S مجموعه�ی .Ii ∩ Ij ̸= ∅ اگر فقط و اگر
، ٣V LSI طراحی به می�توان آن�ها ازجمله دارند کاربرد زمینه�ها از بسیاری در بازه�ای گراف�های
کرده�اند ثابت محققان کرد. اشاره باستان�شناسی و ترافیک کنترل زیست�شناسی، ، زمان�بندی۴ مسائل
کامل گراف است.[٢۴] حل قابل O(|V | + |E|) زمان در گراف یک بودن بازه�ای تشخیص مسأله�ی

است. بازه�ای گراف یک
بازه�ای گراف�های روی را ٢-مرکز پشتیبان مسأله [١٩] در کنگ و هنگ تحقیقات طبق فصل این در

می�دهیم. ارائه آن حل برای موثری الگوریتم و می�کینم بررسی واحد یال طول با

مسأله تعریف و پیش�نیازها ٢.٣

نقطه وسیله�ی به A ∈ S بازه�ی هر باشد. شده داده ،G بازه�ای مدل در بازه n از مجموعه�ای S کنید فرض
کلیت از کاستن بدون .A = [aA, bA] مثل می�شود. تعریف bA راست انتهایی نقطه و aA چپ انتهایی
بازه�های می�توانیم همچنین باشند. نداشته یکسان انتهایی نقطه S در متمایز بازه�ی دو هیچ می�کنیم فرض
به می�توان سهولت برای .I١, I٢, . . . , In مانند کنیم مرتب راست انتهایی نقاط اساس بر را S درون
در کرد. استفاده Ii بازه�ی راست و چپ انتهایی نقاط نمایش برای bIi و aIi جای به bi و ai از ترتیب
[١٨] در جمله از زیادی مقاله�های در بازه�ها سازی مرتب .b١ < b٢ < · · · < bn داریم صورت این

است. شده بررسی
مشخص i١, i٢, . . . , in با می�توان را چپ انتهایی نقاط براساس بازه�ها ترتیب مشابه طور به حال
I١ که معنی این به in = n و i١ = ١ می�کنیم فرض .ai١ < ai٢ < · · · < ain که طوری به کرد
با بازه�ای In و است راست انتهایی نقطه چپ�ترین و چپ انتهایی نقطه چپ�ترین دارای که است بازه�ای
به را I١ می�توان نباشد چنین اگر است. چپ انتهایی نقطه راست�ترین و راست انتهایی نقطه راست�ترین
شود. حفظ همچنان بازه�ها بین همسایگی رابطه�ی حالی�که در داد گسترش راست به را In و چپ سمت
بازه�ای گراف�های روی مسیر کوتاهترین مسأله حل درباره�ی خود مقاله�ی در همکارانش[٩] و چن
مفهوم این [٨] در چیو و براندیو ایده، این اساس بر می�کنند. تعریف بازه�ها روی جانشینی”۵ ”تابع یک

١interval graphs
٢interval model
٣VLSI design
۴scheduling
۵successor function
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A کنید فرض دادند. تعمیم چپ و راست جانشینی۶ تابع k-امین و چپ و راست جانشینی تابع به را
بازه�ای از است عبارت می�دهیم، نشان R(A) با را آن ما که A راست جانشینی تابع باشد. S در بازه�ای
و R٠(A) = A داریم همچنین است. راست انتهایی نقطه راست�ترین دارای داشته اشتراک A با که
نیز Lk(A) و چپ جانشینی تابع L(A)؛ است. A جانشینی تابع k-امین Rk(A) = R(Rk−١(A))

می�شوند. تعریف مشابه طور به
Aرئوس بین متناظر فاصله�ی همان B و A بین d(A,B) فاصله�ی ،A,B ∈ S بازه�ی دو هر برای
تابع پایه بر داده�ای ساختمان از استفاده با وهمکارانش[٩] چن می�شود. تعریف G(S) گراف در B و

کرده�اند. محاسبه ثابت زمان در را دلخواه بازه�ی دو هر میان فاصله و مکرر جانشین�های جانشینی؛

بازه�ای گراف�های روی مسیر کوتاهترین مسأله ١.٢.٣

دنباله�ای ،J ∈ S بازه�ی به I ∈ S بازه�ی از ”مسیر” یک باشد. شده داده S بازه�ای مدل کنید فرض
هر برای Ji+١ و Ji و Jk = J و J١ = I که گونه�ای به است S بازه�های از σ(J١, J٢, . . . , Jk) همچون
یک σ .(k)است σ بازه�های تعداد برابر σ مسیر ”طول” دارند. اشتراک هم با i ∈ {١,٢, . . . , k−١}
در J و I بین ممکن مسیرهای همه�ی بین طول کوچکترین دارای اگر است J به I از مسیر” ”کوتاه�ترین
به I از مسیر کوتاه�ترین طول برابر که است J و I بازه�ی دو بین ”فاصله” نشان�دهنده d(I, J) باشد. S
بین مسیر کوتاهترین محاسبه از عبارتست S روی مسیر کوتاهترین مسأله می�شود. تعریف ١ منهای J
معرفی و انتهایی نقاط اساس بر بازه�ها مرتب�سازی از بعد همکارانش و چن .S در دلخواه بازه�ی دو هر
ما این�جا در کردند.[٩] حل را مسأله می�شود محاسبه O(n) زمان در که درختی� داده�ی ساختمان یک
تابع برای SUC(I) نماد از آن�ها مقاله�ی در داد. خواهیم ارائه مثال یک و کرده بیان را روش این چکیده
جانشینی توابع محاسبه برای را روندی وهمکارانش چن است. شده استفاده (R(I))راست جانشینی
ازای به مکرر جانشینی توابع و SUC(Ii) روند، اجرای از بعد داده�اند. ارائه را S در دلخواه بازه هر برای

[٩] بود. خواهد دسترس در S بازه�های همه
درختی T جا این در می�کنیم. معرفی را درختی ساختار جانشینی تابع تعریف به توجه با ابتدا
که Ii هر برای که می�شود ساخته این�طور و هستند S مرتب�شده بازه�های آن رأس�های که است ریشه�دار
”سطح”٧ درخت این در می�باشد. T در Ii والد رأس با متناظر SUC(Ii) ،i = ١,٢, . . . , n − ١
سطح می�گیریم. نظر در خود والد رأس سطح از بیشتر یکی رأس هر سطح و صفر برابر را درخت ریشه�ی
به توجه با که می�کنیم بیان را روشی لم چند ارائه�ی از بعد می�دهیم. نشان Level(Ii) با را Ii بازه�ی هر

کنیم. محاسبه را S بازه�های بین فاصله T رئوس سطح شماره
که صورتی در و می�دهیم نشان Ii ∼ Ij با را دارند اشتراک هم با که Ij و Ii بازه�ی دو قسمت این در
است. T در Ii جد rامین ،SUCr(Ii) همچنین می�کنیم. استفاده Ii ≁ Ij نماد از باشند نداشته اشتراک

می�کنیم. بیان رئوس سطح شماره از استفاده با بازه�ها فاصله محاسبه برای مفید لم چند حال

.Ii
∩
Ij = ∅ آن�گاه ،|Level(Ij)− Level(Ii)| > ١ اگر Ij و Ii بازه دو هر برای [٩] .١.٢.٣ لم

۶k-th iterated successor
٧level
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آن�گاه ،Level(Iy) = Level(Ix) اگر Iy و Ix بازه�ی دو هر برای [٩] .٢.٢.٣ لم

.d(Ix, Iy) = ١ آن�گاه ،Ii ∼ Ij اگر الف)

.d(Ix, Iy) = ٢ این�صورت غیر در ب)

آن�گاه ،Level(Iy) = Level(Ix)− ١ اگر Iy و Ix بازه�ی دو هر برای [٩] .٣.٢.٣ لم

.d(Ix, Iy) = ١ آن�گاه ،Ix ∼ Iy اگر الف)

.d(Ix, Iy) = ٢ آن�گاه ،SUC(Ix) ∼ Iy اگر این�صورت غیر در ب)

.d(Ix, Iy) = ٣ این�صورت غیر در ج)

.d(Ix, Iy) ⩾ ٢ و aIy > aIx طوری�که به باشند شده داده Iy و Ix بازه�ی دو کنید فرض [٩] .۴.٢.٣ لم
می�گذرد. SUC(Ix) بازه�ی از که دارد وجود Iy به Ix از مسیری کوتاهترین این�صورت در

آن�گاه Level(Iy) < Level(Ix)− ١ صورتی�که در Iy و Ix بازه�ی دو برای [٩] .۵.٢.٣ لم
d(Ix, Iy) = Level(Ix)− Level(Iy)− ١+ d(Iz, Iy),

.Iz = SUCLevel(Ix)−Level(Iy)−١(Ix) آن در که

می�کنیم. بررسی را زیر مثال شده بیان لم�های به توجه با حال

S بازه�ای مدل :١.٣ شکل

توجه با شده�اند. مرتب راست انتهایی نقطه اساس بر بازه�ها ١.٣ شکل در می�کنیم مشاهده .۶.٢.٣ مثال
داریم: دادیم، ارائه جانشینی تابع برای که تعریفی به

SUC(I١) = I۴, SUC(I٢) = I۴, SUC(I٣) = I۵, SUC(I۴) = I٩,

SUC(I۵) = I٩, SUC(I۶) = I٩, SUC(I٧) = I١٠, SUC(I٨) = I١٠,

SUC(I٩) = I١٠, SUC(I١٠) = I١٠.
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بازه�ها میان فاصله محاسبه :٢.٣ شکل

I٩ و I٨ و I٧ بازه�های والد نیز I١٠ ،I۶ و I۵ و I۴ والد I٩ ،I٣ والد I۵ ،I٢ و I١ والد I۴ نتیجه در
I٩ یعنی I١٠ فرزندان لذا است صفر آن سطح نتیجه در و می�گیریم ریشه را I١٠ روابط این بنابر است.

هستند. ٣ سطح در I٣ و I٢ و I١ و ٢ سطح دارای I۶ و I۵ و I۴ و ١ سطح دارای I٧ و I٨ و
بیابیم. شده بیان لم�های از استفاده با را دلخواه بازه دو فاصله می�توانیم اطلاعات این داشتن با حال
صدق ۵.٢.٣ لم شرایط در I٨ و I٢ داریم که داده�هایی طبق بگیرید. نظر در را d(I٢, I٨) مثال برای

لذا Level(I٨) = ١ < Level(I٢)− ١ = ٢ می�کنند.

d(I٢, I٨) = Level(I٢)− Level(I٨)− ١+ d(Iz, I٨), Iz = SUC(I٢) = I۴,

=⇒ d(Iz, I٨) = d(I۴, I٨)

از لذا Level(I٨) = Level(I۴) − ١ می�کنند. صدق ٣.٢.٣ لم شرایط در خود I٨ و I۴ بازه�های حال
داریم ٣.٢.٣ لم ب قسمت طبق پس I٩ = SUC(I۴) ∼ I٨ ولی ندارند اشتراک هم با I٨ و I۴ که آن�جا

می�آید دست به زیر صورت به d(I٢, I٨) نهایت در d(I۴, I٨) = ٢

d(I۴, I٨) = ٢ =⇒ d(I٢, I٨) = ٣− ١− ١+ ٢ = ٣.

عدد و B و A بازه�ی هر برای ،S اعضای روی O(n) زمان با اولیه پردازش یک از [٩]بعد .٧.٢.٣ لم
می�شوند. محاسبه ثابت زمان در d(A,B) و Lk(A) و Rk(A) ،k مفروض صحیح

بهینه ٢-مرکز پشتیبان ٣.٣

گراف�های برای را ٢-مرکز پشتیبان مسأله هدف تابع شده ذکر نمادهای و مفاهیم به توجه با قسمت این در
کرد. خواهیم بیان بازه�ای

گراف روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله�ی در سرویس�دهنده دو شکست�های احتمال ρ٢ و ρ١ کنید فرض
سرویس�دهنده آن در که می�کنیم مشخص (M١,M٢) بازه�ی زوج با را جواب مسأله این در باشند. بازه�ای
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ساده برای می�شود. M٢مستقر در ρ٢ شکست احتمال با سرویس�دهنده M١و در ρ١ شکست احتمال با
.ρ١ = ρ٢ = ρ می�کنیم فرض سازی

داریم: ،M ⊆ S همچون بازه�ها از مجموعه�ای و M١,M٢ ∈ S بازه�ی دو هر برای
.ϕ(M, {M١,M٢}) = max

I∈M
{min{d(I,M١), d(I,M٢)}} و ϕ(M,M١) = max

I∈M
d(I,M١)

ρ و بازه�ها از مجموعه�ای S کنید فرض بازه�ای). گراف روی ٢-مرکز پشتیبان (مساله .١.٣.٣ تعریف
بازه�ی زوج یک یافتن دنبال به ٢-مرکز پشتیبان مسأله باشد. سرویس��دهنده�ها افتادن کار از احتمال

کند. بهینه را زیر هدف تابع که است (M١,M٢)

ψρ(M١,M٢) = (١− ρ)ϕ(S, {M١,M٢}) + ρ(ϕ(S,M١) + ϕ(S,M٢)). (١.٣)

که صورتی در و گوییم ٢-مرکز پشتیبان یک را مسأله برای (M١,M٢) همچون جواب کاندید هر
می�نامیم. بهینه ٢-مرکز پشتیبان یک را (M١,M٢) شود، مینیمم ψρ(M١,M٢)

پشتیبان مسأله بهینه جواب احتمالی موقعیت آوردن دست به [٣١] همچون نیز این�جا در اصلی ایده
است. موقعیت�ها این تمامی جستجوی با الگوریتم یک طراحی سپس و ٢-مرکز

گراف�های روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای را بهینه جواب یک ویژگی�های برخی بخش این در
هستند. مفید و ساده بسیار زیر نتیجه�ی دو می�کنیم. مشخص بازه�ای

.A ̸= C که طوری به باشند بازه سه A,B,C ∈ S کنید فرض [١٩] .٢.٣.٣ مشاهده

.d(A,B) ≤ d(A,C) آن�گاه ،aB < aC و aA < bB اگر الف)

.d(A,B) ≤ d(A,C) آن�گاه ،bA < bB و aB < bC اگر ب)

B و A بازه یعنی این شود)، شروع ،A بازه رسیدن انتها به از قبل B aB(بازه < bA اگر الف) برهان.
بنابراین است. برقرار حکم A ̸= C چون نتیجه در و d(A,B) = ١ پس دارند، اشتراک هم با
به را A که باشد مسیری کوتاه�ترین [AI١ . . . IkC] کنید فرض .bA < aB < aC می�کنیم فرض
فرض طرفی از .bIk > aC > aB یعنی دارد اشتراک Ik با C صورت این در می�کند. وصل C
[AI١ . . . IlB] و l ≤ k صورت این در .bIl > aB که باشد صحیحی عدد lکوچکترین کنید
قسمت اثبات .d(A,B) ≤ l + ١ ≤ k + ١ = d(A,C) بنابراین است. B به A از مسیری

است. مشابه نیز دوم

باشند. بازه سه A,B,C ∈ S کنید فرض [١٩] .٣.٣.٣ لم

d(A,C) = d(A,B) + آن�گاه ،bB < bC و B = Ri(A) باشیم داشته i یک ازای به اگر الف)
.d(B,C)
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d(A,C) = d(A,B) + آن�گاه ،aA < aB و B = Li(C) باشیم داشته i یک ازای به اگر ب)
.d(B,C)

فرض واقع در کنیم. پیدا را می�گذرد B از که C به A از مسیری کوتاه�ترین کافیست الف) برهان.
تعریف طبق می�کند. وصل C به را A که باشد مسیری کوتاهترین P٠ = [AI١ . . . IkC] می�کنیم
راست�ترین دارای هستند، A از i فاصله�ی در که بازه�هایی بین از که است بازه�ای B ،Ri(A)

نتیجه در d(A,C) > d(A,B) باید پس ،bC > bB اینکه به توجه با است. راست انتهای نقطه
. Pj = [AR١(A)R٢(A) . . . Rj(A)Ij+١ . . . IkC] می�دهیم قرار j ≤ k هر برای .i ≤ k

تابع تعریف طبق واقع در هستند. C به A از مسیر کوتاهترین Pjها تمامی دهیم نشان می�خواهیم
ادامه در Ij+١ به Rj(A) ،j هر برای یعنی است، مسیر Pj دهیم نشان کافیست مکرر جانشینی
می�کنیم. استفاده j روی استقرا روش از اثبات برای باشد). داشته باشد(اشتراک متصل مسیر
می�کنیم فرض حال است. C به A از مسیر کوتاهترین یک P٠ زیرا است بدیهی j = ٠ برای حکم
Ijاشتراک با Rj−١(A)صورت این در باشد. مسیر یک Pj−١ یعنی باشد برقرار j−١ برای حکم
.bRj(A) ⩾ bIj داشت خواهیم است Rj−١(A) بازه�ی راست جانشین Rj(A) آن�جاکه از دارد.
ازای به بنابراین است. مسیر یک Pj می�کند ثابت که دارد، اشتراک Rj(A) با نیز Ij+١ نتیجه در
شیوه همین به نیز دوم قسمت اثبات می�گذرد. B از که است C به A از مسیر کوتاه�ترین Pi نیز i

است.

همواره سرویس�دهنده دو کلاسیک، ٢-مرکز مسأله در کردیم اشاره نیز قبل فصل در که همان�طور
سرویس�دهنده دو هر است ممکن ٢-مرکز پشتیبان مسأله در اما می�شدند. مستقر متمایز رأس�های در
مستقر متمایز رأس�های در سرویس�دهنده دو که حالتی بخش این در فعلا شوند. مستقر رأس یک در
می�کنیم فرض کلیت از کاستن بدون صورت این در .(M١ ̸=Mمی�دهیم(٢ قرار بررسی مورد را می�شوند

.bM١ < bM٢

بیابیم را متقاضی هر به سرویس�دهنده نزدیک�ترین که است لازم شدند مستقر سرویس�دهنده دو وقتی
همکارانش و بسپامیاتنیخ مسأله این حل برای می�کنیم. افراز زیرمجموعه دو به را رئوس مجموعه سپس
با همراه است زوج جواب، کاندید دو میان فاصله که وقتی آن�ها نتایج داده�اند. ارائه [۵] در را روشی
در با کنگ و هنگ نگرفته�اند. نظر در را دیگر بازه�ی یک در مشمول کوچک بازه�های آن�ها زیرا خطاست

داده�اند[١٩]. ارائه را زیر لم ممکن حالات تمامی گرفتن نظر

و d = d(A,B) و bA < bB و aA < aB که باشند بازه دو A,B ∈ S کنید فرض [١٩] .۴.٣.٣ لم

d(A, I) ≤ d(I, B) داریم bI ≤ bJ که I بازه�ی هر برای آن�گاه باشد، فرد d اگر .J = R⌈d٢ ⌉−١(A)

که I بازه�ی هر برای آن�گاه باشد، زوج d اگر .bI > bJ که I بازه�ی هر برای d(I, B) ≤ d(A, I) و
.d(I, B) ≤ d(A, I) داریم aI > bJ که I بازه�ی هر برای و d(A, I) ≤ d(I, B) داریم aI < bJ

.bj ≤ bB می�کنیم ادعا .k = ⌈d
٢⌉ − ١ دهید قرار برهان.

در ،d ⩾ ٢ اگر حال .bJ = bA < bB نتیجه در و J = Rk(A) = A آن�گاه ،d = ١ اگر
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d = d(A,B) ⩽ صورت این غیر در زیرا ندارد اشتراک Rd−٢(A) با B که می�بینیم راحتی به آن�گاه
داریم بنابراین است. تناقض که d(A,Rd−٢(A)) + d(Rd−٢(A), B) = d − ٢ + ١ = d − ١
بنابر .bRd−٢(A) < bJ = bRk(A) صورت این در نباشد. درست ما ادعای کنید فرض .bRd−٢(A) < bB

لذا دارد. تناقض d ⩾ ٢ فرض با که d − ٢ < k = ⌈d/٢⌉ − ١ داریم ،Rk(A) و Rd−٢(A) تعریف
شد. ثابت ادعا

.d = ٢k + ١ می�دهیم قرار حالت این در می�کنیم. بررسی را باشد فرد d که حالتی ابتدا بعد قدم در
٢.٣.٣ الف قسمت بنابر ،aA < aB همزمان aI < bA اگر ،bI ≤ bJ که I ∈ S بازه�ی هر برای
نامساوی .aA < bA < aI < bI ≤ bJ آن�گاه ،aI > bA اگر اما .d(I, A) ≤ d(I, B) داریم
d(I, B) ⩾ داریم ٣.٣.٣ لم الف قسمت و ٢.٣.٣ ب قسمت بنابر کردیم ثابت که ادعایی همراه به اخیر
d(A, I) ≤ آن�گاه ،I ∩ J ̸= ∅ اگر بعلاوه .d(J,B) = d(A,B) − d(A, J) = d − k = k + ١
داریم ٢.٣.٣ مشاهده الف قسمت طبق .aI < aJ آن�گاه ،I∩J = ∅ اگر .d(A, J)+d(J, I) = k+١
می�کنیم فرض بار این ادامه در شد. ثابت d(A, I) < d(I, B) بنابراین .d(A, I) < d(A, J) = k

٢.٣.٣ ب قسمت بنابر ،bA < bB همزمان و aB < bI اگر .bJ < bI که طوری به باشد S در Iبازه�ای
ادعایی و نتیجه این گذاشتن هم کنار با .aI < bB آن�گاه ،bI < aB اگر حال .d(B, I) ≤ d(A, I) داریم
.d(I, B) ≤ d(J,B) = d− k = k+١ داریم ،٢.٣.٣ ب قسمت و bJ < bI که این و کردیم ثابت که
بنابراین .d(A, I) = d(A, J) + d(J, I) ⩾ k + ١ داریم ،٣.٣.٣ الف قسمت طبق طرفی از

شد. ثابت لم اول قسمت لذا d(A, I) ⩾ d(I, B)

می�شود. اثبات مشابه طریق به نیز باشد زوج d که حالتی

زیرمجموعه می�کنیم؛ افراز مجموعه زیر دو به را رئوس مجموعه دادیم انجام قبل فصل در آنچه مشابه
دوم سرویس�دهنده به که رئوسی دوم، زیرمجموعه و نزدیک�ترند اول سرویس�دهنده به که رئوسی اول،
افراز می�توانیم B و A بازه�ی دو هر برای قبل لم از استفاده با نیز قسمت این در نزدیک�ترند.
نابیشتر A تا S١(A,B) در بازه هر فاصله که طوری به کنیم، تعریف را S از (S١(A,B), S٢(A,B))

به است. A تا آن فاصله�ی از نابیشتر B تا S٢(A,B) در بازه هر فاصله و است B تا آن فاصله�ی از
نوشت: می�توان d = d(A,B) فرض با ترتیب این

S١(A,B) =

{I ∈ S|bI ≤ bR(d−١)/٢(A)} d باشد فرد

{I ∈ S|aI < bR(d/١−٢)(A)} d باشد زوج

S٢(A,B) =

{I ∈ S|bI > bR(d−١)/٢(A)} d باشد فرد

{I ∈ S|aI > bR(d/١−٢)(A)} d باشد زوج
(٢.٣)

بازه�ی هر برای و d(A, I) ≤ d(I, B) ،I ∈ S١(A,B) بازه هر برای که می�بینیم ۴.٣.٣ لم به توجه با
می�نویسیم ،d = d(A,B) که وقتی نوشتار در سادگی برای .d(I, B) ≤ d(A, I) ،I ∈ S٢(A,B)
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Π(A,B) نماد از (S١(A,B), S٢(A,B)) افراز دادن نشان برای و LC(A,B) = R⌈d/٢⌉−١(A)

می�کنیم. استفاده

بازه�ها از مجموعه�ای افراز :٣.٣ شکل

بر که را S = {I١, I٢, . . . , I٩} بازه�های مجموعه افراز می�خواهیم فوق شکل به توجه با .۵.٣.٣ مثال
بیاوریم. دست به B و A بازه�های ازای به شده، مرتب بازه�ها راست انتهایی نقاط اساس

است فرد که d(A,B) = ٣ فوق، شکل به توجه با صورت این در .B = I٧ و A = I٢ کنید فرض
و S١(A,B) = {I١, I٢, I٣, I۴, I۵} ٢.٣ به توجه با پس LC(A,B) = R١(A) = I۵ بنابراین

. S٢(A,B) = {I۶, I٧, I٨, I٩}
لذا است زوج که d(A,B) = ۴ شکل به توجه با آن�گاه ،B = I٨ و A = I٢ دهیم قرار اگر حال

و S١(A,B) = {I١, I٢, I٣, I۴, I۵, I۶} نتیجه در و LC(A,B) = R١(A) = I۵

.S٢(A,B) = {I٧, I٨, I٩}

کرد: بیان زیر صورت به می�توان را ١.٣.٣ مسأله هدف تابع افرازی چنین از استفاده با
ψρ(M١,M٢) = (١−ρ)max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)}+ρ(ϕ(S,M١)+ϕ(S,M٢)) (٣.٣)

.(M١,M٢) = Π(M١,M٢) = (S١(M١,M٢), S٢(M١,M٢)) آن در که

انتهای نقطه چپ�ترین با بازه�ای A و باشد بازه�ها از مجموعه�ای S٠ ⊆ S کنید فرض [١٩] .۶.٣.٣ لم
M ∈ S بازه�ی هر برای صورت این در باشند. S٠ در چپ انتهای نقطه راست�ترین با بازه�ای B و راست

داریم:
ϕ(S٠,M) = max{d(A,M), d(M,B)}.

در .ϕ(S٠,M) ≤ max{d(A,M), d(M,B)} دهیم نشان کافیست ،ϕ تابع تعریف طبق برهان.
٢.٣.٣ الف قسمت بنابر ،aM < bI اگر .bA ≤ bI و aI ≤ aB داریم ،I ∈ S٠ بازه هر برای واقع
داریم ٢.٣.٣ ب قسمت طبق حال .aI < bM آن�گاه ،bI ≤ aM اگر .d(M, I) ≤ d(M,B) می�بینیم

.d(M, I) ≤ max{d(A,M), d(M,B)} داشت خواهیم پس .d(I,M) ≤ d(A,M)

راست�ترین با بازه�ای In و چپ انتهای نقطه چپ�ترین با بازه�ای I١ گفتیم فصل ابتدای در آنچه بنابر
داریم: M ∈ S بازه�ی هر برای ۶.٣.٣ لم بنابر لذا است. راست انتهای نقطه
ϕ(S,M) = max{d(I١,M), d(M, In)}.
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راست انتهای نقطه چپ�ترین با بازه�ای I١ ،S١(M١,M٢) مجموعه�ی در قبل مثال در مشابه طور به
داشت: خواهیم لذا می�دهیم نشان IL(M١,M٢) با را چپ انتهای نقطه راست�ترین دارای بازه�ی است.

ϕ(S١(M١,M٢),M) = max{d(I١,M), d(M, IL(M١,M٢))}

می�دهیم نشان IR(M١,M٢) با دارد را راست انتهای نقطه چپ�ترین که S٢(M١,M٢) در بازه�ای همچنین
بنابراین

ϕ(S٢(M١,M٢),M) = max{d(IR(M١,M٢),M), d(M, In)}

می�برد. زمان کمتر ϕ تابع محاسبه فوق روابط از استفاده با

هر In و I١ درنتیجه نباشد. بازه�ای هیچ در مشمول هرگاه نامیم بیشین بازه را بازه یک .٧.٣.٣ تعریف
با است معادل aA < aB آن�گاه باشند، بیشین بازه دو هر B و A اگر همچنین هستند. بیشین بازه دو

.bA < bB

بازه دو هر Lk(I) و Rk(I) ،k ⩾ ١ هر ازای به صورت این در .I ∈ S کنید فرض [١٩] .٨.٣.٣ لم
هستند. بیشین

یعنی نباشد. بیشین بازه ،Rk(I) بازه�ی ،k ⩾ ١ برخی ازای به می�کنیم فرض خلف برهان به برهان.
به توجه با .aJ < aRk(I) < bRk(I) < bJ پس است. Rk(I) شامل که دارد وجود J همچون بازه�ای
با بازه�ای Rk(I) که می�کنیم مشاهده است، Rk−١(I) بازه�ی راست جانشینی تابع خود Rk(I) این�که
تناقض که bJ ≤ bRk(I) نتیجه در دارد. اشتراک Rk−١(I) با که است راست انتهای نقطه راست�ترین

است. بیشین بازه یک نیز Lk(I) می�شود ثابت ترتیب همین به می�شود. ثابت حکم لذا است

بررسی را S روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه� جواب یک احتمالی موقعیت بعد قدم در
می�کنیم.

دارد وجود S برای (M١,M٢) مثل ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک [١٩] .٩.٣.٣ لم
آن در که aM٢ ⩾ aLk(In) و bM١ ≤ bRk(I١) و هستند بیشین بازه دو هر M٢ و M١ که طوری به

.k = ⌊d(I١,In)
٢ ⌋

(M١,M٢) همچون بازه زوج یک می�دهیم نشان ابتدا می�کنیم. تقسیم مرحله دو به را برهان برهان.
که گونه�ای به دارد وجود

. است شده مینیمم ψρ(M١,M٢) و هستند بیشین بازه ,M٢ و M١ (۴.٣)

می�کنیم. ثابت فوق شرط تحت را لم سپس
یعنی باشد. S روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله بهینه جواب یک (M١,M٢) کنید فرض اول قدم در
در است برقرار اول قسمت باشند، بیشین بازه دو هر M٢ و M١ اگر است. شده مینیمم ψρ(M١,M٢)

که گونه�ای به موجودند (M ′
١,M

′
٢) بازه�های صورت این غیر

.M١ ⊆M ′
١,M٢ ⊆M ′

٢ و هستند بیشین بازه ,M ′
٢ و M ′

١ (۵.٣)
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دهیم نشان است کافی پس باشد. بیشین بازه یک خود Mi اگر است، M ′
i برابر Mi که کنید توجه

.ψρ(M
′
١,M

′
٢) ≤ ψρ(M١,M٢) دهیم نشان است کافی ۴.٣ طبق است. شده مینیمم نیز ψρ(M

′
١,M

′
٢)

کنیم ثابت کافیست ١.٣ هدف تابع به توجه با
ϕ(S, {M ′

١,M
′
٢}) ≤ ϕ(S, {M١,M٢}), ϕ(S,M ′

١) ≤ ϕ(S,M١), ϕ(S,M
′
٢) ≤ ϕ(S,M٢).

می�کنیم. بیان را ϕ(S, {M ′
١,M

′
٢}) ≤ ϕ(S, {M١,M٢}) اثبات تنها تشابه خاطر به

که طوری دارد وجود I ∈ S بازه�ی صورت این در نباشد. برقرار نامساوی کنید فرض

min{d(M ′
١, I), d(M

′
٢, I)} = ϕ(S, {M ′

١,M
′
٢}) > ϕ(S, {M١,M٢})

⩾ min{d(M١, I), d(M٢, I)}. (۶.٣)

aI < حالات برای ترتیب به ٢.٣.٣ ب و الف قسمت به توجه با آن�گاه ،I ̸= M٢ و I ̸= M١ اگر
d(M ′

٢, I) ≤ داشت خواهیم مشابه طور به .d(M ′
١, I) ≤ d(M١, I) داریم aI > bM ′

١
و bM ′

١

داریم نیز ۵.٣ گرفتن نظر در با .I ∈ {M١,M٢} داریم لذا است متناقض ۶.٣ با که d(M٢, I)

نتیجه که ϕ(S, {M١,M٢}) = ٠ داریم ۶.٣ در جایگذاری با .min{d(M ′
١, I), d(M

′
٢, I)} ≤ ١

۶.٣ با که M٢ = M ′
٢ و M١ = M ′

١ این�رو از است. M٢ و M١ بازه�ی دو شامل دقیقا S می�دهد
شد. ثابت اول قسمت لذا است متناقض

اگر صورت این در می�کنند. صدق ۴.٣ در که باشند بازه�ای زوج (M١,M٢) کنید فرض حال
دیگر بازه�ی زوج یک باید صورت این غیر در است. تمام کار ،aLk(In) ≤ aM٢ و bM١ ≤ bRk(I١)

که داریم توجه کند. صدق لم این شرایط در که کنیم پیدا (M ′
١,M

′
٢) همچون

M ′
١ =

M١ bM١ ⩽ bRk(I١)

Rk(I١) صورت این غیر در
, M ′

٢ =

M٢ aLk(In) ≤ aM٢

Lk(In) صورت این غیر در
. (٧.٣)

پس
bM ′

١
≤ bRk(I١) , aLk(In) ≤ aM ′

٢
. (٨.٣)

برای وضوح به ٧.٣ و ٨.٣.٣ لم طبق می�کند. صدق ۴.٣ شرایط در (M ′
١,M

′
٢) دهیم نشان کافیست حال

است. ψρ(M
′
١,M

′
٢) بودن مینیمم اثبات می�ماند آنچه بنابراین است. بیشین بازه یک Mنیز ′

i ،i = ١,٢
.ψρ(M

′
١,M

′
٢) ≤ ψρ(M١,M٢) دهیم نشان است لازم فقط ،۴.٣ طبق (M١,M٢) بودن بهینه بنابر

می�کنیم محاسبه را زیر نامساوی

ψρ(M١,M٢)− ψρ(M
′
١,M

′
٢) ⩾ (١− ρ)[max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)}

−max{ϕ(M١,M
′
١), ϕ(M٢,M

′
٢)}] + ρ[ϕ(S,M١)− ϕ(S,M ′

١)] + ρ[ϕ(S,M٢)− ϕ(S,M ′
٢)],

دهیم نشان کافیست بنابراین .(M١,M٢) = Π(M١,M٢) آن در که
ϕ(Mi,Mi) ⩾ ϕ(Mi,M

′
i), ϕ(S,Mi) ⩾ ϕ(S,M ′

i), i = ١,٢. (٩.٣)

می�کنیم. ثابت i = ١ برای فقط را ٩.٣ تشابه خاطر به
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bM١ > bRk(I١) اگر است. برقرار i = ١ ازای به ٩.٣ که می�بینیم ٧.٣ به توجه با bM١ ≤ bRk(I١) اگر
داریم ٣.٣.٣ لم الف قسمت به توجه با

ϕ(M١,M١) ⩾ d(I١,M١) = d(I١, R
k(I١)) + d(Rk(I١),M١) ⩾ k + ١ = ⌊d(I١, In)٢ ⌋+ ١

درحالی�که

ϕ(M١,M
′
١) ≤ ϕ(S,M ′

١) = max{d(I١,M ′
١), d(M

′
١, In)} = max{k, d(I١, In)− k} =

⌈d(I١, In)٢ ⌉.

شد. ثابت ٩.٣ اول قسمت بنابراین
داریم مشابه طور به

ϕ(S,M١) = d(I١,M١) ⩾ d(I١, R
k(I١)) + d(Rk(I١),M١) ⩾ k + ١ = ⌊d(I١, In)٢ ⌋+ ١

درحالی�که
ϕ(S,M ′

١) = max{d(I١,M ′
١), d(M

′
١, In)} = max{k, d(I١, In)− k} = ⌈d(I١, In)٢ ⌉.

می�شود. تمام لم اثبات فوق تحلیل�های تمام ترکیب با

رئوس از (M١,M٢) زوج هر پس است کامل گراف یک G(S) آن�گاه d(I١, In) = ١ اگر وضوح به
.d(I١, In) > ١ می�کنیم فرض بنابراین باشد. ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک می�تواند

می�دهد. نشان را بدیهی حالت�های برخی بعد لم

باشد. S روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک (M١,M٢) کنید فرض [١٩] .١٠.٣.٣ لم

.d = ١ آن�گاه ،d(IR(M١,M٢), In) = d یا d(I١, IL(M١,M٢)) = d و باشد فرد d = d(I١, In) اگر

داشته نظر در می�پردازیم. d(I١, IL(M١,M٢)) = d حالت اثبات بیان به فقط تشابه خاطر به برهان.
می�کنیم فرض خلف برهان به و M ′

٢ = Rd−٢(I١) کنید فرض .(M١,M٢) = Π(M١,M٢) باشید
می�کنیم. مطرح را زیر ادعای حال است. فرد d چون ،d ⩾ ٣ بنابراین d > ١

.bM ′
٢
< bI داریم ،I ∈ M٢ بازه�ی هر برای می�کنیم ادعا

با M ′
٢ می�دهد نشان که .d(I١, IL(M١,M٢)) = d و d(I١,M ′

٢) = d − ٢ که می�بینیم واقع در
نتیجه در ندارد. اشتراک IL(M١,M٢)

bM ′
٢
< aIL(M١,M٢) < bIL(M١,M٢).

٢.٣ در شده معرفی افرازهای طبق حال .I ∈ M٢ و IL(M١,M٢) ∈ M١ که باشید داشته توجه
آن�گاه باشد، فرد d(M١,M٢) اگر که می�بینیم

bIL(M١,M٢) ≤ bLC(M١,M٢) < bI

آن�گاه باشد، زوج d(M١,M٢) اگر و
aIL(M١,M٢) < bLC(M١,M٢) < aI < bI .

می�شود. ثابت ادعا فوق نامساوی سه ترکیب با
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می�کنیم: ثابت اینک
max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)} ⩾ max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M

′
٢)}

دهیم نشان کافیست
max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)} ⩾ ϕ(M٢,M

′
٢) = max{d(I,M ′

٢)|I ∈ M٢}.

الف قسمت بنابر .aM ′
٢
< bM ′

٢
< bI داریم کردیم، ثابت که ادعایی طبق I ∈ M٢ بازه�ی هر برای

داریم ٣.٣.٣ الف قسمت و ٢.٣.٣
d(M ′

٢, I) ⩽ d(M ′
٢, In) = d(Rd−٢(I١), In) = d(I١, In)−d(I١, Rd−٢(I١)) = d−(d−٢) = ٢.

صورت این در نباشد. درست دوم ادعای کنید فرض .ϕ(M٢,M٢) ⩽ ٢ بنابراین
max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)} < ϕ(M٢,M

′
٢) ⩽ ٢.

هر لذا دارد. M١اشتراک در موجود بازه�های تمامی M١با می�دهد نشان که ،ϕ(M١,M١) ⩽ ١ نتیجه در
d(I١, IL(M١,M٢)) = d ⩾ ٣ که حقیقت این با این که هستند هم از ٢ فاصله به M١حداکثر در بازه دو

شد. ثابت نیز دوم ادعای لذا دارد. تناقض
.d = ٣ می�دهیم نشان حال

قبل ادعای و ٣.٣ طبق است. ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک (M١,M٢) کنید توجه
داریم

٠ ⩾ ψρ(M١,M٢)− ψρ(M١,M
′
٢)

⩾ (١− ρ)[max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)} −max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M
′
٢)}]+

ρ(ϕ(S,M٢)− ϕ(S,M ′
٢))

⩾ ρ(ϕ(S,M٢)− ϕ(S,M ′
٢)).

داریم ٨.٣.٣ و ٣.٣.٣ لم طبق .ϕ(S,M٢) ⩽ ϕ(S,M ′
٢) نتیجه در

max{d(I١,M٢), d(M٢, In)} ⩽ max{d(I١,M ′
٢), d(M

′
٢, In)} = max{d− ٢,٢}.

ما اول ادعای و M٢ ∈ M٢ چون این بر علاوه .d(I١,M٢) ⩽ max{d − ٢,٢} می�دهد نتیجه که
داریم ٣.٣.٣ لم اول قسمت طبق حال .bM ′

٢
< bM٢ داریم

d(I١,M٢) = d(I١,M
′
٢) + d(M ′

٢,M٢) ⩾ d− ٢+ ١ = d− ١.

ادعای d ⩾ ٣ فرض�مان کنار در نتیجه این .d ⩽ ٣ می�دهد نتیجه که ،d− ١ ⩽ max{d− ٢,٢} پس
می�رساند. اثبات به را سوم

(M١,M٢) بودن بهینه با که ψρ(R
١(I١), R

٢(I٢)) < ψρ(M١,M٢) می�کنیم ثابت بعد قدم در
داریم ٣.٣ هدف تابع اساس بر واقع در می�شود. ثابت حکم و دارد تناقض

ψρ(M١,M٢) = (١− ρ)max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)}+ ρ(ϕ(S,M١) + ϕ(S,M٢)).

نتیجه که ،ϕ(M١,M١) ⩽ ١ صورت این غیر در زیرا ،ϕ(S,M١) ⩾ ϕ(M١,M١) ⩾ ٢ این بر علاوه
از ٢ فاصله به حداکثر M١ در بازه دو هر لذا دارد. اشتراک M١ در موجود بازه�های همه با M١ می�دهد

آن بر علاوه دارد. تناقض d(I١, IL(M١,M٢)) = d = ٣ که حقیقت این با نیز این هستند، هم
ϕ(S,M٢) ⩾ d(I١,M٢) = d(I١,M

′
٢) + d(M ′

٢,M٢) ⩾ d− ٢+ ١ = ٢.
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داریم بنابراین
ψρ(M١,M٢) ⩾ (١− ρ)٢+ ٢ρ+ ٢ρ = ٢+ ٢ρ.

اشتراک In و I١ بازه�ی دو هر با R١(I١) ∪ R٢(I١) که می�بینیم d = ٣ این�که به توجه با طرفی از
بعلاوه ϕ(S, {R١(I١), R

٢(I١)} = ١ بنابراین دارد. اشتراک S در بازه هر با لذا و دارد
ϕ(S,Ri(I١)) = max{d(I١, Ri(I١)), d(R

i(I١), In)} = ٢ , i = ١,٢.

داشت خواهیم ٣.٣ طبق بنابراین
ψρ(R

١(I١), R
٢(I١)) = (١− ρ)ϕ(S, {R١(I١), R

٢(I١)}) + ρ(ϕ(S,R١(I١)) + ϕ(S,R٢(I١)))

= (١− ρ) + ρ(٢+ ٢)

= ١+ ٣ρ < ٢+ ٢ρ ⩽ ψρ(M١,M٢),

است. d = ١ و باطل خلف فرض لذا است متناقض (M١,M٢) بودن بهینه جواب با که

به هستیم دنبالش که را ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک احتمالی موقعیت ٩.٣.٣ لم
کنیم. توصیفشان دقیق�تر قبل لم پایه�ی بر می�خواهیم حال می�دهد. نشان ما

پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک صورت این در .d(I١, In) > ١ کنید فرض [١٩] .١١.٣.٣ لم
هستند بیشین بازه ،M٢ و M١ دوی هر که گونه�ای به دارد وجود (M١,M٢) مانند S روی ٢-مرکز
k١ = ،k = ⌊d(I١,In)

٢ ⌋ آن در که aLk(In) ≤ aM٢ ≤ aLk٢ (In)
و bRk١ (I١)

≤ bM١ ≤ bRk(I١) و
.k٢ = ⌈d(IR(M١,M٢),In)

٢ ⌉ و ⌈d(I١,IL(M١,M٢))
٢ ⌉

وجود (M١,M٢) مانند S روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جواب یک ٩.٣.٣ لم اساس بر برهان.
که گونه�ای به دارد

است. شده bM١و(M٢,M١)ψρمینیمم ⩽ bRk(I١), aLk(In) ⩽ aM٢ بیشین, M٢,بازه و M١ (١٠.٣)

bRk١ (I١)
⩾ bM١ می�کنیم فرض پس است. تمام کار آن�گاه ،aM٢ ⩽ aLk٢ (In)

و bRk١ (I١)
⩽ bM١ اگر

جای به که بیابیم گونه�ای به را (M ′
١,M

′
٢) بازه�ی جفت یک می�خواهیم ما این�جا .aM٢ ⩾ aLk٢ (In)

یا
باشیم داشته و کنند صدق ١٠.٣ در تا دهیم قرار (M١,M٢)

b
R

k′١ (I١)
⩽ bM ′

١
, aM ′

٢
⩽ a

L
k′٢ (In)

, (١١.٣)

داریم ٩.٣.٣ لم مشابه .k′٢ = ⌈d(IR(M ′
١,M

′
٢),In)

٢ ⌉ و k′١ = ⌈d(I١,IL(M
′
١,M

′
٢))

٢ ⌉ آن در که

M ′
١ =

M١ bRk١ (I١)
⩽ bM١

Rk١(I١) صورت این غیر در
, M ′

٢ =

M٢ aM٢ ⩽ aLk٢ (In)

Lk٢(In) صورت این غیر در
. (١٢.٣)

می�بینیم مشخصا

aM٢ ⩽ aLk٢ (In)
, bRk١ (I١)

⩽ bM١ (١٣.٣)

می�کنیم. مطرح را زیر ادعای لذا است برقرار همواره
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می�کنند. صدق ١٣.٣ و ١٠.٣ در که هستند بازه جفت یک (M ′
١,M

′
٢)

کنیم: ثابت باید که است مشخص

است. درست ١٢.٣ و ١٠.٣ به توجه با که است. بیشین بازه یک M ′
i .١

در .bM ′
١
⩽ bRk(I١) دهیم نشان کافیست تشابه دلیل به .aLk(In) ⩽ aM ′

٢
و bM ′

١
⩽ bRk(I١) .٢

.k١ > k یعنی نباشد این�طور کنید فرض حال .k١ ⩽ k دهیم نشان کافیست ١٢.٣ طبق واقع
کنار با .d = d(I١, In) و d١ = d(I١, IL(M١,M٢)) آن در که ،⌊d

٢⌋ = k < k١ = ⌈d١
٢ ⌉ پس

نتیجه قبل لم طبق حال است. فرد d١ = d می�بینیم ،d١ ⩽ d این�که و نتیجه این گذاشتن هم
است. لم فرض با متناقض که d = ١ می�گیریم

است. مینیمم�شده ψρ(M
′
١,M

′
٢) .٣

این برای .ψρ(M
′
١,M

′
٢) ⩽ ψρ(M١,M٢) دهیم نشان کافیست ،(M١,M٢) بودن بهینه بنابر

می�دهیم انجام را زیر محاسبات منظور

ψρ(M١,M٢)− ψρ(M
′
١,M

′
٢) ⩾ (١− ρ)[max{ϕ(M١,M١), ϕ(M٢,M٢)}

−max{ϕ(M١,M
′
١), ϕ(M٢,M

′
٢)}] + ρ[ϕ(S,M١)− ϕ(S,M ′

١)]

+ρ[ϕ(S,M٢)− ϕ(S,M ′
٢)],

دهیم نشان کافیست بنابراین .(M١,M٢) = Π(M١,M٢) آن در که
ϕ(Mi,Mi) ⩾ ϕ(Mi,M

′
i), ϕ(S,Mi) ⩾ ϕ(S,M ′

i), i = ١,٢. (١۴.٣)

می�کنیم. ثابت i = ١ برای فقط را ١۴.٣ تشابه خاطر به

است. برقرار i = ١ ازای به ١۴.٣ که می�کنیم مشاهده ١٢.٣ طبق ،bM١ ⩾ bRk١ (I١)
اگر

ϕ(S,M١) ⩾ d(M١, In) ⩾ داریم ٣.٣.٣ لم الف قسمت طبق آن�گاه ،bM١ < bRk١ (I١)
اگر

ϕ(S,M ′
١) = max{d(I١,M ′

١), d(M
′
١, In)} = حالی�که در ،d(Rk١(I١), In) = d − k١

این بر علاوه .ϕ(S,M١) ⩾ ϕ(S,M ′
١) نتیجه در .k١ ⩽ k چون max{k١, d− k١} = d− k١

ϕ(M١,M١) =

max{d(I١,M١), d(M١, IL(M١,M٢))} ⩾ ١
٢(d(I١,M١) + d(M١, IL(M١,M٢)))

⩾ ١
٢d١

حالی�که در ،ϕ(M١,M١) ⩾ ⌈d١
٢ ⌉ لذا

ϕ(M١,M١) = max{d(I١,M ′
١), d(M

′
١, IL(M١,M٢))} = max{k١, d١−k١} = ⌈d١٢ ⌉.

.ϕ(M١,M١) ⩾ ϕ(M١,M
′
١) نتیجه در

است. درست ما ادعای لذا شد ثابت i = ١ برای ١۴.٣ بنابراین
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دهیم نشان باید می�کند صدق لم این شرایط در (M ′
١,M

′
٢) اینکه اثبات برای شدیم متذکر قبلا

صدق ١٣.٣ در (M ′
١,M

′
٢) کردیم ثابت ١١.٣ جای به می�کنند. صدق ١١.٣ و ١٠.٣ در (M ′

١,M
′
٢)

که صورتی در نه. یا می�کند صدق ١١.٣ در (M ′
١,M

′
٢) جدید زوج که کنیم بررسی باید لذا می�کند.

همچون ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای دیگری جواب دادیم انجام بالا در که فرآیندی طبق ما نکند صدق
نکرد صدق نیز (M ′′

١ ,M
′′
٢ ) همچنان اگر می�یابیم. (M ′

١,M
′
٢) جای به جایگزینی برای را (M ′′

١ ,M
′′
٢ )

جدید زوج جایگزینی بار هر از بعد ١٣.٣ بنابر که آن�جا از می�دهیم. ادامه را جدید زوج یافتن روند
و رسید خواهد نتیجه به مرحله متناهی تعداد از بعد جایگزینی روند می�یابد کاهش اکیدا aM٢ − bM١

خواهد دست به می�کند صدق لم شرایط در که ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک نهایت در
آمد.

S روی (M١,M٢) همچون ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک درمی�یابیم فوق لم از
که گونه�ای به دارد وجود

.bRk١ (I١)
⩽ bM١ ⩽ bRk(I١), aLk(In) ⩽ aM٢ ⩽ aLk٢ (In)

بیشین, M٢,بازه و M١ (١۵.٣)

.k٢ = ⌈d(IR(M١,M٢),In)
٢ ⌉ و k١ = ⌈d(I١,IL(M١,M٢))

٢ ⌉ ،k = ⌊d(I١,In)
٢ ⌋ آن در که

موقعیت�ها این پیداست وضوح به می�دهند. نشان را M٢ و M١ موقعیت نامساوی�ها فوق لم در
IL(M١,M٢) و IR(M١,M٢)تعریف طبق دارند. d(IR(M١,M٢), In) و d(I١, IL(M١,M٢)) به بستگی
نمی�توان (M١,M٢) بازه�ی زوج شدن مشخص از قبل اما دارند. S افراز چگونگی به بستگی بازه�ها این
بررسی را شده�اند تعریف ٢.٣ در که ممکن بازه�های تمامی باید بنابراین کرد. معین را متناظرشان افراز
یا زوج و R⌈ d(M١,M٢)

٢ ⌉(M١) بازه�ی به ٢.٣ در شده تعریف بازه�ی هر ۵.٣.٢ لم طبق طرفی از کنیم.
بودن فرد و زوج حالت دو هر و Ii بازه�های همه�ی مجبوریم پس است. وابسته d(M١,M٢)

بودن٨ فرد
بازنویسی زیر صورت به را مسأله جواب، موقعیت بهتر جستجوی برای بگیریم. نظر در را d(M١,M٢)

می�کنیم.

ψ′
ρ(i, p;M١,M٢) =

(١− ρ)max{ϕ(S١(i, p),M١), ϕ(S٢(i, p),M٢)}+ ρ(ϕ(S,M١) + ϕ(S,M٢)),

آن در که

S١(i, p) =

{I|bI ≤ bi} p = ١;

{I|aI < bi} p = ٢;
S٢(i, p) =

{I|bI > bi} p = ١;

{I|aI > bi} p = ٢.
(١۶.٣)

(M١,M٢) مانند ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب هر برای باشد d = d(M١,M٢) وقتی طرفی از
وجود دارد، مطابقت d بودن فرد یا زوج با که p عدد و Ii = R⌈ d

٢ ⌉−١(M١) که iای اندیس همواره
بنابراین .(d بودن زوج برای p = ٢ و d بودن فرد برای p = دارند(١

minM١,M٢∈Sψρ(M١,M٢) = minM١,M٢∈Smin١≤i≤n,p=١,٢ψ
′
ρ(i, p;M١,M٢)

کنیم. محاسبه را ψ′
ρ(i, p;M١,M٢) مینیمم کافیست ψρ(M١,M٢) مقدار مینیمم تعیین برای نتیجه در

است. انجام قابل O(n) زمان در محاسبه این می�دهیم نشان بعد بخش در

٨parity



۴٣ الگوریتم .۴.٣

الگوریتم ۴.٣

بخش در می�دهیم. ارائه بازه�ای گراف�های روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله حل برای الگوریتمی بخش این در
حالتی دو هر بخش این در شوند. مستقر بازه یک در سرویس�دهنده دو که گرفتیم نظر در را حالتی قبل

می�گیریم. نظر در را M١ ̸=M٢ و M١ =M٢ که

شوند مستقر بازه یک در سرویس�دهنده دو هر ١.۴.٣

کرد. ساده زیر صورت به می�توان را ١.٣ هدف تابع M١ =M٢ این�که و ۶.٣.٣ لم بنابر

ψρ(M١,M١) = (١− ρ)ϕ(S,M١) + ρ(ϕ(S,M١) + ϕ(S,M١))

= (١+ ρ)ϕ(S,M١) = (١+ ρ)max{d(I١,M١), d(M١, In)}. (١٧.٣)

بازه�ی ازای به نامساوی و ،ψρ(I, I) ⩾ (١ + ρ)⌈d(I١,In)
٢ ⌉ ،I ∈ S بازه�ی هر برای [١٩] .١.۴.٣ لم

می�شود. تبدیل تساوی به R⌊ d(I١,In)

٢ ⌋(I١)

داریم ١٧.٣ و ٣.٣.٣ لم طبق .k = ⌊d
٢⌋ و d = d(I١, In) دهید قرار برهان.

ψρ(R
k(I١), R

k(I١)) = (١+ ρ)(d− k) = (١+ ρ)⌈d
٢⌉.

می�کنیم. اثبات را لم اول قسمت بعد قدم در
به .max{d(I١, I), d(I, In)} ⩾ ⌈d

٢⌉ داریم I ∈ S هر برای کنیم ثابت کافیست ١٧.٣ بنابر
طوری�که به دارد وجود I همچون بازه�ای این�صورت در نباشد. این�گونه کنید فرض خلف برهان

d(I١, I) ⩽ ⌈d
٢⌉ − ١ = d(I١, R

⌈ d
٢ ⌉−١(I١)), d(I, In) ≤ ⌈d

٢⌉ − ١ = d(L⌈ d
٢ ⌉−١(In), In).

با R⌈ d
٢ ⌉−١(I١) گفت می�توان بنابراین .bI ⩽ b

R
⌈ d
٢ ⌉−١

(I١)
داریم ،R⌈ d

٢ ⌉−١(I١) تعریف طبق حال

نتیجه در و ندارد اشتراک I با نیز L⌈ d
٢ ⌉−٢(In)این�صورت غیر در زیرا دارد، اشتراک L⌈ d

٢ ⌉−٢(In) بازه�ی

d(I, In) = d(I, L⌈ d
٢ ⌉−٢(In)) + d(L⌈ d

٢ ⌉−٢(In), In) ⩾ ٢+ ⌈d
٢⌉ − ٢ = ⌈d

٢⌉.

پیدا In به I١ از مسیری لذا دارد. اشتراک L⌈ d
٢ ⌉−٢(In) بازه�ی با R⌈ d

٢ ⌉−١(I١) پس است تناقض که
می�دهد نتیجه که می�گذرد. L⌈ d

٢ ⌉−٢(In) و R⌈ d
٢ ⌉−١(I١) از که شد

d = d(I١, In) ⩽ d(I١, R
⌈ d
٢ ⌉−١(I١)) + ١+ d(L⌈ d

٢ ⌉−٢(In), In) = ⌈d
٢⌉ − ١+ ١+ ⌈d

٢⌉ − ٢.

طبق نتیجه در max{d(I١, I), d(I, In)} ⩾ ⌈d
٢⌉ داریم I ∈ S هر برای لذا است. تناقض که

می�شود. نتیجه حکم ١٧.٣

-٢ پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک (R⌊ d(I١,In)

٢ ⌋(I١), R
⌊ d(I١,In)

٢ ⌋(I١)) درمی�یابیم فوق لم از
می�شوند. مستقر بازه یک در دهنده سرویس دو که است حالتی در مرکز
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شوند مستقر متفاوت بازه�های در سرویس�دهنده دو ٢.۴.٣

که را M٢ و M١ بازه�های همه�ی است لازم ψρ(M١,M٢) مقدار مینیمم تعیین برای دیدیم قبل بخش در
بازه�ی هستند. مشابه نتایج نیز بخش این در کنیم. بررسی می�کنند صدق ١١.٣.٣ لم نامساوی�های در
انتهای نقطه چپ�ترین دارای بازه�ی و IL(i, p) با را S١(i, p) در چپ انتهای نقطه راست�ترین دارای
هستند افرازهایی همان S٢(i, p) و S١(i, p) آن در که می�دهیم نشان IR(i, p) با را S٢(i, p) در راست

که می�کنیم محدود حالاتی به را M٢ و M١ کردیم. تعریف ١۶.٣ در که
.bRk١ (I١)

⩽ bM١ ⩽ bRk(I١), aLk(In) ⩽ aM٢ ⩽ aLk٢ (In)
بیشین, M٢,بازه و M١ (١٨.٣)

.k٢ = ⌈d(IR(i,p),In)
٢ ⌉ و k١ = ⌈d(I١,IL(i,p))

٢ ⌉ ،k = ⌊d(I١,In)
٢ ⌋ آن در که

صدق ١١.٣.٣ لم نامساوی�های در که دارد وجود (i, p,M١,M٢) مانند چهارتایی یک [١٩] .٢.۴.٣ لم
می�کند. اختیار را خود مقدار مینیمم ψ′

ρ که طوری به می�کند

دارد وجود (M١,M٢) همچون ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک ١١.٣.٣ لم بنابر برهان.
٢ یا p = ١ و LC(M١,M٢) بازه�ی اندیس i کنید فرض می�کند. صدق ١۵.٣ نامساوی در که
این در دارند. مطابقت (M١,M٢) بهینه جواب با که باشند pای و اندیس همان که گونه�ای به باشد
نتیجه که ψρ(M١,M٢) = ψ′

ρ(i, p;M١,M٢) لذا .(S١(i, p), s٢(i, p)) = Π(M١,M٢) صورت
و IL(M١,M٢) = IL(i, p) بنابراین رسیده. خود مینیمم مقدار به (i, p;M١,M٢) در ،ψ′

ρ می�دهد
صدق ١٨.٣ در که است چهارتایی یک (i, p;M١,M٢) می�دهد نتیجه که IR(M١,M٢) = IR(i, p)

است. برقرار حکم نتیجه در می�کند.

١١.٣.٣ لم نامساوی�های در که بیابیم ٢-مرکز پشتیبان مسأله برای جوابی کافیست فوق لم طبق
شود. مینیمم ψ′

ρ کرده صدق

در می�کنند. صدق ١١.٣.٣ لم نامساوی�های در که باشند بازه M٢دو M١و کنید فرض [١٩] .٣.۴.٣ لم
و ϕ(S١(i, p),M١) = d(I١,M١) ،ϕ(S,M٢) = d(I١,M٢) ،ϕ(S,M١) = d(M١, In) صورت این

.ϕ(S٢(i, p),M٢) = d(M٢, In)

می�دهیم قرار کرد. خواهیم اثبات را ϕ(S١(i, p),M١) = d(I١,M١)قسمت تنها تشابه خاطر به برهان.
aM١ ⩾ aRk١ (I١)

لذا و bM١ ⩾ bRk١ (I١)
داریم ١٨.٣ طبق .k١ = ⌈d١

٢ ⌉ و d١ = d(I١, IL(M١,M٢))

داریم ٣.٣.٣ لم و ٢.٣.٣ مشاهده اساس بر هستند. بیشین بازه دو هر که آن�جا از

d(I١,M١) ⩾ d(I١, R
k١(I١)) = k١ ⩽ d١ − k١ = d(I١, IL(M١,M٢))− d(I١, R

k١(I١)) =

d(Rk١(I١), IL(M١,M٢)) ⩾ d(M١, IL(M١,M٢)).

.ϕ(S,M١) = max{d(I١,M١), d(M١, In)} = d(I١,M١) داریم ۶.٣.٣ لم طبق حال

کنیم. ساده زیر صورت به را ١۶.٣ هدف تابع می�توانیم فوق لم از استفاده با
ψ′
ρ(i, p;M١,M٢) = (١− ρ)max{d(I١,M١), d(M٢, In)}+ ρ(d(M١, In) + d(I١,M٢)).

(١٩.٣)
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d(I١,M١) ⩾ d(M٢, In) آن در که حالتی می�گیریم. نظر در را حالت دو محاسبات شدن ساده�تر برای
می�دهیم. شرح را زیر حالت فقط محاسبات مشابهت خاطر (M١,I١)d.به < d(M٢, In) که حالتی و

d(I١,M١) ⩾ d(M٢, In) (٢٠.٣)

درمی�آید. زیر صورت به ١٩.٣ هدف تابع صورت این در .d(I١,M١) ⩾ d(M٢, In) کنید فرض

ψ′
ρ(i, p;M١,M٢) = (١− ρ)d(I١,M١) + ρ(d(M١, In) + d(I١,M٢)). (٢١.٣)

که است قرار این بر داد خواهیم ارائه ψ′
ρ(i, p;M١,M٢) مقدار مینیمم محاسبه�ی برای که روشی

M٢ بازه�ی می�کند صدق ١١.٣.٣ لم شرایط در M١که بازه�ی هر ازای به سپس گرفته ثابت را p و i ابتدا
شود. مینیمم ψ′

ρ(i, p;M١,M٢) که می�یابیم گونه�ای به را
داشت. خواهیم را زیر لم M٢(i, p;M١) = Ld(I١,M١)(In) فرض با

می�کند صدق ١١.٣.٣ لم شرایط در که M١ بازه��ی هر و p و i صحیح عدد هر برای [١٩] .۴.۴.٣ لم
مینیمم ψ′

ρ(i, p;M١,M٢) آن ازای به که است M٢ای بازه�ی همان M٢(i, p;M١) = Ld(I١,M١)(In)

می�شود.

صدق ٢٠.٣ فرض و ١٨.٣ محدودیت�های در که M٢ بازه�ی هر برای کافیست ٢١.٣ بنابر برهان.
داریم ٣.٣.٣ لم طبق واقع در .d(I١,M٢) ⩾ d(I١,M٢(i, p;M١)) دهیم نشان می�کند،

d(I١,M٢(i, p;M١) = d(I١, L
d(I١,M١)(In))

= d(I١, In)− d(Ld(I١,M١)(In), In)

= d(I١, In)− d(I١,M١)

⩽ d(I١, In)− d(M٢, In)

⩽ d(I١,M٢).

انتخاب گونه�ای به باید آن متناظر M٢ بازه�ی باشد، شده انتخاب M١ اگر که می�کند بیان فوق لم
کنیم. ساده زیر صورت به را را هدف تابع می�توانیم بنابراین .M٢(i, p;M١) = Ld(I١,M١)(In) که شود

ψ′
ρ(i, p;M١,M٢) = (١− ρ)d(I١,M١) + ρ(d(M١, In) + d(I١, L

d(I١,M١)(In)))

= (١− ρ)d(I١,M١) + ρ(d(M١, In) + d(I١, In)− d(Ld(I١,M١)(In), In))

= (١− ρ)d(I١,M١) + ρ(d(M١, In) + d(I١, In)− d(I١,M١))

= (١− ٢ρ)d(I١,M١) + ρd(M١, In) + ρd(I١, In).

(٢٢.٣)
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انتخاب گونه�ای به M١را بازه�ی ثابت p و i ازای به M١می�پردازیم. موقعیت تصریح به بعد قدم در
می�دهیم قرار شود. مینیمم ψ′

ρ(i, p;M١,M٢(i, p;M١)) که می�کنیم

r =

k ρ ⩾ ١/٣

max{k١, k٢} ρ < ١/٣
,

M١(i, p) = دهید قرار کردیم. تعریف ١١.٣.٣ لم در که هستند اعدادی همان k٢ و k١ ،k آن در که
است. M١ برای انتخاب بهترین این می�دهد نشان زیر لم .Rr(I١)

،p و i صحیح عدد هر برای [١٩] .۵.۴.٣ لم
ψ′
ρ(i, p;M١(i, p),M٢(i, p;M١(i, p))) ≤ ψ′

ρ(i, p;M١,M٢(i, p;M١))

می�کند. صدق ١١.٣.٣ لم شرایط در که M١ بازه�ی هر ازای به

می�کنیم محاسبه را زیر عبارت ٢٢.٣ طبق برهان.
ψ′
ρ(i, p;M١(i, p),M٢(i, p;M١(i, p)))− ψ′

ρ(i, p;M١,M٢(i, p;M١))

= (١− ٢ρ) (d(I١, Rr(I١))− d(I١,M١)) + ρ (d(Rr(I١), In)− d(M١, In))

= (١− ٢ρ) (r − d(I١,M١)) + ρ (d(I١, In)− d(I١, R
r(I١))− d(M١, In))

= (١− ٣ρ)r − (١− ٢ρ)d(I١,M١)− ρd(M١, In) + ρd(I١, In)

= (١− ٣ρ)(r − d(I١,M١))− ρ (d(I١,M١) + d(M١, In)− d(I١, In))

⩽ (١− ٣ρ)(r − d(I١,M١)).

این گذاشتن با .k٢ ⩽ d(M٢, In) ⩽ k و k١ ⩽ d(I١,M١) ⩽ k که می�بینیم ١٨.٣ محدودیت طبق
r برای که تعریفی گرفتن نظر در با حال .max{k١, k٢} ⩽ d(I١,M١) ⩽ k داریم ٢٠.٣ کنار نتایج

می�آید. بدست حکم دادیم ارائه

یک M(i, p) = Rk(I١) آن�گاه ،ρ ⩾ ١/٣ اگر نیست. p و i به وابسته k که باشید داشته توجه
داشت. خواهیم را زیر لم لذا است. ثابت بازه�ی

پشتیبان مسأله برای بهینه جواب یک (Rk(I١), L
k(In)) آن�گاه ،ρ ⩾ ١/٣ اگر [١٩] .۶.۴.٣ لم

.k = ⌊d(I١,In)
٢ ⌋ آن در که است، بازه�ای گراف هر برای ٢-مرکز

بهینه جواب یک (Rk(I١), L
k(In)) شوند مستقر متفاوت بازه�های در سرویس�دهنده دو وقتی برهان.

را ψ′
ρ(i, p; (R

k(I١), L
k(In))) ⩽ (١ + ρ)⌈d(I١,In)

٢ ⌉ درستی کافیست ١.۴.٣ لم طبق حال است.
کنیم. بررسی

داریم ٢٢.٣ به توجه با واقع در

ψρ(i, p;R
k(I١), L

k(In)) = (١− ٢ρ)d(I١, Rk(I١)) + ρd(Rk(I١), In) + ρd(I١, In)

= (١− ٢ρ)k + ρ(d(I١, In)− k) + ρd(I١, In)

= (١+ ρ)(d(I١, In)− k)− (١− ρ)(d(I١, In)− ٢k).
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می�آوریم دست به ،k = ⌊d(I١,In)
٢ ⌋ که این به توجه با لذا

ψ′
ρ(i, p; (R

k(I١), L
k(In))) ⩽ (١+ ρ)⌈d(I١, In)٢ ⌉.

گونه�ای به کنیم پیدا را بازه�ها از زوج یک می�توانیم ثابت p و i هر برای ،۵.۴.٣ لم و ۴.۴.٣ لم بنابر
زمان با الگوریتمی نهایت در می�گیریم. نظر در را ممکن pهای و i تمامی سپس شود. مینیمم ψ′

ρ که
آمد. خواهد دست به خطی

،IR(i, p) ،IL(i, p) ،Li(In) ،Ri(I١) ابتدا است لازم شود اجرا خطی زمان در ١ الگوریتم اینکه برای
کنیم. محاسبه خطی زمان در p ∈ {١,٢} و i ∈ {١,٢, . . . , n} ازای به را d(Ii, In) و d(I١, Ii)

p ∈ و i ∈ {١,٢, . . . , n} هر برای ،O(n) زمان در اولیه محاسبات انجام از بعد [١٩] .٧.۴.٣ لم
دسترسی قابل ثابت زمان در d(Ii, In) و d(I١, Ii) ،IR(i, p) ،IL(i, p) ،Li(In) ،Ri(I١) ،{١,٢}

هستند.

دستیابی قابل O(n) زمان در d(Ii, In) و Ri(I١), L
i(In), d(I١, Ii) بازه�های ٧.٢.٣ لم طبق برهان.

bIR(i,p) ⩽ داریم ،i < j که j و i هر برای کرد. iمحاسبه هر برای را IR(i, p) باید بعد قدم در هستند.
IR(i, p) تعریف طبق حال .bi < bj این�که بواسطه IR(j, p) ∈ S٢(j, p) ⊆ S٢(i, p) چون bIR(j,p)

می�توانیم راست)، انتهایی نقاط براساس مرتب�سازی (طبق I١ تا In از S بازه�های همه�ی بررسی با
داریم همچنین i < j برای مشابه صورت به کنیم. محاسبه O(n) زمان در iها همه�ی ازای به را IR(i, p)
IL(i, p) تعریف به توجه با حال .aIL(i,p) ⩽ aIL(j,p) که هم�چنان و IL(i, p) ∈ S١(i, p) ⊆ S١(j, p)

در را IL(i, p) می�توان چپ) انتهایی نقاط مرتب�سازی (طبق Iin تا Ii١ از S بازه�های همه�ی بررسی با
کرد. محاسبه O(n) زمان

داریم. را زیر قضیه�ی لذا

و صحیح را S روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله بهینه جواب یک می�تواند ١ [١٩]الگوریتم .٨.۴.٣ قضیه
کند. محاسبه O(n) زمان در

مدل و ،٠ ⩽ ρ < ١ شکست احتمال ورودی�ها بازه�ای گراف برای ٢-مرکز پشتیبان الگوریتم در
(١+ρ)⌈d(I١,In)

٢ ⌉ برابر ١.۴.٣ لم طبق را (opt)هدف تابع مقدار مینیمم برای اولیه مقدار است. S بازه�ای
n بین از بعد قدم در می�دهیم. قرار (M∗

١ ,M
∗
٢ ) = (Rk(I١), R

k(I١)) برابر را مسأله بهینه جواب و
هدف تابع مقدار و کنند صدق ١٨.٣ محدودیت�های در که می�گردیم بازه�ای زوج دنبال S در موجود بازه�ی

می�دهیم: قرار p و i هر ازای به که ترتیب این به دهند. کاهش (opt)جاری مقدار از را

k١ = ⌈d(I١, IL(i, p))٢ ⌉, k٢ = ⌈d(IR(i, p), In)٢ ⌉, l = max{k١, k٢}

بازه�های کننده مشخص بخواهند جاری p و i اگر کردیم بیان نیز ۵.۴.٣ لم اثبات در که همان�طور
باشیم داشته باید صورت این در که کنند صدق ١٨.٣ محدودیت�های در باید باشند، مسأله بهینه جواب
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بازه�ای گراف روی ٢-مرکز پشتیبان ١ الگوریتم
Input: 0 ⩽ ρ < 1 شکست احتمال و S = {I1, . . . , In} بازه�ها از مجموعه�ای
Output: ٢-مرکز پشتیبان مسأله بهینه جواب یک

1: k = ⌊d(I1,In)
2

⌋, opt = (1 + ρ)⌈d(I1,In)
2

⌉, (M∗
1 ,M

∗
2 ) = (Rk(I1), R

k(I1)) دهید قرار
2: for p=1, 2 do
3: for i=1,...,n do
4: .k1 = ⌈d(I1,IL(i,p))

2
⌉, k2 = ⌈d(IR(i,p),In)

2
⌉, l = max{k1, k2} دهید قرار

5: if l ⩽ k then
6: .ψmin = ψ′

ρ(i, p;R
r(I1), L

r(In)) و ;r = k این�صورت غیر در r = l ;ρ ⩽ 1
3
اگر

7: if opt > ψmin then
8: .opt = ψmin,M

∗
1 = Rr(I1),M

∗
2 = Lr(In) دهید قرار

9: end if
10: end if
11: end for
12: end for
13: کنید تکرار را ١٢ تا ٢ مراحل و کرده معکوس را In تا I1 بازه�های
14: return opt, (M∗

1 ,M
∗
2 ).

مختلف pهای و i ازای به ١ الگوریتم متغیرهای مقادیر :١.٣ جدول
i, p S١(i, p) S٢(i, p) IL(i, p) IR(i, p) k١ k٢ r ψmin opt

(١ ،١) {I١} {I٢, . . . , I٩} I١ I٢ ٠ ٢ ٢ ٣ ١۵/۴
(٢ ،١) {I١, I٢} {I٣, . . . , I٩} I٢ I٣ ١ ٢ ٢ ٣ ٣
(٣ ،١) {I١, I٢, I٣} {I۴, . . . , I٩} I٣ I۴ ١ ٢ ٢ ٣ ٣
(۴ ،١) {I١, . . . , I۴} {I۵, . . . , I٩} I۴ I۵ ٢ ٢ ٢ ٣ ٣

،ρ ⩽ ١/٣ اگر ۶.۴.٣ لم طبق l ⩽ k که صورتی در پس .l ⩽ k باشیم داشته باید لذا k٢ ⩽ k و k١ ⩽ k

.r = k می�دهیم قرار این�صورت غیر در r = l می�دهیم قرار آن�گاه
(ψ′

ρ(i, p;R
r(I١), L

r(In)) یعنی جاری( p و iازای به هدف تابع مقدار r مقدار مشخصشدن با حال
که صورتی در کرده مقایسه opt مقدار با را ψmin مقدار حال می�کنیم. ذخیره ψmin در کرده محاسبه را
بازه�های لذا و می�کنیم opt جایگزین را ψmin مقدار ،opt > ψmin یعنی باشیم رفته مینیمم سمت به
برای روند این اجرای از بعد دهیم. تغییر (M∗

١ = Rr(I١),M
∗
٢ = Lr(In)) به باید نیز را (M∗

١ ,M
∗
٢ )

با بازه�ای گراف روی ٢-مرکز پشتیبان مسأله بهینه جواب i = ١,٢, . . . , n و p = ١,٢ حالت دو هر
شد. خواهد opt برابر هدف تابع بهینه مقدار و (M∗

١ ,M
∗
٢ ) بازه�ی دو برابر S بازه�ای مدل

کنید. توجه زیر مثال به بازه�ای گراف ٢-مرکز پشتیبان الگوریتم ساختن روشن منظور به

به ٢-مرکز پشتیبان مسأله جواب می�گیریم. نظر در را ٣.٣ شکل در شده ارائه بازه�ای مدل .٩.۴.٣ مثال



۴٩ الگوریتم .۴.٣

تابع بهینه مقدار و (I۵, I۶) برابر بازه�ای گراف ٢-مرکز پشتیبان الگوریتم از استفاده با ρ = ٠٫ ٢۵ ازای
نمی�یابد. تغییری بعد تکرارهای در و می�آید دست به p = ١ و i = ١ ازای به که است، ٣ برابر هدف

می�دهد. نشان مرحله هر در را متغیرها مختلف مقادیر ١.٣ جدول
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Aabstract

In practice, uncertainties can play an influential role. The reliability model deals with
the situation where servers may sometimes fail, and the clients originally allocated to these
servers have to request service from functioning servers. Recently, Wang, Wu and Chao,
proposed a new reliability-based model, in which each server may fail with a given prob-
ability. Once a server fails, the other server will take full responsibility for the services.
Under the assumption that the servers do not fail simultaneously, they consider the backup
2-center problem on a tree, which asks for deploying two servers at the vertices such that
the expected value of the longest distance from any vertex to its closest functioning server
is minimum. We apply the reliability-based backup 2-center model proposed by Wang,
Wu and Chao, to interval graphs and present an O(n) time algorithm. We show that the
weighted back-up 2-center on a path (resp. tree, cycle, unicyclic) graph can be computed
in O(n) (resp. O(n log n), O(n2), O(n2 log n)) time, where n is the number of vertices,
and the centers need not be at vertices.
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