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චاری... ণپاس໋�

یافت ازو آرام، زمین جنبش، فلک یافت ازو نام هستی آنکه به�نام
وجودش بر آمد مطلق گواهی سجودش در کافرینش خدایی

نظامی

فرمود. مفتخرم دانش و علم رهروان همنشینی به و شد رهنمونم دانش و علم راه به که یکتا خدای سپاس
و محکم پشتیبانی پدرم، برسم، توانایی به من تا شد ناتوان که اویی مقدس، بسیار وجود دو از سپاس
ام. همیشگی غمخوار و دلسوز یاوری مادرم، شوم، روسفید من تا شد سپید موهایش که اویی و مطمئن،
مهربانی و نیت خلوص با که قوتمند مهدی دکتر آقای جناب محترمم راهنمای استاد زحمات از تشکر با
حسن دکتر آقای جناب محترمم مشاورین از دارم ای ویژه تشکر کردند. یاری�ام پایان�نامه این نوشتن در
قرار اختیارم در را اطلاعاتشان و بودند سوالاتم تمام پاسخگوی تحمل و صبر با پدرانه که حسن�آبادی
بنده به را خود علم سخاوتمندانه که مس�فروش علی دکتر آقای جناب گرامی استاد از همچنین دادند،
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رساله�ی داوری و مطالعه زحمت که ناظمی دکتر آقای و احسنی دکتر آقای گرامی داوران از همینطور و

دارم. تشکر گرفتند عهده به را بنده
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چൊیده

در که می�کشیم چالش به را شرودینگرگونه دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل پایان�نامه، این در
متداول روش�های به معادلات این آنجاییکه از است. برخوردار بالایی اهمیت از مهندسی علوم و فیزیک
معادلات این �توابع ویژه و �مقادیر ویژه تعیین برای کاربردی حدسی روشی نیستند، دقیق حل دارای موجود،
حاصل دقیق چندجمله�ای بصورت جواب و است، معروف آنساتز١ بث تحلیلی روش به که می�کنیم مطرح

می�کنیم. حل نیز دیگر روش�های با را مربوطه معادلات نتایج، درستی از اطمینان جهت می�شود.

آنساتز بث روش توابع، ویژه مقادیر، ویژه شرودینگر٢، معادله کلیدی: کلمات

١Bethe Ansatz method ٢Schrodinger equation



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت

1. Z. Shakoori and M. Ghovatmand, (2016) ”Exact polynomial solution of
Schrodinger equation with Killingbeck potential in non-commutative phase-
space”, The 6th Seminar on Numerical Analysis and Its Applications, Uni-
versity of Maragheh.



مطالب فهرست

١ اولیه مفاهیم و مقدمه ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم ٢.١

١١ لاگور طیفی شبه روش ٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . WPL معادله برای لاگور طیفی شبه روش ١.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ١.١.٢

٢۵ حدسی روش ٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . V (r) = ar٢ + br−٢ + cr−۴ پتانسیل حضور در ١.٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . V (r) = ar−١ + br−٢ پتانسیل حضور در ٢.٣

۴١ آنساتز بث روش ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی نتایج و مقدمه ١.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاربردها ٢.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . کره یک روی بر الکترون دو کولنی دافعه�ی ١.٢.۴
۵٨ . . . . . . ϕ۶ میدان پیچش پایداری آنالیز از حاصل شرودینگر معادله ٢.٢.۴
۶۵ . . . . . رایسنر-نوردستروم غیراکسترمم جواب برای پایدار اختلالات ٣.٢.۴
۶٩ . . . . . . . مغناطیسی و کولنی میدان�های در دیراک مسطح الکترون� ۴.٢.۴
٧٣ . . . . . . . ناموزون نوسان�ساز مستقیم کننده ثابت شرودینگر معادله ۵.٢.۴

٨١ مسائل ۵
٨١ . . . . . . جابجایی فضای در بک کیلینگ پتانسیل حضور در شرودینگر معادله�ی ١.۵
٨٨ . . . . . ناجابجایی فضای در بک کیلینگ پتانسیل حضور در شرودینگر معادله�ی ٢.۵
٩۴ . . . . . . . . . فاز فضای در بک کیلینگ پتانسیل حضور در شرودینگر معادله ٣.۵
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . پوش-تلر پتانسیل حضور در شرودینگر معادله�ی ۴.۵
١٠۴ . . . . . . . . . . . . بک کیلینگ پتانسیل حضور در کلاین-گوردون معادله�ی ۵.۵
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . کراتزر پتانسیل حضور در کلاین-گوردون معادله�ی ۶.۵

چ



ح مطالب فهرست

١٢٣ مراجع

١٢٧ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١٢٩ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

١٣٠ نمایه



١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمه

قضایا تعاریف، سپس و می�کنیم مطرح را پایان�نامه این هدف از خلاصه�ای و تاریخچه ابتدا فصل این در
می�کنیم. بیان را بعد فصل�های در استفاده قابل پایه�ای مفاهیم و

تاریخچه ١.١

کلی به�صورت دوم مرتبه�ی خطی دیفرانسیل معادلات .١.١.١ تعریف

d٢y

dx٢
+ P (x)

dy

dx
+Q(x)y = R(x)

ساده�تر به�صورت یا

y′′ + P (x)y′ +Q(x)y = R(x)

.[١] می�گوییم همگن را فوق معادله�ی باشد، R(x) = ٠ اگر که می�باشند.

بودن زمان از مستقل صورت در دوم، مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات انواع از یکی شرودینگر معادله�ی
می�شود فرض زیر ]به�شکل

−ℏ٢

٢m ∇٢ + V (r)

]
ψ(r) = Eψ(r)

معرف که موج تابع ψ(r) پلانک، ثابت ℏ لاپلاسین، ∇٢ آن، پتانسیل انرژی V (r) ذره، mجرم آن در که
اهمیت از دلخواه بعدهای در شرودینگر معادله�ی حل است. مقدارویژه معرف که انرژی E و تابع�ویژه
معادله این برای دقیق راه�حل می�دانیم که همانطور است. برخوردار مهندسی علوم و فیزیک در بالایی
توسط زیادی مطالعات اخیرا باشد. تقریبی روش�های از برخی و پتانسیل چند مختص تنها است ممکن
چند درک به می�خواهد که ،[٣ ،٢] است گرفته انجام ناموزون پتانسیل�های بر فیزیکدانان و ریاضیدانان

.[٣] بپردازد فیزیک مختلف زمینه�های در شده کشف تازه پدیده



٢ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

مطرح بسیاری پژوهشگران توسط شرودینگر معادله�ی ویژه�مقدار محاسبه�ی برای تقریبی روش چندین
پرتاب روش تابع پروفر٢ تبدیل ،[۴] پرتاب١ روش می�کنیم، اشاره مورد چند به میان این در است، شده
رویکرد ،[١٢ ،١١] متغیر روش ،[١٠ ،٩] محدود تفاضل روش ،[٨ ،٧] پایدار اختلال روش ،[۶ ،۵]
روش ،[١٧ ،١۶] JWKB و WKB تقریب ،[١۵ ،١۴] هیل۴ کننده�ی تعیین روش ،[١٣] رونسکین٣
گسسته�سازی مربع روش مانند طیفی۵ شبه روش ،[١٩] انتگرال مسیر رویکرد ،[١٨] بازگشتی سری

.[٢٣ ،٢٢] چندجمله�ای کلاسیک تعامد اساس بر طیفی شبه روش و [٢١ ،٢٠]
کمتر که مشکلی اما آورد بدست نرم�افزار وسیله�ی به و عددی روش�های با را مقادیر ویژه می�توان واقع در
بعدی یک به نسبت کمتری کارایی مراتب به بالاتر ابعاد در روش�ها این که است این می�شود توجه آن به
کنیم برخورد شرودینگر معادله عددی راه�حل�های به مقالات از بسیاری در دارد امکان وجود این با دارند.
بالا دقت با ناموزون پتانسیل وجود با را مسئله ویژه�مقادیر ،[٢۵] عید٧ و تاسلی۶ مثال عنوان به .[٢۴]
محاسبه ریلی-ریتز٨ تغییرات روش در دستگاهی عنوان به مثلثاتی تابع چندین ترکیب از استفاده با و
یک خصوص در شرودینگر معادله�ی برای را ویژه�تابع بسط یک همکارانش و تاسلی [٢۶] در کرده�اند.
و کرده�اند استفاده استوانه�ای قطبی مختصات در دلخواه غیرمرکزی پتانسیل یک با حرکت حال در ذره
نقطه�ای چند متفاوت فرمول [٢٧] شائو١٠ و وانگ٩ کرده�اند. محاسبه را آن ویژه�مقادیر کاربرد، به�عنوان
و بعدی دو هارمونیک نوسانگر پتانسیل�های مقادیرویژه�ی و برده�اند به�کار مسئله این برای را متقارن
تدبیر ماتریس روش [٢٨] همکارانش و لیو١٢ شده، یاد پتانسیل دو برای آوردند. بدست هنون-هیلیز١١
کرده�اند. استفاده سوم شماره�ی روش از [٢٩] سیموز١۴ و مونواسیلیس١٣ گرفتند. به�کار را مقدارویژه

برده�اند. به�کار را نامرو١۶ روش [٣٠] همکارانش و کالوگیراتو١۵
معروف تحلیلی روشی با را شرودینگرگونه معادلات که است بوده این بر سعی رساله این در این�حال با
دستگاه از که ریشه�هایی با باشد چندجمله�ای به�صورت آن جواب که کنیم حل گونه�ای به آنساتز بث به
همچنین می�شوند، (تابع�ویژه) موج تابع تشکیل موجب نهایت در و می�شوند حاصل آنساتز معادلات

می�کنیم. تعیین را ویژه�مقدار همزمان به�طور

اولیه مفاهیم ٢.١

شده�اند. جمع�آوری [٣٣] تا [٣١] از بخش این در شده بیان مفاهیم تمامی که است ذکر قابل

مختلط توابع .١.٢.١ تعریف
در نقاط، از مجموعه�ای به�صورت را آن می�توانیم که باشد مختلط اعداد از مجموعه�ای E می�کنیم فرض
هر می�تواند که است z = x + iy مختلط عدد مختلط، متغیر از ما منظور کنیم. تصور مختلط صفحه
z هر به که است قاعده�ای ،z متغیر از W مختلط تابع از منظور و بپذیرد، را E مجموعه�ی از مقدار

١Shooting
٢Prufer
٣Wronskian
۴Hill
۵Pseudospectral
۶Taseli

٧Eid
٨Reyleigh-Ritz
٩Wang

١٠Shao
١١Henon-Heiles

١٢Liu
١٣Monovasilis
١۴Simos
١۵Kalogiratou
١۶Namerov



٣ اولیه مفاهیم .٢.١

E و W = f(z) می�نویسیم این�صورت در می�دهد. نسبت را W یکتای مختلط عدد یک E به متعلق
می�خوانیم. تابع حوزه�ی را

مختلط توابع مشتق .٢.٢.١ تعریف
است مشتق�پذیر z مانند G نقطه�ی یک در است شده تعریف G حوزه�ی در که f(z) مختلط تابع می�گوییم

باشد متناهی و موجود زیر حد هرگاه

f ′(z) = lim
∆z→٠

f(z +∆z)− f(z)

∆z
, (z, z +∆z ∈ G)

گویند. z در f(z) مشتق را آن داده، نشان f ′(z) با را فوق حد
تحلیلی١٧ توابع .٣.٢.١ تعریف

z نقطه�ی در و باشد مشتق�پذیر G نقطه�ی هر در f(z) هرگاه گویند، تحلیلی G حوزه�ی در را f(z) تابع
باشد. تحلیلی z همسایگی یک در f(z) اگر گویند تحلیلی

تابع .۴.٢.١ مثال

f(z) = z٢

حد که است واضح زیرا است، مشتق�پذیر z صفحه�ی تمام در

lim
∆z→٠

(z +∆z)٢ − z٢

∆z
= lim

∆z→٠

٢z∆z + (∆z)٢

∆z
= ٢z + lim

∆z→٠
∆z

است. ٢z برابر z متناهی نقطه�ی هر در و موجود

جزئی مجموع�های و سری�ها .۵.٢.١ تعریف
می�کنیم فرض

∞∑
n=١

zn = z١ + z٢ + . . .+ zn + . . . (١.١)

مختلط)، سری می�گوییم خلاصه (به�طور هستند مختلط اعداد آن جملات تمام که است، نامتناهی یکسری
می�کنیم فرض همچنین و

sn = z١ + z٢ + . . .+ zn

دنباله�ی می�گوییم آنگاه است، (١.١) اول جمله�ی n مجموع یعنی ،(١.١) سری nام جزئی مجموع
مختلط اعداد نامتناهی

s١, s٢, . . . , sn, . . . (٢.١)

می�آید، به�دست (٢.١) از به�آسانی (١.١) اصلی سری برعکس، است، شده تولید (١.١) سری به�وسیله�ی
نوشت زیر به�صورت می�توان را (١.١) که کنیم توجه کافی�است فقط

s١ + (s٢ − s١) + . . .+ (sn − sn−١) + . . .
١٧Analytic function
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به (٢.١) متناظر دنباله�ی اگر همگراست)، s به (یا همگراست (١.١) سری می�گوییم .۶.٢.١ تعریف
به (١.١) سری خلاصه�تر، به�طور می�گوییم. (١.١) سری مجموع را s آنگاه باشد؛ همگرا s متناهی حد

اگر تنها و اگر همگراست s مجموع

lim
n→∞

sn = s

واگراست. (١.١) سری می�گوییم نباشد، همگرا متناهی حد یک به (٢.١) دنباله�ی اگر

تحلیلی تابع یک لوران بسط .٧.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف را زیر سری

∞∑
n=−∞

cn(z − a)n (٣.١)

سری دو مجموع به�عنوان که

∞∑
n=٠

cn(z − a)n,
∞∑
m=١

c−m(z − a)−m (۴.١)

است. معروف لوران سری به است z − a منفی و مثبت توان�های شامل که (٣.١) سری می�شود. تعبیر
است. حلقه) (یک همگرایی�اش ناحیه�ی در تحلیلی تابع یک معرف لوران، سری

منفرد١٨ نقطه .٨.٢.١ تعریف
z٠ همسایگی یک صورتیکه در است منفرد نقطه�ی یک باشد تحلیلی G در که f(z) ̸= ٠ تابع برای z٠

نیست. دیگری صفر z٠ خود از غیر آن در که دارد وجود

منفرد١٩ تکین نقاط .٩.٢.١ تعریف
یک نقطه�ی هر در که است مقداری یک تحلیلی تابع یک f(z) گیریم است، مفروض z٠ نقطه�ی یک
فرض می�نامند. f(z) منفرد تکین نقطه�ی یک را z٠ این�صورت در است. شده تعریف ،z٠ همسایگی
به�صورت z٠ نقطه�ی در را f(z) لوران بسط لذا است. منفرد تکین نقطه یک دارای z٠ در f(z) می�کنیم

می�نویسیم زیر

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − z٠)
n (۵.١)

دارد: وجود زیر حالت سه حال

برداشتنی تکین نقطه�ی یک را z٠ حالت این در نیست، z−z٠ منفی توان هیچ شامل (۵.١) سری •
می�نامند.

١٨Isolated ١٩Singular point
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یک را z٠ حالت این در است، z− z٠ منفی توان�های از متناهی تعدادی شامل فقط (۵.١) سری •
می�گویند. قطب٢٠

نقطه�ی یک را z٠ حالت این در است، z−z٠ منفی توان�های از بینهایت تعداد شامل (۵.١) سری •
می�خوانند. اساسی تکین

می�پردازیم. قطب�ها بررسی به فقط اینجا در

قطب� .١٠.٢.١ تعریف
متناهی تعدادی شامل فقط (۵.١) سری که می�کنیم فرض یعنی است، f(z)قطب یک z٠ می�کنیم فرض
به باشد، m می�شود ظاهر (۵.١) در که ١

(z−z٠) توان بالاترین گیریم است. z − z٠ منفی توان�های از
که قسمی

f(z) =
∞∑
n=٠

cn(z − z٠)
n +

c−١
z − z٠

+
c−٢

(z − z٢(٠
+ . . .+

c−m
(z − z٠)m

(۶.١)

اگر به�ویژه می�شود. نامیده f(z) mام مرتبه�ی قطب یک z٠ نقطه�ی این�صورت در .c−m ̸= ٠ درآن که
می�گویند. چندگانه قطب را آن ،m > ١ اگر و ساده، قطب یک را z٠ ،m = ١

٢١ مانده� .١١.٢.١ تعریف
z٠ در f(z) مانده�ی از منظور این�صورت در است، f(z) تابع منفرد تکین نقطه یک z٠ می�کنیم فرض

با که

Res f(z)z=z٠

است زیر لوران بسط در c−١ ضریب می�شود، داده نشان

f(z) =
∞∑

n=−∞

cn(z − z٠)
n

صفر z٠ در f(z) مانده�ی است ممکن باشد اساسی تکین نقطه�ی یک یا قطب یک z٠ اگر که کنید توجه
است. صفر خودبه�خود مانده باشد، برداشتنی تکین نقطه یک z٠ اگر اما باشد، صفر مخالف یا

مانده محاسبه�ی
یک z٠ می�کنیم فرض ابتدا می�کنیم. محاسبه ساده قطب یک در را مانده�ها چگونه که می�دهیم نشان حال
دارد زیر به�صورت لورانی بسط ،z٠ سفته�ی همسایگی یک در f(z) به�طوریکه است، f(z) ساده�ی قطب

f(z) =
c−١
z − z٠

+ c٠ + c١(z − z٠) + . . .

٢٠Pole ٢١Residue
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این�صورت در

(z − z٠)f(z) = c−١ + c٠(z − z٠) + c١(z − z٠)
٢ + . . .

می�شود نتیجه بنابراین است. پیوسته z٠ در لذا و است معمولی توانی سری یک راست طرف آن، در که
که

c−١ = Resf(z)z=z٠ = lim
z=z٠

(z − z٠)f(z) (٧.١)

به�شکل f(z) اگر است، ساده بسیار محاسبه

f(z) =
φ(z)

ψ(z)

آنگاه .ψ′(z٠) ̸= ٠ ،ψ(z٠) = ٠ یعنی است، ψ(z) ساده�ی صفر یک z٠ و φ(z٠) ̸= ٠ آن در که باشد،
،(٧.١) به بنا آنجا از و است، f(z) ساده�ی قطب یک z٠

Resf(z)z=z٠ = Resz→z٠
φ(z)

ψ(z)
= lim

z→z٠

(z − z٠)φ(z)

ψ(z)

= lim
z→z٠

φ(z)
ψ(z)−ψ(z٠)

(z−z٠)

=
φ(z٠)

ψ′(z٠)
(٨.١)

z٠ در f(z) لوران بسط این�صورت در باشد. f(z) mام > ١ مرتبه�ی قطب یک z٠ می�کنیم فرض حال
است زیر به�صورت

f(z) =
c−m

(z − z٠)m
+ . . .+

c−١
z − z٠

+ c٠ + c١(z − z٠) + . . .

لذا و

(z − z٠)
mf(z) = c−m + . . .+ c−١(z − z٠)

m−١

+ c٠(z − z٠)
m + c١(z − z٠)

m+١ + . . . (٩.١)

می�آید به�دست می�گیریم، مشتق بار m− ١ ،(٩.١) از

dm−١

dzm−١ [(z − z٠)
mf(z)] = (m− ١)!c−١ +

m!

١! c٠(z − z٠)

+
(m+ ١)!

٢! c١(z − z٠)
٢ + . . .

می�شود نتیجه آن از که

(m− ١)!c−١ = lim
z→z٠

dm−١

dzm−١ [(z − z٠)
mf(z)]

یا

c−١ = Resf(z)z=z٠ = lim
z→z٠

١
(m− ١)!

dm−١

dzm−١ [(z − z٠)
mf(z)] (١٠.١)

می�شود. تبدیل (٧.١) به (١٠.١) ،m = ١ اگر که کنید توجه
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به z = ١ نقطه�ی در f(z) = ez

(z−١)n تابع مورد در را (١٠.١) از آمده بدست رابطه�ی .١٢.٢.١ مثال
می�بریم کار

Res

(
ez

(z − ١)n
)
z=١

= lim
z→١

١
(n− ١)!

dn−١ez

dzn−١ = lim
z→١

ez

(n− ١)! =
e

(n− ١)!

متعامد چندجمله�ای�های

به نسبت [a, b] بازه�ی برای توابع از متعامد مجموعه�ی یک {ϕ٠, ϕ١, . . . , ϕn} گوییم .١٣.٢.١ تعریف
اگر است ω(x) وزن تابع

∫ b

a

ω(x)ϕj(x)ϕk(x) dx =

٠ j ̸= k

αk > ٠ j = k

بازه�ی بر زیر، طریق به شده تعریف {ϕ٠, ϕ١, . . . , ϕn} چندجمله�ای�های مجموعه�ی .١۴.٢.١ قضیه
است متعامد ω(x) وزن تابع به نسبت [a, b]

ϕ٠(x) = ١

ϕ١(x) = x−B١ , a ≤ x ≤ b هر ازای به

آن در که

B١ =

∫ b
a
xω(x)[ϕ٠(x)]

٢ dx∫ b
a
ω(x)[ϕ٠(x)]٢ dx

،k ≥ ٢ وقتی

ϕk(x) = (x−Bk)ϕk−١(x)− Ckϕk−٢(x) , a ≤ x ≤ b هر ازای به

آن در که

Bk =

∫ b
a
xω(x)[ϕk−١(x)]

٢ dx∫ b
a
ω(x)[ϕk−١(x)]٢ dx

و

Ck =

∫ b
a
xω(x)ϕk−١(x)ϕk−٢(x) dx∫ b
a
ω(x)[ϕk−٢(x)]٢ dx

که می�دهیم نشان ،k بر استقرا به ∫برهان. b

a

ω(x)ϕk(x)ϕi(x) dx = ٠ , i < k
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k = ١ ازای ∫به b

a

ω(x)ϕ١(x)ϕ٠(x) dx =

∫ b

a

ω(x)(x−B١) dx

=

∫ b

a

xω(x) dx−B١

∫ b

a

ω(x) dx

=

∫ b

a

xω(x)[ϕ٠(x)]
٢ dx

−
[∫ b

a
xω(x)[ϕ٠(x)]

٢ dx∫ b
a
ω(x)[ϕ٠(x)]٢ dx

] ∫ b

a

ω(x)[ϕ٠(x)]
٢ dx = ٠

اینصورت در باشد. درست k = n− ١ ازای به نتیجه کنیم ∫فرض b

a

ω(x)ϕn(x)ϕn−١(x) dx =

∫ b

a

ω(x)[(x−Bn)ϕn−١(x)− Cnϕn−٢(x)] . ϕn−١(x) dx

=

∫ b

a

ω(x)(x−Bn)[ϕn−١(x)]
٢ dx

=

∫ b

a

xω(x)[ϕn−١(x)]
٢ dx−Bn

∫ b

a

ω(x)[ϕn−١(x)]
٢ dx = ٠

که داد نشان می�توان نحو همین ∫به b

a

ω(x)ϕn(x)ϕn−٢(x) dx = ٠

i < n− ٢ ازای ∫به b

a

ω(x)ϕn(x)ϕi(x) dx =

∫ b

a

ω(x)[(x−Bn)ϕn−١(x)− Cnϕn−٢(x)]ϕi(x) dx

=

∫ b

a

ω(x)xϕn−١(x)ϕi(x) dx

=

∫ b

a

ω(x)ϕn−١(x)[ϕi+١(x) +Bi+١ . ϕi(x) + Ci+١ϕi−١(x)] dx = ٠

درونیابی

(x١, y١) و (x٠, y٠) متمایز نقاط از که یک درجه�ی از چندجمله�ای یک تعیین مسئله�ی .١۵.٢.١ تعریف
f(x٠) = y٠ که ،f مانند تابع یک تقریب�سازی از است عبارت مسئله این می�گیریم. نظر در را می�گذرد
درونیابی حالت مفروض نقاط در f مقادیر با که اول درجه�ی چندجمله�ای یک به�وسیله�ی ،f(x١) = y١ و

اگر است. یکی آن�ها با یا دارد

P (x) = a٠ + a١ x (١١.١)
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کنند صدق زیر روابط در باید a١ و a٠ باشد، چندجمله�ای

y٠ = P (x٠) = a٠ + a١ x٠

y١ = P (x١) = a٠ + a١ x١

داریم a١ و a٠ به نسبت معادلات این حل با

a١ =
y٠ − y١
x٠ − x١

a٠ = y١ − a١x١ = y١ −
( y٠ − y١
x٠ − x١

)
x١

می�شود نتیجه ،(١١.١) معادله�ی در a١ و a٠ مقادیر جایگذاری با

P (x) = y١ −
( y٠ − y١
x٠ − x١

)
x١ +

( y٠ − y١
x٠ − x١

)
x

=
y١(x٠ − x١)− x١(y٠ − y١) + x(y٠ − y١)

x٠ − x١

=
y١(x٠ − x١ + x١ − x)

x٠ − x١
+
y٠(−x١ + x)

x٠ − x١

=
(x− x١)

(x٠ − x١)
y٠ +

(x− x٠)

(x١ − x٠)
y١

این با .P (x١) = y١ و P (x٠) = y٠ داشت خواهیم اخیر شکل به P (x) نوشتن با که است واضح
خطی، درونیابی مفهوم تعمیم برای کرد. تقریب شده ثبت مقدار دو بین را تابع یک مقادیر می�توان روش
می�توان را کار این بگذرد. معلوم نقطه�ی n+١ نقاط از که می�یابیم n حداکثر درجه�ی از چندجمله�ای یک
مقادیر با که می�یابیم P مانند چندجمله�ایی ،f معلوم تابع ازای به آن در که دانست تقریبی روش یک
می�بریم. بکار دیگر نقاط در f تقریب برای را P چندجمله�ای سپس، و بوده، یکی معلوم نقاطی در تابع
این می�شود. توصیف بعد قضیه�ی در تفصیل به شد داده توضیح اختصار به هم�اکنون که درونیابی روند

می�شود. نامیده درونیاب چندجمله�ای لاگرانژ شکل چندجمله�ای

این در معلوم مقادیر با تابعی f و بوده متمایز نقطه�ی (n+ ١) ،x١, x٢, . . . , xn هرگاه .١۶.٢.١ قضیه
خاصیت این با دارد وجود ،n حداکثر درجه�ی از ،P مانند بفردی منحصر چندجمله�ای آنگاه باشد، نقاط

که،

f(xk) = P (xk), k = ٠,١, . . . , n

می�شود داده زیر رابطه�ی با چندجمله�ای این

P (x) = f(x٠)ℓn,٠(x) + . . .+ f(xn)ℓn,n(x) (١٢.١)

=
n∑
k=٠

f(xk)ℓn,k(x) (١٣.١)
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،k = ٠,١, . . . , n ازای به آن در که

ℓn,k =
(x− x٠)(x− x١) . . . (x− xk−١)(x− xk+١) . . . (x− xn)

(xk − x٠)(xk − x١) . . . (xk − xx−١)(xk − xk+١) . . . (xk − xn)
=

n∏
i=٠
i̸=k

(x− xi)

(xk − xi)

(١۴.١)

.ℓk(x) می�نویسیم فقط ℓn,k(x) به�جای ندهد، رخ اشتباهی درجه مورد در وقتی

ازای به به�علاوه، و است n درجه�ی از k = ٠,١, . . . , n هر به�ازای ℓk چندجمله�ای که کنید توجه برهان.
i = ٠,١, . . . , n هر

ℓk(xi) =

٠ k ̸= i

١ k = i

چون .P (xi) =
∑n

k=٠ f(xk) ℓk(xi) = f(xi) ℓi(xi) = f(xi) ،i = ٠,١, . . . , n به�ازای این�رو، از
Pای وجود و است n حداکثر درجه�ی از چندجمله�ای یک P است، n درجه�ی چندجمله�ای یک ℓk هر

می�شود. ثابت P (xk) = f(xk) در صادق

تعریف آنگاه باشیم، داشته را ψn(x) = (x− x٠)(x− x١) . . . (x− xn) نام�گذاری اگر همچنین
می�شود تبدیل زیر شکل به (١۴.١)

ℓn,k(x) =
ψn(x)

(x− xk)ψ′
n(xk)

هستند. معروف لاگرانژ چندجمله�ای�های به ℓn,k(x)
گاما تابع

می�شود تعریف زیر انتگرال به�وسیله�ی Γ(x) تابع x > ٠ برای .١٧.٢.١ تعریف

Γ(x) =

∫ ∞

٠
tx−١ e−t dt

گرفت نظر در تابع این برای می�توان را زیر خواص مثبت، صحیح n هر به�ازای همچنین

Γ(n) = (n− ١)!

Γ(x+ ١) = xΓ(x)



٢ فصل

لاگور طیفی شبه روش

بگیرید نظر در زیر به�صورت را زمان از مستقل بعدی دو شرودینگر ]معادله
− ∂٢

∂x٢
− ∂٢

∂y٢
+ V (x, y)

]
ψ(x, y) = Eψ(x, y), (x, y) ∈ R٢ (١.٢)

می�شود تعریف زیر به�صورت آن برای مرزی شرط به�طوریکه

lim
∥r∥→∞

ψ(r) = ٠, r = (x, y) ∈ R٢ (٢.٢)

در معادله این هستند. معادله موج تابع و مقدارویژه به�ترتیب ψ(x, y) و E(x, y) پتانسیل، V (x, y) که
است. شده حل هرمیتی طیفی شبه روش با [٢۴] مرجع
می�گیریم نظر در M بعد در را شعاعی شرودینگر ]معادله

− d٢

dr٢
− M − ١

r

d

dr
+
ℓ(ℓ+M − ٢)

r٢
+ V (r)

]
R

(M)
n,ℓ (r) = E

(M)
n,ℓ R

(M)
n,ℓ (r), (٣.٢)

R
(M)
n,ℓ (r) ∈ L(∞,٠)٢

کروی مختصات به�صورت که V (
√
x٢١ + x٢٢ + . . .+ x٢M) = V (r) فرم به متفاوت پتانسیل به�همراه

از بسیاری موضوع بعدی، M شرودینگر شعاعی معادله می�شود. داده نشان r٢ =
∑M

i=١ x
٢
i بعدی M

M = ٣ با بعدی سه حالت ،(٣.٢) معادله�ی مطالعه�ی نوع رایج�ترین است. شده محاسباتی روش�های
به می�شود تبدیل که ]است

− d٢

dr٢
− ٢
r

d

dr
+
ℓ(ℓ+ ١)
r٢

+ V (r)

]
R(r) = E R(r) (۴.٢)

داریم ψ(r) = rR(r) تبدیل از استفاده با

d

dr
R(r) = − ١

r٢
ψ(r) +

١
r
ψ′(r)

d٢

dr٢
R(r) =

٢
r٣
ψ(r)− ٢

r٢
ψ′(r) +

١
r
ψ′′(r)

١١



١٢ لاگور طیفی شبه روش .٢

داشت خواهیم (۴.٢) معادله�ی در فوق روابط دادن قرار با

−
[ ٢
r٣
ψ(r)− ٢

r٢
ψ′(r) +

١
r
ψ′′(r)

]
− ٢
r

[
− ١
r٢
ψ(r) +

١
r
ψ′(r)

]
+
[ℓ(ℓ+ ١)

r٢
+ V (r)

]١
r
ψ(r) =

١
r
E ψ(r)

می�گیریم فاکتور ١
r
عبارت از اینصورت در که

١
r

[
− ٢
r٢

+
٢
r

d

dr
− d٢

dr٢
+

٢
r٢

− ٢
r

d

dr
+
ℓ(ℓ+ ١)
r٢

+ V (r)

]
ψ(r) =

١
r
E ψ(r)

می�شود حاصل زیر معادله�ی فوق عبارات کردن ساده از ]پس
− d٢

dr٢
+
ℓ(ℓ+ ١)
r٢

+ V (r)

]
ψ(r) = E ψ(r) (۵.٢)

توجه است جالب است. شده حذف (۴.٢) معادله�ی از اول مرتبه�ی مشتق می�شود، مشاهده که همانطور
ℓ + ١ با ℓ جابجایی و M = ١ دادن قرار با فقط تبدیلی، هیچ بدون می�تواند فوق معادله�ی که کنید
(۵.٢) و (٣.٢) معادلات از {En,ℓ, Rn,ℓ} و {εn,ℓ, ψn,ℓ} زوج�های میان رابطه�ی بنابراین شود، حاصل

است زیر به�صورت

εn,ℓ = E
(١)
n,ℓ+١ , ψn,ℓ(r) = R

(١)
n,ℓ+١(r) (۶.٢)

می�کنیم مطالعه زیر فرم به معادله یک به�وسیله�ی را (۵.٢) شرودینگر معادله�ی خاص، به�طور

σ(ξ)y′′ + τ(ξ)y′ +Q(ξ)y = −λy (٧.٢)

σ(ξ) اینجا در که می�نامیم ١(EHTP) اختلال با همراه هندسی فوق نوع معادله�ی را فوق معادله�ی که
مورد برای واقع، در است. پارامتر یک λ و هستند ١ و ٢ درجه�ی از حداکثر چندجمله�ای�های τ(ξ) و
مناسبی راه�حل�های که هندسی فوق نوع از شده�ای شناخته معادله�ی به (٧.٢) معادله�ی ،Q(ξ) = خاص٠
شرودینگر شعاعی معادله�ی اساس، براین می�یابد. کاهش دارد کلاسیک متعامد چندجمله�ای به�صورت

می�کنیم معرفی را زیر تغییرمتغیر ابتدا که این�صورت به می�کنیم، تبدیل EHTP یک به را (٣.٢)

ξ = (cr)α , α, c > ٠ , ξ ∈ (٠,∞) (٨.٢)

داریم را زیر روابط اینصورت در

r =
١
c
ξ

١
α

dR

dr
=
dR

dξ
.
dξ

dr
= αcαr(α−١)dR

dξ
= αcα

١
cα−١ ξ

(α−١
α

)dR

dξ
= αc ξ(

α−١
α

)dR

dξ

d٢R

dr٢
=

(
αc ξ(

α−١
α

) d

dξ

)
.

(
αc ξ(

α−١
α

)dR

dξ

)
= αc ξ(

α−١
α

)

(
αc(

α− ١
α

)ξ(
α−١
α

−١)dR

dξ

+ αcξ(
α−١
α

)d
٢R

dξ٢

)
= αc ξ(

α−١
α

)

(
c(α− ١)ξ(−١

α
)dR

dξ
+ αcξ(

α−١
α

)d
٢R

dξ٢

)
= c٢α(α− ١)ξ(α−٢

α
)dR

dξ
+ (αc)٢ξ(٢

α−١
α

)d
٢R

dξ٢

١ Equation of Hypergeometric
Type with a Perturbation



١٣

می�دهیم قرار (٣.٢) معادله�ی در را فوق روابط

{
−
(
c٢α(α− ١)ξ(α−٢

α
) d

dξ
+ (αc)٢ξ(٢

α−١
α

) d
٢

dξ٢

)
− c(M − ١)

ξ(
١
α
)

(
αc ξ(

α−١
α

) d

dξ

)
+
c٢ℓ(ℓ+M − ٢)

ξ(
٢
α
)

+ V (ξ(
١
α
)/c)

}
R(ξ) = E R(ξ)

داشت خواهیم فوق روابط کردن ساده� از پس

{
− (αc)٢ξ(٢

α−١
α

) d
٢

dξ٢
−
(
c٢α(α− ١)ξ(α−٢

α
) + c٢α(M − ١)ξ(α−٢

α
)

)
d

dξ

+
c٢ℓ(ℓ+M − ٢)

ξ(
٢
α
)

+ V (ξ(
١
α
)/c)

}
R(ξ) = E R(ξ) (٩.٢)

می�کنیم استفاده موج تابع تغییر برای زیر تبدیل از حال

R(ξ) = ξ
ℓ
α e−

ξ
٢ y(ξ) (١٠.٢)

می�کنیم محاسبه را آن مشتقات اینصورت در

dR

dξ
=
ℓ

α
ξ(

ℓ
α
−١) e−

ξ
٢ y(ξ)− ١

٢ξ
ℓ
α e−

ξ
٢ y(ξ) + ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ y′(ξ)

d٢R

dξ٢
=
ℓ

α
(
ℓ

α
− ١)ξ( ℓ

α
−٢) e−

ξ
٢ y(ξ)− ℓ

٢αξ
( ℓ
α
−١) e−

ξ
٢ y(ξ) +

ℓ

α
ξ(

ℓ
α
−١) e−

ξ
٢ y′(ξ)

− ℓ

٢α ξ
( ℓ
α
−١) e−

ξ
٢ y(ξ) +

١
۴ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ y(ξ)− ١

٢ξ
ℓ
α e−

ξ
٢ y′(ξ)

+
ℓ

α
ξ(

ℓ
α
−١) e−

ξ
٢ y′(ξ)− ١

٢ξ
ℓ
α e−

ξ
٢ y′(ξ) + ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ y′′(ξ)

=
ℓ

α
(
ℓ

α
− ١)ξ( ℓ

α
−٢) e−

ξ
٢ y(ξ)− ℓ

α
ξ(

ℓ
α
−١) e−

ξ
٢ y(ξ) +

٢ℓ
α
ξ(

ℓ
α
−١) e−

ξ
٢ y′(ξ)

+
١
۴ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ y(ξ)− ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ y′(ξ) + ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ y′′(ξ)

می�دهیم قرار (٩.٢) معادله�ی در را بالا از آمده بدست روابط

ξ
ℓ
α e−

ξ
٢

{
− (αc)٢ξ(٢

α−١
α

)

(
ℓ

α
(
ℓ

α
− ١)ξ−٢ − ℓ

α
ξ−١ +

٢ℓ
α
ξ−١ d

dξ
+
١
۴ − d

dξ

+
d٢

dξ٢

)
−
(
c٢α(α− ١)ξ α−٢

α + αc٢(M − ١)ξ α−٢
α

)(
ℓ

α
ξ−١ − ١

٢ +
d

dξ

)
+
c٢ℓ(ℓ+M − ٢)

ξ
٢
α

+ V (ξ
١
α
/c)

}
y(ξ) = ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ E y(ξ)



١۴ لاگور طیفی شبه روش .٢

داریم فوق روابط کردن مرتب از پس و می�کنیم حذف طرفین از را ξ ℓ
α e−

ξ
٢ }عبارت

− (αc)٢ξ(٢
α−١
α

) d
٢

dξ٢
− (αc)٢ξ(٢

α−١
α

)
(٢ℓ
α
ξ−١ − ١

) d
dξ

−
(
c٢α(α− ١)ξ α−٢

α

+ αc٢(M − ١)ξ α−٢
α

) d
dξ

− (αc)٢ξ(٢
α−١
α

)
( ℓ
α
(
ℓ

α
− ١)ξ−٢ − ℓ

α
ξ−١ +

١
۴
)

−
(
c٢α(α− ١)ξ α−٢

α + αc٢(M − ١)ξ α−٢
α

) ( ℓ
α
ξ−١ − ١

٢
)
+
c٢ℓ(ℓ+M − ٢)

ξ
٢
α

+ V (ξ
١
α/c)

}
y(ξ) = E y(ξ)

می�کنیم تقسیم −(αc)٢ξ(٢
α−١
α

) عبارت بر را فوق معادله�ی }طرفین
d٢

dξ٢
+
(٢ℓ
α
ξ−١ − ١+

α− ١
α

ξ−١ +
M − ١
α

ξ−١) d
dξ

+
ℓ

α
(
ℓ

α
− ١) ξ−٢

− ℓ

α
ξ−١ +

١
۴ +

(α− ١
α

ξ−١ +
M − ١
α

ξ−١)( ℓ
α
ξ−١ − ١

٢
)

− ℓ(ℓ+M + ٢)
α٢ ξ−٢ − V (ξ

١
α/c)

(αc)٢
ξ

٢
α
−٢
}
y(ξ) = − E

(αc)٢
ξ

٢
α
−٢ y(ξ)

می�کنیم ضرب ξ متغیر یک در را بالا رابطه�ی طرفین }حال
ξ
d٢

dξ٢
+
(٢ℓ
α

− ξ +
α− ١
α

+
M − ١
α

) d
dξ

+
ℓ

α
(
ℓ

α
− ١) ξ−١ − ℓ

α
+
١
۴ξ

+
(α− ١

α
+
M − ١
α

)( ℓ
α
ξ−١ − ١

٢
)
− ℓ(ℓ+M + ٢)

α٢ ξ−١ − V (ξ
١
α/c)

(αc)٢
ξ

٢
α
−١
}
y(ξ)

= − E

(αc)٢
ξ

٢
α
−١ y(ξ)

داریم بالا معادله�ی کردن ساده با نهایت در

ξy′′ + (γ − ξ + ١)y′ +Q(ξ)y = λξ
٢
α
−١y (١١.٢)

به�صورت است پارامتری γ به�طوریکه

γ = γ(α, ℓ,M) =
١
α
(٢ℓ+M − ٢) (١٢.٢)

همینطور و

λ = λn(α, c) = − ١
(αc)٢

E
(M)
n,ℓ (١٣.٢)

کردیم اصلاح جدید متغیر حضور در را پتانسیل همچنین و کردیم پارامترسازی دوباره را انرژی مقدار

Q = Q(ξ;α, c, γ) =
١
۴ξ −

١
٢(
M − ١
α

− ١
α
+
٢ℓ
α

+ ١)− V (ξ
١
α/c)

(αc)٢
ξ

٢
α
−١

=
١
۴ξ −

١
٢(γ + ١)− V (ξ

١
α/c)

(αc)٢
ξ

٢
α
−١ (١۴.٢)



١۵ WPL معادله برای لاگور طیفی شبه روش .١.٢

می�توان رو این از و شود. دیده وزن تابع به�عنوان می�تواند (١١.٢) رابطه�ی راست طرف در ξ ٢
α
−١ جمله�ی

حال شود. گرفته نظر در ٢(WPL) وزن�دار لاگور اختلال�یافته�ی معادله�ی عنوان با معادله از جدیدی شکل
کار به همگرایی روش به بخشیدن سرعت جهت که است انعطاف�پذیر پارامتری α ،(١١.٢) EHTP در
تغییرمتغیر اینصورت در کرد، اشاره می�توان α = ٢ صورتی�که در آن خاص مورد یک به می�شود، گرفته
می�دهیم، تغییر R(ξ) = ξ

ℓ
٢ e−

ξ
٢ y(ξ)به�صورت را موج تابع و می�شود گرفته نظر در ξ = (cr)٢ به�صورت

می�شود تبدیل زیر شکل به (٣.٢) معادله�ی این�رو از

ξy′′ +
(
ℓ+

١
٢M − ξ

)
y′ +

١
۴
[
ξ − c−٢V (c−١

√
ξ)
]
y =

(
٢ℓ+M − ١

۴c
−٢E

)
y (١۵.٢)

هستند لاگور دیفرانسیل معادله مشابه (١۵.٢) و (١١.٢) روابط

ξy′′ + (γ + ١− ξ)y′ = λy ; ξ ∈ (٠,∞) (١۶.٢)

است. نامنفی صحیح عدد یک n و حقیقی پارامتر یک γ که

WPL معادله برای لاگور طیفی شبه روش ١.٢

روش می�سازیم. Lγn(ξ) لاگور چندجمله�ای براساس WPL معادله�ی طیفی شبه فرمول قسمت این در
درجه�ی چندجمله�ای اساس بر که است شده شناخته نیز طیفی منظم روش به�عنوان همچنین طیفی شبه

است شده داده نشان PN(ξ) با که می�شود ساخته y(ξ) تابع شده�ی درونیابی N-ام

PN(ξ) =
N∑
n=٠

ℓn(ξ)yn (١٧.٢)

n = ٠,١, . . . , N برای ξ = ξn شده�ی مشخص نقاط در y(ξ) واقعی مقدار yn = y(ξn) به�طوریکه
شده استفاده زیر به�صورت طیفی شبه روش در N-ام درجه�ی لاگرانژ چندجمله�ای همچنین است.

است[۴۶]

ℓn(ξ) =
ψN+١(ξ)

(ξ − ξn)ψ′
N+١(ξn)

=
LγN+١(ξ)

(ξ − ξn)
[
d
dξ
LγN+١(ξ)

]
|ξ=ξn

(١٨.٢)

به�طوریکه .n = ٠,١, . . . , N برای

ψn(ξ) =
١
hn
Lγn(ξ) , hn =

√
Γ(n+ γ + ١)

n!
, γ > −١ (١٩.٢)

ریشه�های ،ξn حقیقی گره�های به�طوریکه می�نامند، LPM لاگور٣ استاندارد چندجمله�ای�های را Lγn(ξ) که
توسط که �دیفرانسیل معادله جواب است[۴۶]. آن وزن تابع ξγe−ξ و هستند LγN+١(ξ) مجزای مثبت
بینهایت در مناسبی رفتار و نیست پایدار بزرگ Nهای برای می�شود زده تقریب لاگور چندجمله�ای�های

٢Weighted and Perturbed
Laguerre

٣Standard Laguerre polynomials



١۶ لاگور طیفی شبه روش .٢

وضعیت این می�کنند. کار ψn(ξ) = e−
ξ
٢ Lγn(ξ)/hn لاگور توابع با معمولا این�رو، از و نمی�دهد نشان

بهتری پایداری خواص دارای لاگور توابع که است شده داده نشان [۴٧] مرجع در تئوری به�صورت
که است شده بیان ٢١۴ صفحه در [۴٨] مرجع در طرفی، از اما هستند. لاگور چندجمله�ای�های به نسبت
بنابراین هستند. مفیدتر می�کنند نزول بینهایت در که توابعی تقریب برای تعمیم�یافته لاگور چندحمله�ای�های
برای انتگرال�پذیر دوبار جواب به�طوریکه می�دهیم، ادامه (١٩.٢) لاگور چندجمله�ای�های با قسمت، این در
شود. ناپدید تصاعدی به�صورت بینهایت در و باشد داشته مناسب رفتار مبدا در که بیابیم (٣.٢) معادله�ی
خاصیت دارای لاگرانژ چندجمله�ای�های که گره�هایی حداقل برای y(ξn) = PN(ξn) که باشید داشته توجه
y(ξ) تابع مشتقات همچنین است. کرونکر دلتای δmn به�طوریکه است برقرار هستند ℓn(ξm) = δmn

گره�های در yn = PN(ξn) تابع مشتق مقادیر به�علاوه می�زنیم. تقریب PN(ξ) درونیاب مشتقات با را
می�شود مشخص زیر در شده تعریف دیفرانسیلی ماتریس وسیله�ی به ξn

D(k) :=
[
d(k)mn

]
=

dk

dξk
[
ℓn(ξ)

]
|ξ=ξm , k = ١, . . . , N (٢٠.٢)

برداری- شکل به y(k) = [P
(k)
N (ξ٠), . . . , P

(k)
N (ξN)]

T مشتق تقریبی مقادیر ،m,n = ٠, . . . , N برای
می�شود نوشته زیر ماتریسی

y(k) = D(k) y (٢١.٢)

و (١٨.٢) رابطه�ی به توجه با است. گره�ها در تابع مقدار بردار y = [y٠, y١, . . . , yN ]
T به�طوریکه

داریم می�کنیم حساب را دیفرانسیلی ماتریس اولین خاص به�طور (٢٠.٢)

D(١) =
d

dξ

[
ψN+١

(ξ − ξn)ψ′
N+١(ξn)

]
ξ=ξm

=

[
(ξ − ξn)ψ

′
N+١(ξ)ψ

′
N+١(ξn)− ψ′

N+١(ξn)ψN+١(ξ)

(ξ − ξn)٢ψ
′٢
N+١(ξn)

]
ξ=ξm

=

[
(ξ − ξn)ψ

′
N+١(ξ)− ψN+١(ξ)

(ξ − ξn)٢ψ′
N+١(ξn)

]
ξ=ξm

باشد m ̸= n صورتیکه در و

D(١) =
(ξm − ξn)ψ

′
N+١(ξm)− ψN+١(ξm)

(ξm − ξn)٢ψ′
N+١(ξn)

=
ψ′
N+١(ξm)

(ξm − ξn)ψ′
N+١(ξn)

می�شوند[۴۶] حاصل زیر صورت به دیفرانسیلی ماتریس�های دومین و اولین خاص به�طور

d(١)mn =
١
٢


٢

ξm−ξn
ψ′
N+١(ξm)

ψ′
N+١(ξn)

if m ̸= n

١
ξn
(ξn − γ − ١) if m = n

(٢٢.٢)

و

d(٢)mn =
١
٣


٣

ξm−ξn [ ١
ξm

(ξn − γ − ١)− ٢
ξm−ξn ]

ψ′
N+١(ξm)

ψ′
N+١(ξn)

if m ̸= n

١
ξn
[ ١
ξn
(ξn − γ − ١)(ξn − γ − ٢)−N ] if m = n

(٢٣.٢)



١٧ WPL معادله برای لاگور طیفی شبه روش .١.٢

جمله�ای سه بازگشتی رابطه�ی دیگر، طرف از شده�اند. ساخته (٢٠.٢) و (١٨.٢) روابط از استفاده با که
دارد[۴۶] وجود √زیر

n(n+ γ)ψn−١(ξ)− (٢n+ γ + ١− ξ)ψn(ξ)

−
√
(n+ ١)(n+ γ + ١)ψn+١(ξ) = ٠ (٢۴.٢)

می�شوند. استفاده Lγn(ξ) ریشه�های نتیجه در و ψn(ξ) تعمیم�یافته چندجمله�ای�های ریشه�های برای
داریم n = ٠ برای مثال به�عنوان

−(γ + ١− ξ)ψ٠(ξ)−
√
γ + ١ψ١(ξ) = ٠

نوشت زیر به�صورت می�توان که

[
(γ + ١− ξ) −

√
γ + ١

]
.

[
ψ٠(ξ)

ψ١(ξ)

]
= ٠

می�شود حاصل زیر نتیجه نیز n = ١ مورد در √و
١+ γψ٠(ξ)− (γ + ٣− ξ)ψ١(ξ)−

√
٢)٢+ γ)ψ٢(ξ) = ٠

به�عبارتی یا

[√
١+ γ −(γ + ٣− ξ) −

√
٢)٢+ γ)

]
.


ψ٠(ξ)

ψ١(ξ)

ψ٢(ξ)

 = ٠

(٢۴.٢) بازگشتی رابطه�ی اجرای با حقیقت، در می�کنیم، بررسی نیز موارد بقیه برای ترتیب همین به و
به ماتریس-برداری فرم یک یا (ω − ξI)t = b خطی جبری سیستم یک n = ٠,١, . . . , N رنج در

می�آید بدست زیر شکل

γ + ١− ξ −
√
γ + ١ ٠ · · · ٠√

١+ γ −(γ + ٣− ξ) −
√
٢)٢+ γ

. . . ...

٠
√
٢)٢+ γ)

. . . . . . ٠
... . . . . . . (γ + ٢N − ١− ξ) −

√
N(γ +N)

٠ · · · ٠
√
N(N + γ) −(٢N + γ + ١− ξ)



×



ψ٠

ψ١
...

ψN−١

ψN


=



٠
٠
...
٠

bN+١


(٢۵.٢)



١٨ لاگور طیفی شبه روش .٢

است صفر غیر عضر یک با بردار راست سمت در و ψi = ψi(ξ) به�طوریکه

bN+١ =
√
(N + ١)(N + γ + ١)ψN+١(ξ)

مقدارویژه�ای مسئله یک به سیستم LγN+١(ξ) = ٠ معادل به�طور یا باشد ψN+١(ξ) = ٠ اگر بنابراین
LγN+١(ξ) از (i = ٠,١, . . . , N) ξi ریشه�های ξ مقدارویژه�ی پارامتر که می�یابد کاهش ωt = ξt

m-مین است، منحصربفرد ثابت بردار یک ω مقدارویژه�ی هر به مربوط بردارویژه�ی آنجاییکه از است.
شده محاسبه بردارویژه�ی

Vm = [v٠,m, v١,m, . . . , vN−١,m, vN,m]
T (٢۶.٢)

چندگانه�ی ثابت یک ،ξm مقدارویژه�ی به مربوط ω ماتریس از

tm = [ψ٠(ξm), ψ١(ξm), . . . , ψN−١(ξm), ψN(ξm)]
T

از ψ٠(ξm) و v٠,m جملات اولین گرفتن نظر در با می�تواند a مقدار که Vm = atm به�طوریکه است
چندجمله�ای یک که ψ٠(ξm) =

١
h٠

= ١√
Γ(γ+١)

،(١٩.٢) به توجه با کرد. تعیین tm و Vm بردارویژه�ی

می�آید بدست است ثابت

a =
√

Γ(γ + ١)v٠,m

ψN+١(ξ) صفرهای در لاگور متعامد چندجمله�ای�های ψn(ξm) مقادیر n = ٠,١, . . . , N برای بنابراین
می�شوند محاسبه زیر به�صورت

ψ٠(ξm)

ψ١(ξm)
...

ψN−١(ξm)

ψN(ξm)


=

١√
Γ(γ + ١)v٠,m



v٠,m

v١,m
...

vN−١,m

vN,m


(٢٧.٢)

می�دهیم قرار (١١.٢) در را (١٧.٢) تقریب بنابراین

ξ

N∑
n=٠

ℓ′′n(ξ)yn + (γ + ١− ξ)
N∑
n=٠

ℓ′n(ξ)yn +Q(ξ)
N∑
n=٠

ℓn(ξ)yn

= λξ
٢
α
−١

N∑
n=٠

ℓn(ξ)yn

داریم فوق عبارات بستن جمع با

N∑
n=٠

[
ξℓ′′n(ξ) + (γ + ١− ξ)ℓ′n(ξ) +Q(ξ)ℓn(ξ)

]
yn = λ

N∑
n=٠

ξ
٢
α
−١ℓn(ξ)yn (٢٨.٢)



١٩ WPL معادله برای لاگور طیفی شبه روش .١.٢

نوشت زیر فرم به گسسته به�صورت می�توان را بالا رابطه�ی که

Ay = λBy (٢٩.٢)

می�شوند حاصل زیر شکل به B و A ماتریس از Bmn و Amn کلی جملات به�طوریکه

Amn = ξmd
(٢)
mn + (γ + ١− ξm)d

(١)
mn +Q(ξm;α, c, γ)δmn (٣٠.٢)

و

Bmn = ξ
٢
α
−١

mn δmn (٣١.٢)

در را (٢٩.٢) رابطه�ی طرفین بنابراین است، وارون�پذیر پس است قطری ماتریس یک B آنجاییکه از
می�کنیم ضرب B ماتریس معکوس

B−١Ay = λy

داریم B−١A = T̂ نام�گذاری با که

T̂ y = λy (٣٢.٢)

است زیر به�صورت T̂ کلی جمله�ی

T̂mn = ξ
١− ٢

α
m

[
ξmd

(٢)
mn + (γ + ١− ξm)d

(١)
mn +Q(ξm;α, c, γ)δmn

]
(٣٣.٢)

تابع بردارهای n-مین شامل yn = [y٠,n, y١,n, . . . , yN,n]
T بردار اینجا در .m,n = ٠,١, . . . , N که

ابتدا ،(٢٣.٢) و (٢٢.٢) از استفاده با است. گره�ای نقاط در λn مقدارویژه�ی به مربوط (١١.٢) ویژه�ی
شوند[۴۶] تعریف زیر به�صورت می�تواند (٣٣.٢) جمله�ی دو

K̂mn = −١
۶


١٢ξ٢−

٢
α

m

(ξm−ξn)٢
ψ′
N+١(ξm)

ψ′
N+١(ξn)

m ̸= n

ξ
١− ٢

α
n {٢N + ١

ξn
[(γ − ξn)

٢ − ١]} m = n

(٣۴.٢)

ψ′
N+١(ξn)مشتقات محاسبه�ی به K̂mn ارزیابی می�رسیدکه نظر به .T̂ = K̂+Qنوشت می�توان همچنین

T = S−١T̂ S خوب تشابه تبدیل خوشبختانه دارد. نیاز گره�ها نقاط در لاگور متعامد چندجمله�ای�های از
که دارد وجود

S = Smδmn = ξ
١− ١

α
m ψ′

N+١(ξm)δmn (٣۵.٢)

بعلاوه خلاصشویم، پا�گیری و دست کار چنین از می�شود باعث که است قطری ماتریس یک S به�طوریکه
به�طوریکه می�یابد کاهش T = S−١(K̂ +Q)S متقارن ماتریس یک به (٣٢.٢) در ماتریس

T = S−١K̂S + S−١QS



٢٠ لاگور طیفی شبه روش .٢

می�شوند حاصل زیر به�صورت آن جملات و

Tmn = Kmn +Qmn (٣۶.٢)

که

Kmn = −١
۶


١٢(ξmξn)١−

١
α

(ξm−ξn)٢ m ̸= n

ξ
١− ٢

α
n {٢N + ١

ξn
[(γ − ξn)

٢ − ١]} m = n

(٣٧.٢)

و

Qmn = ξ
١− ٢

α
m Q(ξm;α, c, γ)δmn = ξ

١− ٢
α

m [
١
۴ξm − ١

٢(γ + ١)

− ١
(αc)٢

ξ
٢
α
−١

m V (ξ
١
α
m/c)]δmn (٣٨.٢)

نوشت زیر شکل به می�توان را (٣٢.٢) رابطه�ی است، وارون�پذیر ماتریس یک S چون طرفی از

S−١T̂ S S−١y = λS−١y

تقریبی مقدارویژه�ی این�رو از و (٣٢.٢) مقدارویژه�ی ،T = S−١T̂ S و u = S−١y تعریف با بنابراین
شود تعیین زیر متقارن ماتریس مقدارویژه�ی به�وسیله�ی می�توانند WPL

T u = λu (٣٩.٢)

حاصل زیر فرمول از (٣٢.٢) از yn بردارویژه�ی nامین که کنید توجه .un = [u٠,n, u١,n, . . . , uN,n]
T که

می�شود

yn = Sun (۴٠.٢)

نوشته� ymn = Smumn به�صورت ym برادرویژه�ی nامین از ymn = yn(ξm) درایه�ی mامین بنابراین
داریم (٣۵.٢) از استفاده با و می�شود

yn(ξm) = ξ
١− ١

α
m ψ′

N+١(ξm)umn (۴١.٢)

می�کند تعیین زیر به�صورت را کلی موج تابع (١٠.٢) رابطه�ی بنابراین

R
(M)
n,ℓ (ξm) = ψ′

N+١(ξm)ξ
١+ ℓ−١

α
m e−

ξm
٢ umn (۴٢.٢)

است زیر شکل به موج تابع نهایت در (٨.٢) از استفاده با و برمی�گردیم r اصلی متغیر به حال

R
(M)
n,ℓ (rm) = ψ′

N+١
(
(crm)

α
)
(crm)

α+ℓ−١ e−
(crm)α

٢ umn (۴٣.٢)

می�کنیم بیان را زیر قضیه بنابراین



٢١ WPL معادله برای لاگور طیفی شبه روش .١.٢

سیستم با شده مرتبط (٣.٢) در شرودینگر شعاعی معادله از E(M)
n,ℓ تقریبی مقدارویژه�ی .١.١.٢ قضیه

فرمول با (٣٩.٢) خطی مقدارویژه�ی

E
(M)
n,ℓ = −(αc)٢λn(α, c, γ), n = ٠,١, . . . (۴۴.٢)

حاصل زیر به�صورت rm = ξ
١
α
m/c نقاط در (L٢

ρ فضای (در Rn,ℓ(rm) ویژه تابع به مربوط مقدار و
می�شوند

R(M)
n,ℓ (rm) =

√
αcMR

(M)
n,ℓ (rM) = −

√
αcM(N + ١)(N + γ + ١)

Γ(γ + ١)
vN,m
v٠,m

× (crm)
α+ℓ−١ e−(crm)α/٢umn (۴۵.٢)

و اولین vN,m و v٠,m باشد. (٣٩.٢) سیستم بردارویژه�ی شده�ی نرمال (٢ اقلیدسی نرم (در un هرگاه
هستند. (٢۶.٢) درایه�ی آخرین

ρ(ξ) = و ρ(r) = rM−١ از استفاده با (١١.٢) و (٣.٢) وزن تابع که می�شود مشاهده برهان.
می�کنیم استفاده (٨.٢) تبدیل از ابتدا شده�اند. داده ξγ+ ٢

α
−١ e−ξ

∥ R(M)
n,ℓ (rm) ∥

٢
L٢
ρ(r)

=

∫ ∞

٠

[
R(M)
n,ℓ (r)

]٢
rM−١ dr =

∫ ∞

٠

[√
αcM R

(M)
n,ℓ (r)

]٢
rM−١ dr

=

∫ ∞

٠

[
R

(M)
n,ℓ (ξ)

]٢
(αcM) (ξ

١
α/c)M−١ dξ =

∫ ∞

٠

[
R

(M)
n,ℓ (ξ)

]٢
(αc) ξ

M−١
α dξ (۴۶.٢)

می�گیریم کمک (٨.٢) تبدیل مشتق از حال

ξ
١
α
−١ = αc

می�شود تبدیل زیر شکل به (۴۶.٢) رابطه�ی اینصورت در

∥ R(M)
n,ℓ (rm) ∥

٢
L٢
ρ(r)

=

∫ ∞

٠

[
R

(M)
n,ℓ (ξ)

]٢
ξ

١
α
−١ ξ

M−١
α dξ =

∫ ∞

٠

[
R

(M)
n,ℓ (ξ)

]٢
ξ

M
α
−١ dξ

(۴٧.٢)

داریم (١٢.٢) رابطه�ی و (١٠.٢) تبدیل تابع از استفاده با حال

∥ R(M)
n,ℓ (rm) ∥

٢
L٢
ρ(r)

=

∫ ∞

٠

[
ξ

ℓ
α e−

ξ
٢ yn(ξ)

]٢
ξ

M
α
−١ dξ =

∫ ∞

٠
y٢n(ξ) ξ

γ+ ٢
α
−١ e−ξ dξ (۴٨.٢)

گرفتن نظر در با و ،ξ ٢
α
−١ y٢n(ξ) تابع بر مربعی لاگور-گوس نقطه�ی N + ١ اعمال با اینصورت در

می�آوریم بدست را زیر حد ،ω(ξ) = ξγ e−ξ

∥ R(M)
n,ℓ (rm) ∥

٢
L٢
ρ(r)

=

∫ ∞

٠
ξ

٢
α
−١y٢n(ξ) ξ

γ e−ξ dξ = lim
N→∞

N∑
m=٠

ξ
٢
α
−١

m y٢n(ξm)ωm (۴٩.٢)



٢٢ لاگور طیفی شبه روش .٢

و m = ٠,١, . . . , N که

ωm =
١

(N + ١)(N + γ + ١)
ξm

ψ٢
N(ξm)

(۵٠.٢)

بگیرید[۴۶] نظر در را زیر تفاضلی-دیفرانسیلی رابطه�ی اکنون

ξψ′
n(ξ) = nψn(ξ)−

√
n(n+ γ)ψn−١(ξ) (۵١.٢)

داریم ξ = ξm و n = N + ١ با لاگور شده�ی نرمال� چندجمله�ای از

ψ′
N+١(ξm) = − ١

ξm

√
(N + ١)(N + γ + ١)ψN(ξm) (۵٢.٢)

می�شود نوشته زیر به�صورت (۴١.٢) این�رو از و ψN+١(ξm) = ٠ ،m = ٠,١, . . . , N برای و

yn(ξm) = −
√

(N + ١)(N + γ + ١)ψN(ξm) ξ
− ١

α
m umn (۵٣.٢)

داریم (۴٩.٢) در (۵٣.٢) و (۵٠.٢) جایگذاری با

∥ R(M)
n,ℓ (rm) ∥

٢
L٢
ρ(r)

= lim
N→٠

N∑
m=٠

u٢mn = lim
N→∞

∥ un ∥٢٢= lim
N→∞

١ = ١ (۵۴.٢)

کامل را اثبات این و می�دهد نتیجه را (۴۵.٢) ،(٢٧.٢) و (۵٢.٢) به�همراه (۴٣.٢) دیگر، طرف از
می�کند.
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عددی مثال ١.١.٢

خواهیم را زیر جدول αopt = ٢ به�طوریکه E(٣)
n,ℓ انرژی و V (r) = r٢ + ν۴r

۴ پتانسیل گرفتن نظر در با
داشت

ν۴ copt N n ℓ E
(٣)
n,ℓ

١٠−۴ ١ ٨ ٠ ٠ ٣٫ ٠٠٠٣٧۴٨٩۶٩٣۶١٢١٠٩٨٣٣٧٨۴۶٨٢٩٩
١ ۴٠ ٢۵ ١ ١٠۵٫ ۴١٠٣۴٣٨۵٢۴٣٩۵۵٩۵۵٣۶٢١٠١۴۵٩١٠
١ ۶۶ ۵٠ ۵ ٢١۴٫ ۶٧۴٩۶۴٩٩٠٨٠۴٨٢٢٠٢۵۵٧٠۵١١٢١۶٢
١ ١٢۴ ١٠٠ ١٠ ۴٢٩٫ ۵١۴۴٨٢٠١١٩١۶٠٠٨٣٩٩۵٩٢٢٣٨٩٣٨

١ ٣ ٣٠ ٠ ١٠ ۵۴٫ ١٨۴٩٨۴۶١٠۴۵۴۴٣٩٩٢۴١٢٣۴٨٠١٧۵۶
٣ ۶۵ ٢۵ ۵ ۴٨٣٫ ٠٢٢٢٠٧۴١٣٣٩۴٧٠٩۴٢٨۶٠٨٢٧٠٧٢٩١
٢.۵ ١٠٠ ۵٠ ١ ١٠۶٢٫ ٨٨٩٨۵٣٨۵٣۶۵۵۶٧١٨٣۴٩٧۵٧٣۵۶٩١
٢ ١۶٠ ١٠٠ ٠ ٢۶٠۴٫ ۴٣٢۴٨۵٧١۴۶٣٩٣٠٧۴۵٩۴٠۵۶٨١۵۵

١٠۴ ٩ ٣٠ ٠ ٠ ٨١٫ ٩٠٣٣١۶٩۵٣٢٨۴۴۶٧۵۶٧۴٧١٣٠٨۵۵۵
٩ ٨٠ ٢۵ ١ ٩٢۵٣٫ ٩٢٣۴٩٩۴١۵۴٩٩٧١۴٨٢١۵٨۶٣٧٣٩٨
١٢ ١٠٠ ۵٠ ۵ ٢٣٧۵۶٫ ۵٣٣٩٨٣۶٩٠٩٧۶١٠٨۴۵٨۵١۴٩۵۵٣
١٣ ١۶٢ ١٠٠ ١٠ ۵٩٣٠٢٫ ٠۶٠٣١٣۴۵۵۵١۵۴٩١٢٩۴١۵۴۶٠۴٩





٣ فصل

حدسی روش

و V (r) = ar٢ + br−٢ + cr−۴ پتانسیل�های حضور در را شرودینگر دیفرانسیل معادله� قسمت این در
هامیلتونی .[٣۴] می�کنیم حل حدسی، روش یک به�وسیله�ی ناجابجایی فضای در V (r) = ar−١+br−٢

می�شود توصیف زیر معادله�ی به�وسیله�ی ناجابجایی فضای در شرودینگر معادله

H(p, x) ⋆ ψ(x) = Eψ (١.٣)

می�کند پیدا کاهش زیر به�صورت معمولا معادله این

H(p̂, x̂)ψ(x) = Eψ (٢.٣)

به�طوریکه

x̂i = xi −
θij
٢ pj , p̂i = pi (٣.٣)

است. جابجایی پارامتر θij که

V (r) = ar٢ + br−٢ + cr−۴ پتانسیل حضور در ١.٣

است[٣۴] زیر شکل به ناجابجایی فضای در V (r) = ar٢ + br−٢ + cr−۴ پتانسیل تغییریافته�ی

V (r̂) =
a

٢θLz + ar٢ + br−٢ +

(
c+

b

۴θLz
)
r−۴ +

c

۴θLzr
−۶ (۴.٣)

پیدا کاهش زیر به�صورت V (r̂) پتانسیل حضور در بعدی دو ناجابجایی فضای در شرودینگر معادله�ی
)می�کند

− ١
r

∂

∂r
r
∂

∂r
− ١
r٢

∂٢

∂φ٢ + V (r̂)

)
ψ(r̂) = Eψ(r̂) (۵.٣)



٢۶ حدسی روش .٣

یا

−
(
∂٢

∂r٢
+
١
r

∂

∂r
+

١
r٢

∂٢

∂φ٢ − V (r̂)

)
ψ(r̂) = Eψ(r̂) (۶.٣)

می�شود تبدیل زیر شکل به قطبی مختصات در (۶.٣) معادله�ی جواب

ψ(r̂) = r−
١
٢Rm(r̂)e

imφ (٧.٣)

بطوریکه

d

dr
ψ(r̂) = R′

m(r̂)r
− ١

٢ eimφ − ١
٢Rm(r̂)r

− ٣
٢ eimφ

d٢

dr٢
ψ(r̂) = R′′

m(r̂)r
− ١

٢ eimφ − ١
٢R

′
m(r̂)r

− ٣
٢ eimφ − ١

٢R
′
m(r̂)r

− ٣
٢ eimφ +

٣
۴Rm(r̂)r

− ۵
٢ eimφ

d

dφ
ψ(r̂) = Rm(r̂)r

− ١
٢ (im)eimφ

d٢

dφ٢ψ(r̂) = Rm(r̂)r
− ١

٢ (−m٢)eimφ

می�دهیم قرار (۶.٣) معادله�ی در را فوق روابط

− r−
١
٢ eimφ

{
d٢

dr٢
− r−١ d

dr
+
٣
۴r

−٢ +
١
r

( d
dr

− ١
٢r

−١)+ ١
r٢
(−m٢)− Ṽ + Ẽ

}
Rm(r̂) = ٠

می�یابد کاهش زیر شعاعی معادله به (۶.٣) معادله�ی نهایت در

d٢Rm(r̂)

dr٢
+

[
Ẽ − Ṽ (r)− m٢ − ١/۴

r٢

]
Rm(r̂) = ٠ (٨.٣)

زیر پتانسیل حضور در

Ṽ (r) = ar٢ + br−٢ + c̃r−۴ + d̃r−۶ (٩.٣)

همچنین و می�گیریم نظر در

Ẽ = E − a

٢θm , c̃ = c+
b

۴θm , و d̃ =
c

٢θm (١٠.٣)

می�نویسیم زیر بصورت را شعاعی تابع ،(٨.٣) معادله�ی حل برای اینصورت در

Rm(r̂) = ep̃m(r)
∑
n=٠

ãnr
٢n+ν (١١.٣)

به�طوریکه

p̃m(r) =
α

٢r
٢ +

β

٢r
−٢ (١٢.٣)



٢٧ V (R) = AR٢ +BR−٢ + CR−۴ پتانسیل حضور در .١.٣

اول مشتق پس داریم نیاز (١١.٣) دوم مشتق به (٨.٣) دیفرانسیل معادله به توجه با اینصورت در
می�کنیم محاسبه زیر به�صورت را (١١.٣)

dRm

dr
=

d

dr

(
e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν

)
= (αr − βr−٣)e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν

+ e
α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢(∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν−١)
می�کنیم حساب را دوم مشتق حال

d٢Rm

dr٢
= (α + ٣βr−۴)e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν + (αr − βr−٢(٣e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν

+ (αr − βr−٣)e
α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢(∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν−١)
+ (αr − βr−٣)e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢(∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν−١)
+ e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢(∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)r٢n+ν−٢)

می�دهیم قرار (٨.٣) دیفرانسیل معادله در را آمده بدست دوم مشتق اینصورت در

(α + ٣βr−۴)e
α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν + (αr − βr−٢(٣e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν

+ ٢(αr − βr−٣)e
α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢(∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν−١)
+ e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢(∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)r٢n+ν−٢)
+

[
Ẽ − Ṽ (r)− m٢ − ١/۴

R٢

](
e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν) = ٠

داریم فوق رابطه�ی ساده�سازی از پس

[
(α+ ٣βr−۴) + (αr − βr−٢(٣ + Ẽ − Ṽ (r)

]
e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν

+ ٢(αr − βr−٣)e
α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν

+ e
α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)r٢n+ν−٢

− (m٢ − ١
۴)e

α
٢ r

٢+β
٢ r

−٢∑
n=٠

ãnr
٢n+ν−٢ = ٠



٢٨ حدسی روش .٣

داشت خواهیم (٩.٣) پتانسیل دادن قرار و تساوی طرفین از eα
٢ r

٢+β
٢ r

−٢ عبارت فاکتورگیری ]با
(α + ٣βr−۴) + (α٢r٢ + β٢r−۶ − ٢αβr−٢) + Ẽ − ar٢ − br−٢ − c̃r−۴

− d̃r−۶
]∑
n=٠

ãnr
٢n+ν +

[
٢αr − ٢βr−٣

]∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν−١

+
∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)r٢n+ν−٢ − (m٢ − ١
۴)
∑
n=٠

ãnr
٢n+ν−٢ = ٠

داریم فوق رابطه�ی ساده�سازی با اینصورت ]در
(α + Ẽ) + (α٢ − a)r٢ + (−٢αβ − b)r−٢ + (٣β − c̃)r−۴ + (β٢ − d̃)r−۶

]∑
n=٠

ãnr
٢n+ν

+

[
٢αr − ٢βr−٣

]∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν−١ +
∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)r٢n+ν−٢

− (m٢ − ١
۴)
∑
n=٠

ãnr
٢n+ν−٢ = ٠

می�شود تبدیل زیر به�صورت فوق، رابطه�ی نتیجه در

(α + Ẽ)
∑
n=٠

ãnr
٢n+ν + (α٢ − a)

∑
n=٠

ãnr
٢n+ν+٢ + (−٢αβ − b)

∑
n=٠

ãnr
٢n+ν−٢

+ (٣β − c̃)
∑
n=٠

ãnr
٢n+ν−۴ + (β٢ − d̃)

∑
n=٠

ãnr
٢n+ν−۶ + ٢α

∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν

− ٢β
∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)r٢n+ν−۴ +
∑
n=٠

ãn(٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)r٢n+ν−٢

− (m٢ − ١
۴)
∑
n=٠

ãnr
٢n+ν−٢ = ٠

داشت خواهیم فوق عبارات تمام کردن جمع با نهایت ∑در
n=٠

[(
α+ Ẽ + ٢α(٢n+ ν)

)
ãnr

٢n+ν +
(
α٢ − a

)
ãnr

٢n+ν+٢

+
(
(−٢αβ − b) + (٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)− (m٢ − ١

۴)
)
ãnr

٢n+ν−٢

+
(
(٣β − c̃)− ٢β(٢n+ ν)

)
ãnr

٢n+ν−۴ + (β٢ − d̃)ãnr
٢n+ν−۶

]
= ٠

می�شود حاصل زیر نتایج چپ، سمت ضرایب دادن قرار متناظر با است، صفر راست طرف چون بنابراین

Ẽ = −α(α + ٢ν + ۴n) (١٣.٣)

− ٢αβ − b+ (٢n+ ν)(٢n+ ν − ١)− (m٢ − ١
۴) = ٠ (١۴.٣)

β(٣− ٢ν − ۴n)− c̃ = ٠ (١۵.٣)

α٢ − a = ٠ ⇒ α = ±
√
a , β٢ − d̃ = ٠ ⇒ β =

√
|d̃| (١۶.٣)



٢٩ V (R) = AR−١ +BR−٢ پتانسیل حضور در .٢.٣

V (r) = ar−١ + br−٢ پتانسیل حضور در ٢.٣

است زیر شکل به ناجابجایی فضای در V (r) = ar−١ + br−٢ پتانسیل تغییریافته�ی

Ṽ (r̂) = ar−١ + br−٢ + c̃r−٣ + d̃r−۴ (١٧.٣)

بطوریکه

c̃ =
a

٢θm , و d̃ =
b

۴θm (١٨.٣)

به می�کنیم، حل (١٧.٣) پتانسیل حضور در را (٨.٣) شرودینگر مرتبه�دوم دیفرانسیل معادله دراینصورت
می�بریم کار به را زیر تبدیل که اینصورت

Rm(r̂) = hm(r̂)e
f(r̂) (١٩.٣)

به�طوریکه

f(r̂) = Ar−١ +Br + C log r ; A < ٠ , B < ٠ (٢٠.٣)

hm(r̂) =
m∏
j=١

(r − σ̃mj ) =
m∑
j=١

ajr
j (٢١.٣)

می�کنیم محاسبه را (١٩.٣) دوم مشتق ،(٨.٣) دیفرانسیل معادله ساختار به توجه با قبل، بخش همانند

dRm(r̂)

dr
=

d

dr

[
ef(r̂)hm(r̂)

]
= f ′(r̂)ef(r̂)hm(r̂) + ef(r̂)h′m(r̂)

d٢Rm(r̂)

dr٢
= f ′′(r̂)ef(r̂)hm(r̂) + f ′(r̂)٢ef(r̂)hm(r̂) + f ′(r̂)ef(r̂)h′m(r̂) + f ′(r̂)ef(r̂)h′m(r̂)

+ ef(r̂)h′′m(r̂) =

[
(f ′′(r̂) + f ′(r̂)٢) +

٢f ′(r̂)h′m(r̂) + h′′m(r̂)

hm(r̂)

]
ef(r̂)hm(r̂)︸ ︷︷ ︸

Rm(r̂)

داریم (٨.٣) دیفرانسیل معادله در جایگذاری با اینصورت در

[
(f ′′(r̂) + f ′(r̂)٢) +

٢f ′(r̂)h′m(r̂) + h′′m(r̂)

hm(r̂)
+ Ẽ − Ṽ (r̂)−

m٢ − ١
۴

r٢

]
Rm(r̂) = ٠

(٢٢.٣)

پس Rm(r̂) ̸= ٠ چون اما

f ′′(r̂) + f ′(r̂)٢ +
٢f ′(r̂)h′m(r̂) + h′′m(r̂)

hm(r̂)
+ Ẽ − Ṽ (r̂)−

m٢ − ١
۴

r٢
= ٠ (٢٣.٣)



٣٠ حدسی روش .٣

داریم (٢٠.٣) گرفتن نظر در با بنابراین

f ′(r̂) = −A

r٢
+B +

C

r

f ′٢(r̂) =
A٢

r۴
+B٢ +

C٢

r٢
+
٢BC
r

− ٢AB
r٢

− ٢AC
r٣

f ′′(r̂) =
٢A
r٣

− C

r٢

f ′′(r̂) + f ′(r̂)٢ = B٢ +
٢BC
r

+
−٢AB + C٢ − C

r٢
+
٢A− ٢AC

r٣
+
A٢

r۴
(٢۴.٣)

داریم (٢٣.٣) در (٢۴.٣) از آمده بدست نتایج دادن قرار با اینصورت در

B٢ +
٢BC
r

+
C٢ − C − ٢AB

r٢
+
٢A− ٢AC

r٣
+
A٢

r۴
+
٢f ′(r̂)h′m(r̂) + h′′m(r̂)

hm(r̂)

+ Ẽ − Ṽ −
m٢ − ١

۴
r٢

= ٠

می�کنیم ضرب hm(r̂) عبارت در را فوق تساوی

B٢hm(r̂) +
٢BC
r

hm(r̂) +
C٢ − C − ٢AB

r٢
hm(r̂) +

٢A− ٢AC
r٣

hm(r̂) +
A٢

r۴
hm(r̂)

+ ٢f ′(r̂)h′m(r̂) + h′′m(r̂) = −Ẽhm(r̂) + Ṽ hm(r̂) +
m٢ − ١

۴
r٢

hm(r̂) (٢۵.٣)

می�کنیم باز زیر به�صورت را (٢١.٣) حاصلضرب طرفی از

hm(r̂) =
m∏
j=١

(r − σ̃mj ) = rm −
m∑
j=١

σ̃mj r
m−١

+
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−٢ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−٣ +
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۴

−
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۵ +
m∑

s<q<l<k<j<i

σ̃ms σ̃
m
q σ̃

m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ∓ . . .

(٢۶.٣)

داریم (٢١.٣) رابطه�ی دیگر تعریف و فوق رابطه�ی به توجه با همچنین

am = ١ , am−١ = −
m∑
j=١

σ̃mj , am−٢ =
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i (٢٧.٣)



٣١ V (R) = AR−١ +BR−٢ پتانسیل حضور در .٢.٣

پس داریم نیاز hm(r̂) دوم مشتق و اول مشتق به (٢٣.٣) حل برای بنابراین

h′m(r̂) = mrm−١ − (m− ١)
m∑
j=١

σ̃mj r
m−٢ + (m− ٢)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−٣

− (m− ٣)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۴ + (m− ۴)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۵

− (m− ۵)
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ± . . . (٢٨.٣)

h′′m(r̂) = m(m− ١)rm−٢ − (m− ١)(m− ٢)
m∑
j=١

σ̃mj r
m−٣

+ (m− ٢)(m− ٣)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۴ − (m− ٣)(m− ۴)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۵

+ (m− ۴)(m− ۵)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ∓ . . . (٢٩.٣)

داریم (٢۵.٣) در (٢٩.٣) و (٢٨.٣) ،(٢۶.٣) از آمده بدست نتایج دادن قرار با اینصورت در

B٢
[
rm −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−١ +

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−٢ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−٣

+
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۴ −
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۵

+
m∑

s<q<l<k<j<i

σ̃ms σ̃
m
q σ̃

m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ∓ . . .

]
+ ٢BC

[
rm−١ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−٢

+
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−٣ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۴ +
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۵

−
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ± . . .

]
+ (C٢ − C − ٢AB)

[
rm−٢ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−٣

+
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۴ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۵ +
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ∓ . . .

]

+ (٢A− ٢AC)
[
rm−٣ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−۴ +

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۵ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۶ ± . . .

]

+ A٢
[
rm−۴ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−۵ +

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۶ ∓ . . .

]
− ٢A

[
mrm−٣

− (m− ١)
m∑
j=١

σ̃mj r
m−۴ + (m− ٢)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۵ − (m− ٣)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۶



٣٢ حدسی روش .٣

± . . .

]
+ ٢B

[
mrm−١ − (m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj r
m−٢ + (m− ٢)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−٣

− (m− ٣)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۴ + (m− ۴)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۵

− (m− ۵)
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ± . . .

]
+ ٢C

[
mrm−٢

− (m− ١)
m∑
j=١

σ̃mj r
m−٣ + (m− ٢)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۴ − (m− ٣)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۵

+ (m− ۴)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ± . . .

]
+

[
m(m− ١)rm−٢

− (m− ١)(m− ٢)
m∑
j=١

σ̃mj r
m−٣ + (m− ٢)(m− ٣)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۴

− (m− ٣)(m− ۴)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۵ + (m− ۴)(m− ۵)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶

∓ . . .

]
= −E

[
rm −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−١ +

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−٢ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−٣

+
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۴ −
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۵

+
m∑

s<q<l<k<j<i

σ̃ms σ̃
m
q σ̃

m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ∓ . . .

]
+ a

[
rm−١ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−٢

+
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−٣ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۴ +
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۵

−
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ± . . .

]
+ b

[
rm−٢ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−٣ +

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۴

−
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۵ +
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ∓ . . .

]
+ c̃

[
rm−٣ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−۴

+
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۵ −
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۶ ± . . .

]
+ d̃

[
rm−۴ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−۵

+
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۶ ∓ . . .

]
+ (m٢ − ١

۴)
[
rm−٢ −

m∑
j=١

σ̃mj r
m−٣ +

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i r

m−۴

−
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i r

m−۵ +
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i r

m−۶ ∓ . . .

]



٣٣ V (R) = AR−١ +BR−٢ پتانسیل حضور در .٢.٣

داشت خواهیم r توان اساس بر مرتب�سازی یک با

B٢rm +

[
−B٢

m∑
j=١

σ̃mj + ٢BC + ٢Bm
]
rm−١ +

[
C٢ − C − ٢AB − ٢BC

m∑
j=١

σ̃mj

+B٢
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢B(m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj + ٢Cm+m(m− ١)
]
rm−٢

+

[
−B٢

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + ٢A− ٢AC − (C٢ − C − ٢AB)

m∑
j=١

σ̃mj + ٢BC
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

− ٢Am+ ٢B(m− ٢)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢C(m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj − (m− ١)(m− ٢)
m∑
j=١

σ̃mj

]
rm−٣

+

[
B٢

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − ٢BC

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + A٢ − (٢A− ٢AC)

m∑
j=١

σ̃mj

+ (C٢ − C − ٢AB)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i + ٢A(m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj + ٢C(m− ٢)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

+ (m− ٢)(m− ٣)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢B(m− ٣)

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

]
rm−۴

+

[
−B٢

m∑
q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + ٢BC

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

− (C٢ − C − ٢AB)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − A٢

m∑
j=١

σ̃mj + (٢A− ٢AC)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

− ٢A(m− ٢)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i + ٢B(m− ۴)

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

− ٢C(m− ٣)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − (m− ٣)(m− ۴)

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

]
rm−۵

+

[
B٢

m∑
s<q<l<k<j<i

σ̃ms σ̃
m
q σ̃

m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − ٢BC

m∑
q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

+ (C٢ − C − ٢AB)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + ٢A(m− ٣)

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

− ٢B(m− ۵)
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + ٢C(m− ۴)

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

+ (m− ۴)(m− ۵)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − A٢

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

]
rm−۶ + . . .

+

[
(٢A− ٢AC)

∑
j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm

m − A٢
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm−١

m

]
r−٣

+

[
A٢

∑
j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm

m

]
r−۴



٣۴ حدسی روش .٣

= −Ẽrm +

[
Ẽ

m∑
j=١

σ̃mj + a

]
rm−١ +

[
− Ẽ

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − a

m∑
j=١

σ̃mj + b+m٢ − ١
۴

]
rm−٢

+

[
E

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + a

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − b

m∑
j=١

σ̃mj + c̃− (m٢ − ١
۴)

m∑
j=١

σ̃mj

]
rm−٣

+

[
− E

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − a

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + b

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − c̃

m∑
j=١

σ̃mj + d̃

+ (m٢ − ١
۴)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

]
rm−۴ +

[
E

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + a

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

− b
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − c̃

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − d̃

m∑
j=١

σ̃mj − (m٢ − ١
۴)

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

]
rm−۵

+

[
− E

m∑
s<q<l<k<j<i

σ̃ms σ̃
m
q σ̃

m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − a

m∑
q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

+ b
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − c̃

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

+ d̃
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i + (m٢ − ١

۴)
m∑

l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

]
rm−۶ + . . .

+

[
c̃
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm

m − d̃
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm−١

m

]
r−٣ +

[
d̃
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm

m

]
r−۴

پس می�شود، حاصل دلخواه نتایج تساوی، طرف دو در متناظر ضرایب دادن قرار تساوی با اینصورت در
داریم r−۴ ضرایب مورد در

A٢ = d̃ (٣٠.٣)

داریم r−٣ ضرایب دادن قرار تساوی با همچنین

(٢A− ٢AC)
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm

m − A٢
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm−١

m

= c̃
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm

m − d̃
∑

j١<...<jm

σ̃j
m ˜σjm−١

m

می�شود حاصل زیر صورت به نتیجه (٣٠.٣) به توجه با بنابراین

c̃ = ٢A(١− C) (٣١.٣)

می�کنیم بررسی را rm ضریب حال

B٢ = −Ẽ (٣٢.٣)



٣۵ V (R) = AR−١ +BR−٢ پتانسیل حضور در .٢.٣

داشت خواهیم rm−١ ضریب برای همچنین

−B٢
m∑
j=١

σ̃mj + ٢BC + ٢Bm = Ẽ

m∑
j=١

σ̃mj + a

می�آید بدست زیر بصورت a مقدار ،(٣٢.٣) به توجه با بطوریکه

a = ٢BC + ٢Bm = ٢B(C +m) (٣٣.٣)

داریم rm−٢ ضریب مورد در اما

− Ẽ

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − a

m∑
j=١

σ̃mj + b+m٢ − ١
۴ = C٢ − C − ٢AB − ٢BC

m∑
j=١

σmj

+B٢
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢B(m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj + ٢Cm+m(m− ١) = B٢
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

−
[
٢BC + ٢Bm

] m∑
j=١

σ̃mj + C٢ − C − ٢AB + ٢B
m∑
j=١

σ̃mj + ٢Cm+m(m− ١)

داشت خواهیم (٣٣.٣) و (٣٢.٣) از آمده بدست نتایج گرفتن نظر در با اینصورت در

b+m٢ − ١
۴ = C(C − ١+ ٢m)− ٢B(A−

m∑
j=١

σ̃mj ) +m(m− ١) (٣۴.٣)

می�دهیم قرار بررسی مورد را rm−٣ ضریب ترتیب همین به

E
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + a

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − b

m∑
j=١

σ̃mj + c̃− (m٢ − ١
۴)

m∑
j=١

σ̃mj

= −B٢
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + ٢A− ٢AC − (C٢ − C − ٢AB)

m∑
j=١

σ̃mj + ٢BC
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

− ٢Am+ ٢B(m− ٢)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢C(m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj − (m− ١)(m− ٢)
m∑
j=١

σ̃mj



٣۶ حدسی روش .٣

می�کنیم مرتب را فوق تساوی ،(٣۴.٣) تا (٣٠.٣) در آمده بدست نتایج از استفاده با

a

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − b

m∑
j=١

σ̃mj + c̃− (m٢ − ١
۴)

m∑
j=١

σ̃mj =
[ a︷ ︸︸ ︷
٢BC + ٢Bm

] m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

−
[
C(C − ١+ ٢m)− ٢AB +

کردیم کم و ︷اضافه ︸︸ ︷
٢B

m∑
j=١

σ̃mj +m(m− ١)︸ ︷︷ ︸
(b+m٢− ١

۴ )

] m∑
j=١

σ̃mj +
[ c̃︷ ︸︸ ︷
٢A− ٢AC

]

+
[
− ٢

√
d̃︷︸︸︷
A m+ ٢(C +m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj

٢B
∑m

j=١(σ̃
m
j )٢︷ ︸︸ ︷

−۴B
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i + ٢B(

m∑
j=١

σ̃mj )
٢ ]

می�آید بدست زیر نتیجه�ی ساده�سازی، از پس و

m
√
d̃+ (C +m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj +B

m∑
j=١

(σ̃mj )
٢ = ٠ (٣۵.٣)

می�کنیم بررسی rm−۴ ضریب برای را روند همین

− E

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − a

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + b

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − c̃

m∑
j=١

σ̃mj + d̃

+ (m٢ − ١
۴)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i = B٢

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + ٢A− ٢AC

− (C٢ − C − ٢AB)
m∑
j=١

σ̃mj + ٢BC
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢Am

+ ٢B(m− ٢)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢C(m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj − (m− ١)(m− ٢)
m∑
j=١

σ̃mj



٣٧ V (R) = AR−١ +BR−٢ پتانسیل حضور در .٢.٣

می�سازیم مرتب را فوق عبارات (٣۴.٣) تا (٣٠.٣) روابط به توجه با اینصورت در

− a
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i + b

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − c̃

m∑
j=١

σ̃mj + d̃+ (m٢ − ١
۴)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

= −
[ a︷ ︸︸ ︷
٢BC + ٢Bm

] m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

+
[ (b+m٢− ١

۴ )︷ ︸︸ ︷
C(C − ١+ ٢m)− ٢AB + ٢B

m∑
j=١

σ̃mj +m(m− ١)
] m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

−
[ c̃︷ ︸︸ ︷
٢A− ٢AC

] m∑
j=١

σ̃mj +
[ d̃︷︸︸︷
A٢ +٢

−
√
d̃︷︸︸︷

A (m− ١)
m∑
j=١

σ̃mj + ۶B
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

− ۴C
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢)٢m− ٣)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٢B

m∑
j=١

σ̃mj

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

]
از است عبارت می�ماند باقی آنچه فوق، عبارات ساده�سازی از پس

√
d̃(m− ١)

m∑
j=١

σ̃mj + ٢(m+ C − ٣
٢)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

+B
[ m∑
j=١

σ̃mj

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٣

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

]
= ٠ (٣۶.٣)

می�کنیم بررسی را rm−۵ ضریب نهایت در

E

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + a

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

− b
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − c̃

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − d̃

m∑
j=١

σ̃mj − (m٢ − ١
۴)

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

= −B٢
m∑

q<l<k<j<i

σ̃mq σ̃
m
l σ̃

m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + ٢BC

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

− (C٢ − C − ٢AB)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − A٢

m∑
j=١

σ̃mj + (٢A− ٢AC)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i

− ٢A(m− ٢)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i + ٢B(m− ۴)

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

− ٢C(m− ٣)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − (m− ٣)(m− ۴)

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i



٣٨ حدسی روش .٣

می�کنیم استفاده (٣۴.٣) تا (٣٠.٣) در آمده بدست نتایج از نیز قسمت این در

a

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i − b

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − c̃

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − (m٢ − ١

۴)
m∑

k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

=
[ a︷ ︸︸ ︷
٢BC + ٢Bm

] m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

−
[
C(C − ١+ ٢m)− ٢AB +

کردیم کم و ︷اضافه ︸︸ ︷
٢B

m∑
j=١

σ̃mj +m(m− ١)︸ ︷︷ ︸
(b+m٢− ١

۴ )

] m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

+
[ c̃︷ ︸︸ ︷
٢A(١− C)

] m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i +

[
− ٢

√
d̃︷︸︸︷
A (m− ٢)

m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i − ٨B

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

+ ۶C
m∑

k<j<i

σ̃m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + ٣)٢m− ۶)

m∑
k<j<i

σ̃m
k σ̃

m
j σ̃

m
i + ٢B

m∑
j=١

σ̃m
j

m∑
k<j<i

σ̃m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

]
می�شود حاصل زیر نتیجه اینصورت √در

d̃(m− ٢)
m∑
j<i

σ̃mj σ̃
m
i + ٣(C +m− ٢)

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i

+B
[ m∑
j=١

σ̃mj

m∑
k<j<i

σ̃mk σ̃
m
j σ̃

m
i − ۴

m∑
l<k<j<i

σ̃ml σ̃
m
k σ̃

m
j σ̃

m
i

]
= ٠ (٣٧.٣)

داریم (٣۴.٣) رابطه از که کنید توجه حال

λ−m(m− ١)− C(C − ١+ ٢m) + ٢B(A−
m∑
j=١

σ̃mj ) = ٠

اینصورت در پس ،C − ١ = c̃

٢
√
d̃
داشت خواهیم (٣١.٣) رابطه از که

λ−m(m− ١)− C(
c̃

٢
√
d̃
+ ٢m) + ٢B(A−

m∑
j=١

σ̃mj ) = ٠

نتیجه در که می�شود، حاصل C = a
٢B −m ،(٣٣.٣) رابطه از و

λ−m(m− ١)− (
a

٢B −m)(
c̃

٢
√
d̃
+ ٢m) + ٢B(A−

m∑
j=١

σ̃mj ) = ٠

داریم فوق رابطه�ی در ν = c̃

٢
√
d̃
و ω̃ = λ−m(m− ١) +m(٢m+ c̃

٢
√
d̃
) گذاری نام با

ω̃ − a

٢B (٢m+ ν) + ٢B(A−
m∑
j=١

σ̃mj ) = ٠



٣٩ V (R) = AR−١ +BR−٢ پتانسیل حضور در .٢.٣

داشت خواهیم فوق، معادله طرفین در ٢B عبارت ضرب با نهایت در

۴(A−
m∑
j=١

σ̃mj )B
٢ + ٢ω̃B − a(٢m+ ν) = ٠ (٣٨.٣)

داریم B به نسبت فوق معادله حل با

B =
−ω̃ ±

√
ω̃٢ + ۴

(
A−

∑m
j=١ σ

m
j

)
a(ν + ٢m)

۴
(
A−

∑m
j=١ σ

m
j )

= ω̃
−١±

√
١+ ۴

(
A−

∑m
j=١ σ

m
j

)
a (ν+٢m)

ω̃٢

۴
(
A−

∑m
j=١ σ

m
j )

(٣٩.٣)

می�شود محاسبه راحتی به ،(٣٢.٣) رابطه�ی از Ẽ انرژی بدین�وسیله

Ẽ = ω̃٢

(
− ١±

√
١+ ۴

(
A−

∑m
j=١ σ

m
j

)
a (ν+٢m)

ω̃٢

)٢

١۶
(
A−

∑m
j=١ σ

m
j )

٢ (۴٠.٣)





۴ فصل

آنساتز بث روش

اصلی نتایج و مقدمه ١.۴

بگیرید نظر در را زیر دوم مرتبه خطی معمولی دیفرانسیل }معادله
X(z)

d٢

dz٢
+ Y (z)

d

dz
+ Z(z)

}
S(z) = ٠ (١.۴)

هستند زیر بصورت ٢ و ٣ ،۴ درجه از حداکثر چندجمله�ای�های Z(z) و Y (z) ،X(z) بطوریکه

X(z) =
۴∑

k=٠
akz

k , Y (z) =
٣∑

k=٠
bkz

k , Z(z) =
٢∑

k=٠
ckz

k (٢.۴)

را هیون تعمیم�یافته�ی معادلات و هیون معادله�ی بطوریکه دارد ck و bk،ak پارامتر ١٢ معادله(۴.١)،
را معمولی دیفرانسیل معادله ۵ اینجا در مثال به�عنوان فوق، پارامترهای تعداد تغییر با می�شود. مشمول

می�کنیم. ارائه بعد، بخش در فیزیکی کاربرد یک آن�ها از یک هر برای که می�کنیم لیست

degZ(z) ≤ ١ و degY (z) ≤ ٢ ،degX(z) = ٣ یعنی باشد، a۴ = b٣ = c٢ = ٠ کنید فرض •
داریم باشد، نداشته چندگانه ریشه�های X(z) اگر باشد.

X(z) =
٣∏
s=١

(z − ds) ,
Y (z)

X(z)
=

٣∑
s=١

αs
z − ds

داریم را زیر هیون معادله�ی مناسب، مختلط ds و αs ثوابت ازای به }که
d٢

dz٢
+

٣∑
s=١

αs
z − ds

d

dz
+

Z(z)∏٣
s=١(z − ds)

}
S(z) = ٠ (٣.۴)

چندگانه X(z)ریشه�ی اگر باشد، degZ(z) ≤ ٢ و degY (z) ≤ ٣ ،degX(z) = ۴ کنید فرض •
باشد نداشته

X(z) =
۴∏
s=١

(z − es) ,
Y (z)

X(z)
=

۴∑
s=١

αs
z − es



۴٢ آنساتز بث روش .۴

می�شود حاصل زیر هیون تعمیم�یافته�ی معادله }که
d٢

dz٢
+

۴∑
s=١

µs
z − es

d

dz
+

Z(z)∏۴
s=١(z − es)

}
S(z) = ٠ (۴.۴)

X(z) اگر degZ(z)باشد. ≤ ٢ و degY (z) ≤ ٣ ، (a۴ = ٠) degX(z) = ٣ کنید فرض •
باشد نداشته چندگانه های ریشه

X(z) =
٣∏
s=١

(z − fs) ,
Y (z)

X(z)
=

٣∑
s=١

νs
z − fs

+ ν

می�آید[٣۵] بدست اسمیت٢ و شافکه١ معادلات فرم }که
d٢

dz٢
+ (

٣∑
s=١

νs
z − fs

+ ν)
d

dz
+

Z(z)∏٣
s=١(z − fs)

}
S(z) = ٠ (۵.۴)

X(z) اگر degZ(z) ≤ ٢ و degY (z) ≤ ٣ ،(a۴ = a٣ = ٠) degX(z) = ٢ کنید فرض •
و X(z) = (z − g١)(z − g٢) اینصورت در باشد نداشته چندگانه های ریشه

Y (z)

X(z)
=

σ١
z − g١

+
σ٢

z − g٢
+ σz + k

می�شود حاصل زیر شکل به (١.۴) معادله�ی }که
d٢

dz٢
+ (

σ١
z − g١

+
σ٢

z − g٢
+ σz + k)

d

dz
+

Z(z)

(z − g١)(z − g٢)

}
S(z) = ٠ (۶.۴)

degZ(z) ≤ ٢ و degY (z) ≤ ٣ ، (a۴ = a٣ = a٢ = ٠) degX(z) = ١ صورتیکه در اما و •
داریم باشد

X(z) = (z − h) ,
Y (z)

X(z)
=

η

z − h
+ λz٢ + γz + δ

می�شود تبدیل زیر شکل به معادله(۴.١) }که
d٢

dz٢
+ (

η

z − h
+ λz٢ + γz + δ)

d

dz
+
Z(z)

z − h

}
S(z) = ٠ (٧.۴)

صورت (١.۴) دوم مرتبه دیفرانسیل معادله چندجمله�ای�وار جواب یافتن برای زیادی تحقیقات اخیرا
آنساتز بث روش تحلیلی)، (یا کاربردی روش با را مسائل این رساله این در اما .[٣٧ است[٣۶، گرفته
Z(z) چندجمله�ای از c٢ و c١ ، c٠ ضرایب برای روشن و صریح مقادیر دقیقا و [٣٩ می�کنیم[٣٨، حل
z١, . . . , zn ریشه�های با (١.۴) معادله از S(z) جواب چندجمله�ای درجه تعیین موجب که می�کنیم پیدا
ریشه�ها این که می�رسیم ( آنساتز معادلات اصطلاح (به جبری معادله n دستگاه یک به نهایت در می�شوند

می�کند[۴٠]. تعیین را

از c٢ و c١ ، c٠ ضرایب مقادیر بگیرید، نظر در را Y (z) و X(z) جمله�ای چند دو .١.١.۴ قضیه
درجه از جمله�ای چند جواب یک (١.۴) دیفرانسیل معادله که می�شوند حاصل چنان Z(z) چندجمله�ای

باشد داشته z١, . . . , zn مجزای ریشه�های با n

S(z) =
n∏
i=١

(z − zi) (٨.۴)

١ Schafke ٢Schmidt



۴٣ اصلی نتایج و مقدمه .١.۴

می�آیند به�دست زیر به�صورت c٢ و c١ ، c٠ مقادیر اینصورت در

c٢ = −n(n− ١)a۴ − nb٣ (٩.۴)

c١ = −[٢(n− ١)a۴ + b٣]
n∑
i=١

zi − n(n− ١)a٣ − nb٢ (١٠.۴)

c٠ = −[٢(n− ١)a۴ + b٣]
n∑
i=١

z٢i − ٢a۴
n∑
i<j

zizj (١١.۴)

− [٢(n− ١)a٣ + b٢]
n∑
i=١

zi − n(n− ١)a٢ − nb١

می�شوند مشخص زیر به�صورت آنساتز معادلات از z١, . . . , zn ریشه�های همچنین
n∑
i ̸=j

٢
zi − zj

+
b٣z

٣
i + b٢z

٢
i + b١zi + b٠

a۴z
۴
i + a٣z

٣
i + a٢z

٢
i + a١zi + a٠

= ٠ ; i = ١, . . . , n (١٢.۴)

دارای (١.۴) دیفرانسیل معادله به�طوریکه می�دهد را Z(z) چندجمله�ای (١٢.۴) تا (٩.۴) معادلات
باشد. (٨.۴) چندجمله�ای جواب

کنید فرض برهان.

S(z) =
n∏
i=١

(z − zi) (١٣.۴)

ضرایب c٢ و c١ ،c٠ مقادیر باشد. z١, . . . , zn نامعین مجزای ریشه�های با n درجه جمله�ای چند یک
معادله�ی جواب (١٣.۴) چندجمله�ای که می�کنیم پیدا طوری را (١ ≤ i ≤ n) zi ریشه�های و Z(z)

می�کنیم جایگزین (١.۴) دیفرانسیل معادله در را S(z) چندجمله�ای باشد. (١.۴)

X(z)
d٢

dz٢
S(z) + Y (z)

d

dz
S(z) + Z(z)S(z) = ٠

می�کنیم تقسیم S(z) بر را فوق معادله�ی طرفین

X(z)
d٢

dz٢S(z)

S(z)
+ Y (z)

d
dz
S(z)

S(z)
+ Z(z) = ٠

داریم در(۴.٢) شده تعریف Z(z) و Y (z) ،X(z) چندجمله�ای�های جایگزینی با

(a٠ + a١z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + a۴z
۴)

d٢

dz٢S(z)

S(z)
+ (b٠ + b١z + b٢z

٢ + b٣z
٣)

d
dz
S(z)

S(z)

+ (c٠ + c١z + c٢z
٢) = ٠ (١۴.۴)



۴۴ آنساتز بث روش .۴

می�کنیم محاسبه زیر به�صورت z به نسبت را S(z) دوم مشتق و اول مشتق اینصورت در

d

dz
S(z) =

d

dz

( n∏
i=١

(z − zi)

)
=

d

dz

(
(z − z١) . . . (z − zn)

)
= (z − z٢) . . . (z − zn) + (z − z١)(z − z٣) . . . (z − zn) + . . .

+ (z − z١) . . . (z − zn−١) =
n∑
i=١

( n∏
i̸=j

(z − zj)

)
d٢

dz٢
S(z) =

d

dz

( n∑
i=١

( n∏
i ̸=j

(z − zj)
))

=
d

dz

([
(z − z٢) . . . (z − zn)

]
+
[
(z − z١)(z − z٣) . . . (z − zn)

]
+ . . .+

[
(z − z١) . . . (z − zn−١)

])
=
[
(z − z٣) . . . (z − zn) + (z − z٢)(z − z۴) . . . (z − zn) + . . .

+ (z − z٢) . . . (z − zn−١)
]
+
[
(z − z٣) . . . (z − zn)

+ (z − z١)(z − z۴) . . . (z − zn) + . . .+ (z − z١)(z − z٣) . . . (z − zn−١)
]

+ . . .+
[
(z − z٢) . . . (z − zn−١) + (z − z١)(z − z٣) . . . (z − zn−١)

+ . . .+ (z − z١) . . . (z − zn−٢)
]
=

n∑
i=١

n∑
j=١
j ̸=i

( n∏
k ̸=j
k ̸=i

(z − zk)

)

می�کنیم تقسیم S(z) بر را فوق نتایج ،(١۴.۴) محاسبه�ی جهت

d
dz
S(z)

S(z)
=

n∑
i=١

n− ١ ︷درجه ︸︸ ︷
n∏
i̸=j

(z − zj)

n∏
i=١

(z − zi)︸ ︷︷ ︸
n درجه

=
n∑
i=١

١
z − zi

(١۵.۴)

d٢

dz٢S(z)

S(z)
=

n∑
i,j=١
i ̸=j

n− ٢ ︷درجه ︸︸ ︷
n∏
k ̸=j
i̸=j

(z − zk)

n∏
i=١

(z − zi)︸ ︷︷ ︸
n درجه

=
n∑

i,j=١
i̸=j

١
(z − zi)(z − zj)

می�کنیم تجزیه را فوق کسر نهایی، عبارت محاسبه�ی برای

١
(z − zi)(z − zj)

=
A

z − zi
+

B

z − zj



۴۵ اصلی نتایج و مقدمه .١.۴

داریم فوق کسرهای صورت دادن قرار تساوی با

A(z − zj) +B(z − zi) = ١

اینصورت در

(A+B)z − (Azj +Bzi) = ١

داریم فوق عبارت ضرایب دادن قرار متناظر با پس

A = −B =
١

zi − zj

بنابراین

١
(z − zi)(z − zj)

=
١

zi − zj

١
z − zi

+
١

zj − zi

١
z − zj

داریم اینصورت در

d٢

dz٢S(z)

S(z)
=

n∑
i,j=١
i̸=j

١
(z − zi)(z − zj)

=
n∑

i,j=١
i̸=j

(
١

zi − zj

١
z − zi

+
١

zj − zi

١
z − zj

)

می�کند پیدا کاهش زیر به�صورت فوق عبارت پس هستند یکسان شرایط با اندیس�هایی j و i چون اما

d٢

dz٢S(z)

S(z)
=

n∑
i,j=١
i̸=j

٢
(

١
z − zi

١
zi − zj

)
=

n∑
i=١

١
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

(١۶.۴)

می�شود تبدیل زیر شکل به (١۴.۴) معادله�ی (١۶.۴) و (١۵.۴) روابط به توجه با اینصورت در

(a٠ + a١z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + a۴z
۴)

n∑
i=١

١
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+ (b٠ + b١z + b٢z
٢ + b٣z

٣)
n∑
i=١

١
z − zi

+ (c٠ + c١z + c٢z
٢) = ٠

داریم: بنابراین

−c٠ = (a٠ + a١z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + a۴z
۴)

n∑
i=١

١
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+ (b٠ + b١z + b٢z
٢ + b٣z

٣)
n∑
i=١

١
z − zi

+ c١z + c٢z
٢ (١٧.۴)



۴۶ آنساتز بث روش .۴

در تکین و z = zi ساده�ی قطب با تابع راست سمت عبارت و ثابت چپ سمت عبارت فوق، رابطه در
رابطه از جمله یک پس است. محاسبه قابل z = zi ساده قطب در (−c٠) مانده لذا می�باشد، z = ∞

می�گیریم نظر در را زیر به�صورت را (١٧.۴)

A = a۴z
۴

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

n∑
i=١

١
z − zi

=
n∑
j ̸=i

n∑
i=١

٢a۴z۴
zi − zj

× ١
z − zi

می�کنیم محاسبه زیر بصورت z = zi ساده�ی قطب در را A عبارت مانده حال

Res(A)z=zi = lim
z→zi

[
(z − zi)

n∑
j ̸=i

n∑
i=١

٢a۴z۴
zi − zj

× ١
z − zi

]

= lim
z→zi

[ n∑
j ̸=i

n∑
i=١

٢a۴z۴
zi − zj

× z − zi
z − zi

]
=

n∑
j ̸=i

٢a۴z۴i
zi − zj

= a۴z
۴
i

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

(١٧.۴) رابطه در (−c٠) مانده�ی بنابراین داد، تعمیم صورت به�همین می�توان نیز جملات بقیه برای
می�شود حساب زیر به�صورت

Res(−c٠)z=zi = (a٠ + a١zi + a٢z
٢
i + a٣z

٣
i + a۴z

۴
i )

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+ (b٠ + b١zi + b٢z
٢
i + b٣z

٣
i ) (١٨.۴)

می�گیریم نظر در را زیر عبارت اثبات، ادامه�ی برای
n∑
i=١

Res(−c٠)z=zi
z − zi

=
n∑
i=١

[
a۴z

۴
i + a٣z

٣
i + a٢z

٢
i + a١zi + a٠

z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
b٣z

٣
i + b٢z

٢
i + b١zi + b٠

z − zi

]
(١٩.۴)

نوشت می�توان نیز زیر شکل به را (١٧.۴) رابطه طرفی از

−c٠ =
n∑
i=١

[
a۴z

۴ + a٣z
٣ + a٢z

٢ + a١z + a٠
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
b٣z

٣ + b٢z
٢ + b١z + b٠

z − zi

]
+ c٢z

٢ + c١z (٢٠.۴)

داریم (٢٠.۴) و (١٩.۴) روابط تفاضل از اینصورت در

−c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)z=zi
z − zi

=
n∑
i=١

[
a۴(z

۴ − z۴i )

z − zi
+
a٣(z

٣ − z٣i )

z − zi
+
a٢(z

٢ − z٢i )

z − zi

+
a١(z − zi)

z − zi
+ a٠ − a٠

] n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
n∑
i=١

[
b٣(z

٣ − z٣i )

z − zi
+
b٢(z

٢ − z٢i )

z − zi

+
b١(z − zi)

z − zi
+ b٠ − b٠

]
+ c٢z

٢ + c١z



۴٧ اصلی نتایج و مقدمه .١.۴

زیر اتحاد به توجه با اما

(an − bn) = (a− b)(an−١ + an−٢b+ an−٣b٢ + . . .+ a٢bn−٣ + abn−٢ + bn−١)

داریم

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)z=z٠
z − zi

=
n∑
i=١

[
a۴(z − zi)(z

٣ + z٢zi + zz٢i + z٣i )

z − zi

+
a٣(z − zi)(z

٢ + zzi + z٢i )

z − zi
+
a٢(z − zi)(z + zi)

z − zi
+ a١

] n∑
i̸=j

٢
zi − zj

+
n∑
i=١

[
b٣(z − zi)(z

٢ + zzi + z٢i )

z − zi
+
b٢(z − zi)(z + zi)

z − zi
+ b١

]
+ c٢z

٢ + c١z

=
n∑
i=١

[
a۴(z

٣ + z٣i + z٢zi + zz٢i ) + a٣(z
٢ + z٢i + zzi) + a٢(z + zi)

+ a١
] n∑
i̸=j

٢
zi − zj

+
n∑
i=١

[
b٣(z

٢ + z٢i + zzi) + b٢(z + zi) + b١
]
+ c٢z

٢ + c١z

= z٢
[ n∑
i=١

n∑
i ̸=j

٢a۴zi
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
i ̸=j

٢a٣
zi − zj

+
n∑
i=١

b٣ + c٢

]
+ z

[ n∑
i=١

n∑
i̸=j

٢a۴z٢i
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
i ̸=j

a٣zi
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
i̸=j

٢a٢
zi − zj

+
n∑
i=١

b٣zi +
n∑
i=١

b٢ + c١

]

+ ٢a۴z٣
n∑
i=١

n∑
i̸=j

١
zi − zj

+ ٢a۴
n∑
i=١

n∑
i̸=j

z٣i
zi − zj

+ ٢a٣
n∑
i=١

n∑
i̸=j

z٢i
zi − zj

+ ٢a٢
n∑
i=١

n∑
i̸=j

zi
zi − zj

+ ٢a١
n∑
i=١

n∑
i ̸=j

١
zi − zj

+ b٣

n∑
i=١

z٢i + b٢

n∑
i=١

zi + b١

n∑
i=١

١

اینصورت: در

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)z=zi
z − zi

= z٢
[
a۴n(n− ١) + b٣n+ c٢

]

+ z

[
٢a۴(n− ١)

n∑
i=١

zi + a٣n(n− ١) + b٣

n∑
i=١

zi + b٢n+ c١

]

+ ٢a۴(n− ١)
n∑
i=١

z٢i + ٢a۴
n∑
j<i

zizj + ٢a٣(n− ١)
n∑
i=١

zi + a٢n(n− ١)

+ b٣

n∑
i=١

z٢i + b٢

n∑
i=١

zi + b١n (٢١.۴)



۴٨ آنساتز بث روش .۴

=
[
n(n− ١)a۴ + nb٣ + c٢

]
z٢ +

[(
٢(n− ١)a۴ + b٣

) n∑
i=١

zi + n(n− ١)a٣

+ nb٢ + c١
]
z +

(
٢(n− ١)a۴ + b٣

) n∑
i=١

z٢i + ٢a۴
n∑
i<j

zizj

+
(
٢(n− ١)a٣ + b٢

) n∑
i=١

zi + n(n− ١)a٢ + nb١ (٢٢.۴)

کردیم: استفاده زیر موارد از بطوریکه

١.
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

١
zi − zj

= ٠

٢.
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

zi
zi − zj

=
١
٢n(n− ١)

٣.
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

z٢i
zi − zj

= (n− ١)
n∑
i=١

zi

۴.
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

z٣i
zi − zj

= (n− ١)
n∑
i=١

z٢i +
n∑
i<j

zizj (٢٣.۴)

زیرا

١.
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

١
zi − zj

=

[
١

z١ − z٢
+

١
z١ − z٣

+ . . .+
١

z١ − zn

]
+

[
١

z٢ − z١

+
١

z٢ − z٣
+ . . .+

١
z٢ − zn

]
+

[
١

z٣ − z١
+

١
z٣ − z٢

+
١

z٣ − z۴
+ . . .

+
١

z٣ − zn

]
+ . . .+

[
١

zn − z١
+

١
zn − z٢

+
١

zn − z٣
+ . . .+

١
zn − zn−١

]
= ٠

٢.
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

zi
zi − zj

=

[
z١

z١ + z٢
+

z١
z١ + z٣

+
z١

z١ + z۴
+ . . .+

z١
z١ + zn

]
+

[
z٢

z٢ + z١

+
z٢

z٢ + z٣
+

z٢
z٢ + z۴

+ . . .+
z٢

z٢ + zn

]
+

[
z٣

z٣ + z١
+

z٣
z٣ + z٢

+
z٣

z٣ + z۴
+ . . .

+
z٣

z٣ + zn

]
+ . . .+

[
zn−١

zn−١ + z١
+

zn−١
zn−١ + z٢

+
zn−١

zn−١ + z٣
+ . . .+

zn−١
zn−١ + zn−٢

+
zn−١

zn−١ + zn

]
+

[
zn

zn + z١
+

zn
zn + z٢

+
zn

zn + z٣
+ . . .+

zn
zn + zn−١

]



۴٩ اصلی نتایج و مقدمه .١.۴

=

[( ١︷ ︸︸ ︷
z١

z١ + z٢
+

z٢
z٢ + z١

)
+

( ١︷ ︸︸ ︷
z١

z١ + z٣
+

z٣
z٣ + z١

)
+ . . .

+

( ١︷ ︸︸ ︷
z١

z١ + zn
+

zn
zn + z١

)]
+

[( ١︷ ︸︸ ︷
z٢

z٢ + z٣
+

z٣
z٣ + z٢

)
+

( ١︷ ︸︸ ︷
z٢

z٢ + z۴
+

z۴
z۴ + z٢

)

+ . . .+

( ١︷ ︸︸ ︷
z٢

z٢ + zn
+

zn
zn + z٢

)]
+ . . .+

[ ١︷ ︸︸ ︷(
zn−١

zn−١ + zn
+

zn
zn + zn−١

)]
مقدار نهایی براکت حاصل ترتیب همین به و (n− ٢) دوم براکت حاصل ،(n− ١) اول براکت حاصل

اینصورت در است، ١
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

zi
zi − zj

= (n− ١) + (n− ٢) + . . .+ ٢+ ١ =
n(n− ١)

٢ =
١
٢n(n− ١)

٣.
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

z٢i
zi − zj

=

[
z٢١

z١ − z٢
+

z٢١
z١ − z٣

+
z٢١

z١ − z۴
+ . . .+

z٢١
z١ − zn

]

+

[
z٢٢

z٢ − z١
+

z٢٢
z٢ − z٣

+
z٢٢

z٢ − z۴
+ . . .+

z٢٢
z٢ − zn

]
+

[
z٢٣

z٣ − z١
+

z٢٣
z٣ − z٢

+
z٢٣

z٣ − z۴
+ . . .+

z٢٣
z٣ − zn

]
+ . . .+

[
z٢n−١

zn−١ − z١
+

z٢n−١
zn−١ − z٢

+
z٢n−١

zn−١ − z٣

+ . . .+
z٢n−١

zn−١ − zn−٢
+

z٢n−١
zn−١ − zn

]
+

[
z٢n

zn − z١
+

z٢n
zn − z٢

+
z٢n

zn − z٣
+ . . .

+
z٢n

zn − zn−١

]
=

[(
z٢١

z١ − z٢
+

z٢٢
z٢ − z١

)
+

(
z٢١

z١ − z٣
+

z٢٣
z٣ − z١

)
+

(
z٢١

z١ − z۴
+

z٢۴
z۴ − z١

)
+ . . .+

(
z٢١

z١ − zn−١
+

z٢n−١
zn−١ − z١

)
+

(
z٢١

z١ − zn

+
z٢n

zn − z١

)]
+

[(
z٢٢

z٢ − z٣
+

z٢٣
z٣ − z٢

)
+

(
z٢٢

z٢ − z۴
+

z٢۴
z۴ − z٢

)
+ . . .

+

(
z٢٢

z٢ − zn
+

z٢n
zn − z٢

)]
+

[(
z٢٣

z٣ − z۴
+

z٢۴
z۴ − z٣

)
+ . . .+

(
z٢٣

z٣ − zn

+
z٢n

zn − z٣

)]
+ . . .+

[
z٢n−١

zn−١ − zn
+

z٢n
zn − zn−١

]
=

[
(z١ − z٢)(z١ + z٢)

(z١ − z٢)
+

(z١ − z٣)(z١ + z٣)

(z١ − z٣)
+

(z١ − z۴)(z١ + z۴)

(z١ − z۴)
+ . . .

+
(z١ − zn−١)(z١ + zn−١)

(z١ − zn−١)
+

(z١ − zn)(z١ + zn)

(z١ − zn)

]
+

[
(z٢ − z٣)(z٢ + z٣)

(z٢ − z٣)

+
(z٢ − z۴)(z٢ + z۴)

(z٢ − z۴)
+ . . .+

(z٢ − zn)(z٢ + zn)

(z٢ − zn)

]
+

[
(z٣ − z۴)(z٣ + z۴)

(z٣ − z۴)

+ . . .+
(z٣ − zn)(z٣ + zn)

(z٣ − zn)

]
+ . . .+

[
(zn−١ − zn)(zn−١ + zn)

(zn−١ − zn)

]



۵٠ آنساتز بث روش .۴

=

[
(z١ + z٢) + (z١ + z٣) + (z١ + z۴) + . . .+ (z١ + zn−١) + (z١ + zn)

]
+

[
(z٢ + z٣) + (z٢ + z۴) + . . .+ (z٢ + zn)

]
+

[
(z٣ + z۴) + . . .

+ (z٣ + zn)

]
+ . . .+

[
zn−١ − zn

]
=

−n)تا ١)︷ ︸︸ ︷
n∑
i=١

zi +
n∑
i=١

zi +
n∑
i=١

zi + . . .+
n∑
i=١

zi

= (n− ١)
n∑
i=١

zi

۴.
n∑
i=١

n∑
j<i

z٣i
zi − zj

=

[
z٣١

z١ − z٢
+

z٣١
z١ − z٣

+
z٣١

z١ − z۴
+ . . .+

z٣١
z١ − zn

]

+

[
z٣٢

z٢ − z١
+

z٣٢
z٢ − z٣

+ . . .+
z٣٢

z٢ − zn

]
+

[
z٣٣

z٣ − z١
+

z٣٣
z٣ − z٢

+
z٣٣

z٣ − z۴

+ . . .+
z٣٣

z٣ − zn

]
+ . . .+

[
z٣n

zn − z١
+

z٣n
zn − z٢

+ . . .+
z٣n

zn − zn−١

]
=

[(
z٣١

z١ − z٢
+

z٣٢
z٢ − z١

)
+

(
z٣١

z١ − z٣
+

z٣٣
z٣ − z١

)
+ . . .+

(
z٣١

z١ − zn
+

z٣n
zn − z١

)]
+

[(
z٣٢

z٢ − z٣
+

z٣٣
z٣ − z٢

)
+ . . .+

(
z٣٢

z٢ − zn
+

z٣n
zn − z٢

)]
+ . . .+

[
z٣n

zn − zn−١
+

z٣n−١
zn−١ − zn

]
=

[
(z١ − z٢)(z

٢
١ + z٢z١ + z٢٢)

(z١ − z٢)
+

(z١ − z٣)(z
٢
١ + z٣z١ + z٢٣)

(z١ − z٣)

+ . . .+
(z١ − zn)(z

٢
١ + znz١ + z٢n)

(z١ − zn)

]
+

[
(z٢ − z٣)(z

٢
٢ + z٣z٢ + z٢٣)

(z٢ − z٣)
+ . . .

+
(z٢ − zn)(z

٢
٢ + znz٢ + z٢n)

(z٢ − zn)

]
+ . . .+

[
(zn−١ − zn)(z

٢
n−١ + zn−١zn + z٢n)

(zn−١ − zn)

]
=

[
(z٢١ + z١z٢ + z٢٢) + (z٢١ + z١z٣ + z٢٣) + . . .+ (z٢١ + z١zn + z٢n)

]
+

[
(z٢٢ + z٢z٣ + z٢٣) + . . .+ (z٢٢ + z٢zn + z٢n)

]
+ . . .+

[
z٢n + znzn−١ + z٢n−١

]
=

[
(z٢١ + z٢٢) + (z٢١ + z٢٣) + . . .+ (z٢١ + z٢n)

]
+

[
(z٢٢ + z٢٣) + . . .+ (z٢٢ + z٢n)

]
+ . . .+

[
z٢n + z٢n−١

]
+

[
z١z٢ + z١z٣ + . . .+ z١zn + z٢z٣ + z٢z۴

+ . . .+ z٢zn + . . .+ zn−١zn

]
= (n− ١)

n∑
i=١

z٢i +
n∑
i<j

zizj



۵١ اصلی نتایج و مقدمه .١.۴

داریم زیر صورت به را (٢١.۴) رابطه�ی قضیه، اثبات ادامه�ی به برمی�گردیم اما

−c٠ =
[
n(n− ١)a۴ + nb٣ + c٢

]
z٢

+
[(
٢(n− ١)a۴ + b٣

) n∑
i=١

zi + n(n− ١)a٣ + nb٢ + c١
]
z

+
n∑
i=١

Res(−c٠)z=zi
z − zi

+
(
٢(n− ١)a۴ + b٣

) n∑
i=١

z٢i + ٢a۴
n∑
i<j

zizj

+
(
٢(n− ١)a٣ + b٢

) n∑
i=١

zi + n(n− ١)a٢ + nb١ (٢۴.۴)

قطب در مانده همچنین و z ،z٢ ضرایب اگر تنها و اگر است ثابت عدد (٢۴.۴) رابطه�ی راست سمت
می�آیند به�دست c٢ و c١ ثابت ضرایب اینصورت در باشند. برابر صفر با z = zi ساده

n(n− ١)a۴ + nb٣ + c٢ = ٠ (٢۵.۴)(
٢(n− ١)a۴ + b٣

) n∑
i=١

zi + n(n− ١)a٣ + nb٢ + c١ = ٠ (٢۶.۴)

می�کنند تعیین را S(z) ریشه�های ziها، جبری معادلات n و
n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
b٣z

٣
i + b٢z

٢
i + b١zi + b٠

a۴z
۴
i + a٣z

٣
i + a٢z

٢
i + a١zi + a٠

= ٠ i = ١, . . . , n (٢٧.۴)

زیر به�صورت را c٠ ثابت ضریب همچنین نیستند. (١٢.۴) و (١٠.۴) ، (٩.۴) جز چیزی معادلات این
می�دهد نتیجه

−c٠ =
(
٢(n− ١)a۴ + b٣

) n∑
i=١

z٢i + ٢a۴
n∑
i<j

zizj

+
(
٢(n− ١)a٣ + b٢

) n∑
i=١

zi + n(n− ١)a٢ + nb١ (٢٨.۴)

است. (١١.۴) همان که

وابسته (١.۴) دیفرانسیل معادله در b٣ و a۴ ضرایب ،n دلخواه صحیح عدد یک برای اگر .٢.١.۴ نتیجه
باشند جبری

٢(n− ١)a۴ + b٣ = ٠ (٢٩.۴)

و c١ = −n[(n− ١)a٣ + b٢] ،c٢ = n(n− ١)a۴ ضرایب با Z(z) ای چندجمله n+ ١

c٠ = −n[(n− ١)a٢ + ٢b١]− ٢a۴
n∑
i<j

zizj − [٢(n− ١)a٣ + b٢]
n∑
i=١

zi



۵٢ آنساتز بث روش .۴

می�باشد n درجه از (٨.۴) S(z)جواب ای چندجمله دارای (١.۴) دیفرانسیل معادله به�طوریکه دارد وجود
شوند. حاصل (١٢.۴) رابطه�ی از zi های ریشه صورتیکه در

یعنی باشند جبری وابسته Y (z) و X(z) ضرایب اگر برهان.
b٣ = −٢(n− ١)a۴

اگر است متقارن جبری پنهان sl(٢) یک دارای (١.۴) دیفرانسیل معادله پس
c١ = −n[(n− ١)a٣ + b٢] , c٢ = n(n− ١)a۴

می�نویسیم شرودینگر معادله فرم به را c٢ و c١ ضرایب با (١.۴) معادله
H S(z) = −c٠S(z) (٣٠.۴)

است sl(٢) جبری شده محاط عنصر یک H داد نشان می�توان که

H = a۴J
+J+ + a٣J

+J٠ + a٢J
٠J٠ + a١J

٠J− + a٠J
−J−

+
[١
٣)٢n− ٢)a٣ + b٢

]
J+ +

[
(n− ١)a٢ + b١

]
J٠

+
(n
٢a١ + b٠

)
J− − n٢

۴ a٢ +
n

٢
[
(n− ١)a٢ + b١

]
(٣١.۴)

بطوریکه
J+ = z٢

d

dz
− nz , J٠ = z

d

dz
− n

٢ , J− =
d

dz
(٣٢.۴)

ابتدا (٣١.۴) رابطه�ی اثبات برای هستند. جبری sl(٢) معرف بعدی n + ١ دیفرانسیلی عامل�های
می�کنیم محاسبه را زیر ترکیبات

J+J+ =(z٢
d

dz
− nz)(z٢

d

dz
− nz) = z٢

d

dz
(z٢

d

dz
− nz)− nz(z٢

d

dz
− nz)

=z٢)٢z d
dz

+ z٢
d٢

dz٢
− n)− nz٣

d

dz
+ n٢z٢

=٢z٣ d
dz

+ z۴
d٢

dz٢
− nz٢ − nz٣

d

dz
+ n٢z٢

J+J٠ =(z٢
d

dz
− nz)(z

d

dz
− n

٢) = z٢
d

dz
(z
d

dz
− n

٢)− nz(z
d

dz
− n

٢)

=z٢(
d

dz
+ z

d٢

dz٢
)− nz٢

d

dz
+
n٢

٢ z = z٢
d

dz
+ z٣

d٢

dz٢
− nz٢

d

dz
+
n٢

٢ z

J٠J٠ =(z
d

dz
− n

٢)(z
d

dz
− n

٢) = z
d

dz
(z
d

dz
− n

٢)−
n

٢(z
d

dz
− n

٢)

=z(
d

dz
+ z

d٢

dz٢
)− n

٢z
d

dz
+
n٢

۴ = z
d

dz
+ z٢

d٢

dz٢
− n

٢z
d

dz
+
n٢

۴

J٠J− =(z
d

dz
− n

٢)
d

dz
= z

d٢

dz٢
− n

٢
d

dz

J−J− =
d

dz

d

dz
=

d٢

dz٢
(٣٣.۴)



۵٣ اصلی نتایج و مقدمه .١.۴

[
١
٣)٢n− ٢)a٣ + b٢]J

+ = [
١
٣)٢n− ٢)a٣ + b٢](z

٢ d

dz
− nz)

=
٣
٢nz

٢a٣
d

dz
− a٣z

٢ d

dz
+ b٢z

٢ d

dz
− ٣
٢n

٢a٣z − a٣nz − b٢nz

[(n− ١)a٢ + b١]J
٠ = [(n− ١)a٢ + b١](z

d

dz
− n

٢)

= na٢z
d

dz
− a٢z

d

dz
+ b١z

d

dz
− n٢

٢ a٢ +
n

٢a٢ − b١
n

٢
(
n

٢a١ + b٠)J
− = (

n

٢a١ + b٠)
d

dz
=
n

٢a١
d

dz
+ b٠

d

dz

می�کنیم محاسبه را فوق ترکیبات مجموع (٣١.۴) به توجه با حال

H = a۴J
+J+ + a٣J

+J٠ + a٢J
٠J٠ + a١J

٠J− + a٠J
−J−

+ [
١
٣)٢n− ٢)a٣ + b٢]J

+ + [(n− ١)a٢ + b١]J
٠ + (

n

٢a١ + b٠)J
− − n٢

۴ a٢

+
n

٢ [(n− ١)a٢ + b١] = a۴[٢z٣
d

dz
+ z۴

d٢

dz٢
− nz٢ − nz٣

d

dz
+ n٢z٢]

+ a٣[z
٢ d

dz
+ z٣

d٢

dz٢
− nz٢

d

dz
+
n٢

٢ z] + a٢[z
d

dz
+ z٢

d٢

dz٢
− n

٢z
d

dz
+
n٢

۴ ]

+ a١[z
d٢

dz٢
− n

٢
d

dz
] + a٠

d٢

dz٢
+
٣
٢nz

٢a٣
d

dz
− a٣z

٢ d

dz
+ b٢z

٢ d

dz
− ٣
٢n

٢a٣z

− a٣nz − b٢nz + na٢z
d

dz
− a٢z

d

dz
+ b١z

d

dz
− n٢

٢ a٢ +
n

٢a٢ − b١
n

٢ − n

٢a١
d

dz

+ b٠
d

dz
− n٢

۴ a٢ +
n٢

٢ a٢ −
n

٢a٢ +
n

٢b١

=

X(z)︷ ︸︸ ︷
[a۴z

۴ + a٣z
٣ + a٢z

٢ + a١z + a٠]
d٢

dz٢
+

Y (z)︷ ︸︸ ︷
[(−٢na۴ + ٢a۴)︸ ︷︷ ︸

b٣

z٣ + b٢z
٢ + b١z + b٠]

d

dz

+ [(n٢a۴ − na۴)︸ ︷︷ ︸
c٢

z٢ + (na٣ − n٢a٣ − nb٢)︸ ︷︷ ︸
c١

z]

چندجمله�ای نقش S(z) =
∏n

i=١(z−zi) که است H مقدارویژه −c٠ ،(٣١.۴) در که باشید داشته توجه
است شده گرفته نظر در زیر به�صورت −c٠ البته و دارد را ویژه تابع

− c٠ = n[(n− ١)a٢ + ٢b١] + ٢a۴
n∑
i<j

zizj + [٢(n− ١)a٣ + b٢]
n∑
i=١

zi (٣۴.۴)

می�شوند تعیین آنساتز معادلات وسیلۀ به zi ریشه�های و
n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
b٣z

٣
i + b٢z

٢
i + b١zi + b٠

a۴z
۴
i + a٣z

٣
i + a٢z

٢
i + a١zi + a٠

= ٠ i = ١, . . . , n (٣۵.۴)

نوشتیم (٣٢.۴) sl(٢) سازی جبری دوم مرتبه�ی دیفرانسیلی عامل�های با را H آنجاییکه از اینصورت در
که می�گیریم نتیجه ،(٣٠.۴) در H کاربرد به توجه با است. بعدی (n + ١) ،H که است مشخص پس



۵۴ آنساتز بث روش .۴

در دارد وجود −c٠ ویژه مقدار n+ ١ بنابراین دارد جواب ،(n+ ١) دستگاه ،(٣۵.۴) آنساتز معادلات
می�شود. حاصل Z(z) ای جمله چند n+ ١ اینصورت

است[۴٠]. (٣٠.۴) کلی دیفرانسیل معادله�ی برای دقیق جواب اولین (٣۵.۴) و (٣۴.۴)

کاربردها ٢.۴

دقیق های جواب آوردن بدست برای و میبریم کار به را ١ بخش از آمده بدست کلی نتایج بخش این در
می�کنیم. ارائه را دیفرانسیل معادلات کاربردهای و ها مثال ،(٧.۴) تا (٣.۴) فیزیکی سیستم ۵

کره یک روی بر الکترون دو کولنی دافعه�ی ١.٢.۴

است مجبور اما دارد انفعال و فعل پتانسیل کولن یک با که بگیرید نظر در را الکترونی دو سیستم یک
است زیر صورت به سیستم شرودینگر موج تابع بماند. R شعاع با گوی یک روی )که

u٢

۴R٢ − ١
)
d٢ψ

du٢
+

(
δu

۴R٢ − ١
γu

)
dψ

du
+
ψ

u
= Eψ (٣۶.۴)

است برقرار زیر روابط z = u
٢R متغیر تغییر با است. بعدی D گوی به مربوط پارامترهای γ و δ که

dψ

du
=
dψ

dz
.
dz

du
=
dψ

dz
.
١
٢R

d٢ψ

du٢
=

(
d

dz
.
١
٢R

)
.

(
dψ

dz
.
١
٢R

)
=
d٢ψ

dz٢
.

١
۴R٢

داریم (٣۶.۴) رابطه�ی در فوق نتایج جایگذاری و u = ٢Rz به توجه )با
z٢ − ١
۴R٢

)
d٢ψ

dz٢
+

(
δ٢Rz
۴R٢ − ١

٢γRz

)
dψ

٢Rdz +
١

٢Rzψ = Eψ

می�دهیم انتقال تساوی طرف یک به را عبارات )تمامی
z٢ − ١
۴R٢

)
d٢ψ

dz٢
+

(
δz

۴R٢ − ١
۴γR٢z

)
dψ

dz
+

(
١

٢Rz − E

)
ψ = ٠

می�کنیم تقسیم
(
z١−٢
۴R٢

)
عبارت بر را فوق معادله�ی

d٢ψ

dz٢
+

(
δz

z٢ − ١ − ١
γz(z٢ − ١)

)
dψ

dz
+

(
٢R

z(z٢ − ١) −
۴R٢E

(z٢ − ١)

)
ψ = ٠

باشیم داشته می�توانیم یا

d٢ψ

dz٢
+

(
δz٢ − ١/γ
z(z٢ − ١)

)
dψ

dz
+

(
٢R− ۴R٢Ez

z(z٢ − ١)

)
ψ = ٠ (٣٧.۴)



۵۵ کاربردها .٢.۴

داریم فوق رابطه�ی در کسر تفکیک با اینصورت در

{
d٢

dz٢
+

(
١/γ
z

+
١/٢(δ − ١/γ)

z + ١ +
١/٢(δ − ١/γ)

(z − ١)

)
d

dz
+

−۴R٢Ez + ٢R
z(z + ١)(z − ١)

}
ψ = ٠

(٣٨.۴)

پیدا و معادله این حل برای اینصورت در دارد. را (٣.۴) هیون معادله�ی فرم فوق، دیفرانسیل معادله که
می�نویسیم زیر بصورت را (٣٨.۴) معادله�ی ، آنساتز بث روش با E مقدار ویژه ψ(z)و تابع ویژه کردن

{
z(z + ١)(z − ١) d

٢

dz٢
+
[
(z + ١)(z − ١(١

γ
+
١
٢(δ −

١
γ
)z(z − ١)

+
١
٢(δ −

١
γ
)z(z + ١)

] d
dz

− ۴R٢Ez + ٢R
}
ψ = ٠

به�عبارتی }یا
(z٣ − z)

d٢

dz٢
+
[
(z٢ − ١(١

γ
+
١
٢(δ −

١
γ
)(z٢ − z) +

١
٢(δ −

١
γ
)(z٢ + z)

] d
dz

− ۴R٢Ez + ٢R
}
ψ = ٠

باشد فوق معادله جواب ψ =
∏n

i=١(z − zi) کنید فرض اینصورت در

(z٣ − z)
d٢

dz٢

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)
+
[
(z٢ − ١(١

γ
+
١
٢(δ −

١
γ
)(z٢ − z)

+
١
٢(δ −

١
γ
)(z٢ + z)

] d
dz

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)
− ۴R٢Ez + ٢R = ٠

داریم (١۶.۴) و (١۵.۴) روابط به توجه با پس

(z٣ − z)

( n∑
i=١

١
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

)
+
[
(z٢ − ١(١

γ
+
١
٢(δ −

١
γ
)(z٢ − z)

+
١
٢(δ −

١
γ
)(z٢ + z)

]( n∑
i=١

١
z − zi

)
− ۴R٢Ez = −٢R

پس است zi ساده��ی قطب با تابعی چپ، سمت در و ثابت مقدار راست سمت عبارت فوق، رابطه�ی در
کرد حساب z = zi در مانده (−٢R) ثابت مقدار برای می�توان

Res(−٢R)z=zi = (z٣i − zi)

( n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

)
+
[
(z٢i − ١(١

γ
+
١
٢(δ −

١
γ
)(z٢i − zi)

+
١
٢(δ −

١
γ
)(z٢i + zi)

]



۵۶ آنساتز بث روش .۴

کنیم محاسبه را زیر رابطه�ی می�توانیم اینصورت در

− ٢R−
n∑
i=١

Res(−٢R)z=zi
z − zi

=

( n∑
i=١

(z٣ − z٣i )

z − zi
−

n∑
i=١

z − zi
z − zi

)( n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

)

+
١
γ

n∑
i=١

z٢ − z٢i
z − zi

+
١
٢(δ −

١
γ
)

n∑
i=١

z٢ − z٢i
z − zi

− ١
٢(δ −

١
γ
)

n∑
i=١

z − zi
z − zi

+
١
٢(δ −

١
γ
)

n∑
i=١

z٢ − z٢i
z − zi

+
١
٢(δ −

١
γ
)

n∑
i=١

z − zi
z − zi

− ۴R٢Ez

=
n∑
i=١

(z٢ + zzi + z٢i )
n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

−
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
١
γ

n∑
i=١

(z + zi)

+ (δ − ١
γ
)

n∑
i=١

(z + zi)− ۴R٢Ez

=
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٢
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ziz
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٢i
zi − zj

−
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
١
γ

n∑
i=١

(z + zi)−
١
γ

n∑
i=١

(z + zi) + δnz + δ

n∑
i=١

zi − ۴R٢Ez

داریم فوق روابط ساده�سازی با

− ٢R =
n∑
i=١

Res(−٢R)z=zi
z − zi

+
(
n(n− ١) + δn− ۴R٢E

)
z

+ ٢(n− ١)
n∑
i=١

zi + δ

n∑
i=١

zi

داشت خواهیم طرفین در ضرایب دادن قرار متناظر با است، ثابت عبارت چپ سمت

١. n(n− ١) + δn− ۴R٢E = ٠ ⇒ E =
n

۴R٢ (n− ١+ δ) (٣٩.۴)

٢. − ٢R = ٢(n− ١)
n∑
i=١

zi + δ

n∑
i=١

zi ⇒ R = −١
٢
(
٢(n− ١) + δ

) n∑
i=١

zi (۴٠.۴)

٣.
n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+

[
(z٢i − ١(١

γ
+ ١

٢(δ −
١
γ
)(z٢i − zi) +

١
٢(δ −

١
γ
)(z٢i + zi)

]
(z٣i − zi)

= ٠ (۴١.۴)

داریم (۴١.۴) آنساتز معادلات از ،n = ١ برای مثال به�عنوان اما
=٠︷ ︸︸ ︷

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
١/γ
z١

+
١/٢(δ − ١/γ)

z١ + ١ +
١/٢(δ − ١/γ)

z١ − ١ = ٠

اینصورت در

z١ = ±

√
١
δγ

(۴٢.۴)



۵٧ کاربردها .٢.۴

داریم (۴٠.۴) از

R = −١
٢δz١

(۴٢.۴) از z١ مقدار جایگذاری با که

R =
١
٢

√
δ

γ
(۴٣.۴)

از همچنین می�شود، نامنفی و مثبت R شعاع ،z١ = − ١√
δγ

منفی ریشه انتخاب با که اینصورت به
داریم (۴٣.۴) از R آمده�ی بدست مقدار از استفاده با و (٣٩.۴) رابطه�ی

E = γ

می�شود حاصل زیر به�صورت نیز موج معادله

ψ = z − z١ =
u

٢R +
١√
δγ

=
u√
δ
γ

+
١√
δγ

=
١√
δγ

(١+ uγ)

همین می�توان نیز n = ٢ برای اما می�شود. حاصل n = ١ ازای به معادله مجهولات تمام ترتیب این به
داریم (۴١.۴) معادلات دستگاه از داد، انجام را محاسبات

i = ١ ; ٢
z١ − z٢

+
١/γ
z١

+
١/٢(δ − ١/γ)

z١ + ١ +
١/٢(δ − ١/γ)

z١ − ١ = ٠

i = ٢ ; ٢
z٢ − z١

+
١/γ
z٢

+
١/٢(δ − ١/γ)

z٢ + ١ +
١/٢(δ − ١/γ)

z٢ − ١ = ٠

به�صورت را z٢ و z١ مقدار متمتیکا٣، ریاضی افزار نرم توسط فوق مجهولی دو معادله دو دستگاه حل با
می�آوریم به�دست زیر

z١ =
١

٢(δ + ٢)

(
−

√
٢(δ + ٢) + ۴δ + ۶

γ
±

√
٢(δ + ٢)− ٢

γ

)

z٢ =
١

٢(δ + ٢)

(
−

√
٢(δ + ٢) + ۴δ + ۶

γ
∓

√
٢(δ + ٢)− ٢

γ

)
(۴۴.۴)

داریم (۴۴.۴) به توجه با اینصورت در

z١ + z٢ =
٢

٢(δ + ٢)
(
−

√
٢(δ + ٢) + ۴δ + ۶

γ

)
=

−١
δ + ٢

√
٢(δ + ٢) + ۴δ + ۶

γ

می�شود حاصل زیر به�صورت R مقدار فوق، رابطه�ی و (۴٠.۴) رابطه�ی از بنابراین

R = −١
٢)٢)٢− ١) + δ)(z١ + z٢) =

١
٢

√
٢(δ + ٢) + ۴δ + ۶

γ

٣Mathematica



۵٨ آنساتز بث روش .۴

داریم R آمده�ی بدست مقدار و (٣٩.۴) رابطه�ی از استفاده با همچنین

E =
n

۴R٢ (n+ δ − ١) = ١)٢+ δ)

δ + ٢+ ٢δ+٣
γ

=
٢γ(١+ δ)

γ(δ + ٢) + ٢δ + ٣

زیر شکل به موج تابع محاسبه�ی برای اینصورت در

ψ = (z − z١)(z − z٢) = z٢ − z(z١ + z٢) + z١z٢ (۴۵.۴)

می�کنیم محاسبه را z١z٢ و z٢ عبارات ،z = u
٢R تبدیل به توجه با

z =
u

٢R =
u√

٢(δ + ٢) + ۴δ+۶
γ

z٢ =
u٢

۴R٢ =
u٢

٢(δ + ٢) + ۴δ+۶
γ

z١z٢ =
١

۴(δ + ٢(٢
(
٢(δ + ٢) + ۴δ + ۶

γ
− ٢(δ + ٢) + ٢

γ

)
=

١
γ(δ + ٢)

داریم (۴۵.۴) رابطه�ی در پس

ψ =
u٢

٢(δ + ٢) + ۴δ+۶
γ

− u√
٢(δ + ٢) + ۴δ+۶

γ

× −١
δ + ٢

√
٢(δ + ٢) + ۴δ + ۶

γ

+
١

γ(δ + ٢) =
γu٢

٢γ(δ + ٢) + ۴δ + ۶ +
uγ

γ(δ + ٢) +
١

γ(δ + ٢)

=
١

γ(δ + ٢)
[
١+ uγ +

γ٢(δ + ٢)
٢γ(δ + ٢) + ۴δ + ۶u

٢
]

شد. محاسبه نیز موج تابع پس

ϕ۶ میدان پیچش پایداری آنالیز از حاصل شرودینگر معادله ٢.٢.۴

زیر لاگرانژ به�وسیله شده مشخص ϕ۶ میدان شرودینگر معادله�ی

L =
١
٢∂λϕ∂

λϕ− µ٢

٨g١)٢+ ϵ٢)
(g٢ϕ٢ + ϵ١)(٢− g٢ϕ٢(٢ (۴۶.۴)

بگیرید[۴٠] نظر در زیر شکل به را است، حجم بعد µ و بی�بعد حقیقی ثابت یک ϵ که

{
− d٢

dx٢
+ V (x)

}
ψ(x) = Eψ(x) (۴٧.۴)

است زیر به�صورت V (x) پتانسیل و E ≥ ٠ بطوریکه

V (x) = µ٢
٨ sinh۴ µx

٢ − (٢٠
ϵ٢ − ۴) sinh٢ µx

٢ + ٢( ١
ϵ٢ + ١)( ١

ϵ٢ − ٢)
١)٨+ ١

ϵ٢ + sinh٢ µx
٢ )

٢
(۴٨.۴)



۵٩ کاربردها .٢.۴

اگر است انجام قابل کار این شود. تبدیل (۴.۴) فرم به می�تواند شرودینگر معادله که می�دهیم نشان
کنیم فرض

ψ = (١+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )
−٣
٢ y (۴٩.۴)

گرفتن نظر در با اینصورت در

U :=(١+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )

داریم

ψ =U− ٣
٢y

داریم نیاز ψ تابع دوم مشتق به ،(۴٧.۴) معادله�ی به توجه با بنابراین

dψ

dx
=
d

dx
(U− ٣

٢y) = −٣
٢U

− ۵
٢U ′y + U− ٣

٢y′

d٢ψ

dx٢
=
d٢

dx٢
(U− ٣

٢y) =
d

dx

[
− ٣
٢U

− ۵
٢U ′y + U− ٣

٢y′
]

=
١۵
۴ U− ٧

٢U ′٢y − ٣
٢U

− ۵
٢U ′′y − ٣

٢U
− ۵

٢U ′y′ − ٣
٢U

− ۵
٢U ′y′ + U− ٣

٢y′′

طرفی از

U ′ =
d

dx
(١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ ) = ٢µ٢ sinh
µx

٢ cosh
µx

٢ = µ sinh
µx

٢ cosh
µx

٢

U ′′ =
d

dx
(µ sinh

µx

٢ cosh
µx

٢ ) =
µ٢

٢ cosh
µx

٢ cosh
µx

٢ +
µ٢

٢ sinh
µx

٢ sinh
µx

٢

=
µ٢

٢ (cosh٢
µx

٢ + sinh٢
µx

٢ )

پس

d٢ψ

dx٢
=
١۵
۴ (١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٧
٢ (µ sinh

µx

٢ cosh
µx

٢ )٢y

−٣
١)٢+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
۵
٢

(
µ٢

٢ (cosh٢
µx

٢ + sinh٢
µx

٢ )

)
y

−٣
١)٢+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
۵
٢ (µ sinh

µx

٢ cosh
µx

٢ )y′

−٣
١)٢+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
۵
٢µ(sinh

µx

٢ cosh
µx

٢ )y′

+(١+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٣
٢y′′ (۵٠.۴)



۶٠ آنساتز بث روش .۴

(۴٨.۴) پتانسیل به توجه با همچنین

V . ψ =µ٢
٨ sinh۴ µx

٢ − (٢٠
ϵ٢ − ۴) sinh٢ µx

٢ + ٢( ١
ϵ٢ + ١)( ١

ϵ٢ − ٢)
١)٨+ ١

ϵ٢ + sinh٢ µx
٢ )

٢

×(١+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٣
٢y = µ١)٢+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٧
٢ sinh۴

µx

٢ y

−١
٨(

٢٠
ϵ٢

− ۴)(١+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٧
٢ sinh٢

µx

٢ y

+
١
۴(١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٧
٢ (
١
ϵ٢

+ ١)( ١
ϵ٢

− ٢)y (۵١.۴)

از فاکتورگیری و (۴٧.۴) دیفرانسیل معادله در (۵١.۴) و (۵٠.۴) نتایج جایگذاری با اینصورت در
داریم طرفین، از (١+ ١

ϵ٢ + sinh٢ µx
٢ )

− ٣
٢ عبارت

(١+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٣
٢

[
− ١۵

۴ µ١)٢+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−٢ sinh٢
µx

٢ cosh٢
µx

٢ y

+
٣
۴µ

١)٢+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−١(cosh٢
µx

٢ + sinh٢
µx

٢ )y +
٣
٢µ(١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−١

× sinh
µx

٢ cosh
µx

٢ y′ +
٣
٢µ(١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−١(sinh
µx

٢ cosh
µx

٢ )y′ − y′′

+ µ١)٢+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−٢ sinh۴
µx

٢ y − ١
٨(

٢٠
ϵ٢

− ۴)(١+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−٢ sinh٢
µx

٢ y

+
١
۴(١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−٢(
١
ϵ٢

+ ١)( ١
ϵ٢

− ٢)y
]
= (١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−
٣
٢E . y

داشت خواهیم طرفین از (١+ ١
ϵ٢ + sinh٢ µx

٢ )
− ٣

٢ عبارت حذف با بنابراین

− y′′ +

[
٣
٢µ(١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−١ sinh
µx

٢ cosh
µx

٢ +
٣
٢µ(١+

١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−١

× sinh
µx

٢ cosh
µx

٢

]
y′ +

[
− ١۵

۴ µ١)٢+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−٢ sinh٢
µx

٢ cosh٢
µx

٢

+
٣
٢µ

١)٢+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−١(cosh٢
µx

٢ + sinh٢
µx

٢ ) + µ١)٢+
١
ϵ٢

+ sinh٢
µx

٢ )−٢

× sinh۴
µx

٢

]
= E . y

داریم نهایت در

− y′′ + ٣µ
sinh µx

٢ cosh µx
٢

١+ ١
ϵ٢ + sinh٢ µx

٢
y′ +

٣
٢µ

١)٢+ ١
ϵ٢ )

١+ ١
ϵ٢ + sinh٢ µx

٢
y = (E +

۵
۴µ

٢)y (۵٢.۴)

می�گیریم نظر در را زیر متغیر تغییر فوق، معادله�ی حل برای

z = cosh
µx

٢ (۵٣.۴)



۶١ کاربردها .٢.۴

است برقرار زیر رابطه�ی می�دانیم

cosh٢
µx

٢ − sinh٢
µx

٢ = ١

داریم را زیر رابطه�ی ،(۵٣.۴) به توجه با اینصورت در

sinh٢
µx

٢ = z٢ − ١

داشت خواهیم زنجیره�ای قاعده�ی از استفاده با

dy

dx
=
dy

dz

dz

dx
=
dy

dz
(
µ

٢ sinh
µx

٢ ) =
µ

٢
√
z٢ − ١ dy

dz

d٢y

dx٢
= (

µ

٢
√
z٢ − ١ d

dz
)(
µ

٢
√
z٢ − ١ dy

dz
)

=
µ

٢
√
z٢ − ١(µ٢

٢z
٢
√
z٢ − ١

dy

dz
+
µ

٢
√
z٢ − ١ d

٢y

dz٢
) =

µ٢

۴ z
dy

dz
+
µ٢

۴ (z٢ − ١)d
٢y

dz٢

(۵٢.۴) دیفرانسیل معادله در فوق روابط جایگذاری با بنابراین

µ٢

۴ z
dy

dz
− µ٢

۴ (z٢ − ١)d
٢y

dz٢
+ ٣µ z

√
z٢ − ١

١+ ١
ϵ٢ + z٢ − ١

µ

٢
√
z٢ − ١ dy

dz

+
٣
٢µ

١)٢+ ١
ϵ٢ )

١+ ١
ϵ٢ + z٢ − ١

y = (E +
۵
۴µ

٢) y

( ١
ϵ٢ + z٢) عبارت در طرفین ضرب و ساده�سازی ]با

− µ٢

۴ (z٢ − ١) ( ١
ϵ٢

+ z٢)

]
d٢y

dz٢
+

[
− µ٢

۴ z (
١
ϵ٢

+ z٢) +
٣
٢µ

٢ z (z٢ − ١)
]
dy

dz

+

[
٣
٢µ

١)٢+
١
ϵ٢
)− (E +

۵
۴µ

٢)(
١
ϵ٢

+ z٢)

]
y = ٠

داریم (− ۴
µ٢ ) عبارت در طرفین ضرب با ]همچنین

(
١
ϵ٢

− ١) z٢ + z۴ − ١
ϵ٢

]
d٢y

dz٢
+

[
١
ϵ٢
z + z٣ − ۶z٣ + ۶z

]
dy

dz

+

[
− ۶(١+

١
ϵ٢
) + (

۴
µ٢

E + ۵)( ١
ϵ٢

+ z٢)

]
y = ٠

می�رسیم زیر دیفرانسیل معادله به نهایت در ]و
(
١
ϵ٢

− ١) z٢ + z۴ − ١
ϵ٢

]
d٢y

dz٢
−
[
۵z٣ − (۶+

١
ϵ٢
) z

]
dy

dz

+

[
(
۴E
µ٢

+ ۵) z٢ + ۴E
µ٢ϵ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
]
y = ٠ (۵۴.۴)

که کنید توجه شد. تبدیل (۴.۴) هیون شده مشخص معادلۀ به به�راحتی (۵٢.۴) دیفرانسیل معادله
ندارد. چندگانه ریشه X(z) = z۴ + ( ١

ϵ٢
− ١)z٢ − ١

ϵ٢
= (z + ١)(z − ١)(z + i

ϵ
)(z − i

ϵ
)



۶٢ آنساتز بث روش .۴

چندجمله�ای می�کنیم فرض قبل، بخش کلی نتایج از استفاده با ،(۵۴.۴) معادله�ی حل برای بنابراین
دارد زیر به�صورت n = ١,٢, . . . درجه از جواب

y(z) =
n∏
i=١

(z − zi) (۵۵.۴)

داریم معادله در جایگذاری با اینصورت در هستند. شده مشخص چندجمله�ای ریشه�های ziها ]که
z۴ + (

١
ϵ٢

− ١)z٢ − ١
ϵ٢

] d٢

dz٢

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)
−
[
۵z٣ − (

١
ϵ٢

+ ۶)z
] d
dz

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)

+ (
۴E
µ٢

+ ۵)z٢ + ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶ = ٠

داشت خواهیم (١۶.۴) و (١۵.۴) روابط به توجه با اینصورت ]در
z۴ + (

١
ϵ٢

− ١)z٢ − ١
ϵ٢

]( n∑
i=١

١
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

)

−
[
۵z٣ − (

١
ϵ٢

+ ۶)z
]( n∑

i=١

١
z − zi

)
+ (

۴E
µ٢

+ ۵)z٢ = −
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
)

(۵۶.۴)

قطب دارای که تحلیلی تابعی چپ طرف و است ثابت عبارت فوق، رابطه�ی راست طرف که کنید توجه
کرد محاسبه نقطه این در را مانده می�توان پس است z = zi

Res

[
−
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
)]

z=zi

=
[
z۴i + (

١
ϵ٢

− ١)z٢i −
١
ϵ٢

]( n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

)
−
[
۵z٣i − (

١
ϵ٢

+ ۶)zi
]

(۵٧.۴)

می�کنیم محاسبه را زیر تفاضل (۵٧.۴) و (۵۶.۴) روابط از استفاده با

−
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
)
−

n∑
i=١

Res

[
−
( ۴E
ϵ٢µ٢ −

١
ϵ٢ − ۶

)]
z=zi

z − zi
=

( n∑
i=١

z۴ − z۴i
z − zi

+ (
١
ε٢

− ١)
n∑
i=١

z٢ − z٢i
z − zi

) n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

− ۵
n∑
i=١

z٣ − z٣i
z − zi

+ (
١
ε٢

+ ۶)
n∑
i=١

z − zi
z − zi

+ (
۴E
µ٢

+ ۵)z٢ =
( n∑

i=١
(z٣ + z٢zi + zz٢i + z٣i ) + (

١
ε٢

− ١)
n∑
i=١

(z + zi)

) n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

− ۵
n∑
i=١

(z٢ + zzi + z٢i ) + (
١
ε٢

+ ۶)n+ (
۴E
µ٢

+ ۵)z٢ =
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٣
z − zi

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ziz٢
z − zi

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٢i z
z − zi

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٣i
z − zi

+ (
١
ε٢

− ١)
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z
z − zi

+ (
١
ε٢

− ١)
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢zi
z − zi

− ۵nz٢ − ۵
n∑
i=١

ziz − ۵
n∑
i=١

z٢i + (
١
ε٢

+ ۶)n+ (
۴E
µ٢

+ ۵)z٢



۶٣ کاربردها .٢.۴

آمد خواهد بدست (٢٣.۴) شده�ی اثبات روابط به توجه با بنابراین

−
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
)
−

n∑
i=١

Res

[
−
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢
− ۶
)]

z=zi

z − zi
= n(n− ١)z٢

+ ٢(n− ١)
n∑
i=١

ziz + ٢
(
(n− ١)

n∑
i=١

z٢i +
n∑
i=١

zizj
)
+ (

١
ε٢

− ١)n(n− ١)− ۵nz٢

− ۵
n∑
i=١

ziz − ۵
n∑
i=١

z٢i + (
١
ε٢

+ ۶)n+ (
۴E
µ٢

+ ۵)z٢

داشت خواهیم z ضرایب حسب بر عبارات تفکیک از پس نتیجه در

−
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
)
=

n∑
i=١

Res

[
−
( ۴E
ϵ٢µ٢ −

١
ϵ٢ − ۶

)]
z=zi

z − zi
+
(
n(n− ١)− ۵n

+ (
۴E
µ٢

+ ۵)
)
z٢ +

(
٢(n− ١)

n∑
i=١

zi − ۵
n∑
i=١

zi
)
z + ٢

(
(n− ١)

n∑
i=١

z٢i +
n∑
j<i

zizj
)

+ (
١
ε٢

− ١)n(n− ١)− ۵
n∑
i=١

z٢i + (
١
ε٢

+ ۶)n

می�کنیم بررسی را z٢ ضریب ابتدا می�دهیم، قرار متناظر را طرفین ضرایب

n(n− ١)− ۵n+ (
۴E
µ٢

+ ۵) = ٠

می�آید بدست Eمقدار اینصورت در

E =
µ٢

۴ (n− ١)(۵− n) (۵٨.۴)

می�گیریم نظر در را z ضریب حال

٢(n− ١)
n∑
i=١

zi − ۵
n∑
i=١

zi = ٠

بنابراین
n∑
i=١

zi = ٠ (۵٩.۴)

داریم و داده قرار هم مساوی طرفین از را ثابت ضرایب اما

−
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
)
= ٢

(
(n− ١)

n∑
i=١

z٢i +
n∑
j<i

zizj
)
+ (

١
ε٢

− ١)n(n− ١)

− ۵
n∑
i=١

z٢i + (
١
ε٢

+ ۶)n



۶۴ آنساتز بث روش .۴

داشت خواهیم فوق رابطه�ی از

۴(µ٢۴ (n− ١)(۵− n))

ε٢µ٢
− ١
ε٢

− ۶+ n(n− ١)( ١
ε٢

+ ١) + n(
١
ε٢

+ ۶)

= (۵− ٢(n− ١))
n∑
i=١

z٢i − ٢
n∑
j<i

zizj

نتیجه در

۶(n− ١)
ε٢

= (١− n)(n+ ۶) + (۵− ٢(n− ١))
n∑
i=١

z٢i − ٢
n∑
j<i

zizj (۶٠.۴)

می�دهیم قرار صفر برابر را مانده نهایت در

Res
[
−
( ۴E
ϵ٢µ٢

− ١
ϵ٢

− ۶
)]
z=zi

= ٠

بعبارتی

[
z۴i + (

١
ϵ٢

− ١)z٢i −
١
ϵ٢

]( n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

)
−
[
۵z٣i − (

١
ϵ٢

+ ۶)zi
]
= ٠ (۶١.۴)

از بنابراین می�شود، حاصل z١ = ٠ (۵٩.۴) از و E = ٠ (۵٨.۴) از ،n = ١ مورد در مثال برای
پس ،y(z) = z − z١ (۵۵.۴)

y(z) = z

حاصل (۴٩.۴) رابطه در y = z = cosh µx
٢ دادن قرار از ویژه تابع و ندارد وجود ϵ روی محدودیتی هیچ

می�شود

ψ(x) =
cosh µx

٢

(١+ ١
ϵ٢ + sinh٢ µx

٢ )
٣
٢

(۶٢.۴)

در می�شود، حاصل z١ = −z٢ ،(۵٩.۴) از و E = ٣
۴µ

٢ داریم (۵٨.۴) از n = ٢ برای همچنین
داشت خواهیم (۶٠.۴) به بنا اینصورت

۶
ϵ٢

= −۴+ ٣(z٢١ + z٢٢)− ٢z١z٢ (۶٣.۴)

داریم را زیر دستگاه ریشه�ها، آوردن بدست برای n = ٢ دادن قرار با (۶١.۴) رابطه�ی در و
[z۴١ + ( ١

ϵ٢ − ١)z٢١ − ١
ϵ٢ ]

٢
z١−z٢

= ۵z٣١ − ( ١
ϵ٢ + ۶)z١

[z۴٢ + ( ١
ϵ٢ − ١)z٢٢ − ١

ϵ٢ ]
٢

z٢−z١
= ۵z٣٢ − ( ١

ϵ٢ + ۶)z٢

(۶۴.۴)



۶۵ کاربردها .٢.۴

است زیر به�صورت فوق دستگاه جواب به�طوریکه

z١ = −z٢ =
√
٢

رابطه�ی از ١
ϵ٢ = ٢ محدودیت گرفتن نظر در با و ، y(z) = (z−

√
٢)(z+

√
٢) = z٢−٢،(۵۵.۴) از

داشت خواهیم (۴٩.۴) رابطه�ی در ،(۶٣.۴)

ψ(x) =
cosh٢ µx

٢ − ٢
(١+ ١

ϵ٢ + sinh٢ µx
٢ )

٣
٢

(۶۵.۴)

است. موجود ویژه تابع حالت اولین این و

رایسنر-نوردستروم غیراکسترمم جواب برای پایدار اختلالات ٣.٢.۴

زیر[۴١] لاگرانژ وسیله به رایسنر-نوردستروم چاله�ی سیاه دیفرانسیل معادله

L =
√
g

[
R

١۶πG − ١
٢(∂µϕ)

٢ − f(ϕ)

۴ F ٢
µν − V (ϕ)

]
(۶۶.۴)

V (ϕ) =
١
٢m

٢
sϕ

٢ , f(ϕ) =
١

١+ a٢ϕ٢

است زیر شکل به دارد، طول بعد که است پارامتری a و نیوتن ثابت G خمیدگی، پارامتر R آن در که

ϕ′′ + p(r)ϕ′ + q(r)ϕ = ٠ (۶٧.۴)

به�طوریکه

p(r) =
١

r − ١ +
١

r − r−
,

q(r) = −m٢
s +

٢a٢
r٢

+ ٢a٢
(
١+

١
r−

)١
r
+
a٢g٢m −m٢

s(١+ r٢−)

١− r−

١
r − ١

+
m٢
sg

٢
mr+ + ٢a٢

r−

١− r−

١
r − r−

(۶٨.۴)

(۶٧.۴) دیفرانسیل معادله برای جواب یک اینصورت در هستند، چاله سیاه کران�های r+ و r− بطوریکه
زیر تبدیل از استفاده با می�کنیم. پیدا (۶٨.۴) در شده داده q(r) و p(r) با

ϕ(r) = rµe−msrf(r), µ =
١
١)٢±

√
١− ٨a٢) (۶٩.۴)

پس

ϕ′(r) = µrµ−١e−msrf(r)−msr
µe−msrf(r) + rµe−msrf ′(r)

ϕ′′(r) = µ(µ− ١)rµ−١e−msrf(r)− ٢msµr
µ−١e−msrf(r) + ٢µrµ−١e−msrf ′(r)

+m٢
sr
µ−١e−msrf(r)− ٢msr

µe−msrf ′(r) + rµe−msrf ′′(r)



۶۶ آنساتز بث روش .۴

می�دهیم قرار (۶٧.۴) معادله�ی در را فوق روابط

rµe−msr

{
f ′′(r) + (

٢µ
r

− ٢ms)f
′(r) +

(µ(µ− ١)
r٢

− ٢ms

r
+m٢

s

)
f(r)

+ p(r)
(
µf(r)−msf(r) + f ′(r)

)
+ q(r)f(r)

}
= ٠

به�عبارتی یا

f ′′(r) +
(٢µ
r

− ٢ms + p(r)
)
f(r)

+
(µ(µ− ١)

r٢
− ٢ms

r
+m٢

s +
µ

r
p(r)−msp(r) + q(r)

)
f(r) = ٠

می�رسیم زیر دیفرانسیل معادله به (۶٨.۴) از استفاده با

f ′′ +
(٢µ
r

+
١

r − ١ +
١

r − r−
− ٢ms

)
f ′ +

c٢r
٢ + c١r + c٠

r(r − ١)(r − r−)
f = ٠ (٧٠.۴)

بطوریکه

c٢ = ٢a٢
(
١+

١
r−

)
− ٢ms(µ+ ١) + ١

١− r−

(
g٢m(a

٢ +m٢
sr−)−m٢

s(١+ r٢−) +
٢a٢
r−

)
c١ =

[
ms(٢µ+ ١) + µ

]
(r− + ١)− ٢a٢(r− + ٢(١

r−

− ١
١− r−

(
g٢m(a

٢ +m٢
s)r− −m٢

s(١+ r٢−)r− +
٢a٢
r−

)
c٠ = ٢a٢ + ٢

[
a٢ − µ(ms + ١)

]
r− (٧١.۴)

کنید فرض می�کنیم، حل آنساتز روش به را (٧١.۴) شرایط با (٧٠.۴) دیفرانسیل معادله اینصورت در
پس باشد معادله جواب f =

∏n
i=١(r − ri)

r(r − ١)(r − r−)
d٢

dr٢

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+
(
٢µ(r − ١)(r − r−) + r(r − r−)

+ r(r − ١)− ٢msr(r − ١)(r − r−)
) d
dr

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+ c٢r

٢ + c١r + c٠ = ٠

داریم (١۶.۴) و (١۵.۴) روابط از استفاده با حال

[
r٣ − (١+ r−)r

٢ + r−r
] n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+
[
٢µ
(
r٢ − (١+ r−)r + r−

)
+ (r٢ − r−r) + (r٢ − r)− ٢ms

(
r٣ − (١+ r−)r

٢ + r−r
)] n∑

i=١

١
r − ri

+ c٢r
٢ + c١r = −c٠



۶٧ کاربردها .٢.۴

مانده اینصورت در ،r = ri قطب با تحلیلی تابع چپ، سمت عبارت و ثابت عبارت −c٠ که کنید توجه
می�کنیم محاسبه زیر بصورت r = ri در را −c٠

Res(−c٠)r=ri =
[
r٣i − (١+ r−)r

٢
i + r−ri

] n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+
[
٢µ
(
r٢i − (١+ r−)ri + r−

)
+ (r٢i − r−ri) + (r٢i − ri)− ٢ms

(
r٣i − (١+ r−)r

٢
i + r−ri

)]

داد انجام را زیر محاسبات می�توان همچنین

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

=

[ n∑
i=١

r٣ − r٣i
r − ri

− (١+ r−)
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

+ r−

n∑
i=١

r − ri
r − ri

] n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢µ
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

− ٢µ(١+ r−)
n∑
i=١

r − ri
r − ri

+
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

− r−

n∑
i=١

r − ri
r − ri

+
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

−
n∑
i=١

r − ri
r − ri

− ٢ms

n∑
i=١

r٣ − r٣i
r − ri

+ ٢ms(١+ r−)
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

− ٢msr−

n∑
i=١

r − ri
r − ri

+ c٢r
٢ + c١r

=

[ n∑
i=١

(r٢ + rri + r٢i )− (١+ r−)
n∑
i=١

(r + ri) +
n∑
i=١

r−

] n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢µ
n∑
i=١

(r + ri)− ٢µ(١+ r−)n+
n∑
i=١

(r + ri)− r−n+
n∑
i=١

(r + ri)− n

− ٢ms

n∑
i=١

(r٢ + rri + r٢i ) + ٢ms(١+ r−)
n∑
i=١

(r + ri)− ٢msr−n+ c٢r
٢ + c١r

=
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢r٢
ri − rj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢rir
ri − rj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢r٢i
ri − rj

− (١+ r−)
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢r
ri − rj

− (١+ r−)
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ri
ri − rj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢r−
ri − rj

+ ٢µnr + ٢µ
n∑
i=١

ri − ٢µ(١+ r−)n

+ nr +
n∑
i=١

ri − r−n+ nr +
n∑
i=١

ri − n− ٢msnr
٢ − ٢msr

n∑
i=١

ri − ٢ms

n∑
i=١

r٢i

+ ٢ms(١+ r−)nr + ٢ms(١+ r−)
n∑
i=١

ri − ٢msr−n+ c٢r
٢ + c١r



۶٨ آنساتز بث روش .۴

داشت خواهیم (٢٣.۴) شده�ی اثبات روابط از استفاده با نتیجه در

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

= n(n− ١)r + ٢(n− ١)
n∑
i=١

ri − (١+ r−)n(n− ١) + ٢µ
n∑
i=١

ri

+ ٢µnr − ٢µ(١+ r−)n+ nr +
n∑
i=١

ri − r−n+ nr +
n∑
i=١

ri − n− ٢msnr
٢ − ٢msr

n∑
i=١

ri

− ٢ms

n∑
i=١

r٢i + ٢ms(١+ r−)nr + ٢ms(١+ r−)
n∑
i=١

ri − ٢msr−n+ c٢r
٢ + c١r

داریم r موجود توان�های به نسبت ساده تفکیک یک از پس

− c٠ =
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

+

(
c٢ − ٢msn

)
r٢ +

(
n(n− ١) + ٢µn

+ ٢n− ٢ms

n∑
i=١

ri + ٢ms(١+ r−)n+ c١

)
r + ٢(n− ١)

n∑
i=١

ri

− (١+ r−)n(n− ١) + ٢µ
n∑
i=١

ri − ٢µ(١+ r−)n+
n∑
i=١

ri − r−n+
n∑
i=١

ri − n

− ٢ms

n∑
i=١

r٢i + ٢ms(١+ r−)
n∑
i=١

ri − ٢msr−n

می�گیریم نظر در را r٢ ضریب ابتدا می�دهیم، قرار متناظر را طرفین ضرایب حال

c٢ − ٢msn = ٠

داریم (٧١.۴) از c٢ عبارت دادن قرار با

٢a٢
(
١+

١
r−

)
− ٢ms(µ+ ١)

+
١

١− r−

(
g٢m(a

٢ +m٢
sr−)−m٢

s(١+ r٢−) +
٢a٢
r−

)
= ٢msn (٧٢.۴)

می�گیریم نظر در طرفین از را r ضریب حال

n(n− ١) + ٢µn+ ٢n− ٢ms

n∑
i=١

ri + ٢ms(١+ r−)n+ c١ = ٠

داشت خواهیم (٧١.۴) از نیز c١ عبارت دادن قرار با

[
ms(٢µ+ ١) + µ

]
(r− + ١)− ٢a٢(r− + ٢(١

r−
− ١
١− r−

(
g٢m(a

٢ +m٢
s)r−

−m٢
s(١+ r٢−)r− +

٢a٢
r−

)
= ٢ms

n∑
i=١

ri − n
[
n+ ١+ ٢µ+ ٢ms(١+ r−)

]
(٧٣.۴)



۶٩ کاربردها .٢.۴

می�دهیم قرار متناظر طرفین از را ثابت ضرایب همچنین

−c٠ = ٢(n− ١)
n∑
i=١

ri − (١+ r−)n(n− ١) + ٢µ
n∑
i=١

ri − ٢µ(١+ r−)n+
n∑
i=١

ri − r−n

+
n∑
i=١

ri − n− ٢ms

n∑
i=١

r٢i + ٢ms(١+ r−)
n∑
i=١

ri − ٢msr−n

داریم سازی مرتب از پس

٢a٢ + ٢
[
a٢ − µ(ms + ١)

]
r− = ٢ms

n∑
i=١

r٢i − ٢
[
n+ µ+ms(r− + ١)

] n∑
i=١

ri

+ n
[
(n− ٢µ)(r− + ١)− ٢msr−

]
(٧۴.۴)

از gm و ms ،a مقادیر به�طوریکه است، (٧٠.۴) دیفرانسیل معادله جواب یک f(r) = ١ که کنید توجه
می�شوند حاصل زیر روابط

١. ٢a٢
(
١+

١
r−

)
− ٢ms(µ+ ١)

+
١

١− r−

(
g٢m(a

٢ +m٢
sr−)−m٢

s(١+ r٢−) +
٢a٢
r−

)
= ٠

٢.
[
ms(٢µ+ ١) + µ

]
(r− + ١)− ٢a٢(r− + ٢(١

r−
− ١
١− r−

(
g٢m(a

٢ +m٢
s)r−

−m٢
s(١+ r٢−)r− +

٢a٢
r−

)
= ٠

٣. ٢a٢ + ٢
[
a٢ − µ(ms + ١)

]
r− = ٠ (٧۵.۴)

می�شوند. حاصل n = ٠ دادن قرار با (٧۴.۴) تا (٧٢.۴) روابط از فوق موارد به�طوریکه

مغناطیسی و کولنی میدان�های در دیراک مسطح الکترون� ۴.٢.۴

الکترومغناطیسی میدان حضور در ( me جرم (با دیراک الکترون یک نسبیتی سیستم دیفرانسیل معادله
بگیرید نظر در Aµ خارجی

F ′′ + (
١
r
− ١
r + r٠

)F ′ +
{
E٢ −m٢

e − eB(l + ١) +
٢EZα + (l + ١

٢)/r٠

r

−
eB
٢ r٠ + (l + ١

٢)/r٠

r + r٠
−

(l + ١
٢)

٢ − (Zα)٢

r٢
− (eB)٢

۴ r٢
}
F = ٠ (٧۶.۴)

زیر متغیر تغییر ،α = e٢ = ١/١٣٧ و است مغناطیسی میدان B صحیح، عدد یک l ،r٠ = Zα
E+me

که
می�دهیم تاثیر فوق معادله�ی بر را

F (r) = rξe−eB
r٢
۴ f(r), ξ =

√
(l +

١
٢)

٢ − (Zα)٢ (٧٧.۴)



٧٠ آنساتز بث روش .۴

هستیم، F (r) تابع دوم مشتق و اول مشتق محاسبه�ی به ملزم (٧۶.۴) معادله�ی به توجه با به�طوریکه
پس

F ′(r) = ξrξ−١e−eB
r٢
۴ f(r) + (−eB r٢)r

ξe−eB
r٢
۴ f(r) + rξe−eB

r٢
۴ f ′(r)

F ′′(r) = ξ(ξ − ١)rξ−٢e−eB
r٢
۴ f(r) + ξ(−eB r٢)r

ξ−١e−eB
r٢
۴ f(r) + ξrξ−١e−eB

r٢
۴ f ′(r)

− eB

٢ rξe−eB
r٢
۴ f(r)− ξeB

r

٢r
ξ−١e−eB

r٢
۴ f(r) + (eB

r

٢)
٢rξe−eB

r٢
۴ f(r)

− eB
r

٢r
ξe−eB

r٢
۴ f ′(r) + ξrξ−١e−eB

r٢
۴ f ′(r)− eB

r

٢r
ξe−eB

r٢
۴ f ′(r)

+ rξe−eB
r٢
۴ f ′′(r)

داشت خواهیم (٧۶.۴) معادله�ی در فوق روابط از استفاده با اینصورت در

[
ξ(ξ − ١)r−٢f(r) + ξ(−eB r٢)r

−١f(r) + ξr−١f ′(r)− eB

٢ f(r)

− ξeB
r

٢r
−١f(r) + (eB

r

٢)
٢f(r)− eB

r

٢f
′(r) + ξr−١f ′(r)− eB

r

٢f
′(r)

+ f ′′(r)
]
rξe−eB

r٢
۴ +

(١
r
− ١
r + r٠

)[
ξr−١f(r) + (−eB r٢)f(r) + f ′(r)

]
rξe−eB

r٢
۴

+
{
E٢ −m٢

e − eB(l + ١) +
٢EZα + (l + ١

٢)/r٠

r
−

eB
٢ r٠ + (l + ١

٢)/r٠

r + r٠

−
(l + ١

٢)
٢ − (Zα)٢

r٢
− (eB)٢

۴ r٢
}
rξe−eB

r٢
۴ f(r) = ٠

داریم مرتب�سازی از پس و کرده حذف طرفین از را rξe−eB r٢
۴ عبارت حال

f ′′(r) +
[
ξr−١ − eB

r

٢ + ξr−١ − eB
r

٢ +
١
r
− ١
r + r٠

]
f ′(r)

+
[
ξ(ξ − ١)r−٢ + ξ(−eB r٢)r

−١ − eB

٢ − ξeB
r

٢r
−١ + (eB

r

٢)
٢

+ ξr−١
(١
r
− ١
r + r٠

)
+ (−eB r٢)

(١
r
− ١
r + r٠

)
+ E٢ −m٢

e − eB(l + ١) +
٢EZα + (l + ١

٢)/r٠

r

−
eB
٢ r٠ + (l + ١

٢)/r٠

r + r٠
−

(l + ١
٢)

٢ − (Zα)٢

r٢
− (eB)٢

۴ r٢
]
f(r) = ٠ (٧٨.۴)



٧١ کاربردها .٢.۴

می�کنیم مخرج هم را f(r) ضریب عبارت اما

ξ(ξ − ١)r−٢ − ξeB − eB + ξr−٢ − ξ
١

r(r + r٠)
+
eB

٢
r

r + r٠
+ E٢ −m٢

e

− eB(l + ١) +
٢EZα + (l + ١

٢)/r٠

r
−

eB
٢ r٠ + (l + ١

٢)/r٠

r + r٠
−

(l + ١
٢)

٢ − (Zα)٢

r٢

=
ξ(ξ − ١)r−١(r + r٠)− ξeBr(r + r٠)− eBr(r + r٠) + ξr−١(r + r٠)− ξ

r(r + r٠)

+
eB
٢ r

٢ +
[
E٢ −m٢

e − eB(l + ١)
]
r(r + r٠) +

[
٢EZα + (l + ١

٢)/r٠
]
(r + r٠)

r(r + r٠)

−
[
eB
٢ r٠ + (l + ١

٢)/r٠
]
r +

[
(l + ١

٢)
٢ − (Zα)٢

]
r−١(r + r٠)

r(r + r٠)

=

[
− ξeB − eB + eB

٢ + E٢ −m٢
e − eB(l + ١)

]
r٢ +

[
− ξeBr٠ − eBr٠

r(r + r٠)

+

(
E٢ −m٢

e − eB(l + ١)
)
r٠ + ٢EZα + (l + ١

٢)/r٠ −
eB
٢ r٠ − (l + ١

٢)/r٠

]
r

r(r + r٠)

+

[
ξ(ξ − ١) + ξ − ξ + (٢EZα +

(
l + ١

٢)/r٠
)
r٠ −

(
(l + ١

٢)
٢ − (Zα)٢

)]
r(r + r٠)

+

٠︷ ︸︸ ︷[
ξ(ξ − ١) + ξ −

(
(l +

١
٢)

٢ − (Zα)٢
)]
r٠r

−١

r(r + r٠)

می�شود تبدیل زیر معادله�ی به (٧٨.۴) معادله�ی سازی ساده از پس اینصورت در

f ′′(r) +
(٢ξ + ١

r
− ١
r + r٠

− eBr
)
f ′(r) +

c٢r
٢ + c١r + c٠
r(r + r٠)

f(r) = ٠ (٧٩.۴)

بطوریکه

c٢ = E٢ −me − eB(ξ + l +
٣
٢)

c١ = ٢EZα +
[
E٢ −m٢

e − eB
(
ξ + l +

۵
٢
)]
r٠

c٠ = ٢EZαr٠ + l +
١
٢ − ξ (٨٠.۴)

می�کنیم فرض می�کنیم، پیاده فوق معادله بر را آنساتز بث روش است. (۶.۴) فرم همان معادله این که
پس باشد، معادله جواب f(r) =

∏n
i=١(r − ri)

r(r + r٠)
d٢

dr٢

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+
[
(٢ξ + ١)(r + r٠)− r

− eBr٢(r + r٠)
] d
dr

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+
[
c٢r

٢ + c١r + c٠

]
f(r) = ٠



٧٢ آنساتز بث روش .۴

داریم (١۶.۴) و (١۵.۴) نتایج از استفاده با اینصورت در

(r٢ + r٠r)
n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+
(
(٢ξ + ١)(r + r٠)− r

− eB(r٣ + r٠r
٢)
) n∑
i=١

١
r − ri

+ c٢r
٢ + c١r = −c٠

می�توان که ،r = ri قطب دارای تحلیلی تابع چپ طرف و است ثابت جمله راست طرف که کنید توجه
بنابراین کرد محاسبه آن برای را مانده

Res(−c٠)r=ri = (r٢i + r٠ri)
∑ ٢

ri − rj
+ (٢ξ + ١)(ri + r٠)− ri − eB(r٣i + r٠r

٢
i )

بنویسیم را زیر رابطه�ی می�توانیم همچنین

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

=

( n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

+ r٠

n∑
i=١

r − ri
r − ri

) n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ (٢ξ + ١)
n∑
i=١

r − ri
r − ri

−
n∑
i=١

r − ri
r − ri

− eB
n∑
i=١

r٣ − r٣i
r − ri

− eBr٠

n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

+ c٢r
٢ + c١r =

( n∑
i=١

(r + ri) +
n∑
i=١

r٠

) n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ (٢ξ + ١)n− n

− eB
( n∑
i=١

(r٢ + rir + r٢i )
)
− eBr٠

n∑
i=١

(r + ri) + c٢r
٢ + c١r

=
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢r
ri − ri

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ri
ri − ri

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢r٠
ri − ri

+ (٢ξ + ١)n

− n− eBnr٢ − eBr
n∑
i=١

ri − eB
n∑
i=١

r٢i − eBr٠nr − eBr٠

n∑
i=١

ri + c٢r
٢ + c١r

داشت خواهیم (٢٣.۴) در شده اثبات روابط به توجه با

−c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

= n(n− ١) + (٢ξ + ١)n− n− eBnr٢ − eBr
n∑
i=١

ri

− eB
n∑
i=١

r٢i − eBr٠nr − eBr٠

n∑
i=١

ri + c٢r
٢ + c١r

می�شود حاصل زیر نتیجه�ی r توان�های به نسبت تفکیک�سازی یک با نهایت در

−c٠ =
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

+ (c٢ − eBn)r٢ + (c١ − eB

n∑
i=١

ri − eBnr٠)r

+ n(n− ١) + (٢ξ + ١)n− n− eB

n∑
i=١

r٢i − eBr٠

n∑
i=١

ri



٧٣ کاربردها .٢.۴

می�دهیم قرار بررسی مورد را r٢ ضریب ابتدا می�دهیم، قرار متناظر را تساوی طرفین ضرایب حال

c٢ − eBn = ٠

داریم (٨٠.۴) از c٢ عبارت جایگزینی با

E٢ = me + eB(ξ + l +
٣
٢ − n) (٨١.۴)

می�کنیم بررسی را r ضریب

c١ − eB

n∑
i=١

ri − eBnr٠ = ٠

داشت خواهیم (٨٠.۴) از نیز c١ عبارت جایگذاری با

٢EZα = eB
(
nr٠ +

n∑
i=١

ri
)
−
[
E٢ −m٢

e − eB
(
ξ + l +

۵
٢
)]
r٠ (٨٢.۴)

می�دهیم قرار مساوی طرفین از را متناظر ثابت ضرایب همچنین

−c٠ = n(n− ١) + (٢ξ + ١)n− n− eB
n∑
i=١

r٢i − eBr٠

n∑
i=١

ri

داریم (٨٠.۴) از c٠ عبارت جاگذاری با بنابراین

٢EZαr٠ = −n(n+ ٢ξ − ١) + ξ − (l +
١
٢) + eB(

n∑
i=١

r٢i −
n∑
i=١

ri) (٨٣.۴)

می�دهیم قرار صفر برابر را مانده نهایت، در اما

Res(−c٠)r=ri = ٠

می�دهد ما به را Bethe Ansatz جملات به�طوریکه

∑ ٢
ri − rj

+
(٢ξ + ١)(ri + r٠)− ri − eB(r٣i + r٠r

٢
i )

(r٢i + r٠ri)
= ٠ (٨۴.۴)

ناموزون نوسان�ساز مستقیم کننده ثابت شرودینگر معادله ۵.٢.۴

است زیر بصورت آن شرودینگر معادله�ی بگیرید، نظر در N بعد در را ناموزون نوسان�ساز

(
− ١
٢∇

٢ + V (x)
)
ψ(x) = Eψ(x) (٨۵.۴)



٧۴ آنساتز بث روش .۴

بوسیله�ی شده تعریف V (x) پتانسیل با

V (x) = λ١x
٢ + λ٢(x

٢(٢ + λ٣(x
٣(٢ + λ۴(x

٢)۴ + (x٢)۵, x٢ =
N∑
i=١

x٢i (٨۶.۴)

در کردیم. نرمال�سازی یک، برابر (x٢)۵ ضریب دادن قرار با را پتانسیل بحث، از کلیتی شدن کم بدون
است[۴٠] شده مشخص زیر به�صورت R(r) شعاعی موج تابع بعدی N کروی مختصات

١
٢
[
− d٢

dr٢
− N − ١

r

d

dr
+
l(l +N − ٢)

r٢
+ ٢
(
V (r)− E

)]
R(r) = ٠ (٨٧.۴)

داریم نیاز آن دوم مشتق و اول مشتق به فوق، معادله�ی در R(r) = r
١−N
٢ ψ(r) انتقال به�کارگیری با

d

dr
(R(r)) =

d

dr

(
r

١−N
٢ ψ(r)

)
=

١−N

٢ r
١−N
٢ −١ψ(r) + r

١−N
٢ ψ′(r)

d٢

dr٢
(R(r)) =

١−N

٢ (
١−N

٢ − ١)r ١−N
٢ −٢ψ(r)

+
١−N

٢ r
١−N
٢ −١ψ′(r) +

١−N

٢ r
١−N
٢ −١ψ′(r) + r

١−N
٢ ψ(r)′′

داریم (٨٧.۴) دیفرانسیل معادله در فوق روابط جایگذاری با

[
− (١−N)٢

۴ r
١−N
٢ −٢ψ(r) +

١−N

٢ r
١−N
٢ −٢ψ(r)− (١−N)r

١−N
٢ −١ψ′(r)− r

١−N
٢ ψ′′(r)

]
− N − ١

r

(
١−N

٢ r
١−N
٢ −١ψ(r) + r

١−N
٢ ψ′(r)

)
+
l(l +N − ٢)

r٢
r

١−N
٢ ψ(r)

+ ٢(V − E)r
١−N
٢ ψ(r) = ٠

مرتب�سازی از پس

− r
١−N
٢ ψ′′(r) +

[
− (١−N)r

١−N
٢ −١ − (N − ١)r ١−N

٢ −١
]
ψ′(r)

+

[
− (١−N)٢

۴ r
١−N
٢ −٢ +

(١−N)

٢ r
١−N
٢ −٢ +

(N − ٢(١
٢ r

١−N
٢ −٢

+ l(l +N − ٢)r ١−N
٢ −٢ + ٢(V − E)r

١−N
٢

]
ψ(r) = ٠

ساده�سازی و طرفین از r ١−N
٢ عبارت فاکتورگیری با

− ψ′′(r) +

[
− (١−N)٢

۴ r−٢ +
(N − ٢(١

٢ r−٢ +
(١−N)

٢ r−٢

+
(
l٢ + l(N − ٢)

)
r−٢
]
ψ(r) + ٢(V (r)− E)ψ(r) = ٠



٧۵ کاربردها .٢.۴

معادله در جایگذاری با بنابراین l = µ − ١
٢(N − ١) پس ،µ = l + ١

٢(N − ١) اینکه به توجه با
داریم فوق دیفرانسیل

− ψ′′(r) +

[
− (١−N)٢

۴ r−٢ +
(N − ٢(١

٢ r−٢ +
(١−N)

٢ r−٢ +

((
µ− ١

٢(N − ١)
)٢

+
(
µ− ١

٢(N − ١)
)
(N − ٢)

)
r−٢
]
ψ(r) + ٢(V (r)− E)ψ(r) = ٠

اینصورت در

− ψ′′(r) +

[
− (١−N)٢

۴ +
(N − ٢(١

٢ +
(١−N)

٢ + µ٢ − µ(N − ١) + (N − ٢(١
۴

+ µ(N − ٢)− (N − ١)(N − ٢)
٢

]
r−٢ψ(r) + ٢(V (r)− E)ψ(r) = ٠

داشت خواهیم فوق دیفرانسیل معادله در عبارات ساده�سازی از پس

− ψ′′(r) +

[
µ(µ− ١)

r٢
+ ٢(V (r)− E)

]
ψ(r) = ٠ (٨٨.۴)

زیر انتقال به�کارگیری با

ψ(r) = rµe−α
r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ , z = r٢ (٨٩.۴)

مشتق به (٨٨.۴) دیفرانسیل معادله در جایگذاری برای هستند، شده تعیین پارامترهای α, β, γ > ٠ که
داریم نیاز ψ تابع دوم

d

dr
ψ(r) = µrµ−١e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ+ rµ(−αr − βr٣ − γr۵)e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ

+ rµe−α
r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ′

d٢

dr٢
ψ(r) = µ(µ− ١)rµ−٢e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ+ µrµ−١(−αr − βr٣ − γr۵)e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ

+ µrµ−١e−α
r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ′ + µrµ−١(−αr − βr٣ − γr۵)e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ

+ rµ(−α− ٣βr٢ − ۵γr۴)e−α r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ+ rµ(−αr − βr٣ − γr۵)٢

× e−α
r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ+ rµ(−αr − βr٣ − γr۵)e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ′

+ µrµ−١e−α
r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ′ + rµ(−αr − βr٣ − γr۵)e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ′

+ rµe−α
r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ′′

می�گیریم فاکتور rµe−α r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ عبارت از و می�دهیم قرار (٨٨.۴) دیفرانسیل معادله در را فوق نتایج

−
[
µ(µ− ١)r−٢ϕ+ µr−١(−αr − βr٣ − γr۵)ϕ+ µr−١ϕ′ + µr−١(−αr − βr٣ − γr۵)ϕ

+ (−α− ٣βr٢ − ۵γr۴)ϕ+ (−αr − βr٣ − γr۵)٢ϕ+ (−αr − βr٣ − γr۵)ϕ′ + µr−١ϕ′

+ (−αr − βr٣ − γr۵)ϕ′ + ϕ′′]+ [µ(µ− ١)
r٢

+ ٢(V − E)
]
ϕ = ٠



٧۶ آنساتز بث روش .۴

داشت خواهیم تفکیک�سازی از پس و می�کنیم ضرب منفی یک در را فوق دیفرانسیل معادله

ϕ′′ +
[
µr−١ + ٢(−αr − βr٣ − γr۵) + µr−١]ϕ′ +

[
µ(µ− ١)r−٢

+ µr−١(−αr − βr٣ − γr۵) + µr−١(−αr − βr٣ − γr۵) + (−α− ٣βr٢ − ۵γr۴)

+ (−αr − βr٣ − γr۵)٢ − ٢(V − E)
]
ϕ = ٠ (٩٠.۴)

داریم زنجیره�ای قاعده�ی از استفاده با و z = r٢ متغیر تغییر با حال

dϕ

dr
=
dϕ

dz
.
dz

dr
=
dϕ

dz
.٢r = dϕ

dz
.٢
√
z

d٢ϕ

dr٢
=

(
٢
√
z
d

dz

)(
dϕ

dz
٢
√
z

)
= ٢

√
z

(
d٢ϕ

dz٢
٢
√
z +

dϕ

dz

٢
٢√z

)
= ۴z d

٢ϕ

dz٢
+ ٢dϕ

dz

داشت خواهیم (٩٠.۴) دیفرانسیل معادله در فوق نتایج جایگذاری )با
۴z d

٢ϕ

dz٢
+ ٢dϕ

dz

)
+

[
٢µ√
z
+ ٢

√
z(−α− βz − γz٢)

](
٢
√
z
dϕ

dz

)
+

[
٢µ(−α− βz

− γz٢) + (−α− ٣βz − ۵γz٢) + z(−α− βz − γz٢(٢ − ٢(V (z)− E)

]
ϕ = ٠

داریم فوق دیفرانسیل معادله در (٨۶.۴) پتانسیل دادن قرار با

ϕ′′ +

[
l + N

٢
z

− γz٢ − βz − α

]
ϕ′ +

١
۴z

[
٢µ(−α− βz − γz٢) + (−α− ٣βz − ۵γz٢)

+ γ٢z۵ + ٢βγz۴ + (β٢ + ٢αγ)z٣ + ٢αβz٢ + α٢z − ٢λ١z − ٢λ٢z٢ − ٢λ٣z٣

− ٢λ۴z۴ − ٢z۵ + ٢E
]
ϕ = ٠

بعبارتی یا

ϕ′′ +

[
l + N

٢
z

− γz٢ − βz − α

]
ϕ′ +

١
۴z

[
(γ٢ − ٢)z۵ + (٢βγ − ٢λ۴)z۴

+ (β٢ + ٢αγ − ٢λ٣)z٣ + (−٢γµ− ۵γ + ٢αβ − ٢λ٢)z٢ + (−٢βµ− ٣β + α٢ − ٢λ١)z

+ (−٢αµ− α + ٢E)
]
ϕ = ٠

می�شوند حاصل زیر پارامترهای z٣ و z۴ ،z۵ ضرایب کردن صفر با

γ =
√
٢ β =

λ۴√
٢

α =
١√
٢
(λ٣ −

λ٢۴
۴ ) (٩١.۴)

ϕ′′ +

[
l + N

٢
z

− γz٢ − βz − α

]
ϕ′ +

١
۴z

[
(٢αβ − γ(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢)z٢

+ (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١)z + ٢E − α(N + ٢l)
]
ϕ = ٠ (٩٢.۴)



٧٧ کاربردها .٢.۴

کنید فرض ،Bethe Ansatz روش به آن حل برای است. (٧.۴) فرم ،(٩٢.۴) دیفرانسیل معادله
اینصورت در باشد (٩٢.۴) دیفرانسیل معادله جواب ϕ(z) =

∏n
i=١(z − zi)

۴z
d٢

dz٢

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)
+

[
− ۴γz٣ − ۴βz٢ − ۴αz + ۴(l + N

٢ )

] d
dz

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)
+

[
(٢αβ

− γ(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢)z٢ + (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١)z + ٢E − α(N + ٢l)
]
= ٠

داریم (١۶.۴) و (١۵.۴) شده�ی اثبات روابط از استفاده با

۴z
n∑
i=١

١
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+

[
− ۴γz٣ − ۴βz٢ − ۴αz + ۴(l + N

٢ )

] n∑
i=١

١
z − zi

+ (٢αβ − γ(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢)z٢ + (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١)z

= −٢E + α(N + ٢l)

بنابراین است، z = zi قطب با تحلیلی تابعی دیگر طرف و ثابت عبارت طرف یک فوق، رابطه�ی در
کرد حساب z = zi نقطه�ی در را مانده می�توان

Res
(
− ٢E + α(N + ٢l)

)
z=zi

= ۴zi
n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

− ۴γz٣i − ۴βz٢i − ۴αzi + ۴(l + N

٢ )

کرد محاسبه را زیر عبارت می�توان همچنین

− ٢E + α(N + ٢l)−
n∑
i=١

Res
(
− ٢E + α(N + ٢l)

)
z=zi

z − zi

= ۴
n∑
i=١

z − zi
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

− ۴γ
n∑
i=١

z٣ − z٣i
z − zi

− ۴β
n∑
i=١

z٢ − z٢i
z − zi

− ۴α
n∑
i=١

z − zi
z − zi

+ (٢αβ − γ(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢)z٢ + (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١)z

=
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٨
zi − zj

− ۴γ
n∑
i=١

(z٢ + zzi + z٢i )− ۴β
n∑
i=١

(z + zi)− ۴αn

+ (٢αβ − γ(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢)z٢ + (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١)z

داریم (٢٣.۴) شده�ی اثبات روابط از استفاده با

− ٢E + α(N + ٢l)−
n∑
i=١

Res
(
− ٢E + α(N + ٢l)

)
z=zi

z − zi

= −۴γnz٢ − ۴γ
n∑
i=١

ziz − ۴γ
n∑
i=١

z٢i − ۴βnz − ۴β
n∑
i=١

zi − ۴αn+
(
٢αβ

− γ(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢
)
z٢ + (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١)z



٧٨ آنساتز بث روش .۴

داشت خواهیم z توان�های به نسبت تفکیک با

− ٢E + α(N + ٢l) =
n∑
i=١

Res
(
− ٢E + α(N + ٢l)

)
z=zi

z − zi
−
(
۴γn− ٢αβ

+ γ(N + ٢l + ۴) + ٢λ٢
)
z٢ −

(
۴γ

n∑
i=١

zi + ۴βn− (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١)
)
z

− ۴γ
n∑
i=١

z٢i − ۴β
n∑
i=١

zi − ۴αn

می�کنیم بررسی را z٢ ضریب ابتدا می�دهیم، قرار متناظر را فوق رابطه�ی طرفین ضرایب حال

۴γn− ٢αβ + γ(N + ٢l + ۴) + ٢λ٢ = ٠

بنابراین

٢αβ − γ(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢ = ۴γn (٩٣.۴)

می�دهیم قرار متناظر را طرفین از z ضریب

۴γ
n∑
i=١

zi + ۴βn− (α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١) = ٠

اینصورت در

α٢ − β(N + ٢l + ٢)− ٢λ١ = ۴γ
n∑
i=١

zi + ۴βn (٩۴.۴)

می�دهیم قرار مساوی طرفین از را ثابت ضریب همچنین

−٢E + α(N + ٢l) = −۴γ
n∑
i=١

z٢i − ۴β
n∑
i=١

zi − ۴αn

به�طوریکه

E =
α

٢ (۴n+N + ٢l) + ٢β
n∑
i=١

zi + ٢γ
n∑
i=١

z٢i (٩۵.۴)

می�دهیم قرار صفر برابر را مانده نهایت در و

Res
(
− ٢E + α(N + ٢l)

)
z=zi

= ٠

بعبارتی

۴zi
n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

− ۴γz٣i − ۴βz٢i − ۴αzi + ۴(l + N

٢ ) = ٠



٧٩ کاربردها .٢.۴

می�شود حاصل زیر به�صورت آنساتز معادلات به�طوریکه
n∑
j¬i

٢
zi − zj

= γz٢i + βzi + α−
l + N

٢
zi

, i = ١, . . . , n (٩۶.۴)

می�دهیم قرار n = ٠ ،(٩۵.۴) در به�طوریکه است، (٩٢.۴) جواب یک ϕ = ١ که کنید توجه

E =
α

٢ (N + ٢l)

داریم (٩١.۴) از α عبارت جایگذاری با اینصورت در

E =
١

٢
√
٢
(λ٣ −

λ٢۴
۴ )(N + ٢l) (٩٧.۴)

زیر معادله�ی دو از را λ۴ و λ٣ می�توان n = ٠ دادن قرار با (٩۵.۴) و (٩۴.۴) روابط در همچنین
کرد محاسبه

λ۴(λ٣ −
λ٢۴
۴ )−

√
٢(N + ٢l + ۴)− ٢λ٢ = ٠ (٩٨.۴)

١
٢(λ٣ −

λ٢۴
۴ )٢ − λ۴√

٢
(N + ٢l + ٢)− ٢λ١ = ٠ (٩٩.۴)

داشت خواهیم فوق معادلات دستگاه حل با که

λ۴ = − ٢
√
٢λ١

٣(N + ٢l + ٢) +
(
− q

٢ +

√
(
q

٢)
٢ + (

p

٣)
٣
) ١

٣

+

(
− q

٢ −
√

(
q

٢)
٢ + (

p

٣)
٣
) ١

٣

λ٣ =
λ٢۴
۴ +

√
٢(N + ٢l + ۴+

√
٢λ٢

λ۴
(١٠٠.۴)

به�طوریکه

P = −
٢۴λ٢١

٩(N + ٢l + ٢(٢

q =
٣٢

√
٢λ٣١

٢٧(N + ٢l + ٣(٢ − (N + ٢l + ۴+
√
٢λ٢(٢

N + ٢l + ٢ (١٠١.۴)

می�شود. حاصل (٩٩.۴) در λ٣ جاگذاری از λ۴ و می�شود نتیجه (٩٨.۴) از λ٣ که این�صورت به
می�آید بدست (٨٧.۴) شعاعی شرودینگر معادله دقیق حالت اولین بنابراین

R(r) = r
١−N
٢ ψ = r

١−N
٢ rµe−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ = rµ−

١
٢ (N−١)e−α

r٢
٢ −β r۴

۴ −γ r۶
۶ ϕ

داشت خواهیم (٩١.۴) روابط و µ = l + ١
٢(N − ١) بنابه اینصورت در

R(r) = rl exp

[
− ١
٢
√
٢

(
λ٣ −

λ٢۴
۴

)
r٢ − λ۴

۴
√
٢
r۴ − ١

٣
√
٢
r۶
]

(١٠٢.۴)



٨٠ آنساتز بث روش .۴

می�یابیم را (٩۶.۴) آنساتز معادلات حقیقی ریشه�های n = ١ مورد در مثال برای

z١ =
λ۴
۶ +

(
−v٢ +

√
(
v

٢)
٢ + (

u

٣)
٣
) ١

٣

+

(
−v٢ −

√
(
v

٢)
٢ + (

u

٣)
٣
) ١

٣

(١٠٣.۴)

به�طوریکه

u =
λ٢۴
٢۴ − λ٣

٢ , v =
۵λ٣۴
۴٣٢ − ١

٢λ٣ +
١

٢
√
٢
(N + ٢l) (١٠۴.۴)

می�شوند تعیین (٩۴.۴) و (٩٣.۴) معادلات از λ۴ و λ٣ پارامترهای

λ۴(λ٣ −
λ٢۴
۴ )−

√
٢(N + ٢l + ٨)− ٢λ٢ = ٠ (١٠۵.۴)

١
٢(λ٣ −

λ٢۴
۴ )٢ − λ۴√

٢
(N + ٢l + ۶)− ٢λ١ = ۴

√
٢z١ (١٠۶.۴)

می�آید بدست زیر به�صورت n = ١ دادن قرار با (٩۵.۴) از E مقدارویژه انرژی

E =
١

٢
√
٢
(λ٣ −

λ٢۴
۴ )(N + ٢l + ۴) +

√
٢λ۴z١ + ٢

√
٢z٢١ (١٠٧.۴)

می�شود حاصل زیر به�صورت (١٠٢.۴) از شعاعی موج تابع و

R(r) = rl(r٢ − z١) exp

[
− ١
٢
√
٢
(λ٣ −

λ٢۴
۴ )r٢ − λ۴

۴
√
٢
r۴ − ١

٣
√
٢
r۶
]

(١٠٨.۴)



۵ فصل

مسائل

کیلینگبک٢ نظیر مختلف پتانسیل�های حضور در را کلاین-گوردون١ و شرودینگر معادلات فصل این در
کلاین- معادله�ی می�کنیم. حل آنساتز بث روش به متفاوت فضاهای در و می�گیریم نظر در کراتزر٣ و
می�باشد. الکترون نسبیتی رفتار توصیف به قادر که است شرودینگر معادله�ی از نسبیتی مدل گوردون
یک فصل، این در و نمی�باشد استاندارد جواب یک دارای بک کیلینگ پتانسیل حضور در معادله این
ترکیب از که است پتانسیلی بک، کیلینگ پتانسیل یافت. خواهیم آن برای دقیق چندجمله�ای جواب

است زیر به�صورت آن کلی شکل و است شده ایجاد مختلف پتانسیل�های

V (r) = ar٢ + br + c+
d

r
+
f

r٢

می�شود تبدیل کراتزر[۴٢] پتانسیل به باشند، صفر c و b ،a پارامترهای اگر به�طوریکه

V (r) =
d

r
+
f

r٢

پتانسیل به f و c ،a شدن صفر با و نمی�شود محدود کراتزر پتانسیل به تنها پتانسیل این انعطاف�پذیری
ایجاد هارمونیک۵ پتانسیل باشد، b = c = d = f = ٠ که هنگامی همچنین می�کند، تغییر کرنل۴[۴٣]

می�شود. تبدیل انتقال�یافته۶[۴۴] هارمونیک پتانسیل به c = d = f = ٠ برای و می�شود.

فضای کیلینگبکدر پتانسیل حضور در معادله�یشرودینگر ١.۵
جابجایی

می�شود تعریف زیر صورت به شرودینگر مقداری ویژه معادله

Hψ = Eψ (١.۵)
١Klein-Gordon
٢Killingbeck
٣Kratzer

۴Kornell
۵Harmonic

۶Harmonic shifted

٨١
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و غیرنسبیتی معادله یک شرودینگر معادله آنجاییکه از است. انرژی E و موج تابع ψ هامیلتونی، H که
می�شود تعریف زیر بصورت آن هامیلتونی است، اسپین٧ بدون اصطلاح به

H =
P⃗ ٢

٢m + V (r) (٢.۵)

می�شود، حاصل P = mv رابطه از تکانه است. پتانسیل تابع V (r) حرکت، اندازه یا تکانه P بطوریکه
می�شود تعریف زیر صورت به تکانه عملگری فرم اما است. ذره سرعت v و جرم m که

P = −iℏ ∂
∂x

= −iℏ∇ (٣.۵)

بطوریکه

P ٢ = −ℏ٢
∂٢

∂x٢
= −ℏ٢∇٢ (۴.۵)

پس می�شود، گرفته نظر در یک ،ℏ یکانی فضای در که می�شود نامیده پلانک ثابت ℏ ≃ ١−١٠۵

داریم (٢.۵) رابطه در اینصورت در ،P ٢ = −∇٢

H =
−ℏ٢

٢m ∇٢ + V (r) (۵.۵)

می�دهیم قرار (١.۵) رابطه�ی در را بالا )هامیلتونی
− ℏ٢

٢m∇٢ + V (r)

)
ψ(r⃗) = Eψ(r⃗) (۶.۵)

به�عبارتی )یا
ℏ٢

٢mP ٢ + V (r)

)
ψ(r⃗) = Eψ(r⃗) (٧.۵)

را برداری پتانسیل که داریم، را P⃗ → P⃗ − e
c
A⃗ و B⃗ = ∇⃗ × A⃗ رابطه ،B مغناطیسی میدان در اما

می�شود تبدیل زیر به�صورت (٧.۵) معادله پس می�کنیم، تعریف A⃗ = B⃗×r⃗
٢ ]به�صورت

١
٢m
(
P⃗ − e

B⃗ × r

٢c
)٢

+ V (r)

]
ψ(r⃗) = Eψ(r⃗) (٨.۵)

طرفی از

(
P⃗ − e

B⃗ × r

٢c
)٢

=
(
P⃗ − e

B⃗ × r

٢c
)
.
(
P⃗ − e

B⃗ × r

٢c
)
= P ٢ +

e٢

۴c٢ (B⃗ × r)٢

− e

c

(
P⃗ .(B⃗ × r)

)
= P ٢ +

e٢

۴c٢
(
|B|.|r|

١︷︸︸︷
sinα

)٢ − e

c

(
B⃗

Lz︷ ︸︸ ︷
(r × P⃗ )

)
= P ٢ +

e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c
(٩.۵)

٧spinless
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بردار و میدان بین زاویه و است z محور راستای هم مغناطیسی میدان زیرا است درجه ٩٠ ،α زاویه
داریم (٨.۵) در (٩.۵) دادن قرار با پس است. قائمه ]مکانی

١
٢m

(
P ٢ +

e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c

)
+ V − E

]
ψ(r⃗) = ٠ (١٠.۵)

می�شود تبدیل زیر به�صورت فوق رابطه�ی (٣.۵) رابطه طبق و کرده ضرب ٢m عبارت در را )]طرفین
−∇٢ +

e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c

)
+ ٢m

(
V − E

)]
ψ(r⃗) = ٠ (١١.۵)

داشت خواهیم منفی علامت یک در ضرب )]با
∇٢ − e٢B٢

۴c٢ r
٢ +

eB⃗Lz
c

)
− ٢m

(
V − E

)]
ψ(r⃗) = ٠ (١٢.۵)

داریم فوق معادله�ی در جایگذاری Vو (r) = a′r+ b′r٢+ c′

r
+ d′

r٢ به�صورت پتانسیل تابع فرض با )]حال
∇٢ − e٢B٢

۴c٢ r
٢ +

eB⃗Lz
c

)
− ٢m

(
a′r + b′r٢ +

c′

r
+
d′

r٢
− E

)]
ψ(r⃗) = ٠ (١٣.۵)

�عبارتی به ]یا
∇٢ −

(
e٢B٢

۴c٢ + ٢mb′
)
r٢ − ٢m

(
a′r +

c′

r
+
d′

r٢
− E

)
+
eB⃗Lz
c

]
ψ(r⃗) = ٠ (١۴.۵)

می�دهیم[۴۵] قرار بالا دیفرانسیل معادله�ی در که ،∇٢ = ∂٢

∂r٢ +
١
r
∂
∂r

+ ١
r٢

∂٢

∂ϕ٢ طرفی ]}از
∂٢

∂r٢
+
١
r

∂

∂r
+

١
r٢

∂٢

∂φ٢

]
−
(
e٢B٢

۴c٢ + ٢mb′
)
r٢ − ٢m

(
a′r +

c′

r
+
d′

r٢
− E

)
+
eB⃗Lz
c

}
ψ(r⃗) = ٠ (١۵.۵)

می�بریم کار به را زیر تبدیل تابع دیفرانسیل معادله این حل برای حال

ψ(r⃗) = U(r)r−
١
٢ eilφ

زیر به�صورت φ و r برحسب را آن دوم مشتق و اول مشتق ،(١۵.۵) دیفرانسیل معادله به توجه با که
می�کنیم محاسبه

d

dr
ψ = U ′(r)r−

١
٢ eilφ − ١

٢U(r)r
− ٣

٢ eilφ

d٢

dr٢
ψ = U ′′(r)r−

١
٢ eilφ − ١

٢U
′(r)r−

٣
٢ eilφ − ١

٢U
′(r)r−

٣
٢ eilφ +

٣
۴U(r)r

− ۵
٢ eilφ

d

dφ
ψ = U(r)r−

١
٢ (il)eilφ

d٢

dφ٢ψ = U(r)r−
١
٢ (−l٢)eilφ
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داریم (١۵.۵) معادله در اینصورت در

r−
١
٢ eilφ

{
d٢

dr٢
− r−١ d

dr
+
٣
۴r

−٢ +
١
r

( d
dr

− ١
٢r

−١)+ ١
r٢
(−l٢)

−
(e٢B٢

۴c٢ + ٢mb′
)
r٢ − ٢m(a′r +

c′

r
+
d′

r٢
− E

)
+
eB⃗Lz
c

}
U(r) = ٠

می�کنیم مرتب را آن ،r− ١
٢ eilφ عبارت بر بالا معادله�ی طرفین تقسیم از }پس

d٢

dr٢
−
(e٢B٢

۴c٢ + ٢mb′
)
r٢ −

(
٢ma′

)
r −

(
− ٢mE − eB⃗Lz

c

)
−
(
٢mc′

)
r−١ +

(١
۴ − l٢ − ٢md′

)
r−٢
}
U(r) = ٠

می�شود تبدیل زیر معادله (١۵.۵)به معادله نهایت در
d٢

dr٢
U +

{
A١
r٢

− A٢
r

− A٣ − A۴r − A۵r
٢
}
U(r) = ٠ (١۶.۵)

بطوریکه

A١ =
١
۴ − l٢ − ٢md′

A٢ = ٢mc′

A٣ = −٢mE − eB⃗Lz
c

A۴ = ٢ma′

A۵ =
e٢B٢

۴c٢ + ٢mb′ (١٧.۵)

می�دهیم پیشنهاد زیر به�صورت را موج تابع ،(١۶.۵) دیفرانسیل معادله حل برای

U(r) = eg(r)Ũ(r) ; g(r) = αr٢ + βr + γ log r (١٨.۵)

ساختار به توجه با می�شوند، حاصل معادله حل فرآیند طی در که هستند مجهولاتی γ و β ،α بطوریکه
داریم فوق موج تابع دوم مشتق به نیاز معادله،

d

dr
U(r) = g(r)′eg(r)Ũ(r) + eg(r)Ũ ′(r)

d٢

dr٢
U(r) = g(r)′′eg(r)Ũ(r) + g′(r)٢eg(r)Ũ(r) + ٢g′(r)Ũ ′(r) + eg(r)Ũ ′′(r) (١٩.۵)

بطوریکه

g′(r) = ٢αr + β +
γ

r

g′′(r) = ٢α− γ

r٢

g′٢(r) = ۴α٢r٢ + (β +
γ

r
)٢ + ٢(٢αr)(β +

γ

r
) = ۴α٢r٢ + β٢ +

γ٢

r٢
+
٢βγ
r

+ ۴αβr + ۴αγ
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می�دهیم قرار (١۶.۵) دیفرانسیل معادله در را (١٩.۵) رابطه�ی بالا، نتایج از استفاده با

eg(r)
{
(٢α− γ

r٢
) + (۴α٢r٢ + ۴αβr + ۴αγ + β٢ +

٢βγ
r

+
γ

r٢
) + ٢)٢αr + β +

γ

r
)
d

dr

+
d٢

dr٢
+
A١
r٢

− A٢
r

− A٣ − A۴r − A۵r
٢
}
Ũ(r) = ٠

داریم eg(r) عبارت بر طرفین تقسیم }با
d٢

dr٢
+ ٢)٢αr + β +

γ

r
)
d

dr
+ (۴α٢ − A۵)r

٢ + (۴αβ − A۴)

+ (۴αγ + β٢ + ٢α− A٣) + (٢βγ − A٢)r
−١ + (γ٢ − γ + A١)r

−٢
}
Ũ(r) = ٠ (٢٠.۵)

کرد، استفاده آن حل برای آنساتز بث روش از بتوان که شود تبدیل شکلی به دیفرانسیل معادله اینکه برای
می�شوند حاصل نیز γ و β ،α پارامترهای که می�دهیم قرار صفر را r−١ و r ،r٢ ضرایب

α = −
√
A۵
٢

β = − A۴

٢
√
A۵

γ = −A٢
√
A۵

A۴
(٢١.۵)

می�شود تبدیل زیر صورت به (٢٠.۵) معادله�ی بنابراین شده�اند، تعریف (١٧.۵) در A۵ و A۴ ،A٢ }که
d٢

dr٢
+ ٢)٢αr + β +

γ

r
)
d

dr
+ (۴αγ + β٢ + ٢α− A٣) + (γ٢ − γ + A١)r

−٢
}
Ũ(r) = ٠

می�کنیم ضرب r٢ در را }طرفین
r٢
d٢

dr٢
+ ٢)٢αr٣ + βr٢ + γr)

d

dr
+ (۴αγ + β٢ + ٢α− A٣)r

٢ + (γ٢ − γ + A١)

}
Ũ(r) = ٠

(٢٢.۵)

باشد معادله چندجمله�ای جواب یک
∏n

i=١(r − ri) می�کنیم فرض فوق، معادله�ی حل برای

r٢
d٢

dr٢

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+ ٢)٢αr٣ + βr٢ + γr)

d
dr

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)

+ (۴αγ + β٢ + ٢α− A٣)r
٢ + (γ٢ − γ + A١) = ٠

می�شود تبدیل زیر معادله�ی به� (١۶.۴) و (١۵.۴) از استفاده با

r٢
n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢)٢αr٣ + βr٢ + γr)
n∑
i=١

١
r − ri

+ c١r
٢ = −c٠ (٢٣.۵)



٨۶ مسائل .۵

به�طوریکه

c٠ = γ٢ − γ + A١

c١ = ۴αγ + β٢ + ٢α− A٣ (٢۴.۵)

می�پردازیم آن در مانده محاسبه�ی به که r = ri قطب با تحلیلی تابعی (٢٣.۵) رابطه�ی

Res(−c٠)r=ri = r٢i

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢)٢αr٣i + βr٢i + γri) (٢۵.۵)

داریم اینصورت در
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

=
n∑
i=١

r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
n∑
i=١

(٢αr٣i + βr٢i + γri)

r − ri
(٢۶.۵)

داشت خواهیم (٢۶.۵) و (٢٣.۵) تفاضل از

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

=
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

r٣ − r٣i
r − ri

+ ٢β
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

+ ٢γ
n∑
i=١

r − ri
r − ri

+ c١r
٢

=
n∑
i=١

(r + ri)
n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

(r٢ + rri + r٢i ) + ٢β
n∑
i=١

(r + ri) + ٢γn+ c١r
٢

داریم r توان�های به نسبت تفکیک از پس

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

=
[
۴αn+ c١

]
r٢ +

[ n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

ri + ٢βn
]
r

+
[ n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ri
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

r٢i + ٢β
n∑
i=١

ri + ٢γn
]

داشت خواهیم (٢٣.۴) رابطه�ی از استفاده با نهایت در

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)r=ri
r − ri

=
[
۴αn+ c١

]
r٢ +

[
۴α

n∑
i=١

ri + ٢βn
]
r

+
[
n(n− ١) + ۴α

n∑
i=١

r٢i + ٢β
n∑
i=١

ri + ٢γn
]

داریم طرفین ثابت�های و متغیرها ضرایب دادن قرار متناظر با

۴αn+ ۴αγ + β٢ + ٢α− A٣ = ٠ (٢٧.۵)

۴α
n∑
i=١

ri + ٢βn = ٠ (٢٨.۵)

۴α
n∑
i=١

r٢i + ٢β
n∑
i=١

ri + n(n− ١+ ٢γ) + γ٢ − γ + A١ = ٠ (٢٩.۵)
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می�دهیم قرار صفر برابر نیز را مانده

ri
∑
j ̸=i

١
rj − ri

+ (٢αr٢i + βri + γ) = ٠ (٣٠.۵)

فرض n = ٠ به�طوریکه است، (٢٢.۵) دیفرانسیل معادله بدیهی جواب یک Ũ(r) = ١ موج تابع
روابط در n = ٠ دادن قرار با و است معادله مجهول تنها E انرژی مقدار اینصورت در که می�شود

می�شود حاصل (٣٠.۵) تا (٢٧.۵)

۴αγ + β٢ + ٢α− A٣ = ٠

γ٢ − γ + A١ = ٠

می�شود. محسوب قید دوم رابطه�ی و دارد قرار (١٧.۵) در شده تعریف A٣ عبارت در E که
از که هستیم طرف r١ و E مجهول دو با دهیم، یک مقدار n به ،(٣٠.۵) تا (٢٧.۵) روابط در اگر اما

می�شوند حاصل زیر روابط

٢α(٣+ ٢γ) + β − A٣ = ٠

۴αr١ + ٢β = ٠

۴αr٢١ + ٢βr١ + γ + γ٢ + A١ = ٠

٢αr٢١ + βr١ + γ = ٠

می�یابند کاهش زیر روابط به که

٢α(٣+ ٢γ) + β − A٣ = ٠

۴αr١ + ٢β = ٠

γ٢ − γ + A١ = ٠

از که داریم را r٢ و r١ ،E مجهول سه بدهیم، ٢ مقدار n به ،(٣٠.۵) تا (٢٧.۵) روابط در اگر همچنین
می�شوند حاصل زیر روابط

١٠α + ۴αγ + β٢ − A٣ = ٠

α(r١ + r٢) + β = ٠

۴α(r٢١ + r٢٢) + ٢β(r١ + r٢) + ٢)٢γ + ١) + γ٢ − γ + A١ = ٠

بود خواهد زیر به�صورت آنساتز معادلات دستگاه و

r١
r١ − r٢

+ ٢αr٢١ + βr١ + γ = ٠
r٢

r٢ − r١
+ ٢αr٢٢ + βr٢ + γ = ٠
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فضای کیلینگبکدر پتانسیل حضور در معادله�یشرودینگر ٢.۵
ناجابجایی

گرفتن نظر در با V (C)(r) = a′r + b′r٢ + c′

r
+ d′

r٢ پتانسیل تحت را شرودینگر معادله بخش، این در
از اینصورت در است، ناجابجایی فضای پارامتر θ که می�آوریم بدست P⃗ → P⃗ و r⃗ → r⃗ + ١

٢ℏ θ⃗ × P⃗

داریم[۴۵] (٨.۵) معادله

{
١
٢m

(
P⃗ − e

٢cB⃗ ×
(
r +

١
٢ℏ(θ⃗ × P⃗ )

))٢

+

(
V (NC)(r⃗)− E

(NR−NC)
n,l

)}
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = ٠ (٣١.۵)

به�عبارتی یا

{(
P⃗ − e

٢c(B⃗ × r)− e

۴cℏ
(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

))٢

− ٢m
(
E

(NR−NC)
n,l − V (NC)(r⃗)

)}
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = ٠ (٣٢.۵)

)بطوریکه
P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)− e

۴cℏ
(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

))٢
=
(
P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)
)٢

+
e٢

١۶c٢ℏ٢
(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

)٢ − e

٢cℏ
(
P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)
)
.
(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

)
(٣٣.۵)

آوردیم بدست را زیر رابطه�ی (٩.۵) از که

(
P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)
)٢

= P ٢ +
e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c

داریم همچنین و

(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

)٢
=
(
θ⃗(B⃗.P⃗ )− P⃗ (B⃗.θ⃗)

)٢
=
(
θ⃗ (|B||P | cos

٩٠٠︷︸︸︷
α )︸ ︷︷ ︸

٠

−P⃗ (|B||θ| cos
٠٠︷︸︸︷
β︸ ︷︷ ︸

١

)
)٢

=
(
− P⃗ |B||θ|

)٢
= P ٢B٢θ٢(

P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)
)(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

)
= −P ٢|B||θ|+ e

٢c(B⃗ × r⃗).P⃗ |B| |θ|

= −P ٢|B||θ|+ e

٢cP⃗ |B||θ|.(B⃗ × r⃗) = −P ٢|B||θ|+ e

٢cB⃗|B||θ|(r⃗ × P⃗ )

= −P ٢|B||θ|+ e

٢cB
٢|θ|Lz = −P ٢Bθ +

e

٢cB
٢θLz
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در که است میدان و θ بین زاویه ،β زاویه و عمودند هم بر که است میدان و تکانه بین زاویه ،α زاویه که
می�دهیم قرار (٣٣.۵) رابطه�ی در را فوق نتایج نهایت در بنابراین دارند. قرار راستا )یک

P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)− e

۴cℏ
(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

))٢
=
(
P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)
)٢

+
e٢

١۶c٢ℏ٢
(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

)٢ − e

٢cℏ
(
P⃗ − e

٢c(B⃗ × r⃗)
)
.
(
B⃗ × (θ⃗ × P⃗ )

)
= P ٢ +

e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c
+

e٢

١۶c٢ℏ٢P
٢B٢θ٢ − e

٢cℏ
(
− P ٢Bθ +

e

٢cB
٢θLz

)
= P ٢ +

e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c
+

e٢

١۶c٢ℏ٢P
٢B٢θ٢ +

e

٢cℏP
٢Bθ − e٢

۴c٢ℏB
٢θLz

=
(
١+

e٢

١۶c٢ℏ٢B
٢θ٢ +

e

٢cℏBθ
)
P ٢ +

e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c
− e٢

۴c٢ℏB
٢θLz (٣۴.۵)

نظر در V (NC)(r) = V (C)(r) − lzθ
٢r

∂V (c)(r)
∂r

صورت به را پتانسیل ناجابجایی فضای در طرفی از
پس میگیریم،

− ٢m(E
(NR−NC)
n,l − V (NC)(r)) = −٢m

(
E

(NR−NC)
n,l − V (C)(r) +

lzθ

٢r
∂V (C)(r)

∂r

)
= −٢m

(
E

(NR−NC)
n,l − a′r − b′r٢ − c′

r
− d′

r٢
+
lzθ

٢r (a
′ + ٢b′r − c′

r٢
− ٢d′

r٣
)
)

(٣۵.۵)

می�دهیم قرار (٣٢.۵) معادله در را (٣۵.۵) و (٣۴.۵) نتایج )}بنابراین
١+

e٢

١۶c٢ℏ٢B
٢θ٢ +

e

٢cℏBθ
)
P ٢ +

e٢B٢

۴c٢ r
٢ − eB⃗Lz

c
− e٢

۴c٢ℏB
٢θLz

− ٢m
(
E

(NR−NC)
n,l − a′r − b′r٢ − c′

r
− d′

r٢

+
lzθ

٢r (a
′ + ٢b′r − c′

r٢
− ٢d′

r٣
)

)}
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = ٠ (٣۶.۵)

می�کنیم استفاده زیر نام�گذاری از روابط، در سادگی برای بحث از کلیتی شدن کم بدون

η = ١+
e٢

١۶c٢ℏ٢B
٢θ٢ +

e

٢cℏBθ

داشت خواهیم η بر (٣۶.۵) معادله�ی طرفین تقسیم با }و
P ٢ +

(e٢B٢

۴c٢η +
٢mb′
η

)
r٢ +

٢ma′
η

r +
(٢mc′

η
− mlzθa

′

η

)١
r
+
٢md′
η

١
r٢

+
mlzθc

′

ηr٣

+
٢lzθd′m
ηr۴

+
(
− eB⃗lz

cη
− e٢B٢θlz

۴c٢ηℏ − ٢mlzθb′
η

)
− ٢mE

η

}
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = ٠

داریم منفی علامت در فوق معادله ضرب همچنین و (۴.۵) رابطه�ی گیری به�کار }با
∇٢ −

(e٢B٢

۴c٢η +
٢mb′
η

)
r٢ − ٢ma′

η
r −

(٢mc′
η

− mlzθa
′

η

)١
r
− ٢md′

η

١
r٢

− mlzθc
′

ηr٣

− ٢lzθd′m
ηr۴

+
(eB⃗lz
cη

+
e٢B٢θlz
۴c٢ηℏ +

٢mlzθb′
η

)
+
٢mE
η

}
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = ٠
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پس است، برقرار ∇٢ = d٢

dr٢ +
١
r
d
dr

+ ١
r٢

d٢

dφ٢ رابطه�ی ای استوانه مختصات در آنجاییکه }از
d٢

dr٢
+
١
r

d

dr
+

١
r٢

d٢

dφ٢ −
(e٢B٢

۴c٢η +
٢mb′
η

)
r٢ − ٢ma′

η
r −

(٢mc′
η

− mlzθa
′

η

)١
r
− ٢md′

ηr٢

− mlzθc
′

ηr٣
− ٢lzθd′m

ηr۴
+
(eB⃗lz
cη

+
e٢B٢θlz
۴c٢ηℏ +

٢mlzθb′
η

)
+
٢mE(NR−NC)

n,l

η

}
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = ٠ (٣٧.۵)

می�کنیم استفاده را زیر تبدیل فوق، معادله حل برای

ψ
(NR−NC)
n,l (r⃗) = eilφr−

١
٢U(r) (٣٨.۵)

به�طوریکه

d

dr
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = eilφ(−١

٢)r
− ٣

٢U(r) + eilφr−
١
٢U ′(r)

d٢

dr٢
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = eilφ(

٣
۴)r

− ۵
٢U(r) + ٢eilφ(−١

٢)r
− ٣

٢U ′(r) + eilφr−
١
٢U ′′(r)

d

dφ
ψ

(NR−NC)
n,l (r⃗) = ileilφr−

١
٢U(r)

d٢

dφ٢ψ
(NR−NC)
n,l (r⃗) = −l٢eilφr−

١
٢U(r)

می�دهیم قرار (٣٧.۵) معادله در را فوق نتایج

eilφr−
١
٢

{
٣
۴r

−٢ − r−١ d

dr
+

d٢

dr٢
+
١
r

(
− ١
٢r

−١ +
d

dr

)
+

١
r٢
(−l٢)−

(e٢B٢

۴c٢η

+
٢mb′
η

)
r٢ − ٢ma′

η
r −

(٢mc′
η

− mlzθa
′

η

)١
r
− ٢md′

ηr٢
− mlzθc

′

ηr٣

− ٢lzθd′m
ηr۴

+
(eB⃗lz
cη

+
e٢B٢θlz
۴c٢ηℏ +

٢mlzθb′
η

)
+
٢mE
η

}
U(r) = ٠

داشت خواهیم r توان�های به نسبت عبارات تفکیک و eilφr− ١
٢ عبارت بر فوق معادله��ی طرفین تقسیم }با

d٢

dr٢
+

(
− ٢md′θLz

η

)
١
r۴

+

(
− mc′θLz

η

)
١
r٣

+

(
٣
۴ − ١

٢ − l٢ − ٢md′
η

)
١
r٢

+

(
− ٢mc′

η
+
ma′θLz

η

)
١
r
+

(
e٢B٢θ

۴ℏc٢ +
eB⃗

c
+ ٢mb′θ

)
Lz
η

+
٢mE
η

+

(
− ٢ma′

η

)
r +

(
− e٢B٢

۴ηc٢ − ٢mb′
η

)
r٢
}
U(r) = ٠

می�شود تبدیل زیر به�صورت بالا معادله نهایت }در
d٢

dr٢
+
A١
r۴

+
A٢
r٣

+
A٣
r٢

+
A۴
r

+ A۵ + A۶r + A٧r
٢
}
U(r) = ٠ (٣٩.۵)
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به�طوریکه

A١ = −٢md′θLz
η

A٢ = −mc
′θLz
η

A٣ =
١
۴ − l٢ − ٢md′

A۴ = −٢mc′
η

+
ma′θLz

η

A۵ =

(
e٢B٢θ

۴ℏc٢ +
eB⃗

c
+ ٢mb′θ

)
Lz
η

+
٢mE
η

A۶ = −٢ma′
η

A٧ = −e
٢B٢

۴ηc٢ − ٢mb′
η

(۴٠.۵)

می�دهیم پیشنهاد را زیر موج تابع (٣٩.۵) دیفرانسیل معادله حل برای اینصورت در

U(r) = eg(r)Ũ(r) ; g(r) = αr٢ + βr + γ log r +
λ

r
(۴١.۵)

آمد خواهند بدست خاص شرایطی تابع معادله، حل روند در که هستند پارامترهایی λ و γ ،β ،α که
دیفرانسیل معادله به توجه با بنابراین کرد. استفاده معادله حل برای آنساتز بث روش از بتوان به�طوریکه

پس داریم، نیاز U(r) موج تابع دوم مشتق به ،(٣٩.۵)

d

dr
U(r) = g′(r)eg(r)Ũ(r) + eg(r)Ũ ′(r)

d٢

dr٢
U(r) = g′′(r)eg(r)Ũ(r) + g′(r)٢eg(r)Ũ(r) + ٢g′(r)eg(r)Ũ ′(r) + eg(r)Ũ ′′(r)

به�طوریکه

g′(r) = ٢αr + β +
γ

r
− λ

r٢

g′′(r) = ٢α− γ

r٢
+
٢λ
r٣

g′٢(r) = (٢αr + β)٢ + (
γ

r
− λ

r٢
)٢ + ٢)٢αr + β)(

γ

r
− λ

r٢
)

= ۴α٢r٢ + β٢ + ۴αβr + γ٢

r٢
+
λ٢

r۴
− ٢γλ

r٣
+ ۴αγ − ۴αλ

r
+
٢βγ
r

− ٢βλ
r٢

داریم (٣٩.۵) دیفرانسیل معادله در فوق آمده�ی بدست نتایج از استفاده با

eg(r)
{
٢α− γ

r٢
+
٢λ
r٣

+ ۴α٢r٢ + ۴αβr + β٢ + ۴αγ +
٢βγ − ۴αλ

r
+
γ٢ − ٢βλ

r٢

− ٢γλ
r٣

+
λ٢

r۴
+ ٢)٢αr + β +

γ

r
− λ

r٢
)
d

dr
+

d٢

dr٢
+
A١
r۴

+
A٢
r٣

+
A٣
r٢

+
A۴
r

+ A۵ + A۶r + A٧r
٢
}
Ũ = ٠
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داشت خواهیم معادله کردن مرتب� از پس و کرده تقسیم eg(r) عبارت بر را }معادله
d٢

dr٢
+ ٢)٢αr + β +

γ

r
− λ

r٢
)
d

dr
+
(
۴α٢ + A٧

)
r٢ +

(
۴αβ + A۶

)
r

+
(
β٢ + ۴αγ + ٢α + A۵

)
+
٢βγ − ۴αλ+ A۴

r
+
γ٢ − γ − ٢βλ+ A٣

r٢

+
٢λ− ٢γλ+ A٢

r٣
+
λ٢ + A١
r۴

}
Ũ = ٠ (۴٢.۵)

را r−۴ و r−٣ ،r ،r٢ ضرایب داریم نیاز کرد، حل آنساتز بث روش به را فوق معادله�ی بتوان اینکه برای
می�شوند حاصل λ و γ ،β ،α پارامترهای اینصورت در که بگیریم نظر در صفر

α = −
√
−A٧
٢

β =
A۶

٢
√
−A٧

λ = ±
√

−A١

γ = − A٢

٢
√
−A١

+ ١ (۴٣.۵)

می�شود تبدیل زیر به�صورت (۴٢.۵) دیفرانسیل معادله نتیجه }در
d٢

dr٢
+ ٢)٢αr + β +

γ

r
− λ

r٢
)
d

dr
+
(
β٢ + ۴αγ + ٢α + A۵

)
+
٢βγ − ۴αλ+ A۴

r
+
γ٢ − γ − ٢βλ+ A٣

r٢

}
Ũ = ٠ (۴۴.۵)

می�دهیم انجام را زیر نام�گذاری بحث، از کلیتی شدن کم بدون

C٠ = γ٢ − γ − ٢βλ+ A٣

C١ = ٢βγ − ۴αλ+ A۴

C٢ = β٢ + ۴αγ + ٢α + A۵ (۴۵.۵)

زیر به�صورت r٢ در معادله طرفین ضرب همچنین و نام�گذاری این از پس (۴۴.۵) دیفرانسیل معادله که
می�شود }تبدیل

r٢
d٢

dr٢
+ ٢)٢αr٣ + βr٢ + γr − λ)

d

dr
+ C٢r

٢ + C١r + C٠

}
Ũ = ٠ (۴۶.۵)

باشد معادله جواب
∏n

i=١(r − ri) می�کنیم فرض (۴۶.۵) دیفرانسیل معادله حل برای اینصورت در

r٢
d٢

dr٢

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+ ٢)٢αr٣ + βr٢ + γr − λ)

d
dr

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+ C٢r

٢ + C١r + C٠ = ٠
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می�شود تبدیل زیر به�صورت فوق معادله�ی (١۶.۴) و (١۵.۴) روابط از استفاده با که

−C٠ = r٢
n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢)٢αr٣ + βr٢ + γr − λ)
n∑
i=١

١
r − ri

+ C٢r
٢ + C١r

(۴٧.۵)
مانده محاسبه برای بنابراین است r = ri قطب با تحلیلی تابع فوق، معادله�ی راست سمت که کنید توجه

داریم قطب در

Res(−C٠)r=ri = r٢i

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢)٢αr٣i + βr٢i + γri − λ) (۴٨.۵)

داریم همچنین
n∑
i=١

Res(−C٠)r=ri
r − ri

=
n∑
i=١

r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
n∑
i=١

(٢αr٣i + βr٢i + γri − λ)

r − ri
(۴٩.۵)

می�کنیم محاسبه زیر به�صورت را (۴٩.۵) و (۴٧.۵) رابطه�ی تفاضل دراینصورت

− C٠ −
n∑
i=١

Res(−C٠)r=ri
r − ri

=
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

r٣ − r٣i
r − ri

+ ٢β
n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

+ ٢γ
n∑
i=١

r − ri
r − ri

− ٢λ
n∑
i=١

١− ١
r − ri

+ C٢r
٢ − C١r

=
n∑
i=١

(r + ri)
n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

(r٢ + rri + r٢i ) + ٢β
n∑
i=١

(r + ri) + ٢γn+ C٢r
٢

+ C١r =

[
۴αn+ C٢

]
r٢ +

[ n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

ri + ٢βn+ C١

]
r

+

[ n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ri
ri − rj

+ ۴α
n∑
i=١

r٢i + ٢β
n∑
i=١

ri + ٢γn
]

داریم (١٩.۴) در شده اثبات روابط از استفاده با نتیجه در

− C٠ −
n∑
i=١

Res(−C٠)r=ri
r − ri

=

[
۴αn+ C٢

]
r٢ +

[
۴α

n∑
i=١

ri + ٢βn+ C١

]
r

+

[
n(n− ١) + ۴α

n∑
i=١

r٢i + ٢β
n∑
i=١

ri + ٢γn
]

(۵٠.۵)

می�دهیم قرار متناظر را ثابت�ها و متغیرها ضرایب بنابراین

٢α(٢n+ ١+ ٢γ) + β٢ + A۵ = ٠ (۵١.۵)

۴α
n∑
i=١

ri + ٢β(n+ γ)− ۴αλ+ A۴ = ٠ (۵٢.۵)

۴α
n∑
i=١

r٢i + ٢β
n∑
i=١

ri + n(n− ١+ ٢γ) + γ٢ − γ − ٢βλ+ A٣ = ٠ (۵٣.۵)
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می�شوند ایجاد زیر فرم به� (۵٠.۵) معادله�ی در مانده شدن صفر از آنساتز معادلات همچنین

r٢i

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢)٢αr٣i + βr٢i + γri − λ) = ٠ (۵۴.۵)

n = ٠ حاصل که است، (۴۶.۵) دیفرانسیل معادله جواب یک Ũ(r) = ١ موج تابع می�دانیم مثال برای
می�آید به�دست زیر روابط از که بود خواهد موجود مجهول تنها E مقدار ویژه اینصورت در و می�باشد

٢α(١+ ٢γ) + β٢ + A۵ = ٠

٢βγ − ۴αλ+ A۴ = ٠

γ٢ − γ − ٢βλ+ A٣ = ٠

بدست را β دوم معادله از می�توان که شده�اند. حاصل n = ٠ با (۵۴.۵) تا (۵١.۵) روابط از فوق نتایج
می�کنند پیدا کاهش زیر معادله دو به اینصورت در داد قرار اول معادله در و آورد

٢α(١+ ٢γ) +
(−۴αλ+ A۴

٢γ
)٢

+ A۵ = ٠

γ٢ − γ − ٢
(−۴αλ+ A۴

٢γ
)
λ+ A٣ = ٠

است. نهفته A۵ عبارت در E مجهول و شده�اند تعریف (۴٠.۵) در A۵ و A۴ ،A٣ به�طوریکه
خواهند وجود r١ گره�ی تنها و E مجهول دو n = ١ دادن قرار با ،(۵۴.۵) تا (۵١.۵) روابط در همچنین

داشت

٢α(٣+ ٢γ) + β٢ + A۵ = ٠

۴αr١ + ٢β(١+ γ)− ۴αλ+ A۴ = ٠

۴αr٢١ + ٢βr١ + γ + γ٢ − ٢βλ+ A٣ = ٠

٢αr٣١ + βr٢١ + γr١ − λ = ٠

فضای در بک کیلینگ پتانسیل حضور در شرودینگر معادله ٣.۵
فاز

بگیرید نظر در را شرودینگر معادله�ی

Hψ = Eψ (۵۵.۵)

می�شود تعریف زیر به�صورت ناجابجایی فاز فضای در آن هامیلتونی بطوریکه

H =
ℏ٢

٢mP ٢ + V NC (۵۶.۵)



٩۵ فاز فضای در بک کیلینگ پتانسیل حضور در شرودینگر معادله .٣.۵

می�دهیم قرار (۵۵.۵) در را H عبارت می�گیریم. نظر در یک مقدار را ℏ یکانی، فضای در که

(
P ٢

٢m + V NC)ψ = Eψ (۵٧.۵)

می�شود تبدیل زیر به�صورت (۵٧.۵) معادله�ی باشد، A⃗ = B⃗×r⃗
٢ بطوریکه P⃗ −→ P⃗ − e

c
A⃗ انتقال با

[ ١
٢m
(
P − e

٢cB × r
)٢

+ V NC
]
ψ = Eψ (۵٨.۵)

هستند برقرار زیر روابط ناجابجایی، فاز فضای در اما

r⃗ −→ r⃗λ− θ⃗ × P⃗

٢λ , P⃗ −→ P⃗ λ+
⃗̄θ × r⃗

٢λ
[xi, xj] = iθij , [P i, P j] = iθ̄ij , [xi, P i] = iδij (۵٩.۵)

که θij = θεij است نامتقارن تنسور یک θij است. ناجابجایی فضای پارامتر θ و مقیاس اسکالر λ که
رابطه�ی بنابراین .θ̄ij = θ̄εij و است نامتقارن تنسور θ̄ijیک همچنین است. ویتا چی لوی نماد εij

می�شود تبدیل زیر به�صورت (۵٨.۵)

{
ℏ٢

٢m
[
Pλ− θ × r

٢λ − e

٢cB × (λr +
θ × P

٢λ )
]٢

+ V NC

}
ψ(r) = Eψ(r) (۶٠.۵)

اینصورت در

[
Pλ− θ × r

٢λ − e

٢cB × (λr +
θ × P

٢λ )
]٢

=
[
Pλ− θ × r

٢λ
]٢

+
e٢

۴c٢
[
B × (λr +

θ × P

٢λ )
]٢ − e

c

[
Pλ− θ × r

٢λ
]
.
[
B × (λr +

θ × P

٢λ )
]

(۶١.۵)

می�کنیم جایگذاری (۶٠.۵) معادله�ی در را فوق رابطه�ی

{(
Pλ− θ × r

٢λ
)٢

+
e٢

۴c٢
[
B ×

(
rλ+

θ × P

٢λ
)]٢

− e

c

(
Pλ− θ × r

٢λ
)[
B ×

(
rλ+

θ × P

٢λ
)]

+ ٢m(V NC − E)

}
ψ(r) = ٠ (۶٢.۵)
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به�طوریکه

[
Pλ− θ × r

٢λ
]٢

=
[
Pλ− |θ||r|

١︷︸︸︷
sinα

٢λ
]٢

= P ٢λ٢ +
θ٢

٢λr
٢ − Pθr (۶٣.۵)[

B × (λr +
θ × P

٢λ )
]٢

=
[
λ(B × r) +

B × (θ × P )

٢λ
]٢

=
[
λ
(
|B||r|

١︷︸︸︷
sin β

)
+
θ.(B.P )− P.(B.θ)

٢λ
]٢

=
[
λ|B||r|+ θ|B||P |

٠︷︸︸︷
cos γ−P |B||θ|

١︷︸︸︷
cos ξ

٢λ
]٢

=
[
λ|B||r| − P |B||θ|

٢λ
]٢

= λ٢B٢r٢ +
P ٢B٢θ٢

۴λ٢ − |B||r|P |B||θ| = λ٢B٢r٢ +
P ٢B٢θ٢

۴λ٢
− PB٢θr (۶۴.۵)[
Pλ− θ × r

٢λ
]
.
[
B × (λr +

θ × P

٢λ )
]
=
[
Pλ− |θ||r|

٢λ
][
λ|B||r| − P |B||θ|

٢λ
]

= Pλ٢Br − P ٢Bθ

٢ − θB

٢ r٢ +
PBθ٢

۴λ r (۶۵.۵)

داریم (۶٢.۵) معادله�ی در (۶٣.۵) نتایج از استفاده با نتیجه }در
P ٢λ٢ +

θ

٢λr
٢ − Pθr +

e٢

۴c٢
(
λ٢B٢r٢ +

P ٢B٢θ٢

۴λ٢ − PB٢θr
)

− e

c

(
Pλ٢Br − P ٢Bθ

٢ − θB

٢ r٢ +
PBθ٢

۴λ٢ r
)
+ ٢m(V NC − E)

}
ψ(r) = ٠ (۶۶.۵)

می�کنیم مرتب را فوق )}معادله�ی
λ٢ +

e٢B٢θ٢

١۶c٢λ٢ +
eBθ

٢c
)
P ٢ +

( θ٢
٢λ +

e٢λ٢B٢

۴c٢ +
eθB

٢c
)
r٢

+
(
− Pθ − Pe٢B٢θ

۴c٢ − ePλ٢B

c
− ePBθ٢

۴λ٢
)
r + ٢m(V NC − E)

}
ψ(r) = ٠ (۶٧.۵)

می�کنیم پیشنهاد روابط سادگی جهت را زیر نام�گذاری شویم، دور بحث از اینکه بدون

η = λ٢ +
e٢B٢θ٢

١۶c٢λ٢ +
eBθ

٢c
داریم η بر (۶٧.۵) معادله�ی طرفین تقسیم با }بنابراین

P ٢ +
( θ٢
٢λη +

e٢λ٢B٢

۴c٢η +
eθB

٢cη
)
r٢

+
(
− Pθ − Pe٢B٢θ

۴c٢η − ePλ٢B

cη
− ePBθ٢

۴λ٢η
)
r +

٢m
η

(V NC − E)

}
ψ(r) = ٠ (۶٨.۵)

می�گیریم نظر در زیر به�صورت را بک کیلینگ پتانسیل حال

V C(r) = ar٢ + br +
c

r
+

d

r٢
(۶٩.۵)



٩٧ فاز فضای در بک کیلینگ پتانسیل حضور در شرودینگر معادله .٣.۵

نیز ناجابجایی فاز فضای در پس ندارد بستگی تکانه به و است r به وابسته فقط پتانسیل چون طرفی از
می�شود مطرح قبل، بخش ناجابجایی فضای همانند پتانسیل

V NC(r) = V C(r) +
θ × P

٢ ∇V c(r) +O(θ٢) (٧٠.۵)

داریم طرفی از می�شود، صرفنظر است کوچکی بسیار مقدار اینکه بدلیل O(θ٢) از که

θ × P

٢ =
r.(θ × P )

٢r =
θ(P × r)

٢r =
−θ(r × P )

٢r = −θ.Lz٢r = −Lzθ٢r (٧١.۵)

به می�شود تبدیل (٧٠.۵) رابطه بنابراین

V NC(r) = V C(r)− lzθ

٢r
∂V C

∂r
(٧٢.۵)

می�دهیم قرار فوق رابطه�ی در را (۶٩.۵) در شده تعریف پتانسیل

V NC(r) = ar٢ + br +
c

r
+

d

r٢
− lzθ

٢r (٢ar + b− c

r٢
− ٢d
r٣

)

= ar٢ + br +
c

r
+

d

r٢
− Lzθa−

Lzθb

٢r +
Lzθc

٢r٣ +
Lzθd

r۴

= −Lzθa+ br + ar٢ + (c− Lzθb

٢ )
١
r
+

d

r٢
+
Lzθc

٢r٣ +
Lzθd

r۴
(٧٣.۵)

داریم (۶٨.۵) رابطه در فوق پتانسیل جایگذاری با اینصورت }در
P ٢ +

( θ٢
٢λη +

e٢λ٢B٢

۴c٢η +
eθB

٢cη
)
r٢ −

(Pθ
η

+
Pe٢B٢θ

۴c٢η +
ePλ٢B

cη
+
ePBθ٢

۴λ٢η
)
r

+
٢m
η

(
− Lzθa+ br + ar٢ + (c− Lzθb

٢ )
١
r
+

d

r٢
+
Lzθc

٢r٣ +
Lzθd

r۴
− E

)}
ψ(r) = ٠

(٧۴.۵)

به�عبارتی }یا
P ٢ +

( θ٢
٢λη +

e٢λ٢B٢

۴c٢η +
eθB

٢cη +
٢ma
η

)
r٢ −

(Pθ
η

+
Pe٢B٢θ

۴c٢η +
ePλ٢B

cη

+
ePBθ٢

۴λ٢η − ٢mb
η

)
r +

(٢mc
η

− mLzθb

η

)١
r
+
٢md
ηr٢

+
mLzθc

ηr٣
+
٢mLzθd
ηr۴

−
(٢mLzθa

η
+ E

)}
ψ(r) = ٠ (٧۵.۵)

داریم را زیر روابط تکانه مورد در طرفی از

P = −iℏ ∂
∂r

= −iℏ∇

P ٢ = −ℏ٢
∂٢

∂r٢
= −ℏ٢∇٢ (٧۶.۵)
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بنابراین ،ℏ = ١ پس ایم کرده فرض یکانی را سیستم چون اما

P ٢ = −∇ (٧٧.۵)

به می�شود تبدیل (٧۵.۵) رابطه }پس
∇٢ −

( θ٢
٢λη +

e٢λ٢B٢

۴c٢η +
eθB

٢cη +
٢ma
η

)
r٢ +

(Pθ
η

+
Pe٢B٢θ

۴c٢η +
ePλ٢B

cη

+
ePBθ٢

۴λ٢η − ٢mb
η

)
r −

(٢mc
η

− mLzθb

η

)١
r
− ٢md

ηr٢
− mLzθc

ηr٣
− ٢mLzθd

ηr۴

+
(٢mLzθa

η
+ E

)}
ψ(r) = ٠ (٧٨.۵)

داریم استوانه�ای مختصات در طرفی از

∇٢ =
d٢

dr٢
+
١
r

d

dr
+

١
r٢

d٢

dφ٢ (٧٩.۵)

داریم (٧٨.۵) معادله در فوق رابطه جایگذاری }با
d٢

dr٢
+
١
r

d

dr
+

١
r٢

d٢

dφ٢ −
( θ٢
٢λη +

e٢λ٢B٢

۴c٢η +
eθB

٢cη +
٢ma
η

)
r٢

+
(Pθ
η

+
Pe٢B٢θ

۴c٢η +
ePλ٢B

cη
+
ePBθ٢

۴λ٢η − ٢mb
η

)
r −

(٢mc
η

− mLzθb

η

)١
r

− ٢md
ηr٢

− mLzθc

ηr٣
− ٢mLzθd

ηr۴
+
(٢mLzθa

η
+ E

)}
ψ(r) = ٠ (٨٠.۵)

می�کنیم استفاده زیر تبدیل از معادله این حل برای

ψ(r) = eilφr−
١
٢U(r) (٨١.۵)

است زیر بصورت φ و r به نسبت فوق تبدیل دوم و اول مشتق ترتیب به که

d

dr
ψ(r) = eilφ(−١

٢)r
− ٣

٢U(r) + eilφr−
١
٢U ′(r)

d٢

dr٢
ψ(r) = eilφ(

٣
۴)r

− ۵
٢U(r) + ٢eilφ(−١

٢)r
− ٣

٢U ′(r) + eilφr−
١
٢U ′′(r)

d

dφ
ψ(r) = ileilφr−

١
٢U(r)

d٢

dφ٢ψ(r) = −l٢eilφr−
١
٢U(r) (٨٢.۵)

داریم (٨٠.۵) معادله در فوق روابط جایگذاری با حال

eilφr−
١
٢

{
٣
۴r

−٢ − r−١ d

dr
+

d٢

dr٢
+
١
r
(−١

٢r
−١ +

d

dr
)− l٢

١
r٢

−
( θ٢
٢λη +

e٢λ٢B٢

۴c٢η

+
eθB

٢cη +
٢ma
η

)
r٢ +

(Pθ
η

+
Pe٢B٢θ

۴c٢η +
ePλ٢B

cη
+
ePBθ٢

۴λ٢η − ٢mb
η

)
r −

(٢mc
η

− mLzθb

η

)١
r
− ٢md

ηr٢
− mLzθc

ηr٣
− ٢mLzθd

ηr۴
+
(٢mLzθa

η
+ E

)}
U(r) = ٠ (٨٣.۵)
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داریم بالا روابط کردن مرتب و eilφr− ١
٢ عبارت بر فوق معادله�ی طرفین تقسیم از }پس

d٢

dr٢
−
( θ٢
٢λη +

e٢λ٢B٢

۴c٢η +
eθB

٢cη +
٢ma
η

)
r٢ +

(Pθ
η

+
Pe٢B٢θ

۴c٢η +
ePλ٢B

cη

+
ePBθ٢

۴λ٢η − ٢mb
η

)
r −

(٢mc
η

− mLzθb

η

)١
r
− (

٢md
η

+
١
۴ − l٢)

١
r٢

− mLzθc

ηr٣
− ٢mLzθd

ηr۴
+
(٢mLzθa

η
+ E

)}
ψ(r) = ٠ (٨۴.۵)

می�شود تبدیل زیر معادله�ی فرم به نهایت }در
d٢

dr٢
+ A٠ + A١r + A٢r

٢ +
A٣
r

+
A۴
r٢

+
A۵
r٣

+
A۶
r۴

}
U(r) = ٠ (٨۵.۵)

بطوریکه

A٠ =
٢mLzθa

η
+ E

A١ =
Pθ

η
+
Pe٢B٢θ

۴c٢η +
ePλ٢B

cη
+
ePBθ٢

۴λ٢η − ٢mb
η

A٢ =
θ٢

٢λη +
e٢λ٢B٢

۴c٢η +
eθB

٢cη +
٢ma
η

A٣ = −
(٢mc
η

− mLzθb

η

)
A۴ = −(

٢md
η

+
١
۴ − l٢)

A۵ = −mLzθc
η

A۶ = −٢mLzθd
η

(٨۶.۵)

(٣٩.۵) دیفرانسیل معادله مشابه (٨۵.۵) دوم مرتبه�ی دیفرانسیل معادله می�کنید مشاهده که همانطور
کرده�ایم. حل آنساتز روش به را معادله این که است قبل بخش در

پوش-تلر پتانسیل حضور در شرودینگر معادله�ی ۴.۵

بگیرید نظر در زیر به�صورت را شرودینگر }معادله�ی
− d٢

dx٢
+ V (x)

}
ψ(x) = Eψ(x) (٨٧.۵)

می�شود تعریف زیر به�صورت که پوش-تلر پتانسیل با

V (x) = Asech٢αx+B cosch٢αx , (٨٨.۵)



١٠٠ مسائل .۵

است برقرار همواره زیر مثلثاتی روابط می�دانیم

sechαx =
١

coshαx
, coschαx =

١
sinhαx

به می�شود تبدیل پتانسیل اینصورت در

V (x) =
A

ch٢ αx
+

B

sh٢ αx
=
Ash٢ αx+B ch٢ αx

ch٢ αx . sh٢ αx
(٨٩.۵)

دادیم انجام را زیر نام�گذاری کار، راحتی برای که

cosh := ch و sinh := sh

می�گیریم کمک زیر تبدیل از ،(٨٧.۵) شرودینگر معادله�دیفرانسیل حل برای حال

ψ(x) =
(
chαx . shαx

)− ٣
٢ϕ(x) (٩٠.۵)

فرض با

U(x) = chαx . shαx (٩١.۵)

داریم را زیر روابط

dψ(x)

dx
= −٣

٢U
− ۵

٢ (x)U ′(x)ϕ(x) + U− ٣
٢ (x)ϕ′(x)

d٢ψ(x)

dx٢
=

١۵
۴ U− ٧

٢ (x)U ′٢(x)ϕ(x)− ٣
٢U

− ۵
٢ (x)U ′′(x)ϕ(x)− ٣

٢U
− ۵

٢ (x)U ′(x)ϕ′(x)

− ٣
٢U

− ۵
٢ (x)U ′(x)ϕ′(x) + U− ٣

٢ (x)ϕ′′(x)

داشت خواهیم (٨٧.۵) دیفرانسیل معادله در جایگذاری با پس

U− ٣
٢ (x)

{
١۵
۴ U−٢(x)U ′٢(x)− ٣

٢U
−١(x)U ′′(x)− ٣

٢U
−١(x)U ′(x)

d

dx
− ٣
٢U

−١(x)U ′(x)
d

dx

+
d٢

dx٢
− V (x) + E

}
ϕ(x) = ٠

می�کنیم ساده را فوق }معادله�ی
d٢

dx٢
− ٣U

′

U

d

dx
+
١۵
۴
U ′٢

U٢ − ٣
٢
U ′′

U
− V (x) + E

}
ϕ(x) = ٠ (٩٢.۵)

داریم را زیر روابط (٩١.۵) به توجه با به�طوریکه

U ′(x) = α sh٢ αx+ α ch٢ α

U ′′(x) = ٢α shαx . chαx+ ٢α chαx . shαx = ۴α chαx . shαx



١٠١ پوش-تلر پتانسیل حضور در شرودینگر معادله�ی .۴.۵

می�دهیم قرار (٩٢.۵) دیفرانسیل معادله در را فوق نتایج }بنابراین
d٢

dx٢
− ٣αsh

٢ αx+ ch٢ αx

chαx . shαx

d

dx
+
١۵
۴ α٢ (sh

٢ αx+ ch٢ αx)٢

(chαx . shαx)٢

− ٣
٢۴α

chαx . shαx

shαx . chαx
− Ash٢ αx+B ch٢ αx

ch٢ αx . sh٢ αx
+ E

}
ϕ(x) = ٠

داریم بالا معادله�ی کردن ساده از }پس
d٢

dx٢
− ٣αsh

٢ αx+ ch٢ αx

chαx . shαx

d

dx
+
١۵
۴ α٢ (sh

٢ αx+ ch٢ αx)٢

(chαx . shαx)٢

− Ash٢ αx+B ch٢ αx

(chαx . shαx)٢
+ E − ۶α

}
ϕ(x) = ٠ (٩٣.۵)

است برقرار آن برای زیر روابط که می�کنیم اعمال را z = ch٢ αx متغیر تغییر معادله، این حل برای

ch٢ αx− sh٢ αx = ١

sh٢ αx = z − ١

داریم ϕ تابع�موج بر تغییرمتغیر این اعمال با

dϕ(x)

dx
=
dϕ(x)

dz
.
dz

dx
=
dϕ(x)

dz
.٢α chαx . shαx = ٢α

√
z
√
z − ١ dϕ(x)

dz
d٢ϕ(x)

dx٢
=

(
٢α

√
z
√
z − ١ dϕ(x)

dz

)(
٢α

√
z
√
z − ١ dϕ(x)

dz

)
= ٢α

√
z
√
z − ١

(
٢α

√
z − ١

٢√z
dϕ(x)

dz
+

٢α√z
٢
√
z − ١

dϕ(x)

dz
+ ٢α

√
z
√
z − ١d

٢ϕ(x)

dz٢

)
= ٢α٢(z − ١)dϕ(x)

dz
+ ٢α٢z

dϕ(x)

dz
+ ۴α٢z(z − ١)d

٢ϕ(x)

dz٢

می�شود تبدیل زیر شکل به (٩٣.۵) دیفرانسیل معادله نتیجه در

{
٢α٢(z − ١) d

dz
+ ٢α٢z

d

dz
+ ۴α٢z(z − ١) d

٢

dz٢
− ٣α

z−١︷ ︸︸ ︷
sh٢ αx+

z︷ ︸︸ ︷
ch٢ αx

chαx . shαx︸ ︷︷ ︸ √
z
√
z−١

× ٢α
√
z
√
z − ١ d

dz
+
١۵
۴ α٢ (z + z − ٢(١

(
√
z
√
z − ٢(١

− A(z − ١) + Bz

(
√
z
√
z − ٢(١

+ E − ۶α
}
ϕ(x) = ٠

داریم بالا معادله�ی کردن ساده از }پس
۴α٢z(z − ١) d

٢

dz٢
+
[
٢α٢(z − ١) + ٢α٢z − ۶α٢)٢z − ١)

] d
dz

+
١۵
۴ α٢ (٢z − ٢(١

z(z − ١) − A(z − ١) +Bz

z(z − ١) + E − ۶α
}
ϕ(x) = ٠
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می�کنیم ضرب z(z − ١) عبارت در را معادله }طرفین
۴α٢z٢(z − ٢(١ d

٢

dz٢
+
[
٢α٢z(z − ٢(١ + ٢α٢z٢(z − ١)− ۶α٢)٢z − ١)z(z − ١)

] d
dz

+
١۵
۴ α٢)٢z − ٢(١ − A(z − ١) +Bz + (E − ۶α)z(z − ١)

}
ϕ(x) = ٠

داریم به�عبارتی }یا
۴α٢(z۴ − ٢z٣ + z٢)

d٢

dz٢
+
[
٢α٢(z٣ − ٢z٢ + z) + ٢α٢(z٣ − z٢)− ۶α٢)٢z٣ − ٣z٢

+ z)
] d
dz

+
١۵
۴ α٢(۴z٢ − ٢z + ١)− A(z − ١) + Bz + (E − ۶α)(z٢ − z)

}
ϕ(x) = ٠

می�کنیم تقسیم ۴α عبارت بر را معادله ]}طرفین
z۴ − ٢z٣ + z٢

] d٢
dz٢

+
١
۴α٢

[
(٢α٢ + ٢α٢ − ۶α)z٣ + (−۴α٢ − ٢α٢ + ٩α)z٢

+ (٢α٢ − ٣α)z
] d
dz

+
١
۴α٢ (١۵α

٢ + E − ۶α)z٢ + ١
۴α٢ (−A+B − (E − ۶α)

− ١۵
٢ α٢)z +

١
۴α٢ (

١۵
۴ α٢ + A)

}
ϕ(x) = ٠ (٩۴.۵)

می�دهیم انجام را زیر نام�گذاری بحث، از کلیتی شدن کم بدون

A٣ = ٢α٢ + ٢α٢ − ۶α

A٢ = −۴α٢ − ٢α٢ + ٩α

A١ = ٢α٢ − ٣α

c٢ =
١
۴α٢ (١۵α

٢ + E − ۶α)

c١ =
١
۴α٢ (−A+B − (E − ۶α)− ١۵

٢ α٢)

c٠ =
١
۴α٢ (

١۵
۴ α٢ + A)

شود تبدیل زیر شکل به (٩۴.۵) دیفرانسیل معادله می�شود باعث ]}که
z۴ − ٢z٣ + z٢

] d٢
dz٢

+
[
A٣z

٣ + A٢z
٢ + A١z

] d
dz

+ c٢z
٢ + c١z + c٠

}
ϕ(x) = ٠

(٩۵.۵)

باشد فوق معادله�ی جواب ϕ =
∏n

i=١(z − zi) کنید فرض

[
z۴ − ٢z٣ + z٢

] d٢

dz٢

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)
+
[
A٣z

٣ + A٢z
٢ + A١z

] d
dz

∏n
i=١(z − zi)∏n

i=١(z − zi)

+ c٢z
٢ + c١z + c٠ = ٠



١٠٣ پوش-تلر پتانسیل حضور در شرودینگر معادله�ی .۴.۵

داریم (١۶.۴) و (١۵.۴) شده�ی اثبات روابط از استفاده با

[
z۴ − ٢z٣ + z٢

] n∑
i=١

١
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
[
A٣z

٣ + A٢z
٢ + A١z

] n∑
i=١

١
z − zi

+ c٢z
٢ + c١z = −c٠ (٩۶.۵)

حساب از استفاده با می�توان که است z = zi قطب دارای تحلیلی تابعی فوق، رابطه�ی که کنید توجه
پس کرد محاسبه آن قطب در را (−c٠) مانده�ی مانده�ها،

Res(−c٠)z=zi =
[
z۴ − ٢z٣ + z٢

] n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+ A٣z
٣ + A٢z

٢ + A١z (٩٧.۵)

داریم همچنین

n∑
i=١

Res(−c٠)z=zi
z − zi

=
n∑
i=١

[
z۴ − ٢z٣ + z٢

]
z − zi

n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+
n∑
i=١

A٣z
٣ + A٢z

٢ + A١z

z − zi

(٩٨.۵)

می�شود حاصل زیر رابطه�ی (٩٨.۵) و (٩۶.۵) رابطه�ی تفاضل از اینصورت در

− c٠ −
n∑
i=١

Res(−c٠)z=zi
z − zi

=

[ n∑
i=١

z۴ − z۴i
z − zi

− ٢
n∑
i=١

z٣ − z٣i
z − zi

+
n∑
i=١

z٢ − z٢i
z − zi

] n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+ A٣

n∑
i=١

z٣ − z٣i
z − zi

+ A٣

n∑
i=١

z٢ − z٢i
z − zi

+ A١

n∑
i=١

z − zi
z − zi

+ c٢z
٢ + c١z =

n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٣
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢zi
zi − zj

z٢ +
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٢i
zi − zj

z +
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z٣i
zi − zj

−
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

۴z٢
zi − zj

−
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

۴zi
zi − zj

z −
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

۴z٢i
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢z
zi − zj

+
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢zi
zi − zj

+ A٣nz
٢ + A٣

n∑
i=١

ziz + A٣

n∑
i=١

z٢i + A٢nz + Z٢

n∑
i=١

zi + A١n+ c٢z
٢ + c١z

داشت خواهیم (٢٣.۴) روابط از استفاده با و فوق روابط کردن مرتب� از پس

− c٠ =
n∑
i=١

Res(−c٠)z=zi
z − zi

+
(
n(n− ١) + A٣n+ c٢

)
z٢ +

(
٢(n− ١)

n∑
i=١

zi − ٢n(n− ١)

+ A٣

n∑
i=١

zi + A٢n+ c١
)
z +

(
٢(n− ١)

n∑
i=١

z٢i + ٢
n∑
j<i

zizj − ۴(n− ١)
n∑
i=١

zi + n(n− ١)

+ A٣

n∑
i=١

z٢i + A٢

n∑
i=١

zi + A١n
)
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باشند، برابر طرفین در ثابت�ها و متغیرها ضرایب که است برقرار صورتی در فوق تساوی که کنید توجه
می�دهیم قرار متناظر را ضرایب بنابراین

n(n− ١) + A٣n+ c٢ = ٠ (٩٩.۵)

٢(n− ١)
n∑
i=١

zi − ٢n(n− ١) + A٣

n∑
i=١

zi + A٢n+ c١ = ٠ (١٠٠.۵)

− c٠ = ٢(n− ١)
n∑
i=١

z٢i + ٢
n∑
j<i

zizj − ۴(n− ١)
n∑
i=١

zi + n(n− ١) + A٣

n∑
i=١

z٢i

+ A٢

n∑
i=١

zi + A١n (١٠١.۵)

می�شوند حاصل زیر به�صورت آنساتز معادلات ،z = zi نقطه�ی در مانده دادن قرار صفر با و

[
z۴ − ٢z٣ + z٢

] n∑
j ̸=i

٢
zi − zj

+ A٣z
٣ + A٢z

٢ + A١z = ٠ (١٠٢.۵)

درجه�ی از موج تابع این که می�باشد، (٩۵.۵) دیفرانسیل معادله برای بدیهی جواب یک ϕ = ١ می�دانیم
داشت خواهیم n = ٠ فرض با (١٠٢.۵) تا (٩٩.۵) روابط در نتیجه در می�شود حاصل n = ٠

E = ۶α− ١۵α٢

B − A+
١۵
٢ α٢ = ٠

١۵
۴ α٢ + A = ٠

صورتیکه در اما می�شود. حاصل B و A پارامترهای برای قیدهایی و E ویژه�مقدار اینصورت در که
تا (٩٩.۵) روابط از که می�کنیم برخورد z١ ریشه�ی و E ویژه�مقدار مجهول دو با شود فرض n = ١

می�شوند حاصل n = ١ فرض با (١٠٢.۵)

E = ۶α− (۴A٣ + ١۵)α٢

A٣z١ + A٢ = − ١
۴α٢

(
− A+B + (۴A٣ +

١۵
٢ )α٢)

١۵
۴ α٢ + A = ٠

بک کیلینگ پتانسیل حضور در کلاین-گوردون معادله�ی ۵.۵

بگیرید نظر در زیر به�صورت را کلاین-گوردون }معادله�ی
d٢

dr٢
− l(l + ١)

r٢
+
[
En,l − V (r)

]٢ − [M + S(r)
]٢}

Un,l(r) = ٠ (١٠٣.۵)



١٠۵ بک کیلینگ پتانسیل حضور در کلاین-گوردون معادله�ی .۵.۵

است معروف بک کیلینگ پتانسیل به که زیر اسکالر و برداری پتانسیل حضور در

V (r) = ar٢ + br + c+
d

r
+
f

r٢

S(r) = a′r٢ + b′r + c′ +
d′

r
+
f ′

r٢
(١٠۴.۵)

می�کنیم محاسبه (١٠٣.۵) دیفرانسیل معادله در فوق پتانسیل جایگذاری برای را زیر عبارات

(
En,l − V (r)

)٢
= E٢

n,l + V ٢ − ٢En,l.V = E٢
n,l + (ar٢ + br + c+

d

r
+
f

r٢
)٢

− ٢En,l(ar٢ + br + c+
d

r
+
f

r٢
) = a٢r۴ + ٢abr٣ + (b٢ + ٢ac− ٢aEn,l)r٢

+ (٢ad+ ٢bc− ٢bEn,l)r + (E٢
n,l + c٢ + ٢af + ٢bd− ٢cEn,l)

+ (٢cd+ ٢bf − ٢dEn,l)r−١ + (d٢ + ٢cf − ٢fEn,l)r−٢ + ٢dfr−٣ + f٢r−۴

و

(
M + S(r)

)٢
=M٢ + S٢ + ٢M.S =M٢ + (a′r٢ + b′r + c′ +

d′

r
+
f ′

r٢
)٢

+ ٢M(a′r٢ + b′r + c+
d′

r
+
f ′

r٢
) = a′٢r۴ + ٢a′b′r٣ + (b′٢ + ٢a′c′ + ٢a′M)r٢

+ (٢a′d′ + ٢b′c′ + ٢b′M)r + (M٢ + c′٢ + ٢a′f ′ + ٢b′d′ + ٢c′M)

+ (٢c′d′ + ٢b′f ′ + ٢d′M)r−١ + (d′٢ + ٢c′f ′ + ٢f ′M)r−٢ + ٢d′f ′r−٣ + f ′٢r−۴

داشت خواهیم r توان به نسبت تفکیک و (١٠٣.۵) دیفرانسیل معادله در فوق نتایج جایگذاری با

{
d٢

dr٢
+ [a٢ − a′٢]r۴ + [٢ab− ٢a′b′]r٣ + [b٢ + ٢ac− ٢Ea− b′٢ − ٢a′c′ − ٢Ma′]r٢

+ [٢ad+ ٢bc− ٢Eb− ٢a′d′ − ٢b′c′ − ٢Mb′]r + [E٢ −M٢ + c٢ − c′٢ + ٢af − ٢a′f ′

+ ٢bd− ٢b′d′ − ٢Ec− ٢Mc′] + [٢cd+ ٢bf − ٢Ed− ٢c′d′ − ٢b′f ′ − ٢Md′]r−١

+ [d٢ + ٢cf − ٢Ef − d′٢ − ٢c′f ′ − ٢Mf ′ − l(l + ١)]r−٢ + [٢df − ٢d′f ′]r−٣

+ [f٢ − f ′٢]r−۴
}
Un,l(r) = ٠

به می�شود تبدیل اصلی معادله بنابراین

HUn,l(r) = ٠ ;

H =
d٢

dr٢
+ A۴r

۴ + A٣r
٣ + A٢r

٢ + A١r + A٠ + A−١r
−١ + A−٢r

−٢ + A−٣r
−٣ + A−۴r

−۴

(١٠۵.۵)
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به�طوریکه

A−۴ = f٢ − f ′٢

A−٣ = ٢df − ٢d′f ′

A−٢ = d٢ + ٢cf − ٢Ef − d′٢ − ٢c′f ′ − ٢Mf ′ − l(l + ١)

A−١ = ٢cd+ ٢bf − ٢Ed− ٢c′d′ − ٢b′f ′ − ٢Md′

A٠ = E٢ −M٢ + c٢ − c′٢ + ٢af − ٢a′f ′ + ٢bd− ٢b′d′ − ٢Ec− ٢Mc′

A۴ = a٢ − a′٢

A٣ = ٢ab− ٢a′b′

A٢ = b٢ + ٢ac− ٢Ea− b′٢ − ٢a′c′ − ٢Ma′

A١ = ٢ad+ ٢bc− ٢Eb− ٢a′d′ − ٢b′c′ − ٢Mb′

می�کنیم استفاده را زیر تبدیل تابع

Un,l(r) = eg(r)Ũ(r) ; g(r) = αr٣ + βr٢ + γr + λ log r +
ξ

r
(١٠۶.۵)

پس داریم، فوق تابع دوم مشتق به نیاز ،(١٠۵.۵) دیفرانسیل معادله در استفاده برای اینصورت در

Un,l(r) = eg(r)Ũ(r)

d

dr
Un,l(r) = g′(r)eg(r)Ũ(r) + eg(r)Ũ ′(r)

d٢

dr٢
Un,l(r) = g′′(r)eg(r)Ũ(r) + g′(r)٢eg(r)Ũ(r) + ٢g′(r)eg(r)Ũ ′(r) + eg(r)Ũ ′′(r)

(١٠٧.۵)

داریم eg(r) عبارت از فاکتورگیری و ،(١٠۵.۵) دیفرانسیل معادله در (١٠٧.۵) روابط به�کارگیری با

eg(r)
{
g′′(r) + g′(r)٢ + ٢g′(r) d

dr
+

d٢

dr٢
+ A۴r

۴ + A٣r
٣

+ A٢r
٢ + A١r + A٠ + A−١r

−١ + A−٢r
−٢ + A−٣r

−٣ + A−۴r
−۴
}
Ũ(r) = ٠

داشت خواهیم فوق معادله�ی مرتب�سازی از پس

{
d٢

dr٢
+ ٢g′(r) d

dr
+ g′′(r) + g′(r)٢ + A۴r

۴ + A٣r
٣ + A٢r

٢ + A١r + A٠ + A−١r
−١

+ A−٢r
−٢ + A−٣r

−٣ + A−۴r
−۴
}
Ũ(r) = ٠ (١٠٨.۵)
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داریم (١٠۶.۵) رابطه�ی به توجه با طرفی از

g′(r) = ٣αr٢ + ٢βr + γ +
λ

r
− ξ

r٢

g′′(r) = ۶αr + ٢β − λ

r٢
+
٢ξ
r٣

g′٢(r) =

([
٣αr٢ + ٢βr

]
+
[
γ +

λ

r
− ξ

r٢
])٢

=
(
٣αr٢ + ٢βr

)٢
+
(
γ +

λ

r
− ξ

r٢
)٢

+ ٢
(
٣αr٢ + ٢βr

)(
γ +

λ

r
− ξ

r٢
)

= ٩α٢r۴ + ١٢αβr٣ +
(
۴β٢ + ۶αγ

)
r٢ +

(
۶αλ+ ۴βγ

)
r +

(
γ٢ − ۶αξ + ۴βλ

)
+
(
٢γλ− ۴βξ

)
r−١ +

(
λ٢ − ٢γξ

)
r−٢ − ٢λξr−٣ + ξ٢r−۴ (١٠٩.۵)

(١٠٨.۵) دیفرانسیل معادله در (١٠٩.۵) روابط به�کارگیری با }پس
d٢

dr٢
+ ٢
(
٣αr٢ + ٢βr + γ +

λ

r
− ξ

r٢
) d
dr

+ ۶αr + ٢β − λ

r٢
+
٢ξ
r٣

+ ٩α٢r۴ + ١٢αβr٣ +
(
۴β٢ + ۶αγ

)
r٢ +

(
۶αλ+ ۴βγ

)
r +

(
γ٢ − ۶αξ + ۴βλ

)
+
(
٢γλ− ۴βξ

)
r−١ +

(
λ٢ − ٢γξ

)
r−٢ − ٢λξr−٣ + ξ٢r−۴ + A۴r

۴ + A٣r
٣

+ A٢r
٢ + A١r + A٠ + A−١r

−١ + A−٢r
−٢ + A−٣r

−٣ + A−۴r
−۴
}
Ũ(r) = ٠

می�شود حاصل زیر معادله�ی مرتب�سازی از پس نتیجه }در
d٢

dr٢
+ ٢
[
٣αr٢ + ٢βr + γ + λr−١ − ξr−٢] d

dr
+ [٩α٢ + A۴]r

۴

+ [١٢αβ + A٣]r
٣ + [۴β٢ + ۶αγ + A٢]r

٢ + [۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١]r

+ [٢β + γ٢ − ۶αξ + ۴βλ+ A٠] + [٢γλ− ۴βξ + A−١]r
−١

+ [−λ٢ − ٢γξ + A−٢]r
−٢ + [٢ξ − ٢λξ + A−٣]r

−٣ + [ξ٢ + A−۴]r
−۴
}
Ũ(r) = ٠

(١١٠.۵)

به می�یابیم، را (α, β, γ, λ, ξ)۵مجهول ابتدا کنیم، حل آنساتز بث روش به را فوق معادله�ی اینکه برای
می�دهیم قرار صفر برابر را r۴ ضریب ،α یافتن برای که اینصورت

α = ±
√
−A۴
٣ (١١١.۵)

می�آید بدست β مقدار ،r٣ ضریب شدن صفر از و

β =
−A٣
١٢α
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داریم (١١١.۵) از α دادن قرار با

β = ∓ A٣

۴
√
−A۴

(١١٢.۵)

می�شود حاصل γ مقدار ،r٢ ضریب کردن صفر با همچنین

γ =
−A٢ − ۴β٢

۶α

داریم (١١٢.۵) و (١١١.۵) از β و α مقدار دادن قرار با

γ = ±
A٢
٣ − ۴A٢A۴

٨A۴
√
−A۴

(١١٣.۵)

می�آید بدست r−۴ ضریب کردن صفر از ξ اما

ξ = ±
√

−A−۴ (١١۴.۵)

می�شود نتیجه r−٣ شدن صفر از λنیز مقدار

λ =
−A−٣ − ٢ξ

−٢ξ

داریم (١١۴.۵) از ξ مقدار دادن قرار با اینصورت در

λ = ± A٣

٢
√
−A−۴

+ ١ (١١۵.۵)

می�شود تبدیل زیر صورت به (١١٠.۵) دیفرانسیل معادله اینصورت }در
d٢

dr٢
+ ٢
[
٣αr٢ + ٢βr + γ + λr−١ − ξr−٢] d

dr
+
[
۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١

]
r

+
[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
+
[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r−١

+
[
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

]
r−٢
}
Ũ(r) = ٠

می�کنیم ضرب r٢ در را فوق دیفرانسیل معادله طرفین حال

{
r٢
d٢

dr٢
+ ٢
[
٣αr۴ + ٢βr٣ + γr٢ + λr − ξ

] d
dr

+
[
۶α+ ۶αλ+ ۴βγ + A١

]
r٣

+
[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
r٢ +

[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r

+
[
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

]}
Ũ(r) = ٠ (١١۶.۵)
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باشد فوق معادله جواب
∏n

i=١(r − ri) می�کنیم فرض اینصورت در

r٢
d٢

dr٢

(∏n
i=١(r − ri)

)∏n
i=١(r − ri)

+ ٢
[
٣αr۴ + ٢βr٣ + γr٢ + λr − ξ

] d
dr

(∏n
i=١(r − ri)

)∏n
i=١(r − ri)

+
[
۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١

]
r٣ +

[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
r٢

+
[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r +

[
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

]
= ٠

داشت خواهیم (١۶.۴) و (١۵.۴) شده�ی اثبات نتایج از استفاده با

r٢
n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
[
٣αr۴ + ٢βr٣ + γr٢ + λr − ξ

] n∑
i=١

١
r − ri

+
[
۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١

]
r٣ +

[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
r٢

+
[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r = −

[
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

]

قطب با تحلیلی تابع دیگر طرف و ثابت عبارت فوق، رابطه�ی طرف یک که کنید توجه اینصورت در
کرد محاسبه زیر به�صورت r = ri نقطه�ی در را فوق عبارت مانده می�توان پس است. r = ri

Res
[
−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)]
r=ri

= r٢i

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
[
٣αr۴i + ٢βr٣i + γr٢i + λri − ξ

]
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کرد حساب را زیر عبارت می�توان همچنین

−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)
−

n∑
i=١

Res
[
−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)]
r=ri

r − ri

= r٢
n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
[
٣αr۴ + ٢βr٣ + γr٢ + λr − ξ

] n∑
i=١

١
r − ri

+
[
۶α

+ ۶αλ+ ۴βγ + A١
]
r٣ +

[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
r٢ +

[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r

−
n∑
i=١

r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

−
n∑
i=١

٢
r − ri

[
٣αr۴i + ٢βr٣i + γr٢i + λri − ξ

]
=

n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+
n∑
i=١

۶α(r۴ − r۴i )

r − ri
+

n∑
i=١

۴β(r٣ − r٣i )

r − ri
+

n∑
i=١

٢γ(r٢ − r٢i )

r − ri

+
n∑
i=١

٢λ(r − ri)

r − ri
+ (٢ξ − ٢ξ)

n∑
i=١

١
r − ri

+
[
۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١

]
r٣

+
[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
r٢ +

[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r

=
n∑
i=١

(r − ri)(r + ri)

r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+
n∑
i=١

۶α(r − ri)(r
٣ + r٢ri + rr٢i + r٣i )

r − ri

+
n∑
i=١

۴β(r − ri)(r
٢ + rri + r٢i )

r − ri
+

n∑
i=١

٢γ(r − ri)(r + ri)

r − ri
+

n∑
i=١

٢λ(r − ri)

r − ri
+
[
۶α

+ ۶αλ+ ۴βγ + A١
]
r٣ +

[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
r٢ +

[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r

داریم فوق عبارت کردن ساده از پس

−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)
−

n∑
i=١

Res
[
−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)]
r=ri

r − ri

=
n∑
i=١

(r + ri)
n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+
n∑
i=١

۶α(r٣ + r٢ri + rr٢i + r٣i )

+
n∑
i=١

۴β(r٢ + rri + r٢i ) +
n∑
i=١

٢γ(r + ri) +
n∑
i=١

٢λ+
[
۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١

]
r٣

+
[
۴βλ+ ٢β + γ٢ − ۶αξ + A٠

]
r٢ +

[
٢γλ− ۴βξ + A−١

]
r
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می�شود حاصل زیر نتیجه r توان�های به نسبت ساده تفکیک یک با اینصورت در

−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)
=

n∑
i=١

Res
[
−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)]
r=ri

r − ri

+
[ n∑
i=١

۶α + ۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١
]
r٣ +

[ n∑
i=١

۶αri +
n∑
i=١

۴β + ۴βλ+ ٢β + γ٢

− ۶αξ + A٠
]
r٢ +

[ n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+
n∑
i=١

۶αr٢i +
n∑
i=١

۴βri +
n∑
i=١

٢γ + ٢γλ− ۴βξ

+ A−١
]
r +

[ n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ri
ri − rj

+
n∑
i=١

۶αr٣i +
n∑
i=١

۴βr٢i +
n∑
i=١

٢γri +
n∑
i=١

٢λ
]

داریم (٢٣.۴) روابط از استفاده با بنابراین

−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)
=

n∑
i=١

Res
[
−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)]
r=ri

r − ri

+
[
۶nα + ۶α + ۶αλ+ ۴βγ + A١

]
r٣ +

[
۶α

n∑
i=١

ri + ۴nβ + ۴βλ+ ٢β + γ٢

− ۶αξ + A٠
]
r٢ +

[
۶α

n∑
i=١

r٢i + ۴β
n∑
i=١

ri + ٢nγ + ٢γλ− ۴βξ

+ A−١
]
r +

[
٢× ١

٢n(n− ١) + ۶α
n∑
i=١

r٣i + ۴β
n∑
i=١

r٢i + ٢γ
n∑
i=١

ri + ٢λn
]

(١١٧.۵)

می�دهیم قرار صفر برابر را r٣ ضریب ابتدا می�دهیم، قرار متناظر را بالا رابطه�ی طرف دو ضرایب حال

۶α(λ+ ١+ n) + ۴βγ + A١ = ٠ (١١٨.۵)

داریم می�دهیم، قرار بررسی مورد را r٢ ضریب

۴β(λ+
١
٢ + n) + ۶α(

n∑
i=١

ri − ξ) + γ٢ + A٠ = ٠ (١١٩.۵)

داشت خواهیم r ضریب مورد در همچنین

٢γ(λ+ n) + ۴β(
n∑
i=١

ri − ξ) + ۶α
n∑
i=١

r٢i + A−١ = ٠ (١٢٠.۵)

می�دهیم قرار هم برابر (١١٧.۵) رابطه�ی طرف دو از را ثابت عبارات نهایت در

−
(
λ(λ− ١)− ٢γξ + A−٢

)
= n(n− ١) + ۶α

n∑
i=١

r٣i + ۴β
n∑
i=١

r٢i + ٢γ
n∑
i=١

ri + ٢λn
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بنابراین

λ(λ− ١+ ٢n) + ٢γ(
n∑
i=١

ri − ξ) + A−٢ + n(n− ١) + ۶α
n∑
i=١

r٣i + ۴β
n∑
i=١

r٢i = ٠

(١٢١.۵)

داریم زیر به�صورت را آنساتز معادلات مانده، کردن صفر با و

r٢i

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
[
٣αr۴i + ٢βr٣i + γr٢i + λri − ξ

]
= ٠ (١٢٢.۵)

n = ١ دادن قرار با که داریم را r١ ریشه�ی و E انرژی ویژه�مقدار مجهول ٢ ،n = ١ برای صورتیکه در
می�شوند حاصل قیدهایی همراه به (١٢٢.۵) تا (١١٨.۵) روابط در

۶α(λ+ ٢) + ۴βγ + A١ = ٠

۴β(λ+
٣
٢) + ۶α(r١ − ξ) + γ٢ + A٠ = ٠

٢γ(λ+ ١) + ۴β(r١ − ξ) + ۶αr٢١ + A−١ = ٠

λ(λ+ ١) + ٢γ(r١ − ξ) + A−٢ + ۶αr٣١ + ۴βr٢١ = ٠

٣αr۴١ + ٢βr٣١ + γr٢١ + λr١ − ξ = ٠

می�شوند. حاصل (١١۵.۵) تا (١١١.۵) روابط از λ و ξ ،γ ،β ،α به�طوریکه

کراتزر پتانسیل حضور در کلاین-گوردون معادله�ی ۶.۵

است زیر بصورت ،S(r) اسکالر و V (r) برداری پتانسیل�های برای کلاین-گوردون، شعاعی }معادله
d٢

dr٢
− l(l + ١)

r٢
+
[
En,l − V (r)

]٢ − [M + S(r)
]٢}

Un,l(r) = ٠ (١٢٣.۵)

می�گیریم نظر در زیر بصورت را کراتزر پتانسیل است. نسبیتی انرژی En,l و نسبیتی جرم M آن در که

V (r) =
v٠
r

+
v١
r٢

S(r) =
s٠
r
+
s١
r٢

(١٢۴.۵)

موارد (١٢٣.۵) دیفرانسیل معادله ساختار به توجه با می�باشند. ثابت مقادیر s١ و s٠, v١, v٠ آن در که
می�کنیم محاسبه را )زیر

En,l − V (r)
)٢

= E٢
n,l − ٢En,lV (r) + V (r)٢ = E٢

n,l − ٢En,l(
v٠
r

+
v١
r٢
) + (

v٠
r

+
v١
r٢
)٢

= E٢
n,l − ٢En,lv٠r−١ − ٢En,lv١r−٢ + v٢٠r

−٢ + v٢١r
−۴ + ٢v٠v١r−٣(

M + S(r)
)٢

=M٢ + ٢MS(r) + S(r)٢ =M٢ + ٢M(
s٠
r
+
s١
r٢
) + (

s٠
r
+
s١
r٢
)٢

=M٢ + ٢Ms٠r
−١ + ٢Ms١r

−٢ + s٢٠r
−٢ + s٢١r

−۴ + ٢s٠s١r−٣
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داشت خواهیم ،(١٢٣.۵) رابطه در (١٢۴.۵) پتانسیل جایگذاری از بنابراین

{
d٢

dr٢
− l(l + ١)

r٢
+ E٢

n,l − ٢En,lv٠r−١ − ٢En,lv١r−٢ + v٢٠r
−٢ + v٢١r

−۴ + ٢v٠v١r−٣

−
[
M٢ + ٢Ms٠r

−١ + ٢Ms١r
−٢ + s٢٠r

−٢ + s٢١r
−۴ + ٢s٠s١r−٢[٣}Un,l(r) = ٠

داریم بالا معادله�ی مرتب�سازی از پس

{
d٢

dr٢
+
[
E٢
n,l +M٢]+ [− ٢En,lv٠ − ٢Ms٠

]
r−١ +

[
− ٢En,lv١ + v٢٠ − ٢Ms١

− s٢٠ − l(l + ١)
]
r−٢ +

[
٢v٠v١ − ٢s٠s١

]
r−٣ +

[
v٢١ − s٢١

]
r−۴
}
Un,l(r) = ٠

می�شود تبدیل زیر به�صورت فوق معادله�ی منفی یک از فاکتورگیری با

−
{
− d٢

dr٢
−
[
E٢
n,l −M٢]+ ٢

[
En,lv٠ +Ms٠

]
r−١ +

[
٢En,lv١ − v٢٠ + ٢Ms١

+ s٢٠ + l(l + ١)
]
r−٢ + ٢

[
s٠s١ − v٠v١

]
r−٣ +

[
s٢١ − v٢١

]
r−۴
}
Un,l(r) = ٠

به�عبارتی یا

HUn,l(r) = ٠;

H = − d٢

dr٢
+
A١
r

+
A٢
r٢

+
A٣
r٣

+
A۴
r۴

− ε (١٢۵.۵)

آن در بطوریکه

A١ = ٢(MS٠ + En,lv٠),

A٢ = l(l + ١)− v٢٠ + s٢٠ + ٢(Ms١ + En,lv١),

A٣ = ٢(s١s٠ − v٠v١),

A۴ = s٢١ − v٢١

ε = E٢
n,l −M٢ (١٢۶.۵)

زیر موج تابع پیشنهاد با اکنون

Un,l(r) = rµef(r)Ũ(r); f(r) = ar +
b

r
(١٢٧.۵)

هستند نامعلوم µ و b ، a و است بی�نهایت و صفر فواصل در موج تابع مجانبی رفتار کننده تضمین که
تابع دوم مشتق به نیاز (١٢۵.۵) �دیفرانسیل معادله به توجه با می�شوند. حاصل معادله حل طی در که
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داریم پیشنهادی موج

d

dr
Un,l(r) = µrµ−١ef(r)Ũ(r) + rµf ′(r)ef(r)Ũ(r) + rµef(r)Ũ ′(r)

d٢

dr٢
Un,l(r) = µ(µ− ١)rµ−٢ef(r)Ũ(r) + µrµ−١f ′(r)ef(r)Ũ(r) + µrµ−١ef(r)Ũ ′(r)

+ µrµ−١f ′(r)ef(r)Ũ(r) + rµf ′′(r)ef(r)Ũ(r) + rµf ′(r)٢ef(r)Ũ(r)

+ rµf ′(r)ef(r)Ũ ′(r) + µrµ−١ef(r)Ũ ′(r) + rµf ′(r)ef(r)Ũ ′(r) + rµef(r)Ũ ′′(r)

می�شود تبدیل زیر به�صورت دیفرانسیل(١٢۵.۵) معادله }بنابراین
−
[
µ(µ− ١)r−٢ + µr−١f ′(r) + µr−١ d

dr
+ µr−١f ′(r) + f ′′(r) + f ′(r)٢ + f ′(r)

d

dr

+ µr−١ d

dr
+ f ′(r)

d

dr
+

d٢

dr٢
]
+
A١
r

+
A٢
r٢

+
A٣
r٣

+
A۴
r۴

− ε

}
rµef(r)Ũ(r) = ٠

داریم فوق معادله�ی کردن مرتب از پس که

{
− d٢

dr٢
+

[
− ٢µ

r
− ٢f ′(r)

]
d

dr
+

[
−µ(µ− ١)

r٢
− ٢µ

r
f ′(r)

− f ′′(r)− f ′(r)٢ +
A١
r

+
A٢
r٢

+
A٣
r٣

+
A۴
r۴

− ε

]}
Ũ(r) = ٠ (١٢٨.۵)

داشت خواهیم (١٢٧.۵) به توجه با طرفی از

f ′(r) = a− b

r٢

f ′(r)٢ = a٢ + b٢r−۴ − ٢abr−٢

f ′′(r) =
٢b
r٣

می�دهیم قرار (١٢٨.۵) دیفرانسیل معادله در را فوق روابط

{
− d٢

dr٢
− ٢
[
µr−١ + (−a− br−٢)

]
d

dr
+

[
− µ(µ− ١)r−٢ − ٢µr−١(a− br−٢)

− (٢br−٣)− (a٢ + b٢r−۴ − ٢abr−٢) +
A١
r

+
A٢
r٢

+
A٣
r٣

+
A۴
r۴

− ε

]}
Ũ(r) = ٠

می�کنیم تفکیک r توان�های به نسبت را فوق معادله�ی حال

{
− d٢

dr٢
− ٢
[
µr−١ + (a− br−٢)

]
d

dr
+

[(
− a٢ − ε

)
+
(
− ٢µa+ A١

)
r−١

+
(
− µ(µ− ١) + ٢ab+ A٢

)
r−٢ +

(
٢µb− ٢b+ A٣

)
r−٣ +

(
− b٢ + A۴

)
r−۴
]}

Ũ(r) = ٠
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می�کنیم ضرب r٢ عبارت در را بالا }معادله�ی
− r٢

d٢

dr٢
− ٢
[
µr + ar٢ − b

]
d

dr
+

[(
− a٢ − ε

)
r٢ +

(
− ٢µa+ A١

)
r (١٢٩.۵)

+
(
− µ(µ− ١) + ٢ab+ A٢

)
+
(
٢µb− ٢b+ A٣

)
r−١ +

(
− b٢ + A۴

)
r−٢
]}

Ũ(r) = ٠

(١٣٠.۵)

می�شوند حاصل µ و b ،a مجهولات ،r−٢ و r−١ ،r٢ ضرایب دادن قرار صفر با اینصورت در

a = −
√
−ε

b = −
√
A۴

µ = ١+
A٣

٢
√
A۴

(١٣١.۵)

داریم (١٢٩.۵) دیفرانسیل معادله در فوق مقادیر دادن قرار }با
− r٢

d٢

dr٢
+ ٢
(√

−εr٢ −
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
r −

√
A۴

)
d

dr
+

(
A١ + ٢

√
−ε
(
١+

A٣
٢A۴

))
r

+

(
٢
√

−εA۴ −
A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)}
Ũ(r) = ٠ (١٣٢.۵)

می�گیریم نظر در زیر بصورت را Ũ تابع ویژه ،(١٣٢.۵) معادله دقیق حل منظور به

Ũn(r) =


n∏
i=١

(r − ri) n ̸= ٠

١ n = ٠
(١٣٣.۵)

حاصل زیر معادله�ی (١٣٢.۵) در جایگذاری(۵.١٣٣) از می�باشند. موج تابع گره�های riها، آن در که
می�شود

− r٢
d٢

dr٢

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)
+ ٢
(√

−εr٢ −
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
r −

√
A۴

) d
dr

∏n
i=١(r − ri)∏n

i=١(r − ri)

+

(
A١ + ٢

√
−ε
(
١+

A٣
٢A۴

))
r +

(
٢
√

−εA۴ −
A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)
= ٠

داریم (١۶.۴) و (١۵.۴) روابط از استفاده با

− r٢
n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
(√

−εr٢ −
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
r −

√
A۴

) n∑
i=١

١
r − ri

+

(
A١ + ٢

√
−ε
(
١+

A٣
٢A۴

))
r = −

(
٢
√
−εA۴ −

A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)
(١٣۴.۵)
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در تکینگی رفع برای است. ri ساده قطب�های دارای آمده بدست معادله می�شود، مشاهده چنانکه
داشت خواهیم لازم، محاسبات انجام و مانده�ها حساب از استفاده با ،r = ri

Res

[
−
(
٢
√

−εA۴ −
A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)]
r=ri

= −r٢i
n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
(√

−εr٢i −
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
ri −

√
A۴

)
(١٣۵.۵)

می�کنیم محاسبه معادله حل روند جهت را زیر رابطه�ی بنابراین

−
(
٢
√

−εA۴ −
A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)

−
n∑
i=١

Res

[
−
(
٢
√
−εA۴ −

A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)]
r=ri

r − ri
= −r٢

n∑
i=١

١
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
(√

−εr٢ −
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
r −

√
A۴

) n∑
i=١

١
r − ri

+

(
A١ + ٢

√
−ε
(
١+

A٣
٢A۴

))
r

−
n∑
i=١

−r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

−
n∑
i=١

٢
r − ri

(√
−εr٢i −

(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
ri −

√
A۴

)

می�کنیم مرتب را فوق رابطه�ی

−
(
٢
√

−εA۴ −
A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)

−
n∑
i=١

Res

[
−
(
٢
√
−εA۴ −

A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)]
r=ri

r − ri
= −

n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
√
−ε

n∑
i=١

r٢ − r٢i
r − ri

− ٢
(
١+

A٣
٢A۴

) n∑
i=١

r − ri
r − ri

− ٢
√
A۴

n∑
i=١

١− ١
r − ri

+

(
A١ + ٢

√
−ε
(
١+

A٣

٢
√
A۴

))
r
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داشت خواهیم r توان�های به نسبت فاکتورگیری از پس اینصورت در

−
(
٢
√
−εA۴ −

A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)
=

[
−

n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
√
−ε

n∑
i=١

١+ A١ + ٢
√
−ε
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)]
r

+
n∑
i=١

Res

[
−
(
٢
√
−εA۴ −

A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)]
r=ri

r − ri

−
n∑
i=١

n∑
j ̸=i

٢ri
ri − rj

+ ٢
√
−ε

n∑
i=١

ri − ٢
(
١+

A٣

٢
√
A۴

) n∑
i=١

١

داریم (٢٣.۴) شده�ی اثبات روابط بنابر

−
(
٢
√

−εA۴ −
A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)
=

[
٢n

√
−ε+ A١ + ٢

√
−ε
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)]
r

+
n∑
i=١

Res

[
−
(
٢
√
−εA۴ −

A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)]
r=ri

r − ri

− n(n− ١) + ٢
√
−ε

n∑
i=١

ri − ٢n
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
(١٣۶.۵)

می�آیند بدست زیر معادلات ،(١٣۶.۵) رابطه طرف دو در متغیرها و ثوابت مقایسه از

٢n
√
−ε+ A١ + ٢

√
−ε
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
= ٠ (١٣٧.۵)

−
(
٢
√
−εA۴ −

A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢

)
= −n(n− ١) + ٢

√
−ε

n∑
i=١

ri − ٢n
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
(١٣٨.۵)

٢
√

−εA۴ −
A٢
٣

۴A۴
− A٣

٢
√
A۴

+ A٢ − n(n− ١) + ٢
√
−ε

n∑
i=١

ri − ٢n
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
= ٠

(١٣٩.۵)

اند محاسبه قابل زیر، آنساتز معادلات از ri ریشه�های مانده، دادن قرار صفر با

−r٢i
n∑
j ̸=i

٢
ri − rj

+ ٢
(√

−εr٢i −
(
١+

A٣

٢
√
A۴

)
ri −

√
A۴

)
= ٠ (١۴٠.۵)

(١٣٧.۵) روابط از دلخواه، n هر برای پتانسیل، پارامترهای قید و انرژی مقادیر ویژه طیف ترتیب، این به
هستند. محاسبه قابل (١۴٠.۵) تا
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لاگور طیفی شبه و آنساتز روش دو نتیجه مقایسه

(٨٧.۴) معادله�ی مشابه معادله این که می�کنیم، پیاده (٣.٢) معادله�ی بر را روش دو هر بهتر، درک برای
می�گیریم نظر در زیر شکل به را پتانسیل اینجا در که تفاوت این با است

V (x) = λ١x
٢ + λ٢(x

٢(٢ + λ٣(x
٣(٢, x٢ =

M∑
i=١

x٢i

می�رسیم زیر نتایج به ۵.٣.٢ بخش در شده انجام آنساتز روش در

λ١ = −۴βn− ٢µβ − ٣β + α٢ (١۴١.۵)

۴zi
n∑
j=١
j ̸=i

٢
zi − zj

+ ٢(l + N

٢ )− ۴βz٢i − ۴αzi = ٠ (١۴٢.۵)

٢µα + α− E = −۴β
n∑
i=١

−۴αn (١۴٣.۵)

بطوریکه

β =
√
λ٣, α =

λ٢
٢
√
λ٣
, µ = l +

١
٢(N − ١)

عبارات جایگزینی با ،l = ١ و Mبعدی = ٣ فضای در ،n = ٢ ،λ٢ = λ٣ = فرض١ با اینصورت در
داشت خواهیم (١۴٣.۵) تا (١۴١.۵) روابط در فوق

λ١ = ١۴٫ ٧۵
٨z١

z١ − z٢
+ ۵− ۴z٢١ − ٢z١ = ٠

٨z٢
z٢ − z١

+ ۵− ۴z٢٢ − ٢z٢ = ٠

E =
١٣
٢ + ۴(z١ + z٢)

می�شوند حاصل زیر صورت به E نهایت در و z٢ ،z١ فوق معادلات حل با که

Ea z٢ z١

−۵٫ ٩٨٣٠ −٠٫ ٧٨٨٧ −٢٫ ٣٣٢٠
٣٫ ٩۴۶٨ ١٫ ١٩٩٩ −١٫ ٨٣٨٢
١۵٫ ۵٣۶٣ ١٫ ٧۶٩٣ ٠٫ ۴٨٩۶

داریم c = ١ و α = ٢ فرض با و ١.١.۵ قضیه به توجه با طیفی شبه روش در اما

E = −(αc)٢λ = −۴λ
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است زیر رابطه�ی ویژه�ی مقدار λ بطوریکه

Tu = λu

بطوریکه ،T = K +Q کردیم بیان روش این آنالیز در که همانطور و

Kmn = −١
۶


١٢(ξmξn)١−

١
α

(ξm−ξn)٢ m ̸= n

ξ
١− ٢

α
n {٢N + ١

ξn
[(γ − ξn)

٢ − ١]} m = n

و

Qmn = ξ
١− ٢

α
m [

١
۴ξm − ١

٢(γ + ١)− ١
(αc)٢

ξ
٢
α
−١

m V (ξ
١
α
m/c)]δmn, m, n = ٠,١, . . . , N

بررسی را ξ١ = ١٫ ٧۶٩٣ و ξ٠ = ٠٫ ۴٨٩۶ مثال برای ،N = ١ فرض با ،γ = ١
α
(٢l +M − ٢)

می�کنیم

T =

[
−٠٫ ٣٣۶٨ −١٫ ١٣۶۶
−١٫ ١٣۶۶ −٠٫ ٢١٣٧

]
+

[
−٣٫ ٩١۶١ ٠

٠ −۶٫ ٧۴٣۴

]

=

[
−۴٫ ٢۵٢٩ −١٫ ١٣۶۶
−١٫ ١٣۶۶ −۶٫ ٩۵٧١

]

λ =

[
−٧٫ ٣٧١٣
−٣٫ ٨٣٨۶

]

Ep =

[
٢٩٫ ۴٨۵۴
١۵٫ ٣۵۴۶

]

مقدار به نزدیک طیفی شبه روش از آمده بدست ویژه�ی مقادیر از یکی می�شود مشاهده که همانطور
است. آنساتز روش از آمده بدست مقدارویژه�ی

|△E| = |Ea − Ep| = |١۵٫ ۵٣۶٣− ١۵٫ ٣۵۴۶| = ٠٫ ١٨١٧



١٢٠ مسائل .۵

نتیجه�گیری

آنساتز بث روش و حدسی روش لاگور، طیفی شبه روش سه تحت شرودینگرگونه معادلات رساله این در
هر معایب از گرفت. قرار بررسی و بحث مورد مختلف فضاهای در و گوناگون پتانسیل�های حضور در
به طولانی روند طی و سختی به بالاتر ابعاد در که گفت می�توان حدسی روش و لاگور طیفی شبه روش دو
سرعت به بتوانیم بالاتر ابعاد در که می�کند فراهم را شرایط این آنساتز بث روش اما رسید، خواهیم جواب
چندجمله�ای�وار ضرایب که است این آنساتز بث روش ضعف اما کنیم. پیدا دست جواب به بالا دقت با و
است شده تعیین آنچه از بیشتر درجه�ای دارای اگر و هستند درجه محدودیت دارای شرودینگر معادله�ی در
حضور در را شرودینگر معادله یک نهایت در نمی�رسد. جواب به روش این با معادله این حل شود ایجاد
بدست را مقدارویژه آنساتز، بث و لاگور طیفی شبه روش دو تحت و گرفتیم نظر در خاص پتانسیل یک

کردیم. مقایسه هم با را نتیجه و آوردیم



١٢١ کراتزر پتانسیل حضور در کلاین-گوردون معادله�ی .۶.۵

آینده�نگری

شبه روش در هرمیتی چندجمله�ای�های مثل خاص چندجمله�ای�های حسب بر موج تابع تقریب •
لاگور طیفی

بالاتر مراتب در شرودینگرگونه معادلات به آنساتز روش تعمیم •

ندارند شرودینگرگونه رفتار که معادلاتی برای آنساتز روش بکارگیری •
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Aabstract

In this thesis, the solution of second order differential equation schrodinger kill any
challenge that is very important in physics and engineering sciences. Since these equations
do not have the exact solution by existing conventional method, we proposed guesswork
method apllied to determine this equations the eigenvalues and eigenfunctions that analyt-
ical method is known Bethe Ansatz, and answer just the polynomial the result is accurate.
To ensure the integrity of the result, the corresponding equations are solved in other ways.

keywords: Schrodinger equation, eigenvalues, eigenfunctions, Bethe Ansatz method.
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