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 قدردانی و تشکر
     

ر نزاکتی که برای من راهنمائی بسیار صبور و راهگشا بودند در ابتدا از استاد بزرگوارم جناب آقای دکت     

ها و نظرات حکیمانه ایشان راهگشای بنده بود، کمال و همچنین جناب آقای دکتر فتحعلی که ایده

سپاسگزاری را دارم. از پدر و مادرم که هیچگاه تنهایم نگذاشتند و بی دریغ هر آنچه در توان داشتند نثار 

سپاسگذارم و از همسرم که قدم به قدم همراه واقعی و همگام دلسوز من بود متشکرم. زندگی من کردند، 

دریغ مرا در انجام این پایان نامه یاری دانم مراتب سپاس خود را از دوستانی که بیهمچنین لازم می

 نمودند اعلام نمایم. برای تمامی این عزیزان آرزوی موفقیت و کامیابی دارم.  
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 پیشگفتار
  

های اخیر مطالعات مکانیابی به عنوان یکی از عناصر کلیدی در زندگی بشر و موفقیت آنها در در سال    

المللی بسیار یابی هم در سطح ملی و هم در سطح بینبسیاری از امور، مطرح شده است. مطالعات مکان

ای حل مسائل مکانیابی از اهمیت هها و روشاین میان شناخت هدف  مورد توجه قرار گرفته است. در

 بسیار زیادی برخوردار است.

در این تحقیق ضمن بیان اهمیت و اهداف علم مکانیابی، مساله مکانیابی از دیدگاه احتمالی بررسی      

شد و در فصل اول به بیان مقدمات و تعاریف پرداخته شده است. در فصل دوم مساله مکانیابی مرکز روی 

ها به طور تصادفی و دارای توزیع نرمال هستند بررسی شده است. رض که سرعت روی یالشبکه، با این ف

نقاط دارای توزیع یکنواخت  در فصل سوم مساله مکانیابی مینیماکس روی صفحه با این شرط که وزن

های تصادفی ، ی مرکز در صفحه با وزنهستند حل شده و در پایان در فصل چهارم به بررسی مساله

ها نیز بوسیله هر تابع نرمی اندازه گرفته ها دارای تابع توزیع دلخواه بوده و فاصلهرتی که وزندرصو

 شوند،پرداخته ایم. 
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 چکیده
      

است. در حقیق درعملیات پیدا کردهمیلادی جایگاه مهمی در مباحث ت 09مسائل مکانیابی ازاوایل دهه 

سازی یک تابع هدف برای بهینه 8این گونه مسائل به بررسی چگونگی قرارگیری یک مجموعه از تسهیلات

پردازند. مسائل مکانیابی تسهیلات، درگستره وسیعی از ها میمعلوم به همراه تعدادی از محدودیت

ل مکانیابی تسهیلات وجود دارند که برخی از رده های مهم روند. انواع گوناگونی از مسائکاربردها بکار می

ای و تصادفی. به دور از واقعیت نیست که در دراز مدت آن عبارتند از: مکانیابی گسسته، پیوسته، شبکه

بسیاری از پارامترهای مسائل مکانیابی ازجمله تجهیزات، تقاضا، زمان طی مسافت، هزینه تجهیزات و حتی 

باشند. در این مکن است تغییر نمایند و ثابت نباشند که این تغییرات اغلب تصادفی میفواصل و سرعت، م

 صورت هرکدام از این متغیرها دارای توزیع احتمال بوده و مساله باید بصورت احتمالی بررسی شود.

آن توزیع  بنابراین برای هر توزیع احتمال وابسته به متغیرتصادفی مربوطه باید تابع هدفی متناسب با     

احتمال، مطرح گردد. که در این تحقیق پس از مطرح کردن یک مساله روی شبکه و یک مسئله روی 

صفحه با توزیع احتمال خاص، در به معرفی دو تابع هدف و دو الگوریتم برای حل مسائل مکانیابی با 

 پارامترهای احتمالی، با تابع توزیع احتمال و تابع نرم دلخواه می پردازیم.

 ای، تابع توزیع احتمال وسیلهیابی، مکانیابی تکمکانلمات کلیدی: ک
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 مقدمه -1-1

تعاریف  دراین فصل، ابتدا خلاصه ای ازتاریخچه مسائل مکانیابی را بیان کرده و سپس به بیان یک سری   

-های مکانیابی و اشتباهات متداول در مکانیابی میمورد نیاز مسائل مکانیابی و همچنین اهداف، انوع مدل

دهیم، ا پارامترهای احتمالی مورد بحث قرار مینامه، مسائل مکانیابی را بپردازیم و چون در این پایان

 های احتمالی بکار برده شده نیز ارائه می دهیم.توضیحی مختصر از توزیع

های کلیدی در فرایند تعیین محل تسهیلات محسوب می شود که توجه مطالعات مکانیابی یکی از اقدام  

ای است که به تازگی مطالعات به اندازه به این مهم در موفقیت مراکز، نقش بسزایی دارد. اهمیت این

گیرد و در برخی از موارد منجر به تغییر محل درمورد مراکز فعال نیز، این مطالعات دوباره صورت می

خواهیم یک سری تجهیزات و تسهیلات را در توان گفت: وقتی میشوند. به طور کلی میتسهیلات نیز می

طوریکه بهترین و بیشترین استفاده از این حداقل امکانات را برده ای مستقر نمائیم بیک منطقه به گونه

بریم. از زمان های دور، افراد بشر در زندگی باشیم، از علم مکانیابی جهت رسیدن به اهداف خود سود می

کرد. برای مثال امپراطور کنتستانتین در قرن روزمره خود بصورت ناخودآگاه از مکانیابی استفاده می

های ارتش رم بود، را که مساله مکانیابی نقطه ای بر روی شبکه، که نشان دهنده مکان پایگاهچهاردهم 

گرفتند که بتوانند درمقابل تهدیدات مهاجمان و ای قرار میها باید به گونهحل کرد.در این روش پایگاه

 [.88های محلی از امپراطوری دفاع کنند]شورشی

 8درقرن هفدهم بصورت زیر مطرح شد: فرض کنید  8وری توسط فرماولی مساله مکانیابی بصورت تئ     

های آن تا سه نقطه داده ای بیابید که مجموع فاصلهنقطه درصفحه داده شده است، نقطه چهارم را بگونه

                                                      
1 Fermat 
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این مساله را حل کرد، به این دلیل نقطه بهینه را نقطه  8649درسال  8شده، کمینه شود. توریچلی

 ا مساله فرما نامیدند.توریچلی و مساله ر

[. 81ارائه شد] 2اولین تعریف مساله مکانیابی بصورت کاربردی و مدرن توسط وبر 8090سال  در     

مطالعات جدی را بر روی این مساله انجام داد و تابع هدف این مسائل را بصورت  8حکیمی 8064درسال 

ها نیز ل مکانیابی را بر روی شبکهاو همچنین مسائ [.87،81کمترین مجموع و مینیماکس مطرح کرد]

[. 28،29ارائه شد ] 5و میرچندانی 4های مختلف مکانیابی توسط هندلربندی مدلبررسی کرد. اولین طبقه

و همکاران  1[ و تانسل80]7و نیکل 6های دیگری از مسائل مکانیابی توسط هاماخربندیپس از آن طبقه

[، 6]88[، کاپانرا20]82و دسکین [ اون28همکاران] و 88ن[، هانس26]89پروزن و 0[، همچنین کراروپ86]

 [ نیز انجام شد.88]86[ و پلگرین0همکاران] و 85[، کارنت84و همکاران ] 84اسکاپارا

 تعاریف -1-2

),(گراف  .1-2-1تعریف       EVG  ای از رئوس مجموعهV های ای از یالو مجموعهE  است که به

VVba یک زوج ) نه لزوماً مرتب( Eاز مجموعه  eهرعضو  ),(  شود.نظیر میab,  را نقاط انتهایی یال

e .گویند 

                                                      
1 Torricelli 
2 Weber 
3 Hakimi 
4 Handler 
5 Mirchandani 
6 Hamacher 
7 Nickel 
8 Tansel 
9 Krarup 
10 Pruzan 
11 Hansen 
12Daskin 
11Cappanera 
14Scaparra 
15Current 
11pelegrin 
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های ها و به مجموعه یالمجموعه رئوس آن، مجموعه گرهیک شبکه، گرافی است که به . 2-2-1تعریف 

ها های عددی هستند. این برچسبها دارای برچسبشود و هرکدام از کمانها گفته میآن، مجموعه کمان

ها نیز معمولا نشان دهنده هزینه، ظرفیت یا عرضه و تقاضا هستند. در شبکه ممکن است خود راس

 ده وزن رئوس خواهند بود.دهنگذاری شوند که نشانبرچسب

باشد. مسیر، گشتی است که ها میای متناهی و متناوب از رئوس ویالگشت، دنباله . 3-2-1تعریف 

های متمایز نیز دارد. دور، مسیری است که رئوس ابتدائی و انتهائی بر هم های متمایز، راسعلاوه بر یال

 منطبق باشند.

 ست که بین هر دو رأس دلخواه آن یک مسیر وجود داشته باشد.. گراف همبند ،گرافی ا  4-2-1تعریف 

),(باشد و آن را با درخت، گرافی است که دور ندارد و ضمنا همبند نیز می.  5-2-1تعریف  EVT  نمایش

 دهند.می

فاصله بین نقاط .  6-2-1تعریف 










2

1

x

x
x  و
















2

1

i

i
i p

p
p  با درصفحه ipxd شود. نمایش داده می ,

 های مختلفی اندازه گیری کرد. ازجمله:توان توسط نرمنقطه را در صفحه می 2فاصله بین 

یا نرم مستطیلی: اگر 1lنرم -8










2

1

x

x
x  و
















2

1

i

i
i p

p
p  :آنگاه 

(8-8)    
21 211 ,, iiii pxpxpxlpxd  

 نیز گفته می شود. 8به این نرم اصلاحاً، منهتن نرم      

 یا نرم اقلیدسی:  2lنرم -2

(8-2)        222
2

12 1
,, iiii pxpxpxlpxd  

 : 2یا نرم چبیشف lنرم -3

                                                      
1Manhatan norm 
1Chebychev norm 
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(8-8)      
21 21 ,max,, iiii pxpxpxlpxd  

 

 محدب است هرگاه: fتابع  . 1-2-1تعریف  

(8-4)       fDxxxfxfxxf  212121 ,10)1()1(  

 .می با شد  fدامنه  fDکه    

 مقعر است هرگاه: fتابع  . 8-2-1تعریف 

(8-5)       fDxxxfxfxxf  212121 ,10)1()1(  

ه دلخواه ها( محدب است، اگر پاره خطی که هر دو نقطای از نقطهیک ناحیه )یا مجموعه.  9-2-1تعریف 

 کند، کاملا درون ناحیه قرار گیرد. در غیر اینصورت آن را به هم وصل می

 نامند.آن ناحیه  را غیر محدب می

nRSاگر .  11-2-1تعریف   2باشد، پوسته محدبS  که با)(SH شود، مجموعه تمام نشان داده می

 را بتوان بصورت زیر نوشت: xاست اگر و تنها اگر  SHx)(است به عبارت دیگر  Sت محدب ترکیبا

  
 



k

i

i

k

i

iii kixx

1 1

,...,1,0,1,  

Sxxxعددی صحیح است و  kکه  k ,...,, 21 

اشتراک تمام  SH)(است و همچنین  S، کوچکترین مجموعه محدب شامل SH)(به عبارت دیگر، 

 .است Sهای محدب شامل مجموعه

 

 

 

 

                                                                                                                                                                  
2convex hull 
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 دسته بندی مسائل مکانیابی -1-3  

 بندی نمود. انواع گوناگونی ازمسائلهای متفاوتی طبقهتوان به روشهای مکانیابی را میمسائل و مدل    

 مکانیابی تسهیلات وجود دارند که برخی از رده های مهم آن عبارتند از:

های تسهیلات ی نقاط تقاضا و مکانمسئله مکانیابی تسهیلات گسسته که در آن مجموعه (8

 باشد.مشخص می

مکان های  مسئله مکانیابی تسهیلات پیوسته که در آن مجموعه نقاط تقاضا مشخص ولی (2

 تسهیلات لزوماً مشخص نیستند. 

ها محدود ای که در یک شبکه تعداد معینی از اتصالات و گرهمسئله مکانیابی تسهیلات شبکه (8

 اند.شده

مسئله مکانیابی تسهیلات تصادفی که در آن برخی از پارامترهای تقاضا یا زمان سفر تصادفی  (4

 هستند.

ها عبارتند پذیرند. برخی از این مشخصههای گوناگونی صورت میها بر اساس مشخصهبندیاین طبقه     

 از:

 درختی یا گراف بودن مدل 

 تعداد مراکز استقرار 

 ساکن یا پویا بودن مدل 

 قطعی یا احتمالی بودن مدل 

 محدود بودن یا نبودن ظرفیت مراکز استقرار 

 :برخی ازعوامل موثر براین طبقه بندی ها ، نیزعبارتنداز 

 ای بودن مکان تسهیلاتای و یا ناحیهیلات جدید: تعداد، اندازه تسهیلات، نقطهمشخصات تسه 
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 مکان تسهیلات فعلی 

 ایها: خط مستقیم، اقلیدسی، پلهاندازه گیری فاصله 

 فضای جواب: تک بعدی، چند بعدی، پیوسته، گسسته، محدود، نامحدود 

 متغیری، قطعی/ احتمالی و...ی کیفی/ کمی، پارامتری/ تاثیر متقابل تسهیلات جدید رابطه 

 نوع هدف: مینیمم/ماکسیمم/ کمی/ کیفی 

شوند که های گوناگونی تقسیم میهای متعدد به دستهاما درحالت کلی مسائل مکانیابی با توجه به هدف

 کنیم.به  بعضی از آنها اشاره می

 1مساله مجموعه پوششی -1-3-1

زم برای سرویس دهی به تمام تقاضا بسیار زیاد است به علاوه دربسیاری از مسائل واقعی تعداد مراکز لا     

مدل مجموعه پوششی در مواجهه با این واقعیت که مقدار تقاضا در نقاط مختلف، متفاوت است به 

ارائه  2مجموعه پوششی ماکزیمالخورد. به منظور بر طرف کردن این نواقص ، مدل مکانیابی مشکلاتی برمی

تا در شبکه است  pدل قرار دادن تعداد از پیش تعیین شده ای از تسهیلات مثلا شود. که هدف این ممی

 [1های تقاضا پوشش داده شوند]ای که بیشترین گرهبه گونه

 

 

 

 

 

 

                                                      
1Set covering problem 
2 Maximum covering 
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 (1میانه ) مسئله وبر-pهای مدل -1-3-2

ای را مینیمم شود و یک معیار هزینهمکان انجام می pمرکز، در  pاین قبیل مسائل برای مکانیابی      

کند. هزینه ممکن است برحسب زمان، پول، تعداد سفر، مسافت کل یا هر مقیاس دیگری بیان شود. به می

یا  داقل مجموععلت این که در این گونه مسائل، هدف حداقل کردن هزینه کل است، با نام مسائل ح

 [.87،80مسئله وبر نیز مطرح است ]

 میانه -pبندی مساله فرمول -1-3-2-1

npppنقطه  nفرض کنید      ,...,, nwwwهای موجودند و به ترتیب دارای وزن21 ,...,, -هستند. می21

},,...,{ی خواهیم مجموعه 21 pxxxX  ای بیابیم تا مجموع فواصل وزنی را بگونهX  ،تا نقاط موجود

 نویسیمکمینه شود و به صورت زیر می

(8-6 )  


n

i

ii pXdw
1

,min 

و     pxdpXd i
Xxi

,min,


 

 مرکز  -pهایمدل -1-3-3

مرکز به منظور حداقل کردن حداکثر فاصله هر مرکز تا نقطه  pان این قبیل مسائل برای تعیین مک     

شوند. در واقع این تقاضایی که برای خدمت دادن به آن نقطه مورد تقاضا تعیین شده است، استفاده می

 عه مورد  گونه مسائل برای استقرار خدمات اورژانس، آتش نشانی، خدمات آمبولانس و مراکز پلیس در جام

 با عنوان مسائل مرکز-pگیرند. دراین مسائل تعداد مراکز از پیش مشخص است. مسائل استفاده قرار می

 . ]85[مینیماکس نیز معرفی می شوند

 

                                                      
1 Weber problem 
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 مرکز- pمسئله  -1-3-3-1

مرکز عرضه) کالا یا خدمات( در یک  pعبارت است از استقرار بهینه  مرکز-pمفهوم کلی مسئله      

ای که حداکثر فاصله) هزینه یا زمان( حمل کالا) خدمات( از ای از مراکز تقاضا( به گونهجامعه )مجموعه

مراکز عرضه به مراکز تقاضا حداقل گردد. به عبارت دیگر هدف، حداقل کردن حداکثر هزینه تامین تقاضا 

گیرد)یعنی مراکز عرضه و تقاضا هر باشد. در حالتی که مسئله بر روی شبکه انجام میه میاز مراکز عرض

مرکز عرضه روی یک شبکه به  pهایی از یک شبکه باشند( مسئله عبارت خواهد بود از یافتن کدام گره

 ای که حداکثر هزینه تامین تقاضا حداقل شود.گونه

دل ریاضی بدون بحث درمورد فواید آن کامل نیست. در این جا به طور خیلی مختصر به معرفی یک م      

توان برای اشاره می کنیم. تعدادی از کاربردهای بالقوه این مدل را می مرکز-pبرخی از کاربردهای مدل 

خدمات و اورژانس بیمارستانی  های خدمات اضطراری )همانندگیری درباره مکان ، استقرار سیستمتصمیم

)مانند  ها( مسائل توزیعهای دادهنشانی ، پلیس و...( شبکه ارتباطات کامپیوتری )مانند مکان، فایل،آتش 

های عمومی و دولتی )مانند مکان های صنعتی، انبارها و گاراژها( کاربردهای نظامی ، بخشکارخانه

های بانکی( و مکانیابی ) مانند حساب ابگاه( کاربردهای مالیها و خوهتل ها وموسسات دولتی ، پارکینگ

 های اتوبوس فهرست کرد.های پستی و ایستگاهصندوق

 اند، عبارتند از:شناسایی شده مرکز-pهای عمده ای که تاکنون در مورد مدل ویژگی

  روی سطح یا شبکه بودن مساله 

  ی بودن شبکهدرحالت شبکه، سیکلی یا درخت 

  محدود یا نامحدود بودن ظرفیت منابع 

  یکسان یا متفاوت بودن نوع مراکز تقاضا 

  یکسان یا متفاوت بودن نوع مراکز عرضه 
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 شود.آیا تقاضا لزوماً از نزدیکترین مرکز عرضه به نقطه تقاضا تامین می 

  ها دار بودن یا بدون وزن بودن تقاضاوزن 

  قطعی یا احتمالی بودن مدل 

  تک منظوره یا چند منظوره بودن تابع هدف 

البته آنچه در فوق به آن اشاره گردید، مجموعه خواصی است که از میان توابع مطالعه شده استخراج 

های جدید گردیده است. واضح است که این امکان نیز می تواند وجود داشته باشد که مسائلی با ویژگی

 های فوق الذکر باشند.از ویژگیمطرح شوند و یا مسائلی دارای ترکیبی 

 مرکز-pبندی مساله فرمول -1-3-3-2

npppنقطه  nفرض کنید      ,...,, nwwwهای موجودند و به ترتیب دارای وزن21 ,...,, -هستند. می21

},,...,{ی خواهیم مجموعه 21 pxxxX  ای بیابیم تا فاصله وزنی ونهرا بگX  تا دورترین نقطه موجود

 [.15,37نویسیم ]کمینه شود و به صورت زیر می

(8-7)  ii
ni

pXdw ,maxmin
,...,1

 

 اهداف مسائل مکانیابی -1-4

عیارهای بندی مها در شناسایی و اولویتهای مختلفی را در بر دارند. هدفمسائل مکانیابی، هدف     

-ها، اهمیت و نقش مهمی دارند. در یک تقسیمیابی و زیرمعیارهای آنگیری در یک مساله مکانتصمیم

دسته زیر  8ریزی ریاضی و بر حسب انواع تابع هدف، به های مسایل مکانیابی با رویکرد برنامهبندی هدف

 :] 89[ می توان اشاره کرد

 



11 

 

به نزدیکی هر چه بیشتر محل استقرار سرویس  ها اشاره: این هدف(pull)های کششی هدف -8

ترین مسائل مکانیابی دهنده )تسهیلات( به مشتریان و کمتر کردن مسافت دارند که شامل قدیمی

 های کششی دارند.شوند. در واقع مسائلی که تابع هدف آنها بصورت کمینه سازی است، هدفمی

گیرند و از اوایل مراکز نامطلوب را دربر می ها مسایل مکانیابی: این هدف(push)های فشاری هدف -2

بوجود آمدند. هدف در این مسائل، حداکثر کردن فاصله مراکز جدید از مراکز موجود  8079دهه 

معروف  8های مکانیکی مضرها ارائه شدند بعدها به مدلهایی که برای این نوع هدفاست. مدل

ها برای دفن زباله است که در آن، یکی از هدفها، یافتن مکان مناسب شدند. مثال برای این هدف

 بهینه کردن فاصله این مکان از مناطق مسکونی است.

هایی هستند که تلاش در متعادل ساختن مسافت بین : هدف(Balancing)های متعادل هدف -8

ها بیشتر در یابی به برابری است. این هدفها دستمراکز و مشتریان دارند و هدف اصلی آن

های عمومی کاربرد دارند. جایی که هدف برقراری عدالت بین افراد است. مانند گیریتصمیم

 شود.متعادل کردن حجم کاری مراکز پلیس که سبب متعادل شدن ارائه خدمات به متقاضیان می

 اشتباهات متداول در مطالعات مکانیابی -1-5

خواهد داشت که گاهی منجر به تغییر محل ضررهای جبران ناپذیری به دنبال  اشتباه در تعیین محل،     

-)مثلا کارخانه( می های زیاد شده، یا به رکود و تعطیلی سرویس دهندهسرویس دهنده با صرف هزینه

 چه از ما خواسته میآید که تعریف درستی از آنانجامد. عموماً اشتباه در تعیین محل، هنگامی پیش می

 

 

 

                                                      
1 Noxious location models 
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-دیگری  نیز وجود دارد که حتی مدیران زیرک نیز دچار آن می هایشود در دست نباشد. ولی اشتباه

 گیری در ها برای توجه بیشتر مدیران، محققان و افراد کلیدی و تصمیمشوند. برخی از این نوع اشتباه

 : ]48[شودمسائل مکانیابی به این شرح بیان می

 ها.فقدان بازرسی و شرح دقیق عوامل و نیازمندی -8

 های طرح.شرایط مورد نیاز و بررسی ناقص نیازمندیپوشی از بعضی چشم -2

 علایق شخصی یا تعصبات مسئولان در پذیرش حقایق و دلایل منطقی و علمی. -8

 مقاومت مدیران اجرایی در انتقال به محل جدید -4

هایی که به تازگی توجه بیش از  اندازه به نواحی شلوغ و صنعتی و در نتیجه نادیده گرفتن ناحیه -5

 یا در شرف صنعتی شدن قرار دارند. صنعتی شده و

 های ارزان یا رایگانهای زمین و در نتیجه انتخاب زمینتوجه بیش از اندازه به هزینه -6

 توجهی به هزینه حمل و نقل و عدم برآورد درست آنبی -7

قضاوت در مورد نیروی  انسانی بالقوه بر مبنای نرخ دستمزد و بدون توجه به کارائی، مهارت،  -1

 اریخچه کارگری و سایر عوامل موثر در انتخاب نیروی انسانیسابقه و ت

ای که جذب نیروی متخصص بسیار ای با سطح فرهنگ و تحصیلات پایین به گونهانتخاب جامعه -0

 مشکل باشد.

 توجهی به آن پا فشاری در منافع آنی و کوتاه مدت و بی -89

های حمل و نقل، مواد خام و بازار، شیوه ها در موردکافی نبودن اطلاعات و یا نادرست بودن آن -88

 ها تاثیر دارند.سایر عوامل که در برآورد هزینه

 عوامل محیطی از جمله فشارهای سیاسی -82

 گیری مکانیابیهای تصمیمها و تکنیکخطا در به کارگیری روش -88
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 گیریبندی) وزن دهی( مناسب به معیارهای تصمیمعدم اولویت -84

 عات دقیق و کلی در زمینه معیارهای مورد نظرنبود اطلا -85

 های مکانیابیتوجهی به استراتژیک بودن و اثرات بلند مدت تصمیمبی -86

ها، رشد تقاضا، به هم خوردن توازن ها، فرصتتوجهی به تغییر و تحولات آینده ) تهدیدبی -87

 مناطق (

 در نظر نگرفتن تغییرات سازمانی لازمه مکانیابی -81

ابراین انجام مطالعات مکانیابی درست و مناسب، علاوه برتاثیر اقتصادی، اثرات اجتماعی، محیط زیستی بن 

 و فرهنگی را باعث خواهد شد.

 های احتمال خاص توزیع -1-6

ست از دامنه آن به بازه تابعی ا  Xیک متغیر تصادفی دلخواه است  توزیع احتمال  Xفرض کنید    

 1,0به طوری که احتمال رخ دادن پیشامد ،xX }  {   را به ازای هرRx  دهد. و بصورت می  نشان

 شوددقیق به شکل زیر نمایش داده می

(8-1)  xXPxFX )( 

جا که در این گیرد. از آنگسسته یا پیوسته باشد توزیع، گسسته یا پیوسته نام می Xبر اساس اینکه

تحقیق، مکانیابی را بصورت احتمالی مورد بحث قرار دادیم لازم است توضیحی مختصر در مورد تابع 

 .]49[های بکار رفته، داده شودتوزیع
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 توزیع برنولی -1-6-1

گرفته شده است.  8زیعی گسسته است که نام آن از نام دانشمند سوئیسی ژاکوب برنولیتوزیع برنولی تو    

و  pها به ترتیب . و احتمال آن"شکست "و  "پیروزی"اگر آزمایشی تصاذفی دو برآمد داشته باشد، 

pq 1 .باشند، آنگاه نتیجه  آزمایش، توزیع برنولی دارد 

توزیع برنولی دارد، و به آن عنوان متغیر  k}1,0{ی با گستره Xمتغیر تصادفی  ه صورت نمادی:ب

 شود اگر و تنها اگر تابع توزیع احتمال آن بصورت زیر باشد تصادفی برنولی داده می

(8-0) .
















11

10

00

)(

kfor

kforq

kfor

xF 

 به صورت زیر باشد و تابع جرم احتمال آن نیز 

(8-89) .









0

1
)(

kifq

kifp
xf 

 است. pqو واریانس آن   pمیانگین توزیع برنولی

 توزیع یکنواخت -1-6-2

دربازه  Xمتغیر       ba,،  و تنها اگر تابع توزیع احتمال آن متغیر تصادفی یکنواخت پیوسته است اگر

 بصورت زیر باشد

 

 

 

                                                      
1Jokob bernoulli 
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(8-88) .



















bxfor

bxafor
ab

ax
axfor

xF

1

0

)( 

 

 و  تابع جرم احتمال آن نیز بصورت زیر باشد

(8-82) 











 bxafor
ab

wo

xf
1

.0

)( 

پیوسته استاندارد گویند.  باشد، آنگاه توزیع یکنواخت پیوسته را توزیع یکنواخت 1bو  0aهرگاه 

میانگین توزیع یکنواخت برابر 
2

ba   و واریانس آن 
12

2
ab  .است 

 توزیع نرمال -1-6-3

معرفی شد. این مقاله در دومین  8ای توسط آبراهام دمواردر مقاله 8788توزیع نرمال ابتدا در سال      

های  nای برای های دو جملهتخمین قطعی توزیع"درقسمت  "هاانسقانون اساسی ش"ویرایش از 

های احتمالاتی مجددا به چاپ رسید. توزیع نرمال یا توزیع گاوسی یکی از توزیع 8781درسال  "بزرگ

نرمال به  شود. به علت شباهت نمودار توزیعپیوسته است. این توزیع با  میانگین و واریانس آن توصیف می

شود. دلیل اهمیت توزیع نرمال از وجود قضیه حد مرکزی ای نیز گفته میزنگوله به آن انحنای زنگوله

شود.  بر اساس قضیه ی حد مرکزی هنگامی که تعداد بسیار زیادی متغیر تصادفی با توزیع ناشی می

کند. هایی به توزیع نرمال میل میدلخواه )واریانس محدود( را با هم جمع کنیم و میانگین بگیریم، توزیع ن

های تصادفی هستیم، نتیجه نهایی با به همین خاطر هنگامی که شاهد تاثیرحجمی بسیاری از پدیده

                                                      
1 Demoar 
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توزیع نرمال قابل توصیف است. به تجربه ثابت شده است که در دنیای اطراف ما توابع بسیاری از 

 کنند.متغیرهای طبیعی از همین تابع پیروی می

 توزیع نرمال یک متغیره -1-6-3-1

دارای توزیع نرمال است و به آن متغیر تصادفی نرمال اطلاق می شود، اگر وتنها  Xمتغیر تصادفی      

 اگر تابع چگالی احتمال آن بصورت زیر باشد:

(8-88) .







 


xexf

x
2

2

1

2

1
)( 




 

 به ترتیب میانگین و انحراف معیار توزیع نرمالند. و  که درآن  

 توزیع نرمال استاندارد -1-6-3-2

 نامند.، را توزیع نرمال استاندارد می1و  0توزیع نرمال با 

باشد، آنگاه  و انحراف معیار  دارای توزیع نرمال با میانگین  X: اگر قضیه





X
Z  توزیع نرمال

 استاندارد دارد.

 توزیع نرمال دو متغیره -1-6-3-3

ها متغیرهای تصادفی که توأماً ناند و به آدارای توزیع نرمال دو متغیره Yو Xجفت متغیر تصادفی      

شود، اگر و تنها اگر چگالی احتمال توأمشان برای اند اطلاق میبه صورت نرمال توزیع شده

 x  و y :بصورت زیر باشد 
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(8-84) .
2

21

2
)1(2

1
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2

2

2
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1

1

2

1

1
2
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
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





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
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e
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هستند.  Yو Xهای متغیرهای تصادفی ها و میانگینبه ترتیب انحراف معیار ,21و  ,21که در آن  

11و    شود که چگونگی تغییر توأم ضریب همبستگی نامیده میX وY کند و ی میرا اندازه گیر

 شودتوسط رابطه زیر داده می

(8-85) 
21

),(




YXCov
 

),(0مستقل باشند آنگاه  YوXاگر متغیرهای   YXCov  0و در این حالت متغیرهای تصادفی را .

 گویند.ناهمبسته می

 زیع نرمال چند متغیرهتو -1-6-3-4

),...,(های تصادفی بردار متغیر      1 nxxX   دارای توزیع نرمالn  متغیره است اگر و تنها اگر چگالی

احتمال توأم آن برای 
 ni
ix

1

 بصورت زیر باشد: 

(8-86) 
   








XTX

n
exf

1

2

1

)2(

1
)( 

 شود:ماتریس واریانس کواریانس است و به صورت زیر تعریف می که 
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  متغیرتصادفیمیانگین i
X است. 
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 مرکز احتمالی روی شبکه -1مساله 
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 مقدمه -2-1

[. و یک الگوریتم با 87بندی شد]مساله تک مرکزی روی یک شبکه در ابتدا توسط حکیمی فرمول     

برای پیدا کردن یک مرکز روی یک درخت توسط  )ها استتعداد گره n) که  nO)(پیچیدگی زمانی 

ها است( برای تعداد یال m) mnO)(زمانی [. سپس مسئله با یک الگوریتم با پیچیدگی28هندلر ارائه شد]

[. یک بحث 25پیدا کردن یک تک مرکز روی یک شبکه معمولی توسط کریو و حکیمی توسعه داده شد]

یک  2[. فرانک27ارائه شده است] 8و فرانسیس ی تک مرکزی توسط میرچندانیدیگر از متغیرهای مساله

ها بصورت نرمال توزیع دهنده روی شبکه، هنگامی که وزنای و تک مرکزی با یک سرویسک میانهمساله ت

و همکارانش مساله تک  8. برمن]86[اند و متغیرهای تصادفی مستقل هستند را بررسی کرده استشده

[. یک 4،5ها و روی صفحه مورد مطالعه قرار دادند]های توزیع شده مستقل روی شبکهمرکزی را با وزن

 2992در سال  4های تصادفی روی شبکه در فصلی از کتاب برمن و کراستجدید نظر وسیع از بقیه مدل

 [.8داده شده است]

ها بصورت تصادفی و نه قطعی در این بخش یک مساله تک مرکزی روی شبکه، هنگامی که سرعت     

ها، هدف دن مشتریان ساکن در گرهگیریم که با داشتن یک زمان مطلوب برای رسیهستند را در نظر می

ها در این محدوده زمانی دهی است بطوریکه احتمال اینکه تمام این گرهیافتن مکانی برای نوعی سرویس

قرار بگیرند به حداکثر برسد.)اگر شبکه ی مورد نظر را یک استان و گره های آن را شهرستان های  موجود 

 های شبکه را می توان مسافت بین دو شهر در نظرگرفت(. آن  استان در نظر بگیریم آنگاه یال  در

   

                                                      
1 Francis 
2 Frank 
1 Berman 
4 Krass 
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هایی که مشتریان در آن قرار ی تمامی گرهیال در نظر بگیرید. مجموعه m گره و  nیک شبکه را با     

ست و بصورت تصادفی است. سرعت حرکت روی هر یال ثابت نی Eها و مجموعه تمامی یال Vدارند 

توزیع شده است. فرض بر این است که معکوس سرعت بصورت نرمال توزیع شده است بطوریکه زمانی که 

-روی یال شود بصورت نرمال توزیع شده است. همچنین سرعتبرای حرکت در امتداد یک یال صرف می

شتری مسیری را به سمت های مختلف لزوماً مستقل نیستند و ممکن است به هم وابسته باشند. یک م

کند بدون اینکه بداند چه سرعتی روی هر یال وجود دارد. بنابراین دهنده یا برعکس انتخاب میسرویس

ی درختی  شود . برای مثال روی یک شبکهمسیر مطابق با زمان سفر انتظار رفته روی هر یال انتخاب می

براین کاربر هیچ انتخابی برای یک مسیر ندارد. دهنده و گره وجود دارد و بناتنها یک مسیر بین سرویس

شود تا سرویس دهنده به یک دهنده، زمانی که صرف میی تک سرویسبرای مکانیابی ارائه شده

دهنده به همه مشتری)گره( برسد بصورت نرمال توزیع شده است. حداکثر زمان لازم برای رسیدن سرویس

عنوان یک ماکسیمم از توزیعات نرمال وابسته بهم است.  ها نیز یک متغیر تصادفی توزیع شده بهگره

باشیم. و احتمال اینکه ما به  Tمطلوب این است که ما قادر به رسیدن به هر گره در یک آستانه زمانی 

برسیم، باید به حداکثر برسد و این معادل با به حداکثر رسانی احتمال  Tها درون حد آستانه تمامی گره

 تجاوز نکند. Tها از محدوده زمانی  ی گرهدهی برای همهداکثر سرویساین است که زمان ح

 گرفته شده است. ]2[مطالب این فصل از مرجع 

 تجزیه و تحلیل مساله -2-1

miبرای  i: طول یال idها، : تعدادیالmها، ه: تعدادگر nفرض کنید      ,...,1 ،kt توزیع معکوس :

، kسرعت روی یال
k میانگین :kt  برایmk ,...,1 ،

k انحراف معیار :kt  برایmk ,...,1 ،
ij ضریب : 
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و   itهمبستگی بین 
jt ،Tها باشد. زمانی که صرف میشود تا از : زمان مطلوب برای رسیدن به تمامی گره

است که بصورت نرمال توزیع شده است فرض بر این است  ilTبرسیم، یک متغیر تصادفی  l به گره iگره 

های مورد نظر ترین مسیر با استفاده از سرعتکنند در امتداد کوتاهمتصل می lرا به  iهایی که گرهیال

)(21 ,...,, lmiii  :باشند. حال روابط زیر را داریم 

(2-8) 




)(

1

lm

r

iiil rr
dtT 

 (2-2) 




)(

1

)(

lm

r

iiil rr
dTE  

(2-8) 
( ) ( )

1 1

( )
r r s s r s

m l m l

il i i i i i i

r s

Var T d d  

 

   

)(که  ilTE  و)( ilTVar  به ترتیب امید ریاضی و واریانسilT .هستند 

 تابع هدف مساله -2-2

 xکند. فرض کنید نقطه را بهم متصل می jو  iهای در نظر بگیرید که گره kروی یال  xیک نقطه      

شود تا از نقطه داشته باشد. زمانی که سپری می kdاز طول یال  1با یک نسبت  iی ای از گرهفاصله

x ی به گرهl  برسیم برابر با زمان رسیدن از گرهi ی به گرهl علاوه زمان از بx  بهj  است، یا زمان

را انتخاب  lبه  xترین مسیر از است. بنابراین کوتاه iبه  xبعلاوه زمان از  lی به گره jرسیدن از گره 

های درخت تا تمام گره xکنیم. برای مثال اگر شبکه یک درخت باشد، ماکسیمم فاصله از نقطه می

ی به تا دورترین برگ است. به این خاطر که یک گره که برگ نیست توسط یال xی نقطه بصورت فاصله

ها نسبت به مجموعه از دورترین گرهیابد. در یک شبکه، یک زیریک برگ منتهی شده و فاصله افزایش می

 کند.را تعیین می xN)(ی دهیم. روش ساده زیر، مجموعهنمایش می xN)(وجود دارد که آن را با xی گره

NxNبا  .8 )( .شروع کنید 
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 ی انتخاب شده موارد زیر را در نظر گرفت:ها رفت و برای هر گرهباید به تمامی گره .2

 ها را که در سر راه گره انتخاب شده قرار دارند، باید تعیین کرد.تمامی گره 

 ی روی مسیر هاتمامی گره)(xN شوند.حذف می 

 هستند. xیک زیر مجموعه از دورترین گر ه ها نسبت به گره  xN)(ده در های باقی مانگره .8

، با توجه به این که هر ترکیب خطی از متغیر های نرمال ، دارای توزیع نرمال است ،  xNl)(برای هر 

xT)(ای که با توزیع نرمال حاشیه l آید:شود با تعریف زیر بدست مینشان داده می 

(2-4) .




)(

1

)(

lm

r

kkliil tddtxT
rr

 

عبور کند  iی از گره lی به گره xروی آن قرار دارد. اگر مسیر از  xیالی است که نقطه  kکه در آن 

شود و تعیین می iتوسط گره  lm)(و مقدار  riآنگاه دنباله  l و اگر مسیر از .x ی به گرهl ی از گره

j  عبور کند آنگاه دنبالهri  و مقدار)(lm  توسط گرهj شود و تعیین می 1l تابع هدف در نقطه .

xشود:، که باید به حداکثر برسد توسط رابطه زیر داده می 

(2-5 )  

















TxTPxf l

xNl

r )()(
)(


 

متغیره است که از نظر ابعاد معادل ، احتمالی از یک توزیع نرمال چندxتابع هدف در نقطه ارائه شده 

)(xn  عدد اصلی()(xN.است و بنابراین روابط زیر بدست می آیند ) 
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 شود:بصورت زیر محاسبه می xTs)(و  xTr)(کواریانس بین 
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 شود:به مینیز بصورت زیر محاس rsRیعنی  xTs)(و  xTr)(ضریب همبستگی بین 

(2-0) 
))(())((
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xTVarxTVar

xTxTCov
R

sr
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rs 

 

، از توزیع نرمال چند متغیره  بصورت Rماتریس همبستگی  )(, xNsrRR rs  .است 

 

 محاسبه تابع هدف مسئله -2-3

ره بیان شود. ابتدا شرط متغیتواند توسط احتمالات نرمال چند( می5-2در مسئله ) xf)(تابع هدف      

TxTl )(  با تعریف
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xTVar

xTET
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l
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 شودوبنابراین استاندارد می
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را داریم.  

یک توزیع نرمال استاندارد تک متغیره است و توزیع نرمال چند متغیره بر اساس یک  lZکه در آن 

را بردار متغیرهای  Zاست. اگرRگی ماتریس همبست )(21 ,...,, xnzzz ، قرار دهیمf  با استفاده از

 زیر قابل محاسبه  می باشد: رابطه
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




)( 11

1)(
2

1
-

)(
...e...

)2(

1
)(

xn T
h

xn

ZRZ
h

xn
dzdz

R
xf


 

مراجعه کنید. احتمالات  ]88،82[هایی به است. برای محاسبه چنین انتگرال Rدترمینان  Rکه در آن 

یا کمتر  6ثانیه برای ابعاد  8، با استفاده از کامپیوتر در کمتر از 410متغیره برای یک دقتنرمال چند

کند. احتمالات توزیع های نرمال رشد می بصورت نمائی 7شود. زمان اجرا برای ابعاد بیشتر از محاسبه می

نقطه  89هائی تا بیش از و این یعنی مسئلهشوند دقیقه محاسبه می 2در حدود  89چند متغیره با ابعاد 

 سازی شوند.توانند به راحتی بهینهراسی می
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 های کاهشیطرح -2-4

کاهشی وجود دارد که یک تخمین خوب برای احتمال های ، طرح89های بیشتر از برای تعداد گره


















ll

xNl

r hZPxf 
)(

)(
توانند به عنوان نیز می 89های کمتر از دهد. دو طرح اول برای تعداد گرهارائه می 

 کار برده شوند. دهنده زمان اجرا بهکاهش

)(0وجود داشته باشد، آنگاه  4lhاگر یک  .8  llr hZP  و ما نیاز به محاسبه انتگرال و

 نداریم. 0Pاستفاده از 

نظر کرد. زیرا توان از این متغیر صرف، آنگاه می4lhها،lاگر برای برخی از .2

1)(  llr hZP کند.است. بنابراین ابعاد انتگرال کاهش پیدا می 

ها lhتواند توسط حذف بزرگترین است، احتمال می 89اگر ابعاد باقی مانده هنوز بزرگتر از  .8

مانده متغیر باقی 89کاهش یابد، احتمال بر اساس  89برآورد شود، تا زمانی که ابعاد به 

)(شود و سپس در  محاسبه می llr hZP   برایlhشود که هر های حذف شده ضرب می

 شوند.یک توسط توزیع نرمال تک متغیره محاسبه می

 یافتن یک کران بالا روی یک بازه -2-5

ی یک بازه      yx,  را روی یالk گیریم(.  در نظر بگیرید )یک بازه را روی بیش از یک یال در نظر نمی

)()(تواند تمام یال باشد. برای هر زه میاین با yNxNi ترین مسیر را برای تمامی نقاط در ، کوتاه

 yx,  به سمت گرهi کنیم. حال با توجه به فاصله نقطه مورد نظر در بازه پیدا می yx, های دواز گره 

ترین مسیر در محاسبه شود. این کوتاهپیدا می iترین مسیر برای این نقطه به سمت گره ، کوتاهkسر یال 

شود. احتمال بدست آمده، یک کران بالا برای تمامی نقاط بازه (  استفاده می5-2تابع هدف ) yx, .است 
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 حل مسئلهالگوریتم  -2-6

 دهد.می روش شاخه و کران زیر، جواب بهینه را با دقت 

 ها محاسبه کنید.را، برای تمامی یال iUBها است. کران بالا، شامل تمامی یال Sی مجموعه .8

و  LBئی محاسبه کرده و آن را کران پائین، مقدار تابع هدف را در مرکز بازه با بیشترین کران بالا .2

*x .را مرکز آن بازه بنامید 

ها هائی را که در آنتمامی بازه Sاز مجموعه  .8 LBUBi .هستند را حذف کنید 

 به عنوان جواب متوقف کنید. x*و  LBالگوریتم را با تهی است  Sاگر مجموعه  .4

 انتخاب کنید و آنرا از مرکز به دو بازه تقسیم کنید. iUBبا کوچکترین  Sای را در بازه .5

 نید.خذف ک Sبازه قدیمی را از  .6

 ی جدید محاسبه کنید.کران بالا را برای دو بازه .7

 شود.باشد، بازه مربوطه نادیده گرفته می LBهای بالا کمتر از اگر هر کدام از این کران .1

به کنید اضافه کنید و مقدار تابع هدف را در مرکز بازه محاس Sدر غیراین صورت بازه جدید را به  .0

 قدیمی را با مقادیر جدید جایگزین کنید. x*و  LBو 

 بروید. 4بروید در غیر این صورت به گام  8قدیمی با مقدار جدید جایگزین شد به گام  LBاگر  .89
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است . تعداد  8ر نظر بگیرید.  طول هر یال ( را د8-2.  شبکه درختی نشان داده شده در شکل )1-2مثال 

  9.2و انحراف معیار  8است. فرض کنید معکوس سرعت روی هر یال داری میانگین  88های انتهائی برگ

 4با یک فاصله ماکسیمم  84، گره 8های معادل است. جواب تک مرکزی قطعی مسئله با تمام سرعت

تجاوز  2.4,0.4T,...,0.5برای  Tها از اصله حداکثر آنکنیم که فاست. حال احتمالاتی را محاسبه می

 2کند. فرض بر این است که ضریب همبستگی بین هر یک از دو یال صفر است. تنها طرح کاهشی نمی

ود بالائی در جدول شود و بنابراین  هیچ تقریبی نیاز نیست. این حد( اجرا می4lh)حذف متغیرهای با

باشد. این به می 88-84است و بعدی یال  84-2نشان داده شده است. بالاترین کران بالا برای یال  2-8

است. سپس مقدار تابع هدف  84رود زیرا راه حل گسسته بهینه در گره همان شکلی است که انتظار می

ه شده است. طبق الگوریتم کران پایین  آورد 2-2شود. این نتایج در جدول در مرکز هر یال محاسبه می

کنار  88-84و  2-84ها بجز باشد. همه یالمی Tبرای هر مقدار 2-84ی مقدار تابع هدف در مرکز بازه

است. در  کوچکتر Tشوند. زیرا کران بالای آنها از کران پایین بدست آمده به ازای هر مقدار گذاشته می

باشد که این فاصله برای هفت گره ها چهار واحد میبهینه سازی گسسته، بیشترین فاصله تا بقیه گره

 8-2: شبکه برای مثال 8-2شکل
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افتد، که پنج تای آنها در در سمت راست و تنها دو تای آنها در سمت چپ قرار دارند. به خاطر اتفاق می

ی م جواب بهتر برای این مسالهدهیهای مرکزی، احتمال میهای بالا و جواباین عدم تعادل و کران

، تر شدن رفتار تابع هدفکند. برای روشنرا به هم وصل می 84و  2های احتمالی، روی یالی باشد که گره

، 9.98های با طول گام 84ی به سمت گره 2ی با شروع از گره 2-84نقطه روی یال  898احتمال را برای 

( یک ماکسیمم محلی وجود دارد. این اطلاعات 9.98ی به طول هاها )بازهکنیم. در همه حالتمحاسبه می

 نشان داده شده است. 8-2در جدول 

 هاکران بالا برای همه یال :8-2جدول 

 یال کـــران بـــالا

5.9T 4.1T 4.6T 4.4T 4.2T 4.9T j i 

9.0176 9.0559 9.1790 9.7970 9.4772 9.2468 84 2 

9 9 9 9 9 9 81 82 

9 9 9 9 9 9 85 82 

9 9 9 9 9 9 82 89 

9 9 9 9 9 9 86 89 

9 9 9 9 9 9 88 89 

9 9 9 9 9 9 87 89 

9.9606 9.9841 9.9980 9.9998 9 9 88 89 

9.0788 9.0992 9.7872 9.4701 9.2802 9.9622 84 88 

9.2454 9.8998 9.921 9.9941 9.9994 9 8 2 

9.2454 9.8998 9.921 9.9941 9.9994 9 2 8 

9.9998 9 9 9 9 9 5 8 

9.9998 9 9 9 9 9 6 8 

9.9998 9 9 9 9 9 4 8 

9 9 9 9 9 9 29 4 

9 9 9 9 9 9 80 6 

9 9 9 9 9 9 7 5 

9 9 9 9 9 9 1 5 

9 9 9 9 9 9 0 5 
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دارد و  Tگیرد. جواب بهینه بستگی به آستانه زمانی قرار می 2-84ی ای بین گرهجواب بهینه در بازه

 کند.کند هنگامی که آستانه زمانی افزایش پیدا میحرکت می 84ی نزدیکتر به گره

 : مقدار تابع هدف در مرکز هر یال2-2جدول 

 یال مقــدار در مــرکــز

5.9T 4.1T 4.6T 4.4T 4.2T 4.9T j i 

9.7107 9.5027 9.8686 9.8661 9.9588 9.9898 84 2 

9 9 9 9 9 9 81 82 

9 9 9 9 9 9 85 82 

9 9 9 9 9 9 82 89 

9 9 9 9 9 9 86 89 

9 9 9 9 9 9 88 89 

9 9 9 9 9 9 87 89 

9.9988 9.998 9 9 9 9 88 89 

9.6909 9.8408 9.8498 9.9868 9.9955 9.9995 84 88 

9.9865 9.9927 9.9998 9 9 9 8 2 

9.9865 9.9927 9.9998 9 9 9 2 8 

9 9 9 9 9 9 5 8 

9 9 9 9 9 9 6 8 

9 9 9 9 9 9 4 8 

9 9 9 9 9 9 29 4 

9 9 9 9 9 9 80 6 

9 9 9 9 9 9 7 5 

9 9 9 9 9 9 1 5 

9 9 9 9 9 9 0 5 
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 2-84: بیشترین احتمال روی یال 8-2جدول: 

 T موقعیت ماکسیمم مقدار

9.9155 9.18 4.9 

9.2582 9.16 4.2 

9.5929 9.11 4.4 

9.7444 9.09 4.6 

9.0998 9.08 4.1 

9.0792 9.08 5.9 
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 اکس احتمالی روی صفحهمسئله مکانیابی مینیم
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اند، اما ها داده نشدهدار در صفحه، هنگامی که وزندر این فصل یک مسئله مکانیابی مینیماکس وزن     

شود هنگامی که تابع هدف ثابت می .کنیماغلب دارای توزیع یکنواخت مستقل هستند را بررسی می

و در صورتی که تابع هدف محدب نیست از  های آسان حل شودتوسط روش تواندمحدب است مسئله می

 کنیم.روش مثلثی کردن استفاده می

ارز با پیدا کردن کوچکترین های نامعین )که هماولین کار در مورد مساله مینیماکس در صفحه با وزن     

ل [. و اولین تکنیک ح85نسبت داده شده است] 8دایره است که همه نقاط تقاضا را بپوشاند( به سیلوستر

دار توسط هرن [. مسئله مینیماکس وزن84ارائه شد] 8072در سال  2هرن بوسیله الزینگ و موثر کارآمد و

اند ها داده شدهها فرض شده است وزنهمه این مدل به هر حال در .]24[حل شد 8012ویجی درسال  و

مورد توجه  7807درسال  8های تصادفی برای مسائل مسطح توسط وسولوسکیو تصادفی نیستند. وزن

 .[80بوده  است]

 مکانیابی در صفحه با احتمال مینیمم-3-1

های متناظر با هر یک از شوند ولی وزندر این نوع مسائل یک مجموعه از نقاط در صفحه داده می     

ی ها دارای توزیع یکنواخت در یک بازهنقاط تقاضا مشخص نیست. فرض بر این است که هر کدام از وزن

تواند به عنوان یک تقریب از بقیه تر است و میباشند، زیرا تحلیل یک توزیع یکنواخت آسان داده شده

 ها بکار گرفته شود. توزیع

شود و هدف ماکسیمم کردن احتمال آن است که بیشترین فاصله وزنی از یک محدوده تعریف می     

های اساساً برای مکانیابی محل این قبیل مسائل، سرویس دهنده، از محدوده داده شده تجاوز نکند.

شود. برای ها، آمبولانس و غیره بکار گرفته مینشانی ، بیمارستانهای آتشاضطراری همچون ایستگاه

                                                      
1 Sylvester 
2 Herren 
3 Wesolowsky 
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خواهیم مکانیابی چنین محلی، هدف مینیمم کردن ماکسیمم فاصله به همه نقاط تقاضا است چون می

 راهم کنیم.دهی ممکن را به دورترین نقطه تقاضا فبهترین سرویس

 [ گرفته شده است.88[ و ]5مطالب این فصل از مراجع ]

 تعریف مسئله-3-2

niبه ازای  iwفزض کنید       ,...,1 ،از نقطه  تقاضای تعداد تقاضا برای سرویسi  باشد. بعلاوه فرض

],[ر تصادفی یکنواخت در بازه متغی iwکنید  ii ba و همچنین  باشدiw  ها  دو بدو مستقل باشند. فاصله

),(و  iاقلیدسی بین نقطه تقاضای  yxX   را با)(xdi دهیم.نشان می 

های محدب بخوبی برقرار است. هدف پیدا تایج این بخش برای اکثر فاصلهتوجه داشته باشید که اکثر ن

دهی به دهی است بطوریکه احتمال اینکه بیشترین فاصله وزنی از مکان سرویسکردن یک مکان سرویس

-سرویس، تجاوز کند، مینیمم شود. ماکسیمم فاصله وزنی بین مکان Tهمه نقاط تقاضا از یک محدوده 

 شود یعنی داریمتعریف می MAXدهی و همه نقاط تقاضا به عنوان

(8-8 ) )}({max
,..,1

XdwMAX ii
ni

  

ها متغیرهای تصادفی هستند، ماکسیمم  فاصله وزنی یک متغیر تصادفی برای یک مکان داده چون وزن

 دارای یک توزیع احتمال است.  Xشده 

 به عبارتی داریم:

(8-2) .
)(

1})({max)(

1
,..,1


























n

i i
iii

ni Xd

T
wPTXdwPTMAXP
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ها متغیرهای تصادفی یکنواخت روی بازه iwچون  ii ba  هستند پس ,

(8-8) 
































 .

,)(,0

,)(,1

)()(,
))((

)(

)(
ii

ii

iiii
iii

ii

i
i

aXdT

bXdT

bXdTaXd
abXd

aXdT

Xd

T
wP 

 بنابراین هدف ما، ماکسیمم کردن عبارت زیر است

(8-4) .
)(

)(

1
















n

i i
i

Xd

T
wPXF 

 زیر برقرار است. هایحال لم

TXdaاگر  .1-3لم  ii
niX




)}}({max{min
1

( با مقدار 4-8آنگاه هر نقطه در صفحه یک جواب مسئله ) ،

 بهینه صفر است.

TXdaاگر  اثبات: ii
niX




)}}({max{min
1

X، TXdaآنگاه برای هر نقطه  ، ii
ni




)}({max
1

که این یعنی  ،

0وجود دارد بطوریکه  iیک ،Xبرای هر 
)(













Xd

T
wP

i
i.  یعنی به ازای هرX، 0)( XF. 

TXdbاگر   .2-3لم  ii
niX




)}}({max{min
1

-8آنگاه جواب این مسئله مینیمم سازی یک جواب مسئله ) ،

 .8( است با مقدار بهینه 4

TXdb: جواب مسئله مینیمم سازی در رابطه باتاث ii )(  به ازای هرi، کند و بنابراین صدق می

1)( XF. 

 را بصورت زیر در نظر بگیرید Sمجموعه

(8-5)  .)(| iTXdaXS ii  
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تمام صفحه است. در ادامه ما این موضوع را  Sمجموعه ، i، 0ia توجه کنید هنگامی که به ازای هر

TXdbگیریم. هنگامی که به خاطر آسانی ارائه نادیده می ii
niX




)}}({max{min
1

و اگر این  .Sآنگاه  

فقط شامل یک نقطه است، زیرا جواب مسئله مینیمم سازی یکتا  Sه قید بصورت تساوی درآید، آنگا

دارای یک ناحیه درونی باشد و در بیرون و روی مجموعه  Sکنیم مجموعه است. از هم اکنون ما فرض می

S  0داریم)( XFو داخل مجموعه S  0داریم)( XF. 

 یک مجموعه محدب است. S. مجموعه 3-3لم 

هائی با شعاع اشتراک دایره Sمجموعه  اثبات:
ia

T  یا همه صفحه اگر به ازای هر( .استi،0ia که در )

 محدب است. Sهر صورت مجموعه 

TXdbبرقرار نباشد )یعنی 8اگر شرط لم  ii
niX




)}}({max{min
1

 S(، آنگاه جواب بهینه باید در مجموعه 

 ،iقرار داردیعنی به ازای هر  Sموعه در مج Xکنیم نقطه باشد. در ادامه این بخش فرض می

TXda ii )( . 

 بندی شود.تواند بصورت زیر فرمولمسئله می

(8-6)    .
))((

)(
,1minmax

1




 












n

i iii

ii

SX abXd

aXdT
XF 

فرض کنید
)(ln)( XFXG 

. چون تابع 
ln(.)

بندی دیگر     ی است، یک فرمولیک تابع اکیداً صعود 

 آید. می تواند بصورت زیر به دست 

 .
))((

)(
,0min)(max

1




 

























n

i iii

ii

SX abXd

aXdT
LnXG 

)()(و اگر تعریف کنیم  XGXH ، :آنگاه 
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(8-7 )   .
)(

))((
,0maxmin

1



























n

i ii

iii

SX aXdT

abXd
LnXH 

حال اگر 






















ii

iii
i

aXdT

abXd
Lndh

)(

))((
,0max)( را تعریف کنیم. داریم 

(8-1) .




n

i

ii XdhXH

1

))(()( 

برای  ،dhi)(تابع 
ib

T
d 0  مقدار صفر و برای

i i

T T
d

b a
   مقدار













i

ii

daT

abd
Ln

را دارد. و برای  )(

ia

T
d   1مقداری ندارد. این تابع برایT  1وia،  2برایib ( و برای 8-8در شکل )4ib  در

 ( رسم شده است.2-8شکل )

]ln[ln)ln(])()(ln[تابع  adTdabdaTdaby  :را در نظر بگیرید. بنابراین داریم 

(8-0) 
adT

a

d
yDd




1 

(8-89) 
2

2

2 ][

1

adT

a

d
yDd


 

 شود.(  نتیجه می89-8( و )0-8های زیر از )لم

]ln)()([تابع  .4-8 لم  daTdaby   درd  صعودی یکنواخت است و برای
2

T
ad  مقعر و برای 

T
ad T 

2
 محدب است. 

)  iاگر به ازای هر 5-3لم  ) ( )i id X d Z آنگاه ( ) ( )H X H Z. 

تابع  اثبات : )(XdH ii  در)(Xdi  شود.نتیجه می 4-8صعودی است و بقیه اثبات از لم  

 یک جواب بهینه در پوسته محدب نقاط تقاضا وجود دارد. -1-3قضیه
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 در پوسته محدب وجود  Xرا بیرون پوسته محدب نقاط تقاضا در نظر بگیرید، یک نقطهZنقطه اثبات:

)()(، iکه به ازای هر دارد بطوری ZdXd ii  داریم،  5-8. بوسیله لم)()( ZHXH شود. پس قضیه ثابت می. 

 8-8شکل 

 2-8 شکل
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 پردازیم.حال به بررسی دو حالت زیر می

i ،ii  به ازای هر: 1حالت  -3-2-1 ab 2 

( (. با توجه به اینکه 89-8محدب است. )بااستفاده از رابطه ) dدر فاصله  dhi)(در این مورد تابع      

یک تابع محدب و اکیداً صعودی از یک تابع محدب، محدب است پس  )(XdH ii  رویX  محدب

 Sمحدب است. چون مجموعه  X، به عنوان مجموعی از توابع محدب، روی XH)(است. در نتیجه 

(، مینیمم سازی یک تابع محدب روی یک ناحیه 1 -8(، مسئله بهینه سازی )8-8محدب است )لم 

قرار دارد و روی  Sو مکان بهینه درون مجموعه  مینیمم داشته باشد محدب است که باید فقط یک مکان

 قرار ندارد. Sمرز 

)(i ،0نامتناهی است زیرا حداقل برای یک  Sمقدار تابع هدف روی مرز        XdaT iiبدین  . این

فعال نیستند. در نتیجه اگر  Sمعنی است که ، در مسئله  بهینگی، هیچکدام از قیدهای تشکیل دهنده 

نادیده  Sی به کار برده شود و قید های تعریف کننده Sیک روش کاهشی سریع از یک نقطه درونی 

 الگوریتم زیر جواب بهینه را پیدا خواهد کرد.  گرفته شوند،

 . 1 -3الگوریتم 

max{min}){{(مسئله مینیم سازی  -8 مرحله
1

Xdb ii
niX 

را حل کنید. این یک مسئله محدب است  

یک جواب مسئله با مقدار تابع هدف  X*تواند به آسانی حل شود. فرض کنید که می

* .باشد 

 یک جواب بهینه ی  مسئله است. X*، آنگاه T*اگر  -2 مرحله
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max{min}){{(صورت، مسئله مینیمم سازی در غیر این  -8 مرحله
1

Xda ii
niX 

را حل کنید. و  

شته باشید اگر را بدست آورید. توجه دا Tو مقدار تابع هدف، TXمجموعه جواب،

iiنسبت  ab  برای همهi ها یکسان باشد آنگاه*XX T . 

TTاگر   -4 مرحله ای برای مسئله یک جواب است.، آنگاه هر نقطه 

تواند به عنوان یک نقطه شروع برای رار دارد و میق Sدرون  TXدر غیر این صورت،  -5 مرحله

 یک الگوریتم کاهشی برای پیدا کردن جواب بهینه، بکار گرفته شود.

 

اند را در نظر بگیرید. مختصات این نقاط نقطه که در مربع واحد بطور تصادفی انتخاب شده 89 :1-3مثال

و  1iaدهیم رسم شده اند. قرار می( نیز 8-8( داده شده است و همچنین در شکل )8-8در جدول )

2ib(  محدب است. برای حل مساله با استفاده از اکسل در نرم افزار 7-8. پس مسئله بهینه سازی )

 آفیس داریم:

شود. مکان بهینه در پیدا می 8-8نقطه مینیماکس مسئله با استفاده از لم  .8 48103.0,45914.0  با

تهی نیست. بنابراین برای مقادیر  52848.0Tبرای  Sاست. این یعنی  52848.0مقدار تابع هدف 

، مقدار تابع هدف برای همه نقاط تقاضا یکسان است و Tکوچکتر   0TMAXP جواب مسئله .

iiیکسان است زیرا نسبت  8-8با جواب مسئله در لم  2-8ینیمم سازی در لم م ab  برای همهi ها

جواب مینیمم  05696.1Tشودکه این یعنی برای برابر می 2است. فقط مقدار تابع هدف  2برابر 

یک جواب مسئله با  1TMAXP است. بنابراین بررسیT های بین این دو مقدار نهائی مورد

 توجه است. 
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کنیم. قیدهای تشکیل دهنده حل می 6.0,55.0T,...,1( را با استفاده از اکسل برای 7-8مسئله ) .2

Sکند.( و حل را برای سئله مشکلی ایجاد نمیها به مگیریم. ) ولو اینکه اضافه کردن آنرا نادیده می

نگران باشیم زیرا  Sکنیم. ما نباید در مورد است شروع می Sاز  جواب مینیمم که در  Tاین مقادیر 

محاسبه شود  xبرای یک مقدار منفی  xlnشود م میبررسی شود آنگاه لاز Sاگر یک نقطه در خارج 

شود. در حقیقت ما با چنین مشکلی در شویم، زیرا تابع هدف تعریف نمیو با یک پیغام خطا مواجه می

55.0T شویم که ناحیه شدنی مواجه میS وچک است و الگوریتم ممکن است در طی خیلی ک

را با استفاده از جواب  55.0Tرا محاسبه کند. و ما حل مسئله برای  Sهایش نقاط خارج گام

 کنیم.بررسی می 6.0Tمسئله با 

 : نقاط تقاضا برای مثال8-8جدول 
y x 

970975/9 192245/9 

017808/9 897876/9 

189548/9 488819/9 

698908/9 059452/9 

257442/9 528878/9 

812549/9 552292/9 

564948/9 887805/9 

919287/9 880018/9 

644908/9 881178/9 

152055/9 127571/9 
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اند. احتمال اینکه توصیف شده 4-8اند و همچنین در شکل خلاصه شده 2-8ها در جدول جواب .8

تجاوز نکند یعنی  Tماکسیمم از  P MAX T  برای نقاط  بهینه بطور محسوس بالاتر از نقاط

کاهش  Tهنگامی که ، نقطه مینیماکس، جواب مسئله است. 05696.1Tمینیماکس است.  برای 

به نقطه جواب مینیماکس  Sمجموعه  52848.0Tشود و برای منقبض می Sیابد مجموعه می

به این مقدار  Tباشد، هنگامی که Sباید در  52848.0Tشود. از آنجائی که جواب برای منقبض می

 کند مسیر باید همگرا به نقطه جواب مینیماکس باشد.میل می

 8-8برای مثال  sی : جواب و ناحیه3-3 شکل
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رسم شده است. قسمت تیره رنگ،  55.0,6.0,8.0,1Tبرای  S، نقاط جواب و ناحیه 8-8در شکل  .4

دهد. نقطه جواب مینیماکس بوسیله دایره توخالی و نقطه جواب بهینه بوسیله ان میرا نش Sمجموعه 

که  به زحمت بسیار کوچک است بطوری 55.0T ،Sاست. برای یک مثلث توخالی نشان داده شده

-کاهش می Tیابد واضح است زیرا هنگامی که کاهش می Tهنگامی که  Sشود. انقباض نمایان می

 یابد. در این مرحله جواب بهینه بسیار نزدیک به جواب مینیماکس است. ها کاهش مییابد شعاع دایره

 8-8برای مثال  Tجواب بهینه برای مقادیر مختلف   :2-8جدول 

y x ( )bP MAX T 

 

( )aP MAX T T 

9.47196 9.40678 9.72528 9.67811 8 

9.41007 9.42829 9.47189 9.81114 9.05 

9.58282 9.58858 9.20874 9.29069 9.09 

9.58781 9.58926 9.86807 9.89854 9.15 

9.54699 9.52844 9.96406 9.94558 9.19 

9.58454 9.58901 9.92880 9.98612 9.75 

9.52572 9.41405 9.99589 9.99426 9.79 

9.58568 9.46724 9.99971 9.99957 9.65 

9.58287 9.47889 9.99994 9.99998 9.69 

9.40959 9.47471 9.99999 9.99999 9.55 

 

 

i،ab  به ازای هر: 2حالت  -3-2-2 ii 2 

 

iiهائی که iبرای  dhi)(در این مورد      ab 2پوشی است، محدب نیست. این نامحدب بودن قابل چشم

 با  ]5.0,25.0[نشان داده شده است. تابع هدف در بازه  4ibبرای برای  2-8است همانطور که در شکل 

که تابع هدف مقعر است تقریبا  ]5.0,25.0[، مقعر است. به هر حال ، در بازه 5/9یک خمیدگی در نقطه 

محدب باشد در این گونه موارد که تابع هدف  XH)(تواند ضامن آن باشد که خطی است. ولی نمی

:a  ی مینیمم            احتمال در نقطه:b  ی بهینه احتمال در نقطه 
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کنیم. لازم به ذکر است طبق سته محدب نقاط تقاضا استفاده میمحدب نیست از روش مثلثی کردن پو

باید یک جواب در پوسته محدب نقاط تقاضا وجود داشته باشد. برای این منظور ابتدا الگوریتم  8-8قضیه 

-8( برای الگوریتم UBرا به عنوان یک کران بالای ابتدایی ) TXرا اجرا کرده و مقدار تابع هدف در  8-8

 بریم.( ذکر شده است، بکار می8-8که در بخش ) 2

 مثلث بزرگ برای حل مسئله مکانیابی نامحدب –روش مثلث کوچک -3-3

رود. یک برای حل بهینگی مسائل مکانیابی نامحدب بکار می« 8مثلث بزرگ –مثلث کوچک »تکنیک       

، WARباشد. در مسئله های مثبت و منفی( می)مسئله وبر با وزن WAR2نمونه از این مسائل، مسئله 

 ای است که مجموع فواصل وزنی نقاط تقاضا از این مکان، کمینه گردد.. هدف پیدا کردن یک مکان بگونه

                                                      
1 Big Triangle Small Triangle (BTST) 
2 Weber with Atraction and Repaltion 

 8-8: جواب مثال 4-8شکل 
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متری که در این قسمت به کار می رود فاصله اقلیدسی می باشد. همانطور که در بالا ذکر شد در این 

دهد که مجاورت با بعضی از ها منفی باشند و این موضوع هنگامی رخ می، بعضی از وزنمسئله ممکن است

 آور باشد.نقاط تقاضا ممکن است زیان

ها است، در ابتدا هنگامی که ناحیه شدنی یک مزیتّ آشکار نسبت به مربع 2ها دارای استفاده از مثلث     

پوشانند و هیچ نقطه نشدنی را شامل ی شدنی را میهی ناحیها همهها است، مثلثضلعیاجتماع از چند

که، شود. دوم آنشوند. بنابراین از شلوغی و زمان انجام آزمون لازم جهت شدنی بودن دور مینمی

تر بوده و همچنین نسبت به روش مربع محاسبات لازم برای بدست آوردن کران برای هر مثلث آسان

 .]88[روش به یکدیگر نزدیکتر هستندها در این ، کران8مربع بزرگ–کوچک 

 WARی بندی مسئلهفرمول -3-3-1

niبرای  iwفرض کنید       ,...,1های متناظر با نقاط تقاضای ، وزنi  باشند. تابع هدف که باید مینیمم

 شود بصورت زیر است

(8-88) 




n

i

ii XdwXF

1

)()(  

های منفی باشد. مجموعه نقاط تقاضا با وزن Iهای مثبت و مجموعه نقاط تقاضا با وزن Iفرض کنید 

 کنیم.تعریف می

(8-82) 
( ) ( ) , ( ) ( )

n n

i i i i

i I i I

F X w d X F X w d X
 

 

 

   
 

 

 

                                                      
1 Big Square Small Square(BSSS)  
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شود بصورت زیر تعریف ( محدب هستند. حال با این تعاریف تابع هدف که باید مینیمم 82-8هر دو تابع )

 شود:می

(8-88) )()()( XFXFXF   

را بصورت تفاضل دو تابع محدب نوشت.)تفاضل دو تابع  XF)(توان تابع نامحدب پس بدین صورت می

 .]88[ محدب لزوما محدب نیست( 

 مثلثی کردن -3-3-2

ضلعی محدب درون کنیم. ابتدا چندتوصیف میضلعی محدب را در این بخش مثلثی کردن یک چند     

که رئوس آن شامل نقاط تقاضا باشند. بنابراین ممکن  کنیم بطوریپوسته محدب نقاط تقاضا را رسم می

کنیم. محل منصف هر جفت از نقاط تقاضا را رسم میاست بعضی از نقاط تقاضا نشدنی بشوند. سپس عمود

ها را آورد. حال نقاط تقاضا در این چندضلعیای محدب را پدید میهها چندضلعیبرخورد این عمود منصف

دهند. توجه داشته باشید که نقاط تقاضای  های واصل تشکیل مثلثکنیم که خطهم وصل میطوری به

استفاده  8نام الگوریتم دلاونی شوند. مثلثی کردن در الگوریتمی بهنشدنی در مثلثی کردن بکار گرفته نمی

-است. برای مطالعه بیشتر در مورد دیاگرام 2ثلثی کردن  دلاونی نمایش دوگان دیاگرام ورنویشود. ممی

 مراجعه کرد.  ]88[توان به های ورنوی می

     n  نقطهnppp ,...,,  nداده شده است. دیاگرام ورنوی یک نمایش هندسی است، که صفحه را به  21

موجود در آن ناحیه  ipکند. برای هر نقطه در یک ناحیه، نقطه ناحیه محدب متناهی یا نامتناهی افراز می

npppاز بین  ,...,,  ترین است. نسبت به نقاط دیگر، برای سرویس دهی به آن ناحیه نزدیک 21

 شود.شود. و به شکل زیر نمایش داده مینامیده می ipاز  ivاین ناحیه، ناحیه ورنوی 

 

                                                      
1 Delauney 
2 Voronoi diagram 
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(8-84)  jippdppdRpv jii  ),,(),(|2 

 

npppشود. و نقاط افراز ، دیاگرام ورنوی نامیده میشکل هندسی حاصل شده توسط این       ,...,, 21 

د که در این شکل هندسی، یک یال و یک نقطه از دیاگرام شوند. توجه کنینقاط مولد یا مولد نامیده می

ها در عمل مثلثی کردن دلاونی، به شود نقاط و یالورنوی به ترتیب به عنوان یال و نقطه ورنوی نامیده می

-هایی که دو مولد مجاور را در دیاگرام ورنوی بهم وصل میهای دیاگرام ورنوی و بازهترتیب متناظر با مولد

 باشند.کنند، می

های نقطه چین ( بوسیله  های تیره( و مثلثی کردن دلاونی )خطیک دیاگرام ورنوی است )خط 5-8شکل 

 اند، انجام گرفته است. مولد که بصورت تصادفی در یک مربع واحد توزیع شده 86

دو بدو مجزا هائی های محدب با درونتوان برای نواحی شدنی که اجتماعی از چندضلعیالگوریتم زیر را می

 کند.پیدا می هستند، بکار گرفت. این الگوریتم جواب بهینه را با دقت 

  دیاگرام ورنوی  :5-8 شکل
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 :2-3الگوریتم 

های محدب است. مثلثی کردن را با ی شدنی، اجتماعی از چندضلعی مثلثی کردن. ناحیه -8 مرحله

لث شروع کنید. های مثها به عنوان راساستفاده از نقاط تقاضا در داخل این چندضلعی

 شوند. نقاط تقاضائی که داخل چندضلعی نیستند در مثلثی کردن استفاده نمی

شود )مرکز ثقل هر پیدا کردن کران بالا. مقدار تابع هدف در مرکز هر مثلث محاسبه می -2 مرحله

 های مساوی(. سه راس با وزن

ها ، برای همه مثلثLBکران پائین برای همه مقادیر شدنی تابع هدف در یک مثلث،  -8 مرحله

 شود.محاسبه می

شان بزرگتر یا مساوی  هائی که کران پائینهمه مثلث -4 مرحله
1

UB شوند. باشند، حذف می

 دهند. را تشکیل می  0ها، های باقی مانده، مجموعه ابتدائی مثلثمثلث

را بیابید. اگر  minLBکران پائین ترین استفاده از شاخه و کران. کوچک -5 مرحله



1

min
UB

LB ،

 شود.به عنوان جواب بهینه متوقف می UBمتوقف شوید. الگوریتم با 

تر ، برای تقسیم سازی به چهار مثلث کوچکminLBترین کران پائین، مثلث با کوچک -6 مرحله

های این ود. رئوس این جهار مثلث، شامل سه راس مثلث اصلی و مراکز ضلعشانتخاب می

-شان نصف ضلعمثلث هستند. این چهار مثلث همگی شبیه مثلث اصلی هستند و اضلاع

 های متناظر با مثلث اصلی است.

ها اضافه شده و سه مثلث دیگر به لیست مثلثها، جایگزین مثلث اصلی یکی از این مثلث -7 مرحله

 شوند.می
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شود و اگر لازم باشد کران بالا  مقدار تابع هدف در مرکز هر چهار مثلث محاسبه می -1 مرحله

 شود.بهنگام می

 شود.های کوچک محاسبه میکران پائین برای هر کدام از مثلث -0 مرحله

شان بزرگتر از  که کران پائین های درهمه مثلث  -89 مرحله
1

UB اگر شوندهستند، رد می( .

UB گردیم.برمی 5ی شوند(. به مرحلهها بررسی میتغییر کرد، همه مثلث 

 نکات قابل توجه در اجرای الگوریتم مثلثی کردن: -3-3-2-1

 ها است.نتیجه مثلثی کردن هر چند ضلعی یک مجموعه از مثلث -8

ها افراز هایی بدون نقاط تقاضا در داخل مثلثی را به مثلث، ناحیه شدنTها، اجتماع همه مثلث -2

ها به چندین مثلث تعلق داشته کند. توجه داشته باشید که ممکن است بعضی رئوس و ضلعمی

 باشند.

های باریک و دراز ایجاد شود بطوریکه مساحت در مثلثی کردن ناحیه شدنی ممکن است مثلث -8

با  قرار دادن سه راس روی بزرگترین  0121ی با زاویه بیش ازهاها به صفر میل کند. در مثلثآن

آن را به چهار مثلث کوچکتر  0121ضلع آن و وصل کردن رئوس روی ضلع مذکور به زاویه

 کنیم.تقسیم می

 شود.نشان داده می maxTها در فرایند شاخه و کران با بیشترین تعداد مثلث -4

شود. به این صورت که هر چندضلعی نامحدب را های نامحدب نیز به خوبی مثلثی میچند ضلعی -5

 های محدب تبدیل کرد.توان به اجتماعی از چند ضلعی می
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 در یک مثلث WARیک کران پائین برای مسئله  -3-3-3

),(توان یک کران پائین  روی به آسانی می      yxF  و یک کران بالا روی),( yxF ( 82-8در )

),(ساخت. به هر حال کمترین مقدار برای  yxF افتد و معمولا در نقاط مختلفی از مثلث اتفاق می

نقطه، و استفاده از  n 21استفاده از دو کران پائین جدا، موثر و کارآمد نیست. در حقیقت این مسئله با 

),(یک دقت  yxF مرحله شاخه و کران(  دارد. بنابراین بهتر  5مثلث برای مرحله  599999، احتیاج به(

 است بدنبال یک کران مستقیم باشیم.  

),(هر دو تابع       yxF  و),( yxF ( تع82-8که در رابطه ) ریف شدند، محدب هستند. نقطه),( ba 

),(را در مثلث در نظر بگیرید. ) ba توانند از را مرکز ثقل مثلث در نظر بگیرید(. هر کدام از این توابع می

دار شوند، که خطی است و بنابراین در یک زمان هم محدب است و هم ای مماس کرانپائین توسط صفحه

مقعر است. ما قصد داریم یک تابع مقعر به عنوان یک کران پائین بسازیم. ساختن یک تابع محدب در یک 

تر کند، زیرا مینیمم یک تابع محدب در مثلث ممکن است هر جای مثلث ممکن است فرایند را پیچیده

کند زیرا ساده میمثلث باشد. به هر حال ساختن یک تابع مقعر برای استخراج یک کران پائین موضوع را 

),(آید.  راس مثلث بدست می 8مینیمم در یکی از  yxF شود:دار میبصورت زیر کران 

(8-85) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )[ ] ( , )[ ]
F F

F x y F x y F a b a b x a a b y b
x y

   
     

 
   

),(که عبارت سمت راست ، سه جمله ی اول بسط تیلور  yxF است و 

(8-86) ( , ) ( , ) [ ] [ ]
( , ) ( , )

i i
i i

i ii I i I

x a y a
F x y F x y w x a w y b

d x y d x y 



 

 
      

 بنابراین

(8-78) ),(),(),( yxFyxFyxF  
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افتد. ( یک تابع مقعر است که مینیمم آن در یکی از سه راس مثلث اتفاق می87-8سمت راست نامساوی )

)()(تعریف کنید  jjj TFTFL    3,2,1برای هرj  در این صورت کران پائین به صورت زیر به .

 دست می آید:

(8-81) }{min
31

j
j

LLB


 
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 فصل چهارم

 

های تصادفی مسئله یک مرکز درصفحه با وزن

 مستقل
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. و این موضوع با ]85[مطرح شد  8017در سال  8مسئله یک مرکز در صفحه ابتدا بوسیله سیلوستر     

-وزن. برای ]84[حل شد  8072در سال   2های مساوی و نرم اقلیدسی بصورت کارامد بوسیله الزینگوزن

آمده  ]85 [و برای نرم مستطیلی در   ] 7،28[های حل برای نرم اقلیدسی در های نامساوی روشوزن

بررسی شده است. همچنین  ]8،86[های مختلف در سرویس دهنده با نرم pاست. توسعه مسئله به 

nRnمسئله در  )2(   [ 89،84نشان داده شده است.]     

های احتمال خاص مورد های تصادفی فقط برای بعضی از توزیعاما اخیراً مسئله یک مرکز با وزن    

های اضطراری مفید است های سرویسهای تصادفی اغلب در مکانمطالعه قرار گرفته است. بررسی وزن

) که بوسیله  ipبه  xکه میانگین سرعت برای رفتن از 
iw

داده شده است( وابسته به ترافیک یا نوع  1

ها وابسته به شرایط آب و هوائی، وفور اطلاعات یا های چند موجی که وزنخیابان است. یا در ایستگاه

له باشند. هدف این فصل مطالعه مسئها ثابت نیستند و تصادفی میسطح تقاضا هستند.در این شرایط وزن

گیری فاصله های تصادفی مستقل دلخواه و اندازههای داده شده بوسیله متغیریک مرکز در صفحه با وزن

 بوسیله هر نوع تابع نرمی است.

 گرفته شده است. ]82[و  ]89[.،]22[مطالب این فصل از مراجع 

 مسئله یک مرکز در صفحه  -4-1

 مسئله یک مرکز درصفحه بصورت زیر تعریف می شود:

(4-8)     xpdwwxFP ii
niRx

w ,max),(min
12 

 

 

                                                      
1 Silvester 
2 Elzing 
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),(که
21 iii ppp   برای هرni ,...,1  نقاط تقاضا وiwمی  منفی مربوط به نقاط تقاضاهای ناها وزن

 باشند.

),( 21 xxx  مکان سرویس دهنده است و xpd i باشد که برای راحتی می xو  ipفاصله بین نقاط  ,

کار آن را با  xdi دهیم. همانطور که در فصل  قبل گفته شد این مسائل مربوط  به مکانیابی نشان می

ایل( یا تحویل های آتش نشانی( یا ایستگاه چند موجی )تلویزیون، رادیو، موبیک واحد اضطراری )ایستگاه

 سرویس)پیک، پست، غذا( و غیره می شود.

های دهد )آتش، تصادف وسیله نقلیه(، مکان، مکانی که واقعه درآن رخ میipدر این کاربردها نقاط 

دریافت یک سیگنال )تلویزیون، رادیو، موبایل(، نقاط فروش غذاهای فاسد شدنی، مقصدهای پست وغیره 

 ipبستگی دارد. اهمیت نقطه  ipبه تکرار یک واقعه در نقطه  iwهای دهد. مقدار وزنیش میرا نما

نسبت به دیگر نقاط به تکرر آن است. فاصله  xdi های اقلیدسی یا مستطیلی اندازهمعمولا بوسیله نرم-

ها نیز معمولا امکانپذیرند. شود ولی بقیه نرمری میگی xpdw ii متناظر با یک فاصله وزنی یا زمان سفر  ,

باشد. و هنگامی که می ipو  xبین نقاط  xpdw ii معکوس میانگین  iwزمان سفر درنظرگرفته شود،  ,

توانند برای حل مسائل های شمارشی میها با توزیع گسسته تکنیکاست. برای وزن ipو  xسرعت بین 

ای برای حل مسائل با هر های شاخه و کران بازههای با توزیع پیوسته، الگوریتممفید باشند و برای وزن

 .]89[شود مالی، در نظر گرفته میتابع توزیع احت

 اصول مسائل بهینه سازی قطعی -4-2

),,...,(بردار متغیرهای تصادفی        21 nWWWW   را در نظر بگیرید. بنابراین),...,,( 21 nwwww   به    

),(ود و ـــشنسبت داده می Wیک مقدار داده شده  WxF ی است که مقدار ـــــــــــــمتغیری تصادف 
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)}({max
1

xdw ii
ni

wW، هنگامی که   گیرد. مسئله هنگامی مطلوب و بهنیه است که است، را می

),( WxF ترین مقدار ممکن را بگیرد. دو تابع هدف برای تعیین محل کوچکx  شود. درنظر گرفته می

),(اولی احتمال این که  WxF  کوچکتر یا مساوی با یک آستانه مشخص مانندf  باشد  و در تابع هدف ،

),(ای است که احتمال آن که بگونه fیدوم، هدف یافتن کوچکترین آستانه WxF  کوچکتر یا

10باشد، بزرگتر یا مساوی با یک احتمال داده شده   fمساوی    باشد. اگرfWxF ),( خواهیم ،

 شوند.پوشیده می xگفت: همه نقاط تقاضا بوسیله مکان 

 انه داده شدهماکزیمم احتمال پوشش برای یک آست -4-2-1

 گیریم:داده شده، مساله زیر را درنظر می 0fبرای هر مقدار      

(4-2)   fWxFPxPC rf
Rx

f 


,)(max)(
2

 

که    fWxFPr , احتمال این است که متغیر تصادفی ،),( WxF آستانه کوچکتر یا مساویf  

)(فرض کنید  باشد. fCv  و)( fCX های بهینه مساله به ترتیب مقدار بهینه و مجموعه جواب)( fC  را

 ها متغیرهای تصادفی مستقل هستند، داریم:دهند. هنگامی که وزننشان 

(4-8 ) 












n

i i
if

xd

f
GxP

1
)(

)( 

ها تعریف شده است. iکنیم برای همه است، که فرض می iwتابع توزیع احتمال متغیر تصادفی  iGکه 

دهیم. برای هر نشان می Aرا با  باشد و یک پیشامد در  Wفضای نمونه بردار تصادفی  فرض کنید 

 کنیم:تعریف می 2Rxنقطه 

    nifxdwwwwwfxA iin ,...,2,1,)(:),...,,(, 21  
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فرض کنید   n
f RxfxAA  )(، بنابراین مساله ),(: fC  هم ارز با پیدا کردن یک پیشامد درfA 

باشد. پس برای پیدا کردن یک پیشامد بهینه، کافی است مجموعه پیشامدهای  با احتمال ماکزیمم می

ماکزیمم است اگر پیشامد Aکنیم. پیشامد ماکزیمم را بررسی
*

A
دیگری وجود نداشته باشد  

بطوریکه
*

A  AAA ),(. حال پیشامد, rpB i :را بصورت زیر در نظر بگیرید 

  rydRyrpB ii  )(:),( 2 

),(که  rpB i  گوی به مرکزip  وشعاعr .است 

 اهیم کرد:نکات زیر را استفاده خو fAAبه منظور توصیف پیشامدهای ماکزیمال، برای هر  

(4-4) 
 

}),(;{),(

,...,2,1,),...,,...,(:sup)(
2

1

AfxARxfAX

niAwwwwwAw niii




 

 ، آنگاهfAAاگر  .1-4خاصیت 

)(i 
n

i i
i

Aw

f
pBfAX

1
)(

,),(










 

)(ii A ماکزیمال است اگر و فقط اگر 
n

i i
i

Aw

f
pBfAX

1
)(

,),(












 

  اثبات:

)(i اگر :),( fAXx  آنگاهniAwfxdw ii ,..,1,)( درنتیجه .fxdAw ii )()(  یا

)(
)(

Aw

f
xd

i
i   (0) با فرض( Awi )شود که نتیجه می

n

i i
i

Aw

f
pBx

1
)(

,










 بنابراین  داریم 

 .
n

i i
i

Aw

f
pBfAX

1
)(

,),(










 
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)(ii  کنیدفرضA  ماکزیمال باشد. اگر
n

i i
i

Aw

f
pBx

1
)(

,










  آنگاه از)(i  داریمfxdAw ii )()(  در

niAwfxdwنتیجه  ii ,..,1,)(  پس بنا به تعریف ،),( fAX  :داریم),( fxAA  از این

),(شود ماکزیمال است ثابت می Aکه  fxAA دهد که معنی می),( fAXx:بنابراین داریم . 

)(i   fAX
Aw

f
pB

n

i i
i ,

)(
,

1














  

 داریم  i)(و i)(از 

   
n

i i
i

Aw

f
pBfAX

1
)(

,,










  

ید بالعکس فرض کن  
n

i i
i

Aw

f
pBfAX

1
)(

,,










  و فرض کنیدfAAA   باید ثابت کنیم ( .

 AA اگر )x ای باشد کهنقطهA  fAX niAwfxdwآنگاه  , ii ,..,1,)(    به ویژه

این رابطه درست است. پس  Awبه ازای هر  fAX
Aw

f
pBx

n

i i
i ,

)(
,

1













 که طبق تعریف ،

 fAX AfxAدهد معنی می , ),(  پسAA  بنابراین .A  .ماکسیمال است 

 د.باش 8پوسته محدب نقاط تقاضا Hفرض کنید  

 .2-4خاصیت 

 )(i  برای مسئله)( fC  جواب های بهینه وجود دارد و حداقل یک جواب بهینه درH پوسته محدب(

 نقاط تقاضا( است.

                                                      
1 Convex hull of demand points 
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)(ii )( fCX های به مرکز نقاط تقاضا، سیله اشتراک گویهای تعریف شده بوبوسیله اجتماع مجموعه

 شود. داده می

 اثبات:

)(i اگرW   یک بردار از متغیرهای تصادفی گسسته باشد، تعداد پیشامدهایfA  متناهی است و بنابراین

)(مسئله  fC هایبهینه است. اگر مولفههای دارای جوابW های احتمال مطلقاً پیوسته دارای توزیع

)(پیوسته هستند. در نتیجه تابع هدف  iGباشند، آنگاه توابع  fC  پیوسته است و در هر مجموعه فشرده

Hxرسد. اگر به یک مقدار ماکزیمال می   آنگاه باید یک نقطهHx  وجود داشته باشد بطوریکه

)()( xdxd ii :پس داریم ، 

 )(
)()(

)(

11

xP
xd

f
G

xd

f
GxP f

n

i i
i

n

i i
if 



















 



 

یک  Hو چون را کنار گذاشت.  Hتوان نقاط خارج بیشتر بوده و می Hبنابراین احتمال نقاط داخل  

 است. Hهای بهینه برای مساله وجود دارد و حداقل یک جواب بهینه در مجموعه فشرده است پس جواب

)(ii های ماکزیمال هستند، با استفاده از های بهینه متناظر با نقاط مرتبط با مجموعههنگامی که جواب

)(، 8اصیت خ fCX های به مرکز نقاط های تعریف شده بوسیله اشتراک گویبوسیله اجتماع مجموعه

 شود.تقاضا داده می

],[در بازه  iWاگر هر متغیر تصادفی  ii ba  0کهia  است، مقدار بگیرد و*
af  و*

bf  به ترتیب مقادیر

)(بهینه مساله  wP  را برای),...,,( 21 naaaaw   و), . . . ,,( 21 nbbbbw   نشان دهند، آنگاه

 خاصیت زیر برقرار است. 

*اگر  i)( .3-4خاصیت 
aff   0آنگاه)( fCv  2و)( RCX f . 
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)(ii  اگر*
bf f  1آنگاه)( fCv  و

n

i i
if

b

f
pBCX

1

,)(










 

 اثبات:

)(i  اگر*
aff   2آنگاهRx  و  fxA )()(0نابراین ب ,  rf PxP شود به که منجر می

0)( fCv  2و)( RCX f . 

)(ii  اگر*
bff   آنگاه  درfA پیشامد ماکزیمال است. پس هنگامی که ،

),...,,()( 21 nbbbbw  8، با استفاده از خاصیت ،
n

i i
if

b

f
pBCX

1

,)(










 شود.حاصل می 

*شود به ازای از این خاصیت نتیجه می 
aff    نمی توان تمام نقاط تقاضا را پوشش داد، در صورتی که

*آنها یقیناً توسط 
bff  شوند. احتمال پوشش برای پوشیده می**

ba fff   برای هر مکان، بین

 .صفر و یک است

 کوچکترین آستانه با احتمال پوشش کران دار شده از پایین -4-2-2 

),(دهد،های اضطراری رخ میدربعضی شرایط هنگامی که اتفاقاتی در محل سرویس      WxF  را می توان

، به عنوان کمترین احتمال ضا در نظر گرفت. بنابراین زمان سفر ماکسیمم برای رسیدن به هر نقطه تقا

),(شود و جفت پوشش، ثابت در نظر گرفته می fx گیرد. که مورد جستجو قرار میf کوچکترین مقدار ،

-پوشیده شوند. بنابراین مسئله ا مساوی گیرد بطوریکه همه نقاط تقاضا با احتمال بزرگتر یممکن را می

 ای که باید حل شود بصورت زیر است

(4-5)   0,,),(:min)( 2  fRxfWxFPfR r  
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)(های بهینه مساله مقدار بهینه و مجموعه جواب R  را توسط)( Rv  و)( RX دهیم.نشان می  

*. 4-4خاصیت
)(  fRv   :اگر و تنها اگر 

     **
,&,   ffCvffCv ff  

  اثبات:

*فرض کنید 
)(  fRv  اگر .*

ff   آنگاه  2,),( RxfWxFPr   بنابراین .

  fCv اگر .*
ff   آنگاه باید یک نقطهx̂  وجود داشته باشد بطوریکه ˆ( , )rP F x W f   

بنابراین   fCv. 

*ها برای یک مقدار اگر نامساوی بالعکس:
f  2ثابت شوند آنگاه هیچ نقطهRx  وجود نخواهد داشت

*بطوریکه به ازای هر 
ff  ،   fWxFPr *و خلاف آن برای ),(

ff 
 

اتفاق می افتد. 

*بنابراین 
)(  fRv  . 

فرض کنید  fCvf )( شود مساله نتیجه می 4، از خاصیت)( R  با مساله زیر هم ارز است 

(4-6)  ( ) min : ( ) , 0R f f f    

)(سازی یک متغیره است که اگر تابع این یک مساله بهینه f  .شناخته شده باشد، حل آن آسان است

*مقدار بهینه ابن مساله را بوسیله 
f دهیم که کمترین مقدارنشان میf با شرط )( f  .است

های بهینه بوسیله مجموعه مکان همچنین 2 *( ) : [ ( , )]rX R x R P A x f     شود. در داده می

)(ادامه بعضی خواص  f های بهینه مسائل و رابطه بین مجموعه جواب)( R  و)( fC  نشان داده

 خواهد شد.

 باشد آنگاه : بردار ازمتغیرهای تصادفی گسسته یک Wاگر  .5-4خاصیت 
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)(i  یک دنباله متناهی از مقادیرkffff  ...0  وجود دارد بطوریکه 210

 1)()(  hhh fffifff   

که  1,1)( kk ff  0و)( 0 f. 

)(ii    RXCX
hf
  اگر   hh ff  1  و   RXCX

hf
  اگر hf   برای

kh ,...,1. 

  اثبات:

فرض کنید 

fA  خانواده پیشامدهای با احتمال ماکسیمم را درfA  0برایf ر نشان دهد. اگ

*f
AA  باشد آنگاه),( fAX  مجموعه جواب های بهینه مساله)( fC دهد. فرض کنید را نشان می

 * *: fA A A A   0برای بعضیf  این یک خانواده متناهی از پیشامدهایی است که احتمال-

kوانند بصورتتهایشان می  ),(، مجموعه AA*مرتب شوند. اگر  210... fAX  برای

*
)(Awff   ناتهی است که*

)(Awf  مقدار بهینه مساله)( wP  برای )(),...,()( 1 AwAwAww n  را

 دهد.نشان می

یر مقاد hrAwh APAAff  )(,:min *
khکه  )( ,...,1  است را در نظر بگیرید که)(APr 

kffffشود است. ثابت می Aاحتمال   ...0 1. اگر 210 hh fff  آنگاه),( fAX 

hrناتهی  است، بطوریکه  Aحداقل برای یک پیشامد  AP )(  و),( fAX  برای هر پیشامدA
با  ~

hfدهداست. این نتیجه می تهی Aاحتمال بیشتر از احتمال رخداد   )( در صورتی که .  یک

kffهای به اندازه کافی بزرگ باشد اگر fپیشامد ماکزیمال برای  
 

)(1می توان نتیجه گرفت  f. 
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)(ii  اگر)( fCXx  آنگاه    )(),( hhr ffWxFP بنابراین .)( RXx حال اگر.

 )( hf هنگامی که ،  )(),( hhr ffWxFP شود  ، نتیجه می)( RXx  که این نشان ،

),(دهد می hfxA  یک پیشامد با احتمال ماکسیمم است پس)(
hf

CXx. 

که  APr)(با  fAدر  Aاکید است هرگاه یک پیشامد ، 5-4خاصیت  ii)(نتیجه قسمت 

)()( 1 hh ff   وجود داشته باشد بطوریکه ماکزیمال نباشد، بطوریکه ،),( hfAX  مجموعه

)(جواب بهینه مساله  R .است 

 یک بردار از متغیرهای تصادفی مطلقاً پیوسته باشد آنگاه  Wاگر .6-4خاصیت

)(i )( f  .یک تابع پیوسته  است 

)(ii )()( *


 f
CXRX . 

فرض کنید  i)( اثبات: hf  یک دنباله همگرا بهf  شود برای هر نتیجه می  2-4باشد. از خاصیتhf  ،

Hxhیک نقطه    وجود دارد بطوریکه یک جواب بهینه از مساله)(
hf

C است. چونH  یک مجموعه

ست دنباله فشرده ا hx  باید شامل یک زیر دنباله مانند kx  که همگرا به یک نقطهHx  ،است

حداقل از راست پیوسته هستند و هم چنین ضرب توابع پیوسته،  iGباشد. از آن جایی که توابع توزیع 

 :داریم پیوسته است، 

       fxPxPf ff
ff

k
ff k

kk

 


)()(limlim 

)(یک جواب بهینه از  x*از طرف دیگر اگر   fC  باشد، آنگاه)()( *
kf fxP

k
 شود: و ثابت می

      fxPxPf ff
ff

k
ff k

kk

 


)()(limlim بنابراین **    ffk
ffk

 


lim  و چون  یک

وا است می توان نتیجه گرفتتابع یکن    ffh
ffh

 


lim. 
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)(ii  چون)( f شود پیوسته است ثابت می  )(
*

f  و)( *
f

CXx ارز با این است که همx  در

رابطه   ]),([
*

fWxFPr  .و این یعنی صدق کند)( RXx. 

 

تحلیل مساله  -4-3 fC 

توان بوسیله شمارش پیشامدهای ماکسیمال یک بردار از متغیرهای تصادفی گسسته باشد، می Wاگر      

fA  ،در  fC مختصر در ادامه آمده است. فرض کنید  را حل کرد. توضیحیiw  مقادیر صحیحی را در

],[بازه  ii ba توانیم با )بگیرد. میbAW )(  )A  شروع کنیم که بطور بدیهی پیشامد بهینه

ffbیکتاست هنگامی که  
)(1ین مورد . در ا* fCv  و

n

i i
if

b

f
pBCX

1

,)(










 برای مقادیر .

*نزدیک به  fکوچکتر 
bf پیشامدهای ماکزیمال در ،fA  متناظر با نقاطی در  که کوچکتر ازb وده ب

باشند. این نقاط عبارتند اند، میبه ترتیب الفبایی ) ترتیبی برای مقایس ی زوج مرتب ها ( آمده nRو در 

nibpbbipbاز:  ni ,...,1,),...,,...,()( 1   که)(ipb  بزرگترین مقدار متغیرiw  کوچکتر ازib .است 

)(پس مساله  wP  برایniipbw ,...,1,)(  شود. اگر حل میff
ipb * آنگاه ،

 ii pbwwA  پیشامد ماکزیمال  nاست. بنابراین، حداکثر  fAیک پیشامد ماکزیمال در  :

)(جموعه وجود دارد. در نتیجه م fCX های  را بوسیله اجتماع مجموعه),( fAX k  .بدست خواهیم آورد

 پیشامد ماکزیمال با احتمال ماکسیمم است. kAکه 

*اگر  
ipbff  آنگاه پیشامد ،iA  درfA یست. در این روش یک برد جدید از مقادیر ن

f(),[
*

)( bipb ff برای بعضی از ،iآید در نتیجه ها( بدست می)( fC شود. این فرایند را ادامه حل می 
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ثابت شود. روش ذکر شده را با یک مثال، شرح       fای برای مقداردهیم تا وقتی که مسئله در بازهمی

 می دهیم.

1)1,2(. نقاط 1-4مثال  p  و)
2

3
3,

2

1
3(2 p  3)2,5(و p 1های تصادفی و متغیرw  2وw 

ع برنولی، به ترتیب با پارامترهای با توزی 3wو 
2

و  1
5

و  3
5

را در نظر بگیرید )فاصله به صورت نرم  2

 اقلیدسی است(. فضای نمونه عبارت است از:

 


)1,1,1(

),1,1,0(),1,0,1(),0,1,1(),1,0,0(),0,1,0(),0,0,1(),0,0,0(

8

7654321





w

wwwwwww

 

8wbبا   8برای مساله کنیم. جواب بهینه شروع میw
P ،)3,3(*

8 
w

x  2361.2با مقدار بهینه*
8 

w
f 

های بهینه عبارتند ازمجموعه مکان 2361.2fباشد. پس برای می
3,2,1

),()(





i

if fpBCX  و

1)( fCv برای .*
8w

ff  (f های نزدیک به*
8w

f پیشامدهای ماکزیمال در ، )fA  متناظر با نقاط

)1,1,0(7
1  wpb  6)1,0,1(و

2  wpb  5)0,1,1(و
3  wpb های بهینه  مسائل هستند، جواب

3,2,1)( iP iw
  به ترتیب عبارتند از: 

 )
22

3

2

5
,

22

1
4(,)

2

3
,

2

7
(,)

22

3
2,

22

1

2

5
( ***

765 
www

xxx 

 و مقادیر بهینه عبارتند از:

 06591.2,5811.1,0659.2 ***
765 

www
fff 

 احتمال پیشامدهای ماکزیمال متناظر عبارتند از:  

 6.0)0()(,4.0)0()(,5.0)0()( 332211  wPAPwPAPwPAP rrrrrr 



63 

 

**اگر 
85 ww

fff  3، آنگاهA های بهینه پیشامد با احتمال ماکسیمم است. بنابراین مجموعه مکان

عبارتند از: 
2,1

),()(





i

if fpBCX  6.0و)( fCv برای .*
5w

ff  (f های نزدیک به*
5w

f )

3)0,1,0(متناظر با نقاط  fAپیشامدهای ماکزیمال در  w  6)1,0,1(و w  هستند. پیشامد متناظر

است. داریم:  3w  ،4Aاست که قبلا بررسی شده بود. پیشامد متناظر  با  6w ،2Aبرای 

3.0)0,0()( 314  wwPAP rr جواب بهینه برای مساله .)( 3w
P  2عبارت است از

*
3 px

w
  و

*0مقدار بهینه آن 
3 

w
f  است. اگر**

6 5ww fff   ،2باشدA  .پیشامد با احتمال ماکسیمم است

های بهینه عبارت است از مجموعه مکان
3,1

),()(





i

if fpBCX  4.0و)( fCvی . برا*
6w

ff  

(f های نزدیک به*
6w

f پیشامدهای ماکزیمال در )fA  2)0,0,1(متناظر با نقاط w  3)0,1,0(و w 

4)1,0,0(و w  4هستند. پیشامد متناظر باw ،5A  :0,0(2.0است و داریم()( 215  wwPAP rr 

)(جواب بهینه برای مساله  4w
P ،3

*
4 px

w
  0است و مقدار بهینه آن*

4 
w

f  است. پیشامد متناظر با

3w ،4A قبلا بررسی شده بود. است که 

)()0,0(24.0شود داریم: نشان داده می 6Aبا  2wپیشامد متناظر با  326  wwPAP rr  جواب

)(بهینه برای مساله  2w
P ،2

*
2 px

w
  0با مقدار بهینه*

2 
w

f  است. اگر*
60

w
ff    مجموعه ،

)(),(های بهینه عبارت است از: مکان 2 fpBCX f   3.0و)( fCv. 

یک بردار از متغیرهای تصادفی مطلقاً پیوسته باشد، تابع هدف پیوسته است و در این مورد تابع  Wاگر  

)(سازی کلی را برای بررسی های بهینهرد باید تکنیکهدف نه محدب است و نه مقعر. در این مو fC  بکار 
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)(کنیم که مسئله ای بیان میهای بعدی یک الگوریتم شاخه و کران بازهبرد. در بخش fC  را هنگامی که

 کند. ل میها بوسیله یک متغیر تصادفی مطلقاً پیوسته داده شده است، حهر یک از وزن

 های حقیقیاعمال حسابی روی بازه -4-4

دهند و حروف کوچک برای مقادیر و بردارها استفاده ها را نشان میدر این قسمت ، حروف بزرگ بازه     

ها برای نشان دادن بردارها و ماتریس ").("ها و پرانتزها برای تعیین حدود بازه "].["ها شوند.کروشهمی

دهند. برای مثال، های بالا را نشان میهای بالایی کرانهای پایین و خطهای زیرین کرانطروند. خبکار می

Tایبردار بازه
nXXX ),...,( 1  که],[ iii xxX  عرض بازه .iX  بوسیلهiii xxXw )(  نشان داده

Tای شود. و عرض بردار بازهمی
nXXX ),...,( 1  توسط رابطه niXwXw i ,...,1:)(max)(  

 Rها بوسیله شود. مجموعه بازهنشان داده می Xmid)(نیز بوسیله  Xشود. نقطه میانینشان داده می

 شوند.نشان داده می nRشوند بوسیله ه نامیده میبعدی که حجر nای مجموعه بردارهای فاصله

، )(، عضویت )(هاست، پس روابط تساوی ها شبیه به عملکرد مجموعهاز آنجائیکه عملکرد بازه

شوند. برای ها تعریف مینیز برای بازه و همچنین اشتراک ی سره ، زیرمجموعه)(زیرمجموعه 

RYXYXمثال رابطه   YXYXیعنی  ;,  ,. 

xyyxقرار دارد هرگاه  Y، درون بازه Xبازه    ][][نویسیم صورت می . در این, yx

 همچنین .

YXپوسته دو بازه   شود: نیز توسط رابطه زیر داده می ,

(4-7 )     yxyxYX ,max,,min: 

 . آنگاه روابط زیر درست هستند: Y]6,1[و  X]3,1[فرض کنید  :1-4مثال 
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 XYYXX  ,,
3

4  

XYXXبعلاوه      را داریم. ]5,4[]5,1[,

YXفاصله بین دو بازه  ),(که با  , yxd آیدشود توسط رابطه زیر به دست مینشان داده می 

  yxyxYXd  ,max:),(  

 

 شوند: ها بوسیله رابطه زیر تعریف میاعمال حسابی روی بازه

(4-1)   RYXforYyXxyxYX  ,,:** 

 Yو Xهای : ضرب بازه1-4 جدول

 

ست که ، . و / ا -که نماد * نماینده اعمال + ، 
Y

X 0شود که زمانی تعریف میY  باشد. برای مثال

 شوند:جمع، ضرب، تفریق و تقسیم  بصورت زیر تعریف می

 

 

YX .  y0  yy  0  0y  

x0  ],[ yxyx  
 

],[ yxyx
 

 ],[ yxyx  

xx  0  ],[ yxyx  }],max{},,[min{ yxyxyxyx  ],[ yxyx  

0x  ],[ yxyx  ],[ yxyx  ],[ yxyx  
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  yxyxYX  , 

     yxyxyxyxyxyxYX ,,max,,,min.  

 ],[ yxyxYX 
 

 













yy
X

Y

X 1
,

1 

 ( آمده است.2-4( و )8-4بترتیب در جدول های ) Yو  Xو بازه ضرب و تقسیم دحاصل

 

 y0بطوریکه  Yو Xهای : تقسیم بازه2-4 جدول

xxتوجه داشته باشید هنگامی که   ی آنگاه بازهX  را توسط یکی ازx  یاx دهیم.نشان می 

( با اعمال حسابی روی اعداد حقیقی متفاوت هستند )برای مثال تفریق و تقسیم در 1-4خواص جبری )

R کوس اعمال جمع و ضرب نیستند(، اما خواص عمده اعداد حقیقی، در اینجا نیز برقرار به ترتیب مع

 [: 22، 82است، به عنوان مثال خاصیت شمول زیر را می توان در نظر گرفت ]

(4-0 ) RTZYXforTYZXTZYX  ,,,**, 

سئله ماکسیمم ای قابل حل برای میک نمونه اولیه از الگوریتم شاخه و کران بازه 8-4در الگوریتم      

)(احتمال پوشش fC.ارائه شده است ، 

 ای: شاخه و کران بازه1-4الگوریتم

 ورودی:
0yی اولیه دلخواه، : یک بازه

wLای تهی، : مجموعهLای تهی.: مجموعه 

Y

X
 y0  0y  

x0  ]/,/[ yxyx  ]/,/[ yxyx  

xx  0  ]/,/[ yxyx  ]/,/[ yxyx  

0x  ]/,/[ yxyx  ]/,/[ yxyx  
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 -8 مرحله
0y ر را د

w  و  را در دهیم.قرار می 

تا زمانی که  -2 مرحله w
را از  yی آنگاه یک بازه 

w  انتخاب کنید )قانون انتخاب(. وy  را

های یر بازهبه ز
syyy ,...,, 21

 تقسیم کنید )قانون تقسیم کردن(. 

اگر بازه  -8 مرحله
iy  4کنار گذاشته نشد )قانون رد کردن( آنگاه برو به مرحله  

)(اگر  -4 مرحله iyw  قانون آخر( آنگاه(
iy  را در ید، در غیر این صورت قرار ده

iy  را در

w .قرار دهید 

  خروجی:

 دهیم:حال قوانین الگوریتم را به طور مختصر شرح می 

را با شرط  Yحجرهقانون انتخاب: wff ZZPYP  :)(max)(  انتخاب می کنیم 

 های دلخواه.به تعداد زیر بازه Yتقسیم  ن تقسیم:قانو

کند را رد می Yکنیم. که یک حجره استفاده می 8در این مرحله از آزمون نقطه میانی قانون ردکردن:

اگر 
ff PYP

~
)(   کهfP

بوسیله الگوریتم است. هر زمان که یک حجره از  بهترین مقدار شناخته شده ~

شود و اگر محاسبه می cشود، نقطه وسط آن، لیست انتخاب می
ff PYP

~
)(  آنگاه ،fP

 cfP)(با  ~

فاده کرد وحجر ه هایی که تابع هدف در توان از آزمون یکنواختی نیز استشود. هم چنین میجایگزین می

 شوند.  آنها یکنوا است رد می

 شود. فرستاده می به  Yآنگاه حجره  )(Ywidاگر  قانون آخر:

کنیم. هدف پیدا گو میقبل از بیان دو آزمون یکنواختی و نقطه میانی، هدف از انجام این دو آزمون را باز

 به عنوان جواب مسئله زیر است x*کردن 

                                                      
1Cut-off  test  
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(4-89) 
Xx

xf



)(min
 

RRfکه  : پذیر و تابعی دو بار مشتق],[ xxX  ای در بازهR خواهیم مجموعه نقاط است. می

)(،  و مقادیر مینیمم یعنی x*مینیمم  ** xff  را بیابیم. چونf  یک تابع پیوسته روی یک مجموعه

-شروع می Xی آغازی فشرده است پس نقطه مینیمم وجود دارد. اما لازم نیست یکتا باشد. با یک بازه

XYهای کند و بازهبازه تقسیم میرا به چندین زیر Xم بازه کنیم. این الگوریت   را در یک لیستL 

 کند.ذخیره می

ا دوباره هبازهشوند. و بقیه زیرنیستند از لیست حذف می fهایی که شامل یک مینیمم کلی از بازهزیر

های موجود در لیست اتفاق بیافتد. حال برای که هدف مورد نظر در مورد بازهشوند تا زمانیتقسیم می

هایی که شامل نقطه یا نقاط بازهتوان از چندین آزمون جهت ردکردن زیرسرعت بخشیدن به این روش می

طه میانی و آزمون یکنواختی بسنده مینیمم کلی نیستند استفاده کرد. که در اینجا به بیان دو آزمون نق

روی تمام نقاط  fرا استفاده خواهیم کرد که در واقع کمترین مقدار  yfهای بعدی کنیم. در قسمتمی

 است.   Yیبازه

 آزمون نقطه میانی

fاگر بتوانیم به یک کران بالای      
توان همه دست پیدا کنیم، آنگاه می f*برای مقدار مینیمم کلی  ~

~* یکه در رابطه yهایبازهزیر
fffy  دهیم کنند را رد )حذف( کرد. در آغاز قرار میصدق می

f
)(دهیم کنیم. قرار میانتخاب می Lاز لیست  iyه دلخواه مانند . و یک زیر باز~ iymidc   یا(

f(، و iyی هر نقطه دیگری در بازه
 کنیم: را بصورت زیر محاسبه می ~

(4-88)  fcff
~

),(min
~
 
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fو بدین طریق با اصلاح 
ffzرا که  Lاز لیست  zهای توانیم همه بازه، می~

~
  .است را حذف کنیم

بازه آن زیر دهیم تا در نهایت یک زیر بازه باقی بماند. و در نهایت در( را انجام می88-4روند تکراری )

ی های بازهیابیم. آزمون نقطه میانی ساده است و اغلب با حذف کردن زیر بازهنقطه مینیمم کلی را می

 این فرایند نشان داده شده است. 8-4کاهد. در شکل ، از انبوه و حجم کار می Xاولیه 

)(در  fیم و مقدار کنرا انتخاب می 1yابتدا بازه  1ymc   حساب کرده و آن راf
نامیم. با توجه به می ~

9832های زیر بازه 8-4شکل  ,,, yyyy شوند. و بدین طریق این روند تکراری را برای زیر بازهحذف می-

 دهیم.های باقی مانده انجام می

 زمون یکنواختی آ

رود. یکنوای اکید هستند به کار می Xyهای که روی تمام زیر بازه fآزمون یکنواختی برای تابع      

تواند شامل یک نقطه مینیمم کلی در داخل بازه نمی yیکنوای اکید باشد، آنگاه  yی روی بازه fاگر 

قرار بگیرد اگر این نقطه یک  yباشد و این نقطه مینیمم کلی شاید روی کران بالا یا کران پایین بازه 

0)(داشته باشیم  yی وی بازهر fنیز باشد. بنابراین اگر برای تابع  Xکران از بازه  yf  بازه آنگاه زیر

 8-4شکل 
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y به جز کران بالا و پایین می( .تواند حذف شودX  یعنیxx, در شکل .)آزمون یکنواختی برای  2-4

 نشان داده شده است. Xچهار زیر بازه 

 

 2-4شکل 

تواند حذف شود. می 3yماند. بدون تغییر باقی می 2yکاهش پیدا کند.  xتواند به می 1yی ابتدا بازه

تواند حذف شود زیرا ما به نیز می xحتی  4yی صعودی یکنواخت است تمام بازه 4yروی  fچون 

4321را از چهار عضو  Lدنبال نقطه مینیمم هستیم. در این مثال، آزمون یکنواختی لیست  ,,, yyyy  به

,2 دو عضو yx رسد با بکار بردن آزمون نقطه میانی با استفاده از  کاهش داد. به نظر میx  2بازهy 

xxشود. بنابراین جواب یکتای حذف می *  فقط با محاسبهf  ر روی چهار بازه و مقداf  روی دو بازه

 به دست آمد. 

( هدف ماکسیمم 8-4لازم به ذکر است که در این دو آزمون هدف مینیمم سازی است و در الگوریتم )

 سازی است.

تحلیل مساله  -4-5 R 

تواند برای بدست آوردن یک مقدار بهینه نزدیک  می fیک جستجوی دودوئی در یک حوزه ازمقادیر      

)(از مسئله  R برای هر مقدار ، های ثابت، بکار برده شود. اگر همه وزنiw مقادیری را در بازه ،

],[ ii ba  0کهia تواند بازه د آغازی میاست، بگیرند بر],[ **
ba ff  باشد. در کل هر بازه],[ ff  که
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)()(
ff CvCv  تواند به عنوان بازه اولیه انتخاب شود. در هر تکرار، مساله باشد، می)( fC  باید به

],[پس یک بازه جدید منظور کاهش برد نامشخص از جواب بهینه، حل شود س ff  تولید شود. انتهای

*جستجو هنگامی است که یا مقدار بهینه 
f  پیدا شود یا برد، کوچکتر از دقت از قبل تعیین شدهl  .باشد

)(موعه های بهینه را مجهای قبلی گفته شد، مجموعه مکانهمانطور که در قسمت *
f

CX  .معرفی کردیم

)(های بهینه، مجموعه ولی یک تقریب دیگر از مجموعه جواب
f

CX است. 

 : جستجوی دودویی2-4الگوریتم

],[ی اولیه بازه ورودی: ff  وl .طول قابل قبول ولی نامعین : 

lffتا زمانی که  -8 مرحله  مسئله ،)( fC  2را برای

ff
f


 کنیم.حل می 

a.  اگر)( fCv دهیم آنگاه قرار میff   رویم.می 8و به مرحله 

b.  اگر)( fCv  آنگاه( ) ( )fX R X C   وff *  جواب بهینه است و به مرحله

ffدهیم رویم. در غیر این صورت قرار میپایانی می   رویم. می 8و به مرحله 

)ترین جواب بهینه و به عنوان نزدیک f -2 مرحله )fX C ی جواببه عنوان تقریبی از مجموعه-

 د. باشهای بهینه می

 پایان  -8 مرحله

)(و  fخروجی:  fCX  
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 نتیجه گیری و پیشنهادات

 
تواند های مکانیابی میتعیین محل مناسب برای استقرار تجهیزات یا مراکز خدماتی با استفاده از روش    

مبنای علمی و کارشناسی استوار گردد.  اطلاعات مفیدی را در اختیار مدیران قرار دهد تا تصمیماتشان بر

همانطور که مشاهده کردید در این تحقیق، مساله مکانیابی روی صفحه و شبکه بصورت احتمالی مورد 

ها ها بصورت تصادفی در نظر گرفته شد. مثلاً در شبکه سرعت روی یالبحث قرار گرفت و بعضی از پارامتر

 حه نیز وزن نقاط تقاضا را تصادفی و مستقل فرض کردیم.را تصادفی ولی نه لزوماً مستقل و در صف

توان این کنند پس میها ثابت نبوده و بصورت تصادفی تغییر میاز آنجایی که در واقعیت بیشتر پارامتر     

ها را ها و یالتوان وزنموضوع را بطور گسترده و کاربردی مورد بحث و بررسی قرار داد.  مثلاً در شبکه می

هایی را بررسی کرد که وزن نقاط تقاضا به هم وابسته بوده یا در نظر گرفت و در صفحه نیز حالتفازی 

ها زمان سفر بین سرویس دهنده و نقاط تقاضا و یا سرعت حرکت تصادفی باشند.در این تحقیق همه وزن

یوسته برای های احتمال گسسته و پمتغیرهای تصادفی گسسته و یا پیوسته هستند و ترکیبی از توزیع

توان این حالت را نیز مورد حالتی که وزن رئوس متغیر تصادفی است در نظر گرفته نشده است و می

 بررسی قرار داد.  
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Abstract 

Location problems have gained importance in operation research 

since early 1990s. In these problems, one deals with the placement 

of a set of facilities for optimization of a purposed function 

associated with a number of limitations. Facility location problems 

are used in a wide range of application. There are different types of 

facility location problems which some of their important classes are: 

random, network, continuous, and discontinuous location. It is 

possible that in the long run many location problem parameters 

such as equipments, demand, time of passing a distance, cost of 

equipments, and even distances and speed may change and not be 

fixed, and these change are often random. In this case each one of 

these variables has probability distribution and should be analyzed 

on probability basis.  

Therefore, there must be a target function proportionate to a 

probability distribution for any probability distribution associated 

to the relevant random variable. In this research, after specifying a 

problem on the network and another on the page with specific 

probability distribution, we introduce two target function and two 

algorithms for solving location problems with probability 

parameters, probability distribution function, and arbitrary smooth 

function. 

Keywords: Location; Single object location; Probability distribution 

function  

 


