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١ فصل

سهام سبد مفاهیم

مقدمه ١.١

در اعتباری بازارهای اصلی کارکردهای به ١ فیشر نام به دانشمندی ١٩٣٠ و ١٩٠٧ ،١٩٠۶ سال�های در
که بطوری بوده کارکردها این از یکی زمان طی در مالی منابع تخصیص کرد. اشاره اقتصادی فعالیت�های
دانشمندانی بیستم، قرن چهارم دهه در شد. بازارها این در ریسک اهمیت شدن شناخته موجب فرآیند این
نقش اطمینان عدم (پرتفوی۵)، سهام سبد انتخاب نظریه در که دریافتند کالدر۴ و هیکس٣ کنیز٢، نظیر
آن، در موجود بهادار ورق هر كه است (سهام) بهادار اوراق از ترکیبی سهام سبد می�کند. ایفا مهمی بسیار
می�دهند. ترجیح اطمینان عدم به را خاطر اطمینان سرمایه�گذاران بیشتر دارد. مشخصی ریسک و بازدهی
طريق از خاطر اطمينان اين می�كنند. اكتفا بازدهی از خاصی سطح به ريسک كاهش ازای در بنابراين
گوناگونی تكنيک�های و روش�ها سرمايه، بازارهای در است. پذير امكان سهام سبد ايجاد و بخشی تنوع
منظور به جديد تکنیک�های از استفاده و سرمايه بازار به ورود می�گيرد. قرار استفاده مورد كار اين برای
زيرا است بسيار اهميت حائز امر اين است. بازار شدن كارآتر راستای در گامی بيشتر، بازدهی كسب
و دهد افزايش را سرمايه�گذار بازدهی می�تواند سرمايه بازار در هوشمند روش�های و تکنیک�ها از استفاده

داشت. خواهد پی در را منابع بهتر تخصيص سرمايه�گذار، برای بيشتر بازدهی
وضعيت به توجه با يک هر كه شده ارائه سهام سبد انتخاب مسئله حل برای زيادی الگوهای تاكنون
انتخاب را بهادارای اوراق سرمایه�گذاران ،١٩۵٢ سال از قبل تا است. شده طرح محدوديت�هایی و
سبد داخل در خود بهادار اوراق بین ارتباط به و می�شدند ارزش�گذاری واقعی قیمت زیر که می�کردند
برمی�گردد ١٩۵٢ سال به بهادار) اوراق (مجموع سرمایه�گذاری نوین نظریه پیدایش نداشتند. کاری سهام

١Fisher
٢Keynes
٣Hicks
۴Kaldor
۵Portfolio



٢ سهام سبد مفاهیم .١

احتمال نظریه او کرد. منتشر سهام سبد انتخاب عنوان تحت مقاله�ای [٢١] مارکویتز۶ هری که زمانی
اولین برای و داد پیشنهاد را واریانس میانگین- معروف مدل و برد کار به سهام سبد مسئله برای را
مسئله باشند ریسک�دار بهادار اوراق اگر نمود. وارد خود تحلیل�های و تجزیه در نیز را ریسک عامل بار
رضایت که بطوریکه باشد حداکثر آن بازده که است بهاداری اوراق مجموعه تعیین سرمایه�گذار هر اصلی
ممکن سهام�های سبد مجموعه از بهینه سهام سبد انتخاب معادل مسئله این کند. فراهم را سرمایه�گذار
گردید. ارائه مارکویتز توسط آن مدل که می�شود نامیده سهام سبد انتخاب مسئله عنوان تحت که می�باشد
کند بهینه�سازی بازده و ریسک میان تعاملات چارچوب در را بهینه سهام سبد انتخاب نظریه توانست او
عنوان به را نقدی جریان�های واریانس و سرمایه�گذاری بهره نرخ توضیح برای را انتظار مورد بازده نرخ و
مسئله به مارکویتز داد. قرار توجه مورد را سهام سبد کل ریسک و نمود معرفی ریسک سنجش کمیت
نظریه عنوان با او نظریه دارد. اشاره ریسک کاهش روش�های از یکی عنوان به سهام سبد بخشی تنوع

می�شود. شناخته مدرن سهام سبد
مختلف) بهادار اوراق بازده (میانگین انتظار مورد بازده نرخ می�تواند سرمایه�گذار مارکویتز مدل مطابق
اما دارد. را انتظار مورد بازده بیشترین که کند سرمایه�گذاری بهاداری اوراق در سپس و بزند تخمین را
نظر مورد را متضاد هدف دو سرمایه�گذار بنابراین گرفت، قرار توجه مورد نیز انتظار مورد بازده از اطمینان
در تا دارند تمایل همواره سرمایه�گذاران ریسک. رساندن حداقل و بازدهی رساندن حداکثر می��دهد، قرار
کاهش را خود ریسک بازده، از معینی سطح در یا داده افزایش را خود بازدهی ریسک، از معینی سطح

دهند.
گاه آن باشد انتظار مورد بازده از بالاتر بازده اگر رایج عقیده به شد، پیشنهاد بزرگ توسیع یک آن از بعد
با رابطه در که مشکلی اما برسد. نظر به زیان می�تواند حالت، این برعکس برسد، نظر به سود می�تواند
نامطلوبی برابری بلکه نمی�دهد نشان را زیان و سود بین فاصله واریانس که است این دارد وجود واریانس
بازده که داشت قرار اساسی فرض این بر مارکویتز مدل می�کند. فرض را پایینی و بالایی بازدهی�های از
اشاره نکته این به خود تحقیقات براساس دایر٧[١٣] و جی اما است برخوردار نرمال توزیع از بهادار اوراق
نامتقارن بهادار اوراق بازده وقتی است. برقرار واقعی دنیای شرایط در ندرت به فوق شرایط که نمودند
اندازه یک که را واریانس نیم مارکویتز بنابراین می�دهد. ریسک از را ناکارا اندازه یک واریانس است
بود. واریانس نیم آن�ها مبنای که یافت توسعه مدل بی�شمار و داد پیشنهاد است ریسک از یافته بهبود
نشان را انتظار مورد بازده از ممكن نتايج منفی انحراف مجذور انتظار مورد ارزش واقع در واريانس نيم
انحرافی هر واريانس بنابراين، می�باشد. انتظار مورد بازده نرخ از تر پايين انحراف نشانگر كه می�دهد
مورد بازده از پايينی و منفی انحراف تنها واريانس نيم كه حالی در می�دهد، نشان انتظار مورد بازده از را
تلقی فرصت عنوان به انتظار مورد بازده بالای و مثبت انحرافات و می�دهد قرار توجه مورد را انتظار
می�شود. گرفته نظر در زیان احتمال تنها ریسک واریانس، برخلاف واریانس نیم در واقع در می�شود.

اصل امنيت تامين آن�ها برای گریزند، ریسک باشند پذیر ریسک آنکه از بیشتر سرمایه�گذاران چون حال
دنبال به باشند، بازدهی كسب دنبال به كه آن از بيشتر و دارد اولويت بازدهی كسب به نسبت سرمايه

۶Markowitz
٧Jia and Dyer



٣ مقدمه .١.١

در و می�دهند اهميت مثبت نوسانات از بيشتر منفی نوسانات به بنابراین هستند. سرمايه اصل حفظ
نيم سرمايه�گذاران رو، اين از می�گيرد. تعلق بيشتری وزن سودها مقابل در زيان�ها به آن�ها مطلوبيت تابع
سعی واريانس، نيم كمک با سهام سبد انتخاب می�دهند. ترجيح بيشتر واريانس، به نسبت را واريانس
(سود بالايی بازده�های عملكرد به كاری و دارد سبد (منفی) پايينی بازده�های عملكرد كردن حداقل در
با مقایسه در کردند. معرفی را هدف واریانس نیم وارن٨[۶] و هوگان آن از پس ندارد. انتظار) از بيش

است. مقبول�تر سرمایه�گذار برای و مناسب�تر بسیار هدف واریانس نیم واریانس، نیم
سنتى، واریانس میانگین- مدل با بهینه سهام سبد یک که می�دهد نشان عمیق جستجوی یک علاوه به
و کاپور رو این از می�باشد. تناقض در سازی تنوع نظریه با که است کمی اطمینان بر متمرکز اغلب
استفاده واریانس میانگین- مدل به بخشیدن بهبود برای مختلفی زوایای از آنتروپی از کساوان٩[١۴]
محققان از بسیاری شده�است، پذیرفته وسیع طور به است واگرایی اندازه یک که آنتروپی امروزه کردند.
اندازه�گیری برای را آنتروپی و سهام سبد انتخاب مسئله حل برای را دوم درجه بهینه�سازی مدل معمولا

می�برند. کار به سهام سبد سرمایه واگرایی درجه
اوراق بازار چون می�شوند، فرض تصادفی متغیرهای عنوان به بهادار اوراق بازده�های بالا، ادبیات در
داده�های از استفاده با سادگی، به بهادار اوراق بازده�های تشخیص است، پیچیده موارد بسیاری در بهادار
به پاسخگویی برای دیگری نظریه باید که می�گویند محققان از بسیاری بنابراین است. مشکل تاریخی
از بسیاری آن، معتبر قضایای و فازی مجموعه نظریه ابداع با بیابیم. وضعیت این در سهام سبد مسئله
کردند. اقدام فازی سهام سبد مسائل مطالعه و دادن شرح برای آن�ها از استفاده به شروع پژوهشگران
ترول١٠[٢]، بائو- بیل مثال برای شده�است. پیشنهاد فازی متغیرهای بر مشتمل بسیاری مدل�های
هوانگ١٣[٧] دادند. بسط مختلفی زوایای از را واریانس – میانگین مدل ژانگ١٢[٢٨]، و گوپتا١١[۵]
را سهام سبد فازی واریانس نیم – میانگین مدل علاوه به و برد کار به را فازی واریانس – میانگین مدل
مدل همچنین و برد کار به فازی بازده متقارنی نامعین توضیح برای را نااریبی لی١۴[١۶] داد. پیشنهاد
برای فازی محیط در آنتروپی روش از هوانگ[٧] آورد. بدست را فازی نااریب واریانس – میانگین

کرد. استفاده اعتباری واریانس – میانگین مدل بهبود
تناقض یک لیو١۵[١٧] رفتند، کار به نامعین پدیده ذهنی توصیف برای فازی متغیرهای که وقتی اما
دارد. وجود تناقض این که کرد ثابت اعتبار نظریه و احتمال نظریه از استفاده با هوانگ[١١] کرد. پیدا
از بسیاری کرد. معرفی را قطعیت عدم نظریه و داد پیشنهاد را نامعین اندازه ٢٠٠٧ سال در لیو[١٧]
برای کردند. سهام سبد مسائل مطالعه و توضیح برای قطعیت عدم نظریه از استفاده به شروع محققان
ارائه نامعین سهام سبد برای جدید انتخابی شیوه یک و کرد تعریف را ریسک منحنی هوانگ[٨] مثال

٨Hogan and Warren
٩Kapur and Kesavan

١٠Bilbao and Terol
١١Gupta
١٢Zhang
١٣Huang
١۴Li
١۵Liu
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باتاچاریا١٧[١] برد. کار به را نامعین محیط در سهام –واریانسسبد میانگین مدل یک کوین١۶[٢٣] داد.
میانگین مدل�های هوانگ[١١] پرداخت. نامعین محیط در نااریبی –واریانس میانگین مدل تحقیق به

داد. بسط نامعین محیط به را سهام سبد واریانس –نیم میانگین و –واریانس
هستند نامتقارن نامعین بازده�های که مواردی در واریانس تصادفی، محیط در شده اشاره مشابه دلایل به
به دارد. کمبودهایی هنوز اما شده�است داده بسط نامعین محیط به واریانس نیم اگرچه ندارد. کاربرد
نیازمند سرمایه�گذاران می�کند، نقش ایفای محدودیت یک عنوان به واریانس نیم وقتی دیگر، عبارت
سرمایه�گذار قبول قابل زیان بیشترین تحمل سطح بیشترین که هستند تحملی سطح بیشترین داشتن به
قابل واریانس نیم سطح یک اینکه تشخیص اما است، سرمایه�گذاری به حاضر زیان سطح ان در که است
از قبل سهام سبد انتظار مورد مقدار زیرا است. مشکل سرمایه�گذاران بعضی برای خیر، یا است قبول
بیشترین است متفاوت نتیجه در و نامشخص انتظار مورد مقدار وقتی است. نامشخص سرمایه�گذاری
عنوان به انتظار مورد مقدار دیگر عبارت به باشد. متفاوت است ممکن سرمایه�گذاری قبول قابل سطح
حداقل بيانگر كه می�شود تعبير قبول قابل هدف بازده نرخ عنوان تحت که واریانساست، نیم در پایه هدف
به زیان انتظار مورد مقدار زیر سهام بازده هر شود. كسب بايد زيان از اجتناب براي كه است بازدهی نرخ
با را دار ریسک سرمایه�گذاری یک بازده معمولا سرمایه�گذاران حقیقت در حال هر به رسید. خواهد نظر
سبد بازده اگر می�سنجند. پذیرفته�اند سرمایه�گذاری برای آن�ها که پیشین پایه هدف یک با مقایسه به توجه
سرمایه�گذاران اما شد. خواهد گرفته نظر در زیان عنوان به آن�گاه باشد پیشین هدف�های از تر پایین سهام
متفاوتی پیشین هدف�های است ممکن دلیل این به و دارند ریسک به نسبت متفاوتی احساسات مختلف
برای نیست. سرمایه�گذاران همه الزام به قادر شده تثبیت پیشین یکهدف دیگر، عبارت به کنند، فرض را
باشد، انتظار مورد مقدار زیر سهام بازده اگر حتی باشد، مبنا یک انتظار مورد مقدار که کنید فرض مثال
شده�اش ریزی طرح هدف از فراتر قبلا سهام بازده زیرا بداند، سود را آن هنوز است ممکن سرمایه�گذار یک

شده�است. مطرح نامعین متغیر برای هدف واریانس نیم محدودیت�ها، این بر غلبه برای بوده�است.
کنیم. ایجاد سهام سبد ریسک می�نیمم و بازده ماکزیمم بین تعادلی باید بهینه سهام سبد یک انتخاب برای
بازده تعریف برای چیست؟ سهام سبد یک ریسک و بازده که دهیم پاسخ سوال این به مجبوریم ابتدا پس

کنیم. شروع شخصی بهادار اوراق بازده�های یعنی ورودی داده با باید ریسک و

بهادار ورق بازده ٢.١

این براساس تصمیمی هرگونه هستند، سرمایه�گذار برای پایه�ای اطلاعات شخصی بهادار ورق بازده�های
بصورت بازده نرخ که می�شود بیان بازده نرخ از استفاده با بهادار ورق بازده می�شود. گرفته اطلاعات

هزینه-درآمد
هزینه

١۶Qin
١٧Bhattacharyya
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بازده نرخ تقسیمی، سهام و مالیاتی فاکتورهای معامله، ارزش گرفتن نظر در بدون شود. می تعریف
آید. بدست زیر بصورت می�تواند همچنین

بهادار ورق یک دوره انتهای نرخ - دوره ابتدای نرخ + تقسیمی سود نقد جریان
دوره ابتدای نرخ

سهامداران بین سال هر شرکت که است خالص سود از بخش آن تقسیمی سود نقد جریان آن در که
می�نمایند. تقسیم

مثبت گاهی است، کم گاهی و زیاد گاهی است، قطعی غیر بصورت بهادار اوراق بازده�های تصویر بیشترین
این به کنیم. استفاده آن بیان برای قطعی اعداد از نمی�توانیم بنابراین باشد. منفی است ممکن گاهی و
بهادار اوراق بازده�های سهام، سبد کلاسیک نظریه در شود. استفاده آن تشریح برای متغیر یک باید دلیل
قطعیت عدم برد پیش برای اصلی ریاضیاتی ابزار احتمال نظریه و می�شدند فرض تصادفی متغیرهای
نوع تنها تصادفی حقیقت در متنوع. قطعیت عدم صورت�های و است پیچیده دنیا گرچه بود، گذشته در
پیچیده از یکی بهادار اوراق بازار شوند. گذاشته دور انسانی عوامل وقتی بخصوص نیست، قطعیت عدم
به بستگی بهادار اوراق بازده می�باشد. قطعیت عدم انواع همه تقریبا شامل که است دنیا در بازارها ترین
انسانی روانشناختی عوامل همه از تر مهم و سیاسی اجتماعی، اقتصادی، عوامل جمله از مختلفی عوامل
آن به نزدیک روش�های دیگر از بعضی پژوهشگران ١٩٩٠ در اکید، احتمال روش بجز بنابراین دارد.
سهام سبد انتخاب در قطعیت عدم با رابطه در را ... و فاصله مجموعه و امکان مبهم، احتمال شامل

دادند. پیشنهاد
که می�گویند سرمایه�گذاران که هنگامی می�شود. استفاده تصادفی متغیر از هنوز بسیاری موارد در امروزه
درصد ٢۵ احتمال با ٠٫ ١٢ و درصد ۵٠ احتمال با ٠٫ ١ ، درصد ٢۵ احتمال با ٠٫ ٠٨ ،A بهادار ورق بازده
این تصادفی، متغیر از استفاده با کرده�اند. استفاده آن تشریح برای تصادفی متغیر از واقع در بود، خواهد
ورق آتی بازده انعکاس به قادر بهادار ورق بازده یک تاریخی داده که باشد بخش رضایت شاید فرض
است توافق مورد موضوع این معمولا نمی�دهد. را نتیجه این هم همیشه فرض این البته می�باشد، بهادار
عمومی فاکتور کنند، فرض را فاکتور نوع سه باید سرمایه�گذاران بهادار ورق بازده یک ارزیابی هنگام که
که دارد اشاره وقایعی و سیاست�ها به اقتصاد عمومی فاکتور شرکت. فاکتور و صنعت فاکتور اقتصاد،
به اشاره صنعت فاکتور تورم). مالی، سیاست پولی، سیاست (مانند می�گذارد تاثیر کلان اقتصاد رشد بر
صادرات، واردات، (مانند دارد مدت کوتاه یا مدت دراز در اقتصادی لحاظ از صنعت یک موثر اقدامات
بهادار ورق که دارد اشاره شرکت آینده انتظارات و گذشته فعالیت�های به شرکت فاکتور و...). مالی تامین
ورق بازده بر تصادفی طور به فاکتورها این از کدام هیچ شده�است. ثبت بهادار ورق بازار در شرکت آن
قطعیت عدم می�گذارند. اثر بهادار ورق بازده بر مردم روانشناسی طریق از بلکه نمی�گذارد. اثر بهادار
بهادار ورق بازار علاوه به می�ماند. باقی هستند شده شناخته فاکتورها همه که وقتی حتی بهادار ورق بازده
ممکن اختراع یک موفقیت مانند اقتصادی غیر فاکتورهای بقیه است. حساسیت دارای بسیار معمولا
بهادار ورق بازده قطعیت عدم در انسانی فاکتور خلاصه، طور به باشد. اثرگذار بهادار ورق بازده بر است
داده که باشند نداشته را تصوری چنین است ممکن سرمایه�گذاران مواقع بسیاری در بنابراین است. سهیم
است ممکن آن�ها کند. منعکس را بهادار ورق آینده بازده خوبی به بتواند بهادار ورق بازده یک تاریخی
قرار ارزیابی مورد را بهادار ورق آینده بازده بتوانند تا کنند استفاده خودشان تجربه و ماهر کارشناسان از
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دهند.
یامثلا است، ٠/١٢ حدود A بهادار ورق بازده نرخ مثلا می�شود، بیان فازی صورت به معمولا بینی پیش
.٣٠ احتمالا بگوئیم اینکه جای به است ٣٠ حدود او می�گوئیم می�زنیم حدس را شخص یک سن وقتی
در تصادفی. تا است فازی و هدف�دار و دارد شخص به بستگی زیادی تاحدود بهادار ورق بازده ارزیابی

شود. برده کار به بهادار ورق بودن فازی انعکاس برای می�تواند فازی متغیر حالت، این
سبد انتخاب برای حالتی درچنین فازی. نه و است تصادفی نه بهادار ورق بازده�های رفتار مواردی در
ورق بازده�های که می�رسد نظر به ظاهرا می�بریم. کار به را قطعیت عدم نظریه و نامعین اندازه بهینه سهام
نتیجه را مبهم هدفی فازی بهادار ورق بازده�های که حالی در است نامعین ظاهری دارای تصادفی بهادار
این به و می�کند ارزیابی را پیشامد یک وقوع احتمال که است اندازه که فهمید خواهید عمیقا می�دهد.

دارند. تفاوت باهم بهادار ورق بازده�های انواع که است دلیل
بهادار ورق بازده وقوع احتمال باشد. ٠/١ حدود و احتمالی بهادار، ورق بازده یک کنید فرض مثال برای
آن�گاه است، درصد ٢٠ ،٠/٣ و ٠/٢ بین بهادار ورق بازده وقوع احتمال و درصد ٣٠ ،٠/٢ و ٠/١ بین
۵٠ وقوع احتمال که می�کنید فکر اگر است؟ چقدر ٠/٣ و ٠/١ بین بازده وقوع احتمال می�کنید فکر
فکر اگر شود بیان تصادفی متغیر با می�تواند بهادار ورق بازده که دارید باور حقیقت در خواهد�بود درصد
فکر اگر شود. بیان فازی متغیر با باید بهادار ورق بازده که دارید باور خواهد�بود درصد ٣٠ که می�کنید
درصد ٣٠ بین عددی باید عوض در باشد، درصد ٣٠ از کوچکتر و درصد ۵٠ از بزرگتر نباید که �می�کنید
نامعین متغیر یعنی متغیر دیگر نوع با می�تواند بهادار ورق بازده که دارید باور آن�گاه باشد درصد ۵٠ و

شود. بیان

سهام سبد بازده ٣.١

iامین در سرمایه�گذاری نسبت را xi و iام بهادار ورق بازده را ξi داریم، متناوب بهادار ورق n کنید فرض
است: زیر مجموع سهام سبد بازده آن�گاه .i = ١,٢, · · · , n که می�کنیم تعریف بهادار ورق

ξ١x١ + · · ·+ ξnxn.

٣ کنید فرض مثال برای بگوئیم. صراحت به را سهام سبد هر بازده می�توانیم باشد قطعی ξi بازده اگر
یک اگر باشد. ξ٣ = ٠٫ ١۵ ،ξ٢ = ٠٫ ١٢ ، ξ١ = ٠٫ ١ ترتیب به آن�ها بازده�های که داریم بهادار ورق
۴٠ و ٢ بهادار ورق در درصد ٣۵ ،١ بهادار ورق در را خود سرمایه درصد ٢۵ که باشیم داشته سهام سبد

می�آید: بدست زیر صورت به سهام سبد بازده آن�گاه کنیم سرمایه�گذاری ٣ بهادار ورق در درصد
٠٫ ٢۵× ٠٫ ١+ ٠٫ ٣۵× ٠٫ ١٢+ ٠٫ ۴٠× ٠٫ ١۵ = ٠٫ ١٢٧

انتظار مورد بازده ۴.١

مورد بازده شد. پیشنهاد سهام سبد بازده بیان و توصیف برای مارکویتز توسط ابتدا که است قطعی عددی
متغیر درباره میانگینی اطلاعات و داشت خواهد سهام سبد یک قوی احتمال به که است بازده�ای انتظار
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سبد دو هر بازده سطوح بین بود خواهیم قادر انتظار مورد بازده از استفاده با می�دهد. سهام سبد بازده
دهیم. انجام مقایسه باشد داشته وجود آنها وجود امکان که سهامی

ریسک ۵.١

است. مالی زیان یک وقوع احتمال ریسک بگوییم باید کنیم تعریف ساده خیلی را ریسک بخواهیم اگر
که هستند دارایی�هایی از ریسک�تر پر دارد، وجود رفتنشان بین از برای بیشتری احتمال که دارایی�هایی
می�رود کار به اطمینان عدم مترادف ریسک رسمی�تر تعریف در اما است. کمتر رفتنشان بین از احتمال
سرمایه�گذاری ریسک درباره کسی هر اگرچه است. دارایی یک با مرتبط بازده�های تغییر�پذیری مبین و
پیشنهاد مارکویتز ١٩۵٢ سال در بود. نشده داده ١٩۵٢ تا ریسک از پذیری اندازه تعریف اما گفته چیزی
شود. گرفته نظر در سرمایه�گذاری ریسک عنوان به می�تواند سهام سبد بازده متغیر یک واریانس که داد
فرض انتظار مورد بازده از انحراف ریسک اندازه است. انتظار مورد مقدار از انحراف مربع واریانس،

است. انتظار مورد بازده به نسبت بازده پذیری نوسان ریسک واقع در می�شود.
بازده از انحراف سطح از جامع اطلاع یک فقط اما است ریسک از عمومی تعریف یک واریانس اگرچه
سرمایه�گذاران به زیان از ذاتی اطلاع هیچ واریانس نیست. مشاهده قابل زیان می�کند. فراهم انتظار مورد
رایج پدیده یک این گذشته این از می�دهند. تشخیصاهمیت قابل زیان به معمولا مردم درحقیقت نمی�دهد.
می�سنجند، را عامل دو واقع در می�گیریند گریزی ریسک یا پذیری ریسک به تصمیم مردم وقتی که است
بگیرید نظر در را موردی موضوع درک برای زیان. وقوع احتمال دیگری و احتمالی زیان شدت سطح یکی
از درصد ١ احتمال با را ریال ١٠٠٠٠٠٠ و درصد ٩٩ احتمال با را ریال ١ است ممکن افراد آن در که
شوند متحمل درصد ١ کم بسیار وقوع احتمال در را زیان ١٠٠٠٠٠٠ می�توانند افراد برخی بدهند. دست
١ پایین وقوع احتمال در حتی ریال ١٠٠٠٠٠٠ زیان تحمل است ممکن دیگری افراد برای که حالی در
مطمئن کافی اندازه به سهام سبد یک اگر ارزیابی هنگام سرمایه�گذاری در باشد. بزرگ حد از بیش درصد
را زیان�ها این شدت سطوح و احتمالی زیان�های همه وقوع احتمال�های سرمایه�گذاران از بعضی باشد،

می�کنند. ارزیابی
هر تشریح به و می�شود نامیده ریسک منحنی که داد پیشنهاد ریسک از دیگری کمی تعریف هوانگ[٨]
ریسک منحنی که سرمایه�گذارانی می�پردازد. احتمالی زیان پیشامد وقوع احتمال و احتمالی زیان سطح
را آن و می�سنجند را احتمالی زیان هر پیشامد آن�ها هستند. هوشیار سرمایه�گذاران بیشتر می�پذیرند را
خطر بی ریسک منحنی اساس بر گرفتن تصمیم حال هر به می�کنند. مقایسه خودشان تحمل توانایی با
نیاز ریسک منحنی از استفاده برای می�کند. فراهم را ذاتی زیان سطوح ریسک منحنی علاوه به است.
سود است ممکن که می�دهند احتمال سرمایه�گذاری در سرمایه�گذاران همه چون داریم. اطمینان منحنی به
آن که می�گیرند نظر در را وقوع قابل احتمالی زیان سطح هر در قبول قابل سطح بیشترین کنند، زیان یا
زیادی محاسباتی هزینه�های موارد برخی در اطمینان منحنی از استفاده اما می�نامند. اطمینان منحنی را
بزرگ کافی اندازه به اعداد برای احتمال مقادیر و سرمایه�گذاران اطمینانِ منحنی به نیاز بدون بردارد. در

است. کمتر بسیار محاسبات زیان، پیشامدهای
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کارشناسان نیازمند باشند، احتمال توزیع یک تخمین به قادر که باشد نداشته وجود الگوهایی که هنگامی
درجات ارزیابی برای هستیم. افتاد خواهد اتفاق که پیشامدهایی اعتقاد درجه ارزیابی برای حوزه�ها بعضی
می�پردازیم. اعتقاد درجه بیان به موضوع شدن روشن برای می�گیریم. بهره قطعیت عدم نظریه از اعتقاد

سهام سبد سازی بهینه مسئله ۶.١

تا گردد باعث که نحوی به بهادار اوراق از ترکیب بهترین انتخاب از است عبارت سهام سبد بهینه�سازی
نظریه اساسی ایده گردد. حداقل سهام سبد ریسک و حداکثر سرمایه�گذاری سهام سبد بازده �امکان حتی
شود، سرمایه�گذاری ندارند همبستگی هم با کامل طور به که بهاداری اوراق در اگر که است این ١٨ مدرن
بدست کمتر ریسک با را ثابت بازده یک می�توان لذا و نموده خنثی را همدیگر بهادار اوراق آن ریسک

آورد.[٢٠]

اعتقاد درجه ٧.١

طلوع فردا خورشید مثال، برای است، اعتقاد از نمونه�ای پیشامد آشناست. ما همه برای اعتقاد١٩ درجات
یک است. اعتقاد از نمونه�هایی است، جوان مردی شخص آن بود، خواهد آفتابی آینده هفته کرد، خواهد
اتفاق پیشامد یک باشیم معتقد کاملا اگر است. پیشامد یک وقوع به ما اعتقاد شدت بیانگر اعتقاد درجه
احتمال دارای آن متمم و پیشامد یک اگر کامل). (اعتقاد است ١ ما اعتقاد درجه آن�گاه افتاد خواهد
٠ بین عدد یک کلی بطور است. ٠/۵ دو هر آن متمم و پیشامد آن برای اعتقاد درجه آن�گاه باشند برابر
وقوع به ما اعتقاد بیشترین اعتقاد، درجه بالاترین می�دهیم. نسبت پیشامد هر اعتقاد درجه به را ١ و

است. پیشامد
از تعداد چه نمی�دانیم اما است مشکی یا قرمز آن�ها از کدام هر کنید، فرض را گوی ١٠٠ شامل جعبه یک
که گفت می�توان قطعیت عدم و احتمال نظریه تفاوت با رابطه در اینجا در است. مشکی یا قرمز گوی�ها
ممکن ما برای اعتقاد درجه تعیین اگرچه است، ممکن غیر ما برای قرمز گوی یک کشیدن احتمال تعیین
کشیدن و قرمز گوی یک کشیدن زیرا است ٠/۵ قرمز گوی یک کشیدن اعتقاد درجه مثال، برای است.
است. ٠/۵ نیز سیاه گوی یک کشیدن اعتقاد درجه علاوه به است. ممکن اندازه یک به سیاه گوی یک

هنگامی دارد. ما اولویت) شامل (حتی شخصی دانش به بستگی بسیار اعتقاد درجه پیشامد خصوص در
باید اعتقاد درجه که کنند تصور بعضی�ها شاید می�کند. تغییر نیز اعتقاد درجه کند تغییر شخصی دانش که
نامناسب معمولا تصور این اگرچه شود. سازی مدل فازی مجموعه نظریه یا عینی غیر احتمال وسیله به
منطقی بررسی برای شوند. شهودی غیر نتایج به منجر آن�ها دو هر مورد این در است ممکن زیرا است
پس و کرد معرفی را قطعیت عدم نظریه و داد پیشنهاد را نامعین اندازه لیو[١٧] شخصی، اعتقاد درجات

گرفت. قرار مطالعه مورد بسیاری پژوهشگران توسط آن از

١٨Modern portfolio theory
١٩Belief degrees
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کینز٢١(١٩٣۶) و (١٩٢١) کنیت٢٠ شد، برده کار به احتمالی پدیده بیان برای «تصادفی» کلمه اینکه از پس
را آن نیز علمی٢٢ انجمن کردند. احتمالی غیر پدیده هر بیان برای قطعیت عدم کلمه از استفاده به شروع
کارگیری به ما برای متاسفانه صحیح. قطعیت عدم یا کنیتیان قطعیت عدم نامید، کنیتیان قطعیت عدم
چون می�رسد نظر به غیرممکن قطعیت عدم از گسترده�ای دسته چنین بررسی برای ریاضیاتی نظریه یک
یک به که می�سازد ناتوان را قطعیت عدم مشکل این است. زیادی خیلی چیزهای بیانگر احتمالی غیر
بشناسیم رسمیت به را این می�خواهیم وجود، این با شود. تبدیل کینز و کینت مفهوم در علمی اصطلاح
عدم مهم علت دو اگرچه، کرده�اند. ایجاد احتمال نظریه انحصار شکستن برای بزرگی شیوه یک آن�ها که
نوشته هلندی کتاب استدلال از علت اولین داشت. وجود دوره آن در موضوع این با رابطه در پیشرفت
وجود به می�کند تعیین و اثبات احتمال نظریه قوانین از پیروی به را اعتقاد درجه که (١٩٣١) رمزی٢٣
استدلال اگر حتی دیگر، سوی از است. مخالف شدت به هلندی کتاب استدلال با لیو سوی، یک از آمد.
جمع و بودن نامنفی بودن، نرمال اصول با رابطه در را اعتقاد درجه فقط می�توانیم بپذیریم را هلندی کتاب
اثبات را آن احتمال نظریه حاصلضربی اصل با رابطه در نمی�توانیم اما کنیم، اثبات احتمال نظریه پذیری
سازی مدل به قادر احتمال نظریه که کند ثابت نمی�تواند هلندی کتاب استدلال دیگر، عبارت به کنیم،
اعتقاد درجه آن در که آمد وجود به (١٩۴۶) ٢۴ کاکس قضیه از علت دومین است. اعتقاد درجه�های
کاکس قضیه که نشدند مطلب این متوجه مردم از بسیاری است. احتمال اندازه یک با متناظر انسانی
مشابه احتمال و قطعیت عدم که شدند باور براین اشتباه به سپس است، معقول غیر فرض یک براساس
نیست. احتمال نظریه قوانین پیرو اعتقاد درجه که می�دهد نشان زیادی پژوهش�های هم هنوز هستند.
در و شده اشاره آن به بسیاری موارد در که بود فازی مجموعه نظریه زاده، لطفی توسط مهم کشف یک
نه هرگز فازی، مجموعه نظریه اگرچه است. داشته آمیزی موفقیت کاربردهای زندگی از بسیاری حوزه�های
اعتقاد درجه منطقی سازی مدل برای مناسب ابزار یک نه داشته رشدی ریاضیاتی دستگاه یک عنوان به
اعتقاد درجه که است اشتباه فرض این بر آن اساس بودن فازی، مجموعه نظریه اصلی اشتباه بوده�است.
مستقل اینکه به اهمیت بدون پیشامدهاست، تک تک اعتقاد درجات ماکزیمم پیشامدها، از اجتماعی
لطفی مفهوم صورت به فازی، صورت به انسانی شعور که می�دهد نشان بررسی�ها از بسیاری نه. یا هستند
امروزه است. زمینه این در پیشرفت جدیدترین لیو، توسط قطعیت عدم نظریه کشف نمی�کند. رفتار زاده
یک از صوری مطالعه یک تنها که شده�است تبدیل ریاضیات از مطلق شاخه یک به قطعیت عدم نظریه
تعریف در لیو، دیدگاه از است. اعتقاد درجات سازی مدل برای اجرا قابل بلکه نیست انتزاعی ساختار
قطعیت عدم نظریه قوانین از که است چیزی هر قطعیت عدم که گفت می�توان قطعیت عدم ریاضیاتی
عدم پس شود. توصیف اعتقاد درجات وسیله به که است چیزی هر قطعیت عدم عمل در کند. پیروی

٢٠Knight
٢١Keynes
٢٢Academic community
٢٣Ramsey
٢۴Cox
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قطعیت عدم نظریه و احتمال نظریه تفاوت :١.١ شکل

می�شود. قطعیت عدم نظریه مبنای بر علمی خاص اصطلاح یک قطعیت

احتمال نظریه و قطعیت عدم نظریه بین تفاوت ٩.١

پیشامدهای از اشتراکی احتمال اندازه که است این قطعیت عدم و احتمال نظریه�های بین اصلی تفاوت
یعنی است، پیشامدها تک تک احتمال های اندازه حاصلضرب برابر مستقل،

Pr{Λ١ ∩ Λ٢} = Pr{Λ١} × Pr{Λ٢},

نامعین اندازه�های می�نیمم برابر ببینید) را ٢ (فصل مستقل پیشامدهای از اشتراکی نامعین اندازه ولی
یعنی آن�هاست، تک تک

M{Λ١ ∩ Λ٢} = M{Λ١} ∧M{Λ٢},

آن در که

a ∧ b = min(a, b).

قطعیت عدم نظریه و ریاضیاتی ضربی دستگاه یک احتمال نظریه که بگوییم می�توانیم خلاصه، طور به
متغیرهای و تصادفی متغیرهای که است این معنای به تفاوت این است. ریاضیاتی می�نیمم دستگاه یک

می�کنند. پیروی متفاوتی عملیاتی قواعد از نامعین
قابل ریاضیاتی مدل دو که هستند مکملی ریاضیاتی دستگاه�های قطعیت عدم نظریه و احتمال نظریه
سازی مدل برای ریاضیات از شاخه�ای احتمال نظریه می�کنند. فراهم قطعیت عدم دنیای برای قبول
اعتقاد درجات سازی مدل برای ریاضیات از شاخه�ای قطعیت عدم نظریه که حالی در است فراوانی�ها
نمی�کند. تغییر ما اولویت و دانش انتخاب با و است قطعی غیر کمیت واقعی ویژگی یک فراوانی است،
توسط اگر نیست مهم و است ثابت نسبتا و می�آید بوجود مدت بلند اجرای در فراوانی دیگر، عبارت به
(حتی شخصی دانش به بستگی بسیار اعتقاد درجه نیست. چنین اعتقاد درجه اما باشد، شده مشاهده ما

می�کند. تغییر نیز اعتقاد درجه کند تغییر شخصی دانش که هنگامی دارد. ما اولویت) شامل
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اطمینان عدم وجوه شناسایی و درک برای مختلفی ریاضی نظریه�های فازی، منطق گیری شکل با همزمان
بین از یافته�است. توسعه و ابداع محیط این در آن مبهم و امکان�پذیر پیشامدهای و تصمیم محیط در
تحلیل در نظریه منسجم�ترین و مناسب�ترین را امکان٢۵ نظریه می�توان ابهام، شرایط در ریاضی نظریه�های
گونه این می�توان را نظریه این محتوی خلاصه طور به آورد. حساب به تصمیم محیط قطعیت�های عدم
سازه�های در و نیستیم محتمل رویدادهای دنبال به تنها محیطی شرایط و پیشامدها تحلیل در که کرد بیان
درجه و پیشامدها این امکان درجه با که هستیم امکان�پذیری پیشامدهای تمامی یافتن پی در نامطمئن
ناپذیر جمع را آنها نقیض و پیشامدها ما نگرش این در می�شوند. معرفی متناقض پیشامدهای امکان
بر سعی احتمال نظریه در نمی�دهیم. قرار یکدیگر روی رودر را آنها احتمال، نظریه همچون و نمی�دانیم
تعبیر آن نقیض وقوع عدم احتمال به را آن پیشامد وقوع احتمال شاخص اختصاص با تا است این
می�شود، مشخص عدد دو توسط پیشامد یک اطمینان عدم امکان، تر جامع نظریه در آنکه حال نماییم
پیشامد امکان درجه = پیشامد لزوم (درجه پیشامد لزوم درجه دیگری و پیشامد خود امکان درجه یکی

نقیض-١).
بسیار ما تفکر نوع با توصیف نوع این نیست. برابر الزاما آن لزوم درجه با پیشامد یک امکان درجه
نظر در را پیشامد آن وقوع شواهد و زمینه�ها هم پیشامد، یک وقوع امکان بررسی در است. سازگار

می�کنیم. بررسی را نقیض پیشامد وقوع شواهد و زمینه�ها هم و می�گیریم
مجموعه�ها زیر تمام و است متناهی مجموعه�ای ،Γ جهانی مجموعه کنید فرض پیچیدگی، از پرهیز برای

است: زیر موضوعه اصل سه با [٠,١] به Γ از تابعی امکان، توزیع یک پذیرند. اندازه
Pos{Γ} = ١ ،Γ جهانی مجموعه ازای به :١ اصل
Pos{∅} = ٠ ،∅ تهی مجموعه ازای به :٢ اصل

Γ عضو پیشامد هر Pos{Λ١∪Λ٢} = Pos{Λ١}∨Pos{Λ٢} ،Λ١ و Λ٢ پیشامد هر ازای به :٣ اصل
پیشامد آن یعنی صفر و است امکان�پذیر کاملا پیشامد آن یعنی یک می�باشد. یک تا صفر امکان دارای

نیست[۴]. امکان�پذیر اصلا
رابطه اولی در که است این امکان و قطعیت عدم نظریه بین تفاوت اساسی�ترین

M{Λ١ ∪ Λ٢} = M{Λ١} ∨M{Λ٢},

رابطه دومی در و Λ٢ و Λ١ مستقل پیشامدهای برای فقط
Pos{Λ١ ∪ Λ٢} = Pos{Λ١} ∨ Pos{Λ٢},

آن در که

a ∨ b = max(a, b),

تحقیقات از بسیاری خیر، یا هستند مستقل که نیست مهم و است برقرار Λ٢ و Λ١ پیشامد هر برای
ماکزیمم از بزرگتر معمولا پیشامدها از اجتماعی اندازه نباشند مستقل پیشامدها وقتی که می�دهد نشان

٢۵Possibility theory
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ندارد. گونه فازی رفتاری انسانی هوش که می�کند بیان حقیقت این است. پیشامدها تک تک اندازه�های
نامعین اندازه ابزار از اولی که دارند، اعتقاد درجه سازی مدل بر تلاش دو هر امکان و قطعیت عدم نظریه

هستند. کاملی رقیب�های آن�ها بنابراین می�کند. استفاده امکان اندازه ابزار از دومی و

فازی مجموعه نظریه و نامعین مجموعه نظریه بین تفاوت ١١.١

در µ(x) حقیقی عدد یک x عنصر هر به که می�شود تعریف µاش عضویت تابع با فازی مجموعه یک
این می�دهد. نشان را فازی مجموعه در x عضویت درجه µ(x) مقدار که می�دهد، اختصاص [٠,١] بازه
مجموعه پایه بر فازی مجموعه نظریه سپس شد. مطرح لطفی�زاده پروفسور توسط ١٩۶۵ درسال تعریف

شد. برده بکار لطفی�زاده فازی
عضویت توابع از هردو مثال برای دارند. مشترکی وجوه فازی مجموعه نظریه و نامعین مجموعه نظریه
ξ کنید فرض می�کنند. فرض را یکسانی عملیاتی قانون و می�کنند استفاده ناصریح مفاهیم تشریح برای
ξ ∪ η اجتماع آن�گاه باشند، ν و µ عضویت توابع با ترتیب به مستقل (فازی) نامعین مجموعه�های η و

عضویت تابع دارای
λ(x) = µ(x) ∨ ν(x),

عضویت تابع دارای ξ ∩ η اشتراک و است
λ(x) = µ(x) ∧ ν(x),

است زیر عضویت تابع دارای ξc مکمل علاوه به است.
λ(x) = ١− µ(x).

عضویت توابع با ترتیب به مستقل (فازی) نامعین های مجموعه ξ١, ξ٢, · · · , ξn کنید فرض گذشته این از
تابع دارای ξ = f(ξ١, ξ٢, · · · , ξn) آن�گاه باشد. اندازه�پذیر تابع یک f و باشند µ١, µ٢, · · · , µn

است زیر عضویت
λ(x) = sup

f(x١,x٢,··· ,xn)=x

min
١≤i≤n

µi(xi).

تابع (مانند می�رسند نظر به هم شبیه لحاظ بعضی از فازی مجموعه نظریه و نامعین مجموعه نظریه اگرچه
متفاوتی خیلی ریاضیاتی نظریه�های اما می�پردازیم) آن�ها بیان به ٢ فصل در که عملیاتی قانون و عضویت

می�سازیم. روشن زیر جنبه سه از را مطلب این ادامه در هستند.
ابزار از یکی می�کنند، استفاده متفاوت اندازه�های از که است این اساسی تفاوت مهمترین که این اول
را امکان و قطعیت عدم نظریه تفاوت که می�کند استفاده امکان اندازه ابزار از دیگری و نامعین اندازه

نیست. چنین امکان اندازه اما است دوگانه خود نامعین اندازه علاوه به کردیم. ملاحظه
اعداد از B بورل مجموعه هر ازای به می�کنند. استفاده متفاوتی معکوس اندازه فرمول�های از که این دوم

داریم نامعین مجموعه نظریه در حقیقی،

M{ξ ⊂ B} = ١− sup
x∈Bc

µ(x). (١.١)



١٣ فازی مجموعه نظریه و نامعین مجموعه نظریه بین تفاوت .١١.١

فازی مجموعه نظریه در و
Pos{ξ ⊂ B} = sup

x∈B
µ(x).

توسط معکوس پیشامد امکان عدم عنوان به فازی پیشامد ضرورت اندازه یک فازی، مجموعه نظریه در
شد تعریف زیر بصورت [٢٧] �زاده لطفی

Nec{Λ} = ١− Pos{Λc}.

است شده اشاره زیر رابطه به هم منابع بعضی در
Nec{ξ ⊂ B} = ١− sup

x∈Bc

µ(x), (٢.١)

دو چون ξ فازی مجموعه یک برای هرحال به است. نامعین مجموعه نظریه در (١.١) رابطه با مشابه که
یعنی نیستند، معکوس {ξ ⊂ Bc} و {ξ ⊂ B} پیشامد

{ξ ⊂ B}c ̸= {ξ ⊂ Bc},

است. تناقض در ضرورت اندازه از لطفی�زاده تعریف با (٢.١) رابطه
ضرورت اندازه موضوعه اصل با Λ٢ و Λ١ پیشامد دو هر ازای به (٢.١) رابطه متاسفانه این، بر علاوه

[۴] است تناقض در نیز زیر
Nec{Λ١ ∩ Λ٢} = Nec{Λ١} ∧ Nec{Λ٢}.

را (٢.١) رابطه اگر دیگر عبارت به نیست. فازی مجموعه نظریه در قبولی قابل رابطه (٢.١) بنابراین
اصول با فرمول کدام پس می�باشند. متناقض ضرورت و امکان اندازه�های موضوعه اصول آن�گاه بپذیریم،

کنیم. پیدا چیزی نتوانسته�ایم تاکنون نیست؟ درتناقض ضرورت اندازه موضوعه

اندازه فرمول از نامعین مجموعه نظریه کنیم. فرض {ξ ⊂ B} بجای را {B ⊂ ξ} پیشامد سوم،
می�کند استفاده زیر معکوس

M{B ⊂ ξ} = inf
x∈B

µ(x).

چگونه که نمی�دانیم واقعا ما شدند، بررسی ضرورت و امکان اندازه�های موضوعه اصول که قبلی فرض در
بگیریم. نتیجه فازی مجموعه نظریه در µ عضویت تابع از را Pos{B ⊂ ξ} و Nec{B ⊂ ξ} مقادیر

نیست. موافق او با فازی مجموعه موضوع سر بر لیو لطفی�زاده، پروفسور بزرگ کار به فراوان احترام با
نیست، منظم و تخصصی ریاضیاتی موضوع یک زاده لطفی فازی مجموعه که کند می فکر لیو همه، از اول
عضویت تابع مثال برای شود. تعریف µ(x)عضویت تابع یک با می�تواند فراوانی فازی مجموعه�های زیرا

کنید فرض را زیر

µ(x) =

x if ٠ ≤ x ≤ ١,

٢− x if ١ ≤ x ≤ ٢.

زیر فاصله�های خانواده از هریک می�تواند بالا µ عضویت تابع با شده تعریف فازی مجموعه اینکه بررسی
باشد
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ξ =
∪

٠≤α≤١
α.[α,٢− α]. (٣.١)

زیر پایانی نقاط از خانواده یک یا

ξ =
∪

٠≤α≤١
α.{α,٢− α}. (۴.١)

افراد بنابراین هستند. ریاضیات و عمل در متفاوتی بسیار فازی های مجموعه (۴.١) و (٣.١) متاسفانه،
فازی مجموعه بنابراین باشند. داشته ذهنشان در فازی مجموعه�های از متفاوتی اولیه نمونه است ممکن
فرمول�های و تفاسیر چرا که این بر است دلیلی این نیست. تعریف خوش ریاضیات مفهوم در لطفی�زاده

دارد. وجود فازی مجموعه نظریه ادبیات در زیادی متضاد
فازی مجموعه نظریه از نسخه هر که این قبول برای ،µ عضویت تابع و ξ فازی مجموعه برای علاوه به

عضویت تابع با ξc مکمل مجموعه یک دارای کم دست
λ(x) = ١− µ(x), (۵.١)

زیر بصورت را امکان اندازه و عضویت تابع بین رابطه یک و شده بیان امکان موضوعه اصل سه است،
داریم

µ(x) = Pos{x ∈ ξ}. (۶.١)

یعنی هستند، معکوس پیشامدهای {x ∈ ξc} و {x ∈ ξ} که است واضح این ،x نقطه هر برای حال

{x ∈ ξ} ∪ {x ∈ ξc} = Γ.

داریم امکان موضوعه اصول از استفاده با طرفی، از
Pos{x ∈ ξ} ∨ Pos{x ∈ ξc} = Pos{Γ} = ١. (٧.١)

داریم (۶.١) رابطه از استفاده با دیگر طرف از

Pos{x ∈ ξc} = ١− µ(x). (٨.١)

که می�شود نتیجه (٨.١) و (٧.١) ،(۶.١) روابط از
µ(x) ∨ (١− µ(x)) = ١.

بنابراین

µ(x) = ٠ یا ١.

عبارت به باشد. قطعی مجموعه علامت تابع یک می�تواند µ عضویت تابع که می�دهد نشان نتیجه این
این در کنند. توجیه را (۵.١) ∼ (۶.١) ی رابطه همزمان می�توانند قطعی مجموعه�های فقط دیگر،
بنابراین می�شود. متلاشی کلاسیک مجموعه نظریه به ریاضی قانون طبق فازی مجموعه نظریه مفهوم،
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نیست. کلاسیک مجموعه نظریه از بیشتر چیزی فازی مجموعه نظریه
بود. خواهد شمول رابطه به نیازی فازی مجموعه�های بین می�رسد نظر به عمل و نظریه دو هر در علاوه، به
بصورت معکوس اندازه فرمول یک B شده تعدیل مجموعه هر ازای به نیز فازی مجموعه نظریه بنابراین

می�کند فرض زیر
Pos{ξ ⊂ B} = sup

x∈B
µ(x). (٩.١)

در مشمول R بگوییم اگر باشد. قطعی بازه یک [١,٢] و حقیقی اعداد از مجموعه�ای R کنید فرض حال
یعنی باشد، [١,٢]

R ⊂ [١,٢].

زیر عضویت تابع با خاصی فازی مجموعه یک R که کنید توجه است. بی�معنی خیلی که کنید تصور باید
است

µ(x) ≡ ١.

که می�شود نتیجه (٩.١) معکوس اندازه فرمول از
Pos{R ⊂ [١,٢]} = sup

x∈[١,٢]
µ(x) = ١.

حاضرید آیا است. پذیر امکان صد در صد R ⊂ [١,٢] که می�گوید ما به فازی مجموعه نظریه بنابراین،
کلاسیک مجموعه�های نظریه در شمول رابطه با درتناقض (٩.١) آن�گاه خیر، اگر بپذیرید؟ را نتیجه این
با کند. توجیه را (٩.١) و (۵.١) ∼ (۶.١) روابط همزمان نمی�تواند چیز هیچ دیگر، عبارت به است.

است. اساسی کاملا مسئله یک این نیست. سازگار خود فازی مجموعه نظریه مفاهیم، این
استفاده فازی مجموعه نظریه در امکان اندازه از هرگز آن�ها که کنند استدلال دانان فازی از بعضی شاید
شامل ξ فازی مجموعه که است امکان اندازه در فقط ،µ(x) عضویت درجه با رابطه در اما نمی�کنند،

است). ξ به متعلق x یعنی ) است x نقطه
در است ممکن و نیست سازگار خود ریاضیات در فازی مجموعه نظریه ببینیم می�توانیم بالا مباحث از
خوش ریاضیات در فازی مجموعه نظریه لیو عقیده به حال، هر به ، شود، منجر اشتباهی نتایج به عمل
گفت باید کنیم اصلاح را فازی مجموعه نظریه می�توانیم آیا که سوال این به پاسخ در نیست. تعریف
نامعین مجموعه نظریه را شده اصلاح فازی مجموعه نظریه نام لیو که است بسیاربزرگ تغییرات اما بله،

می�گذارد.





٢ فصل

قطعیت عدم نظریه مقدمات

در کرد. تعریف را قطعیت عدم نظریه و داد پیشنهاد را نامعین اندازه مفهوم [١٧] لیو ٢٠٠٧ سال در
از فصل این مطالب می�کنیم. بازگو را قطعیت عدم نظریه در قضایایی و پایه مفاهیم بعضی فصل این

است. [١٩] مرجع

ناتهی گردایه�ای ،Γ روی مجموعه�ها از جبر یک باشد. ناتهی مجموعه�ای Γ کنید فرض .١.٠.٢ تعریف
عبارت به باشد. بسته گیری متمم و متناهی اجتماع�های تحت که است Γ مجموعه�های زیر از L چون
جبری -جبر، σ یک .Λc ∈ L آن�گاه ،Λ ∈ L اگر � و ∪n

i=١Λi ∈ L آن�گاه ،Λ١, · · ·Λn ∈ L اگر دیگر،
باشد. بسته پذیر شمارش اجتماع�های تحت که است

وسیله به شده تولید -جبر σ باشد، توپولوژیک فضای یک کلی طور به یا متری فضای یک Γ چنانچه
می�دهیم. نشان B با را آن و می�شود نامیده Γ روی بورل -جبر σ ،Γ در واقع باز مجموعه�های خانواده
مجموعه�های باز، مجموعه�های شامل B بنابراین می�نامیم. بورل مجموعه�های را بورل -جبر σ اعضای
و بسته مجموعه�های از پذیر شمارش اجتماع�های باز، مجموعه�های از پذیر شمارش اشتراک�های بسته،

است. غیره

نامعین اندازه ١.٢

نامیده پذیر اندازه مجموعه یک L در Λ عنصر هر باشد. پذیر اندازه فضای یک (Γ,L) کنید فرض
روی M نامعین اندازه یک است. قطعیت عدم نظریه در پیشامد یک پذیر اندازه مجموعه هر می�شود.
به Λ پیشامد هر به مجموعه�ای تابع یک صورت به M{Λ} عدد بنابراین می�شود. تعریف L -جبر σ

می�شود. داده اختصاص Λ پیشامد وقوع به ما اعتقاد گیری اندازه برای اعتقاد درجه دادن نشان منظور
لیو اعتقاد درجه با منطقی ارتباط منظور به باشد. داشته معینی ریاضی خواص باید M نامعین اندازه

کرد: مطرح قطعیت عدم نظریه در را زیر موضوعه اصل سه
بودن: نرمال (١) اصل

M{Γ} = ١.
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Λ؛ پیشامد هر برای دوگانگی: خود (٢) اصل
M{Λ}+M{Λc} = ١.

داشته�باشیم: Λ پیشامدهای از پذیر شمارش دنباله هر برای شمارا: افزایشی زیر (٣) اصل

M
{ ∞∪

i=١
Λi

}
≤

∞∑
i=١

M{Λi}.

می�نامند. نامعین فضای را (Γ,L,M) تایی سه آن�گاه باشد نامعین اندازه یک M اگر
ممکن که فراوانی) (نه نامعین پیشامد یک شخصی اعتقاد درجه عنوان به نامعین اندازه که کنید توجه
دانش حالت اگر دارد، پیشامد به مربوط شخصی دانش به بستگی و می�شود تفسیر بیفتد اتفاق است

کرد خواهد تغییر نامعین اندازه کند تغییر
.

کرد. تعریف را حاصلضربی اندازه اصل و حاصلضربی نامعین اندازه [١٨] لیو
باشد. k = ١,٢, · · · , n ازای به نامعین فضای یک (Γk,Lk,Mk) کنید فرض حاصلضربی) (اصل

می�نویسیم
Γ = Γ١ × Γ٢ × · · · × Γn, L = L١ × L٢ × · · · × Ln.

است: زیر بصورت Λ ∈ L هر ازای به Γ روی حاصلضربی نامعین اندازه آن�گاه

M{Λ} =



sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λ

min
١≤k≤n

Mk{Λk}

if sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λ

min
١≤k≤n

Mk{Λk} > ٠٫ ۵,

١− sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λc

min
١≤k≤n

Mk{Λk}

if sup
Λ١×Λ٢×···×Λn⊂Λc

min
١≤k≤n

Mk{Λk} > ٠٫ ۵,

٠٫ ۵ o.w.

(١.٢)

نوشت: نیز زیر بصورت را فوق رابطه می�توان که

M{
∞∏
k=١

Λk} =
∞∧
k=١

Mk{Λk}.

نامعین متغیر ٢.٢

می�باشد قطعیت عدم میزان دهنده نشان که است قطعیت عدم نظریه در اساسی مفهوم یک نامعین متغیر

حقیقی اعداد مجموعه به L -جبر σ از ξ پذیر اندازه تابع یک نامعین متغیر یک ([١٧]) .١.٢.٢ تعریف
شکل می�شود. مشخص است شده تعریف لیو توسط که نامعین توزیع یک با ξ نامعین متغیر یک است.

می�دهد. نشان را نامعین متغیر نمونه یک ١.٢



١٩ نامعین توزیع .٣.٢

نامعین متغیر یک :١.٢ شکل

نامعین توزیع یک :٢.٢ شکل

نامعین توزیع ٣.٢

x حقیقی عدد هر ازای به ξ نامعین متغیر یک برای Φ : R −→ [٠,١] نامعین توزیع .١.٣.٢ تعریف
می�شود: تعریف زیر صورت به

Φ(x) = M{ξ ≤ x}. (٢.٢)

می�دهد. نشان را نامعین توزیع نمونه یک نمودار ٢ · ٢ شکل

نامعین توزیع�های از برخی ١.٣.٢

را زیر خطی نامعین توزیع اگر گوئیم خطی نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر یک .٢.٣.٢ تعریف
داشته�باشد:

Φ(x) =


٠ if x ≤ a,
x− a

b− a
if a ≤ x ≤ b,

١ if x ≥ b.

(٣.٢)

.a < b و حقیقی�اند اعداد b و a که می�شود داده نشان ξ ∼ L(a, b) صورت به تابع این



٢٠ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

خطی نامعین توزیع :٣.٢ شکل

زیگزاگ نامعین توزیع :۴.٢ شکل

می�دهد. نشان را خطی نامعین توزیع یک نمودار ٣ · ٢ شکل

را زیر زیگزاگ نامعین توزیع اگر گوئیم زیگزاگ نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر یک .٣.٣.٢ تعریف
باشد: داشته�

Φ(x) =



٠ if x ≤ a,
x− a

٢(b− a)
if a ≤ x ≤ b,

x+ c− ٢b
٢(c− b)

if b ≤ x ≤ c,

١ if x ≥ c,

(۴.٢)

. a < b < c و حقیقی�اند اعداد c و b و a که می�دهیم نشان ξ ∼ Z(a, b, c) با را آن و

می�دهد. نشان را زیگزاگ نامعین توزیع یک نمودار ۴ · ٢ شکل

داشته را زیر نامعین توزیع اگر گوئیم ذوزنقه�ای نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر یک .۴.٣.٢ تعریف
باشد:



٢١ نامعین توزیع .٣.٢

ذوزنقه�ای نامعین توزیع :۵.٢ شکل

Φ(x) =



٠ if x ≤ a,
x− a

٢(b− a)
if a ≤ x ≤ b,

١
٢ if b ≤ x ≤ c,

x+ d− ٢c
٢(d− c)

if c ≤ x ≤ d,

١ if x ≥ d,

(۵.٢)

. a < b < c < d و حقیقی�اند اعداد d و c و b و a که

می�دهد. نشان را ذوزنقه�ای نامعین توزیع یک نمودار ۵ · ٢ شکل

داشته را زیر نرمال نامعین توزیع اگر گوئیم نرمال نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر یک .۵.٣.٢ تعریف
باشد:

Φ(x) =
(
١+ exp

(π(e− x)√
٣σ

))−١
, x ∈ R, σ > ٠. (۶.٢)

هستند. حقیقی اعداد σ و e آن در که می�دهیم نشان ξ ∼ N (e, σ) با را آن که

می�دهد. نشان را نرمال نامعین توزیع یک نمودار ۶ · ٢ شکل

نرمال نامعین متغیر یک lnξ اگر گوئیم نرمال لگ نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر یک .۶.٣.٢ تعریف
باشد: داشته را زیر نامعین توزیع دیگر عبارت به باشد، N (e, σ)

Φ(x) =
(
١+ exp

(π(e− lnx)√
٣σ

))−١
, x ∈ R, σ > ٠. (٧.٢)

هستند. حقیقی اعداد σ و e آن در که می�دهیم نشان ξ ∼ LOGN (e, σ) با را آن که

می�دهد. نشان را نرمال لگ نامعین توزیع یک نمودار ٧ · ٢ شکل



٢٢ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

نرمال نامعین توزیع :۶.٢ شکل

نرمال لگ نامعین توزیع :٧.٢ شکل



٢٣ نامعین توزیع .٣.٢

عملی نامعین توزیع :٨.٢ شکل

را زیر عملی نامعین توزیع اگر گوئیم عملی نامعین متغیر را ξ نامعین متغیر یک .٧.٣.٢ تعریف
داشته�باشد:

Φ(x) =


٠ if x ≤ x١,

αi +
(αi+١ − αi)(x− xi)

xi+١ − xi

if xi ≤ x ≤ xi+١,١ ≤ i < n,

١ if x > xn,

(٨.٢)

. ٠ ≤ α١ ≤ α٢ ≤ · · · ≤ αn ≤ ١ و x١ < x٢ < · · · < xn آن در که

می�دهد. نشان را عملی نامعین توزیع یک نمودار ٨ · ٢ شکل

Φ نامعین توزیع با نامعین متغیر یک ξ کنید فرض اندازه[١٩]) سازی وارون (قضیه .٨.٣.٢ قضیه
داریم x حقیقی عدد هر برای آن�گاه باشد.

M{ξ ≤ x} = Φ(x), M{ξ > x} = ١− Φ(x). (٩.٢)

از استفاده با می�شود. نتیجه نامعین توزیع تعریف از سادگی به M{ξ ≤ x} = Φ(x) معادله برهان.
که می�گیریم نتیجه نامعین اندازه ٢ اصل

M{ξ > x} = ١−M{ξ ≤ x} = ١− Φ(x),

می�شود. ثابت قضیه و

٠تابعی < Φ(x) < ١ ازای به x به نسبت اگر می�شود نامیده منظم Φ(x) نامعین توزیع .٩.٣.٢ تعریف
و باشد صعودی اکیدا و پیوسته

lim
x→−∞

Φ(x) = ٠, lim
x→+∞

Φ(x) = ١.



٢۴ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

خطی نامعین توزیع معکوس :٩.٢ شکل

نامعین توزیع معکوس ۴.٢

تابع یک است ٠ < Φ(x) < ١َ بصورت که x برد روی Φ(x) منظم نامعین توزیع که است واضح این
دارد. وجود (٠,١) بازه در Φ−١(α) معکوس تابع و دارد معکوس

تابع معکوس باشد. Φ(x) منظم نامعین توزیع با نامعین متغیر یک ξ کنید فرض .١.۴.٢ تعریف
می�شود. نامیده ξ نامعین توزیع معکوس Φ−١(α)

درصورت می�شود. تعریف (٠,١) بازه در خوبی به Φ−١(α) نامعین توزیع معکوس که کنید توجه
دهیم گسترش [٠,١] بازه به زیر تعریف با را دامنه می�توانیم نیاز

Φ−(٠)١ = lim
α→٠−

Φ−١(α), Φ−(١)١ = lim
α→١+

Φ−١(α). (١٠.٢)

است زیر صورت به L(a, b) خطی نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس ([١٩]) .٢.۴.٢ مثال
Φ−١(α) = (١− α)a+ αb. (١١.٢)

می�دهد. نشان را خطی نامعین توزیع معکوس نمودار ٩ · ٢ شکل

است زیر صورت به Z(a, b, c) زیگزاگ نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس ([١٩]) .٣.۴.٢ مثال

Φ−١(α) =

(١− ٢α)a+ ٢αb if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)b+ (٢α− ١)c if α ≥ ٠٫ ۵.
(١٢.٢)

می�دهد. نشان را زیگزاگ نامعین توزیع معکوس نمودار ١٠ · ٢ شکل

است زیر صورت به ذوزنقه�ای نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس ([١٩]) .۴.۴.٢ مثال

Φ−١(α) =

(١− ٢α)a+ ٢αb if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)c+ (٢α− ١)d if α ≥ ٠٫ ۵.
(١٣.٢)

می�دهد. نشان را ذوزنقه�ای نامعین توزیع معکوس نمودار ١١ · ٢ شکل



٢۵ نامعین توزیع معکوس .۴.٢

زیگزاگ نامعین توزیع معکوس :١٠.٢ شکل

ذوزنقه�ای نامعین توزیع معکوس :١١.٢ شکل



٢۶ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

نرمال نامعین توزیع معکوس :١٢.٢ شکل

نرمال لگ نامعین توزیع معکوس :١٣.٢ شکل

است زیر صورت به N (e, σ) نرمال نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس ([١٩]) .۵.۴.٢ مثال

Φ−١(α) = e+
σ
√
٣

π
ln

α

١− α
. (١۴.٢)

می�دهد. نشان را نرمال نامعین توزیع معکوس نمودار ١٢ · ٢ شکل

زیر صورت به LOGN (e, σ) نرمال لگ نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس ([١٩]) .۶.۴.٢ مثال
است

Φ−١(α) = exp

(
e+

σ
√
٣

π
ln

α

١− α

)
. (١۵.٢)

می�دهد. نشان را نرمال لگ نامعین توزیع معکوس نمودار ١٣ · ٢ شکل

است زیر صورت به عملی نامعین متغیر نامعین توزیع معکوس ([١٩]) .٧.۴.٢ مثال

Φ−١(α) =
(α− αi)(xi+١ − xi)

αi+١ − αi

+ xi. (١۶.٢)

می�دهد. نشان را عملی نامعین توزیع معکوس نمودار ١۴ · ٢ شکل



٢٧ نامعین متغیرهای استقلال .۵.٢

عملی نامعین توزیع معکوس :١۴.٢ شکل

نامعین متغیرهای استقلال ۵.٢

مجموعه هر برای اگر می�شوند نامیده مستقل ξ١, ξ٢, · · · , ξn نامعین ([١٨])متغیرهای .١.۵.٢ تعریف
باشیم: داشته حقیقی اعداد از B١, B٢, · · · , Bn بورل

M
{ n∩

i=١
{ξi ∈ Bi}

}
= min

١≤i≤n
M{ξi ∈ Bi}. (١٧.٢)

اگر تنها و اگر هستند مستقل ξ١, ξ٢, · · · , ξn نامعین ([١٩])متغیرهای .٢.۵.٢ قضیه

M
{ n∪

i=١
{ξi ∈ Bi}

}
= max

١≤i≤n
M{ξi ∈ Bi}. (١٨.٢)

اگر هستند مستقل ξ١, ξ٢, · · · , ξn نامعین متغیرهای پس است خوددوگانه نامعین اندازه چون برهان.
اگر تنها و

M
{ n∪

i=١
{ξi ∈ Bi}

}
= ١−M

{ n∩
i=١

{ξi ∈ Bi
c}
}

= ١− min
١≤i≤n

M{ξi ∈ Bi
c} = ١− (١− max

١≤i≤n
M{ξi ∈ Bi})

= max
١≤i≤n

M{ξi ∈ Bi}.

عملیاتی قانون ۶.٢

یک f : Rn −→ R و مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn کنید فرض ([١٨]) .١.۶.٢ قضیه
که بطوری است نامعین متغیر یک ξ = f(ξ١, ξ٢, · · · , ξn) آن�گاه باشند. پذیر اندازه تابع



٢٨ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

M{ξ ∈ B} =



sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂B

min
١≤k≤n

M{ξk ∈ Bk}

if sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂B

min
١≤k≤n

M{ξk ∈ Bk} > ٠٫ ۵,

١− sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂Bc

min
١≤k≤n

M{ξk ∈ Bk}

if sup
f(B١,B٢,··· ,Bn)⊂Bc

min
١≤k≤n

M{ξk ∈ Bk} > ٠٫ ۵,

٠٫ ۵ o.w,

(١٩.٢)

f(B١, B٢, · · · , Bn) ⊂ B و هستند حقیقی اعداد از بورل مجموعه�های B١, B٢, · · · , Bn, B آن در که
.t١ ∈ B١, t٢ ∈ B٢, · · · , tn ∈ Bn هر ازای به f(t١, t٢, · · · , tn) ⊂ B یعنی

می�آید. بدست اندازه�ها حاصلضربی اصل از مستقیما قضیه برهان.

صعودی اکیدا تابع یک f و Φ نامعین توزیع با نامعین متغیر یک ξ کنید فرض ([١٩]) .٢.۶.٢ قضیه
آید بدست زیر بصورت می�تواند f(ξ) نامعین توزیع آن�گاه باشد.
Ψ(t) = Φ(f−١(t)). (٢٠.٢)

شود بیان نیز زیر بصورت می�تواند که
Ψ−١(α) = f

(
Φ−١(α)

)
, ٠ < α < ١. (٢١.٢)

داریم پس است صعودی اکیدا تابع یک f چون ،t حقیقی عدد هر ازای به برهان.
f((−∞, f−١(t)]) = (−∞, t].

داریم عملیاتی قانون طبق
Ψ(t) = M{f(ξ) ∈ (−∞, t]} = M{ξ ∈ (−∞, f−١(t)]} = Φ(f−١(t)).

توزیع�های با ترتیب به مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn کنید ([٢٢])فرض .٣.۶.٢ قضیه
اگر باشند. ξ١ + ξ٢ + · · ·+ ξn مجموع نامعین توزیع Ψ و Φ١,Φ٢, · · · ,Φn صورت به منظم نامعین

داریم: آن�گاه باشند منحصربفرد α ∈ (٠,١) هر ازای به Φ١
−١(α),Φ٢

−١(α), · · · ,Φn
−١(α)

Ψ−١(α) = Φ١
−١(α) + Φ٢

−١(α) + · · ·+ Φn
−١(α), ٠ < α < ١. (٢٢.٢)

داریم: α ∈ (٠,١) هر ازای به نامعین، اندازه پذیری جمع خاصیت براساس برهان.

M
{ n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φi
−١(α)

}
≥ M

{ n∪
i=١

(
ξi ≤ Φi

−١(α)
)}

≥ M
{ n∩

i=١

(
ξi ≤ Φi

−١(α)
)}

.

داریم: (١٧.٢) معادله طبق هستند، مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn چون

M
{ n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φi
−١(α)

}
≥ min

١≤i≤n
M{ξi ≤ Φi

−١(α)} = min
١≤i≤n

α = α.



٢٩ عملیاتی قانون .۶.٢

داریم: ϵ > ٠ هر ازای به دیگر عبارت به

M
{ n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φi
−١(α)− ϵ

}
≤ M

{ n∪
i=١

(
ξi ≤ Φi

−١(α)− ϵ

n

)}
.

معادله طبق هستند، مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn چون است. خوددوگان نامعین اندازه زیرا
داریم: (١٨.٢)

M
{ n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φi
−١(α)− ϵ

}
≤ M

{ n∪
i=١

(
ξi ≤ Φi

−١(α)− ϵ

n

)}

= max
١≤i≤n

M{ξi ≤ Φi
−١(α)− ϵ

n
} < max

١≤i≤n
α = α.

که می�شود نتیجه نامعین توزیع�های بودن پیوسته از
M{ξ١ + ξ٢ + · · ·+ ξn ≤ Φ١

−١(α) + Φ٢
−١(α) + · · ·+ Φn

−١(α)} = α,

داریم نتیجه در و
Ψ−١(α) = Φ١

−١(α) + Φ٢
−١(α) + · · ·+ Φn

−١(α).

توزیع�های با ترتیب به مثبت و مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, · · · , ξn فرضکنید [١٩] .۴.۶.٢ قضیه
دارای ξ = ξ١ × ξ٢ × · · · × ξn حاصلضرب آن�گاه باشند، Φ١,Φ٢, · · · ,Φn صورت به منظم نامعین

است زیر بصورت توزیع تابع معکوس
Ψ−١(α) = Φ١

−١(α) × Φ٢
−١(α) × · · · × Φn

−١(α). (٢٣.٢)

L(a٢, b٢) و L(a١, b١) مستقل خطی نامعین متغیر دو ترتیب به ξ٢ و ξ١ کنید فرض .۵.۶.٢ قضیه
داریم و است خطی نامعین متغیر یک نیز ξ١ + ξ٢ مجموع آن�گاه باشند.

L(a١, b١) + L(a٢, b٢) = L(a١ + a٢, b١ + b٢). (٢۴.٢)

خطی نامعین متغیر یک نیز k > ٠ اسکالر عدد یک و L(a, b) خطی نامعین متغیر یک ضرب حاصل
داریم و است

k.L(a, b) = L(ka, kb). (٢۵.٢)

آن�گاه باشند، ξ٢ و ξ١ خطی نامعین متغیرهای نامعین توزیع�های ترتیب به Φ٢ و Φ١ کنید فرض برهان.
داریم:

Φ١
−١(α) = (١− α)a١ + αb١,

Φ٢
−١(α) = (١− α)a٢ + αb٢.

است زیر بصورت ξ١ + ξ٢ به مربوط Ψ نامعین توزیع ، (٢٢.٢) قضیه طبق
Ψ−١(α) = Φ١

−١(α) + Φ٢
−١(α) = (١− α)(a١ + a٢) + α(b١ + b٢),

و است خطی نامعین متغیری نیز خطی نامعین متغیرهای مجموع که است این معنای به که
L(a١, b١) + L(a٢, b٢) = L(a١ + a٢, b١ + b٢).



٣٠ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

به مربوط Ψ نامعین توزیع k > ٠ وقتی ،(٢.۶.٢) قضیه طبق ،L(a, b) خطی نامعین متغیر یک برای
است: زیر صورت به kξ

Ψ(t) = Φ(
t

k
) =

t/k − a

b− a
=

t− ka

k(b− a)
.

می�شود. ثابت قضیه حکم و

و Z(a١, b١, c١) مستقل زیگزاگ نامعین متغیر دو ترتیب به ξ٢ و ξ١ کنید فرض .۶.۶.٢ قضیه
است زیر بصورت زیگزاگ نامعین متغیر یک نیز ξ١ + ξ٢ مجموع آن�گاه باشند. Z(a٢, b٢, c٢)

Z(a١, b١, c١) + Z(a٢, b٢, c٢) = Z(a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢). (٢۶.٢)

نامعین متغیر یک نیز k > ٠ اسکالر عدد یک و Z(a, b, c) زیگزاگ نامعین متغیر یک ضرب حاصل
داریم: و است زیگزاگ

k.Z(a, b, c) = Z(ka, kb, kc). (٢٧.٢)

باشند، ξ٢ و ξ١ زیگزاگ نامعین متغیرهای نامعین توزیع�های ترتیب به Φ٢ و Φ١ کنید فرض برهان.
داریم: آن�گاه

Φ١
−١(α) =

(١− ٢α)a١ + ٢αb١, if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)b١ + (٢α− ١)c١, if α ≥ ٠٫ ۵,

Φ٢
−١(α) =

(١− ٢α)a٢ + ٢αb٢, if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)b٢ + (٢α− ١)c٢, if α ≥ ٠٫ ۵.

است زیر بصورت ξ١ + ξ٢ به مربوط Ψ نامعین توزیع ، (٢٢.٢) قضیه طبق

Ψ−١(α) =

(١− ٢α)(a١ + a٢) + ٢α(b١ + b٢), if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)(b١ + b٢) + (٢α− ١)(c١ + c٢), if α ≥ ٠٫ ۵.

و است زیگزاگ نامعین متغیری نیز زیگزاگ نامعین متغیرهای مجموع بنابراین
Z(a١, b١, c١) + Z(a٢, b٢, c٢) = Z(a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢).

وقتی ،(٢.۶.٢) قضیه طبق باشد. Φ ،ξ ∼ Z(a, b, c) زیگزاگ نامعین متغیر نامعین توزیع کنید فرض
است زیر صورت به kξ به مربوط نامعین توزیع معکوس k > ٠

Ψ−١(α) = kΦ−١(α) =

(١− ٢α)(ka) + ٢α(kb), if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)(kb) + (٢α− ١)(kc), if α ≥ ٠٫ ۵.

است. Z(ka, kb, kc) صورت به زیگزاگ متغیر یک kξ بنابراین

ξ١ + ξ٢ مجموع آن�گاه باشند. مستقل ذوزنقه�ای نامعین متغیر دو ξ٢ و ξ١ کنید فرض .٧.۶.٢ قضیه
عدد یک و ذوزنقه�ای نامعین متغیر یک ضرب حاصل همچنین است. ذوزنقه�ای نامعین متغیر یک نیز

است. ذوزنقه�ای نامعین متغیر یک نیز k > ٠ اسکالر



٣١ عملیاتی قانون .۶.٢

باشند، ξ٢ و ξ١ ذوزنقه�ای نامعین متغیرهای نامعین توزیع�های ترتیب به Φ٢ و Φ١ کنید فرض برهان.
داریم: آن�گاه

Φ١
−١(α) =

(١− ٢α)a١ + ٢αb١, if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)c١ + (٢α− ١)d١, if α ≥ ٠٫ ۵,

Φ٢
−١(α) =

(١− ٢α)a٢ + ٢αb٢, if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)c٢ + (٢α− ١)d٢, if α ≥ ٠٫ ۵.

است زیر بصورت ξ١ + ξ٢ به مربوط Ψ نامعین توزیع ، (٢٢.٢) قضیه طبق

Ψ−١(α) =

(١− ٢α)(a١ + a٢) + ٢α(b١ + b٢), if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)(c١ + c٢) + (٢α− ١)(d١ + d٢), if α ≥ ٠٫ ۵.

توزیع کنید فرض است. ذوزنقه�ای نامعین متغیری نیز ذوزنقه�ای نامعین متغیرهای مجموع بنابراین
نامعین توزیع معکوس k > ٠ وقتی ،(٢.۶.٢) قضیه طبق باشد. Φ ذوزنقه�ای، نامعین متغیر نامعین

است زیر صورت به kξ به مربوط

Ψ−١(α) = kΦ−١(α) =

(١− ٢α)(ka) + ٢α(kb), if α < ٠٫ ۵,

(٢− ٢α)(kc) + (٢α− ١)(kd), if α ≥ ٠٫ ۵.

است. ذوزنقه�ای متغیر یک نیز kξ بنابراین

N (e٢, σ٢) و N (e١, σ١) مستقل نرمال نامعین متغیر دو ترتیب به ξ٢ و ξ١ کنید فرض .٨.۶.٢ قضیه
داریم و است نرمال نامعین متغیر یک نیز ξ١ + ξ٢ مجموع آن�گاه باشند.

N (e١, σ١) +N (e٢, σ٢) = N (e١ + e٢, σ١ + σ٢). (٢٨.٢)

متغیر یک نیز k > ٠ اسکالر عدد یک و N (e, σ) نرمال نامعین متغیر یک ضرب حاصل همچنین
داریم و است نرمال نامعین

k.N (e, σ) = N (ke, kσ). (٢٩.٢)

آن�گاه باشند، ξ٢ و ξ١ نرمال نامعین متغیرهای نامعین توزیع�های ترتیب به Φ٢ و Φ١ کنید فرض برهان.
داریم:

Φ١
−١(α) = e١ +

σ١
√
٣

π
ln

α

١− α
,

Φ٢
−١(α) = e٢ +

σ٢
√
٣

π
ln

α

١− α
.

است زیر بصورت ξ١ + ξ٢ به مربوط نامعین توزیع معکوس ، (٢٢.٢) قضیه طبق

Ψ−١(α) = Φ١
−١(α) + Φ٢

−١(α) = (e١ + e٢) +
(σ١ + σ٢)

√
٣

π
ln

α

١− α
.

N (e١+e٢, σ١+σ٢) نرمال نامعین متغیر نیز نرمال نامعین متغیرهای مجموع که است این معنای به که
نامعین توزیع که فرضکنید قضیه دوم قسمت برای می�شود. ثابت قضیه اول قسمت صورت این به است.



٣٢ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

صورت به kξ نامعین توزیع معکوس k > ٠ وقتی ،(٢.۶.٢) قضیه طبق باشد. Φ ، ξ ∼ N (e, σ) متغیر
است: زیر

Ψ−١(α) = kΦ−١(α) = (ke) +
(kσ)

√
٣

π
ln

α

١− α
.

می�شود. ثابت قضیه حکم و است N (ke, kσ) نرمال نامعین متغیر یک kξ بنابراین

و LOGN (e١, σ١) مستقل نرمال لگ نامعین متغیر دو ترتیب به ξ٢ و ξ١ کنید فرض .٩.۶.٢ قضیه
داریم و است نرمال لگ نامعین متغیر یک نیز ξ١.ξ٢ حاصلضرب آن�گاه باشند. LOGN (e٢, σ٢)

LOGN (e١, σ١).LOGN (e٢, σ٢) = LOGN (e١ + e٢, σ١ + σ٢). (٣٠.٢)

یک نیز k > ٠ اسکالر عدد یک و LOGN (e, σ) نرمال لگ نامعین متغیر یک ضرب حاصل همچنین
داریم و است نرمال لگ نامعین متغیر

k.LOGN (e, σ) = LOGN (e+ lnk, σ). (٣١.٢)

باشند، ξ٢ و ξ١ نرمال لگ نامعین متغیرهای نامعین توزیع�های ترتیب به Φ٢ و Φ١ کنید فرض برهان.
داریم: آن�گاه

Φ١
−١(α) = exp

(
e١ +

σ١
√
٣

π
ln

α

١− α

)
,

Φ٢
−١(α) = exp

(
e٢ +

σ٢
√
٣

π
ln

α

١− α

)
.

است زیر بصورت ξ١.ξ٢ به مربوط نامعین توزیع معکوس ، (٢٣.٢) قضیه طبق

Ψ−١(α) = Φ١
−١(α).Φ٢

−١(α) = exp
(
(e١ + e٢) +

(σ١ + σ٢)
√
٣

π
ln

α

١− α

)
.

نرمال لگ نامعین متغیر نیز نرمال لگ نامعین متغیرهای ضرب حاصل که است این معنای به که
دوم قسمت برای می�شود. ثابت قضیه اول قسمت صورت این به است. LOGN (e١ + e٢, σ١ + σ٢)

وقتی ،(٢.۶.٢) قضیه طبق باشد. Φ ، ξ ∼ LOGN (e, σ) متغیر نامعین توزیع که کنید فرض قضیه
است: زیر صورت به kξ نامعین توزیع معکوس k > ٠

Ψ−١(α) = kΦ−١(α) = exp
(
(e+ lnk) +

σ
√
٣

π
ln

α

١− α

)
.

می�شود. ثابت قضیه حکم و است LOGN (e+ lnk, σ) نرمال نامعین متغیر یک kξ بنابراین

ξ١ + ξ٢ مجموع آن�گاه باشند. مستقل عملی نامعین متغیر دو ξ٢ و ξ١ کنید فرض .١٠.۶.٢ قضیه
اسکالر عدد یک و عملی نامعین متغیر یک ضرب حاصل همچنین است. عملی نامعین متغیر یک نیز

است. عملی نامعین متغیر یک نیز k > ٠

آن�گاه باشند، ξ٢ و ξ١ عملی نامعین متغیرهای نامعین توزیع�های ترتیب به Φ٢ و Φ١ کنید فرض برهان.
داریم:

Φ١
−١(α) =

(α− αi)(xi+١,١ − xi,١)

αi+١ − αi

+ xi,١,



٣٣ نامعین متغیر ریاضی امید .٧.٢

Φ٢
−١(α) =

(α− αi)(xi+١,٢ − xi,٢)

αi+١ − αi

+ xi,٢,

است زیر بصورت ξ١ + ξ٢ به مربوط Ψ نامعین توزیع ، (٢٢.٢) قضیه طبق
Ψ−١(α) = Φ١

−١(α) + Φ٢
−١(α)

=
(α− αi)

(
(xi+١,١ + xi+١,٢)− (xi,١ + xi,٢)

)
αi+١ − αi

+ (xi,١ + xi,٢).

نامعین توزیع کنید فرض است. عملی نامعین متغیری نیز عملی نامعین متغیرهای مجموع بنابراین
به مربوط نامعین توزیع معکوس k > ٠ وقتی ،(٢.۶.٢) قضیه طبق باشد. Φ ، ξ عملی نامعین متغیر

است زیر صورت به kξ

Ψ−١(α) = kΦ−١(α) =
(α− αi)(kxi+١ − kxi)

αi+١ − αi

+ kxi.

است. عملی متغیر یک نیز kξ بنابراین

نامعین متغیر ریاضی امید ٧.٢

نامعین اندازه آوردن بدست راستای در نامعین متغیر میانگین مقدار انتظار)، (مقدارمورد ریاضی امید
متغیر ریاضی امید لیو منظم، نامعین متغیر به توجه با است. نامعین متغیر اندازه دهنده نشان و است
می�کنیم. استفاده ریاضی امید از سرمایه�گذاری بازده گیری اندازه برای ادامه در کرد. تعریف را نامعین

می�شود: تعریف زیر صورت به ξ ریاضی امید آن�گاه باشد، نامعین متغیر یک ξ فرضکنید .١.٧.٢ تعریف

E[ξ] =

∫ +∞

٠
M{ξ ≥ x}dx−

∫ ٠

−∞
M{ξ ≤ x}dx. (٣٢.٢)

باشد. متناهی انتگرال دو از یکی که صورتی در

داریم: آن�گاه باشد. Φ نامعین توزیع با نامعین متغیر یک ξ کنید فرض .٢.٧.٢ قضیه

E[ξ] =

∫ +∞

٠
(١− Φ(x))dx−

∫ ٠

−∞
Φ(x)dx. (٣٣.٢)

M{ξ ≥ x} = داریم xها همه برای تقریبا که می�شود نتیجه اندازه سازی وارون قضیه از برهان.
می�آوریم: بدست ریاضی امید عملگر از استفاده با .M{ξ ≤ x} = Φ(x) و ١− Φ(x)

E[ξ] =

∫ +∞

٠
M{ξ ≥ x}dx−

∫ ٠

−∞
M{ξ ≤ x}dx,

E[ξ] =

∫ +∞

٠
(١− Φ(x))dx−

∫ ٠

−∞
Φ(x)dx.



٣۴ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

E[ξ] =
∫ +∞
٠ (١− Φ(x))dx−

∫ ٠
−∞Φ(x)dx :١۵.٢ شکل

موجود ریاضی امید اگر باشد، Φ منظم نامعین توزیع با نامعین متغیر یک ξ کنید فرض .٣.٧.٢ قضیه
می�کند: صدق زیر رابطه در آن ریاضی امید آن�گاه باشد

E[ξ] =

∫ ١

٠
Φ−١(α)dα. (٣۴.٢)

داریم: نامعین توزیع و ریاضی امید تعریف طبق برهان.

E[ξ] =

∫ +∞

٠
M{ξ ≥ x}dx−

∫ ٠

−∞
M{ξ ≤ x}dx

=

∫ +∞

٠
(١− Φ(x))dx−

∫ ٠

−∞
Φ(x)dx

داریم: جز به جز انتگرال از استفاده با

= x(١− Φ(x)) |+∞
٠ +

∫ +∞

٠
xdΦ(x)− xΦ(x) |٠−∞ +

∫ ٠

−∞
xdΦ(x)

=

∫ +∞

−∞
xdΦ(x) =

x=Φ−١(α)−−−−−−→
Φ(x) = α

=

∫ ١

٠
Φ−١(α)dα.

برابر آن ریاضی امید مقدار آن�گاه باشد، L(a, b) خطی نامعین متغیر یک ξ که کنید فرض .۴.٧.٢ لم
با: است

E[ξ] =
a+ b

٢ .

برهان.

E[ξ] =

∫ +∞

٠
(١− Φ(x))dx−

∫ ٠

−∞
Φ(x)dx.

می�دهیم قرار بررسی مورد حالت درسه را جواب
با: است برابر آن ریاضی امید a ≥ ٠ اگر

E[ξ] =
(∫ a

٠
١dx +

∫ b

a

(
١− x− a

b− a

)
dx +

∫ +∞

b

٠dx
)
−

∫ ٠

−∞
٠dx =

a+ b

٢ .

با: است برابر ξ ریاضی امید b ≤ ٠ اگر

E[ξ] =
(∫ +∞

٠
٠dx−

(∫ a

−∞
٠dx +

∫ b

a

x− a

b− a
dx +

∫ ٠

b

١dx
)
=

a+ b

٢ .



٣۵ نامعین متغیر ریاضی امید .٧.٢

با: است برابر ξ ریاضی امید a < ٠ < b اگر

E[ξ] =

∫ b

٠

(
١− x− a

b− a

)
dx−

∫ ٠

a

x− a

b− a
dx =

a+ b

٢ .

آن ریاضی امید مقدار آن�گاه باشد، Z(a, b, c) زیگزاگ نامعین متغیر یک ξ که کنید فرض .۵.٧.٢ لم
با: است برابر

E[ξ] =
a+ ٢b+ c

۴ .

برهان.

E[ξ] =

∫ +∞

٠
(١− Φ(x))dx−

∫ ٠

−∞
Φ(x)dx.

با: است برابر آن ریاضی امید a ≥ ٠ اگر

E[ξ] =

∫ a

٠
(١− ٠)dx +

∫ b

a

(
١− x− a

٢(b− a)

)
dx

+

∫ c

b

(
١− x+ c− ٢b

٢(c− b)

)
dx +

∫ +∞

c

٠dx−
∫ ٠

−∞
٠dx

= a+
٣
۴(b− a) +

١
۴(c− b) =

a+ ٢b+ c

۴ .

می�رسیم. جواب همین به قبل مثال مشابه ممکن حالت�های سایر برای

است برابر آن ریاضی امید مقدار آن�گاه باشد، ذوزنقه�ای نامعین متغیر یک ξ که کنید فرض .۶.٧.٢ لم
با:

E[ξ] =
a+ b+ c+ d

۴ .

برهان.

E[ξ] =

∫ +∞

٠
(١− Φ(x))dx−

∫ ٠

−∞
Φ(x)dx.

با: است برابر آن ریاضی امید a ≥ ٠ اگر

E[ξ] =

∫ a

٠
(١− ٠)dx +

∫ b

a

(
١− x− a

٢(b− a)

)
dx

+

∫ c

b

١
٢dx +

∫ d

c

(
١− x+ d− ٢c

٢(d− c)

)
dx +

∫ +∞

d

٠dx−
∫ ٠

−∞
٠dx

= a+
٣
۴(b− a) +

١
٢(c− b) +

١
۴(d− c) =

a+ b+ c+ d

۴ .

می�رسیم. جواب همین به قبل مثال مشابه ممکن حالت�های سایر برای

برابر آن ریاضی امید مقدار آن�گاه باشد، N (e, σ) نرمال نامعین متغیر یک ξ که کنید فرض .٧.٧.٢ لم
با: است

E[ξ] = e.



٣۶ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

برهان.

E[ξ] =

∫ +∞

٠

(
١− ١

١+ e

π(e− x)√
٣σ

)
dx

︸ ︷︷ ︸
I

−
∫ ٠

−∞

١

١+ e

π(e− x)√
٣σ

dx

︸ ︷︷ ︸
II

I =

∫ +∞

٠

e

π(e− x)√
٣σ

١+ e

π(e− x)√
٣σ

dx =⇒


e

π(e− x)√
٣σ = u

−π√
٣σ

e

π(e− x)√
٣σ dx = du

=
−
√
٣σ

π

∫ ٠

e

πe√
٣σ

du

١+ u
= (

−
√
٣σ

π
ln|١+ u|)|٠

e

πe√
٣σ

=
−
√
٣σ

π
ln| ١

١+ e

πe√
٣σ

|

II =

∫ ٠

−∞

١

١+ e

π(e− x)√
٣σ

dx =⇒



١+ e

π(e− x)√
٣σ = u

−π√
٣σ

e

π(e− x)√
٣σ dx = du ⇒ dx =

du

−π√
٣σ

e

π(e− x)√
٣σ

=

√
٣σ
π

∫ +∞

١+e

πe√
٣σ

du

u(u− ١) = (

√
٣σ
π

ln|u− ١
u

|)
∣∣∣∣+∞

١+e

πe√
٣σ

=
−
√
٣σ

π
ln| e

πe√
٣σ

١+ e

πe√
٣σ

|

E[ξ] =
−
√
٣σ

π
ln| ١

١+ e

πe√
٣σ

|+
√
٣σ
π

ln| e

πe√
٣σ

١+ e

πe√
٣σ

| =
√
٣σ
π

ln|e

πe√
٣σ | = e.

با: است برابر آن ریاضی امید مقدار آن�گاه باشد، عملی نامعین متغیر یک ξ که کنید فرض .٨.٧.٢ لم

E[ξ] =
α١ + α٢

٢ x١ +
n−١∑
i=٢

αi+١ − αi−١
٢ xi +

(
١− αn−١ + αn

٢
)
xn.

برهان.

E[ξ] =

∫ +∞

٠
(١− Φ(x))dx−

∫ ٠

−∞
Φ(x)dx.

با: است برابر آن ریاضی امید x١ ≥ ٠ اگر

E[ξ] =

∫ x١

٠
(١− ٠)dx +

∫ x٢

x١

(
١−

(
α١ +

(α٢ − α١)(x− x١)

x٢ − x١

))
dx



٣٧ نامعین متغیر ریاضی امید .٧.٢

+

∫ x٣

x٢

(
١−

(
α٢ +

(α٣ − α٢)(x− x٢)

x٣ − x٢

))
dx + · · ·

+

∫ xn−١

xn−٢

(
١−

(
αn−٢ +

(αn−١ − αn−٢)(x− xn−٢)

xn−١ − xn−٢

))
dx

+

∫ xn

xn−١

(
١−

(
αn−١ +

(αn − αn−١)(x− xn−١)

xn − xn−١

))
dx

= x١ + (x٢ − x١ − α١x٢ + α١x١ −
α٢x٢ − α٢x١ − α١x٢ + α١x١

٢ )

+x٣ − x٢ − α٢x٣ + α٢x٢ −
α٣x٣ − α٣x٢ − α٢x٣ + α٢x٢

٢ + · · ·

+xn−١−xn−٢−αn−٢xn−١+αn−٢xn−٢−
αn−١xn−١ − αn−١xn−٢ − αn−٢xn−١ + αn−٢xn−٢

٢

+xn − xn−١ − αn−١xn + αn−١xn١ −
αnxn − αnxn−١ − αn−١xn + αn−١xn−١

٢

=
α١ + α٢

٢ x١ +
n−١∑
i=٢

αi+١ − αi−١
٢ xi +

(
١− αn−١ + αn

٢
)
xn.

برای آن�گاه باشند، متناهی ریاضی امید با مستقل نامعین متغیرهای ξ٢ و ξ١ کنید فرض .٩.٧.٢ قضیه
داریم: b و a حقیقی عدد هر

E[aξ١ + bξ٢] = aE[ξ١] + bE[ξ٢]. (٣۵.٢)

منظم نامعین توزیع�های دارای ترتیب به ξ٢ و ξ١ کنید فرض مسئله، کلیت رفتن دست از بدون برهان.
طوری به بدهیم نامعین توزیع�های به کوچک انحراف یک می�توانیم اینصورت غیر در باشند، Φ٢ و Φ١

شوند. منظم که
است. برقرار وضوح به رابطه تساوی آن�گاه a = ٠ اگر E[aξ] = aE[ξ] که می�کنیم اثبات ابتدا اول: گام

است زیر صورت به aξ معکوس نامعین توزیع آن�گاه a > ٠ اگر
Υ−١(α) = aΦ−١(α).

داریم (٣.٧.٢) قضیه از استفاده با

E[aξ] =

∫ ١

٠
aΦ−١(α)dα = a

∫ ١

٠
Φ−١(α)dα = aE[ξ].

با است برابر aξ معکوس نامعین توزیع آن�گاه a < ٠ اگر
Υ−١(α) = aΦ−١)١− α).

داریم (٣.٧.٢) قضیه از استفاده با

E[aξ] =

∫ ١

٠
aΦ−١)١− α)dα = a

∫ ١

٠
Φ−١(α)dα = aE[ξ].



٣٨ قطعیت عدم نظریه مقدمات .٢

. E[aξ] = aE[ξ] داریم همواره بنابراین
ξ١ + ξ٢ مجموع معکوس نامعین توزیع . E[ξ١ + ξ٢] = E[ξ١] + E[ξ٢] که می�کنیم ثابت دوم: گام

با است برابر
Υ−١(α) = Φ١

−١(α) + Φ٢
−١(α).

داریم (٣.٧.٢) قضیه از استفاده با

E[ξ١ + ξ٢] =

∫ ١

٠
Υ−١(α)dα =

∫ ١

٠
Φ١

−١(α)dα+

∫ ١

٠
Φ٢

−١(α)dα = E[ξ١] + E[ξ٢].

داریم سوم و دوم گام از bو a حقیقی عدد هر برای نهایت در سوم: گام
E[aξ١ + bξ٢] = E[aξ١] + E[bξ٢] = aE[ξ١] + bE[ξ٢],

می�شود. ثابت قضیه و



٣ فصل

نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم
هدف واریانس

معمولا مردم رایج، عقیده به مسئله�هاست. مهمترین از یکی ریسک اندازه�گیری چگونگی سهام سبد در
واریانس چون اما می�کنند. استفاده سهام سبد ریسک اندازه�گیری برای واریانس نیم و واریانس از
می�دهد بهره نرخ پایینی و بالایی کران از نامطلوبی برابری بلکه نمی�دهد نشان را ضرر و سود بین فاصله

می�دهیم. ارائه نامعین متغیر برای را هدف واریانس نیم بنابراین می�کند[٢۶]. ایجاد محدودیت��هایی

هدف واریانس نیم ١.٣

برای سرمایه�گذار قبول مورد پایه بازده k و سهام سبد از نامعین بازده یک ξ کنید فرض .١.١.٣ تعریف
می�شود: تعریف زیر بصورت هدف واریانس نیم آن�گاه باشد، سهام سبد

SVk[ξ] = E[[(ξ − k)−]
٢
], (١.٣)

و است نامعین متغیر برای ریاضی امید عملگر E آن در که

(ξ − k)− =

ξ − k if ξ < k,

٠ if ξ ≥ k.

.

سبد یک که است واضح آن�گاه می�پذیرد، سرمایه�گذار که باشد ریسک سطح بالاترین τ کنید فرض
اگر است اطمینان قابل سهام

SVk[ξ] ≤ τ. (٢.٣)

.



۴٠ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

نیم آن�گاه باشد. Φ پیوسته نامعین توزیع با بهادار اوراق بازده یک ξ کنید ([٢۶])فرض .٢.١.٣ قضیه
شود: محاسبه زیر بصورت می�تواند هدف واریانس

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx. (٣.٣)

می�آوریم: بدست (٣٢.٢) معادله طبق اثبات:

SVk[ξ] = E[[(ξ − k)−]
٢
] =

∫ +∞

٠
M{[(ξ − k)−]

٢ ≥ x}dx

=

∫ +∞

٠
M{ξ ≤ k −

√
x}dx ⇒


k −

√
x = u

١
−٢√x

dx = du

=

∫ k

−∞
٢(k − u) Φ(u)du,

می�شود. ثابت قضیه و

داریم: آن�گاه باشد، ξ = (a, b) خطی نامعین متغیر یک سهام سبد بازده کنید ([٢۶])فرض .٣.١.٣ لم

SVk[ξ] =
(k − a)٣

٣(b− a)
. (۴.٣)

برهان.

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx = ٢

∫ k

a

(k − x)(x− a)

b− a
dx =

(k − a)٣

٣(b− a)
.

داریم: آن�گاه باشد، ξ = (a, b, c) زیگزاگ نامعین متغیر یک سهام سبد بازده کنید فرض .۴.١.٣ لم

SVk[ξ] =



(k − a)٣

۶(b− a)
if a ≤ k ≤ b,

(k − b)٢(k − ۴b+ ٣c)
۶(c− b)

+
(b− a)(٣k − ٢b− a)

۶ if b ≤ k ≤ c.

(۵.٣)

داریم: (٣.٣) معادله طبق a ≤ k ≤ b اگر برهان.

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx =

∫ a

−∞
٢(k − x)× ٠ dx +

∫ k

a

٢(k − x)(x− a)

٢(b− a)
dx

=
١

۶(b− a)
(k٣ − ٣k٢a+ ٣ka٢ − a٣) =

(k − a)٣

۶(b− a)
.

داریم: b ≤ k ≤ c اگر

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx



۴١ هدف واریانس نیم .١.٣

=

∫ a

−∞
٢(k − x)× ٠ dx +

∫ b

a

٢(k − x)(x− a)

٢(b− a)
dx +

∫ k

b

٢(k − x)(x+ c− ٢b)
٢(c− b)

dx

=
١

۶(b− a)
(٣kb٢ + ٣ab٢ − ۶kab− ٢b٣ + ٣ka٢ − a٣)

+
١

۶(c− b)
(k٣ + ٣k٢c− ۶k٢b+ ٩kb٢ + ٣b٢c− ۶kbc− ۴b٣)

=
(b− a)(٣k − ٢b− a)

۶ +
(k − b)٢(k − ۴b+ ٣c)

۶(c− b)
.

داریم: آن�گاه باشد،� ξ = (a, b, c, d) ذوزنقه�ای نامعین متغیر یک سهام سبد بازده کنید فرض .۵.١.٣ لم

SVk[ξ] =



(k − a)٣

۶(b− a)
if a ≤ k ≤ b,

(b− a)(٣k − ٢b− a) + ٣(k − b)٢

۶ if b ≤ k ≤ c,

(b− a)(٣k − ٢b− a) + ٣(b− c)(b− ٢k + c)

۶
+
(k − c)٢(k − ۴c+ ٣d)

۶(d− c)
if c ≤ k ≤ d.

(۶.٣)

داریم: (٣.٣) معادله طبق a ≤ k ≤ b اگر برهان.

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx =

∫ a

−∞
٢(k − x)× ٠ dx +

∫ k

a

٢(k − x)(x− a)

٢(b− a)
dx

=
١

۶(b− a)
(k٣ − ٣k٢a+ ٣ka٢ − a٣) =

(k − a)٣

۶(b− a)
.

داریم: b ≤ k ≤ c اگر

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx

=

∫ a

−∞
٢(k − x)× ٠ dx +

∫ b

a

٢(k − x)(x− a)

٢(b− a)
dx +

∫ k

b

٢(k − x)× ١
٢dx

=
١

۶(b− a)
(٣kb٢ + ٣ab٢ − ۶kab− ٢b٣ + ٣ka٢ − a٣) +

k٢ − ٢kb+ b٢

٢

=
(b− a)(٣k − ٢b− a)

۶ +
٣(k − b)٢

۶ =
(b− a)(٣k − ٢b− a) + ٣(k − b)٢

۶ .



۴٢ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

داریم: c ≤ k ≤ d اگر

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx

=

∫ a

−∞
٢(k − x)× ٠ dx +

∫ b

a

٢(k − x)(x− a)

٢(b− a)
dx +

∫ c

b

٢(k − x)× ١
٢dx

+

∫ k

c

٢(k − x)(x+ d− ٢c)
٢(d− c)

dx

=
١

۶(b− a)
(٣kb٣+٢ab٢−۶kab−٢b٣+٣ka٢−a٣)+

٢kc− c٢ − ٢kb+ b٢

٢

+
١

۶(d− c)
(k٣+٣k٢d−۶k٢c+٩kc٣+٢c٢d−۶kcd−۴c٣)

=
(b− a)(٣k − ٢b− a) + ٣(b− c)(b− ٢k + c)

۶ +
(k − c)٢(k − ۴c+ ٣d)

۶(d− c)
.

داریم: (٣.٣) معادله طبق باشد، عملی نامعین متغیر یک سهام سبد بازده کنید فرض .۶.١.٣ لم

SVk[ξ] =
(k − xi)

٢[(αi+١ − αi)(k − xi) + ٣αi(xi+١ − xi)]

٣(xi+١ − xi)
. (٧.٣)

داریم: xi ≤ k ≤ xi+١ اگر برهان.

SVk[ξ] =

∫ k

−∞
٢(k − x)Φ(x) dx

=

∫ xi

−∞
٢(k − x)× ٠ dx +

∫ k

xi

٢(k − x)(αi +
(αi+١ − αi)(x− xi)

xi+١ − xi

)dx

=

∫ k

xi

٢(k − x)αidx +

∫ k

xi

٢(k − x)(αi+١ − αi)(x− xi)

xi+١ − xi

dx

= ٢αi(k
٢ − k٢

٢ − kxi +
xi

٢

٢ ) +
k٣ − ٣k٢xi + ٣kxi

٢ − xi
٣

۶

= αi(k − xi)
٢ +

(k − xi)
٣(αi+١ − αi)

٣(xi+١ − xi)

=
(k − xi)

٢[(αi+١ − αi)(k − xi) + ٣αi(xi+١ − xi)]

٣(xi+١ − xi)
.



۴٣ شانون آنتروپی .٢.٣

واریانس نیم است. واریانس نیم و واریانس شبیه هدف واریانس نیم که می�فهمیم (١.٣) معادله از
شده فراهم بهینه سهام سبد که می�دهد نشان تجربه حال هر به است. ریسک دوم درجه اندازه اغلب هدف
برای است، اطمینان کمی مقدار بر متمرکز اغلب واریانس نیم میانگین- یا واریانس میانگین مدل با

می�کنیم. اضافه سهام سبد به بخشیدن تنوع برای را آنتروپی محدودیت وضعیت این از اجتناب

شانون آنتروپی ٢.٣

استفاده متفاوتی روش�هاي از می�توان باشد داشته وجود شاخص�ها وزن شناسائی به نیاز که مواردی در
ارائه شانون[٢۴] بار اولین برای را روش این می�باشد. شانون آنتروپی روش�ها مهمترین از یکی که کرد
آنتروپی مفهوم اگرچه است. اطلاعات تئوري و اجتماعی فیزیکی، علوم در عمده مفهوم یک آنتروپی نمود.
عدم می�نیمم و آنتروپی ماکزیمم مفاهیم بویژه مربوطه، اصول و مفاهیم است، آغازشده ترمودینامیک از

می�شود. برده کار به مالی در وسیع طور به آنتروپی،
را پیام�هایی فرستنده است. شده مدل گیرنده و کانال فرستنده، یک توسط سیستم اطلاعات، نظریه در
سعی گیرنده می�دهد. تغییر شیوه�هایی به را پیام کانال می�کند. ایجاد می�شود فرستاده کانال طریق از که
در موجود اطلاعات انتظار مورد مقدار آنتروپی زمینه، این در ببرد. پی شده ارسال پیام مفهوم به می�کند
دامنه باشد، بیشتر (آنتروپی) اطمینان عدم هرچه است. سیستم یک اطمینان عدم معادل و است پیام هر
وجود اطلاعاتی هیچ است، پیش�بینی قابل کامل بطور موقعیتی وقتی بود. خواهد بیشتر نیز اطلاعات
میزان باشد، بیشتری انتخاب آزادی هرقدر است. پیام گزینش در انتخاب آزادی معیار اطلاعات، ندارد.
انتخاب، در بیشتر آزادی پس می�شود. بیشتر �شده، انتخاب پیام ویژگی درباره�ی (آنتروپی) اطمینان عدم
عنوان به می�تواند مالی در آنتروپی کاربرد هستند. وابسته �هم به بیشتر، اطلاعات و بیشتر اطمینان عدم
و سهام سبد انتخاب در مهمی ابزار که شود گرفته نظر در احتمال آنتروپی و اطلاعات آنتروپی از توسیعی
می�شود. گرفته نظر در سرمایه�گذاری ریسک اندازه�گیری برای جدیدی معیار و می�باشد دارایی قیمت�گذاری
است. نامعین متغیرهای شده تعیین مقادیر بینی پیش اطمینان عدم درجه دهنده نشان آنتروپی واقع در
تعیین را مالی گزارش�های تغییرات از ناشی اطمینان عدم میزان می�توان آنتروپی، اندازه�گیری با رو این از

می�شود. گرفته نظر در سرمایه�گذاری ریسک عنوان به شده محاسبه آنتروپی نهایت در نمود.

به نامعین بازدهی ξi و ام i بهادار اوراق در مناسب سرمایه�گذاری مبلغ xi کنید فرض .١.٢.٣ تعریف
می�شود: نوشته زیر صورت به شانون آنتروپی ،i = ١,٢, · · · , n که باشد بهادار اوراق امین� i برای ترتیب

H = −
n∑

i=١
xi ln xi, (٨.٣)

. xi ≥ ٠ و
n∑

i=١
xi = ١ آن در که

داد. اراثه آنتروپی از دیگری تعریف نامعین متغیرهای اطمینان عدم تعیین برای نامعین فضای در لیو



۴۴ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

S(t) = −tlnt− (١− t)ln(١− t) تابع :١.٣ شکل

در آنتروپی آن�گاه باشد. Φ نامعین توزیع با نامعین متغیر یک ξ که کنید فرض ([١٨]) .٢.٢.٣ تعریف
می�کند: صدق زیر رابطه

H[ξ] =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x))dx. (٩.٣)

.S(t) = −tlnt− (١− t)ln(١− t) آن در که
[٠٫ ۵,١] بازه روی و صعودی اکیدا [٠,٠٫ ۵] بازه روی است، متقارن تابعی t = ٠٫ ۵ اطراف در S(t) تابع
تابع ١ · ٣ شکل می�آید. بدست t = ٠٫ ۵ در که است ln٢ آن ماکزیمم نقطه تنها و است نزولی اکیدا

می�دهد. نشان مختلف مقادیر ازای به را S(t)

با است برابر آن آنتروپی آن�گاه باشد. L(a, b) خطی نامعین متغیر یک ξ کنید ([١٩])فرض .٣.٢.٣ لم

H[ξ] =
b− a

٢ . (١٠.٣)

برهان.

H[ξ] = −
∫ b

a

(
x− a

b− a
ln
x− a

b− a
+

b− x

b− a
ln
b− x

b− a

)
dx =

b− a

٢ .

با است برابر آن آنتروپی آن�گاه باشد. Z(a, b, c) زیگزاگ نامعین متغیر یک ξ کنید فرض .۴.٢.٣ لم

H[ξ] =
c− a

٢ . (١١.٣)

برهان.
H[ξ] = −

∫ c

a

(
Φ(x)ln(Φ(x)) + (١− Φ(x))ln(١− Φ(x))

)
dx

= −
∫ b

a

(
Φ(x)ln(Φ(x)) + (١− Φ(x))ln(١− Φ(x))

)
dx



۴۵ شانون آنتروپی .٢.٣

−
∫ c

b

(
Φ(x)ln(Φ(x)) + (١− Φ(x))ln(١− Φ(x))

)
dx

= −
∫ b

a

(
x− a

٢(b− a)
ln(

x− a

٢(b− a)
) + (١− x− a

٢(b− a)
)ln(١− x− a

٢(b− a)
)

)
dx

−
∫ c

b

(
x+ c− ٢b
٢(c− b)

ln(
x+ c− ٢b
٢(c− b)

) + (١− x+ c− ٢b
٢(c− b)

)ln(١− x+ c− ٢b
٢(c− b)

)

)
dx

= −b− a

٢ − ٢(c− b)

۴ =
c− a

٢ .

با است برابر آن آنتروپی آن�گاه باشد. ذوزنقه�ای نامعین متغیر یک ξ کنید فرض .۵.٢.٣ لم

H[ξ] =
a+ ٠٫ ۴b− ٠٫ ۴c− d

٢ . (١٢.٣)

برهان.

H[ξ] = −
∫ d

a

(
Φ(x)ln(Φ(x)) + (١− Φ(x))ln(١− Φ(x))

)
dx

= −
∫ b

a

(
Φ(x)ln(Φ(x)) + (١− Φ(x))ln(١− Φ(x))

)
dx

−
∫ c

b

(
Φ(x)ln(Φ(x)) + (١− Φ(x))ln(١− Φ(x))

)
dx

−
∫ d

c

(
Φ(x)ln(Φ(x)) + (١− Φ(x))ln(١− Φ(x))

)
dx

= −
∫ b

a

(
x− a

٢(b− a)
ln(

x− a

٢(b− a)
) + (١− x− a

٢(b− a)
)ln(١− x− a

٢(b− a)
)

)
dx

−
∫ c

b

١
٢ ln(

١
٢) +

١
٢ ln(

١
٢)

−
∫ d

c

(
x+ d− ٢c
٢(d− c)

ln(
x+ d− ٢c
٢(d− c)

)+(١− x+ d− ٢c
٢(d− c)

)ln(١− x+ d− ٢c
٢(d− c)

)

)
dx

= −b− a

٢ − ٠٫ ٧(c− b)− d− c

٢ =
a+ ٠٫ ۴b− ٠٫ ۴c− d

٢ .

آن�گاه باشد، حقیقی عدد یک c و نامعین متغیر یک ξ کنید فرض .۶.٢.٣ قضیه
H[ξ + c] = H[ξ]. (١٣.٣)



۴۶ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

Φ(x− c) نامعین توزیع دارای ξ + c نامعین متغیر آن�گاه باشد. ξ نامعین توزیع Φ کنید فرض برهان.
که می�شود نتیجه آنتروپی تعریف از است.

H[ξ + c] =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x− c))dx =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x))dx = H[ξ].

آن�گاه باشد. Φ منظم نامعین توزیع با نامعین متغیر یک ξ کنید فرض ([٣]) .٧.٢.٣ قضیه

H[ξ] =

∫ ١

٠
Φ−١(α)ln

α

١− α
dα. (١۴.٣)

است زیر بصورت آن مشتق که است پذیر مشتق تابع یک S(α) که است روشن برهان.
S′(α) = −ln

α

١− α
.

چون

S(Φ(x)) =

∫ Φ(x)

٠
S′(α)dα = −

∫ ١

Φ(x)

S′(α)dα,

داریم

H[ξ] =

∫ +∞

−∞
S(Φ(x))dx =

∫ ٠

−∞

∫ Φ(x)

٠
S′(α)dαdx−

∫ +∞

٠

∫ ١

Φ(x)

S′(α)dαdx.

که می�شود نتیجه فوبینی قضیه از

H[ξ] =

∫ Φ(٠)

٠

∫ ٠

Φ−١(α)
S′(α)dxdα−

∫ ١

Φ(٠)

∫ Φ−١(α)

٠
S′(α)dxdα

= −
∫ Φ(٠)

٠
Φ−١(α)S′(α)dα−

∫ ١

Φ(٠)
Φ−١(α)S′(α)dα

= −
∫ ١

٠
Φ−١(α)S′(α)dα =

∫ ١

٠
Φ−١(α)ln

α

١− α
dα.

است. تمام قضیه

a حقیقی عدد هر برای آن�گاه باشند. مستقل نامعین متغیرهای η و ξ کنید فرض ([٣]) .٨.٢.٣ قضیه
داریم b و

H[aξ + bη] = |a|H[ξ] + |b|H[η]. (١۵.٣)

Φ منظم نامعین توزیع�های دارای ترتیب به η و ξ کنید فرض مسئله، کلیت رفتن ازدست بدون برهان.
کرد. منظم را آن�ها نامعین، توزیع�های در کوچکی انحراف دادن با می�توان اینصورت غیر در باشند. Ψ و

با است برابر aξ نامعین توزیع معکوس آن�گاه a > ٠ اگر .H[aξ] = |a|H[ξ] می�کنیم ثابت :١ گام
Υ−١(α) = aΦ−١(α).

داریم (٧.٢.٣) قضیه از استفاده با

H[aξ] =

∫ ١

٠
aΦ−١(α)ln

α

١− α
dα = a

∫ ١

٠
Φ−١(α)ln

α

١− α
dα = |a|H[ξ].



۴٧ هدف واریانس میانگین-نیم پیشنهادی مدل .٣.٣

aξ نامعین توزیع معکوس آن�گاه ،a < ٠ اگر .H[aξ] = ٠ = |a|H[ξ] داریم مستقیما آن�گاه a = ٠ اگر
با است برابر

Υ−١(α) = aΦ−١)١− α).

داریم (٧.٢.٣) قضیه از استفاده با

H[aξ] =

∫ ١

٠
aΦ−١)١− α)ln

α

١− α
dα = (−a)

∫ ١

٠
Φ−١(α)ln

α

١− α
dα = |a|H[ξ].

.H[aξ] = |a|H[ξ] داریم همیشه بنابراین
ξ + η نامعین توزیع معکوس که کنید توجه .H[ξ + η] = H[ξ] + H[η] که می�کنیم ثابت :٢ گام

با است برابر
Υ−١(α) = Φ−١(α) + Ψ−١(α).

داریم (٧.٢.٣) قضیه از استفاده با

H[ξ + η] =

∫ ١

٠
(Φ−١(α) + Ψ−١(α))ln

α

١− α
dα = H[ξ] + H[η].

داریم ٢ و ١ گام از ،b و a حقیقی عدد هر برای نهایت در :٣ گام
H[aξ + bη] = H[aξ] + H[bη] = |a|H[ξ] + |b|H[η],

می�شود. ثابت قضیه و

هدف واریانس میانگین-نیم پیشنهادی مدل ٣.٣

بالای بازدهی از استفاده به سرمایه�گذاران داده�شود آنتروپی سطح پایین�ترین و ریسک سطح بالاترین وقتی
به را هدف واریانس -نیم میانگین مدل اطلاعات این از استفاده با می�دهند، نشان علاقه سهام سبد یک

می�دهیم: تشکیل زیر صورت

Max E[x١ξ١ + x٢ξ٢ + · · ·+ xnξn], (١۶.٣)

s.t :



SVk[x١ξ١ + x٢ξ٢ + · · ·+ xnξn] ≤ r,

H[ξ] ≥ β,

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١,

xi ≥ ٠ i = ١,٢, . . . , n.

(١٧.٣)

هستند. سرمایه�گذار توسط شده مشخص قبل از اطمینان سطوح β و τ �که بطوری

آن�گاه ،i = ١,٢, · · · , n که باشند نامعین متغیر ξi بهادار اوراق بازدهی�های کنید فرض .١.٣.٣ توجه
�شود: نوشته زیر بصورت می�تواند بالا محدودیت اولین هدف واریانس نیم تعریف از استفاده با

E[(((x١ξ١ + x٢ξ٢ + · · ·+ xnξn)− k)−)٢] ≤ τ. (١٨.٣)



۴٨ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

پیشنهادی مدل قطعی فرم�های ۴.٣

ξi ∼ بصورت هم از مستقل خطی نامعین متغیرهای بهادار اوراق بازده�های کنید فرض .١.۴.٣ قضیه
زیر قطعی� رابطه�های به می�توانند (١٧.٣) و (١۶.٣) رابطه�های آن�گاه باشد. L(ai, bi) (i = ١,٢, , n)

شوند: تبدیل

Max
n∑

i=١
(ai + bi)xi, (١٩.٣)

s.t :



SVk[ξ] ≤ τ,
n∑

i=١
(bi − ai)xi ≥ ٢β,

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١,

xi ≥ ٠ i = ١,٢, . . . , n.

(٢٠.٣)

کلی بازده باشند مستقل و خطی نامعین متغیر�های همه ξi = (ai, bi) (i = ١,٢, , n) وقتی برهان.
یک (۵.۶.٢) قضیه طبق نیز این که ξ =

n∑
i=١

xiξi =
( n∑
i=١

aixi,
n∑

i=١
bixi

)
با است برابر� سهام سبد

E[ξ] =

n∑
i=١

(ai + bi)xi

٢ داریم (٣.٢.٣) و (٣.١.٣) و (۴.٧.٢) لم�های طبق است. خطی نامعین متغیر

است. کامل اثبات و H[ξ] =

n∑
i=١

(bi − ai)xi

٢ ، SVk[ξ] =

(
k −

n∑
i=١

aixi

)٣
٣
( n∑
i=١

(bi − ai)xi

) ،

بصورت هم از مستقل زیگزاگ نامعین متغیرهای بهادار اوراق بازده�های کنید فرض .٢.۴.٣ قضیه
به می�توانند (١٧.٣) و (١۶.٣) رابطه�های آن�گاه باشد. ξi ∼ Z(ai, bi, ci) (i = ١,٢, . . . , n)

شوند: تبدیل زیر قطعی� رابطه�های

Max
n∑

i=١
(ai + ٢bi + ci) xi, (٢١.٣)

s.t :



SVk[ξ] ≤ τ,
n∑

i=١
(ci − ai)xi ≥ ٢β,

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١,

xi ≥ ٠ i = ١,٢, . . . , n,

(٢٢.٣)

آن در که



۴٩ پیشنهادی مدل قطعی فرم�های .۴.٣

SVk[ξ] =



(k −
n∑

i=١
aixi)

٣

۶(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)
if

n∑
i=١

aixi ≤ k ≤
n∑

i=١
bixi,

(k −
n∑

i=١
bixi)

٢(k − ۴
n∑

i=١
bixi + ٣

n∑
i=١

cixi)

۶(
n∑

i=١
cixi −

n∑
i=١

bixi)
+

(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)(٣k − ٢
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)

۶ if
n∑

i=١
bixi ≤ k ≤

n∑
i=١

cixi.

باشند مستقل و زیگزاگ نامعین متغیرهای همه ξi = (ai, bi, ci) (i = ١,٢, . . . , n) وقتی برهان.
قضیه طبق که ξ =

n∑
i=١

xiξi =
( n∑
i=١

aixi,
n∑

i=١
bixi,

n∑
i=١

cixi

)
با است برابر سهام سبد کلی بازدهی

بدست (۴.٢.٣) و (۴.١.٣) ،(۵.٧.٢) لم�های طبق است. زیگزاگ نامعین متغیر یک نیز این (۶.۶.٢)

و E[ξ] =

n∑
i=١

(ai + ٢bi + ci)xi

۴ می�آوریم

SVk[ξ] =



(k −
n∑

i=١
aixi)

٣

۶(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)
if

n∑
i=١

aixi ≤ k ≤
n∑

i=١
bixi,

(k −
n∑

i=١
bixi)

٢(k − ۴
n∑

i=١
bixi + ٣

n∑
i=١

cixi)

۶(
n∑

i=١
cixi −

n∑
i=١

bixi)
+

(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)(٣k − ٢
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)

۶ if
n∑

i=١
bixi ≤ k ≤

n∑
i=١

cixi,

است. کامل اثبات و H[ξ] =

n∑
i=١

(ci − ai)xi

٢

آن�گاه باشد. هم از مستقل ذوزنقه�ای نامعین متغیرهای بهادار اوراق بازده�های کنید فرض .٣.۴.٣ قضیه
شوند: تبدیل زیر قطعی� رابطه�های به می�توانند (١٧.٣) و (١۶.٣) رابطه�های

Max
n∑

i=١
(ai + bi + ci + di) xi, (٢٣.٣)



۵٠ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

s.t :



SVk[ξ] ≤ τ,
n∑

i=١
(ai + ٠٫ ۴bi − ٠٫ ۴ci − di)xi ≥ ٢β,

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١,

xi ≥ ٠ i = ١,٢, . . . , n,

(٢۴.٣)

آن در که

SVk[ξ] =



(k −
n∑

i=١
aixi)

٣

۶(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)
if

n∑
i=١

aixi ≤ k ≤
n∑

i=١
bixi,

(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)(٣k − ٢
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)

۶

+

(k −
n∑

i=١
bixi)

٢

٢ if
n∑

i=١
bixi ≤ k ≤

n∑
i=١

cixi,

(
n∑

i=١
bxi −

n∑
i=١

axi)(٣k − ٢
n∑

i=١
bxi −

n∑
i=١

axi)

۶

+

(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

cixi)(
n∑

i=١
bixi − ٢k +

n∑
i=١

cixi)

٢

+

(k −
n∑

i=١
cixi)

٢(k − ۴
n∑

i=١
cixi + ٣

n∑
i=١

dixi)

۶(
n∑

i=١
dixi −

n∑
i=١

cixi)
if

n∑
i=١

cixi ≤ k ≤
n∑

i=١
dixi.

مستقل و ذوزنقه�ای نامعین متغیرهای همه ξi = (ai, bi, ci, di) (i = ١,٢, . . . , n) وقتی برهان.
که ξ =

n∑
i=١

xiξi =
( n∑
i=١

aixi,
n∑

i=١
bixi,

n∑
i=١

cixi,
n∑

i=١
dixi

)
با است برابر سهام سبد کلی بازده باشند

و (۵.١.٣) ، (۶.٧.٢) لم�های طبق است. ذوزنقه�ای نامعین متغیر یک نیز این (٧.۶.٢) قضیه طبق



۵١ پیشنهادی مدل قطعی فرم�های .۴.٣

و E[ξ] =

n∑
i=١

(ai + bi + ci + di)xi

۴ می�آوریم بدست (۵.٢.٣)

SVk[ξ] =



(k −
n∑

i=١
aixi)

٣

۶(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)
if

n∑
i=١

aixi ≤ k ≤
n∑

i=١
bixi,

(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)(٣k − ٢
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

aixi)

۶

+

(k −
n∑

i=١
bixi)

٢

٢ if
n∑

i=١
bixi ≤ k ≤

n∑
i=١

cixi,

(
n∑

i=١
bxi −

n∑
i=١

axi)(٣k − ٢
n∑

i=١
bxi −

n∑
i=١

axi)

۶

+

(
n∑

i=١
bixi −

n∑
i=١

cixi)(
n∑

i=١
bixi − ٢k +

n∑
i=١

cixi)

٢

+

(k −
n∑

i=١
cixi)

٢(k − ۴
n∑

i=١
cixi + ٣

n∑
i=١

dixi)

۶(
n∑

i=١
dixi −

n∑
i=١

cixi)
if

n∑
i=١

cixi ≤ k ≤
n∑

i=١
dixi,

است. کامل اثبات و H[ξ] =

n∑
i=١

(ai + ٠٫ ۴bi − ٠٫ ۴ci − di)xi

٢ و

(j = باشد ξj هم از مستقل عملی نامعین متغیرهای بهادار اوراق بازده�های کنید فرض .۴.۴.٣ قضیه
شوند: تبدیل زیر قطعی� رابطه�های به می�توانند (١٧.٣) و (١۶.٣) رابطه�های آن�گاه . ١,٢, . . . , n)

Max
n∑

j=١

(α١ + α٢
٢ x١j +

n−١∑
i=٢

αi+١ − αi−١
٢ xij +

٢− αn−١ + αn

٢ xnj
)
xj, (٢۵.٣)

s.t :



SVk[ξ] ≤ τ,

−x١ ln x١ − x٢ ln x٢ − · · · − xn ln xn ≥ β,

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١,

xj ≥ ٠ j = ١,٢, . . . , n,

(٢۶.٣)

آن در که



۵٢ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

SVk[ξ] =

(k −
n∑

j=١
xijxj)

٢[(αi+١ − αi)(k −
n∑

j=١
xijxj) + ٣αi(

n∑
j=١

xi+١jxj −
n∑

j=١
xijxj)]

٣(
n∑

j=١
xi+١jxj −

n∑
j=١

xijxj)
.

مستقل و عملی نامعین متغیرهای همه ξj = xi,j (i = ١,٢, . . . , n, j = ١,٢, . . . , n) وقتی برهان.
این (١٠.۶.٢) قضیه طبق که ξ =

n∑
j=١

xjξj =
n∑

i,j=١
xi,jxj با است برابر سهام سبد کلی بازده باشند

می�آوریم بدست (۶.١.٣) و (٨.٧.٢) لم�های طبق است. عملی نامعین متغیر یک نیز

E[ξ] =
n∑

j=١

(α١ + α٢
٢ x١j+

n−١∑
i=٢

αi+١ − αi−١
٢ xij+

٢− αn−١ + αn

٢ xnj
)
xj,

SVk[ξ] =

(k −
n∑

j=١
xijxj)

٢[(αi+١ − αi)(k −
n∑

j=١
xijxj) + ٣αi(

n∑
j=١

xi+١jxj −
n∑

j=١
xijxj)]

٣(
n∑

j=١
xi+١jxj −

n∑
j=١

xijxj)
,

است. کامل اثبات و

عددی مثال چند ۵.٣

به و کششی١ جستجوی الگوریتم از استفاده با مثال�ها می�پردازیم. عددی مثال چند ذکر به بخش این در
شده�اند. حل Lingo افزار نرم گیری کار

متغیر بهادار ورق بازده هر کنید فرض ١·۵·٣ جدول در شده لیست بهادار ورق ١٠ برای .١.۵.٣ مثال
توسط شده برآورد مقادیر براساس bi و ai پارامترهای آن در که باشد ξi = L(ai, bi) خطی نامعین
ماکزیمم و ٢/٠ سرمایه�گذار قبول مورد آنتروپی می�نیمم کنید فرض است. شده تعیین مالی کارشناسان
(١٩.٣) مدل از استفاده با باشد. ٠/٠١ قبلی هدف بازده علاوه به باشد. ٠/٠٠٢۵ تحمل قابل ریسک

داریم: را زیر مدل

Max
١٠∑
i=١

(ai + bi)xi,

s.t :



(
٠/٠١−

١٠∑
i=١

ai xi

)٣ ≤ ٠/٠٧۵
( ١٠∑
i=١

(bi − ai)xi

)
١٠∑
i=١

(bi − ai)xi ≥ ۴/٠

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١

xi ≥ ٠ i = ١,٢, . . . ,١٠.
١Gravitation search algorithm



۵٣ عددی مثال چند .۵.٣

بهادار ورق ١٠ خطی نامعین بازده :١·۵·٣ جدول
ξi نامعین بازده نرخ i بهادار ورق ξi نامعین بازده نرخ i بهادار ورق
L(-٠/١٨،٠/٢۴) ۶ L(-٠/١۵،٠/٢٢) ١
L(-٠/٢٨،٠/٣۵) ٧ L(-٠/٢١،٠/٢٩) ٢
L(-٠/٠۵،٠/١٠) ٨ L(-٠/١٢،٠/١٧) ٣
L(-٠/٣٣،٠/۴۴) ٩ L(-٠/٢٢،٠/٣٠) ۴
L(-٠/١١،٠/٢١) ١٠ L(-٠/٢٠،٠/٣٨) ۵

سرمایه�گذار که می�دهد نشان نتیجه می�بریم. کار به مدل این حل برای را کششی جستجوی الگوریتم
دهد. اختصاص ٢·۵·٣ جدول مطابق را سرمایه�اش باید انتظار، مورد بازده ماکزیمم آوردن بدست برای

می�باشد. ٠/١١٠٨ متناظر هدف بازده مقدار

بهادار ورق ١٠ در سرمایه�گذاری نسبت :٢·۵·٣ جدول
١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ i بهادار ورق

٢٣/٧٣ ٣/٩١ ٠ ٨/٣١ ٧/٢١ ٣١/٧٢ ٩/۴١ ۶/۶١ ٩/١ ٨/۴٢ اختصاصی سرمایه

می�کنیم، آزمایش و تنظیم را k مقدار قبلی، هدف بازده به سهام سبد حساسیت میزان بررسی برای
باشد متفاوت قبلی هدف بازده وقتی می�رسد نظر به است. شده داده نشان ٣·۵·٣ جدول در نتایج

هستند. متفاوت بهینه هدف بازده و بهینه سرمایه�گذاری استراتژی

مختلف آزمایش�های در بهادار ورق ١٠ در سرمایه�گذاری نسبت :٣·۵·٣ جدول
x١٠ x٩ x٨ x٧ x۶ x۵ x۴ x٣ x٢ x١ هدف بازده β k τ

١١/٢٧ ١٣/۵٨ ٠ ۶/٩٩ ٧/٠۵ ٣٢/۵ ٨/٢٢ ۴/٨٨ ٨/۴٢ ٧/٠٩ ٠/١١۴۶ ٢ ٠/٠٠۵ ٠/٠٠٢۵
٢٣/٧٣ ٣/٩١ ٠ ٨/٣١ ٧/٢١ ٣١/٧٢ ٩/۴١ ۶/۶١ ٩/١ ٨/۴٢ ٠/١١٠٨ ٢ ٠/٠١ ٠/٠٠٢۵
١٢/١٢ ٠ ۶/۴١ ٨/٢٣ ۶/٩٣ ٣٣/۶٨ ٨/٩٢ ۶/٠٩ ٩/٣۶ ٨/٢۶ ٠/١٠٩۴ ٢ ٠/٠١۵ ٠/٠٠٢۵

بازده مقدار شود حل آنتروپی محدودیت بدون را هدف واریانس نیم میانگین- مدل اگر علاوه، به
است. ۴·۵·٣ جدول مطابق بهادار ورق ١٠ برای سرمایه بهینه تخصیص و هدف

آنتروپی محدودیت بدون بهادار ورق ١٠ در سرمایه�گذاری نسبت :۴·۵·٣ جدول
x١٠ x٩ x٨ x٧ x۶ x۵ x۴ x٣ x٢ x١ هدف بازده k τ

۶٣/٣٩ ٠ ٠ ٠ ٠ ٣۶/۶١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠/١٢٩٢ ٠/٠٠۵ ٠/٠٠٢۵
٧١/٩٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٢٨/٠٧ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠/١٢٢۴ ٠/٠١ ٠/٠٠٢۵
٨٠/۶۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ١٩/٣۵ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠/١١۵۴ ٠/٠١۵ ٠/٠٠٢۵

در می�شود. متمرکز ١٠ و ۵ بهادار ورق دو در جواب آنتروپی محدودیت بدون که می�شود ملاحظه
شود. اضافه سهام سبد تنوع برای آنتروپی محدودیت که است لازم نتیجه

متغیر بهادار ورق بازده هر کنید فرض ۵·۵·٣ جدول در شده لیست بهادار ورق ١٠ برای .٢.۵.٣ مثال
و ٢/٠ سرمایه�گذار قبول مورد آنتروپی می�نیمم کنید فرض باشد. ξi = Z(ai, bi, ci) زیگزاگ نامعین



۵۴ هدف واریانس نیم میانگین-� مدل و هدف واریانس نیم .٣

مدل از استفاده با باشد. ٠/٠١ قبلی هدف بازده علاوه به باشد. ٠/٠٠٢۵ تحمل قابل ریسک ماکزیمم
داریم: را زیر مدل (٢١.٣)

Max
١٠∑
i=١

(ai + ٢bi + ci)xi,

s.t :



SV٠/٠١ ≤ ٠/٠٠٢۵
١٠∑
i=١

(ci − ai)xi ≥ ۴/٠

x١ + x٢ + · · ·+ xn = ١

xi ≥ ٠ i = ١,٢, . . . ,١٠.

آن در که

SV٠/٠١[ξ] =



(٠/٠١−
١٠∑
i=١

aixi)
٣

۶(
١٠∑
i=١

bixi −
١٠∑
i=١

aixi)

if
١٠∑
i=١

aixi ≤ ٠/٠١ ≤
١٠∑
i=١

bixi,

(٠/٠١−
١٠∑
i=١

bixi)
٠/٠١)٢− ۴

١٠∑
i=١

bixi + ٣
١٠∑
i=١

cixi)

۶(
١٠∑
i=١

cixi −
١٠∑
i=١

bixi)

+

(
١٠∑
i=١

bixi −
١٠∑
i=١

aixi)(٠/٠٣− ٢
١٠∑
i=١

bixi −
١٠∑
i=١

aixi)

۶ if
١٠∑
i=١

bixi ≤ ٠/٠١ ≤
١٠∑
i=١

cixi.

بهادار ورق ١٠ زیگزاگ نامعین بازده :۵·۵·٣ جدول
ξi نامعین بازده نرخ i بهادار ورق ξi نامعین بازده نرخ i بهادار ورق

L(-٠/٠٣،٠/٠٧،٠/١٣) ۶ L(-٠/٢،٠/٠۶،٠/٢٣) ١
L(-٠/٣٠،٠/٠۵،٠/۴٢) ٧ L(-٠/٠۵،٠/٠٨،٠/١٣) ٢
L(-٠/١١،٠/٠١،٠/١۵) ٨ L(-٠/٢٢،٠/٠٧،٠/٣١) ٣
L(-٠/٢۴،٠/٠۴،٠/٣٠) ٩ L(-٠/٠٢،٠/٠۵،٠/١٠) ۴
L(-٠/٢١،٠/٠٩،٠/٣٣) ١٠ L(-٠/١۵،٠/٠٩،٠/٢۴) ۵

سرمایه�گذار که می�دهد نشان نتیجه می�بریم. کار به مدل این حل برای را کششی جستجوی الگوریتم
دهد. اختصاص ۶·۵·٣ جدول مطابق را سرمایه�اش باید انتظار، مورد بازده ماکزیمم آوردن بدست برای

می�باشد. ٠/٢۵۴ متناظر هدف بازده مقدار

بهادار ورق ١٠ در سرمایه�گذاری نسبت :۶·۵·٣ جدول
١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ i بهادار ورق

٢٨/٧٩ ٢/٣۴ ٠ ٧/٢۵ ١٢/١۵ ١۶/٠٢ ۴/۴۶ ٩/٠٣ ١٠/٨۴ ٩/١٢ اختصاصی سرمایه



۵۵ عددی مثال چند .۵.٣

هدف بازده مقدار شود حل آنتروپی محدودیت بدون را هدف واریانس نیم میانگین- مدل اگر علاوه، به
است. ٧·۵·٣ جدول مطابق بهادار ورق ١٠ برای سرمایه بهینه تخصیص و

آنتروپی محدودیت بدون بهادار ورق ١٠ در سرمایه�گذاری نسبت :٧·۵·٣ جدول
x١٠ x٩ x٨ x٧ x۶ x۵ x۴ x٣ x٢ x١ هدف بازده

٧٧/٠١ ٠ ٠ ٠ ٣٢/٩٩ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠/٢٧٧

در می�شود. متمرکز ١٠ و ۶ بهادار ورق دو در جواب آنتروپی محدودیت بدون که می�شود ملاحظه
شود. اضافه سهام سبد تنوع برای آنتروپی محدودیت که است لازم نتیجه





پیشنهادات و نتیجه�گیری

گیری نتیجه

خود حالت، این در سرمایه�گذار است. پیچیده�ای و دشوار كار سرمايه�گذاری� مباحث در سبدسهام انتخاب
انتخاب روش بهترين عنوان به را آنها از يكی� باید كه می��بیند گوناگونی� و فراوان انتخاب�های مقابل در را
دارد قرار بهتری� وضعيت در اوراق ساير با مقايسه در بهادار ورق كدام اينكه درباره گيری� تصميم كند.
سرمايه تخصيص چگونگی� و دارد را فرد سرمايه�گذاری� سبد در گرفتن قرار و شدن انتخاب شايستگی� و
بازده که هنگامی را سهام سبد انتخاب مسئله نامه پایان این در است. پبچيده مباحثی� اوراق، اين بين
مشکل این حل برای کردیم. بررسی است مشکل تاریخی داده�های طریق از تشخیص برای بهادار اوراق
از استفاده با نامعین متغیر هر که کردیم برآورد نامعین متغیر�های از استفاده با را بهادار اوراق بازده�های

می�شود. تعریف نامعین�اش توزیع
پیشنهادی مدل در حالت این در هستند، متقارن غیر بهادار اوراق بازدهی�های احتمال توزیع�های گاهی
ورق یک زیرا می�شود، سرمایه�گذاری ریسک از ناکارا اندازه یک واریانس مارکویتز، واریانس میانگین-
در باشد. بالا بسیار نیز بازدهی�اش واریانس ولی باشد داشته بالایی انتظار مورد بازده است ممکن بهادار
انحراف�های این و دارد انتظارش مورد بازده از بزرگی خیلی مثبت های انحراف بهادار ورق چون حالت این
شده تعیین قبل از سطح از بالاتر نباید سبدسهام بازده واریانس مقدار و هستند مطلوب ما برای مثبت
مورد بازده با بهادار ورق این که دارد بسیاری احتمال پس داریم، واریانس کردن می�نیمم در سعی و باشد
باشد. ما نظر مورد بهادار ورق این است ممکن که شود حذف بالا مثبت انحراف�های دلیل به بالا انتظار
کننده جدا واریانس نیم کردیم. استفاده واریانس جای به واریانس نیم از محدودیت این بر غلبه برای
به توجه فقط و است بالا طرف مطلوب نوسانات از بهادار اوراق بازده پایین طرف نامطلوب نوسانات
سودهای و ریسک درباره سرمایه�گذاران توجه مطابق و دارد انتظار مورد بازده زیر به یافته تنزل بازده�های

است. آن�ها مطلوب
مایل سرمایه�گذاران گاهی می�کند. فراهم خاصی بازده به نسبت میانگینی اطلاعات فقط انتظار مورد بازه
سطح بیشترین یک داشتن نیازمند زیرا هستند، میانگین اطلاع یک خاصبجای هدف بازده یک اتخاذ به
خیر، یا است تحمل قابل واریانس نیم سطح یک اینکه تشخیص سرمایه�گذاران برای اما هستند تحمل
مورد مقدار چون است. نامشخص سرمایه�گذاری از قبل سبدسهام انتظار مورد مقدار زیرا است مشکل
آوردن بدست عدم برای خطاپذیری قدری متحمل به مجبور سرمایه�گذار است متفاوت و نامشخص انتظار
مقدارمورد بنابراین است[٩]. متفاوت سرمایه�گذاران تحمل سطح بیشترین پس باشد، می هدف بازده



۵٨ پیشنهادات و �نتیجه�گیری

واریانس نیم جای به هدف واریانس نیم از و رفته نظر در واریانس نیم در پایه هدف عنوان به را انتظار
بهادار ورق چند به سبدسهام گرایش عدم و سبدسهام به بخشیدن تنوع برای درنهایت کردیم. استفاده
از بهینه ترکیبی برای را هدف واریانس نیم میانگین- سازی بهینه مدل و گرفتیم کار به را آنتروپی خاص،
تعدیل مدل�های علاوه به دادیم. تشکیل سبدسهام ممکن بازدهی بیشترین آوردن بدست و بهادار اوراق

آوردیم. بدست سازی بهینه مدل از شده�ای

آینده کارهای برای پیشنهادات

آينده پژوهش�های اجرای منظور به ذيل شرح به مواردی نامه، پایان اين روند ادامه در و تكميل منظور به
می�گردد: پيشنهاد

میانگین- مدل می�توان که دارد نرمال لگ و نرمال متغیرهای به گرایش بهادار ازاوراق بسیاری بازدهی -١
داد. تشکیل نرمال لگ و نرمال متغیرهای برای را هدف واریانس نیم

تكميل منظور به است. بهادار اوراق بازده و ريسک صرفاً نامه، پایان اين در شده اعمال متغيرهای -٢
بازار،درجه ارزش چون ديگری عوامل می�توان نامه پایان در شده استفاده مدل�های كارآیی افزايش و

داد. قرار مدنظر نيز را ... و بهادار اوراق نقدشوندگی
است. آينده معاملاتی هزينه�های داشتن نظر در سبدگردانی، بحث در سرمايه�گذاران مدنظر نكات از - ٣
آينده معاملاتی هزينه�های كمترين آن تبع به و معاملات تعداد كمترين با كه است مايل همواره سرمايه�گذار
امكان مسئله، متغيرهای از ديگر يكی عنوان به متغير اين كردن وارد يابند. دست خود مدنظر سبد به

می�سازد. فراهم موضوع اين درباره را جديدی تحقيق اجرای
٢ درجه ریزی برنامه و صحیح عدد ریزی برنامه مسئله از ترکیبی سبدسهام، سازی بهینه مسئله -۴
از استفاده با می�توان که دارد وجود کارایی و مشخص های الگوریتم مسائل گونه این حل برای که است

نمود. حل را فوق مدل�های خاص محاسباتی الگوریتم�های
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Aabstract

This paper discusses the uncertain portfolio selection problem when security returns
are hard to be well reflected by historical data. In the paper, the target semivariance
is introduced for uncertain variable. A mean-target semivariance model is proposed for
uncertain portfolio selection, in which the divergence degree of asset portfolio, the risk of
the portfolio and investment return are measured by using the Shannon’s entropy, target
semivariance and expected value, respectively.

keywords: Return, Risk, Uncertainty theory, Uncertain variable, Target semivariance,
entropy.
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