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චاری ণپاس໋�
ام زندگی مختلف دوران در که آمیزی محبت تلاشهای ی همه خاطر به عزيزم مادر و پدر ارزشمند محضر

اند. آموخته من به را زیستن چگونه بامهربانی و اند داده انجام
است. بوده من همگام و همراه تحصیل طول تمام در که مهربانم همسر به

نمودند. یاری مرا معرفت و علم کسب راه در که ای فرهیخته و فرزانه استادان به
بودند. راهنمایم دانش کسب راه در که آنان به

بود. راهم ی بدرقه پرورشان روح دعای و خیرشان نفس که آنان به

بپوشانم. عمل ی جامه آنان ی خواسته به و کنم دين ادای بتوانم تا کن کمک من به الها
نما. مقدر آنان برای را سعادت و سلامت ، عاقبت حسن پروردگارا

و رشد جهت پژوهش و دانش و علم با همسو و همراه و نشاط و شور از سرشار خدمتی توفیق خدایا
بفرما. عنایت کهنسال ایران شکوفایی
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ଓฬ࠻ھدৎ
علوم دانشکده مالی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی جامعی زهره نگارنده: اینجانب
انحراف مدل از استفاده با نامعین پرتفوی تنظیم عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی

می�شوم: متعهد ناظمی علیرضا دکتر راهنمایی تحت ، مطلق نیمه

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
اساس بر آینده در بهادار اوراق بازده اوقات بعضی هستند، پیچیده مالی بازارهای که آنجایی از
پر دارایی�های با پرتفوی یک مساله تنظیم بررسی به �نامه پایان این �می�شود. داده نشان خبرگان قضاوت
پیشنهاد اینجا، در �است. �شده داده کارشناسان برآورد به بهادار اوراق بازده آن در که می�پردازد، ریسک
بین معاوضه در پرتفوی سازی بهینه مشکل برای نامعین میانگین مطلق نیمه انحراف مدل�های تنظیم ما
ارزیابی اساس بر بهادار اوراق بازده� از نامعین مختلف توزیع�های است. سرمایه�گذاری بازده و ریسک

می�شوند. استفاده آن�ها قطعی معادل به شده ارائه مدل�های تبدیل برای کارشناسان،

نامعین نویسی برنامه نامعین، مدل مطلق، نیمه انحراف پرتفوی، تنطیم کلیدی: کلمات
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١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمه

مقدمه ١.١

بهینه مفهوم ابتدا است. شده آورده مختصر به�طور بعدی فصل�های در نیاز مورد تعاریف فصل این در
است. شده آورده می�گیرد قرار استفاده مورد آتی فصل�های در که اقتصادی مفاهیم ازآن بعد و پارتو

پارتو بهینه ٢.١

اجتماعی. علوم و مهندسی در کاربردهایی با است اقتصاد علم در مفهوم یک پارتو بهینگی یا ١ پارتو کارایی
کردن بدتر بدون فرد یک وضعیت نمودن بهتر امکان آن در که است منابع تخصیص از حالتی مفهوم این
که او شد. نامیده نام این به ٢ پارتو ویلفردو از پس اصطلاح این ندارد[۶]. وجود دیگر فردی وضعیت
توزیع و ٣ اقتصادی کارایی زمینه در مطالعاتش در مفهوم این از بود ایتالیایی اقتصاددان و مهندس یک

کرد. استفاده ۴ درآمد
این�جا در که مشکلی هستیم. توافق و سازش برای جستجو و انتخاب تصمیم�گیری، به ناچار زندگی در
مسئله هستند. ما مختلف هدف�های با موجود اهداف ناسازگاری جزیی) صورت به (حداقل دارد وجود

می�شود: نوشته زیر شکل به معمولی هدفه چند سازی بهینه


Min f(x)

s.t.

x ∈ X.

١Pareto efficiency
٢Pareto Vylfr
٣Economic performance
۴Distribution of income



٢ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

برداری تابع یک f(x) = (f١, f٢, . . . , fk)
T (x) : X −→ Rk همچنین Xو ̸= ∅ Xو ⊆ Rn آن در و

متغییرهای بردار x = (x١, x٢, . . . , xk) همچنین نیستند. سازگار یکدیگر با بردارها الزاما که است،
از منظور است. ام i هدف تابع دهنده نشان fi : Rk −→ R, i = ١,٢, . . . , k و است تصمیم

شوند. کمینه هم�زمان طور به هدف توابع تمام که است این بالا در مینیمم�سازی

پارتو) (بهینه کارا
هرگاه: گویند پارتو بهینه یا کارا x∗ ∈ X شدنی جواب به هدفه چند مسئله در

∄x ∈ X, s.t f(x) ≤ f(x∗).

گویند. غالب غیر را f(x∗) ∈ f(X)آن�گاه باشد، کارا x∗ ∈ X اگر
است معنی این به این�جا در که کند، غلبه آن بر نمی�تواند چیز هیچ که است این بودن غیرغالب از منظور

ندارد. وجود آن از کمتر مقداری هیچ که
همچنین گویند. کارایی مجموعه و می�دهند نشان XE با را x∗ ∈ X کارای جواب�های تمام مجموعه
مفهوم گویند. غیرغالب مجموعه را آن و داده نشان YN با را y∗ = f(x∗) غیرغالب نقاط تمام مجموعه
دست به هدف توابع تمامی برای همزمان را بهینه نقطه یک نمی�توان اگرچه می�کند بیان پارتو بهینه
طوری را پاسخ�ها از مجموعه یک می�توان اما نماید) بیشینه یا کمینه را مطلوبیت توابع تمامی آورد(یعنی
پاسخ�های مجموعه پاسخ�ها مجموعه این به باشد. بهتر دیگر پاسخ�های از جستجو فضای در که کرد پیدا
بهینه پاسخ انتخاب می�نامند. مغلوب پاسخ�های مجموعه را جستجو فضای دیگر نقاط و پارتو بهینه
بستگی آن محیطی و مرزی شرایط و مساله از ما آگاهی میزان به پارتو بهینه پاسخ�های میان از نهایی
می�نماید[۶]. ایفا را اساسی نقش می�باشد مساله در شبکه طراح همان که تصمیم�گیرنده جا این در دارد.

اقتصادی مفاهیم ٣.١

�گذاری سرمایه و سرمایه مفهوم ١.٣.١

دارای باید شرکت هر است. منفعت جلب وسیله ترین بزرگ و بوده تجارت عوامل مهم�ترین از سرمایه
اهمیت طوریکه به شود. منتفع و برده است تجارت که را خود عملیات از ای نتیجه بتواند تا باشد، سرمایه

کرد. درک توان می آنها سرمایه از را تجاری های شرکت
گذاری سرمایه دیگر بیان به و بوده دوره یک طی در سرمایه حجم در تغییر معنای به ۵ گذاری سرمایه
حقیقت در گذاری سرمایه است. گذاری سرمایه انتگرال سرمایه و زمان به نسبت است سرمایه مشتق

است. سرمایه تشکیل

دارد؟ مزایایی چه و چیست ”سهام” بحث در ”پرتفوی”

۵Investment



٣ اقتصادی مفاهیم .٣.١

خیلی ظاهر در چه اگر است. آمده بزرگ چرمی کیف معنی به که است فرانسوی واژه یک پرتفوی۶
سهام سبد یا کیف معنی به بازی بورس عالم در که دارد، بورس در واضحی کاملا مفهوم اما است پیچیده
در موجود سهام انواع منظورش می�کند، صحبت خود پرتفوی از شخصی وقتی که معنی بدین می�باشد.

است. سهامش سبد
گذاری سرمایه از کارآمدتر بسیار پرتفوی، یا بهادار اوراق از ای مجموعه در گذاری سرمایه کلی طور به
می کاهش مجموعه ریسک گذاری، سرمایه سبد در سهام تعداد افزایش با چون باشد. می سهم یک در
اقتصادی متفاوت شرایط از پذیر سرمایه های شرکت که است مختلفی تاثیرات ریسک کاهش علت یابد.
که کرد ارائه را پرتفوليو اساسي مدل ٧ مارکوويتز ١٩۵٠هري سال در پذیرند. می اجتماعی و سیاسی
تنوع ايجاد و پرتفوليو مفهوم که بود کسي اولين مارکوويتز گرفت. قرار پرتفوليو مدرن تئوري براي مبنايي
براي بايد و نيستند مطمئن آينده به نسبت سرمايه�گذاران بود، معتقد او کرد. بيان علمي صورت به را
متنوع، پرتفوليو يک تشکيل ديگر عبارت به بزنند. گذاري سرمايه در تنوع ايجاد به دست ريسک کاهش

کرد. مطرح را کارا پرتفوليو مفهوم همچنين مارکوويتز دهد. مي کاهش زيادي حد تا را ريسک ميزان
نرخ ازاي در پرتفوليو آن ريسک که است نحوي به بهادار اوراق مطلوب ترکيب معناي به کارا پرتفوليو

باشد. رسيده حداقل به معين بازده
شدن حداکثر باعث پرتفوليوها گونه اين زيرا هستند کارا پرتفوليوهاي دنبال به منطقي گذاران سرمايه
شود. مي معيني انتظار مورد بازده براي ريسک حداقل يا ريسک، از معيني سطح براي انتظار مورد بازده
را پرتفوليو هر براي بازده معيار وانحراف انتظار مورد بازده است لازم کارا پرتفوليو يک تعيين براي

کنيم. مي استفاده مارکوويتز مدل از منظور همين به کنيم. مشخص

باشد. نداشته وجود پولی خروج یا و تزریق هیچ اگر ٨است تامین خود پرتفوی یک گوییم .١.٣.١ تعریف
می�گیرد. انجام پرتفوی همان دارایی�های از یکی فروش با جدید دارایی یک خرید

پرتفوی ارزش

گذاری قیمت برای گویند. پرتفوی ارزش حقوقی، یا حقیقی شخص هر پرتفوی نقدی و مالی ارزش به
شرکت این پرتفوی ارزش عامل ترین مهم بهادار، اوراق بورس در شده پذیرفته گذاری سرمایه شرکت�های

هاست.

پرتفوی مدیریت

بازده کاهش احتمال عادی شرایط در تا می�شود انتخاب صورتی به و ریسک کاهش منظور به پرتفوی
باشد. صفر به نزدیک شده) خریداری سهام�های (شامل دارائیها همه

وارد بهادار اوراق سرمایه بازار به فرد یک سرمایه چگونه که است این هدف پرتفوی انتخاب مسئله در
آورد. بدست ریسک حداقل با را سود حداکثر و شود

۶Portolio
٧Markowitz
٨Self-financing
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کارا گذاری سرمایه سبد ٢.٣.١

که کرد فرض او شد[١٧]. مطرح مارکوویتز هری توسط ١٩۵٠ سال در نوین گذاری سرمایه سبد تئوری
ریسک، اندازه�گیری معیار جا این در است. بازده بیشترین خواهان ریسکی سطح هر در گذار سرمایه هر
ریسک باید بیشتر بازده آوردن دست به برای کارا سبدهای در است. انتظار مورد بازده معیار انحراف
می�شوند. مواجه بازده و ریسک بین جایگزینی رابطۀ یک با گذاران سرمایه بنابراین کرد، تحمل بیشتری
خوبی به که کارا سبد هر می�شود. داده نشان ٩ کارا مرز نام به منحنی یک با بازده و ریسک بین رابطۀ

است. منحنی این از نقطه یک باشد، شده متنوع

بازده ٣.٣.١

از و حسابداری سود کمی، نظر از شرکت یک بازده می�شود. گفته بازده گذاری سرمایه از ناشی بهره
پاداش بهتر به�عبارت و کرده انگیزه ایجاد که است محرکی نیروی و گشته تلقی شرکت اعتبار کیفی، نظر
طرف از است. مطلوب بازده کسب گذاری سرمایه هدف تمام که چرا می�شود، محسوب گذاران سرمایه
است. برخوردار بالایی اهمیت از ١١ انتظار مورد بازده و ١٠ یافته تحقق بازده میان تفاوت تعیین دیگر
آنکه حال است. شده کسب که است بازده�ای یا است، شده واقع که است بازده�ای یافته، تحقق بازده
عدم�قطعیت با بازده این که است آینده از دوره�ای در ١٢ دارایی یک برای تخمینی بازده انتظار، مورد بازده
دو از بازده سهام، مخصوصا و دارایی�ها مورد در دارد. وجود نیز آن نشدن برآورده احتمال و بوده همراه

است: شده تشکیل جزء
حاصل دارایی فروش و دارایی خرید قیمت بین اختلاف از جزء این ،١٣ قیمت تغییر از ناشی بازده .١

می�شود.
تملک دلیل به دریافتی نقدی جریانات صورت از ناشی بازده این ،١۴ سود دریافت از ناشی بازده .٢

تقسیمی). سود (همانند است گذاری سرمایه طول در دارایی

سهم هر انتظار مورد بازده
آورند. دست به آینده دوره یک در دارند انتظار گذاران سرمایه که دارایی یک تخمینی بازده از است عبارت
اوراق روی بر سرمایه�گذاری نشود. برآورده است ممکن و است همراه اطمینان عدم با انتظار مورد بازده
که درحالی شود گذاران سرمایه انتظار مورد بازده شدن برآورده باعث تواند می بلندمدت ریسک�دار بهادار

افتد. نمی اتفاق این مدت کوتاه در
انتظار: مورد بازده و یافته تحقق بازده میان تفاوت�های

٩Efficient frontier
١٠Realized return
١١Expected return
١٢Asset
١٣Capital gain
١۴Yeild
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می�باشد. اتکا قابل و واقعی یافته، تحقق بازده مبلغ -١
ندارد. چندانی اتکا قابلیت و برآوردی انتظار، مورد بازده مبلغ -٢

نیست. همراه اطمینان عدم با یافته تحقق بازده -٣
است. همراه اطمینان عدم با انتظار مورد بازده -۴

: انتظار مورد بازده محاسبه
نشان E(Ri) با iام سهام برای انتظار مورد بازده سهام، بالقوه بازده برای احتمال توزیع بودن معلوم با

می�آید: بدست زیر بصورت و شده داده

E(Ri) =
m∑

k=١
(pk)PRk.

ام i سهم بالقوه بازده kامین =PRk سهم هر انتظار مورد بازده = E(Ri)

بالقوه بازده امین k وقوع احتمال =pk ممکن بازده�های تعداد = m

عبارت A شرکت سهام در گذاری سرمایه ریال میلیون ۵ از حاصل ممکن بازده نرخ�های .٢.٣.١ مثال
: از است

pk احتمال PRk احتمال
−٠٫ ٠۵ ٠٫ ٢
٠٫ ٢ ٠٫ ۶
٠٫ ۴ ٠٫ ٢

: شود می محاسبه زیر صورت به A سهم انتظار مورد بازده نرخ فوق، اطلاعات به توجه با

E(Ri) = ٠٫ ٢ ∗ (−٠٫ ٠۵) + ٠٫ ۶ ∗ (٠٫ ٢) + ٠٫ ٢ ∗ (٠٫ ۴) = ٠٫ ١٩

سهام سبد انتظار مورد بازده
انتظار مورد بازده باشد، xi آن در ام i دارایی وزن که باشیم داشته دارایی N با سرمایه سبد که صورتی در

می�شود: محاسبه زیر بصورت و می�شود داده نشان E(Rp) با سهام سبد

E(Rp) =
N∑
i=١

xiE(Ri). (١.١)
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آن مفهوم و ریسک ۴.٣.١

به اطمینان عدم را ریسک می�توان ساده به�طور و آسیب احتمال معنی به لغت فرهنگ در ریسک مفهوم
طور به را آن نمی�توان که است آینده به مربوط پدیده�ای ریسک دیگر عبارت به کرد. تعریف آتی نتایج
هم ریسک باشد بیشتر اطمینان عدم این هرچه است. همراه اطمینان عدم با زیرا نمود، بینی پیش دقیق
ریسک�ها کلیه نمی�توان اصولا و دارد وجود هم ریسک فرصتی، هر به�همراه مالی بازارهای در است. بیشتر
سرمایه بازار ادبیات در که است توضیح به لازم رفت. خواهند بین از هم فرصت�ها کلیه زیرا برد بین از را
تقسیم�بندی اجتناب�ناپذیر و اجتناب�پذیر بخش دو به کلی طور به� را ریسک مفهوم بیشتر، شناخت جهت و
و آمده بوجود مالی بازار نوسانات بر موثر برونزای عوامل بروز اثر در که ریسک از بخش آن می�کنند.
قابل و شده شناخته اجتناب�ناپذیر ریسک�های به�عنوان می�گذارد تاثیر بهادار اوراق قیمت روی بر نهایتا
ناشی تغییرات بروز بدلیل ریسک از نمونه این آنجایی�که از نمی�باشد. سازی تنوع عمل به اقدام با کاهش
بهادار اوراق مجموعه روی بر کلی تغییرات موجب و کرده عمل نظام�یافته بصورت بازار، کلی وضعیت از
از بخش آن به حالیکه در می�شوند. شناخته نیز سیستماتیک ریسک یا بازار ریسک عنوان به می�شود،
عواملی از مستقل و بوده بهادار اوراق از واحد هر خاص وضعیت از ناشی که را بهادار اوراق ریسک
اجتناب�پذیر ریسک عنوان تحت می�دهد، قرار تاثیر تحت را بهادار اوراق بازار کلی طور به که می�کند عمل
غیر ریسک نوع این گذاری، سرمایه عملیات به بخشی تنوع طریق از که است بدیهی می�شود. شناخته

داد. قرار کنترل تحت می�توان را کاهش�پذیر یا سیستماتیک
سرمایه گزینه�های انتخاب در کننده تعیین عوامل مهمترین از یکی گذار، سرمایه ریسک�پذیری میزان
گذاران سرمایه بپذیرد. را ریسک از قبولی قابل سطح که است کسی موفق گذار سرمایه است. گذاری
ریسک و ١۵ پذیر ریسک دسته دو به را آن�ها می�توان کلی طور به دارند متفاوتی پذیری ریسک الگوهای
پذیرش برای کمتری بازدهی گریز، ریسک افراد با مقایسه در پذیر ریسک افراد کرد. تقسیم ١۶ گریز

می�کنند. مطالبه ریسک

ریسک اندازه�گیری روش�های
شده، معرفی ریسک تعیین برای مختلفی معیارهای تاکنون است. آن محاسبه ریسک، در مسئله مهمترین
بعد به آن از و آماری پراکندگی شاخص�های مطالعات طریق از بار اولین ریسک اندازه�گیری معیارهای
روش�های از همگی که شدند، محاسبه نامطلوب ریسک و حساسیت جمله از جدیدتری معیارهای توسط

می�کنند. استفاده آماری
مارکوویتز می�کنند. استفاده واریانس از ریسک اندازه�گیری برای پرتفوی سازی بهینه در متون از بسیاری
سپرانزا کرد. استفاده واریانس نیم مدل از مالی بازارهای در گذار سرمایه ریسک اندازه�گیری برای [١٧]
[٧] یاماکازکی و کونو کرد. استخراج گذاری سرمایه ریسک اندازه�گیری برای را مطلق نیمه انحراف [٢٣]
یک و کردند استفاده مارکوویتز مدل در واریانس جای به مطلق نیمه انحراف از ریسک اندازه�گیری برای
واریانس میانگین- مدل�های از دقیق مقایسه یک [٢۴] سیمان دادند. ارائه را خطی ریزی برنامه� مدل

١۵Risk taker
١۶Risk averse
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انتخاب برای بار اولین برای [٢٣] سپرانزا داد. ارائه ریسک اندازه�گیری برای میانگین مطلق انحراف و
کرد. استفاده تصادفی محیط در مطلق نیمه انحراف مدل از پرتفوی ریسک

نوسانات تبیین برای مختلفی شاخص�های نرخ�بازدهی. آتی نوسانات احتمال از است عبارت ریسک
هستند: صورت بدین آنها مهم�ترین از بعضی که می�گیرد قرار استفاده مورد

تغییرات دامنه .١
انحرافات) مطلق قدر (متوسط خطی انحراف متوسط .٢

انحرافات) مجذور (متوسط واریانس .٣
معیار انحراف .۴
نیم�واریانس .۵

معیار انحراف نیم .۶
بتا شاخص .٧

(V ar)دارایی�درخطر .٨
میانگین مطلق نیمه انحراف .٩

گریز ریسک�
کم�تر ریسک پذیرش ترجیح معنای به که است، مالی علوم و اقتصاد علم در اصطلاحی ریسک�گریزی،
جلوگیری قطعیت، عدم مواقع در معامله�گران) و گذاران (سرمایه انسان�ها درونی و فردی تمایل می�باشد.
متفاوت، گذاران سرمایه که چرا است، درونی و فردی ریسک، نوع این است. ضروری غیر ریسک از
ریسک�های است، بیشتری بازده دنبال به که گذاری سرمایه دارند. غیرضروری ریسک از متفاوتی تعریف
گذاری سرمایه استراتژی است، تری کم بازده دنبال به که گذاری سرمایه ولی می�پذیرد، را بیشتری ضروری
نیز گریز ریسک که منطقی گذار سرمایه یک بنابراین می�کند؛ انتخاب زیاد دقت بدون و بی�پروا را خود
سرمایه باشد، داشته انتخاب برای متفاوت ریسک و یکسان بازده با گذاری سرمایه دو اگر می�باشد،

کرد. خواهد انتخاب را کم�تر ریسک با گذاری
دادن ترجیح و بالا ریسک با ولی پرسود معامله�ای به تمایل عدم معنای به گریزی ریسک ساده بیان به
نفر یک پذیری ریسک معمول، روانشناسی دیدگاه از می�باشد. بیشتر امنیت ولی کم�تر، سود با معامله�ای
شخص امنیت احساس به عوامل این همه ولی داشت، خواهد بستگی بیرونی و درونی متعدد عوامل به

می�گردد. باز

پذیر ریسک
نیز میزان همان به و داشته را اطمینان عدم شرایط در بالا تحمل توانای دارند قرار الگو این در که افرادی
گوناگون های ریسک خود، کار ماهیت به توجه با سازمان هر باشند. می بیشتر بازده دریافت خواهان
نوع و ریسک�ها بر آن تسلط به بنگاه هر موفقیت اساساً امروز، متحول شرایط در و کند می تجربه را

دارد. بستگی می�شود، اعمال ریسک�ها انواع بر که است مدیریتی
برای هایی استراتژی طراحی آن دنبال به و ریسک ارزیابی یا سنجش همان پذیری ریسک مجموع در
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است. ریسک اداره
همان�طور است. وابسته ریسک�ها بر آنها تسلط به بنگاه�ها توفیق امروز، تحول پر شرایط در ترتیب این به

دارند.» بقا موجودات ترین منعطف بلکه هوشترین با نه و قویترین نه است« معروف که

سهام سبد ریسک
زیر بصورت که است منفرد سهام بازده�های بین کوواریانس و منفرد سهام از تابعی سهام، سبد ریسک

می�شود: بیان

V ar(Rp) =
N∑
i=١

xiV ar(Ri) +
N∑

i=١,i ̸=j

N∑
j=١

xixjCov(Ri, Rj).

با: است برابر Cov(Ri, Rj) بالا فرمول در
Cov(Ri, Rj) = E(RiRj)− E(Ri)E(Rj).

استقراضی فروش ۵.٣.١

ثالثی شخص از که است بهاداری اوراق معمولا و دارایی فروختن عمل استقراضی فروش مالی، علم در
دهنده، قرض به آن دادن پس جهت آینده در دارایی همان مشابه خریدن هدف با و کارگزار) یک معمولا)
و فروش از پس دارایی آن قیمت کاهش از که امیدوارند استقراضی فروشندگان می�شوند. گرفته قرض
هنگام را کمتری بهای بایستی قیمت کاهش از پس که آنجایی از کنند. سود آن مجدد خرید از قبل تا
متحمل استقراضی فروشنده یابد، افزایش قیمت که درصورتی همچنین بپردازند. دارایی آن مجدد خرید
این کند). خریداری فروخته که آنچه از بالاتر قیمتی در را دارایی آن است مجبور که (چرا می�شود ضرر
گیری قرض هزینه استقراضی، فروش هزینه�های دیگر است. شده فروخته دارایی بهای کل به محدود ضرر

است. منفی حجم با دارایی خرید با برابر استقراضی فروش ریاضی، دید از است. غیره و دارایی
مبادله ارز و کالا بهادار، اوراق بازارهای در که است دارایی�هایی به محدود همواره استقراضی فروش
دارایی مجدد خرید تا باشد، کنترل قابل زمان هر بازار، آن در دارایی�ها این خروج ورود حجم و می�شوند
از دارایی هر هستند، مثلی دارایی�ها نوع این چون باشد. پذیر امکان لازم زمان هر در شده گرفته قرض

شود[٢٢]. داده قرض عوض عنوان به دهنده قرض به می�تواند شود خریداری که نوع همان

مطلوبیت ۶.٣.١

بدست فرد هر خدمات و کالاها مصرف از که است خاطری رضایت یا و خشنودی احساس ١٧ مطلوبیت
می�شود. اندازه�گیری ترتیبی یا و عددی صورت دو به مطلوبیت می�آورد،

١٧Utility
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بی�تفاوتی منحنی
شخص برای را یکسانی کل مطلوبیت که است کالاها مختلف ترکیبات هندسی مکان بی�تفاوتی منحنی

است. بی�تفاوت نقاط آن انتخاب در شخص بنابراین می�کند، ایجاد





٢ فصل

عدم�قطعیت تئوری

مقدمه ١.٢

می��شود. بیان (نامطمئن) نامعین متغیرهای و عدم�قطعیت تئوری از قضایایی و تعاریف فصل این در

عدم�قطعیت فضای و نامعین اندازه ٢.٢

داد. ارائه را عدم�قطعیت قضیه و نامعین اندازه از مفهومی [٩] ٢٠٠٧ سال ١در لیو

سه باشد، ٢(نامطمئن) نامعین اندازه یک M و Γ روی جبر -σ یک ℓ Γو ̸= ϕ اگر .١.٢.٢ تعریف
(Γ, ℓ,M) روی پیشامد یک Λ ∈ ℓ عضو وهر می�شود نامیده عدم�قطعیت فضای یک (Γ, ℓ,M) تایی

می�شود. نامیده

نشان را Λ دادن رخ احتمال که کنیم تعریف M مانند عدد یک Λ پیشامد هر برای که است لازم
است: داده ارائه تابع این برای را زیر موضوع اصول [٩] لیو می�دهد.

.M{Γ} = ١ بودن) ١:(نرمال اصل
.M{Λ١} ≤ M{Λ٢} Λ١ ⊂ Λ٢ ∀Λ ∈ ℓ(یکنواختی):٢ اصل

.M{Λ}+M{Λc} = ٣:(خوددوگانگی)١ اصل
داریم: {Λj} پیشامد از شمارا دنباله هر شمارا)برای جمعی ۴:(زیر اصل

M(
∞∪
i=١

Λi) ≤
∞∑
i=١

M(Λi).

.[٩] می�شود نامیده عدم�قطعیت فضای یک (Γ, ℓ,M)سه�تایی که
فضاهای K = ١,٢, . . . , n برای (Γk,Λk,MK) کنید )فرض [٩] حاصل�ضرب ۵:(اصل اصل

١Liu
٢Uncertain



١٢ عدم�قطعیت تئوری .٢

نامعین اندازه ℓ = ℓ١ × ℓ٢ × . . . × ℓn. Γ = Γ١ × Γ٢ × . . . × Γn, که باشند. عدم�قطعیت
با: است برابر Γ روی ضربی

M{Λ} =



sup min Mk{Λk},

Λ١ × Λ٢ × . . .× Λn ⊂ Λ ١ ≤ k ≤ n

if sup min Mk{Λk} > ٠٫ ۵

Λ١ × Λ٢ × . . .× Λn ⊂ Λ ١ ≤ k ≤ n

١− sup min Mk{Λk},

Λ١ × Λ٢ × . . .× Λn ⊂ Λc ١ ≤ k ≤ n

if sup min Mk{Λk} > ٠٫ ۵

Λ١ × Λ٢ × . . .× Λn ⊂ Λc ١ ≤ k ≤ n

٠٫ ۵ �صورت این غیر .در

(١.٢)

.Λ ∈ ℓ هر برای
نوشت: نیز زیر بصورت را فوق رابطه می�توان

M{
∞∏
k=١

Λk} =
∞∧
k=١

Mk{Λk}

نامعین اندازه یک می�شود. تعریف (١.٢) معادله به�وسیله که حاصل�ضربی اندازه [٢٠] .٢.٢.٢ قضیه
است.

نامعین متغیر

بطوری است. (Γ, ℓ,M)عدم�قطعیت فضای از ξ اندازه�پذیر تابع یک نامعین، متغیر هر .٣.٢.٢ تعریف
پیشامد یک {ξ ∈ B} = {γ ∈ Γ|ξ(γ) ∈ B} مجموعه حقیقی اعداد از B بورل٣ مجموعه هر برای که

است.
٣Borel



١٣ عدم�قطعیت توزیع .٣.٢

عدم�قطعیت توزیع ٣.٢

تعریف زیر بصورت ξ نامعین متغیر یک از Φ : R −→ [٠,١] عدم�قطعیت توزیع .١.٣.٢ تعریف
می�شود:

Φ(r) = M{ξ ≤ r}.

توزیع ،k > ٠ عدد هر برای باشد. Φ عدم�قطعیت توزیع با نامعین متغیر یک ξ اگر .٢.٣.٢ مثال
با: است برابر kξ عدم�قطعیت

Ψ(r) = Φ(
r

k
) , Ψ−١(α) = kΦ−١(α). (٢.٢)

نامعین توزیع تابع یک اگر می�شود، ۴نامیده خطی نامعین متغیر یک ξ نامعین متغیر یک .٣.٣.٢ تعریف
باشد: داشته زیر بصورت خطی

Φ(r) =


٠ r ≤ a,

r − a

b− a
a ≤ r ≤ b,

١ این�صورت غیر .در

a < b و حقیقی اعداد b و a که می�دهیم نشان ℓ(a, b) بصورت را خطی نامعین متغیر صورت آن در
است. شده داده نشان (١.٢) شکل در خطی نامعین متغیر یک از عدم�قطعیت توزیع است.

خطی نامعین متغیر یک از عدم�قطعیت توزیع :١.٢ شکل

نامعین توزیع تابع یک اگر می�شود نامیده نرمال نامعین متغیر یک ξ نامعین متغیر یک .۴.٣.٢ تعریف
باشد: داشته زیر بصورت نرمال

Φ(r) = (١+ exp(π(e−r)√
٣σ ))−١, r ∈ R, σ > ٠.

۴Linear uncertain variable



١۴ عدم�قطعیت تئوری .٢

می�دهیم. نشان ξ ∼ N(e, σ) با را نرمال نامعین متغیر صورت آن در

را زیر توزیع تابع اگر می�شود ۵نامیده زیگزاگ نامعین متغیر یک ξ نامعین متغیر یک .۵.٣.٢ تعریف
باشد: داشته

Φ(r) =



٠ r ≤ a,
r − a

٢(b− a)
a ≤ r ≤ b,

(r + c− ٢b)
٢(c− b)

b ≤ r ≤ c,

١ r ≥ c.

استقلال ۴.٢

اعداد ,B١از B٢, . . . , Bn بورل مجموعه�های هر برای ξ١, ξ٢, . . . , ξn نامعین متغیرهای .١.۴.٢ تعریف
اگر می�شوند، گفته مستقل حقیقی

M{
n∩

i=١
{ξi ∈ Bi}} = min

١≤i≤n
M{ξi ∈ Bi}. (٣.٢)

اگر وفقط اگر هستند مستقل ξ١, ξ٢, . . . , ξn نامعین متغیرهای [١٠] .٢.۴.٢ قضیه

M{
n∪

i=١
{ξi ∈ Bi}} = max

١≤i≤n
M{ξi ∈ Bi}. (۴.٢)

مستقل نیز ξ١, ξ٢, . . . , ξn همچنین و هستند خوددوگانه نامعین متغیرهای (٣) شرط طبق برهان.
داریم: بنابراین هستند

M{
n∪

i=١
{ξi ∈ Bi}} = ١−M{

n∩
i=١

{ξi ∈ Bc
i }} = ١− min

١≤i≤n
M{ξi ∈ Bc

i } = max
١≤i≤n

M{ξi ∈ Bi}.

است. تمام قضیه اثبات

عملیاتی قانون ۵.٢

اندازه�پذیر تابع یک f : Rn −→ R و مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, . . . , ξn اگر [١٠] .١.۵.٢ قضیه
به�طوریکه است نامعین متغیر یک ξ = f(ξ١, ξ٢, . . . , ξn) آنگاه باشد.

۵Zigzag



١۵ عملیاتی قانون .۵.٢

M{ξ ∈ B} =



sup minM{ξK ∈ Bk},

f(B١, B٢, . . . , Bn) ⊂ B ١ ≤ k ≤ n

if sup minM{ξK ∈ Bk} > ٠٫ ۵

f(B١, B٢, . . . , Bn) ⊂ B ١ ≤ k ≤ n

١− sup minM{ξK ∈ Bk},

f(B١, B٢, . . . , Bn) ⊂ Bc ١ ≤ k ≤ n

if sup minM{ξK ∈ Bk} > ٠٫ ۵

f(B١, B٢, . . . , Bn) ⊂ B ١ ≤ k ≤ n

٠٫ ۵ این�صورت غیر .در

(۵.٢)

f(B١, B٢, . . . , Bn) ⊂ B و هستند، حقیقی اعداد از بورل مجموعه�های B١, B٢, . . . , Bn, B آن در که
.r١ ∈ B١, r٢ ∈ B٢, . . . , rn ∈ Bn هر برای f(r١, r٢, . . . , rn) ⊂ B که است معنی این به

کرد. اثبات حاصل�ضرب اندازه اصل از مستقیم صورت به می�توان برهان.

صعودی اکیدا تابع یک f اگر و Φ عدم�قطعیت توزیع با نامعین متغیر یک ξ اگر [١٩] .٢.۵.٢ قضیه
آورد: بدست زیر طریق از می�توان f(ξ) از عدم�قطعیت توزیع صورت آن در باشد.

Ψ(r) = Φ(f−١(r)). (۶.٢)

شود: بیان زیر بوسیله می�تواند همچنین و

Ψ−١(α) = f(Φ−١(α)), ٠ < α < ١. (٧.٢)

: داریم است. صعودی اکیدا تابع یک f که آن�جایی از r حقیقی عدد هر برای برهان.
f((−∞, f−١(r)]) = (−∞, r].

می�باشد: زیر بصورت f(ξ) عدم�قطعیت توزیع

Ψ(r) = M{f(ξ) ∈ (−∞, r]} = M{ξ ∈ (−∞, f−١(r)]} = Φ(f−١(r)).



١۶ عدم�قطعیت تئوری .٢

Φ١,Φ٢, . . . ,Φn مستقل توزیع�های با مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, . . . , ξn اگر [١٩] .٣.۵.٢ قضیه
هر برای Φ−١

١ (α),Φ−١
٢ (α), . . . ,Φ−١

n (α) و باشد. ξ١+ ξ٢+ . . .+ ξn عدم�قطعیت توزیع Ψ و باشد،
است: برقرار زیر رابطه اینصورت در باشد. بفرد منحصر α ∈ (٠,١)

Ψ−١(α) = Φ−١
١ (α) + Φ−١

٢ (α) + . . .+ Φ−١
n (α), ٠ < α < ١ (٨.٢)

داریم: α ∈ (٠,١) هر برای نامعین اندازه�گیری یکنواختی خاصیت به توجه با برهان.

M{
n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φ−١
i (α)} ≥ M{

n∩
i=١

(ξi ≤ Φ−١
i (α))}.

است: برقرار زیر رابطه (٣.٢) معادله طبق هستند، مستقل۶ نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, . . . , ξn چون

M{
n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φ−١
i (α)} ≥ M{

n∩
i=١

(ξi ≤ Φ−١
i (α))}

= min١≤i≤n M{ξi ≤ Φ−١
i (α)} = min١≤i≤n α = α.

داریم: ϵ > ٠ عدد هر برای دیگر طرف از

M{
n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φ−١
i (α)− ϵ} ≤ M{

n∪
i=١

(ξi ≤ Φ−١
i (α)− ϵ

n
)},

هستند. مستقل نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, . . . , ξn که آن�جایی از است. یکنواخت نامعین اندازه زیرا
داریم: (۴.٢) معادله طبق

M{
n∑

i=١
ξi ≤

n∑
i=١

Φ−١
i (α)− ϵ} ≤ M{

n∪
i=١

(ξi ≤ Φ−١
i (α)− ϵ

n
)}

= maxi≤i≤n M{ξi ≤ Φ−١
i (α)− ϵ

n
} < max١≤i≤n α = α.

می�کند: پیروی عدم�قطعیت توزیع پیوستگی از آن

M{ξ١ + ξ٢ + . . .+ ξn ≤ Φ−١
١ (α) + Φ−١

٢ (α) + . . .+ Φ−١
n (α)} = α,

می�دهد: نشان که

Ψ−١(α) = Φ−١
١ (α) + Φ−١

٢ (α) + . . .+ Φ−١
n (α).

است. تمام قضیه اثبات
۶Independent



١٧ نامعین فضای در انتظار مورد ارزش .۶.٢

نامعین فضای در انتظار مورد ارزش ۶.٢

می�شود: تعریف زیر بصورت ξ ٧ ریاضی امید اینصورت در باشد نامعین متغیر یک ξ اگر .١.۶.٢ تعریف

E[ξ] =

∫ +∞

٠
M{ξ ≥ r}dr −

∫ ٠

−∞
M{ξ ≤ r}dr,

باشد. متناهی انتگرال دو از یکی حداقل که بشرطی

ξ ریاضی امید اینصورت در باشد، Φ عدم�قطعیت توزیع با نامعین متغیر یک ξ اگر [٩] .٢.۶.٢ قضیه
می�شود: محاسبه زیر رابطه از

E[ξ] =

∫ +∞

٠
(١− Φ(r))dr −

∫ ٠

−∞
Φ(r)dr. (٩.٢)

.M{ξ ≤ r} = Φ(r) که می�دانیم عدم�قطعیت توزیع تعریف به توجه با برهان.
می�آید: بدست زیر رابطه ریاضی امید تعریف از استفاده با M{ξ ≥ r} = ١− Φ(r) پس

E[ξ] =

∫ +∞

٠
M{ξ ≥ r}dr −

∫ ٠

−∞
M{ξ ≤ r}dr =

∫ +∞

٠
(١− Φ(r))dr −

∫ ٠

−∞
Φ(r)dr.

است. شده ترسیم (٢.٢) شکل در (٩.٢) معادله

E[ξ] =
∫ +∞
٠ (١− Φ(x))dx−

∫ ٠
−∞Φ(x)dx :٢.٢ شکل

عدم�قطعیت توزیع اینصورت در باشد، نامعین خطی متغیر یک ξ اگر شد گفته که همان�طور .٣.۶.٢ مثال
با: است برابر آن

Φ(r) =


٠ r ≤ a,

r − a

b− a
a ≤ r ≤ b,

١ این�صورت غیر .در
٧Expected value



١٨ عدم�قطعیت تئوری .٢

می�آید: بدست زیر بصورت ξ ریاضی امید (٩.٢) معادله از استفادده با ،a ≥ ٠ اگر

E[ξ] = (

∫ a

٠
١dr +

∫ b

a

(١− r − a

b− a
)dr +

∫ +∞

b

٠dr)−
∫ ٠

−∞
٠dr = a+ b

٢ .

می�آید: بدست زیر بصورت ξریاضی امید ،b ≤ ٠ اگر

E[ξ] =

∫ +∞

٠
٠dr − (

∫ a

−∞
٠dr +

∫ b

a

r − a

b− a
dr +

∫ ٠

b

١dr) = a+ b

٢ .

می�آید: بدست زیر بصورت ξ ریاضی امید ،a < ٠ < b اگر

E[ξ] =

∫ b

٠
(١− r − a

b− a
)dr +

∫ ٠

a

r − a

b− a
dr =

a+ b

٢ .

با: است برابر همیشه نامعین خطی متغیر یک ریاضی امید بنابراین

E[ξ] =
a+ b

٢ .

(٩.٢)برابر معادله از استفاده با ξ ∼ Z(a, b, c) زیگزاگ نامعین متغیر یک ریاضی امید .۴.۶.٢ مثال
: با است

E[ξ] =
(a+ ٢b+ c)

۴ .

با: است برابر زیگزاگ متغیر یک عدم�قطعیت توزیع که این به توجه با

Φ(r) =



٠ r ≤ a,
r − a

٢(b− a)
a ≤ r ≤ b,

(r + c− ٢b)
٢(c− b)

b ≤ r ≤ c,

١ r ≥ c.

:a ≥ ٠ اگر

E[ξ] = (

∫ a

٠
١dr+

∫ b

a

٢b− r − a

٢(b− a)
dr+

∫ c

b

(c− r)

٢(c− b)
dr+

∫ +∞

c

٠dr)−
∫ ٠

−∞
٠dr = a+ ٢b+ c

۴ .



١٩ نامعین فضای در انتظار مورد ارزش .۶.٢

:a ≤ ٠ ≤ b اگر

E[ξ] =

∫ b

٠

٢b− a− r

٢(b− a)
dr+

∫ c

b

(c− r)

٢(c− b)
dr+

∫ +∞

c

٠dr−
∫ a

−∞
٠dr−

∫ ٠

a

(r − a)

٢(b− a)
=

a+ ٢b+ c

۴ .

:b ≤ ٠ ≤ c اگر

E[ξ] =

∫ c

٠

(c− r)

٢(c− b)
dr+

∫ +∞

c

٠dr−
∫ a

−∞
٠dr−

∫ b

a

r − a

٢(b− a)
dr−

∫ ٠

b

r + c− ٢b
٢(c− b)

dr =
a+ ٢b+ c

۴ .

: c ≤ اگر٠

E[ξ] =

∫ ٠

+∞
٠dr−

∫ a

−∞
٠dr−

∫ b

a

r − a

٢(b− a)
dr−

∫ c

b

r + c− ٢b
٢(c− b)

dr−
∫ ٠

c

١dr = a+ ٢b+ c

۴ .

با: است برابر ریاضی امید ξ ∼ N(e, σ) نرمال نامعین متغیر یک برای و .۵.۶.٢ مثال
E[ξ] = e.

مورد ارزش اینصورت در باشد. Φ عدم�قطعیت توزیع با نامعین متغیر یک ξ اگر [١٩] .۶.۶.٢ قضیه
با: است برابر ξ انتظار

E[ξ] =

∫ ١

٠
Φ−١(α)dα. (١٠.٢)

داریم: عدم�قطعیت توزیع و انتظار مورد ارزش تعریف به توجه با برهان.

E[ξ] =
∫ +∞
٠ M{ξ ≥ r}dr −

∫ ٠
−∞ M{ξ ≤ r}dr

=
∫ +∞
٠ (١− Φ(r))dr −

∫ ٠
−∞ Φ(r)dr,

می�کنیم. محاسبه زیر بصورت را
∫ +∞
٠ (١− Φ(r))dr حاصل جز به جز انتگرال با uابتدا = ١− ϕ(r) du = −dϕ(r)

dv = dr v = r∫ +∞
٠ (١− Φ(r))dr = r(١− ϕ(r))|+∞

٠ +
∫ +∞
٠ rdϕ(r),

با: است برابر بالا انتگرال بنابراین ϕ(+∞) = ١ بالا فرمول در ∫که +∞
٠ (١− Φ(r))dr =

∫ +∞
٠ rdϕ(r),

می�کنیم: محاسبه را −
∫ ٠
−∞ Φ(r)dr حاصل جز به جز انتگرال از استفاده با قبل حالت مشابه



٢٠ عدم�قطعیت تئوری .٢

u = ϕ(r) du = dϕ(r)

dv = dr v = r

−
∫ ٠
−∞Φ(r)dr = −r(ϕ(r))|٠−∞ +

∫ ٠
−∞ rdϕ(r),

با: است برابر بالا انتگرال بنابراین ϕ(−∞) = ٠ بالا فرمول در که

−
∫ ٠
−∞ Φ(r)dr =

∫ ٠
−∞ rdϕ(r),

بالا انتگرال دو حاصل از استفاده ∫با +∞
٠ (١− Φ(r))dr −

∫ ٠
−∞Φ(r)dr =

∫ +∞
٠ rdϕ(r) +

∫ ٠
−∞ rdϕ(r) =

∫ +∞
−∞ rdϕ(r),

r = ϕ−١(α) بنابراین dα = dϕ(r)، ϕ(r) = α rاکنون = +∞ α = ١

r = −∞ α = ϕ(−∞) = ٠∫ +∞
−∞ rdϕ(r) =

∫ ١
٠ Φ−١(α)dα.

داریم: اینصورت در باشند. نامعین متغیر دو η و ξ و حقیقی عدد دو b و a اگر [١٩] .٧.۶.٢ لم
E[aξ + b] = aE[ξ] + b.

E[aξ + bη] = aE[ξ] + bE[η].



٣ فصل

برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل
نامعین پرتفوی سازی بهینه مسئله

مقدمه ١.٣

سرمایه�هایش از تخصیصیکی تلاشبرای در که یکفرد، به بفرد بصورتمنحصر پرتفوی بهینه�سازی مسئله
می�شود. مربوط است سرمایه�گذاری هدف به دستیابی منظور به بهادار اوراق از تعدادی انتخاب برای
عنوان به� ریاضی) انتظار(امید مورد ارزش مدل این در شد[١۵]. ارائه مارکوویتز بوسیله ریاضی مدل اولین
پرتفوی بهینه�سازی برای خطی مدل یک است. �شده استفاده ریسک اندازه�گیری بعنوان واریانس و بازده
مورد پرتفوی ریسک اندازه�گیری برای مطلق انحراف آن در که شد ارائه [٧]٢ یامازاکی و ١ کونو توسط
بهینه�سازی مسئله در نزولی ریسک اندازه�گیری در معمول به�طور مطلق نیمه انحراف گرفت. قرار استفاده
متغیر برای مطلق نیمه انحراف تعریف از استفاده با فصل این در می�گیرد. قرار استفاده مورد پرتفوی
پرتفوی سازی بهینه مسئله عدم�قطعیت محیط در مطلق نیمه� انحراف مربوطه مدل�های ایجاد و نامعین

می�کنیم. حل را

پرتفوی انتخاب مسئله ٢.٣

و انتظار مورد بازده معیار دو اساس بر را خود پرتفوی سرمایه�گذار ، پرتفوی نوین نظریه به توجه با
گذار سرمایه هر اصلی مسئله باشند ریسک�دار بهادار اوراق اگر می�کند. انتخاب بازده معیار انحراف
پرتفوی انتخاب معادل مسئله این است. حداکثر آن مطلوبیت که است بهاداری اوراق مجموعه تعیین
مدل می�شود. نامیده پرتفوی انتخاب مسئله عنوان تحت که است، ممکن پرتفوی�های مجموع از بهینه

گردید. ارائه مارکوویتز توسط ١٩۵٢ سال در مسئله این

١Konno
٢ Yamazaki



٢٢ نامعین پرتفوی سازی بهینه مسئله برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل .٣

بازده مبنای بر صرفاً را پرتفویشان به مربوط تصمیمات بایستی گذاران سرمایه که می�کند بیان مارکوویتز
و انتظار مورد بازده بایستی گذار سرمایه که معنی بدین نمایند. انتخاب معیار انحراف و انتظار مورد

کنند. انتخاب پارامتر این مبنای بر را آنها بهترین سپس و بزند، تخمین را پرتفوی هر معیار انحراف

پرتفوی) سازی (بهینه مارکوویتز مدل ٣.٣

انتظار مورد بازده و کرد ارائه سهام سبد ریسک برای خاص معیار یک که بود کسی نخستین مارکوویتز
ریسک و انتظار مورد بازده های مشخصه پایه بر او مدل نمود. استخراج را سهام سبد یک ریسک و
مدل است. بازده و ریسک های گزینه تحلیل برای نظری چارچوب یک اصل، در و شده بنا بهادار اوراق
است. سرمایه�گذار انتخاب مسئله در رویکرد ترین متداول و مشهورترین مارکوویتز واریانس میانگین
براساس تنها نه �گذاری، سرمایه ریسک به توجه مارکوویتز، مدل در توجه مورد نکات ترین برجسته از

است. گذاری سرمایه مجموعه ریسک براساس بلکه سهم، یک معیار انحراف
مطلوبیت منحنی و هستند افزایشی انتظار مورد مطلوبیت دارای و گریزند، ریسک گذاران سرمایه -١

است. کاهنده آنها ثروت نهایی
می�کنند. انتخاب بازدهی انتظار مورد واریانس و میانگین مبنای بر را خود پرتفوی گذاران سرمایه -٢

است. انتظار مورد اریانس و و بازده نرخ از تابعی آنها تفاوتی بی منحنی�های بنابراین
است. تقسیم قابل بی�نهایت تا گذاری، سرمایه گزینه هر -٣

است. مشابه گذاران سرمایه همه برای این و داشته « دوره�ای یک » زمانی افق گذاران سرمایه -۴
یک برای بالعکس و می�دهند ترجیح را بالاتری بازده ریسک، از معینی سطح یک در گذاران سرمایه -۵

هستند. ریسک کمترین خواهان بازدهی، از معینی سطح
یا است؛ بازده بیشترین دارای ریسک، معین سطح یک در که است سبدی کالا گذاری سرمایه سبد -۶

بازده. معین سطح یک ازای به ریسک کمترین دارای
مبلغ » که است این سؤال باشد، داشته سهم n بین گذاری سرمایه برای پول مقداری ، گذار سرمایه اگر
را انتظار مورد مطلوبیت حداکثر حاصله، پرتفوی تا یابد تخصیص ورقه، n بین چگونه گذاری سرمایه

پذیرد: انجام مرحله دو در بایستی فوق سؤال پاسخ که میکند پیشنهاد مارکویتز « باشد؟ داشته
کارا پرتفوی مجموعه تعیین -١

سرمایه برای را بازده و ریسک ترکیب مناسب�ترین که پرتفویی انتخاب یعنی کارا؛ مجموعه از انتخاب -٢
نماید. فراهم گذار

برای بازده معیار انحراف و انتظار مورد بازده که است ضروری کارا، سهام سبد مجموعه یک تعیین برای
کنیم. تعیین را سهام سبد هر

(١.٣) مدل بصورت ریسک از خاصی سطح یک در بازده ماکزیمم با مارکوویتز واریانس - میانگین مدل
می�شود.



٢٣ پرتفوی) سازی (بهینه مارکوویتز مدل .٣.٣



Max E[x١ξ١ + x٢ξ٢ + . . .+ xnξn]

s.t.

V [x١ξ١ + x٢ξ٢ + . . .+ xnξn] ≤ γ,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١.٣)

است، شده گرفته نظر در نامعین متغیر عنوان به که iام بهادار اوراق بازده ξi انتظار، مورد ارزش ،E که
ریسک بیشترین γ و ام i بهادار اوراق سرمایه�گذاری وجوه کل مقدار از سهمی xi و واریانس ،V و

است. سرمایه�گذاری
می�شود. سرمایه�گذاری فرد، بودجه تمام که است این دهنده نشان

∑
xi = ١ محدودیت

فروش وجود عدم از حاکی که بوده دارایی سبد در دارایی هر مثبت وزن�های بیانگر xi ≥ محدودیت٠
می�باشد. ٣ استقراضی

افزایش با گریز ریسک مدیران هستند، گریز ریسک می�کنند، عمل (١.٣) مدل طبق که گذارانی سرمایه
نسبت محتاطانه�ای برخورد ذاتا افراد این که آنجا از هستند، بیشتری بازده نرخ خواهان ریسک سطح
طلب نیز بالاتر انتظار مورد بازده بیشتر، ریسک پذیرش برای بنابراین می�ترسند آن از و دارند ریسک به

می�کنند.
قابل انتظار مورد بازده سطح یک در واریانس کردن مینیم با مارکوویتز ۴ واریانس - میانگین مدل و

می�باشد. (٢.٣) مدل بصورت α مانند قبول



Min V [x١ξ١ + x٢ξ٢ + . . .+ xnξn]

s.t.

E[x١ξ١ + x٢ξ٢ + . . .+ xnξn] ≥ α,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٢.٣)

ریسک سطح افزایش با آنها هستند، پذیر ریسک می�کنند. پیروی (٢.٣) مدل از که سرمایه�گذارانی و
دست از را خود بازده از مقداری حاضرن می�برند لذت ریسک از چون هستند، کمتری بازده نرخ خواهان

کنند. تحمل بیشتری ریسک مقابل در و داده
می�باشد. (٣.٣) مدل بصورت هدف تابع دو داشتن با مارکوویتز واریانس - میانگین مدل و

٣Short sale
۴Variance



٢۴ نامعین پرتفوی سازی بهینه مسئله برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل .٣



Max E[x١ξ١ + x٢ξ٢ + . . .+ xnξn]

Min V [x١ξ١ + x٢ξ٢ + . . .+ xnξn]

s.t.

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٣.٣)

بین توقعاتشان سطح که هستند. متعادلی افراد می�کنند. پیروی (٣.٣) مدل از که سرمایه�گذارانی و
هستند. ریسک�گریزی و ریسک�پذیری

نامعین متغیر از مطلق نیمه انحراف ۴.٣

ریاضی گزاره�های از بعضی و می�کنیم تعریف را نامعین متغیرهای از مطلق نیمه انحراف ما بخش این در
می�کنیم. اثبات آن برای را

می�کنیم: تعریف آنگاه باشد. حقیقی عدد یک e و نامعین متغیر یک ξ اگر
(ξ − e)+ = max(ξ − e,٠) و (ξ − e)− = min(ξ − e,٠)

ξ از مطلق نیمه انحراف آنگاه باشد. e انتظار مورد ارزش با نامعین متغیر یک ξ اگر .١.۴.٣ تعریف
می�شود: تعریف زیر بصورت

sa[ξ] = E[|(ξ − e)−|]. (۴.٣)

نامنفی نامعین متغیر یک |(ξ − e)−| که آن�جایی از و (١.۴.٣) تعریف به توجه با .٢.۴.٣ ملاحظه
باشیم: داشته را زیر رابطه می�توانیم است

sa[ξ] = E[|(ξ − e)−|]
=

∫∞
٠ M{|(ξ − e)−| ≥ r}dr

=
∫∞
٠ M{e− ξ ≥ r}dr

=
∫ e

−∞ M{ξ ≤ r}dr
=

∫ e

−∞ Φ(r)dr.

(۵.٣)

است. ξ از عدم�قطعیت توزیع Φ(.) بالا رابطه در می�شود. حل راحتی به بالا انتگرال متغیر تغییر گرفتن با
می�کند. آسان موارد بیشتر در را مطلق نیمه انحراف محاسبه فرمول این

با: است برابر مطلق نیمه انحراف باشد. نامعین خطی متغیر یک ξ ∼ ℓ(a, b) کنید فرض .٣.۴.٣ مثال



٢۵ نامعین متغیر از مطلق نیمه انحراف .۴.٣

sa[ξ] =

∫ E[ξ]

−∞
Φ(r)dr =

∫ (a+b)
٢

a

r − a

b− a
dr =

١
b− a

∫ (a+b)
٢

a

(r − a)dr =
(b− a)

٨ .

مطلق نیمه انحراف صورت آن در باشد. زیگزاگ نامعین متغیر یک ξ ∼ Z(a, b, c) اگر .۴.۴.٣ مثال
با: است برابر ξ از

sa[ξ] =

∫ (a+٢b+c)
۴

−∞
Φ(r)dr =


(٣(b− a) + (c− b))٢

۶۴(b− a)
, b− a ≥ c− b,

((b− a) + ٣(c− b))٢

۶۴(c− b)
, b− a ≤ c− b.

دیگر بیان به

sa[ξ] =
(٢c− ٢a+ |٢b− a− c|)٢

٣٢(c− a+ |٢b− a− c|)
.

با: است برابر ξ مطلق نیمه انحراف باشد. نامعین نرمال متغیر یک ξ ∼ N(e, σ) اگر .۵.۴.٣ مثال

sa[ξ] =

∫ e

−∞
Φ(r)dr =

∫ e

٠
(١+ exp(

π(e− r)√
٣σ

))−١dr =

√
٣σln٢
π

.

ابتدا راحتی برای می�کنیم عمل زیر روش به بالا انتگرال حل برای

u = exp(
π(e− r)√

٣σ
),∫ e

٠
(١+ exp(

π(e− r)√
٣σ

))−١dr =

∫ e

٠

١
١+ u

dr,

داریم: بالا کسر صورت در −u و +u کردن اضافه با حال

∫ e

٠
(١+ exp(

π(e− r)√
٣σ

)−١dr =

∫ e

٠

١+ u− u

١+ u
dr

= r|e٠ +
√
٣σ
π

ln(١+ exp(
π(e− r)

٣σ ))|e٠

= e+

√
٣σ
π

ln٢− ٠−
√
٣σ
π

ln(١+ exp(
πe

٣σ )) =
√
٣σln٢
π

.

a حقیقی اعداد برای آنگاه باشد، متناهی ریاضی امید با نامعیین متغیر یک ξ اگر [١٣] .۶.۴.٣ قضیه
داریم: b و

sa[aξ + b] = |a|.sa[ξ].



٢۶ نامعین پرتفوی سازی بهینه مسئله برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل .٣

نوشت: می�توان مطلق نیمه انحراف تعریف از استفاده با برهان.

sa[aξ + b] = E[|(aξ + b− aE[ξ]− b)−|] = E[|a(ξ − E[ξ])−|] = |a|.sa[ξ].

است. تمام قضیه اثبات

مطلق نیمه انحراف sa[ξ] اگر و e متناهی ریاضی امید با نامعین متغیر یک ξ اگر [١٣] .٧.۴.٣ قضیه
است: برقرار زیر رابطه آنگاه باشد، ξ

٠ ≤ sa[ξ] ≤ E[|ξ − e|].

داریم: r حقیقی عدد هر برای است، نامنفی sa[ξ] که آن�جایی از برهان.

{γ| |ξ(γ)− e| ≥ r} ⊃ {γ| |(ξ(γ)− e)−| ≥ r}.

است: برقرار زیر رابطه نامعین اندازه یکنواختی خاصیت از استفاده با

M{|ξ − e| ≥ r} ≥ M{|(ξ − e)−| ≥ R,∀R.

می�آید: بدست زیر رابطه از مطلق نیمه انحراف و

sa[ξ] =

∫ +∞

٠
M{|(ξ − E)−| ≥ r}dr ≤

∫ +∞

٠
M{|ξ − e| ≥ r}dr = E[|ξ − e|].

است. تمام قضیه اثبات

اگر فقط و اگر sa[ξ] = ٠ آنگاه باشد، e ریاضی امید با نامعین متغیر یک ξ اگر [١٣] .٨.۴.٣ قضیه
.M{ξ = e} = ١

داریم: ریاضی امید تعریف از استفاده با .E[|(ξ − e)−|] = ٠ سپس sa[ξ] = اگر٠ برهان.

E[|(ξ − e)−|] =
∫ +∞

٠
M{|(ξ − e)−| ≥ r}dr,

حقیقی عدد یک با، برابر و مثبت همیشه و است، نامعین اندازه M{|(ξ− e)−| ≥ r} که آن�جایی از و
برای که زمانی جز به نمی�شود صفر برابر انتگرال مقدار وقت هیچ است مثبت انتگرال بازه و است،

که است واضح خوددوگانگی ویژگی به توجه با . M{|(ξ − e)−| ≥ r} = ٠،r > هر٠

M{|(ξ − e)−| = ٠} = ١ (۶.٣)

بنابراین .ξ − e = (ξ − e)+ + (ξ − e)− = (ξ − e)+ می�دهد نشان که

∫ +∞

٠
M{(ξ − e)+ ≥ r}dr = E[(ξ − e)+] = E[ξ − e] = ٠.



٢٧ مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل .۵.٣

نامعین اندازه که آن�جایی از r > ٠ هر برای M(ξ − e)+ ≥ r = ٠ که است مفهوم این به بالا رابطه
است: برقرار زیر معادله است خوددوگانه

M{(ξ − e)+ = ٠} = ١ (٧.٣)

. M{ξ − e} = ١ و M{ξ − e = ٠} = ١ که می�شود نتیجه (٧.٣) و (۶.٣) معادلات از
M{|ξ − e| ≥ r} = ٠ و M{|ξ − e| = ٠} = ١ صورت آن در M{ξ − e} = ١ اگر مقابل در
sa[ξ] = ٠ (٧.۴.٣) قضیه به توجه با E[|ξ − e|] = ٠ می�دهد �نتیجه که ، r > ٠ حقیقی عدد هر برای

است. تمام قضیه اثبات

مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل ۵.٣

به�عنوان مطلق نیمه انحراف مدل از استفاده با قطعیت عدم فضای در را جدید پرتفوی بخش این در
اوراق نامعین بازده ξi(i = ١,٢, . . . , n) کنید فرض می�کنیم. بهینه�سازی پرتفوی ریسک اندازه�گیری
از استفاده با باشد. ام i بهادار اوراق سرمایه�گذاری وجوه کل مقدار از سهمی xi و باشد ام i بهادار

با: است برابر پرتفوی کل بازده عدم�قطعیت محاسبات

ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn.

است. نامعین متغیر یک که
مدل می�توان آنگاه کند، ماکزیمم ریسک از معینی سطح در را انتظار مورد بازده سرمایه�گذار یک اگر
بیان زیر بصورت هدف تابع یک با غیرخطی ریزی برنامه� مدل بصورت مطلق نیمه انحراف - میانگین

کرد:



Max E[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn]

s.t.

sa[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn] ≤ d,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٨.٣)

که می�شود حاصل اطمینان بنابراین کند. تحمل می�تواند سرمایه�گذار که سرمایه�گذاری ریسک بیشترین d
می�شوند. سرمایه�گذاری بهادار اوراق n به وجوه تمام

قبول قابل انتظار مورد بازده سطح یک با را سرمایه�گذاری ریسک بخواهد سرمایه�گذار یک که وقتی
می�باشد: زیر بصورت آن ریاضی فرمول کند مینیمم



٢٨ نامعین پرتفوی سازی بهینه مسئله برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل .٣



Min sa[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn]

s.t. E[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn] ≥ r,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٩.٣)

است. سرمایه�گذار توسط قبول قابل انتظار مورد بازده سطح کمترین r
با است. پرتفوی ریسک کردن مینیمم و بازده کردن حداکثر به�دنبال همیشه گریز ریسک سرمایه�گذار یک
ریسک�گریزی، از شده ارائه درجه با بهینه پرتفوی تعیین برای متناقضهستند. هم با هدف دو این حال این

می�کنیم: قرارداد را زیر بهینه مدل ما



Max E[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn]− ϕ.sa[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . . , ξnxn]

s.t.

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١٠.٣)

زیرا است، بیشتر ϕ ارزش این�جا در است. مطلق ریسک�گریزی درجه دهنده نشان ϕ ∈ [٠,+∞] که
گریزند. ریسک سرمایه�گذاران بیشتر

نمی�گیرد. نظر در را ریسک سرمایه�گذار یعنی باشد ϕ = ٠ اگر
دهد. اختصاص کمتر ریسک با بهادار اوراق به را پول همه باید سرمایه�گذار یعنی ϕ = +∞ اگر

عدم�قطعیت محیط در ξ١, ξ٢, . . . , ξn کلی نامعین متغیرهای برای

E[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn] ̸= x١E[ξ١] +X٢E[ξ٢] + . . .+XnE[ξn].

باشند. مستقل ξ١, ξ٢, . . . , ξn که وقتی می�شود برقرار تساوی اگرچه است. برقرار

قطعی معادل ۶.٣

زیگزاگ نامعین متغیر برای قطعی معادل ١.۶.٣

بصورت را ام i بهادار اوراق بازده باشند، زیگزاگ متغیرهای همه بهادار اوراق بازده�های که کنید فرض
می�دهند: نشان زیر بصورت را پرتفوی بازده و می�دهند. نشان ξi = (ai, bi, ci)

n∑
i=١

ξixi = (
n∑

i=١
xiai,

n∑
i=١

xibi,

n∑
i=١

xici).



٢٩ قطعی معادل .۶.٣

مدل به تبدیل (٨.٣) مدل بنابراین است. زیگزاگ نامعین متغیر یک نیز پرتفوی بازده صورت آن در
می�شود: زیر قطعی



Max
∑n

i=١ xi(
ai + ٢bi + ci

۴ )

s.t.
(
∑n

i=١ ٢xi(ci − ai) + |
∑n

i=١ xi(٢bi − ai − ci)|)٢∑n
i=١ xi(ci − ai) + |

∑n
i=١ xi(٢bi − ai − ci)|

≤ d,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١١.٣)

با: است برابر باشد زیگزاگ نامعین متغیر یک ξi ∼ (ai, bi, ci) وقتی (٩.٣) مدل قطعی معادل

Min (
∑n

i=١ ٢xi(ci − ai) + |
∑n

i=١ xi(٢bi − ai − ci)|)٢∑n
i=١ xi(ci − ai) + |

∑n
i=١ xi(٢bi − ai − ci)|

s.t.∑n
i=١ xi(ai + ٢bi + ci) ≥ ۴r,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١٢.٣)

است. µi =
(ai + ٢bi + ci)

۴ و ٢bi − ai − ci = βi و ci = −ai = αi بالا رابطه در که
است برابر باشد زیگزاگ نامعین متغیر یک ξi ∼ (ai, bi, ci) وقتی (١٠.٣) مدل قطعی معادل همچنین

با:

Max
∑n

i=١ xi(
ai + ٢bi + ci

۴ )− ϕ.
(
∑n

i=١ ٢xi(ci − ai) + |
∑n

i=١ xi(٢bi − ai − ci)|)٢∑n
i=١ xi(ci − ai) + |

∑n
i=١ xi(٢bi − ai − ci)|

s.t.

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.
(١٣.٣)

خطی نامعین متغیر برای قطعی معادل ٢.۶.٣

بصورت ام i بهادار اوراق بازده آن�گاه باشند. خطی نامعین متغیرهای بهادار اوراق بازده�های اگر
با: است برابر پرتفوی بازده صورت این در می�شود. داده نشان ξi = (ai, bi)

n∑
i=١

ξixi = (
n∑

i=١
xiai,

n∑
i=١

xibi).



٣٠ نامعین پرتفوی سازی بهینه مسئله برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل .٣

دوم درجه ریزی برنامه� مدل به می�توان را (٨.٣) مدل اساس براین است. نامعین خطی متغیر یک که
کرد: تبدیل زیر بصورت



Max
∑n

i=١ xi(
bi + ai
٢ )

s.t.

(
∑n

i=١ xi(bi − ai))
٢ ≤ d,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١۴.٣)

با: است برابر (٩.٣) مدل قطعی معادل آنگاه باشد، خطی نامعین متغیر ξiیک ∼ (ai, bi) اگر



Min (
∑n

i=١ xi(bi − ai))
٢

s.t.∑n
i=١ xi(ai + bi) ≥ ٢r,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١۵.٣)

است: زیر بصورت (١٠.٣) مدل قطعی معادل آن�گاه باشد خطی نامعین متغیر یک ξi ∼ (ai, bi) اگر



Max
∑n

i=١ xi(
bi + ai
٢ )− ϕ.(

∑n
i=١ xi(bi − ai))

٢

s.t.

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١۶.٣)

نرمال نامعین متغیر برای قطعی معادل ٣.۶.٣

با: است برابر (٨.٣) مدل قطعی معادل آنگاه باشد، نرمال نامعین متغیر یک ξi ∼ N (ai, bi) اگر



Max
∑n

i=١ eixi

s.t.∑n
i=١ xi

√
٣σiln٢
π

≤ d,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١٧.٣)



٣١ عددی مثال .٧.٣

است زیر بصورت (٩.٣) مدل قطعی معادل آنگاه باشد، نرمال نامعین متغیر یک ξi ∼ N (ai, bi)اگر
:

Min
∑n

i=١ xi

√
٣σiln٢
π

s.t.∑n
i=١ eixi ≥ r,

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١٨.٣)

است: زیر بصورت (١٠.٣) مدل قطعی معادل آنگاه باشد، نرمال نامعین متغیر یک ξi ∼ N (ai, bi)اگر

Min
∑n

i=١ eixi − ϕ.
∑n

i=١ xi

√
٣σiln٢
π

s.t.

x١ + x٢ + . . .+ xn = ١,

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(١٩.٣)

است حل قابل بهینه�سازی روش�های از یکی بوسیله مختلف حالت�های در آمده بدست قطعی مسائل
.[٣]

عددی مثال ٧.٣

جدیدی مدل ایده دادن نشان برای نامعین، سبد انتخاب مسئله مورد در عددی مثال یک بخش این در
روش مانند مختلف روش�های به�وسیله شده ارائه مثال که می�دهیم، ارائه شد اشاره آن به فصل این در که
با آمده دست به جواب�های انتها در است. شده حل Games افزار نرم و متلب افزار نرم در Fmincon

می�شوند. مقایسه هم با روش دو این
اوراق آتی بازده�های همه�ی کند. �گذاری سرمایه بهادار اوراق بیست میان در دارد قصد �گذار سرمایه یک
نشان i = ١,٢, . . . ,٢٠ ازای به ξi = (ai, bi, ci) بوسیله که هستند زیگزاگ نامعین متغیرهای بهادار
، ai پارامترهای مقادیر دقیق تخمین با که است این مهم �گذاری، سرمایه مشکل حل برای می�شود. داده
مدل می�توانیم ما آمد بدست پارامترها این که هنگامی کنیم. برآورد را i = ١,٢, . . . ,٢٠ برای ci و bi
اوراق بازده�های کنید فرض بسازیم. �گذاران سرمایه نیاز به توجه با بهینه پرتفوی یک برای را شده ارائه

است. شده داده نشان (١.٣) جدول در بهادار

مطلق نیمه انحراف مدل هستند، زیگزاگ نامعین متغیرهای همگی بهادار اوراق بازده�های که آن�جایی از
(٩.٣) مدل قطعی معادل از ما مثال این در کرد. تبدیل آن قطعی معادل به می�توان را شده ارائه میانگین

است. زیر بصورت شده تبدیل قطعی مدل می�کنیم. استفاده بهینه پرتفوی انتخاب برای



٣٢ نامعین پرتفوی سازی بهینه مسئله برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل .٣

زیگزاگ نامعین بهادار اوراق بازده�های :١.٣ جدول
نامعیین بازده بهادار اوراق نامعین بازده بهادار اوراق

(−٫ ١۶,−٫ ٠١, ٫ ١۴) ١١ (−٫ ١٢, ٫ ٠۵, ٫ ٢١) ١
(−٫ ١٣, ٫ ٠١, ٫ ١٩) ١٢ (−٫ ١٩, ٫ ٠٢, ٫ ٢٢) ٢

(−٠٫ ١۴,٠٫ ٠٣,٠٫ ٢١) ١٣ (−٫ ٫−,١١ ٠١,٠٫ ١٣) ٣
(−٫ ١٨, ٫ ٠٢, ٫ ١۶) ١۴ (−٫ ١٧, ٫ ٠٢, ٫ ١) ۴
(−٫ ١۴, ٫ ٠٠,٠٫ ١٨) ١۵ (−٠٫ ١٩, ٫ ٠٣, ٫ ١٩) ۵
(−٫ ١٧, ٫ ٠٠, ٫ ٣٣) ١۶ (−٫ ١٣, ٫ ٠١, ٫ ٢٠) ۶
(−٫ ٢۴, ٫ ٠٢, ٫ ۴۵) ١٧ (−٫ ١٨, ٫ ٠١, ٫ ٢۵) ٧
(−٫ ١۴, ٫ ٠٣, ٫ ٢١) ١٨ (−٫ ١۵, ٫ ٠۵, ٫ ١٨) ٨
(−٫ ١٢, ٫ ٠٢, ٫ ١۴) ١٩ (−٫ ٫−,٢١ ٠١, ٫ ١٨) ٩
(−٫ ٢٠, ٫ ٠١, ٫ ٢۴) ٢٠ (−٫ ٠٩, ٫ ٠٢, ٫ ١٣) ١٠



Min
(
∑٢٠

i=١ ٢xiαi + |
∑٢٠

i=١ xiβi|)٢٠∑٢
i=١ xiαi + |

∑٢٠
i=١ xiβi|

s.t.

x١µ١ + x٢µ٢ + . . .+ x٢٠µ٢٠ ≥ r,

x١ + x٢ + . . .+ x٢٠ = ١,

٠ ≤ xi ≤ ٠٫ ۵, i = ١,٢, . . . ,٢٠.

(٢٠.٣)

.µi =
(ai + ٢bi + ci)

۴ و βi = ٢bi − ai − ci ،αi = ci − ai که
حداقل بازده سطح به رسیدن برای می�کنیم. استفاده متلب در Fmincon تابع از ابتدا بالا مدل حل برای
در محاسباتی نتایج می�آوریم. بدست را مطلوب �گذاری سرمایه استراتژی�های از سری یک ما داده�ها،
نیمه انحراف دوم ستون در و بازدهی سطح حداقل اول ستون در که است. شده داده نشان (٢.٣) جدول
است. شده داده نشان (١.٣) شکل در کارا مرز مدل این بر علاوه می�دهد. نشان را بهینه پرتفوی مطلق
تابع از آمده �دست به جواب با را آن و می�آوریم بدست Games افزار نرم به�وسیله را جواب آن از بعد و
(٣.٣) جدول در Games افزار نرم از استفاده با آمده بدست جواب نتایج می�کنیم. مقایسه Fmincon

است. برابر Fmincon تابع از آمده بدست جواب با که است. شده� آورده
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٣۵ عددی مثال .٧.٣

(٢٠.٣) مدل میانگین مطلق نیمه انحراف کارا مرز :١.٣ شکل

بین از بهینه جواب و شد، برابر هم با Games نرم�افزار و Fmincon تابع از استفاده با بالا مدل حل
می�باشد. ١٩ ،١٧ ،١٠ ،٨ ،٣ ،١ سهام متفاوت بازده�های ازای به بالا حل به توجه با بهادار اوراق ٢٠





۴ فصل

نامعین پرتفوی مدل تنظیم

مقدمه ١.۴

شرایط در بهادار اوراق بازده که صورتی در پرتفوی سازی بهینه مسئله برای مدل چند فصل این در
معمول روش�های به مسائل این اینکه به توجه با می�گیرد. قرار بررسی مورد می�کنند، صدق عدم�قطعیت
از خاص حالتی در آنها قطعی و دقیق مدل�های با مدل�ها این جایگزینی اصلی، ایده نیستند حل قابل

است. آن حل سپس و نرمال) و خطی زیگزاگ، نامعین متغیر (مانند نامعین متغیرهای

نامعین مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل تنظیم ٢.۴

بررسی را موجود پرتفوی در توازن ایجاد با مطلوب پرتفوی کردن پیدا برای مسئله�ای ما بخش این در
x٠i آن در که باشد داشته x٠ = (x٠١, x

٠
٢, . . . , x

٠
n) مانند پرتفویی سرمایه�گذار یک که کنید فرض می�کنیم.

(i = ١,٢, . . . , n) ازای به جاری پرتفوی از ام i بهادار اوراق سرمایه�گذاری وجوه کل مقدار از سهمی
ماکزیمم با پرتفوی یک که می�گیرد تصمیم سرمایه�گذار مالی، بازارهای در وضعیت تغییرات علت به باشد.
x+ = (x+

١ , x
+
٢ , . . . , x

+
n ) و x− = (x−

١ , x
−
٢ , . . . , x

−
n ) کنید فرض کند. تنظیم ریسک مینیمم و بازده

x+
i که است بدیهی باشد. سرمایه�گذار بوسیله ام iشده فروخته و شده خریداری بهادار اوراق ترتیب به که
با می�تواند که می�کنیم تنظیم را جدید پرتفوی از ام i بهادار اوراق آن از پس هستند. نامنفی دو هر x−

i و
: شود بیان زیر رابطه

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n.

است. پرتفوی در دارایی�ها تعداد i بالا مدل در
از بدون باشند، ام i بهادار اوراق ریسک از واحد هر خرید هزینه و فروش هزینه به�ترتیب si و bi اگر



٣٨ نامعین پرتفوی مدل تنظیم .۴

.si, bi > ٠ i = ١,٢, . . . , n که می�کنیم فرض کلیت دادن دست
با: است برابر می�شود تنظیم موجود پرتفوی بوسیله که احتمالی معامله کل هزینه n∑آنگاه

i=١(bix
+
i + six

−
i ).

از (ویژه) خالص بازده آنگاه باشد، آینده در (i = ١,٢, . . . , n) ازای به ام i بهادار اوراق بازده ξi اگر
است: زیر بصورت بهادار) اوراق فروش و خرید از (بعد توازن از بعد x = (x١, x٢, . . . , xn) پرتفوی

r(x١, x٢, . . . , xn) =
n∑

i=١
ξixi −

n∑
i=١

(bix
+
i + six

−
i ). (١.۴)

است. شده مطرح سرمایه�گذاری بازده r(x١, x٢, . . . , xn) ریاضی امید
پرتفوی از سرمایه�گذاری ریسک آنگاه بپذیرد. ریسک عنوان به را دوم درجه انحراف سرمایه�گذار اگر
مدل ریسک، و بازده معاوضه با می�شود. اندازه�گیری sa[r(x١, x٢, . . . , xn)] با (x١, x٢, . . . , xn)

می�کنیم: تنظیم زیر بصورت را میانگین - مطلق نیمه انحراف

Min sa[r(x١, x٢, . . . , xn)]

Max E[r(x١, x٢, . . . , xn)]

s.t.

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

xi, x
+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٢.۴)

گفته (٢.۴) معادله پارتو بهینه حل شدنی، جواب یک (
∧
x+
١ , . . . ,

∧
x+
n ,

∧
x−
١ , . . . ,

∧
x−
n ) .١.٢.۴ تعریف

بطوریکه (x+
١ , . . . , x

+
n , x

−
١ , . . . , x

−
n ) نشدنی جواب یک باشد داشته وجود اگر می�شود

E[r(
∧
x+
١ , . . . ,

∧
x+
n ,

∧
x−
١ , . . . ,

∧
x−
n )] ≤ E[r(x+

١ , . . . , x
+
n , x

−
١ , . . . , x

−
n ),

sa[r(
∧
x+
١ , . . . ,

∧
x+
n ,

∧
x−
١ , . . . ,

∧
x−
n )] ≥ sa[r(x+

١ , . . . , x
+
n , x

−
١ , . . . , x

−
n )].

نوشت: زیر بصورت می�توان را (٢.۴) مدل معادل [٢١] .٢.٢.۴ قضیه



Min sa[
∑n

i=١ ξixi]

Max E[
∑n

i=١ ξixi]−
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )

s.t.

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

xi, x
+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n.

(٣.۴)



٣٩ نامعین مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل تنظیم .٢.۴

می�شود: اثبات زیر بصورت (٣.۴) معادله (۶.۴.٣) قضیه و (٧.۶.٢) لم از استفاده با برهان.

E[
n∑

i=١
ξixi −

n∑
i=١

(bix
+
i + six

−
i )] = E[

n∑
i=١

ξixi]−
n∑

i=١
(bix

+
i + six

−
i ),

sa[
n∑

i=١
ξixi −

n∑
i=١

(bix
+
i + six

−
i )] = sa[

n∑
i=١

ξixi]− ٠ = sa[
n∑

i=١
ξixi].

می�آید. بدست (٢.۴) مدل معادل صورت بدین

روش از استفاده (٣.۴)با مدل بهینه حل یک (
∧
x+
١ , . . . ,

∧
x+
n ,

∧
x−
١ , . . . ,

∧
x−
n ) اگر [٢١] .٣.٢.۴ قضیه

. i = ١,٢, . . . , n ازای به
∧
x+
i .

∧
x−
i = ٠ داریم آنگاه باشد پارتو

از بدون .
∧
x−
k > ٠ و

∧
x+
k > ٠ که طوری به k ∈ {١,٢, . . . , n} کنید فرض خلف: برهان برهان.

برابر تنظیم از بعد ام i بهادار اوراق از بهینه دارایی مقدار .
∧
x+
k >

∧
x−
k که کنید فرض کلیت دادن دست

. ∧
xk = x٠k +

∧
x+
k −

∧
x−
k با است

و
∼
x+
k ,

∼
x−
k ≥ ٠ و

∼
x+
k .

∼
x−
k = ٠ که است واضح .

∼
x−
k = ٠ و

∼
x+
k =

∧
x+
k −

∧
x−
k کنید فرض

. ∼xk = x٠k +
∼
x+
k −

∼
x−
k =

∧
xk = x٠k +

∧
x+
k −

∧
x−
k

زیر بصورت می�توان را (٣.۴) مدل بهینه حل .(
∧
x+
١ , . . . ,

∧
x+
n ,

∧
x−
١ , . . . ,

∧
x−
n ) در بالا روابط جایگذاری با

نوشت:

(
∧
x+
١ , . . . ,

∧
x+
k−١,

∼
x+
k ,

∧
x+
k+١, . . . ,

∧
x+
n ,

∧
x−
١ , . . . ,

∧
x−
k−١,

∼
x−
k ,

∧
x−
k+١, . . . ,

∧
x−
n )

نوشت: می�توان که

r(
∧
x١, . . . ,

∧
xk−١,

∼
xk,

∧
xk+١, . . . ,

∧
xn)− r(

∧
x١, . . . ,

∧
xk−١,

∧
xk,

∧
xk+١, . . . ,

∧
xn) =

n∑
k=١

ξkxk −
n∑

k=١
bk

∼
x+
k −

n∑
k=١

sk
∼
x−
k −

n∑
k=١

ξkxk +
n∑

k=١
bk

∧
x+
k +

n∑
k=١

sk
∧
x−
k

∼
x−
k =٠
=

∼
x+
k =

∧
x+
k −

∧
x−
k

−
n∑

k=١
bk(

∧
x+
k −

∧
x−
k ) +

n∑
k=١

bk
∧
x+
k +

n∑
k=١

sk
∧
x−
k =

−
n∑

k=١
bk

∧
x+
k +

n∑
k=١

bk
∧
x−
k +

n∑
k=١

bk
∧
x+
k +

n∑
k=١

sk
∧
x−
k =

n∑
k=١

(sk + bk)
∧
x−
k > ٠



۴٠ نامعین پرتفوی مدل تنظیم .۴

که: است معنی بدین این

E[r(
∧
x١, . . . ,

∧
xk−١,

∼
xk,

∧
xk+١, . . . ,

∧
xn)] > E[r(

∧
x١, . . . ,

∧
xk−١,

∧
xk,

∧
xk+١, . . . ,

∧
xn)].

جواب یک ( ∧
x١, . . . ,

∧
xk−١,

∼
xk,

∧
xk+١, . . . ,

∧
xn) (١.٢.۴) تعریف از استفاده با ∧

xk =
∼
xk که آنجایی از

جواب یک ( ∧
x١, . . . ,

∧
xk−١,

∧
xk,

∧
xk+١, . . . ,

∧
xn) بنابراین است ∼

xk =
∧
xk که آنجایی از است نشدنی

در مسئله فرض با پس نیست. پارتو بهینه جواب (
∧
x+
١ , . . . ,

∧
x+
n ,

∧
x−
١ , . . . ,

∧
x−
n ) یعنی است. نشدنی

می�شود. کامل قضیه برهان و
∧
x+
i .

∧
x−
i = ٠ بنابراین است تناقض

نشود، خارج پرتفوی از هم پولی هیچ و نشود وارد پولی هیچ یعنی باشد خودتامین سرمایه�گذار اگر
آنگاه

n∑
i=١

x٠i −
n∑

i=١
(bix

+
i + six

−
i ) =

n∑
i=١

xi.

بعد ام i بهادار اوراق سرمایه�گذاری وجوه کل مقدار از سهمی بالا کران و پایین کران ترتیب به ui و li اگر
میانگین مطلق نیمه انحراف مدل از جدید مساله آنگاه باشد، i = ١,٢, . . . , n برای پرتفوی تنظیم از

می�شود: تنظیم زیر بصورت



Min sa[
∑n

i=١ ξixi]

Max E[
∑n

i=١ ξixi]−
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑n
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑n
i=١ xi,

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,

li ≤ xi ≤ ui, i = ١,٢, . . . , n.

(۴.۴)



۴١ قطعی معادل .٣.۴

هدف تابع یک با نویسی برنامه مدل یک به (۴.۴) مدل تبدیل برای ریسک�گریز عامل یک ϕ کنید فرض
باشد: زیر بصورت



Max E[
∑n

i=١ ξixi −
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )]− ϕsa[

∑n
i=١ ξixi]

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑n
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑n
i=١ xi,

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,

li ≤ xi ≤ ui, i = ١,٢, . . . , n.
(۵.۴)

شوند. محافظه�کارتر سرمایه�گذاران که می�شود باعث ϕ عامل تولید

قطعی معادل ٣.۴

((۴.۴) (مدل میانگین مطلق نیمه انحراف مدل معادل ١.٣.۴

می�کند آسانتر قطعی معادل آوردن بدست برای را (۴.۴) مدل که خاص وضعیت چندین به بخش این در
می�پردازیم.

بازده�ها این که است، شده داده نشان ξ١, ξ٢, . . . , ξn بصورت نامعین بازده�های که کنید فرض ابتدا
.E[ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn] = x١E[ξ١] + . . .+ xnE[ξn] یعنی هستند مستقل

خطی نامعین متغیرهای همه ξ١, ξ٢, . . . , ξnبهادار اواراق بازده�های کنید فرض [٢١] .١.٣.۴ قضیه
مفهوم در (۴.۴) مدل آنگاه می�شوند. داده نشان i = ١,٢, . . . , n برای ξi = (ci, di) بوسیله که باشند،

می�شود: زیر قطعی مدل به تبدیل قطعیت عدم اندازه



۴٢ نامعین پرتفوی مدل تنظیم .۴



Min
∑n

i=١ xi(di − ci)

Max
∑n

i=١ xi(di + ci)− ٢
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑n
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑n
i=١ xi,

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,

li ≤ xi ≤ ui, i = ١,٢, . . . , n.

(۶.۴)

است. هدفه دو خطی ریزی برنامه� مدل یک که

با: است برابر خطی نامعین متغیرهای پرتفوی بازده برهان.

n∑
i=١

ξixi = (
n∑

i=١
xici,

n∑
i=١

xidi),

آوردیم: بدست زیر بصورت را خطی نامعین متغیر ریاضی امید (٣.۶.٢) مثال دوم فصل در

E[
n∑

i=١
ξixi] =

n∑
i=١

xi
(di + ci)

٢ ,

E[
n∑

i=١
ξixi]−

n∑
i=١

(bix
+
i + six

−
i ) =

١
٢(

n∑
i=١

xi(di + ci)− ٢
n∑

i=١
(bix

+
i + six

−
i )).

با پس است (
∑n

i=١ xi(di + ci)− ٢
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )) عبارت کردن ماکزیمم ما هدف بنابراین

(۴.۴) معادله از دوم هدف تابع با معادل بنابراین نمی�آید. وجود به کردن ماکزیمم در خللی هیچ ١
٢ حذف
است.

با: است برابر نامعین خطی متغیر یک مطلق نیمه انحراف شد گفته (٣.۴.٣) مثال در که همانگونه

sa[
n∑

i=١
ξixi] =

n∑
i=١

xi
(di − ci)

٨ .

با معادل
∑n

i=١ xi(di − ci) ≥ ٠ داریم i = ١,٢, . . . , n �ازای به di > ci و xi ≥ ٠ که آن�جایی از
است. (۴.۴) معادله از اول هدف تابع



۴٣ قطعی معادل .٣.۴

نامعین متغیرهای بصورت ξ١, ξ٢, . . . , ξn بهادار اوراق بازده�های که کنید فرض [٢١] .٢.٣.۴ قضیه
می�شود. داده نشان i = ١,٢, . . . , n ازای به ξi = (ai − αi, ai, ai + βi) بوسیله که باشند. زیگزاگ

می�شود. زیر قطعی مدل به تبدیل (۴.۴) مدل آنگاه



Min (
∑n

i=١ ٢xi(αi + βi) + |
∑n

i=١ xi(αi − βi)|)٢∑n
i=١ xi(αi + βi) + |

∑n
i=١ xi(αi − βi)|

Max
∑n

i=١ xi(۴ai + βi − αi)− ۴
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑n
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑n
i=١ xi,

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,

li ≤ xi ≤ ui, i = ١,٢, . . . , n.

(٧.۴)

با: است برابر زیگزاگ نامعین متغیر پرتفوی بازده برهان.

∑n
i=١ ξixi = (

∑n
i=١ xi(ai − αi),

∑n
i=١ xiai,

∑n
i=١ xi(ai + αi)).

شد: محاسبه زیر بصورت زیگزاگ نامعین متغیر ریاضی امید (۴.۶.٢) مثال برطبق

E[
∑n

i=١ ξixi] =
∑n

i=١ xi
(۴ai + βi − αi)

۴ .

می�شود. برابر
∑n

i=١ xi(۴ai + βi − αi)− ۴
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i ). معادله ماکزیمم با دوم هدف تابع

داریم: شد ذکر سوم فصل در که زیگزاگ نامعین متغیر یک برای مطلق نیمه انحراف تعریف به توجه با

sa[
n∑

i=١
ξixi] =

[
∑n

i=١ ٢xi(αi + βi) + |
∑n

i=١ xi(αi − βi)|]٢∑n
i=١ xi(αi + βi) + |

∑n
i=١ xi(αi − βi)|

.

داریم: آنگاه i = ١,٢, . . . , n برای αi < βi اگر .٣.٣.۴ ملاحظه

sa[
n∑

i=١
ξixi] =

[
∑n

i=١ xi(αi + ٣βi)]
٢

٢
∑n

i=١ βixi

.

داریم: آنگاه در i = ١,٢, . . . , n برای αi = βi اگر

sa[
n∑

i=١
ξixi] = ۴

n∑
i=١

xi(αi + βi).



۴۴ نامعین پرتفوی مدل تنظیم .۴

داریم: آنگاه i = ١,٢, . . . , n برای αi > βi اگر

sa[
n∑

i=١
ξixi] =

[
∑n

i=١ xi(٣αi + βi)]
٢

٢
∑n

i=١ αixi

.

نامعین متغیرهای بصورت ξ١, ξ٢, . . . , ξn بهادار اوراق بازده�های که کنید فرض [٢١] .۴.٣.۴ قضیه
(۴.۴) مدل آنگاه می�شود. داده نشان i = ١,٢, . . . , n ازای به ξi = (ei, σi) بوسیله که باشند. نرمال

می�شود. زیر قطعی مدل به تبدیل



Min
∑n

i=١ xiσi

Max
∑n

i=١ eixi −
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑n
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑n
i=١ xi,

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,

li ≤ xi ≤ ui, i = ١,٢, . . . , n.

(٨.۴)

است. هدفه دو خطی نویسی برنامه یک که

با: است برابر نرمال نامعین متغیرهای پرتفوی بازده برهان.

E[
n∑

i=١
ξixi] =

n∑
i=١

eixi ≥ ٠, sa[
n∑

i=١
ξixi] =

√
٣ln٢
π

n∑
i=١

σixi ≥ ٠.

و ریاضی امید مقادیر نامعین متغیرهای از مطلق نیمه انحراف و ریاضی امید تعریف به توجه با
. i = ١,٢, . . . , nازای به σi و ei ، xi بودن غیرمنفی بدلیل هستند نامنفی دو هر مطلق نیمه انحراف

است. تمام قضیه اثبات کرد. (۴.۴) مدل تابع دو جایگزین را آنها می�توان بنابراین

توزیع�های با نامعین متغیرهای ξ١, ξ٢, . . . , ξn بهادار اوراق بازده�های کنید فرض [٢١] .۵.٣.۴ قضیه
Φ−١
١ بصورت Φ١,Φ٢, . . . ,Φn معکوس عدم�قطعیت توزیع�های باشند. Φ١,Φ٢, . . . ,Φn عدم�قطعیت
می�شود. زیر قطعی مدل به تبدیل (۴.۴) مدل صورت این در می�شوند. داده� ١−Φ,نشان

٢ , . . . ,Φ−١
n



۴۵ قطعی معادل .٣.۴



Min
∫∑n

i=١ xi

∫ ١
٠ Φ−١

i (α)dα

−∞ α(r)dr

Max
∑n

i=١ xi

∫ ١
٠ Φ−١

i (α)dα−
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑n
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑n
i=١ xi,

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,

li ≤ xi ≤ ui, i = ١,٢, . . . , n.

(٩.۴)

است. x١Φ−١
١ + . . .+ xnΦ

−١
n = r معادله ریشه فقط α(r) این�جا در

داریم: (۶.۶.٢) قضیه به توجه با برهان.

E[ξi] =
∫ ١
٠ Φ−١

i (α)dα, i = ١,٢, . . . , n

می�آید. بدست دوم هدف تابع (٧.۶.٢) لم از استفاده با
داریم: نامعین متغیر مطلق نیمه انحراف تعریف طبق

sa[
∑n

i=١ ξixi] =
∫ +∞
٠ M{min{

∑n
i=١ ξixi −

∑n
i=١ xi

∫ ١
٠ Φ−١

i (α)dα,٠} ≥ r}dr

=
∫∑n

i=١xi

∫ ١
٠ Φ−١

i (α)dα

−∞ M{
∑n

i=١ ξixi ≤ r}dr.

،(٢.٣.٢) مثال و (٣.۵.٢) قضیه به توجه با بنابراین ،i = ١,٢, . . . , n ازای به xi ≥ ٠ که آنجایی از
است: برقرار زیر رابطه که دارد. معکوس نامعین توزیع یک ξ١x١, ξ٢x٢, . . . , ξnxn

Ψ−١(α) = x١Φ
−١
١ (α) + x٢Φ

−١
٢ (α) + . . .+ xnΦ

−١
n (α),

Ψ(r) = M{ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn ≤ r} = Φ(
r

xi

) = α ،r هر ازای به
است: برقرار زیر معادله ،(٢.٣.٢) مثال از استفاده با که است، Ψ−١(α) = r معادله برای ریشه یک که

Ψ−١(α) = xiΦ
−١(α), i = ١,٢, . . . , n.

قضیه: صورت بنابر
x١Φ

−١
١ (α) + x٢Φ

−١
٢ (α) + . . .+ xnΦ

−١
n (α) = r.

صورت این در که
M{ξ١x١ + ξ٢x٢ + . . .+ ξnxn ≤ r} = α.

بدست اول هدف تابع
∫∑n

i=١xi

∫ ١
٠ Φ−١

i (α)dα

−∞ α(r)dr رابطه +ξ٢x٢+sa[ξ١x١با . . .+ξnxn]تعویض با
است. تمام قضیه اثبات می�آید.



۴۶ نامعین پرتفوی مدل تنظیم .۴

((۵.۴) (مدل میانگین مطلق نیمه انحراف مدل معادل ٢.٣.۴

نامعین متغیرهای بصورت ξ١, ξ٢, . . . , ξn بهادار اوراق بازده�های که کنید فرض [٢١] .۶.٣.۴ قضیه
می�شود. داده نشان i = ١,٢, . . . , n ازای به ξi = (ai − αi, ai, ai + βi) بوسیله که باشند. زیگزاگ

می�شود. زیر قطعی مدل به تبدیل (۵.۴) مدل آنگاه



Max
∑n

i=١ xi(۴ai + βi − αi)− ۴
∑n

i=١(bix
+
i + six

−
i )

−ϕ
(
∑n

i=١ ٢xi(αi + βi) + |
∑n

i=١ xi(αi − βi)|)٢∑n
i=١ xi(αi + βi) + |

∑n
i=١ xi(αi − βi)|

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑n
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑n
i=١ xi,

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . , n,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . , n,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , n,

li ≤ xi ≤ ui, i = ١,٢, . . . , n.
(١٠.۴)

است. (٢.٣.۴) قضیه همانند اثبات برهان.

عددی مثال ۴.۴

است. آمده (١.۴) جدول در هستند، زیگزاگ نامعین متغیر بصورت که بهادار اوراق ١٠ بازده

زیگزاگ نامعین بهادار اوراق بازده�های :١.۴ جدول
βi αi ai بهادار اوراق βi αi ai بهادار اوراق

٠٫ ۵ ٠٫ ٣ −٠٫ ١ ۶ ٠٫ ۴ ٠٫ ۵ ٠٫ ١ ١
٠٫ ٨ ٠٫ ٩ ٠٫ ١ ٧ ٠٫ ۴ ٠٫ ۶ −٠٫ ٢ ٢
٠٫ ۴ ٠٫ ٨ ٠٫ ٣ ٨ ٠٫ ۴ ٠٫ ۴ −٠٫ ١ ٣
٠٫ ۴ ٠٫ ٩ ٠٫ ٢ ٩ ٠٫ ۵ ٠٫ ٨ ٠٫ ١ ۴
٠٫ ٨ ٠٫ ۶ ٠٫ ٠ ١٠ ٠٫ ۶ ٠٫ ٩ ٠٫ ٣ ۵

.i = ١,٢, . . . , nبرای si = ٠٫ ٠٢ واحد فروشهر هزینه و bi = ٠٫ ٠١ واحد هر خرید هزینه فرضکنید
برای ui = ٠٫ ٣ و li = ٠ بنابراین نباشد. ٠٫ ٣ از بیشتر تنظیم از بعد سهام مبلغ کنید فرض مجددا
زیگزاگ نامعین متغیر بهادار اوراق بازده�های وقتی را (۵.۴) معادله قطعی مدل .i = ١,٢, . . . , n



۴٧ عددی مثال .۴.۴

می�کنیم: انتخاب پرتفوی سازی بهینه برای باشد.

Max ١
۴
∑١٠

i=١[xi(۴ai + βi − αi)− ۴
∑١٠

i=١(bix
+
i + six

−
i )]

−ϕ
(
∑١٠

i=١ ٢xi(αi + βi) + |
∑١٠

i=١ xi(αi − βi)|)١٠∑٢
i=١ xi(αi + βi) + |

∑١٠
i=١ xi(αi − βi)|

s.t.∑n
i=١ x

٠
i −

∑١٠
i=١(bix

+
i + six

−
i ) =

∑١٠
i=١ xi

xi = x٠i + x+
i − x−

i , i = ١,٢, . . . ,١٠,

x+
i .x

−
i = ٠, i = ١,٢, . . . ,١٠,

x+
i , x

−
i ≥ ٠, i = ١,٢, . . . ,١٠,

٠ ≤ xi ≤ ٠٫ ٣, i = ١,٢, . . . ,١٠.
(١١.۴)

با: است برابر تنظیم از قبل اولیه پرتفوی

(x٠١, x
٠
٢, x

٠
٣, x

٠
۴, x

٠
۵, x

٠
۶, x

٠
٧, x

٠
٨, x

٠
٩, x

٠
١٠)

= (٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠,٠٫ ١٠)

جواب�های و می�کنیم، حل Games افزار نرم و Fmincon تابع با مختلف ϕهای ازای به را مسئله
می�کنیم. مقایسه باهم را آمده بدست



۴٨ نامعین پرتفوی مدل تنظیم .۴

Fmincon تابع از حاصل نتایج :٢.۴ جدول

ϕ = ٣٫ ٠ ϕ = ١٫ ٠ ϕ = ٠٫ ٢

xi x−
i x+

i xi x−
i x+

i xi x−
i x+

i بهادار اوراق

٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٢۵ ٠ ٠٫ ١۵ ١

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٢

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٣

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ۴

٠٫ ١٩٩ ٠ ٠٫ ٠٩٩ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ۵

٠٫ ١٨۴ ٠ ٠٫ ٠٨۴ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ۶

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ٠٣٣ ٠٫ ٠۶٧ ٠ ٧

٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٨

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ٠٧٢ ٠٫ ٠١٨ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٩

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ١٠



۴٩ عددی مثال .۴.۴

Games تابع از حاصل نتایج :٣.۴ جدول

ϕ = ٣٫ ٠ ϕ = ١٫ ٠ ϕ = ٠٫ ٢

xi x−
i x+

i xi x−
i x+

i xi x−
i x+

i بهادار اوراق

٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ١

٠٫ ٠٨٢ ٠٫ ٠١٨ ٠ ٠٫ ٠٨٢ ٠٫ ٠١٨ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٢

٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٢٨٢ ٠ ٠٫ ١٨٢ ٣

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ۴

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ۵

٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ٠٫ ٣ ٠ ٠٫ ٢ ۶

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٧

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٨

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٩

٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ٠ ٠٫ ١ ٠ ١٠

مقدار است سازی ماکزیمم مدل اینکه بدلیل است، بهتر Fmincon الگوریتم از آمده بدست نتایج که
می�شود. بیشتر اول جدول هدف تابع



۵٠ نامعین پرتفوی مدل تنظیم .۴

پیشنهادات و نتیجه�گیری ۵.۴

نتیجه�گیری ١.۵.۴

در که مارکوویتز واریانس - میانگین مدل بر مروری و عدم�قطعیت تئوری بر مروری پایان�نامه این در
ریسک اندازه�گیری برای واریانس - میانگین مدل در داشتیم. می�گیرد قرار استفاده مورد مالی بازارهای
برای مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل معرفی ما اصلی هدف این�جا در می�شود. استفاده واریانس از
نامعین متغیرهای به�عنوان که شده ارزیابی کارشناسان بوسیله که است. بهادار اوراق ریسک اندازه�گیری
آنها ما هستند، نرمال و زیگزاگ خطی، نامعین متغیرهای ریسکی بهادار اوراق این�که به توجه با است.

کردیم. ریاضی نویسی برنامه قطعی مدل به تبدیل را
پژوهش: این مزیت�های از

است. شده استفاده ندرت به مدل این از -١
به اولیه پرتفوی تنظیم با که داد. انجام می�توان اولیه پرتفوی روی بر را بهادار اوراق فروش و خرید -٢

می�یابیم. دست جدید پرتفوی یک
و تزریق پرتفوی به پولی هیچ بهادار اوراق فروش و خرید برای اولیه پرتفوی بودن تامین خود به�دلیل -٣

نمی�شود. خارج آن از
بدست را سهام سبد سازی بهینه مسائل جواب مطلق نیمه انحراف - میانگین مدل از استفاده با -۴

می�آوریم.

آتی تحقیقات برای پیشنهادات ٢.۵.۴

داد: انجام می�توان ادامه در که دیگری تحقیقات جمله از
آورد. دست به نیز را (۵.۴) مدل قطعی معادل می�توان -١

است. میانگین مطلق نیمه انحراف مدل از استفاده با تصادفی پرتفوی تنظیم -٢

می�باشد. میانگین مطلق نیمه انحراف مدل از استفاده با فازی پرتفوی تنظیم -٣
قدر متوسط - میانگین جمله از دیگر مدل�های از استفاده با را نامعین پرتفوی می�توان همچنین و -۴

کرد. …تنظیم و معیار انحراف نیم - میانگین انحرافات، مطلق
فراابتکاری. الگوریتم�های دیگر و ژنتیک ذرات، اجتماع الگوریتم از استفاده با شده ارائه مدل�های حل -۵
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Aabstract

Since financial markets are complex. Sometimes shows are presented yielding securities
in the future based on the judgment of experts. This paper examines the issue of setting
a property portfolio with risky deals. Experts estimate that shifted as securities in which
efficiency. Here, we offer customizable models mean deviation Semi-absolute uncertain
to the problem of optimizing the tradeoff between risk and return on the investment
portfolio. Different distributions of securities uncertain returns based on expert evaluation,
to convert to equivalent deterministic models are used.
keywords: Portfolio adjusting, Semiabsolute deviation, Uncertainty modeling, Uncertain
programming



Shahrood University of Technology

Faculty Of Mathematical Sciences
MSc Thesis in Mathematical - Finance Mathematical

Uncertain portfolio adjusting model using
semiabsolute deviation

By: Zohreh Jamei

Supervisor

Dr Alireza Nazemi

September 2016


	مقدمه و مفاهیم اولیه
	مقدمه
	بهینه پارتو
	مفاهیم اقتصادی
	مفهوم سرمایه و سرمایه ‌گذاری
	سبد سرمایه گذاری کارا
	بازده
	ریسک و مفهوم آن
	فروش استقراضی
	مطلوبیت


	تئوری عدم‌قطعیت
	مقدمه
	اندازه نامعین و فضای عدم‌قطعیت
	توزیع عدم‌قطعیت
	استقلال
	قانون عملیاتی
	ارزش مورد انتظار در فضای نامعین

	مدل میانگین - انحراف نیمه مطلق برای مسئله بهینه سازی پرتفوی نامعین
	مقدمه
	مسئله انتخاب پرتفوی
	مدل مارکوویتز (بهینه سازی پرتفوی)
	انحراف نیمه مطلق از متغیر نامعین
	مدل میانگین - انحراف نیمه مطلق 
	معادل قطعی
	 معادل قطعی برای متغیر نامعین زیگزاگ
	 معادل قطعی برای متغیر نامعین خطی
	معادل قطعی برای متغیر نامعین نرمال

	مثال عددی

	تنظیم مدل پرتفوی نامعین
	مقدمه
	تنظیم مدل میانگین - انحراف نیمه مطلق نامعین 
	معادل قطعی
	معادل مدل انحراف نیمه مطلق میانگین (مدل (4‏.‏4))
	معادل مدل انحراف نیمه مطلق میانگین (مدل (4‏.‏5))

	مثال عددی
	نتیجه‌گیری و پیشنهادات
	نتیجه‌گیری
	 پیشنهادات برای تحقیقات آتی


	مراجع
	واژه‌نامه فارسی به انگلیسی
	واژه‌نامه انگلیسی به فارسی

