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ণپاس ච໋اری...
تنظیم و تدوین گردآوري، به موفق ارجمند اساتید مساعدت و یکتا پروردگار عنایت و لطف به که اکنون
براي که چند هر آورم. عمل به آنان از را سپاسگزاري نهایت که می دانم خود وظیفه گشته ام، رساله این
سپاسگزاري و احترام مراتب آنان، مقام و شأن خور در واژگانی قالب در نمی توان پیامبرگونه     آنان رسالت

می باشد. آنان از اینجانب قلبی سپاس از گوشه اي تنها کلمات نمود.این بیان را
تمامی در و همواره که هاشمی ابراهیم دکتر آقای جناب بزرگوارم راهنمای استاد از دانم می لازم اینجا در
ارزشمندشان های مشاوره برای عزیز هوز آل دکتر آقای جناب و نمودند راهنمایی و یاری مرا مراحل

نمایم. قدردانی و تشکر
زحمت که خورسندی مهدی رضا دکتر آقای جناب و جعفری حیدر سید دکتر آقای جناب محترم اساتید از
عزیزان همه براي متعال خداي از دارم. را قدردانی و تشکر کمال شدند متقبل را پایان نامه این داوري

آرزومندم. افزون روز موفقیت و سلامتی
این هرچند می نمایم ابراز مادرم و پدر گیتی گنج پربهاترین به را سپاس بی نهایت ترین پایان در و

است. ناچیز بسیار فداکاري هایشان و مهربانی انبوه با مقایسه در سپاسگزاري

رਠേॐی නෲඖرا
۱۳۹۵ ৘඼ෙ७ور



ଓฬ ৎ࠻ھد
ریاضی علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی رحمتی میترا اینجانب
تحت ، ماکسیمال ایده آل های به نسبت IFP خاصیت عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می شوم: متعهد هاشمی ابراهیم دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

رਠേॐی නෲඖرا
۱۳۹۵ ৘඼ෙ७ور

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
a, b, r ∈ R هرگاه است IFP خاصیت دارای R گوییم باشد. حلقه یک R کنیم فرض
مقسوم علیه های مطالعه ی در مهمی نقش IFP خاصیت .arb = ٠ آن گاه ، ab = ٠ و
رابطه ی بررسی به نامه پایان این در دارد. مدول ها و ناجابجایی حلقه های نظریه ی در صفر
ماکسیمال ایده آل های و برگشت پذیر حلقه های آرمنداریز، حلقه های با خاصیت این
است IFP خاصیت دارای به طوری که دارد وجود R حلقه ی می دهیم نشان می پردازیم.
آرمنداریز و IFP مفاهیم که دید خواهیم مثال دو در و ندارد، IFP خاصیت R[x] اما
دارای برگشت پذیر حلقه های که می کنیم ثابت همچنین می باشند. یکدیگر از مستقل
ماکسیمال ایده آل های پیرامون نامه پایان این اصلی محور هستند. IFP خاصیت
IMIP خاصیت دارای R حلقه ی گوییم می نامیم. IMIP خاصیت را آن که می باشد،
حلقه ی ماکسیمال ایده آل M که ،aMb = ٠ آن گاه ،ab = ٠ و a, b ∈ R هرگاه است
IMIP خاصیت دارای K توسط A دورو توسیع می دهیم نشان همچنین است. R
پوچ جبر یک A که جایی باشد، یک فاقد IFP حلقه ی یک A اگر تنها و اگر است
حلقه ی یک مختلف توسیع های رفتار انتها در می شود. گرفته درنظر K میدان روی

می دهیم. قرار مطالعه مورد را IMIP

حلقه ی دورو، توسیع ماکسیمال، ایده آل ،IMIP حلقه ی  ،IFP حلقه ی        کلیدی: کلمات
برگشت پذیر حلقه ی آرمنداریز،
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پیشگفتار

شده معرفی [۵] مقاله ی در ١ بل توسط ١٩٧٠ سال در بار نخستین که IFP خاصیت
به دارد. مهمی نقش ناجابجایی حلقه های در صفر مقسوم علیه های مطالعه ی در است،
،R از b و a عنصر دو برای هرگاه است IFP خاصیت دارای R حلقه ی بل بیان
شین و [٨] ٢ ناربونه ،١٩٨٢ و ١٩٧٣ سال های در .aRb = ٠ دهد نتیجه ab = ٠
کردند. استفاده نیم جابجایی حلقه  ی و SI از به ترتیب IFP اصطلاح به جای [٢۴] ٣

دارد. مدول ها و ناجابجایی حلقه ها ی نظریه ی در مهمی نقش IFP خاصیت
به کار گرفته بعدی فصول در که را مقدماتی مفاهیم و تعاریف نامه پایان اول فصل در

می کنیم. بیان شده اند،
IFP خاصیت دارای به طوری که دارد وجود R حلقه ی می دهیم نشان دوم فصل در
داد نشان ، [۴] مقاله ی در آرمنداریز همچنین ندارد. IFP خاصیت R[x] اما است
و باشند R[x] از عضو دو g(x) و f(x) و باشد یافته تقلیل حلقه ی یک R اگر که
[٢٣] ۵ رگه و ۴ چاچاریا .ab = ٠ ، b ∈ Cg و a ∈ Cf هر برای آن گاه ،fg = ٠
می کنیم ثابت نامیدند. آرمنداریز حلقه ی را کند صدق فوق خاصیت در که حلقه ای ،
همچنین است. آبلی آرمنداریز، حلقه ی هر و است آرمنداریز تقلیل یافته حلقه ی هر
خاصیت یک آرمنداریز خاصیت که دید خواهیم و می کنیم تعریف را موریتاپایا خاصیت
مفاهیم می دهند نشان که دارد وجود مثال دو فصل این انتهای در نیست. موریتاپایا

می باشند. یکدیگر از مستقل آرمنداریز و IFP

.ba = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R برای هرگاه می نامیم برگشت پذیر را R حلقه ی
انجام برگشت پذیر حلقه های با رابطه در [٧] ۶ کن توسط که بررسی هایی سوم فصل در
برگشت پذیر حلقه های به مربوط توسیع های و خواص ابتدا می کنیم. بیان را است شده
حلقه ی که می دهیم نشان سپس و می گیریم نظر در را نیاز مورد مثال های به انضمام
بر علاوه و باشند برگشت پذیر نیست نیازی برگشت پذیر حلقه ی یک روی چندجمله ای ها

١Bell
٢Narbonne
٣Shin
۴Chhawchharia
۵Rege
۶Cohn



٢ پیشگفتار

برگشت پذیر R[x]/ ⟨xn⟩ سپس باشد تقلیل یافته حلقه ی یک R اگر می دهیم نشان این
به سبب است. مثبت صحیح عدد یک n و xn توسط تولیدشده ایده آل ⟨xn⟩ که است،
rst ∈ A ،r, s, t ∈ R برای اگر است متقارن R حلقه ی از A ایده آل ، [٢٠] ٧ لمبک
rst = ٠ ،r, s, t ∈ R برای اگر است متقارن R حلقه ی بنابراین ، rts ∈ A دهد نتیجه
برگشت پذیر متقارن حلقه های ، [ ٣ قضیه ، ٣ ] طبق بوضوح .rts = ٠ دهد نتیجه
فصل این در همچنین می باشند. IFP خاصیت دارای برگشت پذیر حلقه های و هستند
برخی و می کنیم مشاهده را IFP حلقه های و برگشت پذیر حلقه های به مربوط خواص

کرد. خواهیم مطالعه را آن ها به مربوط توسیع های از
می نامیم IMIP خاصیت که را IFP حلقه های از تعمیمی پنجم و چهارم فصل در

می کنیم: تعریف زیر به صورت
آن گاه ،ab = ٠ و a, b ∈ R برای هرگاه است IMIP خاصیت دارای R حلقه ی

دارای ساده حلقه های بوضوح است. R حلقه ی ماکسیمال ایده آل M که ،aMb = ٠
نشان همچنین می باشند. IMIP نیز IFP حلقه های و می باشند IMIP خاصیت
A اگر تنها و اگر است IMIP خاصیت دارای K توسط A ٨ دورو توسیع می دهیم
درنظر K میدان روی پوچ جبر یک A که جایی باشد، یک فاقد IFP حلقه ی یک
٠ ̸= تمام برای آن گاه باشد IMIP حلقه ی یک R اگر می کنیم ثابت می شود. گرفته
خاصیت بین رابطه ی ادامه در و است. IMIP خاصیت دارای eRe ، e٢ = e ∈ R

وجود مثال دو پنجم فصل انتهای در کرد. خواهیم بررسی را آرمنداریز حلقه ی و IMIP

می باشند. یکدیگر از مستقل آرمنداریز و IMIP مفاهیم می دهند نشان که دارد

٧Lambek
٨Dorroh extension



١ فصل

مقدماتی قضایای و تعاریف

قضایای و تعاریف تمامی تقریباً و بیان کرده را پایان نامه مورد نظر مقدماتی مفاهیم ابتدا فصل این در
حلقه ها تمامی پایان نامه این سراسر در ذکر می نماییم. را می باشند بعد فصل های پیش نیاز که مهمی

شده باشد. ذکر آن خلاف آنکه مگر هستند یکدار و شرکت پذیر

اولیه تعاریف ١ . ١

تعریف شده ضرب و جمع به موسوم دوتایی عمل دو آن بر که است Rمجموعه ای فرض کنیم .١ . ١ . ١ تعریف
نامیده می شود اعمال این به نسبت حلقه یک R صورت این در نمایانده شوند. ◦ و + با بترتیب آنها و

برقرارباشند. زیر ویژگی های هرگاه

باشد: آبلی گروه یک (R,+) .١



∀ a, b ∈ R ; a+ b = b+ a

∀ a, b, c ∈ R ; a+ (b+ c) = (a+ b) + c

∃ ٠ ∈ R , ∀ a ∈ R ; a+ ٠ = a

∀ a ∈ R , ∃ − a ∈ R ; a+ (−a) = ٠
باشد: شرکت پذیر ◦ عمل یعنی باشد، نیم گروه یک (R, ◦) .٢

∀ a, b, c ∈ R ; a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c

باشد: توزیع پذیر + عمل به نسبت ◦ عمل .٣

∀ a, b, c ∈ R ; a ◦ (b+ c) = a ◦ b+ a ◦ c

(a+ b) ◦ c = a ◦ c+ b ◦ c



۴ مقدماتی قضایای و تعاریف .١

صورت: این در می گیریم نظر در را R حلقه ی .١ . ١ . ٢ تعریف

هرگاه: است جابجایی R .١
∀ a, b ∈ R ; ab = ba

هرگاه: است یکدار R .٢

∃ ١ ∈ R , ∀ a ∈ R ; a · ١ = ١ · a = a

.b = ٠ یا a = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ هرگاه است دامنه R یکدار حلقه ی .٣

باشند. آن ایده آل های تنها R و {٠} هرگاه است ساده R .۴

است. R ساده ی حلقه ی ماکسیمال ایده آل تنها ،{٠} ایده آل .١ . ١ . ٣ نکته

هرگاه: است ١ پوچ توان R حلقه ی از a عنصر .۵

∃ n ∈ N ; an = ٠

معادل: عبارت به نداشته باشد. ناصفری پوچ توان عنصر هیچ هرگاه است تقلیل یافته R .۶

∀ a ∈ R ; a٢ = ٠ −→ a = ٠
.

هرگاه: است برگشت پذیر R .٧

∀ a, b ∈ R ; ab = ٠ −→ ba = ٠
.

.e٢ = e هرگاه: می نامیم ٢ خودتوان را R حلقه ی از e عنصر .٨

هرگاه: می نامیم ٣ مرکزی را R حلقه ی از e خودتوان .٩

∀ r ∈ R ; er = re.

١ Nilpotent element
٢ Idempotent
٣ Centeral idempotent



۵ اولیه تعاریف .١ . ١

باشد. مرکزی آن خودتوان هر هرگاه است ۴ آبلی R .١٠

باشد. وارون پذیر ،R در ناصفر عنصر هر هرگاه است تقسیم حلقه ی R .١١

برای b = ٠ یا a = ٠ نماید ایجاب a · b = ٠ و باشد جابجایی R هرگاه است صحیح دامنه ی R .١٢
.a, b ∈ R هر

داشته وجود a ∈ R ناصفر عضو هر برای آن در که باشد صحیحی دامنه ی R هرگاه است میدان R .١٣
.a · a−١ = ١ که قسمی به a−١ ∈ R چون عضوی  باشد

عنصر a ∈ R هر برای هرگاه می شود نامیده  منظم) خلاصه به طور (یا ۵ منظم [١٠] نیومن فون R .١۴
.a = aba به طوری که، باشد داشته وجود b ∈ R

.ba = ١ دهد نتیجه ab = ١ ، a, b ∈ R هر برای هرگاه است ۶ ددکیند-متناهی R .١۵
هستند. ددکیند - متناهی آبلی حلقه های

.rts = ٠ دهد نتیجه rst = ٠ ،r, s, t ∈ R هر برای هرگاه است ٧ متقارن R .١۶

صورت: این در ،a ∈ R و حلقه یک R فرض کنیم .۴ . ١ . ١ تعریف

نامیده چپ صفر مقسوم علیه یک a آن گاه ،b ∈ R چون ناصفری عنصر برای ab = ٠ اگر .١
راست صفر مقسوم علیه یک a آن گاه ،b ∈ R چون ناصفری عنصر برای ba = ٠ اگر می شود.
مقسوم هم و چپ صفر علیه مقسوم هم اگر است صفر مقسوم علیه یک a عنصر می شود. نامیده

باشد. راست صفر علیه

صفر مقسوم علیه یک نه و چپ صفر مقسوم علیه یک نه هرگاه می نامیم منظم عنصر یک را a .٢
باشد. راست

و ab = ١ بطوریکه باشد داشته وجود b ∈ R عنصر هرگاه می نامیم وارون پذیر عنصر را a .٣
می شود. داده نشان a−١ با معمولا آن وارون .ba = ١

(راست) چپ ایده آل یک I گوییم . ∅ ̸= I ⊆ R و باشد حلقه یک R فرض کنیم .۵ . ١ . ١ تعریف
هرگاه است R حلقه ی

∀ a, b ∈ I ; a− b ∈ I .١

∀ a ∈ I , ∀ r ∈ R ; ra ∈ I (ar ∈ I) .٢

باشد. راست ایده  آل هم و چپ ایده آل هم هرگاه است ایده آل یک I
۴Abelian Ring
۵von Neumann regular
۶Dedkind-finite
٧Symmetric Ring



۶ مقدماتی قضایای و تعاریف .١

هرگاه، می نامیم اول را R از P سره ایده آل باشد، ناجابجایی حلقه ی یک R فرض کنیم .۶ . ١ . ١ تعریف
.B ⊆ P یا A ⊆ P آن گاه ، AB ⊆ P و باشند R از ایده آل هایی B و A

به طور R از سره  ای ایده آل هیچ هرگاه می نامیم ماکسیمال را R حلقه ی از m سره ایده آل .١ . ١ . ٧ تعریف
نباشد. m شامل اکید

است. اول ماکسیمال، ایده آل هر .١ . ١ . ٨ گزاره

A٢ ⊆ Q ،R حلقه ی از A ایده آل هر برای هرگاه می نامیم نیم اول را R حلقه ی از Q ایده آل .١ . ١ . ٩ تعریف
.A ⊆ Q دهد نتیجه

است. نیم اول ایده آل یک ،R حلقه ی اول ایده آل هر .١ . ١ . ١٠ گزاره

وجود داشته باشد n طبیعی عدد هرگاه می نامیم پوچ توان را R حلقه ی از I ایده آل .١ . ١ . ١١ تعریف
.In = ٠ بطوریکه

باشند. پوچ توان I عناصر تمام هرگاه می نامیم پوچ را R حلقه ی از I ایده آل .١ . ١ . ١٢ تعریف

همیشه مطلب این عکس اما است پوچ ایده آل یک ،R حلقه ی از پوچ توان ایده آل هر .١ . ١ . ١٣ ملاحظه
نیست. برقرار

با را X توسط تولیدشده ایده آل آن  گاه ،X ⊆ R اگر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف
می کنیم. استفاده نیز RxR یا ⟨x⟩ از ⟨X⟩ به جای آن گاه ، X = {x} اگر و می دهیم نشان ⟨X⟩

و می نامیم I بر R خارج قسمتی حلقه ی را R/I باشد، R حلقه ی از ایده آل یک I اگر .١۵ . ١ . ١ تعریف
داریم:

R/I :=

{
x+ I

∣∣∣∣ x ∈ R

}
.

که: است حلقه ای A جبر −K باشد، یکدار و جابجایی حلقه ای K فرض کنیم .١۶ . ١ . ١ تعریف

باشد. یکانی مدول −K یک (A,+) .١

، a, b ∈ A و k ∈ K هر برای .٢

k(ab) = (ka)b = a(kb)

می شود: تعریف زیر به صورت M ٨ پوچساز ،M چپ R-مدول هر برای .١ . ١ . ١٧ تعریف

Ann(M) =

{
r ∈ R

∣∣∣∣ rM = ٠
}
.

٨Annihilator



٧ اولیه تعاریف .١ . ١

پوچساز و چپ پوچساز باشد. R حلقه ی از ناتهی زیرمجموعه ی یک X کنیم فرض .١ . ١ . ١٨ تعریف
می کنیم: تعریف چنین و می دهیم نشان rR(X) و lR(X) با به ترتیب را R در X راست

lR(X) =

{
a ∈ R

∣∣∣∣ aX = ٠
}

و
rR(X) =

{
b ∈ R

∣∣∣∣ Xb = ٠
}
.

می کنیم. استفاده rR(x) و lR(x) از به ترتیب rR(X) و lR(X) به جای ، X = {x} اگر

هرگاه: می نامیم ضربی بسته را R حلقه ی از X ناتهی زیرمجموعه ی .١ . ١ . ١٩ تعریف

١ ∈ X .١

.xy ∈ X آن گاه ، x, y ∈ X اگر .٢

تعریف طبیعی به صورت H روی جمع عمل .H = R١⊕Ri⊕Rj⊕Rk کنیم فرض .١ . ١ . ٢٠ تعریف
یعنی: می شود،

(r٠+r١i+r٢j+r٣k)+(s٠+s١i+s٢j+s٣k) = (r٠+s٠)+(r١+s١)i+(r٢+s٢)j+(r٣+s٣)k.

که: به قسمی می شود تعریف طبیعی به طور H روی ضرب

i٢ = −١ , j٢ = −١ , k٢ = −١ , jk = i , kj = −i , ik = −j , ki = j , ij = k , ji = −k

بنابراین،

(r٠+r١i+r٢j+r٣k)(s٠+s١i+s٢j+s٣k) = (r٠s٠−r١s١−r٢s٢−r٣s٣)+(r٠s١+r١s٠+r٢s٣−r٣s٢)i

+(r٠s٢ + r٢s٠ + r١s٣ + r٣s١)j + (r٣s٠ − r٢s١ + r٣s٠ + r١s٢)k.

اگر نیست. جابجایی H پس ، ij ̸= ji که آن جا از است. حلقه یک تعریف شده عمل دو با H
می کنیم: تعریف زیر صورت به  و می دهیم نشان ᾱ با را α مزدوج آن گاه ، α = a+ bi+ cj + dk ∈ H

ᾱ = a− bi− cj − dk

لذا و a٢ + b٢ + c٢ + d٢ > ٠ آن گاه ،α ̸= ٠ اگر .αᾱ = ᾱα = a٢ + b٢ + c٢ + d٢ بوضوح
α وارون ١

a٢+b٢+c٢+d٢ ᾱ پس ، ١
a٢+b٢+c٢+d٢ ᾱ · α = ١ بوضوح است. H از عنصری ١

a٢+b٢+c٢+d٢ ᾱ

نیست. میدان اما است تقسیم حلقه ی یک H بنابراین است.
گویای چهارگانهای حلقه ی می توانیم متناظراً می نامیم. همیلتونی حقیقی چهارگانهای حلقه ی را H

است. تقسیم حلقه ی یک که کنیم، تعریف زیر به صورت را همیلتونی

R١ =
{
a+ bi+ cj + dk

∣∣∣∣a, b, c, d ∈ Q
}
.

است. H از زیرحلقه ای R١ بوضوح



٨ مقدماتی قضایای و تعاریف .١

یعنی، باشد. مدول دو −(R, S) یک M و باشند حلقه دو S و R کنیم فرض .١ . ١ . ٢١ تعریف
، m ∈ M و s ∈ S و r ∈ R هر برای که است راست مدول −S و چپ مدول −R یک M

.A =

(
R M

٠ S

)
=

{(
r m

٠ s

)∣∣∣∣∣r ∈ R,m ∈ M, s ∈ S

}
می دهیم: قرار .(rm)s = r(ms)

A گاهی می دهد. تشکیل حلقه یک ماتریس ها معمولی ضرب و جمع عمل دو با A که داد نشان می توان
آن گاه باشد، مدول دو −(R,R) یک M و R = S اگر می دهیم. نشان نیز R⊕M ⊕ S علامت با را

نشان T (R,M) با و می نامیم M وسیله ی به R ٩ بدیهی توسیع را
{(

r m

٠ r

)∣∣∣∣∣r ∈ R,m ∈ M

}
ضابطه ی با ضرب عمل بنابراین داد. نشان نیز (r,m) به را T (R,M) از عنصر هر می توان می دهیم.

می شود: تعریف زیر
(r١,m١)(r٢,m٢) = (r١r٢, r١m٢ +m١r٢)

.(r١,m١), (r٢,m٢) ∈ T (R,M) هر برای

می کنیم: تعریف .n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .١ . ١ . ٢٢ تعریف

Dn(R) =





a a١٢ a١٣ · · · a١n
٠ a a٢٣ · · · a٢n
٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


∈ Un(R)

∣∣∣∣∣a, aij ∈ R


است. UDn(R) بالا مثلثی ماتریس های حلقه ی از زیر حلقه ای Dn(R) که است واضح

.D٢(R) = T (R,R) که داریم توجه

٩trivial extension



٩ اولیه تعاریف .١ . ١

مقدماتی مفاهیم ١ . ١ . ١

می کنیم: تعریف R حلقه ی برای .١ . ١ . ٢٣ تعریف

حلقه ی در ماکسیمال راست) (یا چپ ایده آل های تمام اشتراک : J(R) ١٠ جیکبسون رادیکال .١
.R

.R حلقه ی در اول ایده آل های تمام اشتراک : P (R) پایینی پوچ رادیکال یا ١١ اول رادیکال .٢

. R حلقه ی در پوچ ایده آل های تمام مجموع : N∗(R) ١٢ بالایی پوچ رادیکال .٣

.R حلقه ی در پوچ توان عناصر تمام مجموعه ی : N(R) پوچ رادیکال .۴

. R حلقه ی در پوچ توان ایده آل های تمام مجموع : N٠(R) ١٣ ودربورن رادیکال .۵

ماکسیمال راست و ماکسیمال چپ ایده آل های اشتراک : BR(R) ١۴ مک کوی براون رادیکال .۶
.R حلقه ی در

هستند. برقرار R حلقه ی در همواره زیر نامساوی های .٢۴ . ١ . ١ ملاحظه

N٠(R) ⊆ P (R) ⊆ N∗(R) ⊆ N(R)

N∗(R) ⊆ J(R) ⊆ BR(R)

می کنیم: تعریف R روی x آزاد متغیر و R حلقه ی برای .٢۵ . ١ . ١ تعریف

: R[x] ١۵ چندجمله ای ها حلقه ی .١

R[x] =
{
a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n
∣∣∣ ai ∈ R , n ⩾ ٠

}

: R[[x]] ١۶ توانی سری های حلقه ی .٢

R[[x]] =
{ ∞∑

i=٠
aix

i
∣∣∣ ai ∈ R

}

١٠Jacobson radical
١١prime radical
١٢upper nilradical
١٣Weddeburn radical
١۴Brown-McCoy radical
١۵Polynomial Ring
١۶Power Series Ring



١٠ مقدماتی قضایای و تعاریف .١

نمادها ١ . ١ . ٢

.R حلقه ی روی n× n ماتریسی حلقه ی نمایانگر : Matn(R) .١

.R حلقه ی روی مثلثی بالا ماتریسی حلقه ی نمایانگر : Un(R) .٢

صفر درایه ها سایر و یک آن ام ij درایه ی که R حلقه ی روی واحد ماتریس های نمایانگر : Eij .٣
می باشند.

صحیح. اعداد حلقه ی نمایانگر : Z .۴

.n پیمانه ی به صحیح اعداد حلقه ی نمایانگر : Zn .۵

.f(x) ∈ R[x] چندجمله ای ضرایب مجموعه ی نمایانگر : Cf(x) .۶



٢ فصل

آرمنداریز و IFP حلقه های

آن خواص و (نیم جابجایی) IFP حلقه ی ٢ . ١

آن ها از هریک به مربوط خواص و می پردازیم آرمنداریز و IFP حلقه های معرفی به ابتدا فصل این در
قرارمی دهیم. بررسی مورد را

١ ناربونه .aRb = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R برای اگر است IFP خاصیت دارای R حلقه ی
خاصیت کردند. استفاده نیم جابجایی حلقه  ی و SI از به ترتیب IFP اصطلاح به جای [٢۴] ٢ شین و [٨]
حلقه که بررسی کرد می توان به سادگی دارد. مدول ها و ناجابجایی حلقه ها ی نظریه ی در مهمی نقش IFP

نیز IFP حلقه های لذا هستند ددکیند-متناهی آبلی حلقه های که آن جا از و هستند، آبلی ،IFP های
می باشند. ددکیند-متناهی

باید اما است. تقلیل یافته حلقه های شامل هم و جابجایی حلقه های شامل هم IFP حلقه های کلاس
تعداد و (n, l ≥ ٢ برای Znl (مانند نیست تقلیل یافته که جابجایی  حلقه ی زیادی تعداد که کنیم توجه

دارد. وجود صحیح) دامنه های مستقیم حاصلضرب (مانند ناجابجایی  تقلیل یافته حلقه ی زیادی

{٠} ایده آل هرگاه است) IFP ،R حلقه ی (یا دارد IFP خاصیت R حلقه ی گوییم .٢ . ١ . ١ تعریف
.arb = ٠ آن گاه ، ab = ٠ و a, b, r ∈ R هرگاه یعنی داشته باشد. IFP خاصیت

خاصیت R[x] اما دارد IFP خاصیت که به طوری دارد وجود R حلقه ی می دهد نشان زیر مثال
ندارد. IFP

A = Z٢ ⟨a٠, a١, a٢, b٠, b١, b٢, c⟩ و باشد پیمانه ی٢ به صحیح اعداد Z٢حلقه ی کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ مثال
جمله ی که باشد c, b٢, b١, b٠, a٢, a١, a٠ ناپذیر تعویض متغیرهای وسیله های به شده تولید آزاد جبر −Z٢

عناصر وسیله ی به که را Z٢ + A از ایده آلی نیست. یکدار A است. صفر آنها ثابت

a٠b٠, a١b٢ + a٢b١, a٠b١ + a١b٠, a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠, a٢b٢, a٠rb٠,
١Narbonne
٢Shin



١٢ آرمنداریز و IFP حلقه های .٢

a٢rb٢, (a٠ + a١ + a٢)r(b٠ + b١ + bو(٢r١r٢r٣r۴

می دهیم: قرار .A۴ ⊆ I که است واضح .r, r١, r٢, r٣, r۴ ∈ A که می دهیم نمایش I با را می شود تولید
اما ، (a٠ + a١x+ a٢x٢)(b٠ + b١x+ b٢x٢) ∈ I[x] چون .R = Z٢+A

I

می دهیم نشان حال ندارد. IFP خاصیت R[x] پس ، (a٠+a١x+a٢x٢)c(b٠+b١x+b٢x٢) /∈ I[x]

تک یک را {c, b٢, b١, b٠, a٢, a١, a٠} مجموعه ی عناصر از حاصلضرب هر دارد. IFP خاصیت R

می گوییم باشد، برابر فوق متغیرهای از تا n حاصلضرب با دقیقاً α جمله ای تک اگر و می نامیم جمله ای
را Z٢ از ضرایب با n درجه ی از جمله ای های تک خطی ترکیبات تمام مجموعه ی است. n درجه ی از α

ri ∈ Hi و
s∑

i=١
ri ∈ I اگر (یعنی است همگن ایده آلی I و متناهی Hn می دهیم.بوضوح نشان Hn با

.( ri ∈ I آنگاه: ،
.f١rg١ ∈ I آن گاه: ، r ∈ Z٢ + A و f١g١ ∈ I و f١, g١ ∈ H١ هرگاه :١ ادعای

می  افتند: اتفاق زیر حالت های ، I ایده آل تعریف بنابر :١ ادعای اثبات
.(f١ = a٠ + a١ + a٢, g١ = b٠ + b١ + b٢) یا (f١ = a٢, g١ = b٢) یا (f١ = a٠, g١ = b٠)

می شود. حاصل نظر مورد نتیجه ی ،I تعریف از استفاده با حالت هر در
.frg ∈ I آن گاه: ،r ∈ A و fg ∈ I و f, g ∈ A هرگاه :٢ ادعای

f٣, g٣, r٣ ∈ H٣ و f٢, g٢, r٢ ∈ H٢ و f١, g١, r١ ∈ H١ عناصر پس ،f, g ∈ A چون :٢ ادعای اثبات
و g = g١ + g٢ + g٣ + g۴ و f = f١ + f٢ + f٣ + f۴ که به طوری دارند وجود f۴, g۴, r۴ ∈ I و
.frg = f١r١g١+h که دارد وجود h ∈ I پس ، Hi ⊆ I ،i ≥ ۴ هر برای چون .r = r١+r٢+r٣+r۴
لذا و f١r١g١ ∈ I ،(١) ادعای بنابر .f١g١ ∈ I می گیریم نتیجه ،fg ∈ I و است همگن I این که از

.frg ∈ I

خاصیت R آن گاه ، yrz ∈ I دهد نتیجه yz ∈ I اگر y, z ∈ Z٢ + A و r ∈ Z٢ + A هر برای
چون .y′, z′ ∈ A و α, β ∈ Z٢ که ، z = β + z′ و y = α + y′ می دهیم: قرار دارد. IFP

.y′β + y′z′ ∈ I آن گاه ،α = ٠ اگر .β = ٠ یا α = ٠ پس ، αβ + αz′ + y′β + y′z′ = yz ∈ I

، r ∈ Z٢ + A هر برای لذا و y′ ∈ I می گیریم نتیجه است همگن I و β ∈ Z٢ این که از ، β ̸= ٠ اگر
به .yrz = y′rz′ ∈ I ، r ∈ Z٢ +A هر برای لذا و y′z′ ∈ I آن گاه ، β = ٠ اگر .yrz = y′rz ∈ I

دارد. IFP خاصیت R شد ثابت ترتیب این

معادلند: زیر گزاره های صورت این در باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢ . ١ . ٣ ملاحظه

است. IFP خاصیت دارای R[x] .١

است. IFP خاصیت دارای n ≥ ١ تمام برای xnR[x] حلقه ی .٢

خاصیت دارای n ≥ ١ هر و R از M ماکسیمال ایده آل های تمام برای M + xnR[x] حلقه ی .٣
است. IFP

می نظر در R′ از را b′ و a′ عنصر دو حال .R′ = M + xnR[x] می دهیم: قرار :(٣) ⇐ (١) برهان.
R[x] که آن جا از .a′r′b′ = ٠ داریم: r′ ∈ R′ هر برای دهیم نشان باید .a′b′ = ٠ به طوری که گیریم



١٣ آن خواص و (نیم جابجایی) IFP حلقه ی .٢ . ١

نتیجه در a′R′b′ = ٠ بنابراین .a′R[x]b′ = ٠ لذا، a′b′ = ٠ ∈ R[x] و است IFP خاصیت دارای
است. IFP خاصیت دارای R′ = M + xnR[x] این رو از .a′r′b′ = ٠ ،r′ ∈ R′ هر برای

می شود. اثبات قبل حالت مشابه :(٢) ⇐ (٣)
کنیم فرض ، f(x), g(x) ∈ R[x] برای باشد. برقرار (٢) در شده ذکر شرط کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)
است، IFP خاصیت دارای xnR[x] که آنجایی از .(xnf(x))(xng(x)) = ٠ پس .f(x)g(x) = ٠

که می گیریم نتیجه .(xnf(x))(xnh(x))(xng(x)) = ٠ داریم: ، h(x) ∈ R[x] تمام برای
است. IFP خاصیت دارای R[x] رو این از .f(x)h(x)g(x) = ٠

R/I و I حلقه های ،R حلقه ی از I ناصفر و سره ایده آل هر برای اگر که است این طبیعی سوال یک
است). شده گرفته درنظر یک فاقد حلقه  ی I) دارد؟ IFP خاصیت R آیا باشند، داشته IFP خاصیت

می دهد. منفی پاسخ سوال این به زیر مثال

خاصیت R صورت این در .R =

(
F F

٠ F

)
و باشد تقسیم حلقه ی یک F کنیم فرض .۴ . ٢ . ١ مثال

R ناصفر سره ایده آل های تنها
(٠ F

٠ ٠
)

و
(٠ F

٠ F

)
،
(
F F

٠ ٠
)

که است واضح ندارد. IFP

کنیم فرض دارد. IFP خاصیت R/I لذا و R/I ∼= F آن گاه ، I =

(
F F

٠ ٠
)

اگر هستند.

،e, f ∈ F هر برای آن گاه ،a = ٠ اگر .ac = ٠ = ad نتیجه در .
(
a b

٠ ٠
)(

c d

٠ ٠
)

= ٠

،e, f ∈ F هر برای لذا و c = d = ٠ آن گاه ،a ̸= ٠ اگر .
(
a b

٠ ٠
)(

e f

٠ ٠
)(

c d

٠ ٠
)

= ٠

چنین با ، J =

(٠ F

٠ F

)
اگر دارد. IFP خاصیت I بنابراین .

(
a b

٠ ٠
)(

e f

٠ ٠
)(

c d

٠ ٠
)

= ٠

K =

(٠ F

٠ ٠
)

کنیم فرض حال دارند. IFP خاصیت R/J و J حلقه های داد نشان می توان استدلالی

نیز K می گیریم نتیجه K٢ = ٠ از دارد. IFP خاصیت R/K لذا و R/K ∼= F ⊕ F نتیجه در .
دارد. IFP خاصیت

حلقه ی I و باشد داشته IFP خاصیت R/I اگر باشد R حلقه ی از ایده آلی I کنیم فرض .۵ . ٢ . ١ قضیه
دارد. IFP خاصیت R آن گاه باشد، تقلیل یافته

(bIa) ⊆ پس است، تقلیل یافته I چون و aRb ⊆ I نتیجه در .ab = ٠ و a, b ∈ R کنیم فرض برهان.
((aRb)I)٢ = aRbIaRbI = aR(bIa)RbI = ٠ نتیجه، در .bIa = ٠ بنابراین . (bIa)٢ = ٠ و I

، aRb ⊆ I چون و (aRb)٢ = ٠ می گیریم نتیجه ، (aRb)٢ ⊆ aRbI این که از .aRbI = ٠ لذا و
دارد. IFP خاصیت R که شد ثابت ترتیب این به .aRb = ٠ ازاین رو

R وتنهااگر اگر است تقلیل یافته R [٣٬٢ قضیه ، ١٠] طبق باشد. منظم حلقه ی یک R کنیم فرض
باشد. آبلی R تنهااگر و اگر باشد، IFP خاصیت دارای



١۴ آرمنداریز و IFP حلقه های .٢

آرمنداریز حلقه های ٢ . ٢

،۴] آرمنداریز باشند. R[x] از عضو دو g(x) و f(x) و باشد یافته تقلیل حلقه ی یک R کنیم فرض
۴ رگه و ٣ چاچاریا .ab = ٠ ، b ∈ Cg هر و a ∈ Cf هر برای آن گاه ،fg = ٠ اگر که داد نشان ، لم١]

نامیدند. آرمنداریز حلقه ی را کند صدق فوق خاصیت در که حلقه ای ، [٢٣]

و f(x) = a٠ + a١x+ a٢x٢ + · · ·+ amx
m هرگاه می نامیم آرمنداریز را R حلقه ی .٢ . ٢ . ١ تعریف

آن گاه ، f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] حلقه ی از عضو دو g(x) = b٠ + b١x+ b٢x٢ + · · ·+ bmx
m

.aibj = ٠ ،j, i هر برای

است. آرمنداریز یافته، تقلیل حلقه ی هر .٢ . ٢ . ٢ لم

از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد یافته تقلیل R حلقه ی کنیم فرض برهان.

، m+n = ١ اگر می کنیم. ثابت را لم m+n روی استقرا از استفاده با .f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x]

تقلیل R و f(x)g(x) = ٠ چون .am ̸= ٠ ̸= bn و m+n > ١ کنیم فرض است. حاصل نتیجه آن گاه

و bnf(x)g(x) = (
m−١∑
i=٠

bnaix
i)(

n∑
j=٠

bjx
j) = ٠ نتیجه در .bnam = ambn = ٠ پس است، یافته

bnaibj = ٠ ، ٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m − ١ هر برای می گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با
پس .bnai = ٠ = aibn ، ٠ ≤ i ≤ m − ١ هر برای رو این از است، یافته تقلیل R چون و

و ٠ ≤ i ≤ m هر برای می گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با و (
m∑
i=٠

aix
i)(

n−١∑
j=٠

bjx
j) = ٠

.aibj = ٠ ، ٠ ≤ j ≤ n− ١

دارد. IFP خاصیت R[x] آن گاه باشد، داشته IFP خاصیت و آرمنداریز R حلقه ی اگر .٢ . ٢ . ٣ گزاره

به طوری که باشند R[x] حلقه  ی از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض برهان.

h(x) =
t∑

k=٠
ckx

k کنیم فرض .aibj = ٠ ،j, i هر برای است، آرمنداریز R چون .f(x)g(x) = ٠
،k, j, i هر برای پس ، aibj = ٠ و دارد IFP خاصیت R چون باشد. R[x] از دلخواهی عضو

.f(x)h(x)g(x) = ٠ بنابراین .aickbj = ٠

و u٢ = ٠ = v٢ به طوری که باشند داشته وجود u, v ∈ R و باشد حلقه یک R هرگاه .۴ . ٢ . ٢ لم
نیست. آرمنداریز R آن گاه ، uv = vu ̸= ٠

نیست. آمنداریز R پس ،uv ̸= ٠ اما ، (u+ vx)(u− vx) = ٠ چون برهان.
٣Chhawchharia
۴Rege



١۵ آرمنداریز حلقه های .٢ . ٢

R آن گاه، باشد آرمنداریز T (R,R) بدیهی توسیع اگر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه
است. تقلیل یافته

چون .u٢ = ٠ که دارد وجود u ∈ R ناصفر عنصر نباشد. تقلیل یافته R کنیم فرض برهان.

آرمنداریز S حلقه ی دهیم نشان است کافی لذا ، T (R,R) ∼=
{
rI + xe١٢ ∈ M٢(R)

∣∣∣∣ r, x ∈ R

}
نیست.

S =

{
rI + xe١٢ ∈ M٢(R)

∣∣∣∣ r, x ∈ R

}
و u٢ = ٠ = v٢ آن گاه: ، v = e١٢ اگر است). همانی ماتریس I و واحد ماتریس نمایانگر Eij (هر

نیست. آرمنداریز S ،۴ . ٢ . ٢ لم بنابر نتیجه در .uv = vu ̸= ٠
بالا n× n ماتریس های حلقه ی صورت این در .n ≥ ٢ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .۶ . ٢ . ٢ مثال

نیست. آرمنداریز R روی مثلثی

حلقه ی دهیم نشان است کافی لذا است، آرمنداریز آرمنداریز، حلقه های از زیرحلقه ای هر چون حل:
عنصر دو .S = UD٢(R) کنیم فرض نیست. آرمنداریز R روی مثلثی بالا ٢× ٢ ماتریس های

f(x) =

(١ ٠
٠ ٠

)
+

(١ −١
٠ ٠

)
x

و

g(x) =

(٠ ٠
٠ ١

)
+

(٠ ١
٠ ١

)
x

آرمنداریز S پس ،
(١ ٠
٠ ٠

)(٠ ١
٠ ١

)
̸= ٠ اما ، f(x)g(x) = ٠ چون می گیریم. نظر در را S[x] از را

نیست. آرمنداریز UDn(R) بنابراین نیست.

بالا ٣×٣ ماتریس های حلقه ی از آرمنداریز زیرحلقه هایی بتوان است ممکن که می دهد نشان بعد گزاره ی
نمود. پیدا مثلثی

است. آرمنداریز زیر حلقه ی صورت این در باشد. تقلیل یافته حلقه ی یک R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٧ گزاره

D٣(R) =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a


∣∣∣∣∣a, b, c, d ∈ R


هر برای پس داد. نشان نیز (a, b, c, d) فرم به می توان را D٣(R) از عنصر هر که داریم توجه برهان.

نمود: تعریف چنین را ضرب و جمع می توان (a١, b١, c١, d١), (a٢, b٢, c٢, d٢) ∈ D٣(R)

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)



١۶ آرمنداریز و IFP حلقه های .٢

و

(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢).

که داد نشان (p٠(x), p١(x), p٢(x), p٣(x)) شکل به می توان را D٣(R)[x] از چندجمله ای هر نتیجه در
کنیم فرض .pi(x) ∈ R[x] ،i هر برای

f(x) = (f٠(x), f١(x), f٢(x), f٣(x))

و
g(x) = (g٠(x), g١(x), g٢(x), g٣(x))

نتیجه: در .f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] از عضو دو

f(x)g(x) = (f٠(x)g٠(x), f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x), f٠(x)g٢(x) + f(x)g٣(x)+

f٢(x)g٠(x), f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x)) = ٠
پس:

f٠(x)g٠(x) = ٠ (١)

f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x) = ٠ (٢)

f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠ (٣)

f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x) = ٠ (۴)

می گیریم: نتیجه (١) از کنیم. ذکر را آن این که بدون می کنیم، استفاده است تقلیل یافته R[x] این که از
لذا و f٠(x)g١(x) = ٠ آن گاه: کنیم، ضرب (٢) در راست از را f٠(x) اگر .g٠(x)f٠(x) = ٠

f٠(x)g٣(x) = می گیریم: نتیجه کنیم، ضرب (۴) در راست از را f٠(x) اگر همچنین . f١(x)g٠(x) = ٠
f٠(x)g٢(x) = ٠ آن گاه: کنیم، ضرب (٣) در راست از را f٠(x) اگر حال .f٣(x)g٠(x) = ٠ لذا و ٠

این رو: از و

f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠ (۵)

قرار .f٢(x)g٠(x) = ٠ لذا و f١(x)g٣(x) = ٠ آن گاه: کنیم ضرب (۵) در راست از را f١(x) اگر
می دهیم:

f(x) =
n∑

i=٠


ai bi ci

٠ ai di

٠ ٠ ai

xi
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و

g(x) =
m∑
j=٠


a′j b′j c′j

٠ a′j d′j

٠ ٠ a′j

 xj

به طوری که ،

f٣(x) =
n∑

i=٠
dix

i f٢(x) =
n∑

i=٠
cix

i ، f١(x) =
n∑

i=٠
bix

i ، f٠(x) =
n∑

i=٠
aix

i

.g٣(x) =
m∑
j=٠

d′jx
j ، g٢(x) =

m∑
j=٠

c′jx
j ، g١(x) =

m∑
j=٠

b′jx
j ، g٠(x) =

m∑
j=٠

a′jx
j

،j, i هر برای پس
.dia′j = ٠ ، aid′j = ٠ ، cia′j = ٠ ، bid′j = ٠ ، aic′j = ٠ bia

′
j = ٠ ، aib′j = ٠ ، aia′j = ٠

است. آرمنداریز S لذا و


ai bi ci

٠ ai di

٠ ٠ ai



a′j b′j c′j

٠ a′j d′j

٠ ٠ a′j

 = ٠ ،j, i هر برای بنابراین

هر برای بزنیم حدس است ممکن ،٢ . ٢ . ٧ گزاره ی به توجه با باشد. تقلیل یافته حلقه  ی R کنیم فرض
نیست. درست حدس این که می دهد نشان زیر مثال نیست. آرمنداریز ،Dn(R) ،n ≥ ۴

نیست. آرمنداریز D۴(R) صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٨ مثال

چندجمله ای های حل:

f(x) =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

+


٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

x

و

g(x) =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

+


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

x

اما .f(x)g(x) = ٠ چون می گیریم. نظر در را D۴(R)[x] حلقه ی از
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠



٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 ̸= ٠,

نیست. آرمنداریز Dn(R) ،n ≥ ۵ هر برای بنابراین نیست. آرمنداریز D۴(R) پس
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نیست. آرمنداریز D٢(D٢(R)) صورت این در باشد. تقلیل یافته R کنیم فرض .٢ . ٢ . ٩ مثال

چندجمله ای های حل:

f(x) =


(٠ ١
٠ ٠

) (٠ ٠
٠ ٠

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)
+


(٠ ١
٠ ٠

) (
−١ ٠
٠ −١

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)
x

و

g(x) =


(٠ ١
٠ ٠

) (٠ ٠
٠ ٠

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)
+


(٠ ١
٠ ٠

) (١ ٠
٠ ١

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)
x

اما ، f(x)g(x) = ٠ چون می گیریم. نظر در را D٢(D٢(R))[x] حلقه ی از


(٠ ١
٠ ٠

) (٠ ٠
٠ ٠

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)


(٠ ١
٠ ٠

) (١ ٠
٠ ١

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)
 ̸= ٠,

نیست. آرمنداریز D٢(D٢(R)) پس

آرمنداریز T = T (R,R) بدیهی توسیع [٢٬٣ قضیه ،٢٣] بنابر  باشد. تقلیل یافته R حلقه ی کنیم فرض

را P (T ) اگر است. T حلقه ی اول رادیکال P (T ) =

{(٠ r

٠ ٠
)∣∣∣∣r ∈ R

}
که کنیم توجه است.

لذا تقلیل یافته T
P (T )

∼= R همچنین و است آرمنداریز نیز P (T ) آن گاه بگیریم، نظر در یک فاقد حلقه ی
است. آرمنداریز

باشند، آرمنداریز P (R) و R
P (R)

حلقه های و باشد آبلی R حلقه ی اگر که بزنیم حدس است ممکن بنابراین
نیست. درست حدس این که می دهد نشان بعد مثال اما است. آرمنداریز نیز R آن گاه

و باشد صحیح اعداد حلقه ی Z کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٠ مثال

R =

{(
a c

٠ b

)∣∣∣∣∣a, b, c ∈ Z , a− b ≡ c ≡ ٠ (mod٢)
}
.

نیست. آرمنداریز R اما هستند، آرمنداریز P (R) و R
P (R)

حلقه های صورت این در
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چون است. آرمنداریز P (R) =

{(٠ c

٠ ٠
)∣∣∣∣∣c ∈ Z , c ≡ ٠ (mod٢)

}
به وضوح حل:

چون است. آبلی R لذا هستند، R خودتوان های تنها
(١ ٠
٠ ١

)
و
(٠ ٠
٠ ٠

)

R

P (R)
=

{(
a ٠
٠ b

)∣∣∣∣∣a, b ∈ Z , a− b ≡ ٠ (mod٢)
}

∼=
{
(a, b)

∣∣∣∣a− b ≡ ٠ (mod٢)
}

R
P (R)

بنابراین است، تقلیل یافته R
P (R)

پس ، a = ٠ = b آن گاه ، (a, b)٢ = (a٢, b٢) = (٠, ٠) اگر و
است. آرمنداریز

چندجمله ای های نیست. آرمنداریز R می دهیم نشان حال

f(x) =

(٢ ٢
٠ ٠

)
+

(٠ ٢
٠ ٠

)
x

و

g(x) =

(٠ ٢
٠ −٢

)
+

(٠ ٢
٠ ٠

)
x

R پس ،
(٢ ٢
٠ ٠

)(٠ ٢
٠ ٠

)
̸= ٠ اما ، f(x)g(x) = ٠ چون می گیریم. نظر در را R[x] حلقه ی از

نیست. آرمنداریز

این به بعد مثال است؟ آرمنداریز R آیا باشد، آرمنداریز R/I حلقه ی I ناصفر ایده آل هر برای اگر
می دهد. منفی پاسخ سوال

باشد R از ناصفر ایده آلی I هرگاه ، R =

(
F F

٠ F

)
و باشد میدان یک F کنیم فرض .٢ . ٢ . ١١ مثال

نیست. آرمنداریز R اما است، آرمنداریز R/I آن گاه،

R از ناصفر و سره ایده آلی I اگر می دهیم نشان نیست. آرمنداریز R ،۶ . ٢ . ٢ مثال بنابر حل:

ایده آل های تنها
(٠ F

٠ ٠
)

و
(٠ F

٠ F

)
،
(
F F

٠ ٠
)

که کنیم توجه است. آرمنداریز R/I آن گاه، باشد

نشان حال است. آرمنداریز R/I لذا و R/I ∼= F آن گاه ، I =

(
F F

٠ ٠
)

اگر هستند. R ناصفر سره

g(x) = β٠ + β١x + و f(x) = α٠ + α١x + · · · + αnx
n کنیم فرض است. آرمنداریز I می دهیم

αi =

(
ai bi

٠ ٠
)

می دهیم قرار ،j, i هر برای .f(x)g(x) = ٠ و باشند I[x] از عضو دو · · ·+ βmx
m

a٠ ̸= ٠ اگر . a٠c٠ = ٠ = a٠d٠ نتیجه در . β٠ ̸= ٠ و α٠ ̸= ٠ کنیم فرض . βj =

(
cj dj

٠ ٠
)

و
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،j هر برای پس .b٠ ̸= ٠ لذا و a٠ = ٠ بنابراین است. تناقض یک که ، c٠ = d٠ = ٠ آن گاه
،a١ ̸= ٠ اگر . a١c٠ = ٠ = a١d٠ لذا و است f(x)g(x) در x ضریب α١β٠ نتیجه در .α٠βj = ٠
روند این ادامه ی با .α١βj = ٠ ،j هر برای نتیجه در است. تناقض یک که ،d٠ = ٠ = c٠ آن گاه

است. آرمنداریز I بنابراین .αiβj = ٠ ،j, i هر برای داد نشان می توان

قبل پاراگراف مشابه استدلالی با است. آرمنداریز R/J لذا و R/J ∼= F آن گاه ، J =

(٠ F

٠ F

)
اگر

است. آرمنداریز نیز j داد نشان می توان

پس ،K٢ = ٠ چون است. آرمنداریز نیز R/K لذا و R/K ∼= F ⊕ F آن  گاه ، K =

(٠ F

٠ ٠
)

اگر

است. آرمنداریز نیز K
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برای هرگاه پایااست موریتا خاصیت یک A می گوییم باشد. R حلقه ی از خاصیت یک A کنیم فرض
حلقه ی ،۶ . ٢ . ٢ مثال داشته باشند.بنابر را A خاصیت Mn(R) و eRe حلقه های ،e ∈ R خودتوان هر
نیست. پایا موریتا خاصیت یک آرمنداریز خاصیت بنابراین نیست. آرمنداریز R روی n× n ماتریسی
R آن گاه باشد، آرمنداریز eRe حلقه ی ،e غیربدیهی خودتوان هر برای اگر که بزنیم حدس است ممکن

نیست. درست حدس این که می دهد نشان بعد مثال اما است. آرمنداریز

بنابر . R =

(
Z٢ Z٢
٠ Z٢

)
و باشد ٢ پیمانه ی به صحیح اعداد حلقه ی Z٢ کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٢ مثال

تمام
(٠ ١
٠ ١

)
و
(١ ١
٠ ٠

)
،
(٠ ٠
٠ ١

)
،
(١ ٠
٠ ٠

)
که داریم توجه نیست. آرمنداریز R ،۶ . ٢ . ٢ مثال

آرمنداریز eRe ∼= Z٢ آن گاه باشد، خودتوان ها این از هرکدام e اگر و هستند R غیربدیهی خودتوان های
است.

.a, b, c ∈ R و باشد آرمنداریز R حلقه ی کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٣ لم

.acb = ٠ آن گاه ، acnb = ٠ و باشد مثبت و صحیح عدد n هرگاه .١

.acb = ٠ آن گاه باشد، مرکزی cn ،n مثبت و صحیح عدد هر برای و ab = ٠ هرگاه .٢

در را g(x) = (١ + cx + ... + cn−١xn−١)b و f(x) = a(١ − cx) جمله ای های چند (١) برهان.
.acb = ٠ پس ، f(x)g(x) = ٠ و است آرمنداریز R چون گیریم. می نظر

است. حاصل نتیجه (١) از استفاده با لذا ،acnb = ٠ چون (٢)

است. آبلی آرمنداریز، حلقه ی هر .١۴ . ٢ . ٢ نتیجه

،a = e می دهیم: قرار .r ∈ R و e = e٢ ∈ R و باشد آرمنداریز R حلقه ی کنیم فرض برهان.
، ac٢b = ٠ ،٢ . ٢ . ١٣ لم بنابر لذا و c٢ = ٠ و ab = ٠ نتیجه در .c = er(١ − e) و b = ١ − e

بنابراین

acb = ٠ → e(er(١− e))(١− e) = ٠ → er(١− e) = ٠ → er − ere = ٠ → er = ere

لذا و a١c١b١ = ٠ مشابه طور به آن گاه ، c١ = (١− e)re و b١ = e ، a١ = ١− e اگر نحو، همین به
است. مرکزی e بنابراین ، re = ere

حلقه های ،I سره ایده آل هر برای به طوری که دارد وجود R حلقه ی که نشان داده شد ،٢ . ٢ . ١١ مثال در
است.) شده گرفته نظر در یک فاقد حلقه ی I).نیست آرمنداریز R اما هستند، آرمنداریز I و R/I

آرمنداریز R/I و تقلیل یافته R حلقه ی اگر باشد. I حلقه ی از سره ایده آلی I کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٢ قضیه
است. آرمنداریز R آن گاه، باشد،
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، (bIa)٢ = ٠ و bIa ⊆ I و است تقلیل یافته I چون .ab = ٠ و a, b ∈ R کنیم فرض برهان.

و باشند R[x] حلقه ی از عضو دو g(x) =
m∑
i=٠

bix
j و f(x) =

m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض .bIa = ٠ پس

استفاده m روی استقرا از .aibj ∈ I ،j, i هر برای پس است، آرمنداریز R/I چون .f(x)g(x) = ٠
کنیم فرض است. حاصل بوضوح نتیجه m = ٠ برای .aibj = ٠ ،j, i هر برای دهیم نشان تا می کنیم
هر برای و ١ ≤ k < m کنیم فرض .a٠bj = ٠ ، j ∈ {٠, ١, · · · , n} هر برای می کنیم ادعا .m > ٠

این رو: از و bjIa٠ = ٠ نتیجه: در .a٠bj = ٠ ، j ∈ {٠, · · · , k − ١}

(ak−jbj)(a٠bk)٢ = ak−jbj(a٠bk)a٠bk ∈ ak−jbjIa٠bk = ak−j(bjIa٠)bk = ٠.

چندجمله ای در xk ضریب ٠ = a٠bk + a١bk−١ + · · · + akb٠ = a٠bk +
k−١∑
j=٠

ak−jbj عنصر

آن گاه، کنیم ضرب xk ضریب در راست از را (a٠bk)٢ اگر است. f(x)g(x) = ٠

٠ = (a٠bk +
k−١∑
j=٠

ak−jbj)(a٠bk)٢ = (a٠bk)٣.

، j ∈ {٠, ١, · · · , n} هر برای نتیجه در .a٠bk = ٠ این رو از ، a٠bk ∈ I و است تقلیل یافته I چون
،deg(f١(x)) < m چون . f١(x) = a١+a٢x+· · ·+amx

m−١ که ، f١(x)g(x) = ٠ لذا و a٠bj = ٠
بنابراین . aibj = ٠ ، ٠ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m هر برای می گیریم نتیجه استقرا فرض از استفاده با

.aibj = ٠ ،j, i هر برای

از مستقل آرمنداریز، و IFP مفاهیم  که کرد مشاهده می توان زیر در شده ذکر مثال دو به توجه با
می باشند. یکدیگر

نیست. آرمنداریز Z
٨Z ⊕ Z

٨Z جابجایی حلقه  ی .١۶ . ٢ . ٢ مثال
کنیم. بیان را زیر نکته ی باید ابتدا مثال این حل برای حل:

R⊕M روی باشد. مدول −R یک M و باشد R جابجایی حلقه ی از درونریختی α کنیم فرض نکته:
،(a,m), (b, n) ∈ R⊕M هر برای می کنیم: تعریف چنین را ضرب عمل

(a,m)(b, n) = (ab, α(a)n+ bm).

می دهیم. نشان R⊕α M علامت با را آن و است حلقه یک R⊕M که
می باشند. مرتب زوج صورت به Z

٨Z ⊕ Z
٨Z حلقه ی عناصر و Z

٨Z = Z٨ = {٠̄, ١̄, ..., ٧̄} می دانیم
طبق می گیریم. نظر در را ( Z

٨Z ⊕ Z
٨Z )[x] حلقه ی از f(x) = (۴̄, ٠̄) + (۴̄, ١̄)x = g(x) چندجمله ای

داریم: آرمنداریز حلقه ی تعریف

f(x)g(x) =
(
(۴̄, ٠̄) + (۴̄, ١̄)x

)(
(۴̄, ٠̄) + (۴̄, ١̄)x

)
= ٠

نیست. آرمنداریز فوق حلقه ی می دهد نشان که ، (۴̄, ٠̄)(۴̄, ١̄) = (١̄۶, ۴̄) = (٠̄, ۴̄) ̸= ٠ اما
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نشان حال نیست. آرمنداریز که دارد وجود (IFP (لذا جابجایی حلقه ی ، ١۶ . ٢ . ٢ مثال بنابر
ندارد. IFP خاصیت که دارد وجو آرمنداریز حلقه ای می دهیم

وسیله ی به شده تولید آزاد جبر −F ، A = F ⟨a, b, c⟩ و میدان یک F کنیم فرض .٢ . ٢ . ١٧ مثال
نیست. یکدار A است. صفر آن عناصر تمام ثابت جمله ی که باشد c, b, a ناپذیر تعویض متغیرهای
.(r ∈ A) می دهیم نشان I با می شود تولید crc و cc, ac عناصر وسیله ی به که را F + A از ایده آلی
فضای −F ندارد. IFP خاصیت R پس ،abc /∈ I اما ،ac ∈ I چون .R = F +A/I می دهیم قرار
با را هستند c از نسخه یک شامل دقیقاً که A از جمله ای هایی تک تمام وسیله ی به شده تولید برداری
F روی b, a ناپذیر تعویض متغیرهای وسیله ی به شده تولید آزاد جبر −F همچنین می دهیم. نشان I١
.A = I + I١ + I٢ که است واضح می دهیم. نشان I٢ = F ⟨a, b⟩ با را دارند صفر ثابت جمله ی که
چندجمله ای ها حلقه ی نمایانگر I٢[x] و I١[x] ،I[x] ، A[x] ادامه در است. آرمنداریز R می دهیم نشان

هستند. I٢ و I١, I, A روی ترتیب به
صورت: این در .f(x)g(x) ∈ I[x] و f(x), g(x) ∈ A[x] کنیم فرض ادعا:

.g(x) ∈ I٢[x] + I[x] و f(x) ∈ I١[x] + I[x] آن گاه ، f(x) /∈ I[x] اگر .١

g(x) ∈ cI٢[x] + I[x] و f(x) ∈ I١[x] + I[x] + I٢[x] آن گاه ، g(x) /∈ I[x] اگر .٢

که طوری به دارند وجود f٣, g٣ ∈ I٣[x] و f٢, g٢ ∈ I٢[x] و f١, g١ ∈ I١[x] عناصر ادعا: اثبات
لذا و (f١ + f٢)(g١ + g٢) ∈ I[x] پس، .g(x) = g١ + g٢ + g٣ و f(x) = f١ + f٢ + f٣

پس ، f١g١ + f١g٢ + f٢g١ ∈ I[x] + I١[x] چون .(f١ + f٢)(g١ + g٢) ∈ I[x] + I١[x]
اگر .g٢ = ٠ یا f٢ = ٠ لذا و f٢g٢ = ٠ می گیریم نتیجه ، f٢g٢ ∈ I٢[x] که این از .f٢g٢ ∈ I٢[x]
از و f١g٢ = ٠ نتیجه در .f١g٢ ∈ I[x] میگیریم نتیجه f١g١, f١(g١ + g٢) ∈ I[x] از آن گاه ،f٢ = ٠

می آید. دست به نظر مورد نتیجه ی ترتیب این به .g٢ = ٠ یا f١ = ٠ رو این
یکی به یک تابع .f١g١ ∈ I[x] پس ، f٢g١, (f١ + f٢)g١ ∈ I[x] چون .g٢ = ٠ کنیم فرض حال
طوری به دارد وجود مثبت صحیح اعداد مجموعه ی به I٢ حلقه ی جمله ای های تک تمام مجموعه ی از
را I٢ حلقه ی جمله ای های تک تمام مجموعه ی تابع این لذا و می کند تصویر ٢ به را b و ١ به را a که
.٢ < ١١ < ١٢ زیرا ، b < aa < ab مثال، برای می کند. تبدیل مرتب کاملا مجموعه ی یک به
اعداد میدان به I١ برداری فضای −F جمله ای های تک تمام مجموعه ی از یک به یک تابعی همچین
تمام مجموعه ی تابع این لذا و می کند تصویر ٠/٠ و ٢, ١ ترتیب به را c, b, a که طوری به دارد وجود گویا
مثال، برای می کند. تبدیل مرتب کاملا مجموعه ی یک به را I١ برداری فضای −F جمله ای های تک
و tj و hi جمله ای های تک .٠/٠٢٢٢٢٢٢ < ١٠/٠١٢ < ٢٠/٠ زیرا، .cbbbbbb < acab < bc

نمود فرض می توان . g١ =
N∑
j=١

tjlj و f٢ =
M∑
i=١

hiki که طوری به دارند وجود F [x] از ki و lj عناصر

hi سایر از بزرگتر hi· کنیم فرض . tjδ ̸= tjγ آن گاه ، jδ ̸= jγ اگر و hiα ̸= hiβ آن گاه ، iα ̸= iβ اگر

f٢g١ = (
M∑
i=١

hiki)(
N∑
j=١

tjlj) =
∑

i=١,...,M,j=١,...,N
hitjkilj چون باشد. ها tj سایر از بزرگتر tj· و ها



٢۴ آرمنداریز و IFP حلقه های .٢

در و hi·tj·ki·lj· ∈ I[x] باید I خواص بنابر هاست، hitj سایر از بزرگتر hi·tj· و f٢g١ ∈ I[x] و
بزرگترین tj· که این از و می شود شروع c با tj· پس ، hi· ∈ I و ac ∈ I چون . hi·tj· ∈ I نتیجه
چون .g١ = cg′ که دارد وجود g′ ∈ I٢[x] نتیجه در شوندو شروع c با باید نیز ها ti سایر پس است،
این از و f ′′bcg′ ∈ I[x] می گیریم نتیجه f٢g١ ∈ I[x] از پس ، f ′, f ′′ ∈ I٢[x] که ، f٢ = f ′a+ f ′′b

می شود. کامل ادعا اثبات ترتیب این به و ،g′ = ٠ یا f ′′ = ٠ بنابراین .f ′′bcg′ = ٠ رو
و y(x) = y١ + y٢ کنیم فرض . y(x)z(x) ∈ I[x] و y(x), z(x) ∈ (F + A)[x] کنیم فرض حال

نتیجه: در . y٢, z٢ ∈ A[x] و y١, z١ ∈ F [x] که ، z(x) = z١ + z٢
خواص از استفاده با و y(x)z(x) = (y١ + y٢)(z١ + z٢) = y١z١ + y١z٢ + y٢z١ + y٢z٢ ∈ I[x]

کنیم فرض .z١ = ٠ یا y١ = ٠ پس . y١z٢ + y٢z١ + y٢z٢ ∈ I[x] و y١z١ = ٠ می گیریم نتیجه I
اگر . y٢z١, y٢z٢ ∈ I[x] می گیریم نتیجه ، z١ ∈ F [x] و y٢z١ + y٢z٢ ∈ I[x] که این از .y١ = ٠
و y(x) ضرایب حاصلضرب لذا و y٢ ∈ I[x] می گیریم نتیجه I خواص از استفاده با آن گاه ، z٢ ̸= ٠
همان شده، ثابت ادعای از استفاده با و y٢z٢ ∈ I[x] آن گاه ، z١ = ٠ اگر دارند. قرار I در نیز z(x)

می شوند. حاصل نتایج
است. آرمنداریز R آورد.بنابراین دست به را نظر مورد نتیجه ی می توان نحو همین به z١ = ٠ حالت برای



٣ فصل

آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های

آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های ٣ . ١

فصل این در ما .ba = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R برای هرگاه می نامیم برگشت پذیر را R حلقه ی
ابتدا می کنیم. بیان را است شده انجام برگشت پذیر حلقه های با رابطه در [٧] ١ کن توسط که بررسی هایی
می گیریم نظر در را نیاز مورد مثال های به انضمام برگشت پذیر حلقه های به مربوط توسیع های و خواص
برگشت پذیر نیست نیازی برگشت پذیر حلقه ی یک روی چندجمله ای ها حلقه ی که می دهیم نشان سپس و
برگشت پذیر R[x]/ ⟨xn⟩ سپس باشد تقلیل یافته حلقه ی یک R اگر می دهیم نشان این بر علاوه و باشند

است. مثبت صحیح عدد یک n و xn توسط تولیدشده ایده آل ⟨xn⟩ که است،
نتیجه rst ∈ A ،r, s, t ∈ R برای اگر است متقارن R حلقه ی از A ایده آل ، [٢٠] ٢ لمبک به سبب
.rts = ٠ دهد نتیجه rst = ٠ ،r, s, t ∈ R برای اگر است متقارن R حلقه ی بنابراین ، rts ∈ A دهد
دارای برگشت پذیر حلقه های و هستند برگشت پذیر متقارن حلقه های ، [ ٣ قضیه ، ٣ ] طبق بوضوح
حلقه های و برگشت پذیر حلقه های به مربوط خواص ما قسمت این در حال می باشند. IFP خاصیت

کرد. خواهیم مطالعه را آن ها به مربوط توسیع های از برخی و می کنیم مشاهده را IFP

معادلند: R حلقه ی روی زیر گزاره های .٣ . ١ . ١ لم

است. R از ایده آل یک R روی راست پوچساز هر .١

است. R از ایده آل یک R روی چپ پوچساز هر .٢

است.) IFP خاصیت دارای R) .aRb = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای .٣

١Cohn
٢Lambek



٢۶ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣

خاصیت دارای زیر حلقه ی صورت این در باشد، تقلیل یافته حلقه ی یک R کنیم فرض .٣ . ١ . ٢ گزاره
است. IFP

S =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a


∣∣∣∣∣a, b, c, d ∈ R


عنصر دو برای که کنیم توجه باید ابتدا برهان.

a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

 ,


a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢


می کنیم: تعریف زیر صورت به را ضرب و جمع S از

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)

و

(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢).

نتیجه: در .(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = ٠ کنیم فرض

a١a٢ = ٠ (١)

a١b٢ + b١a٢ = ٠ (٢)

a١c٢ + b١d٢ + c١a٢ = ٠ (٣)

a١d٢ + d١a٢ = ٠ (۴)

می کنیم. استفاده هستند IFP خاصیت دارای تقلیل یافته حلقه های این که و R بودن تقلیل یافته شرط از
ضرب با .a١Ra٢ = ٠ داریم: (١) معادله ی از می آیند. دست به ،٣ . ١ . ١ لم اساس بر زیر محاسبات
، b١a٢ = ٠ لذا و ٠ = a١b٢a٢ + b١a٢a٢ = b١a٢a٢ داریم: (٢) معادله ی در راست سمت از a٢
معادله ی از مشابه به طور .a١Rb٢ = ٠ می دهد، نتیجه a١b٢ = ٠ سپس و b١Ra٢ = ٠ این رو از
داریم: (٣) معادله ی در راست سمت از a٢ ضرب با حال .a١Rd٢ = ٠ و d١Ra٢ = ٠ داریم: (۴)
معادله ی لذا و c١Ra٢ = ٠ این رو از .c١a٢ = ٠ لذا و ٠ = a١c٢a٢ + b١d٢a٢ + c١a٢a٢ = c١a٢a٢

داشت: خواهیم را زیر

a١c٢+b١d٢ = ٠ (۵)

a١d٢ = ٠ زیرا ٠ = a١c٢a١ + b١d٢a١ = a١c٢a١ داریم: (۵) در راست سمت از a١ ضرب با
.b١Rd٢ = ٠ می دهد نتیجه b١d٢ = ٠ نتیجه در و a١Rc٢ = ٠ این رو از .d٢a١ = ٠ می دهد نتیجه

داریم: u, t, s, r ∈ R عناصر برای قبل نتایج طبق حال

(a١, b١, c١, d١)(r, s, t, u)(a٢, b٢, c٢, d٢)



٢٧ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣ . ١

= (a١ra٢, a١rb٢ + a١sa٢ + b١ra٢, a١rc٢ + a١sd٢ + b١rd٢ + a١ta٢ + b١ua٢

+c١ra٢, a١rd٢ + a١ua٢ + d١ra٢) = ٠.

داریم:


r s t

٠ r u

٠ ٠ r

 ∈ S هر برای آن، تبع به


a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١



r s t

٠ r u

٠ ٠ r



a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 = ٠.

است. IFP(نیم جابجایی) خاصیت دارای S این رو از

می کنیم: تعریف زیر صورت به را Rn جدید حلقه ی باشد تقلیل یافته حلقه ی یک S کنیم فرض

Rn =





a a١٢ a١٣ · · · a١n
٠ a a٢٣ · · · a٢n
٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


∣∣∣∣∣a, aij ∈ S


,

دارای Rn حلقه ی n ≥ ۴ برای که بزنیم حدس است ممکن ،٣ . ١ . ٢ گزاره ی براساس . n ≥ ٢ آن در که
نمی باشد. درست حدس این که می دهد نشان زیر مثال اما است، IFP خاصیت

و باشد حلقه یک S کنیم فرض .٣ . ١ . ٣ مثال

R۴ =




a a١٢ a١٣ a١۴
٠ a a٢٣ a٢۴
٠ ٠ a a٣۴
٠ ٠ ٠ a


∣∣∣∣∣a, aij ∈ S

 .

که، داریم توجه
٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠



٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

 = ٠.

داریم: اما
٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠



٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠



٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

 =


٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 ̸= ٠.



٢٨ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣

دارای Rn ،n ≥ ۵ برای مشابه به طور و نمی باشد، IFP خاصیت دارای R۴ ،٣ . ١ . ١ لم طبق بنابراین
نیست. IFP خاصیت

می کنیم. ذکر را آن ادامه در که است شده اثبات لمبک توسط زیر لم

هستند. IFP خاصیت دارای برگشت پذیر حلقه های .۴ . ٣ . ١ لم

،bar = ٠ داریم r ∈ R تمام برای .ba = ٠ نتیجه در ab = ٠، a, b ∈ R برای کنیم فرض برهان.
است. IFP خاصیت دارای R رو این از .arb = ٠ ،٣ . ١ . ١ لم طبق بنابراین

برای را موضوع این زیر مثال نمی باشد. صحیح کلی حالت در ،۴ . ٣ . ١ لم عکس ،٣ . ١ . ٢ گزاره طبق
می سازد. روشن ما

یک ،٣ . ١ . ٢ گزاره ی طبق زیر حلقه ی نتیجه در باشد. تقلیل یافته حلقه ی یک R کنیم فرض .۵ . ٣ . ١ مثال
است. IFP حلقه ی

S =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a


∣∣∣∣∣a, b, c, d ∈ R

 .

چون
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠



٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 =


٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

اما
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠



٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 = ٠.

نیست. برگشت پذیر S پس

حلقه ی یک T (R,R) صورت این در باشد. تقلیل یافته حلقه ی یک R کنیم فرض .۶ . ٣ . ١ گزاره
است. برگشت پذیر

کنیم فرض برهان.

نتیجه در .
(
a b

٠ a

)(
c d

٠ c

)
= ٠ به طوری که

(
a b

٠ a

)
,

(
c d

٠ c

)
∈ T (R,R)

داریم: است تقلیل یافته R که آن جا از .ac = ٠ = ad+ bc

(ca)٢ = caca = c(٠)a = ٠

(ca)٢ = ٠ تقلیل یافته ،R
−−−−−−→ ca = ٠



٢٩ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣ . ١

بنابراین و
ac = ٠ −→ ca = ٠

c(ad+ bc) = c(٠) −→ cad+ cbc = ٠ −→ ٠+ cbc = ٠ −→ cbc = ٠
×b−→ b(cbc) = b(٠) −→ bcbc = ٠ −→ (bc)٢ = ٠ تقلیل یافته ،R

−−−−−−→ bc = ٠(
c d

٠ c

)(
a b

٠ a

)
= ٠ نتیجه: در ،cb = ٠ = ad رو این از .ad = ٠ سپس

آن گاه باشد، برگشت پذیر R حلقه ی اگر که بزنیم حدس است ممکن ،۶ . ٣ . ١ گزاره ی گرفتن نظر در با
درست حدس این زیر مثال به توجه با اما می باشد. IFP خاصیت دارای یا است برگشت پذیر T (R,R)

نیست.

بدیهی توسیع R و حقیقی اعداد میدان روی همیلتنی چهارگان های حلقه ی H کنیم فرض .٣ . ١ . ٧ مثال
توسط R بدیهی توسیع S کنیم فرض حال است. برگشت پذیر R ،۶ . ٣ . ١ گزاره ی طبق باشد. H توسط H

که داریم توجه باشد. R
(٠ i

٠ ٠
) (

j ٠
٠ j

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ i

٠ ٠
)


(٠ ١
٠ ٠

) (
k ٠
٠ k

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)
 = ٠.

اما:
(٠ i

٠ ٠
) (

j ٠
٠ j

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ i

٠ ٠
)


(
j ٠
٠ j

) (٠ ٠
٠ ٠

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (
j ٠
٠ j

)
×


(٠ ١
٠ ٠

) (
k ٠
٠ k

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)


=


(٠ ٠
٠ ٠

) (
−٢ ٠
٠ −٢

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ٠
٠ ٠

)


برگشت پذیر ،۴ . ٣ . ١ لم طبق و نیست IFP خاصیت دارای S = T (R,R) ،٣ . ١ . ١ لم طبق این رو از
نمی باشد.

داشت. خواهیم برگشت پذیر حلقه های برای را زیر اساسی معادله های

معادلند: زیر گزاره های R حلقه ی برای .٣ . ١ . ٨ لم

است. برگشت پذیر R .١



٣٠ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣

.rR(S) = lR(S) ،S ⊆ R هر برای .٢

.lR(a) = rR(a) ،a ∈ R هر برای .٣

.BA = ٠ دهد نتیجه AB = ٠ ،R از B,A ناتهی زیرمجموعه ی دو هر برای .۴

برعکس. و ، Sa = ٠ می دهد نتیجه aS = ٠ ،S ⊆ R و a ∈ R برای :(٢) ⇐ (١) برهان.
هستند. واضح :(١) ⇐ (۴) و (٣) ⇐ (٢)

برای نتیجه در .AB = ٠ به طوری که، باشند R از ناتهی زیرمجموعه ی دو B,A کنیم فرض :(۴) ⇐ (٣)
BA =

∑
a∈A,b∈B

ba = این رو از .ba = ٠ شرط طبق بنابراین ،ab = ٠ داریم: b ∈ B و a ∈ A هر

٠
کنیم. صحبت برگشت پذیر حلقه های در پوچسازها از می توانیم آسانی به ،(٢) قسمت ٣ . ١ . ٨ لم در

کرد. خواهیم مشاهده را ٣ . ١ . ٨ لم از مستقیم نتایج ادامه در

هستند. بسته مستقیم حاصلضرب و زیرحلقه هایشان  تحت برگشت پذیر حلقه های کلاس .٣ . ١ . ٩ لم

R کنیم فرض می کنیم. تعریف R حلقه ی اول رادیکال را P (R) و می گیریم نظر در را R حلقه ی
مثال طبق اما است. برگشت پذیر ،۶ . ٣ . ١ گزاره ی طبق T (R,R) سپس باشد، تقلیل یافته حلقه ی یک
وضعیت این نمی باشد. برگشت پذیر کلی حالت در است برگشت پذیر R که زمانی T (R,R) ،٣ . ١ . ٧

می کند. بیان زیر مانند برگشت پذیر حلقه های برای را ساده ای شرط

کنیم فرض همچنین و ، P (R)٢ = ٠ به طوری که باشد حلقه یک R کنیم فرض .٣ . ١ . ١٠ ملاحظه
برای .ba = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ ،{a, b} ⊈ P (R) به طوری که R از {a, b} زیرمجموعه ی هر برای
اگر حال .ba = ٠ داریم: شرط طبق آن گاه ،{a, b} ⊈ P (R) اگر .ab = ٠ می دهیم: قرار a, b ∈ R

برگشت پذیر R بنابراین .ba = ٠ می گیریم نتیجه P (R)٢ = ٠ که آن جا از آ ن گاه ، {a, b} ⊆ P (R)

است.

نمی باشند. زائد ، ٣ . ١ . ١٠ ملاحظه ی در شده ذکر شرایط زیر، مثال به توجه با

حالات برای نتیجه این که است ممکن نیست. زائدی شرط ، P (R)٢ = ٠ شرط :(١) .٣ . ١ . ١١ مثال
و باشد تقسیم حلقه ی یک S کنیم فرض نشود. داده بسط ،n ≥ ٣ که زمانی ، P (R)n از دیگری

R =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a


∣∣∣∣∣a, b, c, d ∈ S

 .

برگشت پذیر ،۵ . ٣ . ١ مثال طبق اما است IFP خاصیت دارای R حلقه ی ،٣ . ١ . ٢ گزاره ی طبق نتیجه در
داریم، توجه نمی باشد.

P (R) =


٠ S S

٠ ٠ S

٠ ٠ ٠

 ,



٣١ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣ . ١

و {x, y} ⊈ P (R) اگر است. شده داده x, y ∈ R حال .P (R)٢ ̸= ٠ اما P (R)٣ = ٠ بنابراین
.(yx = ٠ این رو (از y = ٠ می دهد نتیجه xy = ٠ آن گاه ، x /∈ P (R)

حلقه ی روی بالامثلثی ٢ × ٢ ماتریس های حلقه ی ،R کنیم فرض نیستند. زائد هم دیگر شرایط :(٢)
نتیجه در باشد. S نیم اول

P (R) =

(٠ S

٠ ٠
)
,

داریم: اما . P (R)٢ = ٠ ٠)بنابراین ١
٠ ٠

)(١ ٠
٠ ٠

)
= ٠

١)و ٠
٠ ٠

)(٠ ١
٠ ٠

)
=

(٠ ١
٠ ٠

)
̸= ٠,

نیست. برگشت پذیر R بنابراین
شرایط از هیچ یک در و نیست برگشت پذیر به طوری که دارد وجود (IFP نیم جابجایی( حلقه ی یک :(٣)
باشد. مولفه به مولفه ضرب با ،S = D ⊕ D و تقلیل یافته حلقه ی یک D کنیم فرض نمی کند. صدق
است، تقلیل یافته S که آن جا از سپس باشد. S روی (١) قسمت در شده ذکر حلقه ی R کنیم فرض حال
توجه نیست. برگشت پذیر R ،۵ . ٣ . ١ مثال طبق اما است، IFP خاصیت دارای ،٣ . ١ . ٢ گزاره ی طبق R

که، داریم

P (R) =


٠ S S

٠ ٠ S

٠ ٠ ٠

 ,

نظر در R حلقه ی در زیر صورت به را y, x عنصر دو حال P (R)٢ ̸= ٠. اما P (R)٣ = ٠ بنابراین
می گیریم:

x =


(١, ٠) (٠, ١) ٠
٠ (١, ٠) ٠
٠ ٠ (١, ٠)

 و y =


٠ ٠ ٠
٠ ٠ (٠, ١)
٠ ٠ ٠

 .

اما ،yx = ٠ و x /∈ P (R) نتیجه در

xy =


٠ ٠ (٠, ١)
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ̸= ٠.

n که R = Z٢n کنیم فرض داریم. مختلفی شرایط ما است، جابجایی  حلقه که مواردی برای :(۴)
، i ≤ n − ١ برای و P (R)n = ٠ اما است برگشت پذیر R بوضوح است. مثبت صحیح عدد یک

.P (R) = {٠, ٢, · · · , ٢n−١} که جایی P (R)i ̸= ٠



٣٢ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣

ممکن بود، تقلیل یافته R حلقه ی آن در که ،۶ . ٣ . ١ گزاره ی در T (R,R) بودن برگشت پذیر مشاهده با
از I برگشت پذیر ناصفر سره ایده آل هر برای اگر است برگشت پذیر حلقه ی یک R که بزنیم حدس است
حال این با می شود. گرفته نظر در نیست یکدار که حلقه ای به عنوان I که باشد، برگشت پذیر R/I ،R

می کند. پاکسازی را ذهنیت این حدامکان تا زیر مثال

برگشت پذیر R باشد. (١) قسمت ٣ . ١ . ١١ مثال در شده ذکر حلقه ی R کنیم فرض .٣ . ١ . ١٢ مثال
هستند: زیر به فرم R حلقه ی ناصفر سره ایده آل های تنها داریم توجه ابتدا نیست.

I١ =


٠ S S

٠ ٠ S

٠ ٠ ٠

 , I٢ =


٠ S S

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠



I٣ =


٠ ٠ S

٠ ٠ S

٠ ٠ ٠

 و I۴ =


٠ ٠ S

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 .

عناصر با I١ است. وارون پذیر ،a ̸= ٠ که


a b c

٠ a d

٠ ٠ a

 از عنصر هر که آن جا از


٠ ٠ ١
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 و


٠ ١ ١
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 ,

برگشت پذیر لذا هستند، پوچ توان ٢ اندیس از j = ٢, ٣, ۴ با Ijها که آن جا از اما نمی باشد، برگشت پذیر
حلقه ی یک S کنیم فرض حال می گیریم. نظر در j = ٢, ٣, ۴ با Ij برای مواردی ما بنابراین می باشند.

می دهیم: قرار باشد. تقسیم

α =


x١ ٠ ٠
٠ x١ y١
٠ ٠ x١

 , β =


x٢ ٠ ٠
٠ x٢ y٢
٠ ٠ x٢

 ∈ R/I٢

به طوری که

αβ =


x١x٢ ٠ ٠
٠ x١x٢ x١y٢ + y١x٢
٠ ٠ x١x٢

 =


٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 .

می دهد نتیجه ٠ = x١y٢x٢ + y١x٢x٢ = y١x٢x٢ بنابراین ، x١x٢ = x١y٢ + y١x٢ = ٠ نتیجه در
βα = ٠. بنابراین ، x٢x١ = x٢y١ = y٢x١ = ٠ این روداریم: از ، y١x٢ = ٠ = x١y٢



٣٣ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣ . ١

می شود. انجام قبل مطابق محاسبات R/I٣ برای
می دهیم: قرار حال

α =


x١ y١ ٠
٠ x١ z١
٠ ٠ x١

 , β =


x٢ y٢ ٠
٠ x٢ z٢
٠ ٠ x٢

 ∈ R/I۴

که: به طوری

αβ =


x١x٢ x١y٢ + y١x٢ ٠
٠ x١x٢ x١z٢ + z١x٢
٠ ٠ x١x٢

 =


٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 .

نتیجه x١x٢ = x١y٢ + y١x٢ = ٠ بنابراین ، x١x٢ = x١y٢ + y١x٢ = x١z٢ + z١x٢ = ٠ نتیجه در
این رو از ، x١z٢ = z١x٢ = ٠ نتیجه در x١x٢ = x١z٢ + z١x٢ = ٠ و x١y٢ = y١x٢ = ٠ می دهد
سره ایده آل هر برای نتیجه در .βα = ٠ لذا و ، x٢x١ = x٢y١ = y٢x١ = z٢x١ = x٢z١ = ٠ داریم:

است. برگشت پذیر R/I ،R از I برگشت پذیر ناصفر

داشت. خواهیم مطلب این برای را مثبتی جواب بگیریم، نظر در را زیر مانند قوی تری شرط اگر اما

I اگر باشد. برگشت پذیر حلقه ی یک R/I ،R حلقه ی از I ایده آل برای کنیم فرض .٣ . ١ . ١٣ گزاره
است. برگشت پذیر R آن گاه باشد تقلیل یافته

و ،ba ∈ I داریم است برگشت پذیر R/I که آن جایی از .ab = ٠ ،a, b ∈ R برای کنیم فرض برهان.
است. برگشت پذیر R بنابراین .ba = ٠ می دهد نتیجه که (ba)٢ = ٠ لذا است تقلیل یافته I چون

برای آن گاه باشد برگشت پذیر R حلقه ی اگر که بزنیم حدس است ممکن دوگانه، بحث یک به عنوان
ما که داشته باشد وجود نقضی مثال است ممکن حال این با است. برگشت پذیر R/I ،R در I ایده آل هر

خواهیم کرد. مشاهده ،٣ . ٢ . ١ مثال در را آن بعداً

مرکزی خودتوان های از برخی برای صورت این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .١ .١۴ . ٣ . ١ گزاره
باشد. برگشت پذیر R وتنهااگر اگر هستند برگشت پذیر (١− e)R و eR ،R از e

مرکزی منظم عناصر شامل R از ضربی بسته زیرمجموعه یک ∆ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢
باشد. برگشت پذیر ∆−١R وتنهااگر اگر است برگشت پذیر R صورت این در باشد.

می دهد. نشان را ،٣ . ١ . ٩ لم ضرورت گزاره این اثبات برهان.

فرض طبق بنابراین (١− e)ab = ٠ و eab = ٠ نتیجه در .ab = ٠ ،a, b ∈ R برای کنیم فرض .١
R نتیجه در و ba = eba + (١ − e)ba = ٠ این رو، از .(١ − e)ba = ٠ و eba = ٠ داریم:

است. برگشت پذیر



٣۴ آن ها از توسیع هایی و برگشت پذیر حلقه های .٣

آن جایی از .a, b ∈ R و u, v ∈ ∆ ، β = v−١b ، α = u−١a که به طوری αβ = ٠ کنیم فرض .٢
٠ = αβ = u−١av−١b = (u−١v−١)ab = (uv)−١ab داریم: است، R مرکز در موجود ∆ که

داریم: و ba = ٠ بنابراین است، برگشت پذیر R فرض طبق اما .ab = ٠ و
است. برگشت پذیر ∆−١R این رو از .βα = v−١bu−١a = (vu)−١ba = ٠

پذیر برگشت حلقه های روی چندجمله ای ها حلقه ی ٣ . ٢

مشاهده را مربوط مثال های و برگشت پذیر حلقه های از مهم توسیع نوع دو برگشت پذیری قسمت این در
تقلیل یافته حلقه های ،٢ . ٢ . ٢ طبق است. اهمیت حائز ما برای چندجمله ای ها حلقه ی ابتدا کرد. خواهیم
بین رابطه ای است ممکن این رو از می باشند. آبلی آرمنداریز حلقه های ،١۴ . ٢ . ٢ طبق و هستند آرمنداریز
چندجمله ای ها حلقه ی درباره ی زیر نتایج باشد. داشته وجود برگشت پذیر حلقه های و آرمنداریز حلقه های

شده  اند. ثابت

باشد. جابجایی  R[x] تنهااگر و اگر است جابجایی  R حلقه ی .١

باشد. تقلیل یافته R[x] تنهااگر و اگر است تقلیل یافته R حلقه ی .٢

.[٢ قضیه ی ،٢] باشد آرمنداریز  R[x] تنهااگر و اگر است آرمنداریز R حلقه ی .٣

.[٨ قضیه ی ،١٧] باشد آبلی R[x] تنهااگر و اگر است آبلی R حلقه ی .۴

تنهااگر و اگر است برگشت پذیر R حلقه ی که کنیم گمان است ممکن ،٣ . ١ . ٩ لم و بالا نتایج براساس
می کند. پاکسازی را مطلب این امکان حد تا زیر مثال حال این با باشد. برگشت پذیر R[x]

A = Z٢ [a٠, a١, a٢, b٠, b١, b٢, c] و ٢ پیمانه ی به صحیح اعداد میدان Z٢ کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ مثال
c, b٢, b١, b٠, a٢, a١, a٠ تعویض ناپذیر متغیرهای در صفر ثابت جمله های با چندجمله ای ها از آزاد جبر
تولید شده Z٢+A حلقه ی از ایده آلی را I و است یک بدون حلقه ی یک A که داریم توجه باشند. Z٢ روی

می گیریم. نظر در زیر عناصر توسط

a٠b٠, a٠b١ + a١b٠, a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠, a١b٢ + a٢b١, a٢b٢, a٠rb٠, a٢rb٢,

b٠a١ + b١a٠, b٠a٢ + b١a١ + b٢a٠, b١a٢ + b٢a١, b٢a٢, b٠ra٠, b٢ra٢,

(a٠ + a١ + a٢)r(b٠ + b١ + b٢), (b٠ + b١ + b٢)r(a٠ + a١ + a٢), و , r١r٢r٣r۴

بدیهی و R = (Z٢ + A)/I دهیم: می قرار حال .A۴ ∈ I بوضوح .r۴, r٣, r٢, r١, r ∈ A به طوری که
که، داریم توجه .R[x] ∼= (Z٢ + A)[x]/I[x] که است

(a٠ + a١x+ a٢x٢)(b٠ + b١x+ b٢x٢) ∈ I[x]
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اما
(a٠ + a١x+ a٢x٢)c(b٠ + b١x+ b٢x٢) /∈ I[x]

نمی باشد. برگشت پذیر بنابراین نیست IFP خاصیت دارای R[x] این رو از .a٠cb١ + a١cb٠ /∈ I زیرا
یک c, b٢, b١, b٠, a٢, a١, a٠ عناصر از حاصلضرب هر است. برگشت پذیر R که می دهیم نشان حال
متغیرهای nتا از حاصلضربی α اگر است n درجه ی از تک جمله ای یک α گوییم و می نامیم تک جمله ای
باشد. Z٢ روی n درجه ی از تک جمله ای های از خطی ترکیبات تمام مجموعه ی Hn کنیم فرض باشد. فوق

ri ∈ Hi و
s∑

i=١
ri ∈ I اگر (یعنی است همگن ایده آلی I و است متناهی n هر برای Hn که داریم توجه

.( ri ∈ I آنگاه: ،
.g١f١ ∈ I آن گاه: ، f١g١ ∈ I و f١, g١ ∈ H١ هرگاه :١ ادعای

می  افتند: اتفاق زیر حالت های ، I ایده آل تعریف بنابر :١ ادعای اثبات

(f١ = a٠, g١ = b٠) , (f١ = a٢, g١ = b٢) , (f١ = a٠ + a١ + a٢, g١ = b٠ + b١ + b٢),

(f١ = b٠, g١ = a٠) , (f١ = b٢, g١ = a٢) و (f١ = b٠ + b١ + b٢, g١ = a٠ + a١ + a٢).

می شود. حاصل نظر مورد نتیجه ی ،I تعریف از استفاده با حالت هر در
.gf ∈ I آن گاه: ،fg ∈ I و f, g ∈ A هرگاه :٢ ادعای

دارند وجود f۴, g۴ ∈ I و f٣, g٣ ∈ H٣ ، f٢, g٢ ∈ H٢ ، f١, g١ ∈ H١ عناصر :٢ ادعای اثبات
Hi ⊆ i ،i ≥ ۴ هر برای چون .g = g١ + g٢ + g٣ + g۴ و f = f١ + f٢ + f٣ + f۴ به طوری که
می دهد: نتیجه fg ∈ I بنابراین .fg = f١g١ + f١g٢ + f٢g١ + h که دارد وجود h ∈ I پس ،
طبق .f١g٢ + f٢g١ ∈ I و f١g١ ∈ I است، همگن I که آن جا از اما .f١g١ + f١g٢ + f٢g١ ∈ I

، f١g٢ + f٢g١ ∈ I این که از .g١f٢ + g٢f١ ∈ I می دهیم: نشان ،g١f١ ∈ I مشاهد ه ی با ١ ادعای
داریم: را زیر موارد

f١ = a٠, g١ = b٠ (١)

f١ = a٢, g١ = b٢ (٢)

f١ = a٠ + a١ + a٢, g١ = b٠ + b١ + b٢ (٣)

f١ = b٠, g١ = a٠ (۴)

f١ = b٢, g١ = a٢ (۵)

f١ = b٠ + b١ + b٢, g١ = a٠ + a١ + a٢. (۶)

برای می گیریم. نظر در g٢ و f٢ برای دیگری موارد بنابراین است، حاصل نتیجه سپس f٢, g٢ ∈ I اگر
می آوریم: به دست را زیر موارد ،(١) فرض

(f٢ ∈ I, g٢ = b٠t) , (f٢ ∈ I, g٢ = tb٠) , (f٢ = a٠s, g٢ = b٠t) , (f٢ = a٠s, g٢ = fb٠),
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(f٢ = sa٠, g٢ = b٠t) , (f٢ = sa٠, g١ = tb٠) , (f٢ = a٠s, g٢ ∈ I) و (f٢ = sa٠, g٢ ∈ I),

و (٢) موارد اثبات .g١f٢+g٢f١ ∈ I داریم: سپس هستند. ١ درجه ی از دلخواه تک   جمله ای  های t, s که
g١f٢+g٢f١ ∈ I آن تبع به می شوند. انجام متقارن به صورت (۶) و (۵) ،(۴) موارد  و مشابه به طور (٣)

است. I در موجود همچنین ،k ∈ I که gf = g١f١ + g١f٢ + g٢f١ + k بنابراین و
برای .g, h ∈ Z٢ + A که gh ∈ I می دهیم قرار است، برگشت پذیر R دهیم نشان این که برای حال

بنابراین .h = β + h′ و g = α + g′ می دهیم، قرار ، g′, h′ ∈ A برخی و α, β ∈ Z٢ از برخی

αβ + αh′ + g′β + g′h′ = gh ∈ I.

g′h′ ∈ I و g′ ∈ I بنابراین ، g′β + g′h′ ∈ I سپس .α = ٠ کنیم فرض .β = ٠ یا α = ٠ این رو از
hg = βg′ + h′g′ ∈ I بنابراین و h′g′ ∈ I ،٢ ادعای طبق این رو از .β ∈ Z٢ و است همگن I زیرا ،
R حلقه ی نتیجه در .hg = h′α + h′g′ ∈ I می آوریم: دست به مشابه به طور ،β = ٠ مورد برای .

است. برگشت پذیر

برگشت پذیر حلقه ی یک R اگر که شد بیان قبلا که حدسی برای را نقضی مثال همچنین مثال این
(Z٢+A)[x] ،٣ . ٢ . ١ مثال در می سازد. فراهم است، برگشت پذیر نیز R/I ،R از I ایده آل هر برای باشد
(Z٢ + A)[x]/I[x] ∼= R[x] قسمتی خارج حلقه ی اما است)، برگشت پذیر (بنابراین است دامنه یک
مشاهده را دهیم مثبتی پاسخ قبل سوال به است ممکن آن تحت که شرایطی ادامه در نیست. برگشت پذیر

می کنیم: تعریف زیر صورت به را R حلقه ی مرکز و باشد حلقه یک R کنیم فرض خواهیم کرد.

Z(R) =

{
s ∈ R|sr = rs , r ∈ R تمام برای

}
.

که
n∑

i=k

mix
i به فرم آن عناصر می دهیم. نشان R[x, x−١] با را R روی ٣ لوران چندجمله ای حلقه ی

تعریف طبیعی به طور R[x, x−١] روی ضرب و جمع عمل دو هستند. صحیح عدد دو k, n و mi ∈ R

می شود.

R[x, x−١] وتنهااگر اگر است برگشت پذیر R[x] صورت این در باشد حلقه یک R کنیم فرض .٣ . ٢ . ٢ لم
باشد. برگشت پذیر

می دهیم. ارائه را اثبات دو ما برهان.
است. R[x] از ضربی بسته ی زیرمجموعه ی یک ∆ بوضوح نتیجه در ، ∆ = {١, x, x٢, · · · } کنیم فرض
R[x, x−١] می گیریم نتیجه ،(٢) قسمت ١۴ . ٣ . ١ گزاره ی طبق ، R[x, x−١] = ∆−١R[x] که آن جایی از

مستقیم: اثبات حال است. برگشت پذیر
وجود n مثبت صحیح عدد نتیجه در .f(x)g(x) = ٠ به طوری که f(x), g(x) ∈ R[x, x−١] کنیم فرض

٣Laurent
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.f١(x)g١(x) = ٠ نتیجه در باشند. R[x] عضو g١(x) = g(x)xn و f١(x) = f(x)xn به طوری که دارد
داریم: بنابراین .g١(x)f١(x) = ٠ می گیریم، نتیجه است برگشت  پذیر R[x] که آن جا از

g(x)f(x) = x−٢ng١(x)f١(x) = ٠
است. برگشت پذیر R[x, x−١] لذا و

معادلند: زیر گزاره های صورت این در باشد، آرمنداریز حلقه ی یک R کنیم فرض .٣ . ٢ . ٣ گزاره

است. برگشت پذیر R .١

است. برگشت پذیر R[x] .٢

است. برگشت پذیر R[x, x−١] .٣

f =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض کنیم. ثابت را (٢) ⇐ (١) است کافی  ،٣ . ٢ . ٢ و ٣ . ١ . ٩ لم های طبق برهان.

است آرمنداریز R که آن جایی از .fg = ٠ به طوری که باشند R[x] از چندجمله ای دو g =
n∑

j=٠
ajx

j و

داریم: آن تبع به .bjai = ٠ j, i تمام برای بنابراین است برگشت پذیر R اما می باشد. صفر aibj هر
است. برگشت پذیر R[x] لذا ، gf = ٠

می باشد. برگشت پذیر حلقه های کلاس گسترش زیر قضیه ی

آن گاه باشد، تقلیل یافته R اگر باشد. مثبت صحیح عدد هر n و حلقه یک R کنیم فرض .۴ . ٣ . ٢ قضیه
است. xn توسط شده تولید ایده آل ⟨xn⟩ که است برگشت پذیر حلقه ی یک R[x]/ ⟨xn⟩

است متقارن S آن گاه n = ٢ اگر .S ∼= R آن گاه n = ١ اگر .S = R[x]/ ⟨xn⟩ کنیم فرض برهان.
می دهیم: قرار .n ≥ ٣ کنیم فرض است. برگشت پذیر S ،n = ١, ٢ برای این رو از

A = a٠ + a١u+ · · ·+ an−١un−١

و
B = b٠ + b١u+ · · ·+ bn−١un−١

داریم: i + j ≥ n که ,jها i تمام برای که داریم توجه .u = x + (xn) و AB = ٠ به طوری که
خواهیم را زیر معادلات AB = ٠ از کنیم. بررسی i+ j < n برای است کافی بنابراین ،aibjui+j = ٠

داشت:

a٠b٠ = ٠ (١)

a٠b١ + a١b٠ = ٠ (٢)

a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠ = ٠ (٣)
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...

a٠bn−٢+a١bn−٣+ · · ·+an−٣b١+an−٢b٠ = ٠ (n-١)

a٠bn−١ + a١bn−٢ + · · ·+ an−٢b١ + an−١b٠ = ٠. (n)

(١) ضرب می کنیم. بررسی را حالت ها ، R بودن تقلیل یافته شرط از استفاده با و i+ j روی استقرا با
می دهد: نتیجه b٠ در (٢) و

٠ = a٠b١b٠ + a١b٠b٠ = a١b٠b٠ = a١b٠a١b٠

داریم: بنابراین

a١b٠ = ٠ یا a٠b١ = ٠. (٢′)
می آوریم: دست به b١ در (٣) ضرب و b٠ در (٣) ،(٢′) ،(١) ضرب از

٠ = a٠b٢ = a١b١ = a٢b٠.

بعدی محاسبات .aibj = ٠ کنیم فرض i+ j = ٠, ١, · · · , n− ٢ برای است ممکن استقرایی به طور
داریم: b٠ در (n) ضرب از می باشند. فرض اساس بر

٠ = a٠bn−١b٠ + a١bn−٢ + · · ·+ an−٢b١b٠ + an−١b٠b٠ = an−١b٠b٠ = an−١b٠an−١b٠,

داریم: سپس .an−١b٠ = ٠ این رو از .i = ٠, ١, · · · , n− ٢ برای aib٠ = ٠ که آن جا از

a٠bn−١ + a١bn−٢ + · · ·+ an−٢b١ = ٠. (n′)

داریم: b١ در (n′) ضرب با

٠ = a٠bn−١b١ + a١bn−٢b١ + · · ·+ an−٣b٢b١ + an−٢b١b١ = an−٢b١b١ = an−٢b١an−٢b١.

می آوریم: دست به و an−٢b١ = ٠ این رو از

a٠bn−١ + a١bn−٢ + · · ·+ an−٣b٢ = ٠.
داشت: خواهیم درنهایت روند این ادامه ی با

٠ = a٠bn−١ = a١bn−٢ = · · · = an−٢b١ = an−١b٠,

آن جا از .aibj = ٠ می آوریم: دست به i + j = ٠, ١, · · · , n − ١ که ,jها i تمام برای آن تبع به و
داریم: اما .i + j < n که ,jها i تمام برای ،bjai = ٠ که برمی آید آن از پس است تقلیل یافته R که

بنابراین، ،i+ j ≥ n که ,jها i تمام برای ،bjaiui+j = ٠

BA =
n−١∑
i=٠

n−١∑
j=٠

bjaiu
i+j = ٠.

است. برگشت پذیر حلقه ی یک S نتیجه در



۴ فصل

آن خواص و IMIP حلقه های

IMIP حلقه های ١ . ۴

نتیجه ab = ٠ ،R حلقه ی از b و a عضو دو هر برای که کردیم مشاهده ،٢ . ١ . ٣ ملاحظه در دوم فصل در
است. R از ماکسیمالی ایده آل M به طوری که aMb = ٠ می دهد
می کنیم. تعریف زیر صورت به را IMIP حلقه های بنابراین

برای هرگاه است) IMIP ،R حلقه ی (یا دارد IMIP خاصیت R حلقه ی گوییم .١ . ١ . ۴ تعریف
.aMb = ٠ به طوری که باشد داشته وجود R از M طرفه) (دو ماکسیمال ایده آل ،ab = ٠ و a, b ∈ R

می باشند. IMIP نیز IFP حلقه های همچنین است، IMIP خاصیت دارای ساده حلقه های بوضوح

آن گاه: باشد، IMIP حلقه ی یک R اگر .١ .١ . ٢ . ۴ گزاره
.N٠(R) = P (R) = N∗(R)

آن گاه: باشد، پوچ J(R) و IMIP حلقه ی یک R اگر .٢
N٠(R) = P (R) = N∗(R) = J(R)

آن گاه: باشد، ماکسیمال آن اول ایده آل هر بطوریکه باشد IMIP حلقه ی یک R اگر .٣
N٠(R) = P (R) = N∗(R) = J(R) = BR(R)

آن گاه: باشد، IFP حلقه ی یک R اگر .۴
N٠(R) = P (R) = N∗(R) = N(R)

به طوری که باشند R از متمایز ماکسیمال ایده آل های M٢ و M١ و باشد حلقه یک R کنیم فرض .۵
اگر تنها و اگر دارد نیست) یکدار (که IFP خاصیت Mi هر صورت این در ، M١ ∩M٢ = ٠

باشد. داشته IFP خاصیت R
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a ∈ و باشد IMIP خاصیت دارای R کنیم فرض .N∗(R) ⊆ BR(R) می دانیم، .(١) برهان.
خاصیت دارای R که آن جا از . a.an−١ = ٠ لذا و an = ٠ ،n ≥ ١ برخی برای نتیجه در N∗(R)

a شامل M ماکسیمال ایده آل بنابراین می باشد a شامل R از ماکسیمال ایده آل هر و است IMIP

.a(RaR)an−١ = ٠ پس: ، RaR ⊆ M طرفی از .a.M.an−١ = ٠ به طوری که دارد وجود R از
داشت: خواهیم روند این ادامه ی با .ab١a(RaR)an−٢ = ٠ داریم: ، b١ ∈ RaR هر برای بنابراین
(RaR)٢n−١ = ٠ نتیجه: در .i = ١, ٢, · · · , n−١ برای bi ∈ RaR که ، ab١ab٢a · · · abn−١a = ٠

.a ∈ N٠(R) لذا و
می آید. دست به (١) به توجه با (٣) و (٢) برهان

حلقه ها ی آن جاکه از . P (R) = N(R) بنابراین است، IFP خاصیت دارای R حلقه ی چون .(۴)
است. حاصل نتیجه ، است. حاصل نتیجه لذا می باشند، نیز IMIP خاصیت دارای IFP

و a١, b١ ∈ M١ برخی برای ، M١ +M٢ = R که آن جا از .ab = ٠ ،a, b ∈ R برای کنیم فرض .(۵)
داشت: خواهیم M١ ∩M٢ = ٠ این که از .b = b١ + b٢ و a = a١ + a٢ داریم: ، a٢, b٢ ∈ M٢

٠ = ab = (a١ + a٢)(b١ + b٢) = a١b١ + a١b٢ + a٢b١ + a٢b٢ = a١b١ + a٢b٢.

کدام هر که آن جا از اما .a٢b٢ = ٠ و a١b١ = ٠ لذا ، a١b١ = −a٢b٢ ∈ M١ ∩M٢ = ٠ نتیجه: در
هم که داریم توجه .a٢M٢b٢ = ٠ و a١M١b١ = ٠ بنابراین: هستند، IFP خاصیت دارای Miها از
تبع به باشند. صفر باید آن ها از کدام هر بنابراین می باشند، M١ ∩M٢ مشمول a٢M١b٢ هم و a١M٢b١

داریم: آن،
a١Rb١ = a١(M١ +M٢)b١ = ٠

و
a٢Rb٢ = a٢(M١ +M٢)b٢ = ٠.

،r ∈ R هر برای بنابراین،

arb = (a١ + a٢)r(b١ + b٢) = a١rb١ + a١rb٢ + a٢rb١ + a٢rb٢ = a١rb١ + a٢rb٢ = ٠,

است. IFP خاصیت دارای R این رو از .a١rb٢, a٢rb١ ∈ M١ ∩M٢ که

دارای و منظم حلقه های که بزنیم حدس است ممکن (٢) و (١) قسمت ١ . ٢ . ۴ گزاره ی به توجه با
حلقه ی یک Mat٢(Z٢) که داشته باشیم توجه باید حال این با هستند. تقلیل یافته ،IMIP خاصیت

نمی باشد. تقلیل یافته به طوری که است IMIP خاصیت دارای منظم
قضیه ، ١١] طبق حال این با هستند. ددکیند-متناهی IMIP حلقه های که بزنیم حدس است ممکن
قسمت در که را حلقه ای ادامه در نیست. ددکیند-متناهی به طوری که دارد وجود ساده ای حلقه ی ، [١٬٣

کنیم. مشاهده را می کند صدق ۴.١.٢ گزاره (٣) و (٢)
١ [٩] دورو به سبب باشد. S جابجایی حلقه ی روی یک) فاقد یا (یکدار جبر یک A کنیم فرض

١Dorroh extensions
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به طوری که است زیر ضرب همراه به ،D = A ⊕ S آبلی گروه ،S توسط A دورو توسیع (سال١٩٣٢)
می باشند. si ∈ S و ri ∈ A

(r١, s١)(r٢, s٢) = (r١r٢ + s١r٢ + s٢r١, s١s٢)

(r, s)(٠, ١) = (٠+ ٠+ r, s) = (r, s) یعنی: می باشد. (٠, ١) دورو توسیع خنثی عضو

.A٢ = ٠ به طوری که باشد، K میدان روی ناصفر جبر یک A و میدان یک K کنیم فرض .١ . ٣ . ۴ مثال

دهید.(یعنی، قرار K توسط A دورو توسیع را R .
(

A =

(٠ k

٠ ٠
)

⊂ U٢(K) مثال، عنوان به
)

وارون پذیر R در (s, t) .(t ∈ K و s ∈ A) .t ̸= ٠ به طوری که (s, t) ∈ R کنیم فرض .(R = A⊕K

وارون پذیر (s, t) آن گاه ،t = ٠ اگر که داشت توجه (باید .(s, t)−١ = (−t−٢s, t−١) به طوری که است
ایده آل تنها A⊕ {٠} بنابراین است. وارون ناپذیر عناصر تمام مجموعه ی ، A⊕ {٠} بنابراین نیست.)

لذا و است پوچ
M را آن و می باشد R منحصر به فرد ماکسیمال ایده آل تنها ، A⊕{٠} بنابراین .N∗(R) = A⊕{٠}

به طوری که، است جابجایی  حلقه ی یک R بنابراین می نامیم.

.N٠(R) = P (R) = N∗(R) = J(R) = BR(R) = M

کرد. خواهیم مشاهده را IFP و IMIP خاصیت بین رابطه ی مبحث این ادامه ی در

این در باشد. K توسط A دورو توسیع R و ،K میدان روی پوچ جبر یک A کنیم فرض .۴ . ١ . ۴ گزاره
نیست. یکدار که باشد IFP حلقه ی یک A اگر اگروتنها است IMIP خاصیت دارای R صورت

.y ∈ K و x ∈ A که (x, y) ∈ R کنیم فرض حال .R = A ⊕K داریم: گزاره فرض طبق برهان.
برای است، پوچ جبر یک A که آن جا از .y ̸= ٠ اگر است وارون پذیر (x, y) ∈ R هر می کنیم ادعا ابتدا

که می دهد نتیجه این و (xy−١)n = ٠ نتیجه در .xn = ٠ ،n ≥ ٢ صحیح اعداد برخی

(xy−١, ٠))(١, ١)− (xy−١, ٠) + · · ·+ (−١)n−١(xy−١, ٠)n−١)

= ((٠, ١) + (xy−١, ٠))((٠, ١)− (xy−١, ٠) + · · ·+ (−١)n−١(xy−١, ٠)n−١)

= ((٠, ١) + (xy−١, ٠))((٠, ١)− (xy−١, ٠) + · · ·+ (−١)n−١(xy−١)n−١, ٠))
= (٠, ١)

مشابه به طور

((٠, ١)− (xy−١, ٠) + · · ·+ (−١)n−١(xy−١, ٠)n−٠))(١, ١) + (xy−١, ٠) = (٠, ١)
داریم رو این از

(x, y)−١ = (٠, y−٠))(١, ١)− (xy−١, ٠) + · · ·+ (−١)n−١(xy−١, ٠)n−١
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ایده آل A⊕ {٠} که می دهد نشان بالا ادعای .(x, y)(٠, y−١) = (xy−١, ١) که داشته باشیم توجه باید
نتیجه در .ab = ٠ ،a, b ∈ A برای کنیم فرض می نامیم. M را آن و است R فرد به منحصر ماکسیمال
این در باشد داشته IMIP خاصیت R اگر .(a, ٠)(b, ٠) = ٠ داریم: (a, ٠), (b, ٠) ∈ R هر برای
ایده آل M می دهد نشان که ، ٠ = (a, ٠)M(b, ٠) = (a, ٠)(A ⊕ {٠})(b, ٠) = (aAb, ٠) صورت
IFP خاصیت دارای A یعنی این که ،aAb = ٠ داریم بنابراین است. R فرد به منحصر ماکسیمال

است.
در . (a, c)(b, d) = ٠ داریم (a, c), (b, d) ∈ R برای و دارد IFP خاصیت A کنیم فرض برعکس:
.aAb = ٠ داریم است IFP خاصیت دارای A که آن جا از .c = d = ٠ بالا ادعای به توجه با نتیجه

دارد. IMIP خاصیت R یعنی این که ، (a, c)M(b, d) = (aAb, ٠) = ٠ که می دهد نتیجه این

و کرد IFP خاصیت جایگزین نمی توان را IMIP خاصیت که دید می توان ،۴ . ١ . ۴ گزاره به توجه با
IMIP خاصیت که آید پیش سوال این است ممکن یا نیستند. یکدیگر با تعویض قابل خاصیت دو این
سوال این به پاسخ زیر استدلال به توجه با می شود؟ مننتقل دورو توسیع به ، ۴ . ١ . ۴ گزاره به توجه با

است. منفی
حلقه ی یک Ā می گیریم. درنظر را ٢ اسموکتونویچ توسط شده تولید K میدان روی Ā ساده  پوچ جبر
به طوری که است، a پوچ توان عنصر شامل Ā که کنید توجه نیست. یکدار به طوری که می باشد IMIP

توسط Ā از R دورو توسیع می کنیم فرض این قسمت در .aba ̸= ٠ ، b ∈ Ā برای و a٢ = ٠
و است R فرد به منحصر ماکسیمال ایده آل ، Ā ⊕ {٠} این که به توجه با دارد. IMIP خاصیت K

نتیجه: در (a, ٠)(Ā⊕ {٠})(a, ٠) = ٠ سپس .(a, ٠)(a, ٠) = ٠ داریم: (a, ٠) ∈ R برای a٢ = ٠
نمی تواند R بنابراین و است تناقض یک که .aba = ٠ ،b ∈ Ā برای و aĀa = ٠ لذا و (aĀa, ٠) = ٠

باشد. داشته IMIP خاصیت
بررسی ماتریسی حلقه های طریق از را IMIP خاصیت و بودن ساده بین مبحث رابطه ی ادامه ی در

کرد. خواهیم

IMIP حلقه ی یک n ≥ ٢ تمام برای ، Matn(R) اگر اگروتنها است ساده R حلقه ی .۵ . ١ . ۴ قضیه
باشد.

هر چون و است ساده حلقه ی یک Matn(R) صورت این در باشد، ساده حلقه ی یک R اگر برهان.
IMIP خاصیت دارای Matn(R) ، n ≥ ٢ تمام برای لذا است IMIP خاصیت دارای ساده حلقه ی

می باشد.
برهان به باشد. IMIP خاصیت دارای ،n ≥ ٢ تمام برای M = Matn(R) کنیم فرض برعکس:
نتیجه در .j ̸= s می دهیم قرار ،j, s ∈ {١, ٢, · · · , n} برای نباشد. ساده R که می کنیم فرض خلف
و است IMIP خاصیت دارای M که آن جا از .EijEst = ٠ داریم: i, t ∈ {١, ٢, · · · , n} تمام برای
به طوری که دارد وجود M از I ناصفر ماکسیمال ایده آل یک نیست)، ساده R حلقه ی (چون نیست ساده
٠ ̸= (αxy) ∈ I می دهیم قرار .MEijMIMEstM = ٠ که می دهد نتیجه این .EijIEst = ٠

٢Smoktunowicz
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و ٠ ̸= αuvE١١ = E١iEijEj١E١u(αxy)Ev١E١sEstEt١ نتیجه در .(u ̸= v) αuv ̸= ٠ به طوری که
ماکسیمال ایده آل بنابراین است. تناقض یک که ، ٠ ̸= E١uαEv١ ∈ MEijMIMEstM = ٠ لذا

است. ساده R لذا و ندارد وجود نمی تواند M در I ناصفر

نمود. بیان را زیر ملاحظه  می توان قضیه این از استفاده با

صورت: این در باشد، R ساده حلقه ی روی M = Matn(R) کنیم فرض .۶ . ١ . ۴ ملاحظه

دارد. IMIP خاصیت M .١

A حلقه ی هر برای ، P (A) = N(A) که خاصیت این با مقایسه در ، ٠ = P (M) ⊊ N(M) .٢
دارد. IFP خاصیت که

است تقلیل یافته حلقه یک که حقیقت این با مقایسه در نیست، تقلیل یافته اما است نیم اول M .٣
باشد. نیم اول و IFP اگر اگروتنها

می شود. اثبات ،۵ . ١ . ۴ قضیه به توجه با .(١) برهان.
،٠ ایده آل ساده حلقه های در می باشند. R و ٠ آن ایده آل های تنها پس است ساده حلقه ی یک R .(٢)
از و است. اول ایده آل ،٠ از این رو می باشد اول ایده آل نیز ماکسیمالی هر و است ماکسیمال ایده آل تنها
M اول ایده آل در ٠ چون می باشند. Matn(R) و ٠ ایده آل هایش تنها و است ساده Matn(R) طرفی

مشاهده می توان M١ =

(٠ ١
٠ ٠

)
نظر گرفتن در با اما .P (M) = ٠ تعریف، طبق بنابراین دارد، قرار

است. حاصل نتیجه لذا و ٠ ̸= N(M) از این رو ،M١ ̸= ٠ حالی که در M٢١ = ٠ که کرد
طبق ، N(M) ̸= ٠ این که به توجه با باشد. نیم اول صفر ایده آل هرگاه است نیم اول M حلقه ی .(٣)

نیست. تقلیل یافته M تعریف،

داشته IMIP خاصیت نمی تواند ،n ≥ ٢ و R حلقه ی هر برای ،Un(R) که می دهد نشان زیر مثال
باشد.

ایده آل هر که داریم توجه باشد. R حلقه ی هر روی n ≥ ٢ که R = Un(R) کنیم فرض .١ . ٧ . ۴ مثال
است: زیر فرم های از یکی به Un(R) از ماکسیمال

M R · · · R

٠ R · · · R
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · R

 ,


R R · · · R

٠ M · · · R
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · R

 , . . . ,


R R · · · R

٠ R · · · R
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · M


فوق ماتریس های چرا که می آید پیش سوال این حال است. R از ماکسیمال ایده ال نمایانگر M که

می کنیم. بررسی U٢(R) برای را پاسخ ما هستند. ماکسیمال

U٢(R) =

{(
a b

٠ c

)∣∣∣∣∣a, b, c ∈ R

}
=

(
R R

٠ R

)
.
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داریم: ماکسیمال ایده آل تعریف طبق است. U٢(R) از ماکسیمال ایده آلی I =

(
M R

٠ R

)
بالا طبق

M که می گیریم نظر در M ⫋ M١ ⊴ R حال .J = U٢(R) دهیم نشان باید .I ⫋ J ⊴ U٢(R)

.J =

(
M١ R

٠ R

)
=

(
R R

٠ R

)
= U٢(R) رو این از .M١ = R لذا و است R از ماکسیمال ایده آلی

E١٢ شامل ،Un(R) از ماکسیمال ایده آل هر اما .E١١E٢٢ = ٠ داریم: E١١, E٢٢ ∈ Un(R) هر برای
داشته IMIP خاصیت نمی تواند Un(R) که می دهد نشان این .E١١E١٢E٢٢ = E١٢ ̸= ٠ و می باشد

باشد.

توجه نیستند. بسته زیر حلقه هایشان تحت IMIP حلقه های کلاس که است این بیانگر ،١ . ٧ . ۴ مثال
خاصیت دارای ،۵ . ١ . ۴ قضیه  طبق n ≥ ٢ برای R ساده حلقه ی هر روی Matn(R) که باشید داشته

است. IMIP  

دارای ٠ ̸= e٢ = e ∈ R تمام برای ،eRe آن گاه باشد IMIP حلقه ی یک R اگر .١ . ٨ . ۴ گزاره
است. IMIP خاصیت

فرض ،eRe از b و a عضو دو برای .٠ ̸= e٢ = e ∈ R و باشد IMIP حلقه  یک R کنیم فرض برهان.
برخی برای بنابراین است IMIP خاصیت دارای R که آن جا از .eb = b و ae = a سپس .ab = ٠ کنیم
،eMe = eRe اگر .aMb = aeMeb که کنید توجه .aMb = ٠ داریم: R از M ماکسیمال ایده آل
. eMe ⊊ eRe کنیم فرض بنابراین .aNb = ٠ داریم: eRe از N ماکسیمال ایده آل های تمام برای

لذا eMe ⊆ (eRe)M(eRe) = eR(eMe)Re = eR(eRe)Re = (eRe)R(eRe) بنابراین
بنابراین .M = RMR لذا است، R از ماکسیمال ایده آلی M آن جا از .eMe ⊆ (eRe)M(eRe)

M این که و eMe ⊊ eRe این که به توجه با حال .eMe ⊆ eRe(RMR)eRe داشت: خواهیم
eMe = داشت: خواهیم بنابراین ، eRe(RMR)eRe ⊆ eMe داریم: است دوطرفه ماکسیمال ایده آل
اثبات راه یک می باشد. eRe از ماکسیمال ایده آل یک eMe دهیم نشان باید حال .eRe(RMR)eRe

برخی برای منظور این برای می کنیم. بیان را اثبات دیگر راه ما حال می باشد. [٣ ،قضیه ١٢] از استفاده
eRe از ایده آلی N١ (چون eN١e = N١ که آن جا از سپس .eMe ⊊ N١ کنیم فرض eRe از N١ ایده آل

داریم: می باشد)
N١ = eReN١eRe = eRN١Re

سپس: ، RN١R = RMR اگر

eMe = eRe(RMR)eRe = eRe(RN١R)eRe = eR(eRN١Re)Re = eRN١Re = eN١e = N١

M = RMR ⊊ RN١R = بالاجبار لذا است R از ماکسیمال ایده آلی M که آن جا از است. تناقض یک
نتیجه: در .R

N١ = eReN١eRe = eRN١Re = eRe.

آن جا از ٠ = aMb = aeMeb = a(eMe)b این بر علاوه است. eRe از ماکسیمال ایده آلی eMe پس
که
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دارد. IMIP خاصیت eRe که می شود ثابت ، b = eb و a = ae

eRe ،٠ ̸= e٢ = e ∈ R تمام برای اگر یعنی، نیست. برقرار کلی حالت در ،١ . ٨ . ۴ گزاره  عکس
در که می کنیم یادآوری نمی باشد. IMIP خاصیت دارای R حلقه ی لزوماً باشد، IMIP خاصیت دارای
خاصیت دارای بوضوح eRe ∼= Z ، e = E١١ ∈ R خودتوان برای R = U٢(Z) حلقه ی ،١ . ٧ . ۴ مثال

است. IMIP





۵ فصل

به مربوط IMIP حلقه های خواص
حلقه ای توسیع های

می کنیم. بررسی را حلقه ها توسیع نوع چند IMIP خاصیت ما فصل این در
مثال اما دارد، IMIP خاصیت T (R,R) که پیش آید ذهنیت این است ممکن ،۶ . ٣ . ١ گزاره به توجه با

می دهد. ذهنیت این به منفی جواب بعد

دارد. IMIP خاصیت ،۵ . ١ . ۴ قضیه طبق R سپس .R = Mat٢(Z٢) کنیم فرض .٠ . ٩ . ۵ مثال
از ماکسیمال ایده آل تنها است، ساده R که آن جایی از سپس بگیرید، نظر در را T (R,R) بدیهی توسیع

،T (R,R)

می باشند M =

(٠ R

٠ ٠
)

و T (R,R) ،٠ نیز T (R,R) ایده آل های می باشد. M =

(٠ R

٠ ٠
)

a =

(١ ١
١ ١

)
∈ ازای به T (R,R) از عضوی A =

(
a ٠
٠ a

)
حال نیست. ساده T (R,R) لذا

A٢ = سپس a٢ =

(١ ١
١ ١

)(١ ١
١ ١

)
=

(٢ ٢
٢ ٢

)
= ٠ که آن جا از می گیریم. نظر در R

m١ =

(٠ ١
٠ ٠

)
∈ R که جایی α =

(٠ m١
٠ ٠

)
∈ M برای .


(٢ ٢
٢ ٢

)
٠

٠
(٢ ٢
٢ ٢

)
 = ٠

داریم:

AαA =


(١ ١
١ ١

) (٠ ٠
٠ ٠

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (١ ١
١ ١

)


(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ١
٠ ٠

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ٠
٠ ٠

)


(١ ١
١ ١

) (٠ ٠
٠ ٠

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (١ ١
١ ١

)

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پس:

AαA =


(٠ ٠
٠ ٠

) (١ ١
١ ١

)
(٠ ٠
٠ ٠

) (٠ ٠
٠ ٠

)
 ̸= ٠

ندارد. IMIP خاصیت T (R,R) بنابراین و AMA ̸= ٠ می شود موجب که

IMIP خاصیت و آرمنداریز حلقه های بین رابطه ی ١ . ۵

D٣(R) ساختار طریق از را IMIP حلقه های خاصیت با معادل خواص از برخی ما قسمت این در
کرد. خواهیم  اثبات

معادلند: زیر گزاره های R حلقه ی برای .١ . ١ . ۵ گزاره

است. تقلیل یافته حلقه ی یک ، R .١

است. آرمنداریز ، D٣(R) .٢

است. IFP خاصیت دارای ، D٣(R) .٣

است. IMIP خاصیت دارای ، D٣(R) .۴

کنیم فرض خلف برهان به و باشد IMIP خاصیت دارای D٣(R) کنیم فرض :(١) ⇐ (۴) برهان.

از را B =


a ٠ a

٠ a ١
٠ ٠ a

 و A =


a a −١
٠ a −١
٠ ٠ a

 عضو دو .a٢ = ٠ به طوری که ،٠ ̸= a ∈ R

ماتریس یک شامل D٣(R) از ماکسیمال ایده آل هر اما .AB = ٠ سپس می گیریم. نظر در D٣(R)

داریم: بنابراین می باشد.


٠ ١− a ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ناصفر


a a −١
٠ a −١
٠ ٠ a



٠ ١− a ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠



a ٠ a

٠ a ١
٠ ٠ a

 =


٠ ٠ a

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

است. تقلیل یافته R رو این از است، D٣(R) بودن IMIP با متناقض که
،٠ ̸= a ∈ R کنیم فرض خلف برهان به باشدو IFP خاصیت دارای D٣(R) کنیم فرض :(١) ⇐ (٣)
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نظر در D٣(R) از را B =


a ٠ a

٠ a ١
٠ ٠ a

 و A =


a a −١
٠ a −١
٠ ٠ a

 عضو دو .a٢ = ٠ به طوری که

اما .AB = ٠ سپس می گیریم.
a a −١
٠ a −١
٠ ٠ a



٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠



a ٠ a

٠ a ١
٠ ٠ a

 =


٠ ٠ a

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

است. تقلیل یافته R رو این است،از D٣(R) بودن IFP با متناقض که
پس، .ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای و باشد تقلیل یافته حلقه ی یک R کنیم فرض :(٣) ⇐ (١)

r ∈ R هر برای لذا .ba = ٠ نتیجه: در است تقلیل یافته R که آن جا از (ba)٢ = baba = b(٠)a = ٠
IFP  است. خاصیت دارای R حلقه ی لذا و .arb = ٠ نتیجه: در bar = ٠ داریم،

است. اثبات قابل ،٢ . ٢ . ٢ لم بنابر :(٢) ⇐ (١)
است. واضح لذا می باشد IMIP خاصیت دارای ،IFP حلقه ی هر که آن جا از :(۴) ⇐ (٣)

حلقه ی یک R که زمانی ،n ≥ ۴ برای که آید پیش سوال این است ممکن ،١ . ١ . ۵ گزاره  طبق
مطلب این امکان حد تا ادامه در حال این با است. IMIP خاصیت دارای ، Dn(R) است، تقلیل یافته

می شود. پاکسازی

است: برقرار زیر نتایج ،R حلقه ی برای .١ . ٢ . ۵ گزاره

نمی باشد. IMIP خاصیت دارای ، n ≥ ۴ که زمانی R حلقه ی هر برای Dn(R) .١

است. IFP خاصیت دارای R آن گاه باشد، IMIP خاصیت دارای D٢(R) اگر .٢

نظر در Dn(R) از را E٣۴ و E١٢ عناصر حال . n ≥ ۴ و باشد حلقه ای هر R کنیم فرض :(١) برهان.
،R حلقه ی (چون باشد. E٢٣ شامل باید Dn(R) از ماکسیمال ایده آل هر می دانیم حالی که در می گیریم.
بنابراین است سره M ̸= R چون و است ماکسیمال M و ١ /∈ M اما ١ ∈ R بنابراین است یکدار
برای رو این از .E١٢E٣۴ = ٠ ،Dn(R) در اما .E١٢E٢٣E٣۴ ̸= ٠ داریم: بنابراین است.) E٢٣ شامل

نمی باشد. IMIP خاصیت دارای Dn(R) ،n ≥ ۴
است: زیر فرم به D٢(R) از ماکسیمال ایده آل هر که کنیم توجه :(٢){(

a r

٠ a

)∣∣∣∣∣a ∈ M, r ∈ R

}

و باشد IMIP خاصیت دارای D٢(R) کنیم فرض است. R از ماکسیمال ایده آل یک نمایانگر M که

قرار حال .
(
a ٠
٠ a

)(
b ٠
٠ b

)
= ٠ ،D٢(R) در سپس .ab = ٠ می دهیم قرار ،a, b ∈ R هر برای
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می دهیم:

X =

{(
m r

٠ m

)∣∣∣∣∣m ∈ M, r ∈ R

}
داریم: R از M ماکسیمال ایده آل هر برای است IMIP خاصیت دارای D٢(R) که آن جا )از

a ٠
٠ a

)
X

(
b ٠
٠ b

)
= ٠

(
a ٠
٠ a

)(
m r

٠ m

)(
b ٠
٠ b

)
= ٠

(
am ar

٠ am

)(
mb rb

٠ mb

)
=

(
abm٢ ٢arbm
٠ abm٢

)
=

(٠ ٠
٠ ٠

)
دارای R می دهد نشان که .aRb = ٠ پس ، arb = ٠ ،r ∈ R هر برای لذا ، ٢arbm = ٠ نتیجه در

است. IFP خاصیت

نمی تواند است” IFP خاصیت دارای R ” شرط ،(٢) قسمت ١ . ٢ . ۵ گزاره در کنیم توجه باید
شود. زیر مثال در است” تقلیل یافته حلقه ی یک R” شرط جایگزین

a٢ = ٢̄ · ٢̄ = ۴̄ = ٠ صورت این در .a = ٢̄ و R = Z۴ = {٠̄, ١̄, ٢̄, ٣̄} کنیم فرض .١ . ٣ . ۵ مثال
داریم می گیریم، نظر در R از a = b = ٢̄ حال نیست. تقلیل یافته R نتیجه در ، ٢̄ ̸= ٠ اما
IFP خاصیت دارای R حلقه ی نتیجه در .arb = ٠ داریم: r ∈ R هر برای پس ،ab = ٢̄ · ٢̄ = ٠
ایده آل ، ماکسیمال ایده آل تعریف به توجه با است. R ماکسیمال ایده آل M = {٠, ٢} حال است.
دید خواهیم بودن، ایده آل شرایط بررسی با حال .M ⊆ I که می گیریم نظر در طوری را I = {٠, ١, ٢}
شرایط که دید خواهیم M ⊆ I = {٠, ٢, ٣} گرفتن نظر در با مجدداً است. برقرار I برای شرایط این که
به طرفی از و داراست را بودن ایده آل شرط I = {٠, ١, ٢} پس نمی باشد. برقرار I برای بودن ایده آل
.M ̸= I و می باشد R ماکسیمال ایده آل تنها M = {٠, ٢} لذا و I = R ،I در ١ عنصر وجود دلیل

به طوری که می گیریم، نظر در را D٢(R) از B =

(
c d

٠ c

)
و A =

(
a b

٠ a

)
ناصفر عنصر دو حال

بود: خواهد زیر اشکال از یکی AB آن گاه .AB = ٠)٠ ٢
٠ ٠

)(٢ d

٠ ٢
)
,

(٢ b

٠ ٢
)(٠ ٢

٠ ٠
)
,

(٢ ٠
٠ ٢

)(٢ ٠
٠ ٢

)
یا
(٢ ٢
٠ ٢

)(٢ ٢
٠ ٢

)
می کنیم: تعریف حال .b, d ∈ R که

X =

{(
m r

٠ m

)
|m ∈ M, r ∈ R

}
.

نشان این .AXB = ٠ داریم: D٢(R) از X ماکسیمال ایده آل تنها برای ،۴M = ٠ که آن جایی از
نیست. تقلیل یافته R اما دارد IMIP خاصیت D٢(R) که می دهد
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باشد. برقرار نیست نیازی زیر مثال طبق ،(٢) قسمت ١ . ٢ . ۵ گزاره از حاصل مشاهدات

کنیم فرض می گیریم. نظر در را ،٢ . ١ . ٢ مثال در شده ذکر برهان و R حلقه ی .۴ . ١ . ۵ مثال

A = Z٢ ⟨a٠, a١, a٢, b٠, b١, b٢, c⟩

I حال باشند. Z٢ روی c, b٢, b١, b٠, a٢, a١, a٠ تعویض ناپذیر متغیرهای به وسیله ی تولید شده آزاد جبر  
توسط تولید شده A از ایده آلی را

a٠b٠, a٠b١ + a١b٠, a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠, a١b٢ + a٢b١, a٢b٢, a٠rb٠, a٢rb٢,

b٠a١ + b١a٠, b٠a٢ + b١a١ + b٢a٠, b١a٢ + b٢a١, b٢a٢, b٠ra٠, b٢ra٢,

(a٠ + a١ + a٢)r(b٠ + b١ + b٢), (b٠ + b١ + b٢)r(a٠ + a١ + a٢), و , r١r٢r٣r۴

ذکر برهان بنابر R سپس .R = A
I

می دهیم قرار هستند. صفر ، r, r١, r٢, r٣, r۴ ∈ A ثابت جملات که
است. IFP حلقه ی یک ،٢ . ١ . ٢ مثال در شده

D٢(R) می گیریم. نظر در یکسان R در تصویرشان با c, b٢, b١, b٠, a٢, a١, a٠ عناصر کار سادگی برای

از عضو دو B =

(
b٠ b١
٠ b٠

)
و A =

(
a٠ a١
٠ a٠

)
حال می گیریم. نظر در R از حلقه ای توسیع را

که
(
r ٠
٠ r

)
شامل D٢(R) از ماکسیمال ایده آل هر اما .AB = ٠ به طوری که می دهیم قرار D٢(R)

بنابراین ،٠ ̸= r ∈ R

A

(
a١ ٠
٠ a١

)
B =

(٠ a٠a١b١ + a١a١b٠
٠ ٠

)
̸= ٠

خاصیت دارای D٢(R) که می دهد نتیجه این ،I ساختار به توجه با ،a٠a١b١+ a١a١b٠ ̸= ٠ که آن جا از
نمی باشد. IMIP

نیستند. بسته همریخت تصاویر تحت IMIP حللقه های کلاس که می دهد نشان زیر مثاال

می گیریم. نظر در زیر صورت به  را R حلقه ی .۵ . ١ . ۵ مثال

R = D٣(Z) =



a b c

٠ a d

٠ ٠ a


∣∣∣∣∣a, b, c ∈ Z


می باشد. IMIP خاصیت دارای R حلقه ی است، تقلیل یافته Z که آن جا از ،١ . ١ . ۵ گزاره  به توجه با
است R از ایده آلی I که می کنیم مشاهده بودن ایده آل خواص بررسی با می دهیم. قرار I = D٣(۴Z) حال
Z۴ زیرا باشد داشته IMIP خاصیت نمی تواند D٣(Z۴) ،١ . ٢ . ۵ گزاره بنابر R

I
∼= D٣(Z۴) به طوری که

(Z۴ در ٢̄ عنصر وجود علت نیست.(به تقلیل یافته
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اگر است IMIP حلقه ی یک R که آید پیش ذهنیت این که است طبیعی مثال این گرفتن نظر در با
IMIP حلقه ی یک به عنوان I که جایی هستند، IMIP ،I و R

I
،R از I ناصفر سره ایده آل هر برای

داد. خواهد ذهنیت این به منفی پاسخ زیر مثال حالی که در می شود. گرفته نظر در فاقد یک

را نمی باشد IMIP خاصیت دارای که D تقسیم حلقه ی روی R = U٢(D) حلقه ی .۶ . ١ . ۵ مثال
هستند: زیر به صورت R ناصفر سره ایده آل های تنها می گیریم. نظر در ١ . ٧ . ۴ مثال همانند

I١ =

(
D D

٠ ٠
)

, I٢ =

(٠ D

٠ D

)
و I٣ =

(٠ D

٠ ٠
)
.

می باشند. IMIP خاصیت دارای لذا هستند، IFP خاصیت دارای I٣ و I٢ ، I١ ،۴ . ٢ . ١ مثال طبق

یک R/I٣ =
{(

a ٠
٠ c

)
+I٣

∣∣∣∣a, c ∈ D

}
و هستند یکریخت D با R/I٢ و R/I١ که کنیم توجه باید

IMIP خاصیت دارای IFP حلقه ی هر و است IFP خاصیت دارای لذا است. تقلیل یافته حلقه ی
می باشد. IMIP خاصیت دارای (i = ١, ٢, ٣ (برای R/Ii هر ازاین رو است

تقلیل یافته R از زیرحلقه ای به عنوان به طوری که باشد داشته ماکسیمال ایده آل یک R اگر .١ . ٧ . ۵ گزاره
دارد. IMIP خاصیت R سپس باشد،

باشد. تقلیل یافته R از حلقه ای زیر به عنوان و باشد R از ماکسیمال ایده آل یک M کنیم فرض برهان.
(bMa)٢ = bMabMa = bM(٠)Ma = ٠ سپس .ab = ٠ می دهیم قرا ،R از b و a عضو دو برای
که می دهد نتیجه این است تقلیل یافته M که آن جا از .bMa ⊆ M لذا است ایده آل یک M چون و

مطابقاً .bMa = ٠
((aMb)M)٢ = (aMb)M(aMb)M = aM(bMa)MbM = ٠

بنابراین است تقلیل یافته M که آن جا از .aMbM ⊆ M لذا است ایده ال یک M که آن جا از و
،aMb ⊆ M اما (aMb)٢ = aMb aMb︸︷︷︸

⊆M

⊆ aMbM = ٠ که، می دهد نتیجه این .aMbM = ٠
دارد. IMIP خاصیت R ازاین رو .aMb = ٠ داریم است تقلیل یافته M که آن جا از بنابراین

مثال طبق است” تقلیل یافته به طوری که ماکسیمال ایده ال ”یک شرط ١ . ٧ . ۵ گزاره در
تقلیل یافته اما هستند ماکسیمال ایده آل های بوضوح I٢ و I١ حقیقت در نیست. حذف قابل ،۶ . ١ . ۵

نیستند.
بسته مستقیم مجموع به نسبت IMIP حلقه های کلاس آیا که آید، پیش سوال این که است طبیعی حال

می دهد. سوال این به منفی پاسخ زیر مثال اما هستند؟

قرار ٠ . ٩ . ۵ مثال همانند است، IMIP خاصیت دارای که R = Mat٢(Z٢) حلقه ی .١ . ٨ . ۵ مثال
حال هستند. {٠} ⊕ R و R ⊕ {٠} ماکسیمال ایده آل های تنها می گیریم. نظر در را R ⊕ R می دهیم.

کنیم فرض

A =

(١ ١
١ ١

)
∈ R⊕R
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در (A,A)(A,A) = ٠ سپس .A٢ =

(١ ١
١ ١

)(١ ١
١ ١

)
=

(٢ ٢
٢ ٢

)
=

(٠ ٠
٠ ٠

)
که کنیم توجه

برای .R⊕R

α =

(١ ٠
٠ ٠

)
∈ R,

سپس .(٠, α) ∈ {٠} ⊕R و (α, ٠) ∈ R⊕ {٠}

(A,A)(α, ٠)(A,A) = (A, ٠)

و
(A,A)(٠, α)(A,A) = (٠, A)

که، هستند این دهنده ی نشان  به ترتیب

(A,A)(R⊕ {٠})(A,A) ̸= ٠

و
(A,A)({٠} ⊕R)(A,A) ̸= ٠.

نیست. IMIP خاصیت دارای R⊕R رو ازاین
،IMIP حلقه های از R =

⊕
γ∈Γ Rγ مستقیم جمع که داد نشان می توان فوق، استدلال مشابه روندی با

ندارد. IMIP خاصیت Rγ ،Γ شاخص مجموعه ی یک برای

است. چنین نیز R آن گاه باشد، IMIP حلقه ی یک R روی R[x] اگر .١ . ٩ . ۵ گزاره

قرار باشد. R[x] از ماکسیمال ایده آل یک M و باشد IMIP خاصیت دارای R[x] کنیم فرض برهان.
می دهیم

M٠ =
{
a ∈ R

است∣∣∣∣ f(x) ثابت جمله ی a که زمانی ،f(x) ∈ M

}
.M٠ = R یا است R از ماکسیمالی ایده آل هم M٠ است، R[x] از ماکسیمال ایده آل یک M که آن جا از
IMIP خاصیت دارای R[x] گزاره فرض طبق .ab = ٠ ،R از b و a عضو دو برای کنیم فرض حال
که .aRb = ٠ یا aM٠b = ٠ بنابراین و aMb = ٠ لذا و است R[x] از ماکسیمالی ایده آل M و است

است. IMIP خاصیت دارای R که می دهد نتیجه این ها از کدام هر

حلقه های و جمله ای چند حلقه  های به IMIP حلقه های خاصیت که می دهد نشان زیر مثال اما
نمی کند. پیدا ادامه توانی سری های

همچنین و است IFP خاصیت دارای که ،۴ . ١ . ۵ مثال در شده ذکر حلقه ی .١ .١ . ١٠ . ۵ مثال
تمام مجموعه ی M کنیم فرض می گیریم. نظر در ،٢ . ١ . ٢ مثال در شده گرفته به کار استدلال
یکه r ∈ R \M هر و M۴ = ٠ که آن جا از باشند. صفر ثابت جمله ی با R در چندجمله ای ها



۵۴ حلقه ای توسیع های به مربوط IMIP حلقه های خواص .۵

حال .R/M ∼= Z٢ که کنیم توجه است. R فرد به منحصر ماکسیمال ایده آل تنها M سپس است،
بگیریم، نظر در R[x] از عضو دو g(x) = b٠ + b١x+ b٢x٢ و f(x) = a٠ + a١x+ a٢x٢ اگر
یک M [x] که آن جا از .f(x)g(x) = ٠ داشت: خواهیم ،۴ . ١ . ۵ مثال محاسبات همانند سپس
M [x] شامل R[x] از P ماکسیمال ایده آل هر ،M [x]۴ = ٠ به طوری که است R[x] از ایده آل
بیانگر ، f(x)Pg(x) ̸= ٠ نتیجه در .f(x)cg(x) ̸= ٠ که می کنیم یادآوری .c به خصوص است،

نمی باشد. IMIP خاصیت دارای R[x] که است این

نظر در را می باشد IMIP خاصیت دارای که (١) قسمت در R حلقه ی روی R[[x]] توانی سری .٢
می باشد، M+xR[[x]] شکل به R[[x]] از N ماکسیمال ایده آل هر که می کنیم مشاهده می گیریم.
به طوری که دارد وجود R[[x]] از g(x) و f(x) عضو دو ،(١) طبق است. R از ایده آلی M که
نتیجه که ٠ ̸= f(x)cxg(x) ∈ f(x)Ng(x) سپس .f(x)cg(x) ̸= ٠ و f(x)g(x) = ٠

نمی باشد. IMIP خاصیت دارای R[[x]] می دهد

خاصیت که دارد وجود R حلقه ی که کردیم مشاهده قبل فصل های در شده ذکر مطالب به توجه با
این در باشد IFP خاصیت دارای و آرمنداریز R اگر اما ندارد. IFP خاصیت R[X] اما دارد IFP

است. IFP خاصیت دارای نیز R[x] صورت
و آرمنداریز حلقه ی یک R اگر که است این می شود مطرح قسمت این  در که سوالی حال سوال:

است؟ IMIP خاصیت دارای نیز R[x] آیا باشد، IMIP خاصیت دارای
است. نشده ذکر سوال این برای پاسخی اماهمچنان

می باشند. یکدیگر از مستقل زیر مثال طبق IMIP حلقه ی و آرمنداریز حلقه ی مفاهیم

،۵ . ١ . ۴ قضیه طبق ،n ≥ ٢ و R = Matn(A) ، A ساده ی حلقه ی یک برای .١ .١ . ١١ . ۵ مثال
نمی باشد. آرمنداریز ،٢ . ١ . ٢ مثال یا [٣٬١ ملاحظه ، ٢٣] طبق اما است، IMIP خاصیت دارای

طبق اما است آرمنداریز ،٢ . ٢ . ٧ گزاره ی طبق ،A تقلیل یافته ی حلقه ی روی R = U٣(A) حلقه ی .٢
نمی باشد. IMIP خاصیت دارای ،١ . ٧ . ۴ مثال

و IMIP حلقه  ی مفهوم اما هستند. IFP حلقه های از تعمیمی آبلی حلقه های که کنیم توجه باید
هستند. یکدیگر از مستقل (١) قسمت ۶ . ١ . ۴ ملاحظه و زیر مثال طبق آبلی حلقه ی

حلقه ی زیر .١ . ١٢ . ۵ مثال

R =

{(
a c

٠ b

)∣∣∣∣a− b ≡ c ≡ ٠ (mod٢)
}

،٢ . ٢ . ١٠ مثال در برهان طبق R آن گاه می گیریم. نظر در ،٢ . ٢ . ١٠ مثال در Mat٢(Z٢) حلقه ی از
ماتریس شامل باید M پس باشد. R از دلخواهی ماکسیمال ایده آل M کنیم فرض حال است. آبلی



۵۵ IMIP خاصیت و آرمنداریز حلقه های بین رابطه ی .١ . ۵

داریم: بنابراین .β ̸= ٠ باشد که
(
α β

٠ γ

)
(٢ ٠
٠ ٠

)(٠ β

٠ ٠
)(٠ ٠

٠ ٢
)

=

(٠ ۴β
٠ ٠

)
̸= ٠

نتیجه: ٢)در ٠
٠ ٠

)
M

(٠ ٠
٠ ٢

)
̸= ٠

٢)اما ٠
٠ ٠

)(٠ ٠
٠ ٢

)
= ٠

نمی باشد. IMIP خاصیت دارای R این رو از
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left annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ پوچساز

lower nilradical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایینی پوچ رادیکال

maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال ایده آل

morita invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایا موریتا

multiplicatively closed set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضربی بسته مجموعه ی

nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ توان. عنصر

prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده آل

prime radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول رادیکال

prime ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول. حلقه ی

reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقلیل یافته حلقه ی



۶٢ فارسی به انگلیسی واژه نامه

regular element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم عنصر

reversible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگشت پذیر حلقه ی

ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه

right annihilator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست پوچساز

right ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست. ایده آل

semiprime ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم اول. حلقه ی

simple ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ساده حلقه ی

Smoktunowicz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اسموکتونوویچ

Symmetric Ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متقارن حلقه ی

trivial extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهی توسیع

upper nilradical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی پوچ رادیکال

von Neumann regular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم نیومن فون حلقه ی

Wedderburn radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ودربورن رادیکال



نمایه

ا

٣ ایده آل،

۴ اول، ایده آل

٧ ،۴ پوچ، ایده آل

۴ پوچ توان، ایده آل

٣ چپ، ایده آل

٣ راست، ایده آل

۴ ماکسیمال، ایده آل

۴ نیم اول، ایده آل

١٠ همگن، ایده آل

ب

۵ ضربی، بسته ی

پ

۴ پوچساز،

۵ چپ، پوچساز

۵ راست، پوچساز

ت

۶ بدیهی، توسیع

٣٨ دورو، توسیع

ح

٢ حلقه،

٩ ،IFP حلقه های

١٢ آرمنداریز، حلقه های

٣٧ ،IMIP حلقه ی

٣ آبلی، حلقه ی

٢ برگشت پذیر، حلقه ی

٣ تقسیم، حلقه ی

٢ تقلیل یافته، حلقه ی

٢ جابجایی، حلقه ی

٣۴ لوران، چندجمله ای حلقه ی

٧ چند جمله ای ها، حلقه ی

۶ همیلتونی، چهارگان های حلقه ی

۴ خارج قسمتی، حلقه ی

٣ ددکیند-متناهی، حلقه ی

٢ ساده، حلقه ی

٧ توانی، سری های حلقه ی

٣ منظم، فون نیومن حلقه ی

٣ متقارن، حلقه ی

٢ یکدار، حلقه ی

د

٢ دامنه،

٣ صحیح، دامنه ی

ر

٧ اول، رادیکال

٧ مک کوی، براون رادیکال

٧ بالایی، پوچ رادیکال

٧ جیکبسون، رادیکال

٧ ودربورن، رادیکال

۶٣



۶۴ نمایه

ع

٢ پوچ توان، عنصر

٢ خودتوان، عنصر

٢ مرکزی، خودتوان عنصر

٣ منظم، عنصر

٣ وارون پذیر، عنصر

م

٣ صفر، چپ مقسوم علیه

٣ صفر، راست مقسوم علیه

٣ صفر، مقسوم علیه

٣ میدان،



Aabstract

Insertion-of-factors-property, which was introduced by Bell, has a role in the study of var-
ious sorts of zero-divisors in noncommutative rings.
After the preliminary definitions, in chapter 2,we concern the structures of Armendariz
rings and semicommutative rings which are generalizations of reduced rings, the polyno-
mial rings over semicommutative rings, and the relationships between Armendariz rings
and semicommutative rings.
In chapter 3, we continue the study of reversible rings by Cohn. We first consider prop-
erties and basic extensions of reversible rings and related concepts to reversible rings,
including some kinds of examples needed in the process. We next show that polynomial
rings over reversible rings need not to be reversible, and sequentially argue about the
riversibility of some kinds of polynomial rings. Moreover we prove that if R is reduced
ring then R[x]/ ⟨xn⟩ is a reversible ring, where ⟨xn⟩ is the ideal generated by xn and n is
a positive integer.
In chapter 4 and 5, We in this note consider this property in the case that factors are
restricted to maximal ideals. A ring is called IMIP when it satisfies such property. It is
shown that the Dorroh extension of A by K is an IMIP ring if and only if A is an IFP

ring without identity, where A is a nil algebra over a field K. The structure of an IMIP

ring is studied in relation to varsioun kinds of rings which have roles in noncommutative
ring theory.

Keywords IFP ring, IMIP ring, maximal ideal, Dorroh extension, Armendariz ring, re-
versible ring.
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