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می شوم: متعهد حجازی رضا سید راهنمایی تحت ، غیرخطی اپتیک در ماکسول معادلات

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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چൊیده
معادلات سپس می پردازیم. دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی کاربردهای مطالعه به ابتدا
با می کنیم. فرمول بندی را غیرخطی اپتیک در ماکسول معادلات دستگاه و می کنیم بررسی را ماکسول
دستگاه می توان می دهیم نشان و کرده محاسبه را آن مشابه جواب های لی تقارن گروه های روش از استفاده
لی-پواسون ساختار یک ایجاد با همچنین، داد. کاهش اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله ی یک به را

می آوریم. به دست را آن همیلتونی دستگاه دستگاه، روی
مشابه، جواب های ماکسول، معادلات دیفرانسیل، معادلات لی، تقارن کلیدی:گروه های کلمات

غیرخطی اپتیک
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پیشگفتار

استفاده با می شود. استفاده علوم سایر و مهندسی فیزیک، مانند کاربردی علوم در دیفرانسیل معادلات از
را آن ها تقارن های و دقیق جواب  های و کرد تحلیل را دیفرانسیل معادلات می توان لی تقارن گروه های از
فراهم علمی بررسی های در را دقیق تری تصمیم گیری های امکان دیفرانسیل معادلات تحلیل آورد. به دست

می کند.
روش های بر مبتنی اساسی ایده ی تعدادی ١ لی سوفوس نروژی ریاضیدان پیش، قرن یک از بیش
پژوهش هاست. از زیادی تعداد اساس هم هنوز ایده ها این سادگی، وجود با .[٢] کرد مطرح تقارنی
بپذیرد نقطه ای تبدیلات از یک-پارامتری لی گروه داده شده معمولی دیفرانسیل معادله ی اگر داد نشان لی
دیفرانسیل معادلات مرتبه ی کاهش بر علاوه تقارن گروه های از هم چنین یابد. کاهش مرتبه یک تا می تواند
جزئی یا معمولی دیفرانسیل معادلات جدید جواب های یا و ناوردا جواب های یافتن برای می توانیم معمولی

کنیم. استفاده شده داده جواب های از استفاده با
(NLS) شرودینگر غیرخطی معادلات از استفاده با غیرخطی اپتیک در ماکسول برداری معادلات
مقالات از تعدادی در بعدها .[٢۴] اند شده تحلیل و بررسی عددی به صورت آن یافته ی گسترش و
از آمده به دست جواب های کوتاه بسیار زمانی فاصله های در که دادند نشان مطالعات [١۶ ،١٢ ،١١ ،١]
معادلات از آمده به دست تقریبی جواب های که داد نشان هایل همچنین است. اشتباه NLS معادلات

.[٢٧] می شوند رد ریاضی نظر از شرودینگر
دیفرانسیلی معادلات دستگاه یک به صورت را غیرخطی اپتیک در ماکسول معادلات پایان نامه، این در
می آوریم. به دست را آن خواص سایر و تقارن ها دقیق، جواب  های و می پردازیم آن تحلیل به و می نویسیم
روش کمک به همچنین می کنیم. استفاده لی تقارن گروه های روش از دستگاه جواب های یافتن برای
یک به را دستگاه می توان می دهیم نشان و کرده محاسبه را دستگاه مشابه جواب های لی تقارن های
کاهش است، الکتریکی میدان شدت E که ،y = E٢ متغیر برای اول مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله ی
است. سیار موج معادله ی ξ آن در که دارد، y = y(ξ) شکل به جواب هایی دیفرانسیل معادله این داد.
دست یابی قابل عددی تقریب معمول روش های از که می دهند نشان را جدیدی پدیده های جواب ها این
غیرخطی اپتیک در ماکسول برداری معادلات جواب نمی توانیم که زمانی ست پژوهش این اهمیت نیست.

آوریم. به دست عددی تقریب به صورت را
همراه را آن ها عمل نحوه ی و لی گروه های ادامه در می کنیم، بیان را هندسه اساسی مفاهیم اول فصل در
می پردازیم. دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی کاربرد به دوم فصل در می دهیم. توضیح مثال با

Marius Sophus Lie لی سوفوس ١ماریوس



٢ پیشگفتار

و می نویسیم را معادلات این دیفرانسیلی فرم می کنیم، بیان را ماکسول کلاسیک معادلات سوم فصل در
بعدی فصول در می کنیم. فرمول بندی لورنتز نوسانگر با شده همراه ماکسول غیرخطی معادلات مدل سپس
معادلات هندسه ی از استفاده با چهارم فصل در می دهیم. قرار تحلیل مورد هندسی دید با را مدل این
جواب های همچنین می آوریم. به دست را ماکسول معادلات مشابه جواب های و تقارن ها دیفرانسیل
مدل، روی لی-پواسون ساختار یک ایجاد با پنجم فصل در می آوریم. به دست را سیال موج معادلات

می آوریم. به دست را آن همیلتونی معادلات دستگاه



١ فصل

هندسی اساسی مفاهیم

می کنیم. تعریف را نیاز مورد هندسی مفاهیم فصل این در

منیفلد ١ . ١

توانایی ما به که می کنیم، اضافه منیفلد به را هموار ساختار سپس و می کنیم تعریف را منیفلد ابتدا
می کنیم. تعریف را منیفلد به مربوط مفاهیم ادامه در می دهد. را مشتق گیری

باشند: برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم توپولوژیکی n-منیفلد یک را M توپولوژیک فضای .١ . ١ . ١ تعریف

زیرمجموعه های در مشمول ترتیب به p, q ∈ M نقطه ی دو هر یعنی باشد، هاسدورف M •
U؛ ∩ V = ∅ که به طوری باشند U, V ⊂Mباز

باشد؛ داشته شمارا پایه ی یعنی باشد، دوم نوع شمارای M •

یک با همئومورف همسایگی یک در مشمول آن نقطه هر یعنی باشد، اقلیدسی موضعاٌ M •
باشد. Rn از باز زیرمجموعه ی

است. n-بعدی منیفلد یک ،Rn اقلیدسی فضای الف) .١ . ١ . ٢ مثال

است. n-بعدی منیفلد یک n-بعدی، برداری فضای هر ب)

است. mn-بعدی منیفلد یک ،m× n حقیقی ماتریس های مجموعه ی ج)

n١, . . . , nk بعدهای با به ترتیب ,M١منیفلدهایی . . . ,MK کنیم فرض منیفلدها). (ضرب .١ . ١ . ٣ مثال
است. n١ + · · ·+ nk بعد با منیفلد یک M١ × . . .×Mk ضرب فضای باشند.

و خود هرگاه گوییم، همئومورفیسم را F : U ⊆ Rm → V ⊆ Rn وارون پذیر نگاشت .۴ . ١ . ١ تعریف
باشند. پیوسته وارونش



۴ هندسی اساسی مفاهیم .١

هرگاه گوییم، دیفرانسیل پذیر یا هموار را F : U ⊆ Rm → V ⊆ Rn نگاشت .۵ . ١ . ١ تعریف
باشد. پیوسته و موجود مرتبه هر از F جزئی مشتقات

می دهیم. نمایش C∞(U) با را F : U ⊆ Rm → R هموار نگاشت .۶ . ١ . ١ تعریف

دیفئومورفیسم را F آن گاه باشد، m = n و هموار F−١ : V ⊆ Rn → U ⊆ Rm نگاشت اگر
گوییم.

زیرمجموعه های Vα Mو منیفلد باز زیرمجموعه های از شمارا گردایه ای {Uα}α کنیم فرض .١ . ١ . ٧ تعریف
مختصاتی چارت یک را (Uα, φα) آن گاه باشد، همئومورفیسم φα : Uα → Vα اگر باشند. Rn از باز

می نامیم. M منیفلد روی

یک را φ نگاشت و چارت، دامنه را U مجموعه ی آنگاه باشد، چارت یک (U,φ) کنیم فرض
می گوییم. مختصاتی نگاشت

نگاشت باشند، M منیفلد روی مختصاتی چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر کنیم فرض .١ . ١ . ٨ تعریف
نگاشت این .(١ . ١ (شکل می نامیم ψ به φ از گذر نگاشت را ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

است. همئومورفیسم بنابراین است، همئومورفیسم نگاشت دو ترکیب

باشد. دیفئومورفیسم ψ ◦ φ−١ هرگاه می نامیم، سازگار هموار به طور را (V, ψ) و (U,φ) چارت دو

گذر نگاشت یک :١ . ١ شکل



۵ منیفلد .١ . ١

برای اطلس یک را M n-بعدی منیفلد چارت های شامل A = {(Uα, φ)} مجموعه ی .١ . ١ . ٩ تعریف
بپوشانند. را M ،A اعضای دامنه هرگاه گوییم، M منیفلد

به طور یکدیگر با A در چارت دو هر هرگاه گوییم، هموار اطلس یک را A اطلس .١ . ١ . ١٠ تعریف
باشند. سازگار هموار

تعریف را هموار منیفلد حال است. هموار اطلس یک توسط M روی هموار ساختار یک تعریف ما هدف
می کنیم.

که است، (M,A) دوتایی یک هموار منیفلد یک باشد، منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ١ . ١١ تعریف
است. M روی هموار ساختار یک A و منیفلد یک M آن در

(Rn, Id) همانی مختصاتی چارت با n-بعدی هموار منیفلد یک Rn اقلیدسی فضای .١ . ١ . ١٢ مثال
است.

گوییم هموار نگاشت یک را N و M هموار منیفلد دو بین F : M → N نگاشت .١ . ١ . ١٣ تعریف
شامل (V, ψ) مانند چارت یک و ،(U,φ) مانند p شامل چارت یک M از p نقطه هر ازای به هرگاه

نگاشت به طوری که داشته باشد وجود N در F (p)

ψ ◦ F ◦ φ−١ : φ(U) → ψ(V )

.(١ . ١ باشد(شکل هموار

هموار نگاشت تعریف :١ . ٢ شکل

عملگر یک را X : C∞(M) → R نگاشت باشد. هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف
هرگاه گوییم، p ∈M نقطه ی در مشتق

باشد: خطی
X(f + rg)(p) = Xf(p) + r.Xg(p),

کند: صدق لایبنیتز درقاعده

X(fg)(p) = Xf(p).g(p) + f(p).Xg(p).



۶ هندسی اساسی مفاهیم .١

مماسی فضای ١ . ١ . ١

مماسی فضای را آن و می دهیم، نشان TpM با که را p ∈M نقطه ی در مشتق عملگرهای تمام فضای
می نامیم. p نقطه ی در M منیفلد

TpM = {x|.است p ∈M نقطه ی در مشتق عملگر یک x}.

است. برابر M منیفلد بعد با TpM بعد .١۵ . ١ . ١ گزاره

[١٣] برهان.

را M مماس فضاهای تمام مجزای اجتماع باشد، هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١۶ . ١ . ١ تعریف
می دهیم. نشان زیر به صورت را آن و گوییم M مماسی کلاف

TM =
⊔
p∈M

TpM.

نگاشت باشد. هموار نگاشت یک F :M → N کنیم فرض .١ . ١ . ١٧ تعریف

dFp : TpM → TF (p)N,

ضابطه ی با f ∈ C∞ هر ازای به که می نامیم. F دیفرانسیل نگاشت را

dFp(X)f = Xp(f ◦ F ),

می نامند. نیز پیش برنده نگاشت را دیفرانسیل نگاشت می شود. تعریف

آنگاه باشند، هموار نگاشت دو G و F اگر .١ . ١ . ١٨ گزاره

d(G ◦ F ) = dG ◦ dF.

[١٣] برهان.

ایزومورفیسم dFp : TpM → TF (p)N آنگاه باشد، دیفئومورفیسم F : M → N اگر .١ . ١ . ١٩ گزاره
است.

[١٣] برهان.

یک U به باشد. آن از باز زیرمجموعه ی یک U و باشد هموار منیفلد یک M اگر .١ . ١ . ٢٠ تعریف
باشد. منیفلد یک M همواری ساحتار با U هرگاه گوییم، Mباز زیرمنیفلد

شمول نگاشت i : U → M و M باز زیرمجموعه یک U هموار، منیفلد یک M اگر .١ . ١ . ٢١ قضیه
است. ایزومورفیسم di : TpU → TpM نگاشت p هر برای آن گاه باشد

[١٣] برهان.



٧ منیفلد .١ . ١

n-بعدی منیفلد به M m-بعدی منیفلد از هموار نگاشتی F :M → N کنیم فرض .١ . ١ . ٢٢ تعریف
m× n ژاکوبین ماتریس رتبه با است برابر x = (x١, . . . , xm) نقطه در F نگاشت رتبه باشد. N

JF =

(
∂F i

∂xj

)
i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . , n.

مانند نگاشتی M در هموار خم یک باشد. هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ١ . ٢٣ تعریف

α : [a, b] →M,

است. هموار تابع یک α به طوری که است

بر مماس X آن گاه ،X ∈ TpM اگر باشد. p ∈ M و هموار منیفلد یک M کنیم فرض .٢۴ . ١ . ١ لم
مانند M در هموار خم یک

α : [−a, a] →M,

کند. صدق زیر شرط در به طوری که است

α(٠) = p, α′(٠) = X.

[١٣] برهان.

و M منیفلد روی هموار خم یک α کنیم فرض .٢۵ . ١ . ١ تعریف

ε = {x ∈ TM : شود تعریف [٠،١] روی αx},

می کنیم. تعریف زیر شکل به را نمایی تابع آن گاه

exp : ε→M,

exp(x) = αx(١).

یک ،π نگاشت از برش یک باشد. پیوسته نگاشت یک π : M → N کنیم فرض .٢۶ . ١ . ١ تعریف
به طوری که: است σ : N →M مانند آن پیوسته وارون

π ◦ σ = IdN .

برداری میدان های ١ . ١ . ٢

نگاشتی برداری میدان و می شوند تعریف هموار منیفلدهای روی برداری میدان های .١ . ١ . ٢٧ تعریف
یک ،M بر برداری میدان دیگر، بیان به می دهد. نسبت مماس بردار یک منیفلد در نقطه هر به که است

است. TM مماس کلاف از برش



٨ هندسی اساسی مفاهیم .١

این در p ∈ M هر ازای به باشد. M روی مختصات دستگاه یک x = (x١, . . . , xj) کنیم فرض
به شکل برداری میدان هر مختصات دستگاه،

xp =
n∑

i=١
xi(p)

∂

∂xi
; xi ∈ C∞(M).

می شود. داده نمایش

است. R٢ روی هموار برداری میدان یک X(x, y) = −y ∂
∂x

+ x ∂
∂y

.١ . ١ . ٢٨ مثال

.(v|x٠ ̸= ٠) نشود صفر x٠ ∈M نقطه یک در که باشد برداری میدان یک v کنیم فرض .١ . ١ . ٢٩ گزاره
.v = ∂

∂y١ که به طوری دارد وجود x٠ در y = (y١, . . . , ym) موضعی مختصاتی چارت یک آن گاه

[١٩] برهان.

شود، بیان x-مختصات در که باشد برداری میدان یک X اگر .١ . ١ . ٣٠ گزاره

X =
m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
,

می شود. نوشته زیر شکل به y مختصات دستگاه در v آن گاه باشد، مختصات تغییر y = ψ و

X =
m∑
j=١

m∑
i=١

ξi(ψ−١(y))
∂ψj

∂xi
(ψ−١(y))

∂

∂yj
. (١ . ١)

نگاشت باشند. M هموار منیفلد روی برداری میدان دو Y و X کنیم فرض .١ . ١ . ٣١ تعریف

[X,Y ] : C∞(M) → C∞(M)

[X,Y ]f = XY f − Y Xf,

می   نامیم. y و x برداری میدان دو لی کروشه را

باشند، M روی برداری میدان های X,Y, Z کنیم فرض لی). کروشه (ویژگی های .١ . ١ . ٣٢ گزاره
است: زیر ویژگی های دارای لی کروشه آنگاه

است: دوخطی •

[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z],

[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ],

،a, b ∈ R که

است: پادمتقارن •
[X, Y ] = −[Y,X],

می کند: صدق ژاکوبی اتحاد در •

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = ٠.



٩ منیفلد .١ . ١

تانسورها ١ . ١ . ٣

نگاشت باشند. برداری فضای های V١, . . . Vk و W کنیم فرض .١ . ١ . ٣٣ تعریف

F : V١ × . . .× Vk → W,

باشیم: داشته هرگاه گوییم، k-خطی نگاشت یک را

F (v١, . . . , avi + bv′
i, . . . ,vk) = aF (v١, . . . ,vi, . . . ,vk) + bF (v١, . . . ,v

′
i, . . . ,vk)

تابع یک V روی k-تانسور یک باشد. n-بعدی برداری فضای یک V کنیم فرض .٣۴ . ١ . ١ تعریف
است. زیر به صورت چندخطی

F : V١ × . . .× Vk → V.

تابع .ω, η ∈ V ∗ و باشد برداری فضای یک V کنیم فرض .٣۵ . ١ . ١ تعریف

ω ⊗ η : V × V → R (١ . ٢)

ω ⊗ η(v١,v٢) = ω(v١)η(v٢),

گوییم. η و ω بین تانسوری ضرب را

k-خطی نگاشت به باشد. برداری فضای یک V کنیم فرض .٣۶ . ١ . ١ تعریف

F : V × . . .× V → R,

گوییم. می V برداری فضای روی کواریان k-تانسور یک

را آن و می دهیم نشان T k(V ) با را V برداری فضای روی کواریان k-تانسورهای تمام مجموعه
می دهیم: نمایش زیر به شکل

T k(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗.

است متناوب کواریان k-تانسور یک ،V برداری فضای روی T کواریان k-تانسور .١ . ١ . ٣٧ تعریف
هرگاه

T (v١, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . , . . .vk) = (v١, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . , . . .vk)

می دهیم. نشان
∧k(V ) با Vرا روی متناوب k-تانسور های تمام مجموعه

خطی نگاشت .١ . ١ . ٣٨ مثال

T : TpM × TpM → R

می آید. به وجود مماس فضای دو ضرب از که است تانسوری منظور است؛ کواریان ٢-تانسور یک



١٠ هندسی اساسی مفاهیم .١

ضرب باشند. S ∈ T l(V ) و T ∈ T k(V ) و برداری فضای یک V کنیم فرض .١ . ١ . ٣٩ تعریف
می شود: تعریف زیر به شکل S و T بین تانسوری

T ⊗ S : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k-بار

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
l-بار

→ R

(T ⊗ S)(v١, . . . ,vk,vk+١, . . . ,vk+l) = T (v١, . . . ,vk)S(vk+١, . . . ,vk+l)

نگاشت باشد، متناهی بعد با برداری فضای یک V اگر .۴١ . ١ . ٠ تعریف

Alt : T k(V ) →
k∧
(V ),

می شود: تعریف زیر به صورت را

Alt(T ) =
١
k!

∑
σ

(sgnσ)T (vσ(١), . . . ,vσ(k)),

است. {v١, . . . ,vk} k-تایی روی ممکن جایگشت های تمام σ آن در که

نشان ∧ نماد با را آن ها بین وج ضرب آنگاه باشند. ω, η ∈
∧k(V ) کنیم فرض .۴١ . ١ . ١ تعریف

می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η).

ضرب آن گاه باشند، ،ω, ω′, η, η′, ξ ∈
∧k(V ) کنید فرض وج). ضرب (ویژگی های .۴١ . ١ . ٢ گزاره

است: زیر ویژگی های دارای آن ها بین وج

است: دوخطی •
(aω + a′ω′) ∧ η = a(ω ∧ η) + a′(ω′ ∧ η),

است: شرکت پذیر •
ω ∧ (η ∧ ξ) = (ω ∧ η) ∧ ξ,

آن گاه: باشند، η ∈
∧l(V ) و ω ∈

∧k(V ) اگر •

ω ∧ η = (−١)klη ∧ ω.

دیفرانسیلی فرم های ۴ . ١ . ١

می کنیم. تعریف را آن روی مهم عملگرهای و دیفرانسیلی فرم های حال



١١ منیفلد .١ . ١

هرگاه است دیفرانسیلی k-فرم یک ω .۴١ . ١ . ٣ تعریف

ω =
n∑

i١...ik=١
ωi١...ikdx

i١ ∧ . . . ∧ dxik

می دهیم. نشان Ωk(M) با را M در دیفرانسیلی k-فرم های تمام مجموعه ی

با
(
n
k

)
بعد با برداری فضای یک Ωk(M) باشد. n-بعدی منیفلد یک M کنیم فرض .۴۴ . ١ . ١ قضیه

است. {dxi١ ∧ · · · ∧ dxik} پایه

[١٣] برهان.

تعریف زیر به صورت خارجی) (دیفرانسیل دیفرانسیل عملگر ω ∈ Ωk(M) اگر .۴۵ . ١ . ١ تعریف
می شود.

d : Ωk(M) −→ Ωk+١(M)

آنگاه باشد. R٣ روی (٠-فرم) تابع یک f کنیم فرض

df = ∂١fdx
١ + ∂٢fdx

٢ + ∂٣fdx
٣

می کند: صدق زیر ویژگی های در توابع دیفرانسیل

d(f + g) = df + dg .١

d(af) = adf .٢

d(fg) = df.g + fdg .٣

d(f
g
) =

df.g − fdg

g٢ .۴

f = c⇐⇒ df = ٠ .۵

است. منیفلد بعد n آن در که است.
(
n
k

)
برابر Ωk(M) بعد

)می دانیم
n

k

)
=

(
n

n− k

)
به k-فرم یک تبدیل برای روشی دارد. وجود −n)-فرم k) k-فرم، اندازه ی به که است معنی این به که

است. ستاره عملگر یا هج دوگان تبدیل این عملگر دارد. وجود −n)-فرم k)

تعریف زیر به صورت می کند. تبدیل (n−k)-فرم یک به را k-فرم یک ستاره عملگر .۴۶ . ١ . ١ تعریف
می شود.
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⋆ : Ωk(M) −→ Ωn−k(M)

است: زیر به صورت k-فرم یک روی آن اثر

⋆(dxi١ ∧ . . . ∧ dxik) = dxik+١ ∧ . . . ∧ dxin

n = ٣ اگر مثال برای

⋆dx١ = dx٢ ∧ dx٣

⋆dx٢ = dx٣ ∧ dx١

⋆dx٣ = dx١ ∧ dx٢

هستند. دیفرانسیلی فرم های روی مهم عملگرهای ستاره عملگر و خارجی دیفرانسیل وج، ضرب

مختصات در آن A دیورژانس آنگاه باشد. بردار یک A = (a١, a٢, a٣) کنیم فرض .۴١ . ١ . ٧ تعریف
شود. می تعریف زیر به صورت دکارتی

∇ · A =
∂a١
∂x١ +

∂a٢
∂x٢ +

∂a٣
∂x٣ (١ . ٣)

پایین رتبه یک با تانسور یک و کند عمل بالاتر و ١ رتبه ی با تانسوری میدان هر روی تواند می دیورژانس
دهد. می تر

مختصات روی A کرل باشد. برداری میدان یک A = (a١, a٢, a٣) کنیم فرض .۴١ . ١ . ٨ تعریف
و می شود تعریف زیر به صورت دکارتی

Curl(A) = ∇× A =

(
∂a٣
∂x٢ − ∂a٢

∂x٣ ,
∂a١
∂x٣ − ∂a٣

∂x١ ,
∂a٢
∂x١ − ∂a١

∂x٢

)
(۴ . ١)

ریمانی منیفلدهای ١ . ٢

زمان فضا سپس و می کنیم تعریف است، تانسوری میدان یک که را متریک ابتدا بخش، این در
می کنیم. معرفی را مینکوفسکی

متریک ١ . ٢ . ١

که: است g مانند ٢-تانسوری میدان یک M منیفلد روی ریمانی متریک یک .١ . ٢ . ١ تعریف

است: متقارن .١

g(X,Y ) = g(Y,X)،



١٣ لی گروه های .١ . ٣

،X = ٠ اگر تنها و اگر g(X, Y ) = ٠ ،Y ∈ TpM هر برای یعنی است، تباهیده غیر .٢

داریم: X ̸= ٠ هر ازای به یعنی است، معینی مثبت .٣

g(X,X) > ٠

می گوییم. ریمانی شبه متریک آن به نباشد برقرار سوم شرط اگر

داد: نمایش زیر به صورت می توان موضعی مختصات دستگاه یک برحسب را ریمانی متریک یک

g : TpM × TpM → R

g(X,Y ) = gijdx
i ⊗ dxj

(M, g) با و می نامیم ریمانی منیفلد را g ریمانی متریک به مجهز M هموار منیفلد .١ . ٢ . ٢ تعریف
می دهیم. نمایش

می نامیم. ریمانی شبه منیفلد را ریمانی شبه متریک به مجهز منیفلد همچنین

مینکوفسکی زمان فضا ١ . ٢ . ٢

ذره مکان و زمان آن مولفه های که است بعدی چهار ریمانی شبه منیفلد یک فضا-زمان .١ . ٢ . ٣ تعریف
است. فیزیک در رویدادها معادل زمان فضا منیفلد هستند.

متریکِ همراه به ، (ct, x١, x٢, x٣) چارت با را مینکوفسکی زمان فضا .۴ . ١ . ٢ تعریف

ds٢ = −c٢(dt)٢ + (dx١)٢ + (dx٢)٢ + (dx٣)٢

نور سرعت c و می شود زمان به مربوط t می دهند، نمایش را فضا راستای سه ها xi که می کنیم. تعریف
است.

لی گروه های ١ . ٣

می کنیم. تعریف را لی گروه های نظریه  به مربوط مفاهیم بخش، این در

لی گروه ١ . ٣ . ١

نگاشتِ و باشد گروه جبری ساختار دارای که به طوری باشد هموار منیفلد یک G اگر .١ . ٣ . ١ تعریف
ضابطه ی با i : G→ G وارون نگاشتِ و m(g, h) = gh ضابطه ی با m : G×G→ G حاصل ضرب

i(g) = g−١

دارد. نام لی گروه یک G آنگاه باشند هموار



١۴ هندسی اساسی مفاهیم .١

می باشند. لی گروه یک زیر منیفلدهای از یک هر .١ . ٣ . ٢ مثال

n × n وارون پذر حقیقی ماتریس های کلیه از متشکل GL(n,R) عام خطی گروه .GL(n,R) الف)
m : نگاشتِ و است بعدی -n٢ منیفلد یک خود GL(n,R) طرفی از هستند. گروه یک

(A,B) → AB ضابطه ی با GL(n,R)×GL(n,R) → GL(n,R)

A→ A−١ ضابطه ی با i : GL(n,R) → GL(n,R) نگاشتِ و

است. لی گروه یک ماتریس ها ضرب عمل با GL(n,R) لذا هستند. هموار

است. لی گروه یک (R,+) ب)

لی گروه های همومورفیسم F : G→ H نگاشت باشند لی گروه دو H و G کنیم فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف
باشد. همئومورفیسم گروهی، بودن همومورفیسم بر علاوه هرگاه است

نظر در لی گروه یک عنوان به را ضرب عمل تحت R∗ و حمع عمل تحت R الف) .۴ . ١ . ٣ مثال
همومورفیسم یک و است، هموار exp(t) = et ضابطه ی با exp : R → R∗ نگاشت می گیریم،
و مثبت، حقیقی اعداد شامل R+ از باز زیرگروه exp تصویر .e(s+t) = eset چون است لی گروه

.log : R+ → R معکوس با لی گروه ایزومورفیسم یک exp : R → R+

ماتریس عناصر از چندجمله ای یک detA زیرا است هموار det : GL(n,R) → R∗ دترمینان تابع ب)
.det(AB) = (detA)(detB) زیرا است لی گروه همومورفیسم یک تابع این است. A

توسط می کند، عمل M مانند هموار منیفلد یک روی که G مثل تبدیلات گروه یک .۵ . ١ . ٣ تعریف
مانند هموار نگاشت یک و لی گروه یک

Φ : G×M →M

Φ(g, x) = g.x,

می کند: صدق زیر شرایط در g, h ∈ G و x ∈M تمام برای که می شود تعریف

e.x = x, g.(h.x) = (g.h).x.

را M روی v برداری میدان باشد، M منیفلد روی تبدیلات گروه یک G کنیم فرض .۶ . ١ . ٣ تعریف
باشیم: داشته p ∈M ،g ∈ G هر ازای به هرگاه گوییم G-ناوردا

dg(vp) = vgp.

باشد. شده g.pتعریف که به طوری

چپ و راست ضرب نگاشت Rg : h → h.g و Lg : h → g.h و باشد دلخوا g ∈ G کنیم فرض
چپ ناوردای و ،dLg(v) = v هرگاه گوییم، راست ناوردای را G روی v برداری میدان یک باشند.

باشد. dRg(v) = v هرگاه گوییم،



١۵ لی گروه های .١ . ٣

لی جبر ١ . ٣ . ٢

ناورداست. گروه عمل تحت که دارند وجود آن روی خاصی برداری میدان های باشد، لی گروه یک G اگر

می شود. Gگفته لی جبر آن به که می سازند نامتناهی بعد با برداری فضای یک ناوردا برداری میدان های این
فوایدی اهمیت ترین با از یکی هستند. نیز آن لی جبر در دارند، وجود لی گروه یک در که ویژگی هایی تمام
زیاد بسیار آینده فصل های در و است لی گروه های با کار از ساده تر آن ها با کار و دارند جبرها این که
می شویم روبرو آن با مسایل در که پیچیده ای خطی غیر شرط های که است آن شد، خواهیم روبرو آن با

.[٨] می سازد ساده تر آن با کار و شده تبدیل خطی شروطی به کوچک بی نهایت مولد های این تحت

میدان های (چپ) راست ناورداهای تمام فضای G لی گروه (چپ) راست لی جبر .١ . ٣ . ٧ تعریف
است. G روی برداری

[., .] : G × G → G لی کروشه عملگر یک به مجهز برداری فضای یک G لی جبر یک .١ . ٣ . ٨ تعریف
است.

بین ایزومورفیسم لی جبر یک وارون نگاشت دیفرانسیل آنگاه باشد، لی گروه یک G اگر .١ . ٣ . ٩ گزاره
می کند. تعریف چپ و راست لی جبر

di : GL ≃ GR.

ساختاری ثابت های آن گاه باشد. G جبرلی برای پایه یک v١, . . . ,vr کنیم فرض .١ . ٣ . ١٠ تعریف
کروشه رابطه ی توسط را آن با متناظر Ck

ij

[vi,vj] =
r∑

k=١
Ck

ijvk,

می شوند. تعریف

است. جدول به شکل آن نوشتن لی جبر یک ساختار دادن نشان برای راه ساده ترین

لی جدول آنگاه باشد، G برای پایه یک v١, . . . ,vr و بعدی، r لی جبر یک G اگر .١ . ٣ . ١١ تعریف
ثابت های می کند. بیان را [vi,vj] لی کروشه آن ,i)-ام j) عنصر که است r × r جدول یک G برای

است. جدول ij-ام درایه در vk ضریب ckij خواند؛ جدول روی از راحتی به می توان را ساختاری

و باشد SL(٢) گروه لی جبر ،G = SL(٢) اگر .١ . ٣ . ١٢ مثال

v١ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
, v٢ =

(
١
٢ ٠
٠ −١

٢

)
, v٣ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
,

مثال، برای است: زیر به صورت آن لی جدول آن گاه باشیم، گرفته آن برای پایه یک

[v١,v٣] = v٣v١ − v١v٣ = −٢v٢,



١۶ هندسی اساسی مفاهیم .١

[, ] v١ v٢ v٣

v١ ٠ v١ −٢v٢

v٢ −v١ ٠ v٣

v٣ ٢v٢ −v٣ ٠

SL(٢) گروه لی جدول :١ . ١ جدول

ساختاری ثابت های است.

c١
١٢ = c٣

٢٣ = ١ = −c١
٢١ = −c٣

٣٢, c٢
١٣ = −٢ = −c٢

٣١,

هستند. صفر ckijها بقیه و

به صورت نگاشت یک نمایی نگاشت باشد. آن لی جبر G و لی گروه Gیک کنیم فرض .١ . ٣ . ١٣ تعریف
است زیر

exp : G → G. (۵ . ١)

x از که شده پارامتری ماکسیمال انتگرال خم باشد، برداری میدان یک v کنیم فرض .١۴ . ١ . ٣ تعریف
تیلور، قضیه طبق می نامیم. v توسط شده تولید شار را آن و می دهیم نشان Ψ(ϵ, x) با را می گذرد M در

داریم[٢٠]: موضعی مختصات در

Ψ(ϵ, x) = x+ ϵξ(x) +O(ϵ٢),

هستند. v ضرایب ξ = (ξ١, · · · , xm) آن در که

نگاشت با معمولا می شوند، تولید v دلخواه برداری میدان توسط که پارامتری گروه یک یا شار محاسبه
می شود. انجام برداری میدان نمایی

exp(ϵv)x = Ψ(ϵ, x).

بگیرید. نظر در را v = ∂x برداری میدان و باشد، x مختصات با M = R کنیم فرض .١۵ . ١ . ٣ مثال
آن گاه

exp(ϵv)x = exp(ϵ∂x)x = x+ ϵ.

:x∂x برداری میدان برای
exp(ϵx∂x)x = eϵx.

:a∂x برداری میدان برای
exp(ϵv)x = exp(ϵ∂x)x = x+ aϵ,

است. ثابت مقدار یک a درآن که



١٧ لی گروه های .١ . ٣

به صورت می توان را گروه عنصر هر باشد. G لی جبر با پیوسته لی گروه Gیک کنیم فرض .١۶ . ١ . ٣ گزاره
نوشت: نمایی توابع ضرب

g = exp(v١) ◦ . . . ◦ exp(vk); v١, . . . ,vk ∈ G.

از مجموعه یک توسط می کند عمل M منیفلد روی که G تبدیلات لی گروه یک .١ . ٣ . ١٧ تعریف
می گویییم. گروه عمل کوچک بی نهایت مولدهای آن ها به که می شود، تولید M روی برداری میدان های

دریافت. آن کوچک بی نهایت مولد با می توان را گروه عمل پیوسته، گروه های مورد در





٢ فصل

دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی

بخش در می پردازیم. دیفرانسیل معادلات در آن کاربردهای و لی گروه های نظریه ی بررسی به فصل این در
آوردن به دست برای روش یک و می کنیم. تعریف را کامل فضای و دادن امتداد جت، فضای مفاهیم اول،
دستگاه کامل فضای روی گروه عمل یک دادن امتداد مفهوم از استفاده با کوچک بی نهایت مولدهای
کرده محاسبه را معادلات دستگاه یک لی تقارن گروه دوم، بخش در می کنیم. معرفی شده داده معادلات

می پردازیم. دیفرانسیل معادلات تحلیل در لی تقارن گروه کاربردهای بررسی به و

دیفرانسیل معادلات دستگاه ٢ . ١

وابسته متغیر q و (x١, . . . , xp) مستقل متغیر p با دیفرانسیل معادلات دستگاه یک .٢ . ١ . ١ تعریف
آن در که است u = f(x) به شکل تابعی دستگاهی چنین جواب می گیریم. درنظر (u١, . . . , uq)

uα = fα(x١, . . . , xp), α = ١, . . . , q,

موضعی مختصات یک به عنوان را آن می توانیم که است، (x١, . . . , xp) مستقل متغیرهای از هموار تابعی
مختصات یک به عنوان را (u١, . . . , uq) وابسته متغیرهای همچنین و X ≃ Rp اقلیدسی فضای روی

بگیریم. درنظر U ≃ Rq موضعی

می گیریم. درنظر وابسته متغیر q و مستقل متغیر p با دیفرانسیل معادلات دستگاه یک .٢ . ١ . ٢ تعریف
است. E = X × U ≃ Rp+q اقلیدسی فضای کامل، فضای آنگاه

دهی امتداد ٢ . ٢

این در می نامند. جت فضای را وابسته متغیرهای مشتقات و وابسته و مستقل متغیرهای شامل فضای
می کنیم. ارائه فضا این از فرمول بندی یک بخش



٢٠ دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی .٢

تعداد دارای وابسته متغیر q و مستقل متغیر p با f : X → R مانند هموار حقیقی تابع یک

pk =

(
p+ k − ١

k

)
.

f تابع متغیرهای از چندگانه اندیس یک J = (j١, . . . , jk) اگر است. k مرتبه از متمایز جزئی مشتق
به صورت را J به نسبت f تابع جزئی مشتق باشد

∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj١ · · · ∂xjk
,

چند که است آن بیانگر می دهیم. نشان ♯J ≡ k با که را J چندگانه اندیس مرتبه می شود. داده نمایش
گرفته ایم. مشتق تابع از بار

با را n−ام مرتبه تا تابع این جزئی مشتقات تمام فضای

U (n) := U × U١ × . . .× Un, (٢ . ١)

می دهیم. نشان

فضای باشد. وابسته متغیر q و مستقل متغیر p تابع یک f : X → U کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
بعدی p+ q(n) ≡ p+ q

(
p+n
n

)
فضای یک که است Jn = X ×Un اقلیدسی فضای n-ام مرتبه جت

است.

برای باشد. وابسته متغیر یک و مستقل متغیر دو با تابع یک u = f(x, y) کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ مثال
داریم: بنابرین بنویسیم. دوم مرتبه ی تا را تابع جزئی مشتقات که است کافی J٢ یافتن

J٢ = {(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)}

مرتبه تا تابع امتداد مستقل متغیرهای از غیر به تابع یک n−ام مرتبه جت فضای به .٢ . ٢ . ٣ تعریف
می دهیم. نشان u(n) = f (n)(x) با را آن و می نامیم n−ام

با: است برابر مثال٢ . ٢ . ٢ در f تابع دوم مرتبه ی امتداد بنابراین

f (٢)(x, y) = (f ; fx, fy; fxx, fxy, fyy)

دیفرانسیل معادلات دستگاه ریاضی فرمول بندی ٢ . ٣

می کنیم. بیان دیفرانسیل معادلات دستگاه یک از تری دقیق تعریف جت فضای از استفاده با بخش این در

تابعی E کامل بافضای ∆ مانند n−ام مرتبه ی دیفرانسیل معادله m دستگاه یک .٢ . ٣ . ١ تعریف
به صورت



٢١ ناورداها ساختن روش .۴ . ٢

∆ : J (n) −→ Rm (٢ . ٢)

∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, · · · ,m,

است.

u = f(x) مانند هموار تابعی (١٢ . ۴) دیفرانسیل معادلات دستگاه از هموار جواب یک .٢ . ٣ . ٢ تعریف
که: طوری به است

∆ν(x, f
(n)(x)) = ٠, ν = ١, · · · ,m. (٢ . ٣)

لاپلاس معادله .٢ . ٣ . ٣ مثال
uxx + uyy = ٠.

آن کامل فضای است. n = ٢ آن مرتبه همچنین و می باشد y و x مستقل متغیر دو دارای معادله این
به صورت

E = X × U = R٢ × R ≃ R٣

است: زیر به صورت آن دوم مرتبه جت فضای است.

{(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)}

آن ژاکوبی ماتریس هرگاه است ماکسیمال رتبه ی از (٢ . ٣) دیفرانسیل معادلات دستگاه .۴ . ٢ . ٣ تعریف

J∆(x, u
(n)) =

(
∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qp(n))

باشد. m رتبه از

ζ : M → R تابع کند. عمل M روی که باشد همبند تبدیلات گروه یک G کنیم فرض .۵ . ٢ . ٣ قضیه
p ∈M و v ∈ g هر برای اگر تنها و اگر G-ناورداست گروه عمل تحت

vp(ζ) = ٠. (۴ . ٢)

[١٩] برهان.

ناورداها ساختن روش ۴ . ٢

ابتدا کرد. پیدا را شده داده گروه عمل یک ناوردا های می توان چگونه که می دهیم نشان قسمت این در
کوچک بی نهایت مولد با M روی تبدیلات از پارامتری یک گروه یک G کیند فرض

v = ξ١(x)
∂

∂x١ + · · ·+ ξm(x)
∂

∂xm
(۵ . ٢)



٢٢ دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی .٢

خطی، جواب یک G از ζ(x) ناوردای یک است. شده بیان دلخوا موضعی مختصات یک در که باشد
همگن اول مرتبه جزیی دیفرانسیل معادله

v(ζ) = ξ١(x)
∂ζ

∂x١ + · · ·+ ξm(x)
∂ζ

∂xm
= ٠ (۶ . ٢)

با می توان را (۶ . ٢) معادله جواب که می دهد نشان (۶ . ٢) هم چون معادلاتی کلاسیک نظریه است.
معادله مشخصه دستگاه که کرد. پیدا معمولی دیفرانسیل معادلات مشخصه دستگاه از انتگرال گیری

به صورت (۶ . ٢)

dx١

ξ١(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
(٢ . ٧)

به صورت (٢ . ٧) عمومی جواب

ζ١(x١, . . . , xm) = c١, . . . , ζ
m−١(x١, . . . , xm) = cm−١, (٢ . ٨)

هستند. ciها از مستقل توابع ζ i(x) و انتگرال ثابت های c١, · · · , cm−١ آن در که است

است v = −y∂x+x∂y آن کوچک بی نهایت مولد بگیرید. نظر در را SO(٢) دوران گروه .١ . ۴ . ٢ مثال
آن با متناظر مشخصه دستگاه .[٢٠]

dx

−y
=

dy

x
.

c آن در که هستند، x٢ + y٢ = c آن جواب های می شود. حل راحتی به دیفرانسیل معادله این است.
است. دوران گروه مستقل ناوردای تنها ζ(x, y) = x٢ + y٢ بنابراین است. ثابت مقدار یک

دیفرانسیل معادلات تقارن گروه های ۵ . ٢

مستقل متغیرهای روی که است تبدیلات گروه بزرگ ترین دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تقارن گروه
این هدف می دهد. انتقال دیگر جواب های به را دستگاه جواب های و می کند، عمل دستگاه وابسته ی و
معادلات دستگاه یک تقارن گروه که است محاسباتی و سیستماتیک مفید، روش یک به پرداختن بخش

می کند. مشخص را دیفرانسیل
وابسته و مستقل متغیرهای فضای روی که است نقطه ای تبدیلات گروه یک تقارن ها نوع مهم ترین

می شویم. متمرکز نقطه ای تبدیلات تقارن گرو های مطالعه روی نوشتار این در می کند. عمل

تقارن یک می کند، اثر E ≃ X × U فضای روی که ،g : E → E نقطه ای تبدیل یک .١ . ۵ . ٢ تعریف
نیز ū = g.f آنگاه باشد دستگاه جواب یک u = f(x) هرگاه اگر است، دیفرانسیل معادلات دستگاه

باشد. دستگاه برای جواب یک
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گروه عمل دهی امتداد ١ . ۵ . ٢

تبدیلات گروه که بدانیم داریم نیاز هستیم، دیفرانسیل معادلات تقارن های مطالعه دنبال ما که آنجایی از
می کند. عمل جت فضای روی چگونه

O مانند E کامل فضای از باز زیرمجموعه یک روی که باشد تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض
امتداد آن به که داد، ترفیع J (n) یعنی n−ام مرتبه ی جت فضای به می توان را عمل این می کند. عمل
عمل امتداد از منظور دیگر بیان به می دهیم. نشان G(n) با و نامیده O روی G گروه عمل n−ام مرتبه ی
این به فرایند این است. u = f(x) تابع n−ام مرتبه ی تا جزئی مشتقات به آن عمل تعمیم گروه، یک
به صورت تابع یک عنوان به g گرفتن درنظر با آنگاه باشد G گروه از تبدیل یک g اگر که است گونه

به صورت: را آن امتداد g : O → O

g(n) : Jn(O) → Jn(O)

می شود. تعریف (x٠, u
(n)
٠ ) ∈ Jn(O) دلخواه نقطه ی ازای به g(n).(x٠, u

(n)
٠ ) = (x̄٠, ū

(n)
٠ ) ضابطه با

می خواهیم می گیریم. درنظر را E روی SO(٢) گروه عمل باشد. E = R×R کنید فرض .٢ . ۵ . ٢ مثال
اول مرتبه امتداد .J١(E) = R٢ × R١ ≃ R٣ حالت این در دهیم. امتداد یک مرتبه ی تا را عمل این
آنگاه باشد E روی تابع یک u = f(x) اگر می دانیم است. (x, u, ux) چارت با J١ فضای روی θ(١)t

داریم: (٢ . ٢ . ٣) تعریف طبق
f (١)(x) = (f(x), f ′(x)),

باشد. SO(٢) از تبدیلی θ و J١(E) از نقطه ای (x٠, u٠, u٠
x) کنیم فرض است. f اول مرتبه ی امتداد

تبدیل یافتن هدف
θ(١).(x٠, u٠, u٠

x) = (x̄٠, ū٠, ū٠
x),

است.چندجمله ای

f(x) = u٠ + u٠
x(x− x٠) = u٠

xx+ (u٠ − u٠
xx

٠) (٢ . ٩)

تحت f تبدیل ،(٢ . ٩) تابع به توجه با می گیریم. درنظر را f ′(x) = u٠
x و f(x) = u٠ آن در که را

خطی تابع θ زاویه ی

f̄(x̄) = θ.f(x̄) =
sin θ + u٠

x cos θ

cos θ − u٠
x sin θ

x̄+
u٠ − x٠u٠

x

cos θ − u٠
x sin θ

, u٠
x ̸= cot θ, (٢ . ١٠)

بنابراین می باشد.
x̄٠ = x٠ cos θ − u٠ sin θ,

و
ū٠ = x٠ sin θ + u٠ cos θ,
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داریم: ū٠ از مشتقگیری بار یک با حال

ū٠
x = f̄ ′(x̄٠) =

sin θ + u٠
x cos θ

cos θ − u٠
x sin θ

,

نوشت. زیر شکل به می توان را J (١) روی SO(٢)(١) گروه عملگر اول مرتبه ی امتداد ضابطه بنابراین

θ(١).(x, u, ux) =

(
x cos θ − u sin θ, x sin θ + cos θ,

sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)
, |θ| < |arccotux|.

که می کند عمل همانطور (x, u) متغیرهای روی SO(٢)(١) می شود مشاهده که همانگونه فوق مثال در
G(n) اگر کلی طور به می کند. عمل متفاوت به صورتی ux روی تنها SO(٢)(١) و می کند عمل SO(٢)
ویژه به بود. خواهد G(n) عمل معادل k ≤ n مرتبه ی به عمل این تقلیل با کند، عمل (x, u(n)) روی
نگاشت πn

k : Jn(O) → Jn(O) اگر که معنا بدین است. یکی G عمل با G(n) عمل ،k = ٠ برای
است uαJ مؤلفه های از دسته آن شامل u(k) باشد، πn

k (x, u
(n)) = (x, u(k)) ضابطه ی با طبیعی تصویر

مثال: عنوان به .♯J ≤ k آن در که

π٢
١(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) = (x, y;u;ux, uy)

برداری میدان های امتداد ٢ . ۵ . ٢

این در است. جت فضای روی به امتداد قابل گروه یک عمل شد مشاهده گذشته بخش در که همان طور
کوچک بینهایت مولدهای به آن از که داد امتداد می توان نیز را برداری میدان های که می دهیم نشان بخش

است. دیفرانسیل معادلات تقارن های یافتن برای گام اولین فرایند این می شود. یاد

با O روی برداری میدان یک v و E = X × U از باز مجموعه زیر یک O کنیم فرض .٣ . ۵ . ٢ تعریف
میدان یک که می دهیم، نشان v(n) با که vرا n−ام مرتبه ی امتداد باشد. exp(εv) یک-پارامتری گروه
می گویند. [exp(εv)(n)] یک-پارامتری گروه کوچک بینهایت مولد آن به و بوده Jn(O) روی برداری

که معنی بدین

v(n)
∣∣
(x,u(n))

=
d

dε

∣∣
ε=٠[exp(εv)]

(n)(x, u(n)), (x, u(n)) ∈ J (n)(O). (٢ . ١١)

برداری میدان های امتداد فرمول ٣ . ۵ . ٢

میدان یک امتداد آن به کمک تا می کنیم معرفی را برداری میدان امتداد محاسباتی فرمول بخش این در
کنیم. محاسبه را

است زیر به صورت برداری میدان یک فرمول

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ϕα(x, u)
∂

∂uα
, (٢ . ١٢)

هستند. وابسته متغیرهای uα و مستقل متغیرهای ها xi آن در که
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Q(x, u(١)) توابع از q-تایی یک ،(٢ . ١٢) به صورت داده شده v برداری میدان مشخصه .۴ . ۵ . ٢ تعریف
می شود. تعریف زیر به صورت و دارد، بستگی u اول مرتبه مشتق و u ،x به که است،

Q(x, u(١)) = ϕα(x, u)−
p∑

i=١
ξi(x, u)

∂uα

∂xi
. (٢ . ١٣)

کامل مشتق باشد. Jn(O) روی هموار تابع یک F (x, u(n))و باز O ⊂ E کنیم فرض .۵ . ۵ . ٢ تعریف
تعریف Jn+١(O) روی است همواری تابع می دهیم نشان DjF (x, u

(n+١)) با که را xj به نسبت F
آنگاه باشد هموار تابعی u = f(x) اگر که است ویژگی این دارای و شده

DiF (x, f
n+١(x)) =

∂

∂xi
[F (x, u(n))].

محاسبه ی برای صریحی فرمول می شود حاصل مشتق زنجیره ای قاعده ی از مستقیماً که زیر گزاره
می دهد. به دست مشتق عملگر یک قالب در کامل مشتق

J = (j١, . . . , jk) اگر است. مفروض Jn(O) جت فضای روی را F (x, u(n)) تابع .۶ . ۵ . ٢ گزاره
آنگاه: باشد uαJ,i = ∂uαJ/∂x

i و چندگانه اندیس یک

DiF =
∂F

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
. (١۴ . ٢)

صورت این در باشد، (x, y, u) مختصات با E ≃ R٢ × R اگر مثلا

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ · · · ,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ · · · .

می توان را بالاتر مراتب کامل مشتق شکل همین به می باشند. yو x به نسبت F کامل مشتق ترتیب به
به صورت (j١, . . . , jk) چندگانه اندیس به نسبت

DJ = Dj١Dj٢ · · ·Djk

برداری میدان های امتداد محاسبه ی نحوه ی که کنیم ارائه را قضیه ای تا است مهیا شرایط حال کرد. بیان
می دهد. دست به را

آن Qمشخصه ی = (Q١, . . . , Qq) (٢ . ١٢)و شکل به برداری میدان یک v کنیم فرض .٧ . ۵ . ٢ قضیه
به صورت v n-ام مرتبه امتداد باشد.

v(n) =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

n∑
♯J=j=٠

ϕα
J(x, u

(j))
∂

∂uαJ
,
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به طوری که می شود، نوشته

ϕα
J = DJQ

α +

p∑
i=١

ξiuαJ,i, (١۵ . ٢)

= DJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i

است. شده داده امتداد برداری میدان ضرایب

[٢٠] برهان.

کوچک بینهایت مولد می گیریم. نظر در را X × U ≃ R×R روی را SO(٢) گروه عمل .٨ . ۵ . ٢ مثال
به صورت آن

v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

با: است برابر آن اول مرتبه ی امتداد می باشد. ξ = −u و ϕ = x مورد این در است.

v(١) = v + ϕx ∂

∂ux
,

که طوری به
ϕx = Dx(ϕ− ξux) + ξu(xx) = ١ + u٢

x.

با است برابر آن اول مرتبه امتداد لذا و

v(١) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١ + u٢

x)
∂

∂ux
.

با: است برابر نیز آن دوم مرتبه امتداد

v(٢) = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕxx

∂

∂uxx

می شود داده نشان که طوری به

ϕxx = D٢
x(ϕ− ξux) + ξuxxx = D٢

x(x+ uux)− uuxxx = ٣uxuxx,

با: است برابر X × U(٢) روی SO(٢) عمل کوچک بی نهایت مولد دوم مرتبه امتداد بنابراین

v(٢) = −u ∂
∂u

+ x
∂

∂u
+ (١ + u٢

x)
∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
.

∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه یک G تبدیلات از همبند گروه یک .٩ . ۵ . ٢ قضیه
شرط اگر تنها و اگر هست،

v(n)(∆ν) = ٠, ν = ١, . . . , r, (١۶ . ٢)

باشد. برقرار G از v ∈ g بی نهایت مولد هر برای



٢٧ تقارن گروه های محاسبه ی .۶ . ٢

تقارن گروه های محاسبه ی ۶ . ٢

می پردازیم. دیفرانسیل معادلات تقارن های محاسبه به بخش این در

دگاسپریس-پروسسی معادله ی ١ . ۶ . ٢

است: زیر به صورت و است سوم مرتبه و غیرخطی PDE معادله یک دگاسپریس-پروسسی١ معادله ی

ut − utxx + ٢κux + ۴uux − ٣uxuxx − uuxxx = ٠, (٢ . ١٧)

بی نهایت مولد .[٣] است سطحی موج های برای مدل یک معادله این است. حقیقی عدد یک κ آن در که
به صورت معادله این کوچک

v = ξt(t, x, u)
∂

∂t
+ ξx(t, x, u)

∂

∂x
+ ϕ(t, x, u)

∂

∂u
, (٢ . ١٨)

است.
به صورت (٢ . ١٧) معادله گروه کوچک بی نهایت مولد سوم امتداد

v(٣) = ϕ
∂

∂u
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕx

∂

∂ux
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxxt

∂

∂uxxt
+ ϕxxx

∂

∂uxxx
, (٢ . ١٩)

به صورت (٢ . ١٧) معادله سوم مرتبه جت فضای است.

J٣ = {(t, x;u;ut, ux;utt, utx, uxx;uttt, uttx, utxx, uxxx)}.

از: عبارتند معادله کامل مشتقات (٢ . ١٧) معادله جت فضای به توجه با بنابراین، است.

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ utt

∂

∂ut
+ utx

∂

∂ux
+ utxx

∂

∂uxx
+ uttxx

∂

∂utxx
+ uttxx

∂

∂uxxx
+ · · · ,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ utx

∂

∂ut
+ uxx

∂

∂ux
+ uxxx

∂

∂uxx
+ uxtxx

∂

∂utxx
+ uxtxx

∂

∂uxxx
+ · · · .

به دست را (٢ . ١٨) معادله کوچک بی نهایت مولد سوم مرتبه امتداد ضرایب (١۵ . ٢) فرمول از استفاده با
می آوریم.

ϕt = Dt(ϕ− ξtut − ξxux) + ξtutt + ξxutx,

= −ξtuu٢
t − ξxuutux + utϕu − ξttut − ξxt ux + ϕt,

ϕx = Dx(ϕ− ξtut − ξxux) + ξtutx + ξxuxx,

= −ξtuutux − ξxuu
٢
x + uxϕu − ξtxut − ξxxux + ϕx.

١Degasperis-Procesi
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در می کنیم. جایگذاری آن در و می آوریم به دست را (٢ . ١٩) ضرایب سایر مشابه، محاسبات انجام با
می آید: به دست زیر به صورت (٢ . ١٩) نتیجه

v(٣) = ϕ
∂

∂u
+
(
−ξtuu٢

t − ξxuutux + utϕu − ξttut − ξxt ux + ϕt

) ∂

∂ut

+
(
−ξtuutux − ξxuu

٢
x + uxϕu − ξtxut − ξxxux + ϕx

) ∂

∂ux

+
(
−ξtuuutu٢

x − ξxuuu
٣
x − ξtuutuxx − ٢ξtuuxutx − ٣ξxuuxuxx + ϕuuu

٢
x − ٢ξtxuutux

−٢ξxxuu٢
x + ϕuuxx − ٢ξtxutx − ٢ξxxuxx + ٢uxϕxu − ξtxxut − ξxxxux + ϕxx

) ∂

∂uxx

+
(
−۴ξtuuutuxutx − ٣ξxuuutuxuxx.− ξttuuutu

٢
x − ξttuutuxx − ٢ξttuuxutx − ٣ξxtuuxuxx

−٢ξttxuutux − ξtuuuu
٢
tu

٢
x − ξxuuuutu

٣
x − ξtuuu

٢
t uxx+ ϕuuuutu

٢
x − ٢ξtxuuu٢

t ux

−٢ξxxuuutu٢
x − ξxxxuutux + ϕuuutuxx − ۴ξtxuututx − ٢ξxxuutuxx + ٢ϕxuuutux

−ξtuuu٢
xutt − ξtuuttuxx − ٢ξtxuuxutt − ٣ξxuuu٢

xutx − ٣ξxuutxuxx + ٢ϕuuuxutx

−۴ξxxuuxutx − ٢ξtuuxuttx − ٢ξtuututxx − ٣ξxuuxutxx − ξxuutuxxx − ξxtuuu
٣
x + ϕtuuu

٢
x

−٢ξxtxuu٢
x + ϕtuuxx − ٢ξttxutx − ٢ξxtxuxx + ٢uxϕtxu − ξttxxut − ξxtxxux − ξtxxuu

٢
t

+ϕxxuut − ξtxxutt − ٢ξtuu٢
tx − ξxxxutx + ٢ϕxuutx − ٢ξtxuttx + ϕuutxx − ٢ξxxutxx

−ξttutxx − ξxt uxxx + ϕtxx)
∂

∂utxx
+
(
−٣ξtuuutuxuxx − ٣ξtxuuutu٢

x − ٣ξtxuutuxx

−۶ξtxuuxutx − ٩ξxxuuxuxx − ٣ξtxxuutux − ξtuuuutu
٣
x − ٣ξtuuu٢

xutx − ۶ξxuuu٢
xuxx

+٣ϕuuuxuxx − ٣ξtuutxuxx − ٣ξtuuxutxx − ξtuutuxxx − ۴ξxuuxuxxx − ٣ξxxuuu٣
x

+٣ϕxuuu
٢
x − ٣ξxxxuu٢

x + ٣ϕxuuxx − ٣ξtxxutx − ٣ξxxxuxx + ٣uxϕxxu − ξtxxxut

−ξxxxxux − ξxuuuu
۴
x + ϕuuuu

٣
x − ٣ξxuu٢

xx − ٣ξtxutxx + ϕuuxxx − ٣ξxxuxxx

+ϕxxx)
∂

∂uxxx
.

صفر را آن دهیم، اثر (٢ . ١٧) معادله روی را (٢ . ١٨) سوم مرتبه امتداد اگر ،٩ . ۵ . ٢ قضیه طبق
یعنی: می کند،

v(٣) (ut − uxxt + ٢κux + ۴uux − ٣uxuxx − uuxxx) = ٠. (٢ . ٢٠)

می آید: به دست زیر به صورت (٢ . ١٧) مشخصه ی معادلات دستگاه ،(٢ . ٢٠) معادله ی حل با

(٢ . ٢١)
ξtu = ٠, ξtx = ٠, ξttt = ٠, ξxt = −٢

٣ξ
tκ, ξxu = ٠, ξxx = ٠, ϕ = −١

٣ξ
t
t(٢κ+ ٣u).



٢٩ تقارن گروه های محاسبه ی .۶ . ٢

می آیند. به دست زیر به صورت ϕ و ξx ،ξt مقادیر (٢ . ٢١) دستگاه حل با

ξt = a١ + ٢κta٣,

ξx = a٢ + ta٣,

ϕ = −a٣u.

داریم (٢ . ١٨) در ϕ و ξx ،ξt دادن قرار با

v = (a١ + ٢κta٣)∂t + (a٢ + ta٣)∂x − a٣u∂u.

از: عبارتند (٢ . ١٧) معادله ی تقارن های گروه لی جبر مولدهای بنابراین

v١ =
∂

∂t
,

v٢ =
∂

∂x
,

v٣ = ٢κt ∂
∂x

+ t
∂

∂t
− u

∂

∂u
.

از: است عبارت تقارن ها جبرلی جابجاگرهای جدول

[, ] v١ v٢ v٣

v١ ٠ ٠ v١ + ٢κv١

v٢ ٠ ٠ ٠

v٣ −v١ − ٢κv١ ٠ ٠

دگاسپریس-پروسسی معادله ی تقارن های لی جدول :٢ . ١ جدول

بود. خواهد زیر به صورت vi توسط شده تولید Gi یک-پارامتری گروه های

G١ :(t, x, u) 7→ (t+ ϵ, x, u),

G٢ :(t, x, u) 7→ (t, x+ ϵ, u),

G٣ :(t, x, u) 7→ (eϵt, x+ ٢ϵ,−eϵu),

معادله ی جواب یک u = f(x, t) اگر بنابراین است. (٢ . ١٧) معادله ی تقارن گروه یک Gi گروه هر
هستند. معادله جواب نیز زیر توابع آنگاه باشد، (٢ . ١٧)

u(١) = f(t− ϵ, x), u(٢) = f(t, x− ϵ), u(٣) = e−ϵf(eϵt, x− ٢ϵ).



٣٠ دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی .٢

هم ارز تبدیلات ٢ . ٧

تبدیلات روش از دارند، وجود توابع آن ها در که دستگاه هایی تقارن گروه های محاسبه و بررسی برای
روی بر کار می کنند. حفظ را دستگاه معادلاتِ دیفرانسیلی ساختار هم ارز تبدیلات می کنیم. استفاده هم ارز

.[٢] شد انجام (١٩٨٢) اوسیانکوف٢ توسط بار اولین برای هم ارز، تبدیلات
PDE دستگاه های از FK خانواده ی دیفرانسیل، معادلات دستگاه تعریف کلیت دادن دست از بدون

بگیرید: نظر در زیر به صورت را

∆ν(x, u
(n), F ) = ٠, ν = ١, · · · ,m, (٢ . ٢٢)

متغیرهای به وابسته توابع این است ممکن باشد. F = (F١, . . . , FL) پارامتر یا و تابع L شامل که
است. دستگاه از خاصی وابسته ی و مستقل

به صورت: (٢ . ٢٢) دستگاه کوچک بی نهایت مولد

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
j=١

ηj(x, u)
∂

∂uj
+

l∑
α=١

µα(x, u, F )
∂

∂uα
, (٢ . ٢٣)

آن در ضرایب که است.

ξi = ξi(x, u), ηj = ηj(x, u), µα = µα(x, u, F ), (٢۴ . ٢)

می شود. داده نشان ṽ با و نامیده یافته توسعه امتداد (٢ . ٢٣) برداری میدان امتداد روش، این در هستند.
می آوریم. به دست را انعکاس-انتشار مدل های تقارن های روش، این از استفاده با ادامه در

انعکاس-انتشار مدل های ٢ . ٧ . ١

دستگاه می پردازیم. انعکاس-انتشار مدل های یک-بعدیِ تقارن گروه  های بررسی به بخش، این در
:[١٠] می گیریم نظر در را زیر دیفرانسیل utمعادلات = f(u, v) + Auxx + ϕ(u, v)xvx + ϕ(u, v)vxx,

vt = g(u, v) +Bvxx + ψ(u, v)xvx + ψ(u, v)uxx
. (٢۵ . ٢)

دلخواه عنصر شش ،A,B نامشخص ثابت دو و متغیر دو با f, g, ϕ, ψ نامشخص تابع چهار آن در که
هستند. مدل

می نویسیم: زیر به صورت را ٢۵ . ٢ مدل دلخواه عناصر

F = (f١, f٢, f٣, f۴, f۵, f۶), (٢۶ . ٢)
٢Ovsiannikov



٣١ هم ارز تبدیلات .٢ . ٧

آن در که به طوری

f١ = f, f٢ = g, f٣ = ϕ, f۴ = ψ, f۵ = A, f۶ = B. (٢ . ٢٧)

است. زیر به صورت گروه کوچک بی نهایت مولد

v = ξt
∂

∂t
+ ξx

∂

∂x
+ η١ ∂

∂u
+ η٢ ∂

∂v
+ µ١ ∂

∂f
+ µ٢ ∂

∂g

+µ٣ ∂

∂ϕ
+ µ۴ ∂

∂ψ
+ µ۵ ∂

∂A
++µ۶ ∂

∂B
(٢ . ٢٨)

نوشت: فشرده به صورت را آن می توان که

v =
٢∑

i=١
ξi

∂

∂xi
+

٢∑
j=١

ηi
∂

∂ui
+

۶∑
α=١

µα ∂

∂uα
(٢ . ٢٩)

هستند: زیر به صورت ضرایب آن در به طوری که

ξi = ξi(x, u), ηj = ηj(x, u), µα = µα(x, u, F ). (٢ . ٣٠)

می نویسیم: یافته گسترش به صورت را ٢۵ . ٢ معادله مولدها، محاسبه برای

ut − f(u, v)− Auxx − ϕ(u, v)xvx − ϕ(u, v)vxx = ٠, (٢ . ٣١)

vt − g(u, v)−Bvxx − ψ(u, v)xvx − ψ(u, v)uxx = ٠, (٢ . ٣٢)

ft = fx = ٠ gt = gx = ٠, (٢ . ٣٣)

ϕt = ϕx = ٠, ψt = ψx = ٠, (٣۴ . ٢)

At = Ax = Au = Av = ٠, (٣۵ . ٢)

Bt = Bx = Bu = Bv = ٠. (٣۶ . ٢)

همچنین و ندارند بستگی t, x متغیر های به f, g, ϕ, ψ توابع که می دهند نشان (٣۴ . ٢)-(٢ . ٣٣) معادلات
اگر هستند. t, x, u, v متغیرهای تمام از مستقل B و A که می دهند نشان (٣۶ . ٢)-(٣۵ . ٢) معادلات
معادلات در ،٩ . ۵ . ٢ قضیه طبق آن گاه باشد، (٢۵ . ٢) یافته ی گسترش معادله شده ی داده امتداد مولد ṽ

می کنند: صدق زیر

ṽ (ut − f(u, v)− Auxx − ϕ(u, v)xvx − ϕ(u, v)vxx) = ٠, (٢ . ٣٧)

ṽ (vt − g(u, v)−Bvxx − ψ(u, v)xvx − ψ(u, v)uxx) = ٠, (٢ . ٣٨)

ṽ(ft) = ṽ(fx) = ٠ ṽ(gt) = ṽ(gx) = ٠, (٢ . ٣٩)

ṽ(ϕt) = ṽ(ϕx) = ٠, ṽ(ψt) = ṽ(ψx) = ٠, (۴٢ . ٠)

ṽ(At) = ṽ(Ax) = ṽ(Au) = ṽ(Av) = ٠, (۴٢ . ١)

ṽ(Bt) = ṽ(Bx) = ṽ(Bu) = ṽ(Bv) = ٠. (۴٢ . ٢)



٣٢ دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی .٢

است: زیر به صورت ṽ که

ṽ = v + η١
t

∂

∂ut
+ η٢

x

∂

∂ux
+ η١

t

∂

∂vt
+ η٢

x

∂

∂vx
+ η١

xx

∂

∂uxx
+ η٢

xx

∂

∂vxx
+ µ١

t

∂

∂ft

+µ١
x

∂

∂fx
+ µ٢

t

∂

∂gt
+ µ٢

x

∂

∂gx
+ µ٣

t

∂

∂ϕt

+ µ٣
x

∂

∂ϕx

+ µ۴
t

∂

∂ψt

+ µ۴
x

∂

∂ψx

+ µ۵
t

∂

∂At

+µ۵
x

∂

∂Ax

+ µ۵
u

∂

∂Au

+ µ۵
v

∂

∂Av

+ µ۶
t

∂

∂Bt

+ µ۶
x

∂

∂Bx

+ µ۶
u

∂

∂Bu

+ µ۶
v

∂

∂Bv

(۴٢ . ٣)

به دست را (٢۵ . ٢) معادله شده داده امتداد کوچک بی نهایت مولد ضرایب (١۵ . ٢) فرمول از استفاده با
می آوریم.

ηit = Dt(η
i − ξtuit − ξxuix) + ξtuitt + ξxuixt

= Dt(η
i)− uitDt(ξ

t)− uixDt(ξ
٢),

ηix = Dx(η
i − ξtuit − ξxuix) + ξtuitx + ξxuixx

= Dx(η
i)− uitDx(ξ

t)− uixDx(ξ
٢),

ηixx = Dxx(η
i − ξtuit − ξxuix) + ξtuitxx + ξxuixxx

= Dx(η
i
x)− uitxDx(ξ

t)− uixxDx(ξ
x),

می شوند. نوشته زیر به شکل و هستند کامل مشتقات آن ها در Dt, Dx که

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ vt

∂

∂v
+ utt

∂

∂ut
+ utx

∂

∂ux
+ vtt

∂

∂vt
+ vtx

∂

∂vx
+ · · · ,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ vx

∂

∂v
+ utx

∂

∂ut
+ uxx

∂

∂ux
+ vtx

∂

∂vt
+ vxx

∂

∂vx
+ · · · ,

مثال: برای است. Dx عمل تکرار Dxx و

Dxx(u) = Dx(Dx(u)) = Dx(ux) = uxx.

, α = ١, . . . ,۶ که fα وابسته متغیرهای و t, x, u, v مستقل متغیرهای شامل فضای روی که D̃ عملگر
است: زیر به صورت می کند، عمل

D̃σ =
∂

∂t
+

∂

∂x
+

∂

∂u
+

∂

∂v
+

۶∑
α=١

∑
σ

fα
σ

∂

∂fα
,

است. σ = (t, x, u, v) آن در که
می شوند. بیان به صورت (۴٢ . ٣) عملگر در α = ١, . . . ,۶; σ = t, x, u, v که µα

σ ضرایب

µα
σ = D̃σ(µ

α)− fα
t D̃σ(ξ

t)− fα
x D̃σ(ξ

x) + fα
u D̃σ(η

١) + fα
v D̃σ(η

٢), (۴۴ . ٢)



٣٣ هم ارز تبدیلات .٢ . ٧

-(٢ . ٣٧) معادلات روی را آن سپس و آورده به دست را (۴٢ . ٣) آمده، به دست ضرایب جا  گذاری با
از عبارتند مشخصه معادلات بنابراین می دهیم. اثر (۴٢ . ٢)

µ٣ = (٢ξxx − ξtt + η١
u − η٢

v )ϕ,

µ۴ = (٢ξxx − ξtt + η٢
v − η١

u)ψ,

µ۵ = (٢ξxx − ξtt)A, (۴۵ . ٢)

µ۶ = (٢ξxx − ξtt)B,

µ١ = (η١
u − ξ١

t )f, µ٢ = (η٢
v − ξtt)g, (۴۶ . ٢)

ξtx = ξ١
u = ξtv = ٠, ξttt = ٠,

ξxt = ξ٢
u = ξxv = ٠, ξxxx = ٠,

η١
t = η١

x = η١
v = ٠, η١

uu = ٠, (۴٢ . ٧)

η٢
t = η٢

x = η٢
u = ٠, η٢

vv = ٠,

زیر به صورت معادلات دستگاه کوچک بی نهایت مولد ضرایب (۴٢ . ٧) مشخصه معادلات حل با
می آیند. به دست

ξt = c١ + c۵t, ξx = c٢ + c۶x,

η١ = c٣ + c٧u, η٢ = c۴ + c٨v, (۴٢ . ٨)

داریم: (۴۶ . ٢) و (۴۵ . ٢) در (۴٢ . ٨) جای گذاری با

µ١ = (c٧ − c۵)f, µ٢ = (c٨ − c۵)g, (۴٢ . ٩)

µ٣ = (٢c۶ − c۵ + c٧ − c٨)ϕ, µ۴ = (٢c۶ − c۵ + c٨ − c٧)ψ, (۵٢ . ٠)

µ۵ = (٢c۶ − c۵)A, µ۶ = (٢c۶ − c۵)B. (۵٢ . ١)

به دست مشخصه معادلات برای عمومی جواب یک ،(۴٢ . ٨)-(۵٢ . ١) و (۴٢ . ٨) در µ و η ،ξ توابع
می کنند. تعریف (٢۵ . ٢) دستگاه برای مولد این رو از و می آورند،



٣۴ دیفرانسیل معادلات در لی گروه های نظریه ی .٢

تقارن ها لی جبر

است: زیر مولدهای خطی ترکیب (۵٢ . ١)-(۴٢ . ٨) ضرایب با (٢ . ٢٨) عملگر

v١ =
∂

∂t
, v٢ =

∂

∂x
, v٣ =

∂

∂u
, v۴ =

∂

∂v
(۵٢ . ٢)

v۵ = t
∂

∂t
− f

∂

∂f
− g

∂

∂g
− ϕ

∂

∂ϕ
− ψ

∂

∂ψ
− A

∂

∂A
−B

∂

∂B
,

v۶ = x
∂

∂x
+ ٢ϕ ∂

∂ϕ
+ ٢ψ ∂

∂ψ
+ ٢A ∂

∂A
+ ٢B ∂

∂B
,

v٧ = u
∂

∂u
+ f

∂

∂f
+ ϕ

∂

∂ϕ
− ψ

∂

∂ψ
,

v٨ = v
∂

∂v
+ g

∂

∂g
− ϕ

∂

∂ϕ
+ ψ

∂

∂ψ
.

کردیم. پیدا (٢۵ . ٢) دستگاه برای بعدی هشت لی جبر یک بنابراین،

است: زیر به صورت (۵٢ . ٢) تقارن مولدهای جابجایی جدول

[, ] v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧ v٨

v١ ٠ ٠ ٠ ٠ v١ ٠ ٠ ٠

v٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ v٢ ٠ ٠

v٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ v٣ ٠

v۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ v۴

v۵ −v١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

v۶ ٠ −v٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

v٧ ٠ ٠ −v٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

v٨ ٠ ٠ ٠ −v۴ ٠ ٠ ٠ ٠

انعکاس-انتشار مدل های تقارن های لی جدول :٢ . ٢ جدول



٣۵ هم ارز تبدیلات .٢ . ٧

بود. خواهد زیر به صورت vi توسط شده تولید Gi یک-پارامتری گروه های

G١ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (t+ ϵ, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B),

G٢ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (t, x+ ϵ, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B),

G٣ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (t, x, u+ ϵ, v, f, g, ϕ, ψ,A,B),

G۴ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (t, x, u, v + ϵ, f, g, ϕ, ψ,A,B),

G۵ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (eϵt, x, u, v, eϵf, eϵg, eϵϕ, eϵψ, eϵA, eϵB),

G۶ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (t, eϵx, u, v, f, g,٢eϵϕ,٢eϵψ,٢eϵA,٢eϵB),

G٧ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (t, x, u, eϵv, eϵf, g, eϵϕ,−eϵψ,A,B),

G٨ :(t, x, u, v, f, g, ϕ, ψ,A,B) 7→ (t, x, u, eϵv, f, eϵg,−eϵϕ, eϵψ,A,B).





٣ فصل

ماکسول معادلات فرمول بندی

لورنتس، نیروی قانون با همراه که است جزئی دیفرانسیل معادلات از مجموعه ای ماکسول معادله های
به رشته ها این . دهد می را الکتریکی مدارهای و کلاسیک اپتیک کلاسیک، الکترودینامیک بنیاد تشکیل
ریاضیدان و فیزیکدان از پس ماکسول معادلات . هستند مدرن فناوری ارتباطات و برق زمینه خود نوبه

است. شده نامگذاری ماکسول١ کلرک جیمز اسکاتلندی

با و شوند می تولید چگونه مغناطیسی و الکتریکی میدان های که کند می توصیف ماکسول معادلات
داد. ارائه می توان معادله ها این برای فرمول بندی انواع هستند. تغییر در جریان و بار

توانایی ما به نسبی فرمول بندی این است. نسبیتی نظریه یک کلاسیک الکترومغناطیس نظریه
بعدی سه فضای در ماکسول معادلات کلاسیک فیزیک در می دهد. را بالاتر بعدهای به نظریه گسترش
شده ترکیب باهم فضا و زمان می توان خاص نسبیت از استفاده با شوند. می گرفته به کار اقلیدسی
فرم های می شود. نوشته دیفرانسیلی فرم های به صورت ماکسول روابط هندسی مفاهیم از استفاده با و

است. اپتیک و مکانیک کوانتوم در الکترومغناطیس روابط بررسی برای نیاز مورد ابزار دیفرانسیلی

فرم های از استفاده با سپس و می کنیم معرفی را ماکسول کلاسیک معادلات ابتدا فصل این در
همراه ماکسول غیرخطی معادلات مدل ادامه در می کنیم. بیان هندسه زبان به را معادلات این دیفرانسیلی
فصول در است. فیزیکی روابط و مفاهیم شامل فصل این می کنیم. فرمول بندی لورنتز نوسانگر با شده

می دهیم. قرار بررسی مورد هندسی دید با را فصل این از آمده به دست مدل بعدی

١James Clerk Maxwell



٣٨ ماکسول معادلات فرمول بندی .٣

ماکسول کلاسیک معادلات ٣ . ١

نتایج ریاضی بیان ماکسول معادلات می کنیم. بیان را ماکسول کلاسیک معادلات ابتدا بخش این در
هستند. تجربی

:[٧] هستند زیر به صورت ماکسول میکروسکوپیک معادلات

∇ ·B = ٠ (٣ . ١)

∇× E+
∂B

∂t
= ٠ (٣ . ٢)

∇ · E = ρ (٣ . ٣)

∇×B− ∂E

∂t
= J (۴ . ٣)

است. الکتریکی جریان چگالی J و الکتریکی بار چگالی ρ برداری، میدان B الکتریکی، میدان E که
(٣ . ٣) معادله ی فارادی، القای قانون (٣ . ٢) معادله ی مغناطیس، در گاوس قانون (٣ . ١) معادله ی

است. آمپر قانون (۴ . ٣) معادله ی و الکتریسیته در گاوس قانون
جریان و B مغناطیسی میدان و E الکتریکی میدان بیانگر ماکسول معادله از میکروسکوپی نوع
از عمومی صورت اوقات گاهی معادلات این است. اتمی سطح در جریان ها و بارها شامل حاضر کل

شود. می نامیده ” خلاء در ماکسول ”معادلات یا و ماکسول معادلات
:[٧] هستند زیر به صورت ماکسول ماکروسکوپیک معادلات

∇ ·B = ٠ (۵ . ٣)

∇× E+
∂B

∂t
= ٠ (۶ . ٣)

∇ ·D = ρ (٣ . ٧)

∇×H− ١
c

∂D

∂t
=

۴π
c
J (٣ . ٨)

مغناطیسی، میدان شدت H الکتریکی، جابجایی میدان D برداری، میدان B الکتریکی، میدان E که
است. نور سرعت c و الکتریکی جریان چگالی J الکتریکی، بار چگالی ρ



٣٩ الکترومغناطیس نظریه .٣ . ٢

تعریف زیر به صورت که است ماکروسکوپی میدان یک ،D الکتریکی جابه جایی بردار .٣ . ١ . ١ تعریف
می کنیم.

D = ε٠E+P, (٣ . ٩)

است. الکتريک دي ثابت ε٠ و قطبش چگالی P آن در که

ماده ی یک در مغناطیسی گشتاورهای چگالی که است برداری میدانی M مغناطش .٣ . ١ . ٢ تعریف
می دهد. نشان را مغناطیسی

رابطه وجود رابطه این دارد. وجود H مغناطیسی میدان شدت و M مغناطش بین خطی رابطه ای
.[٢٢] می کند ایجاب را زیر خطی

B = µ٠H+M, (٣ . ١٠)

است. خلاء در نور سرعت c که µ٠ε٠ = c−٢ و است مغناطيسي نفوذپذيري µ٠ ، آن در که
(٣ . ٧) معادله ی فارادی، القای قانون (۶ . ٣) معادله ی مغناطیس، در گاوس قانون (۵ . ٣) معادله ی

است. آمپر قانون (٣ . ٨) معادله ی و الکتریسیته در گاوس قانون
ماکسول ”معادلات عنوان به و است عمومی اندازه همان به ماکسول معادله های ماکروسکوپی نوع

است. شده شناخته ماده” در

الکترومغناطیس نظریه ٣ . ٢

الکترومغناطیس نظریه داریم. الکترومغناطیس نظریه با آشنایی به نیاز ماکسول معادلات بررسی برای
می کنیم. بیان را نیاز مورد روابط و مفاهیم فقط بخش این در است گسترده بسیار

الکترومغناطیسی میدان ٣ . ٢ . ١

مغناطیسی میدان و الکتریکی میدان یعنی است، آمده پدید مغناطیسی میدان مفهوم خاص نسبیت از پس
را رفتارشان و می گذارد اثر دارند قرار آن درون که بارداری اجرام بر میدان این نیستند. یکدیگر از جدا

است. طبیعت بنیادی نیرو چهار از یکی الکترومغناطیس میدان می دهد. تغییر

مغناطیسی پتانسیل ٣ . ٢ . ٢

تعریف زیر رابطه ی از و می شود داده نشان A با را است برداری کمیت یک که مغناطیسی پتانسیل
:[٧] می شود

B = ∇×A (٣ . ١١)
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الکتریکی پتانسیل ٣ . ٢ . ٣

:[٧] می شود تعریف زیر رابطه ی از و می شود داده نمایش Φ با که الکتریکی پتانسیل

∇×∇ϕ = ٠. (٣ . ١٢)

نوشته زیر به صورت برداری مغناطیسی پتانسیل و الکتریکی پتانسیل اسکالر برحسب E الکتریکی میدان
:[٢٨] می شود

E = −١
c

∂A
∂t

−∇Φ. (٣ . ١٣)

الکترومغناطیسی میدان تانسور ٣ . ٣

آن از استفاده با بعدی بخش در و می کنیم معرفی را الکترومغناطیسی میدان تانسور بخش، این در
می کنیم. بازنویسی را ماکسول کلاسیک معادلات

ترکیب با چهار-بردار این می کند. بیان را مغناطیسی و الکتریکی میدان (Φ,A) پتانسیل چهار-بردار
می آید: به دست A پتانسیل بردار و Φ پتانسیل اسکالر

Aµ =
(
−Φ,A١,A٢,A٣) . (١۴ . ٣)

ساخت: زیر به صورت را Fµν الکترومغناطیس میدان شدت می توان ،Aµ از استفاده با

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ. (١۵ . ٣)

است: پادمتقارن Fµν که می دهد نشان (١۵ . ٣) رابطه ی

Fµν = −Fνµ. (١۶ . ٣)

هستند: صفر Fµν قطریِ درایه های بنابراین

F٠٠ = F١١ = F٢٢ = F٣٣ = ٠. (٣ . ١٧)

درایه های (١۵ . ٣) و (١۵ . ٣) از استفاده با کند. اختیار را ٠,١,٢,٣ مقادیر می توانند ν و µ اندیس های
می کنیم. محاسبه را Fµν دیگر

F٠١ = ∂٠A١ − ∂١A٠ = −Ex,

F٠٢ = ∂٠A٢ − ∂٢A٠ = −Ey,

F٠٣ = ∂٠A٣ − ∂٣A٠ = −Ez,

F١٢ = ∂١A٢ − ∂٢A١ = Bz,

F١٣ = ∂١A٣ − ∂٣A١ = −By,

F٢٣ = ∂٢A٣ − ∂٣A٢ = Bx.

است: زیر ماتریس به صورت Fµν بنابراین



۴١ ماکسول معادلات دیفرانسیلی فرم .۴ . ٣

Fµν =



٠ −E١ −E٢ −E٣

E١ ٠ B٣ −B٢

E٢ −B٣ ٠ B١

E٣ B٢ −B١ ٠


(٣ . ١٨)

:[١٨] است زیر به صورت پادمتقارن دو-تانسور یک ،F الکترومغناطیسی میدان تانسور

F = Fµνdx
µ ⊗ dxν , (٣ . ١٩)

نوشت: زیر ٢-فرم صورت به را آن می توان ،۴١ . ١ . ١ تعریف از استفاده با

F =
١
٢Fµνdx

µ ∧ dxν . (٣ . ٢٠)

نوشت: زیر به صورت را (٣ . ٢٠) رابطه ی می توان ،(٣ . ١٨) به توجه با

F = B+ E ∧ dt. (٣ . ٢١)

ماکسول معادلات دیفرانسیلی فرم ۴ . ٣

ماکسول معادلات بخش این در است. دیفرانسیل هندسه زبان به ماکسول معادلات بیان بخش این هدف
می کنند ساده را ماکسول معادلات با کار دیفرانسیلی فرم های می کنیم. بازنویسی دیفرانسیلی فرم های با را

باشیم. داشته معادلات از بهتری تصویر می کنند کمک و
میدان و (E) الکتریکی میدان میان ارتباط که دیفرانسیلی اند معادلات از دسته یک ماکسول معادلات
بار چگالی به وابسته (B) مغناطیسی میدان و (E) الکتریکی میدان می کنند. بیان را (B) مغناطیسی

هستند. (J) الکتریکی جریان چگالی و (ρ) الکتریکی
میدان گرفتن نظر در جای به هستند. زمان از مستقل مغناطیسی میدان و الکتریکی میدان مختصات
می نظر در ١-فرم یک عنوان به را میدان این ما E = (E١, E٢, E٣) بردار یک عنوان به الکتریکی

گیریم.

E = E١dx
١ + E٢dx

٢ + E٣dx
٣ (٣ . ٢٢)

میدان این ما B = (B١, B٢, B٣) بردار عنوان به مغناطیسی میدان گرفتن نظر در جای به مشابه به طور
می گیریم. نظر در ٢-فرم یک به عنوان را

B = B١dx
٢ ∧ dx٣ +B٢dx

٣ ∧ dx١ +B٣dx
١ ∧ dx٢ (٣ . ٢٣)
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نظر در زیر ١-فرم یک شکل به را (ρ, j١, j٢, j٣) مولفه های با جریان است. زمان به وابسته جریان
می گیریم.

Jµ = −ρdt+ j١dx
١ + j٢dx

٢ + j٣dx
٣

به صورت را فضا-زمان منیفلد

M = R× S

است. [١۵] زمان زیرمنیفلد R فضا، دهنده ی نشان و ٣-بعدی منیفلد یک S آن در که می گیریم. درنظر
داریم: (٣ . ٢١) معادله در (٣ . ٢٣) و (٣ . ٢٢) جایگذاری با

(٢۴ . ٣)
F = B١dx

٢∧dx٣+B٢dx
٣∧dx٢+B٣dx

١∧dx٢+E١dx
١∧dt+E٢dx

٢∧dt+E٣dx
٣∧dt

dF = d(B+ E ∧ dt) = dB+ dE ∧ dt

=

(
∂B١
∂x١ +

∂B٢
∂x٢ +

∂B٣
∂x٣

)
dx١ ∧ dx٢ ∧ dx٣

+

(
∂E٣
∂x٢ − ∂E٢

∂x٣ +
∂B١
∂t

)
dt ∧ dx٢ ∧ dx٣

+

(
∂E١
∂x٣ − ∂E٣

∂x١ +
∂B٢
∂t

)
dt ∧ dx٣ ∧ dx١

+

(
∂E٢
∂x١ − ∂E١

∂x٢ +
∂B٣
∂t

)
dt ∧ dx١ ∧ dx٢

است. زیر عبارت های شدن صفر معادل dF = ٠ که کنید توجه

∂B١
∂x١ +

∂B٢
∂x٢ +

∂B٣
∂x٣ = ٠ (٢۵ . ٣)

و

∂E٣
∂x٢ − ∂E٢

∂x٣ +
∂B١
∂t

= ٠
∂E١
∂x٣ − ∂E٣

∂x١ +
∂B٢
∂t

= ٠ (٢۶ . ٣)
∂E٢
∂x١ − ∂E١

∂x٢ +
∂B٣
∂t

= ٠
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عملگر حال است. (٣ . ٢) معادله ی (٢۶ . ٣) و (٣ . ١) معادله ی همان (٢۵ . ٣) عبارت که است.
می دهیم. اثر F روی را ستاره

(٣ . ٢٧)
⋆F = −B١dx

١∧dt−B٢dx
٢∧dt−B٣dx

٣∧dt+E١dx
٢∧dx٣+E٢dx

٣∧dx١+E٣dx
١∧dx٢

داریم: (٣ . ٢٧) و (٢۴ . ٣) مقایسه ی با

d ⋆ F =

(
∂E١
∂x١ +

∂E٢
∂x٢ +

∂E٣
∂x٣

)
dx١ ∧ dx٢ ∧ dx٣

+

(
∂B٢
∂x٣ − ∂B٣

∂x٢ +
∂E١
∂t

)
dt ∧ dx٢ ∧ dx٣

+

(
∂B١
∂x٣ − ∂B٣

∂x١ − ∂E٢
∂t

)
dt ∧ dx١ ∧ dx٣

+

(
∂B١
∂x٢ − ∂B٢

∂x١ +
∂E٣
∂t

)
dt ∧ dx١ ∧ dx٢

داریم: ستاره عملگر دوباره دادن اثر با

⋆d ⋆ F = −
(
∂E١
∂x١ +

∂E٢
∂x٢ +

∂E٣
∂x٣

)
dt

+

(
∂B٣
∂x٢ − ∂B٢

∂x٣ − ∂E١
∂t

)
dx١

+

(
∂B١
∂x٣ − ∂B٣

∂x١ − ∂E٢
∂t

)
dx٢

+

(
∂B١
∂x١ − ∂B١

∂x٢ +
∂E٣
∂t

)
dx٣

با: است متناظر ⋆d ⋆ F = J داشت: خواهیم J با قراردادن معادل و

∂E١
∂x١ +

∂E٢
∂x٢ +

∂E٣
∂x٣ = ρ

∂B٣
∂x٢ − ∂B٢

∂x٣ − ∂E١
∂t

= j١ (٣ . ٢٨)
∂B١
∂x٣ − ∂B٣

∂x١ − ∂E٢
∂t

= j٢

∂B١
∂x١ − ∂B١

∂x٢ +
∂E٣
∂t

= j٣

(٣ . ٢٩)

است. (۴ . ٣) معادله ی همان دستگاه ادامه ی و (٣ . ٣) معادله  همان (٣ . ٢٨) معادله ی اول عبارت که
است: زیر دستگاه معادل ماکسول معادلات پس
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dF = ٠, (٣ . ٣٠)

⋆ d ⋆ F = J, (٣ . ٣١)

است. مینکوفسکی متریک با زمان) (فضا ۴-بعدی منیفلد روی ٢-فرم یک F که
(٣ . ٣١) و (٣ . ٣٠) معادله ی دو با می توان را ماکسول معادلات تمام دادیم نشان بخش این در

.[١٨] می کنند بیان را الکترومغناطیس نظریه کامل به طور معادله دو این کرد. بازنویسی

ماکسول خطی غیر معادلات ۵ . ٣

می آوریم. به دست را ماکسول غیرخطی معادلات ماکسول، کلاسیک معادلات از استفاده با بخش این در
خطی[۶]: غیر اپتیک در متداول فرض دو

J = ٠ و ρ = ٠ .١

.M = ٠ یعنی نباشد؛ مغناطیس پذیر رسانا .٢

داریم: غیرخطی اپتیک فرض های و ماکسول کلاسیک ماکروسکوپی معادلات طبق نتیجه در

∇× E+
∂B

∂t
= ٠ (٣ . ٣٢)

∇×H =
∂D

∂t
(٣ . ٣٣)

می شوند. تبدیل زیر شکل به (٣ . ١٠) و (٣ . ٩) روابط مغناطیسی غیر رسانای برای

B = µ٠H (٣۴ . ٣)

D = ε٠P (٣۵ . ٣)

داریم: (٣۴ . ٣) و (٣۶ . ٣) از

∂D

∂t
= − ١

µ٠
∇×B (٣۶ . ٣)

میدان ، E = (E(z, t),٠,٠) الکتریکی میدان با z محور را الکترومغناطیسی امواج انتشار راستای ما
می گیریم. Dدرنظر = (D(z, t),٠,٠) الکتریکی جابه جایی میدان و B = (٠, B(z, t),٠) مغناطیسی

بنویسیم: زیر به صورت می توانیم را (٣۶ . ٣) و (٣ . ٣٢) معادله ی بنابراین

Bt + Ez = ٠, (٣ . ٣٧)



۴۵ لورنتز نوسانگر و ماکسول مدل .۶ . ٣

Dt +Bz = ٠. (٣ . ٣٨)

به صورت الکتریکی جابه جایی میدان همچنین

D = E +
E٢σ+١

٢σ + ١ + P (٣ . ٣٩)

.[۶] کند اختیار را دو یا یک صحیح مقدار می تواند σ آن در که است
هستند: زیر به صورت ماکسول غیرخطی معادلات بنابراین

Bt + Ez = ٠, (۴٣ . ٠)

Dt +Bz = ٠, (۴٣ . ١)

D = E +
E٢σ+١

٢σ + ١ + P. (۴٣ . ٢)

میدان (۴٣ . ٢) و آمپر قانون (۴٣ . ١) معادله ی فارادی، القای قانون (۴٣ . ٠) معادله ی بالا دستگاه در
است. الکتریکی جابه جایی

لورنتز نوسانگر و ماکسول مدل ۶ . ٣

الکترومغناطیسی موج یک نور است. شده ساخته ماده و نور برهم کنش براساس غیرخطی اپتیک نظریه
ما به که می سازیم مدلی بخش این در است. ذاتی که است الکتریکی قطبش ویژگی دارای ماده و است

می دهد. را غیرخطی ماده در نور انتشار توصیف توانایی

لورنتز نوسانگر معادله ی ١ . ۶ . ٣

تولید E الکتریکی میدان با که را قطبش نوسان های که است لورنتز نوسانگر معادله (۴٣ . ٣) معادله
ثابت ε∞ و εs اینجا در است. α = (εs − ε∞)/ε∞ پارامتر آن در و می دهد. نشان را می شوند

لورنتز نوسان گر معادله .[۶] است خطی دی الکتریک ثابت و استاتیک دی الکتریک

Ptt + P − αE = ٠. (۴٣ . ٣)

می شوند. گرداننده E الکتریکی میدان توسط نوسان ها که می دهد نشان



۴۶ ماکسول معادلات فرمول بندی .٣

لورنتز نوسانگر و ماکسول مدل فرمول بندی ٢ . ۶ . ٣

غیرخطی معادلات مدل، این در می کنیم. فرمول بندی را لورنتز نوسانگر و ماکسول مدل بخش این در
:[٢۴ ،٢٣] هستند زیر فرم به مدل این معادلات شده اند. همراه لورنتز نوسانگر معادله با ماکسول

Bt + Ez = ٠, (۴۴ . ٣)

Dt +Bz = ٠, (۴۵ . ٣)

D = E +
E٢σ+١

٢σ + ١ + P, (۴۶ . ٣)

Ptt + P − αE = ٠. (۴٣ . ٧)

فرض معمولا بنابراین، .[٢۵] دارد بالایی جهت گیری ماهیت که می شود انجام لیزر با غیرخطی اپتیک
z محور امتداد در را موج انتشار مدل این در است. فضا راستای یک در موج انتشار که می شود
D = (D(z, t),٠,٠)T جابه جایی جریان ، E = (E(z, t),٠,٠)T الکتریکی میدان که می گیریم درنظر
مغناطیسی میدان آن در و دارند قرار ها x محور امتداد در همگی P = (P (z, t),٠,٠)T قطبش و
غیرخطی به طور (۴۶ . ٣) در جابه جایی جریان می گیرد. قرار ها y محور امتداد در B = (٠, B(z, t),٠)T

دارد. بستگی P قطبش به خطی به طور و E الکتریکی میدان به
می گرفتیم. درنظر z محور امتداد در را موج انتشار افقی صفحه لورنتز نوسانگر و ماکسول مدل در

هستند: زیر شکل به مغناطیسی پتانسیل و الکتریکی پتانسیل (٣ . ١١) و (٣ . ١٢) رابطه های از پس

E = ϕz, B = Az. (۴٣ . ٨)

بنابراین نوشت. (E +At)z = ٠ شکل به می توان را (۴۴ . ٣) فارادی قانون

B = Az, E = −At, (۴٣ . ٩)

هستند. A مغناطیسی پتانسیل برحسب E و B برای نمایشی
از: عبارتند پتانسیل ها برحسب (۴٣ . ٧)-(۴۴ . ٣) بنابراین

∂

∂t

(
−At −

A٢σ+١
t

٢σ + ١ + P

)
+Azz = ٠, (۵٣ . ٠)

Ptt + P − αAt = ٠. (۵٣ . ١)



۴٧ لورنتز نوسانگر و ماکسول مدل .۶ . ٣

ماکسول غیرخطی معادلات شامل مدل یک ماده، در خطی غیر نور رفتار بررسی برای بخش این در
که دادیم نشان پایان در کردیم. معرفی می شود، کنترل P قطبش میدان توسط که لورنتز نوسانگر یک و

داد. کاهش (۵٣ . ١) و (۵٣ . ٠) معادله دو به را مدل می توان





۴ فصل

ماکسول معادلات جواب های هندسی ساختار
لورنتز نوسانگر و

لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات تقارن های ١ . ۴

دستگاه یا (۴٣ . ٧)-(۴۴ . ٣) لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات لی نقطه ای تقارن های بخش این در
دیفرانسیل معادلات دستگاه یک ابتدا این منظور برای می آوریم. به دست را (۵٣ . ١)-(۵٣ . ٠) آن هم ارز
با می آوریم. بدست را آن لی تقارن های سپس و می نویسیم لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات برای
و می آوریم به دست را دستگاه مشابه جواب های (۵٣ . ١)-(۵٣ . ٠) دستگاه نقطه ای تقارن های از استفاده

می دهیم. مرتبه کاهش را دستگاه سپس
دیفرانسیل: معادلات دستگاه به صورت را (۵٣ . ١)-(۵٣ . ٠) معادلات دستگاه دیفرانسیل معادلات

∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١,٢, (١ . ۴)

آن در که می گیریم نظر ١∆در = −Att −A٢σ
t Att + Pt +Azz = ٠ ,

∆٢ = Ptt + P − αAt = ٠ ,
(٢ . ۴)

هستند. وابسته متغییر های u = (A, P ) و مستقل متغییر های x = (t, z) و
به صورت را (١ . ۴) کوچک بینهایت لی تبدیلات

t′ = t+ ϵξt, z′ = z + ϵξz, A′ = A+ ϵηA,

E ′ = E + ϵηE, B′ = B + ϵηB, P ′ = P + ϵηP ,

(٣ . ۴)

تقارنِ مولد با

v = ξt(t, z,A, P ) ∂
∂t

+ ξz(t, z,A, P ) ∂
∂z

+ ηA(t, z,A, P ) ∂
∂A

+ ηP (t, z,A, P ) ∂
∂P

,(۴ . ۴)



۵٠ لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات جواب های هندسی ساختار .۴

فضای مختصات هستند. وابسته P و A متغیرهای و مستقل z و t متغیرهای آن در که هستند
هستند: زیر به صورت دوم مرتبه جت و اول مرتبه جت مختصات و است (t, z,A, P ) کامل

J١ = (t, z,A, P,At,Az, Pt, Pz),

J٢ = (t, z,A, P,At,Az, Pt, Pz,Att,Atz,Azz, Ptt, Ptz, Pzz).

کند. صفر را دستگاه (۴ . ۴) دوم مرتبه امتداد باید است، دوم مرتبه از (١ . ۴) این که به توجه با
می آوریم: به دست را (۴ . ۴) دوم مرتبه امتداد ٧ . ۵ . ٢ قضیه از استفاده با

v(٢) = ηP
∂

∂P
+
(
−ξtAA٢

t − ξtPAtPt − ξzaAtAz − ξzpAzPt +Atη
A
a + Ptη

A
p − ξttAt

−ξztAz + ηAt
) ∂

∂At

+
(
−ξtAAtPt − ξtPP

٢
t − ξzAAtPz − ξzPPtPz − ξttPt − ξttP

z
z

+Atη
P
A + Ptη

P
P + ηPt

) ∂

∂Pt

+
(
−٢ξttPAtPt − ٢ξztAAtAz − ٢ξzt,PAzPt − ٢ξtAPA٢

tPt

−ξzAAA٢
tAz + ٢ηAAPAtPt − ٣ξtAAtAtt − ٢ξtPAttPt − ξzAAzAtt − ٢ξzAAtAtz

−٢ξzPAtzPt − ξtPPAtP
٢
t − ξzPPAzP

٢
t − ξtPAtPtt − ξzPAzPtt − ٢ξzAPAtAzPt + ηAtt

−٢ξtAtA٢
t + ٢Atη

A
tA + ٢Ptη

A
tP − ξtttAt − ξzttAz − ξtAAA٣

t + ηtAAA٢
t + ηtAAtt

−٢ξttAtt − ٢ξztAtz + ηAAAA٢
t + ηAAAtt − ٢ξtTAtt − ٢ξztAt,z + ηzPPP

٢
t + ηAP Ptt

) ∂

∂Att

+
(
−٢ξzAPAtPtPz − ٢ξttAAtPt − ٢ξztAAtPz − ٢ξztPPtPz − ξtAAA٢

tPt − ٢ξtAPAtP
٢
t

−ξzAAA٢
tPz + ٢ηPAPAtPt − ξtAAttPt − ξzAAttPz − ξzPPP

٢
t Pz − ٢ξtAAtPtt − ٣ξtPPtPtt

−ξzPPzPtt − ٢ξzAAtPtz − ٢ξzPPtPtz + ηPtt + ٢Atη
z
tA + ٢Ptη

z
tP + ηzAAA٢

t + ηzAAtt

−ξtPPP
٣
t + ηzPPP

٢
t − ٢ξttPtt + ηzPPtt − ٢ξzt Ptz − ٢ξttPP ٢

t − ξtttPt − ξzttPz

) ∂

∂Ptt

+
(
−٢ξtAPAtAzAzPz + ηtzz − ξxAAAtA٢

z − ٢ξzAPA٢
zPz + ٢ηtAPAzPz − ٢ξtAAzAtz

−٢ξtPAtzPz − ξtAAtAzz − ٣ξzAAzAzz − ٢ξzPAzzPz − ξtPPAtP
٢
z − ξxPPAzP

٢
z

−ξtAtPzz − ξzAzPzz − ٢ξtzAAtAz − ٢ξtzPAtPz − ٢ξxzPAzPz − ٢ξxzAA٢
z + ٢Azη

t
zA

+٢Pzη
t
zP − ξtzzAt − ξzzzAz − ξxAAA٣

z + ηtAAA٢
z − ٢ξtzAtz + ηtAAzz − ٢ξzzAzz

+ξtPPP
٢
z + ηtPPzz

∂

∂Azz

.

(۶ . ۴)

دوم مرتبه امتداد می کند. صفر را معادله کوچک، بی نهایت مولد دوم مرتبه امتداد ،٩ . ۵ . ٢ قضیه طبق
می دهیم: اثر (١ . ۴) معادلات روی را (۴ . ۴)

v(٢) (−Att −A٢σ
t Att + Pt +Azz

)
= ٠ (٧ . ۴)



۵١ تقارن ها لی جبر .٢ . ۴

v(٢)(Ptt + P + αAt) = ٠. (٨ . ۴)

می آوریم. به دست را مشخصه معادلات (٨ . ۴) و (٧ . ۴) معادلات از

ξtA = ٠, ξtP = ٠, ξtt = ٠ ξtz = ٠ ξzA = ٠, ξzP = ٠, ξzt = ٠ ξzz = ٠, (٩ . ۴)

ηP = ٠, ηAA = ٠, ηAP = ٠, ηAt = ٠, ηAzz = ٠.

می آیند: به دست ξt, ξz, ηA, ηP ،(٩ . ۴) مشخصه معادلات دستگاه حل با

ξt = a١, ξz = a٢, ηA = a٣z + a۴ ηP = ٠. (١٠ . ۴)

داریم: (۴ . ۴) در ηP و ηA ،ξz ،ξt دادن قرار با

v = a١
∂

∂t
+ a٢

∂

∂z
+ (a٣z + a۴)

∂

∂A
, (١١ . ۴)

تقارن ها لی جبر ٢ . ۴

تقارن های گروه لی جبر مولدهای بنابراین است. لی جبرهای خطی ترکیب (١١ . ۴) لی نقطه ای تقارن
از: عبارتند (٢ . ۴) معادله ی

v١ =
∂

∂t
, v٢ =

∂

∂z
, v٣ = z

∂

∂A
, v۴ =

∂

∂A
. (١٢ . ۴)

است. زیر به شکل فوق مولدهای جابجاگرهای جدول

[, ] v١ v٢ v٣ v۴

v١ ٠ ٠ ٠ ٠

v٢ ٠ ٠ v۴ ٠

v٣ ٠ −v۴ ٠ ٠

v۴ ٠ ٠ ٠ ٠

تقارن ها لی جدول :١ . ۴ جدول



۵٢ لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات جواب های هندسی ساختار .۴

تقارن گروه های ٣ . ۴

هستند: زیر به صورت vi توسط شده تولید Gi پارامتری یک گروه های

G١ :(t, z,A, P ) 7→ (t+ ϵ, z,A, P ),

G٢ :(t, z,A, P ) 7→ (t, z + ϵ,A, P ),

G٣ :(t, z,A, P ) 7→ (t, z,A+ zϵ, P ),

G۴ :(t, z,A, P ) 7→ (t, z,A+ ϵ, P ),

و زمان انتقال تحت دستگاه که می دهند نشان G٢ و G١ گروه های است. حقیقی عدد یک ϵ آن در که
است. ناوردا مکان

کنیم. ارائه G١, · · · , G۴ گروه های زیر پارامتری یک تبدیلات ترکیب از که را g دلخواه تبدیلات گروه
داد. نمایش زیر به صورت را آن می توان باشد، همانی نزدیک g اگر

g = exp(ϵ۴v۴) ◦ exp(ϵ٣v٣) ◦ exp(ϵ٢v٢) ◦ exp(ϵ١v١).

g : (t, z, a, p) → (t+ ٢ϵ, z + ϵ, (z + ϵ)ϵ+ a+ ϵ, p).

می دارد. نگه ناوردا کند، عمل دستگاه جت فضای روی g اگر

دستگاه ناورداهای محاسبه ۴ . ۴

برای آن ها از بعدی بخش در و می آوریم به دست را (٢ . ۴) دستگاه دیفرانسیلی ناورداهای بخش این در
می کنیم. پیدا را (١١ . ۴) عملگر ناورداهای می کنیم. استفاده دستگاه مرتبه کاهش

X(ζ) = ٠ (١٣ . ۴)

a١
∂ζ

∂t
+ a٢

∂ζ

∂z
+ (a٣z + a۴)

∂ζ

∂A
= ٠ (١۴ . ۴)

به صورت مشخصه معادله که

dt

a١
=

dz

a٢
=

dA
(a٣z + a۴)

=
dP

٠ (١۵ . ۴)

به صورت می توان را (١۵ . ۴) جواب

ζ١(t, z,A, P ) = c١, ζ
٢(t, z,A, P ) = c٢, ζ

١(t, z,A, P ) = c٣, (١۶ . ۴)

هستند. انتگرال ثابت های c١, c٢, c٣ آن در که است



۵٣ دستگاه ناورداهای محاسبه .۴ . ۴

از: است عبارت ناورداها از یکی (١۵ . ۴) اول معادله دو از انتگرال گیری با

a٣
a١
t− z = c١

انتگرال محاسبه با می آوریم. به دست را دیگر ناورداهای مشابه به طور

∫
dz

a٢
=

∫
dA

(a٣z + a۴)

داشت: )خواهیم
١
٢
a٢
a٢
z٢ +

a۴
a٢
z

)
= A+ c٢,

مشابه به صورت ∫و
dt

a١
=

∫
dP

٠ ,

می دهد: نتیجه

P = c٣

از عبارتند ناورداها بنابراین

J١ = z − st,

J٢ = A−
(

١
٢δz

٢ + υz

)
,

J٣ = P.

آن  ها در که هستند
s =

a٢
a١
, δ =

a٣
a١
, υ =

a۴
a١
.

داریم: ناوردها از

A =
١
٢δz

٢ + υz + A(ξ), P = P (ξ) (١٧ . ۴)

به طوری که

ξ = z − st (١٨ . ۴)

است. سیار موج متغیر



۵۴ لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات جواب های هندسی ساختار .۴

مشابه جواب های ۵ . ۴

را شده داده معادلات دستگاه جواب های می آیند، به دست نقطه ای تقارن های از که مشابه جواب های
.[٢] می دهند

داریم: نتیجه در E = −At می دانیم قبل فصل (۴٣ . ٩) رابطه از

E = −At = −∂A
∂ξ

∂ξ

∂t
= −ξtA′(ξ) = −(−s)A′(ξ) (١٩ . ۴)

A′(ξ) =
E

s
, A′′(ξ) = (

E

s
)′

داریم: (١٧ . ۴) از مشتق گیری با

A =
١
٢δz

٢ + υz + A(ξ)

Az = δz + υ + A′(ξ)

Azz = δ + A′′(ξ)

At = (−s)A′(ξ)

Att = s٢A′′(ξ)

و

Pt =
∂P
∂ξ

∂ξ

∂t
= (−s)P ′(ξ) = (−s)P ′

Ptt = (−s)P ′′(ξ)(−s) = s٢P ′′

نوشت: زیر به صورت را ξ متغیر به نسبت (٢ . ۴) دستگاه اول معادله نتیجه در

−s٢A′′ − (−sA′)٢σ + (−s)P ′ + δ + A′′ = ٠ (٢٠ . ۴)

داریم: (٢٠ . ۴) در (١٩ . ۴) جایگذاری با

−(−s(E
s
)′)٢σ + (−s)P ′ + δ + (

E

s
)′ = ٠, (٢١ . ۴)

داریم: معادله این از انتگرالگیری یکبار با

δξ +
E

s
− s(E +

E٢σ+١

٢σ + ١ + P ) = c (٢٢ . ۴)

است. ثابت مقدار یک c که



۵۵ مشابه جواب های .۵ . ۴

نوشت: زیر به صورت را ξ متغیر به نسبت (٢ . ۴) دستگاه دوم معادله

s٢P ′′ + P − E = ٠ (٢٣ . ۴)

می آوریم: به دست را ،P (٢٠ . ۴) رابطه از

P =
δξ

s
+
E(١ − s٢)

s٢ − E٢σ+١

٢σ + ١ − c

s
(٢۴ . ۴)

= g(E) +
δξ

s
(٢۵ . ۴)

آن در که

g(E) =
E(١ − s٢)

s٢ − E٢σ+١

٢σ + ١ − c

s
. (٢۶ . ۴)

می کنیم: جایگذاری (٢٣ . ۴) در

s٢(g′(E)Eξξ + g′′(e)E٢
ξ ) + g(E)− αE +

δξ

s
= ٠. (٢٧ . ۴)

معمولی دوم مرتبه غیرخطی، معادله ی انتگرال گیری با (٢ . ۴) دستگاه برای مشابه جواب های بنابراین،
است. اول مرتبه معمولی معمولی معادله یک که آیند. می به دست E = E(ξ) برای (٢٧ . ۴)





۵ فصل

و ماکسول معادلات همیلتونی دستگاه
لورنتز نوسانگر

حرکت شامل کلاسیک، مکانیک در پیشرفته کارهای بیشتر اساس دیفرانسیل معادلات همیلتونی دستگاه
به کمک فیزیکدانان است. کلاسیک نظریات سایر و کوانتش نظریه نجومی، مکانیک جسم، یک
می آورند. بهدست کلاسیک فیزیک معادلات از جدیدی نمایش و فرمول بندی یک همیلتونی دستگاه
معادله می توانیم آن به کمک مثال برای دارد. مزیت هایی کلاسیک معادلات به نسبت تازه فرمول بندی این
از بعضی بر حاکم سیستم پیچیده هندسه ی و آن ها بر وارده نیروهای درنظرگرفتن بدون را ذرات حرکت

.[۴] آوریم به دست آن ها

می کنیم بیان دقیق به طور را دیفرانسیل معادلات همیلتونی دستگاه مفاهیم از برخی ابتدا فصل، این در
معادلات همیلتونی دستگاه بررسی به شدیم، آشنا همیلتونی معادلات دستگاه مفاهیم با این که از پس و

می پردازیم. لورنتز نوسانگر و ماکسول

پواسون کروشه ١ . ۵

این رو از است. دیفرانسیل معادلات همیلتونی دستگاه مطالعه برای بنیادی مفهوم یک پواسون کروشه
می کنیم. آغاز پواسون کروشه تعریف با را فصل

یک F,H :M → R مقدار حقیقی هموار تابع دو هر به M هموار منیفلد روی پواسون کروشه یک
می دهیم. نمایش {F,H} با آن که می دهد نسبت مقدار حقیقی هموار تابع

مانند مقدار حقیقی هموار تابع جفت هر ازای به باشد. هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ١ . ۵ تعریف
H و F پواسون کروشه ی به نام M روی {F,H} مانند مقدار حقیقی هموار تابع یک M روی H و F

می کند: صدق زیر شرایط در که می کنیم تعریف
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است: دوخطی .١

{cF + c′P,H} = c{F,H}+ c′{P,H},

{F, cH + c′P} = c{F,H}+ c′{F,H},

،c, c′ ∈ R که

است: پادمتقارن .٢
{F,H} = −{H,F},

می کند: صدق ژاکوبی اتحاد در .٣

{{F,H}, P}+ {{P, F}, H}+ {{H,P}, F} = ٠,

می کند: صدق لایبنیتز قاعده در .۴

{F,H.P} = {F,H}.P +H.{F, P}

{F.P,H} = F.{P,H}+ {F,H}.P

یک پواسون کروشه ی و می شود نامیده پواسون منیفلد یک پواسون، کروشه ی به مجهز منیفلد یک
می کند. تعریف M روی پواسون ساختار

می کنیم: تعریف زیر تابع با را آن پواسون کروشه ی H(p, q) و F (p, q) کنیم فرض

{F,H} =
n∑

i=١

{
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi
∂H

∂qi

}
(١ . ۵)

مختصات با R٢n مانند زوج بعد با اقلیدسی منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ٢ . ۵ مثال
پواسون کروشه ی باشند. هموار ,H(pتوابع q) و F (p, q) اگر باشد (p, q) = (p١, . . . , pn, q١, . . . , qn)

می کنیم: تعریف زیر تابع با را آن

{F,H} =
n∑

i=١

{
∂F

∂qi
∂H

∂pi
− ∂F

∂pi
∂H

∂qi

}
(٢ . ۵)

می کند. صدق لایبنیتز قاعده و ژاکوبی اتحاد در و است پادمتقارن و دوخطی وضوح به کروشه این

همیلتونی برداری میدان های ٢ . ۵

تابع یک H و کرده صدق ١ . ١ . ۵ تعریف شرایط در که به طوری باشد، پواسون منیفلد یک M کنیم فرض
تعریف M در F هموار توابع فضای روی مشتق یک F → {F,H} نگاشت باشد، M روی هموار

می کند.



۵٩ ساختاری توابع .٣ . ۵

میدان باشد. هموار تابع یک H : M → R و پواسون منیفلد یک M کنیم فرض .٢ . ١ . ۵ تعریف
شرط در که است M روی v̂H یکتا برداری میدان یک H با متناظر همیلتونی برداری

v̂(F ) = {F,H} = −{H,F}, (٣ . ۵)

همیلتونی معادلات عنوان به v̂H توسط تولیدشده شار می کند. صدق F : M → R هموار هرتابع برای
می شود. محسوب H همیلتونی تابع برای

ساختاری توابع ٣ . ۵

نظر در را همیلتونی برداری میدان های ابتدا پواسون، منیفلد یک برای موضعی مختصات تعیین برای
مقدار حقیقی تابع یک H(x) و M روی موضعی مختصات x = (x١, · · · , xm) کنیم فرض می گیریم.
ضرایب که است v̂H =

∑m
i=١ ξ

i(x)∂/∂xi عمومی فرم به برداری میدان نظیر همیلتونی میدان باشد.
با باشد. دوم هموار تابع F (x) کنیم فرض باشند. مشخص باید و هستند H به وابسته ξi(x) توابع

داریم: (٣ . ۵) از استفاده

{F,H} = v̂(F ) =
m∑
i=١

ξi(x)
∂F

∂xi
.

داریم ،(٣ . ۵) از دوباره استفاده با اما

ξi(x) = v̂(xi) = {xi, H},

بنابراین:

{F,H} =
m∑
i=١

{xi, H}∂F
∂xi

. (۴ . ۵)

نوشت می توان پواسون، کروشه پادتقارنی خاصیت از استفاده با دیگر سوی از

{xi, H} = −{H, xi} = −v̂(xi) = −
m∑
i=١

{xj, xi}∂H
∂xi

اصلی: فرمول بنابراین

{F,H} =
m∑
i=١

m∑
j=١

{xi, xj}∂F
∂xi

∂H

∂xj
(۵ . ۵)

تابع، دو هر پواسون کروشه ی محاسبه برای دیگر، به عبارت می آید. به دست پواسون کروشه ی برای
بدانیم. را مختصاتشان توابع بین پواسون کروشه ی است کافی موضعی، مختصات از مفروض مجموعه ی

اساسی، کروشه های

J ij(x) = {xi, xj}, i, j = ١, · · · ,m, (۶ . ۵)
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راحتی، برای می شود. نامیده مفروض، موضعی مختصات به وابسته M پواسون منیفلد ساختاریِ توابع
ساختاری ماتریس را آن و می آوریم گردهم J(x) ،m×m متقارن پاد ماتریس دریک را ساختاری توابع

می نامیم. M

نوشت زیر به صورت را پواسون کروشه می توان (H گرادیان (بردار ∇H از استفاده با .٣ . ١ . ۵ قضیه

{F,H} = ∇F.J∇H. (٧ . ۵)

برهان.

∇F.Jm×m∇H =

(
∂F

∂x١ · · · ∂F
∂xm

)
.


J١١ · · · J١m

... . . . ...

Jm١ · · · Jmm




∂F
∂x١

...
∂F
∂xm


=

m∑
i=١

m∑
j=١

{xi, xj}∂F
∂xi

∂H

∂xj

= {F,H}.

لی-پواسون ساختار ۴ . ۵

است، {v١, . . . , vr} پایه با که ،g جبرلی ساختاریِ ثابت های i, j, k = ١, . . . , r Ckکه
ij کنیم فرض

توسط که باشد x = (x١, . . . , xr) مختصات با دیگری r-بعدی برداری فضای V کنیم فرض باشند.
F,G : V → R هموار تابع دو بین پواسون کروشه-لی باشد. شده مشخص {w١, . . . , wr} پایه یک

می کنیم. تعریف زیر به صورت را

{F,H} =
r∑

i,j,k=١
Ck

ijx
k ∂F

∂xi
∂H

∂xj
(٨ . ۵)

است. J ij =
∑r

k=١ c
k
ijx

k خطی ساختاری تابع های با (۵ . ۵) به شکل وضوح به تعریف این
آن گاه باشد، مقدار حقیقی هموار تابع یک F : V → R و برداری فضای یک V اگر که کنید توجه
توابع تمام شامل V ∗ برداری فضای دوگان فضای از عنصر یک x ∈ V نقطه هر در ∇F (x) گرادیان

تعریف، طبق درحقیقت، است. V روی پیوسته خطی

⟨∇F (X); y⟩ = lim
ϵ→٠

F (x+ ϵy)− F (x)

ϵ
,

برداری فضای ما داشته باشید، به خاطر است. V ∗ دوگانش و V بین زوج یک <> که ،y ∈ V هر برای
است. {v١, . . . , vr} دوگانِ پایه {w١, . . . , wr} که می شود مشخص g لی جبر با g∗ دوگان فضای با V
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است. (g∗)∗ ≃ g از عنصر یک ∇F (x) آن گرادیان آن گاه باشد، هموار تابع یک F : g∗ → R اگر
به شکل مختصات دستگاه از مستقل مختصات لی-پواسون کروشه بنابراین

{F,H}(x) = ⟨x; [∇F (x),∇H(x)]⟩, x ∈ g∗ (٩ . ۵)

معادلات دستگاه باشد، دلخواه تابع یک H : g → R اگر است. g روی لی کروشه [, ] که می شود. نوشته
شکل به آن با متناظر همیلتونی

dxi

dt
=

r∑
j,k=١

ckijx
k ∂H

∂xj
, i = ١, . . . , r,

می شود. ظاهر xk مختصات آن در که است.

پایه از استفاده با بگیرید، درنظر را SO(٣) گروه دوران so(٣) بعدی سه لی جبر .١ . ۴ . ۵ مثال

{v١ = y∂z − z∂y,v٢ = z∂x − x∂z,v٣ = x∂y − y∂x},

می کنیم. محاسبه را زیر روابط R٣ در z و y ،x محور حول دوران کوچک بینهایت مولدهای

[v١,v٢] = −v٣, [v٣,v١] = −v٢, [v٢,v٣] = −v١.

و باشد، so(3)∗ ≃ R3 برای دوگان پایه یک {ω١, ω٢, ω٣} کنیم فرض

u = u١ω١ + u٢ω٢ + u٣ω٣,

است. زیر بردار آن گرادیان آن گاه باشد، F : so(٣)∗ → R اگر باشد. آن در نقطه یک

∇F =
∂F

∂u١v١ +
∂F

∂u٢v٢ +
∂F

∂u٣v٣ ∈ so(٣).

است: زیر به صورت لی-پواسون کروشه (٩ . ۵) رابطه از بنابراین

{F,H} = u١
(
∂F

∂u٣
∂H

∂u٢ − ∂F

∂u٢
∂H

∂u٣

)
+ u٢

(
∂F

∂u١
∂H

∂u٣ − ∂F

∂u٣
∂H

∂u١

)
+u٣

(
∂F

∂u٢
∂H

∂u١ − ∂F

∂u١
∂H

∂u٢

)
= −u.∇F ×∇H,

به صورت آن ساختاری ماتریس بنابراین می آبد. به دست R٣ روی خارجی ضرب از که

J(u) =


٠ −u٣ u٢

u٣ ٠ −u١

−u٢ u١ ٠

 , u ∈ so(٣)∗.
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بنابراین می شود. نوشته
du

dt
= u×∇H(u).

اگر مثال، برای

H(u) =
(u١)٢

٢I١
+

(u٢)٢

٢I٢
+

(u٣)٢

٢I٣
,

به دست زیر شکل به آن همیلتونی معادلات دستگاه آن گاه هستند، معین ثابت های I١, I٢, I٣ آن در که
می آید.

du١

dt
=
I٢ − I٣
I٢I٣

u٢u٣

du٢

dt
=
I٣ − I١
I٣I١

u٣u١

du٣

dt
=
I١ − I٢
I١I٢

u١u٢

. (١٠ . ۵)

لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات همیلتونی دستگاه ۵ . ۵

استفاده با . می کنیم بیان همیلتونی شکل به را لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات دستگاه بخش این در
است: زیر به صورت دستگاه ساختاری ماتریس ،١ . ۴ لی جدول از

J =



٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ u۴ ٠

٠ −u۴ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠


. (١١ . ۵)

داریم: (٧ . ۵) در (١١ . ۵) جای گذاری با



du١

dt
du٢

dt
du٣

dt
du۴

dt


=



٠ ٠ ٠ ٠

٠ ٠ u۴ ٠

٠ −u۴ ٠ ٠

٠ ٠ ٠ ٠





dH

du١
dH

du٢
dH

du٣
dH

du۴


. (١٢ . ۵)

می نویسیم. زیر به صورت را همیلتونی معادلات دستگاه حال
du٢

dt
= u۴ dH

du٣
du٣

dt
= −u۴ dH

du٢

. (١٣ . ۵)



۶٣ لورنتز نوسانگر و ماکسول معادلات همیلتونی دستگاه .۵ . ۵

همیلتونی معادلات سپس و آوردیم به دست را J ساختاری ماتریس دستگاه، تقارن های از استفاده با
آوردیم. به دست را H همیلتونی تابع با متناظر
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Aabstract

First, we study applications of Lie groups to differential equations. Then, we analyze
Maxwell’s equations and formulate the equations in non-linear optics, and using symmetry
groups, we obtain the similarity solutions of the equations. We show that the system could
be reduced to a single ordinary differential equation. We also obtain the Hamiltonian
system by constructing a Lie-Poisson structure for the system.
Keywords : Lie symmetry groups, Maxwell’s equations, differential equations, similarity
solutions, Non-linear optics.
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