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چൊیده
مشتق� چندجمله�ای�های حلقه�ی و اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی پیرامون پایان�نامه این اصلی محور
حلقه�های تمامی مورد در که عناصر ثابت حاصل�ضرب قضیه�ی که می�شود داده نشان واقع در است.
دقیق�تر، طور به می�کند. صدق نیز مشتق� و اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی برای است، برقرار برگشت�پذیر

هم�چنین باشد سازگار ،R از α ریختی درون� و برگشت�پذیر حلقه�ی یک R اگر
یکچندجمله�ای �که �طوری به R[x;α]باشد در غیرصفر یکچندجمله�ای f(x) = a٠+a١x+· · ·+anx

n

،g(x)f(x) = c که باشد داشته وجود g(x) = b٠ + b١x + · · · + bmx
m ∈ R[x;α] مانند ناصفر

هم�چنین .rf(x) = ac �که: �طوری به دارند وجود R در r و a ناصفر عناصر و b٠a٠ = c آن�گاه
حلقه�ی در موجود یکه�ی عناصر ترتیب این به می�شویم. آشنا ضعیف ٢-اولیه و ٢-اولیه حلقه�های با
باشد، α-سازگار و ضعیف ٢-اولیه حلقه�ی یک R اگر که می�شود ثابت و می�شوند بندی رده R[x;α, δ]

آن ضرایب بقیه�ی و باشد یکه R در آن ثابت جمله اگر تنها اگرو است یکه f(x) اریب چندجمله�ای آن�گاه
بلکه می�دهد تعمیم را راستا این در قبل مفاهیم تنها نه نامه پایان این در موجود نتایج باشند. پوچ�توان

می�کند. فراهم نیز را جدید کافی و لازم شرایط

، برگشت�پذیر حلقه�های مشتق�، چندجمله�ای�های حلقه�ی اریب، چندجمله�ای�های حلقه�ی کلیدی: کلمات
,α)-سازگار. δ) حلقه�های ، ٢-اولیه حلقه�های



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
1. Sadeghloo, M., and Hashemi, E., On unit elements of differential polynomial

rings, 25th Iranian Algebra Seminar, Hakim Sabzevari University, July 20-21,
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پیشگفتار

هرگاه می�نامیم صلب را α ریختی درون� ،[١۶] به بنا باشد. R حلقه از ریختی درون� یک R کنیم فرض
R از ریختی درون� یک α و یافته تقلیل حلقه�ای R اگر که کرد ثابت ١ کرمپا .aα(a) = ٠ ⇐⇒ a = ٠
به را مینیمال اول ایده�آل هر و بوده یک به یک α اگر اگروتنها است صلب α ریختی درون� آن�گاه باشد،

.α−١(P ) ⊆ P ،R حلقه از P مینیمال اول ایده�آل هر برای اگر اگروتنها کند تصویر خودش
هرگاه می�نامیم α-سازگار را R حلقه�ی است. نموده معرفی را α-سازگار حلقه�های [٢] مقاله در ٢ آنین
R حلقه�ی روی α-مشتق تابع یک δ اگر هم�چنین .ab = ٠ ⇐⇒ aα(b) = ٠ ،a, b ∈ R هر برای
.aδ(b) = ٠ دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم δ-سازگار را R حلقه�ی باشد،

می�نامیم. ,α)-سازگار δ) را باشد δ-سازگار هم و α-سازگار هم که حلقه�ای
چندجمله�ای�های حلقه رفتار [١٠] مقاله در هاشمی و [٢٣] مقاله در اصفهانی نصر ،[۵] مقاله در ٣ چن

نموده�اند. بررسی را ,α)-سازگار δ) حلقه�های روی اریب
حلقه��ی به را چندجمله�ای�ها در ثابت حاصل�ضرب قضیه�ی ابتدا نامه، پایان این دوم فصل در
R اگر که می�دهیم نشان واقع در می�دهیم. توسیع α-سازگار حلقه�های روی اریب چندجمله�ای�های

و باشد سازگار ،R از α ریختی درون� و برگشت�پذیر حلقه�ی یک
اریب چند�جمله�ای اگر باشد. R[x;α] در ناصفر اریب چند�جمله�ای f(x)یک = a٠+a١x+ · · ·+anx

n

g(x)f(x) = c �که طوری به باشد داشته وجود R[x;α] در g(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m ناصفر

.rf(x) = ac که دارند وجود به�گونه�ای R در r و a ناصفر اعضای و b٠a٠ = c آن�گاه باشد، ثابت
حاصل�ضرب با یا است یک برابر یا a و ٠ ≤ p ≤ m �که �طوری به p برخی برای ،r = abp ویژه به

است. برابر f(x) از ضریب m حداکثر
هستند. پوچ�توان an, . . . , a٢, a١ آن�گاه باشد، یکه R در b٠ اگر به�علاوه

ریختی درون� و برگشت�پذیر حلقه�ای R اگر که می�دهیم نشان ثابت، حاصل�ضرب قضیه از نتایجی عنوان به
یکه آن ثابت جمله اگر اگروتنها است یکه R[x;α] در f(x) اریب چندجمله�ای باشد، سازگار ،R از α

باشند. پوچ�توان آن ضرایب بقیه�ی و باشد
٢-اولیه ،R آن�گاه باشد، ,α)-سازگار δ) ،R اگر که داد خواهیم نشان نامه پایان این از سوم فصل در

اگر اگروتنها N(R) = N∗(R;α, δ) اگر اگروتنها باشد ٢-اولیه R[x;α, δ] اگر اگروتنها است

١Krempa
٢Annin
٣Chen



٢ پیشگفتار

باشد. اول کاملا R از ,α)-اول δ) ایده�آل هر اگر اگروتنها N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ])

بودن نیم�اول بودن، اول مفاهیم و می�دهیم قرار بررسی مورد را u.p-تکواره حلقه�های چهارم فصل در
مورد فصل این در که اصلی قضیه هم�چنین دهیم. تعمیم u.p-تکواره حلقه�های برای را تقلیل�یافتگی و
.S = RG و باشد u.p-تکواره یک G و حلقه یک R اگر که این از است عبارت می�گیرد قرار بررسی
S با R تقلیل�یافتگی هم�چنین باشد. (نیم�اول) اول S اگر اگروتنها است (نیم�اول) اول R صورت این در
فصل در آمده دست به نتایج نیز پایانی فصل در بود. خواهد معادل یکدیگر با نیز S و R بودن دامنه و

می�دهیم. تعمیم مشتق� چندجمله�ای�های حلقه�ی به را دوم
می�باشند. [٢٣] و [٨] ،[۵] منابع نامه، پایان این در مطالعه مورد اصلی مقالات



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف ١.١

(G, ∗) علامت (با می�شود نامیده گروه یک * دوتایی عمل با همراه G ناتهی مجموعه�ی .١.١.١ تعریف
باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه می�دهند) نشان

(شرکت�پذیری) .x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z ،x, y, z ∈ G هر برای .١

(وجود .x ∗ e = e ∗ x = x ،x ∈ G هر برای که طوری به باشد داشته وجود e ∈ G عنصر .٢
خنثی) عضو

عضو (وجود .x ∗ y = y ∗ x = e که طوری به باشد داشته وجود y ∈ G ،x ∈ G هر برای .٣
وارون)

القا دوتایی عمل با هرگاه می�نامیم G زیرگروه یک را G گروه از H ناتهی زیرمجموعه�ی .٢.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان H ≤ G علامت با و باشد گروه یک G از شده

،xN = Nx ،x ∈ G هر برای اگر باشد. آن زیرگروه یک N و گروه یک G کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
واضح .N ⊴ G می�نویسیم آن�گاه باشد G نرمال زیرگروه N اگر است. G نرمال زیرگروه یک N گوییم

هستند. G بدیهی نرمال زیرگروه�های G و {١} که است

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. G گروه از زیرگروهی N کنیم فرض .۴.١.١ گزاره

.N ⊴G .١

.xNx−١ = {xnx−١|n ∈ N} ⊆ N ،x ∈ G هر برای .٢

.xNx−١ = N ،x ∈ G هر برای .٣



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

A ناتهی و متناهی زیرمجموعه�های برای هرگاه می�شود، نامیده u.p-گروه یک ،G گروه .۵.١.١ تعریف
صورت به منحصربه�فردی نمایه�ی که طوری به باشد داشته وجود x ∈ G عنصر یک حداقل ،G از B و

.b ∈ B و a ∈ A که باشد داشته x = ab

روی شده تعریف ”•” ضرب و ”+” جمع دوتایی عمل دو با همراه R ناتهی مجموعه�ی .۶.١.١ تعریف
باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه می�دهیم نمایش (R,+, •) علامت با و نامیده حلقه یک را آن

باشد. آبلی گروه یک (R,+) .١

باشد). شرکت�پذیر جمع (عمل a+ (b+ c) = (a+ b) + c ،a, b, c ∈ R هر برای .٢

باشد). برقرار چپ از (توزیع�پذیری a • (b+ c) = a • b+ a • c ،a, b, c ∈ R هر برای .٣

باشد). برقرار راست از (توزیع�پذیری (a+ b) • c = a • c+ b • c ،a, b, c ∈ R هر برای .۴

خنثی عضو ضرب عمل به نسبت و R ̸= {٠} هرگاه می�شود نامیده یکدار R حلقه�ی .٧.١.١ تعریف
.a١ = a = ١a ،a ∈ R هر برای که طوری به باشد داشته وجود ١ ∈ R یعنی باشد، داشته

هرگاه است چپ وارون�پذیر a ∈ R عنصر باشد. آن ضربی خنثی عضو ١ و حلقه یک R کنیم فرض
عنصر می�شود. تعریف مشابه طور به نیز راست وارون .ba = ١ که طوری به باشد داشته وجود b ∈ R

R حلقه�ی یکه�ی عناصر مجموعه�ی باشد. داشته راست وارون هم و چپ وارون هم هرگاه نامیم یکه را a
می�دهیم. نشان U(R) نماد با و نامیده R یکه�های گروه را آن که می�دهد گروه یک تشکیل ضرب عمل با

یکدار را نامه پایان این در شده گرفته نظر در حلقه�های تمامی که باشیم داشته یاد به .٨.١.١ ملاحظه
می�کنیم. فرض

دو با همراه S هرگاه می�نامیم R زیرحلقه یک را R حلقه�ی از S ناتهی زیرمجموعه�ی .٩.١.١ تعریف
باشد. حلقه یک R روی شده تعریف عمل

هرگاه: گوییم ایده�آل یک را R حلقه�ی از S ناتهی زیرمجموعه�ی .١٠.١.١ تعریف
. a− b ∈ S کند ایجاب a, b ∈ S (١

. ra ∈ S و ar ∈ S کند ایجاب r ∈ R و a ∈ S (٢

که: باشد موجود چنان e ∈ M عنصر هرگاه می�نامیم (مونوئید) تکواره یک را (M, ∗) .١١.١.١ تعریف

∀a ∈ M : a ∗ e = e ∗ a = a.

ناتهی و متناهی زیرمجموعه�ی دو هر برای هرگاه می�نامیم یکu.p-تکواره Mرا تکوار .١٢.١.١ تعریف
g = ab صورت به منحصربه�فردی نمایه�ی که طوری به باشد داشته وجود g ∈ AB عنصر ،A,B ⊆ M

.b ∈ B و a ∈ A که باشد داشته

باشد مثبت و صحیح عددی k و g, h ∈ M هرگاه، می�نامیم تاب از فارغ Mرا تکوار .١٣.١.١ تعریف
.g = h آن�گاه ،gk = hk و
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دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم، صحیح دامنه یک را R حلقه .١۴.١.١ تعریف
.b = ٠ یا a = ٠

باشد داشته وجود t مانند مثبتی صحیح عدد هرگاه می�نامیم پوچ�توان را a ∈ R عنصر .١۵.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان N(R) به را R حلقه�ی پوچ�توان عناصر تمام مجموعه�ی .at = ٠ به�طوری�که:

می�نامیم. پوچ ایده�آل را باشد پوچ�توان آن عناصر تمامی که R از ایده�آلی .١۶.١.١ تعریف

متناهی تولید با زیرحلقه هر هرگاه می�شود نامیده موضعی پوچ ایده�آل یک یا حلقه یک .١٧.١.١ تعریف
باشد. پوچ آن

با و نامیده ١ لویتزکی رادیکال را R حلقه�ی موضعی پوچ ایده�آل�های همه�ی مجموع .١٨.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان L− rad(R) نماد

دنباله هر هرگاه می�نامیم پوچ�توان قویاً R حلقه�ی در را x عنصر .١٩.١.١ تعریف
شود. ختم صفر به x١, x٢, ..., xn+١ ∈ Rxn

باشد. نداشته ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ هرگاه می�نامیم کاهشی را R حلقه�ی .٢٠.١.١ تعریف

نتیجه بتوان ،ab = ٠ که a, b ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم برگشت�پذیر را R حلقه�ی .٢١.١.١ تعریف
. ba = ٠ گرفت

دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر برای هرگاه می�نامیم �جابه�جایی نیمه را R حلقه�ی .٢٢.١.١ تعریف
دهد نتیجه ،ab ∈ I هرگاه دارد (IFP) جابه�جایی نیمه خاصیت R حلقه��ی از I ایده�آل . aRb = ٠

.aRb ⊆ I

به R از سره�ای ایده�آل هیچ هرگاه می�نامیم ماکسیمال را R حلقه�ی از m سره ایده�آل .٢٣.١.١ تعریف
نباشد. m شامل اکید طور

و باشند R از ایده�آل�هایی B و A هرگاه، می�نامیم اول را R حلقه از P سره ایده�آل .٢۴.١.١ تعریف
. B ⊆ P یا A ⊆ P آن�گاه ، AB ⊆ P

R حلقه�ی از ماکسیمال ایده�آل یک m کنیم فرض است: اول ماکسیمال ایده�آل هر .٢۵.١.١ ملاحظه
و m+A = R = m+B نتیجه در نیستند. m در مشمول که باشند R از ایده�آل�هایی B و A و باشد

.AB ⊈ m بنابراین .R = (m+ A)(m+B) = m+ AB لذا

کند: صدق زیر شرط در هرگاه گوییم UN را R حلقه�ی .٢۶.١.١ تعریف
ضرایب بقیه و باشند یکه R در آن ثابت جمله�ی اگر اگروتنها است یکه f(x) ∈ R[x] چندجمله�ای هر

باشند. پوچ�توان آن
١Levitzki radical
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،En هم�چنین می�دهیم. Mn(R)نمایش با R حلقه�ی روی n×n ماتریس�های حلقه�ی .٢٧.١.١ تعریف
است. R حلقه�ی روی n× n واحد ماتریس نماد

را آن ماکسیمال چپ ایده�آل�های تمام اشتراک باشد. ناصفر حلقه�ای R کنیم فرض .٢٨.١.١ تعریف
رادیکال آن�گاه ،R = {٠} اگر می�دهیم. نمایش radR یا J(R) نماد با و نامیده ٢ جیکبسون رادیکال

می�کنیم. تعریف صفر را آن جیکبسون

مانند ناصفر چندجمله�ای هردو برای هرگاه می�نامیم ٣ راست مک�کوی را R حلقه�ی .٢٩.١.١ تعریف
حلقه .f(x)c = ٠ که باشد داشته وجود ٠ ̸= c ∈ R آن�گاه f(x)g(x) = ٠ اگر R[x] از g(x) و f(x)
آن باشد، چپ مک�کوی هم و راست مک�کوی هم حلقه�ای هرگاه می�شود. تعریف متناظراً چپ مک�کوی

می�نامیم. مک�کوی را

بگیرد. قرار آن مرکز در R حلقه یکه�های هرگاه می�نامیم یکه-مرکزی را R حلقه�ی .٣٠.١.١ تعریف

که a, b ∈ R هر برای هرگاه ، SrR = ١ می�نویسیم و دارد یک پایداری رده R گوییم .٣١.١.١ ملاحظه
باشد. یکه R در a+ by به�طوری�که باشد داشته وجود y ∈ R ،aR + bR = R

و f(x) = a٠ + a١x + · · · + amx
m هرگاه می�نامیم ۴ آرمنداریز را R حلقه�ی .٣٢.١.١ تعریف

هر برای آن�گاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] حلقه�ی از عضو دو g(x) = b٠ + b١x + · · · + bnx
n

.aibj = ٠ ،i, j

اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی ٢.١

یک را δ : K −→ K جمعی تابع باشد. K حلقه�ی از ریختی درون� یک α کنیم فرض .١.٢.١ تعریف
.δ(ab) = δ(a)b+ α(a)δ(b) ،a, b ∈ K هر برای هرگاه می�نامیم α-مشتق تابع

حلقه�ی باشد. K حلقه از -مشتق α تابع یک δ و ریختی درون� یک α کنیم فرض .٢.٢.١ n∑مثال
i=٠ aix

i چندجمله�ای�های آن عناصر می�دهیم. نشان K[x;α, δ] با را K روی اریب چندجمله�ای�های
می�شوند تعریف طبیعی به�طور K[x;α, δ] روی ضرب و جمع عمل دو . n ⩾ ٠ و ai ∈ K که هستند
به را K[x;α, δ] آن�گاه باشد همانی تابع α اگر .xa = α(a)x + δ(a) ،a ∈ K هر برای �که �طوری به
به�جای ،δ = ٠ هرگاه می�نامیم. K روی مشتق چندجمله�ای�های حلقه�ی را آن و می�دهیم نشان K[x; δ]

می�کنیم. استفاده K[x;α] از K[x;α, δ]

اریب α-آرمنداریز را R حلقه�ی باشد. R حلقه�ی از ریختی درون� یک α کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

باشند R[x;α]اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی از عضو دو q =
n∑

j=٠
bjx

j و p =
m∑
i=٠

aix
i هرگاه، می�نامیم

.aiαi(bj) = ٠ ،i, j هر برای آن�گاه ،pq = ٠ و
٢Jacobson radical
٣Right McCoy
۴Armendariz



٧ اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی .٢.١

α-ایده�آل را R حلقه�ی از I ایده�آل باشد. R حلقه�ی از ریختی درون� یک α کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
.α(I) ⊆ I هرگاه: می�نامیم

α(a + I) = ضابطه�ی با α :
R

I
−→ R

I
نگاشت آن�گاه باشد α-ایده�آل یک I اگر .۵.٢.١ گزاره

است. ریختی درون� یک α(a) + I

δ-ایده�آل را R حلقه�ی از I ایده�آل باشد. R حلقه�ی بر مشتق تابع یک δ کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف
.δ(I) ⊆ I هرگاه می�نامیم

از و باشد α-ایده�آل هم و δ-ایده�آل هم هرگاه، می�نامیم ,α)-ایده�آل δ) را R حلقه�ی از I ایده�آل

ضابطه�ی با α :
R

I
−→ R

I
آن�گاه باشد، ,α)-ایده�آل δ) یک I اگر می�کنیم. استفاده I ◁(α,δ) R نماد

یک δ(a+ I) = δ(a) + I ضابطه�ی با δ : R
I

−→ R

I
و است ریختی درون� α(a+ I) = α(a) + I

است. α-مشتق تابع

,α)-ایده�آل δ) هر برای هرگاه می�نامیم اول ,α)-ایده�آل δ) را P سره ,α)-ایده�آل δ)یک .٧.٢.١ تعریف
می�کنیم. استفاده P ◁′(α,δ) R نماد از و J ⊆ P یا I ⊆ P باشیم داشته ،IJ ⊆ P که J و I

هم�چنین می�دهیم. نشان Spec(R;α, δ) با را R حلقه�ی اول ,α)-ایده�آل�های δ) تمام مجموعه�ی
به می�دهیم. نشان N∗(R;α, δ) یا rad(R;α, δ) با R حلقه�ی اول ,α)-ایده�آل�های δ) تمام اشتراک

دیگر: عبارت
N∗(R;α, δ) = rad(R;α, δ) = ∩{P |P ◁′(α,δ) R}.

می�نامیم -سازگار α را R باشد. R از ریختی درون� یک α و حلقه یک R کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف
. (a, b ∈ R) ab = ٠ ⇐⇒ aα(b) = ٠ هرگاه

.ab ∈ N(R) ⇐⇒ aα(b) ∈ N(R) هرگاه می�نامیم ضعیف -سازگار α را R حلقه�ی

یک R کنیم فرض است. یک به یک α آن�گاه باشد، α-سازگار حلقه�ی یک R اگر که است واضح
می�دهیم: قرار .n ≥ ٢ و باشد حلقه

Tn(R) =





a a١٢ a١٣ · · · a١n

٠ a a٢٣ · · · a٢n

٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · a


|a, aij ∈ R


است. UTn(R) بالامثلثی ماتریس�های از زیرحلقه�ای Tn(R) که است واضح

.aδ(b) = ٠ آن�گاه ،ab = ٠ و a, b ∈ R هرگاه می�نامیم δ-سازگار را R حلقه�ی .٩.٢.١ تعریف
هم R اگر .aδ(b) ∈ N(R) آن�گاه ،ab ∈ N(R) هرگاه می�شود نامیده ضعیف δ-سازگار ،R هم�چنین

می�نامیم. ,α)-سازگار δ) را آن باشد، δ-سازگار هم و α-سازگار
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را R حلقه�ی از I α-ایده�آل باشد. R حلقه�ی بر α-مشتق تابع یک δ کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

-δ را R حلقه�ی از I δ-ایده�آل هم�چنین باشد. α-سازگار حلقه�ی یک R
I
هرگاه می�نامیم α-سازگار

آن باشد، α-سازگار هم و δ-سازگار هم I اگر باشد. δ-سازگار حلقه�ی یک R
I
هرگاه می�نامیم سازگار

ایده�آل یک {٠} اگر، اگروتنها است α-سازگار حلقه�ای R که داریم توجه می�نامیم. ,α)-سازگار δ) را
باشد. δ-سازگار ایده�آل یک {٠} اگر اگروتنها است δ-سازگار حلقه�ی یک R هم�چنین باشد. α-سازگار

صورت: این در .a, b ∈ R و باشد ,α)-سازگار δ) حلقه�ای R کنیم فرض .١١.٢.١ لم

.aαn(b) = αn(a)b = ٠ آن�گاه باشد، مثبت و صحیح عدد یک n و ab = ٠ هرگاه .١

.ab = ٠ آن�گاه ،αk(a)b = ٠ که باشد داشته وجود k مثبت صحیح عدد هرگاه .٢

δm(a)αn(b) = ٠ آن�گاه باشند مثبت صحیح عدد دو n و m و ab = ٠ هرگاه .٣
.αm(a)δn(b) = ٠ و

.۴.۵.٢ لم ،۴۴ صفحه ،[٢٩] به شود رجوع برهان.

گزاره�های صورت این در .I ◁ R و باشد R حلقه�ی بر α-مشتق تابع یک δ کنیم فرض .١٢.٢.١ نتیجه
معادلند: زیر

است. ,α)-سازگار δ) ایده�آل یک I .١

می�کند: صدق زیر شرایط در I .٢

.ab ∈ I اگر اگروتنها aα(b) ∈ I ،a, b ∈ R هر برای (آ)

.aδ(b) ∈ I آن�گاه ،ab ∈ I اگر ،a, b ∈ R هر برای (ب)

تمام مجموع .٠ ⩽ i ⩽ j و باشد R حلقه�ی بر α-مشتق تابع یک δ کنیم فرض .١٣.٢.١ ملاحظه
مثال، برای . می�دهیم نشان f j

i به را می�شوند ساخته δ از حرف j− i و α از حرف iاساس بر که کلماتی
زیر فرمول از می�توانیم هم�چنین .f j

j−١ = αj−١δ + αj−٢δα + · · ·+ δαj−١ و f j
٠ = δj و f j

j = αj

کنیم: استفاده چندجمله�ای دو حاصل�ضرب نمودن ساده جهت

xja =

j∑
i=٠

f j
i (a)x

i.

می�نامیم) α-صلب را R حلقه (یا می�نامیم صلب را α : R −→ R ریختی درون� .١۴.٢.١ تعریف
. a = ٠ آن�گاه ، aα(a) = ٠ و a ∈ R هرگاه:

،α(a) = ٠ اگر هم�چنین .a = ٠ لذا و (aα(a))α(aα(a)) = ٠ آن�گاه ،a٢ = ٠ اگر .١۵.٢.١ قضیه
.a = ٠ نتیجه در و aα(a) = ٠ آن�گاه

aα(a) ∈ I ،a ∈ R هر برای هرگاه، می�نامیم α-صلب ایده�آل را I α-ایده�آل یک .١۶.٢.١ تعریف
.a ∈ I دهد نتیجه



٩ اول رادیکال�های .٣.١

گزاره�های صورت این در .I ◁ R و باشد R حلقه�ی از ریختی درون� یک α کنیم فرض .١٧.٢.١ گزاره
معادلند: زیر

.a ∈ I آن�گاه ،aα(a) ∈ I و a ∈ R هرگاه .١

هستند. α-صلب و α-ایده�آل �ترتیب به R
I
و I .٢

.٢۵ صفحه ،[٢٩] به شود رجوع برهان.

می�نامیم α-صلب را R از I ایده�آل باشد. R حلقه�ی از ریختی درون� یک α کنیم فرض .١٨.٢.١ تعریف
کند. صدق ١٧.٢.١ گزاره�ی در هرگاه

باشد. α-صلب ایده�آل یک {٠} اگر اگروتنها است α-صلب حلقه�ی یک R که داریم توجه
نیست. α-صلب که دارد وجود α-ایده�آلی می�دهد نشان که می�کنیم بررسی را مثالی ادامه در

ضابطه�ی با α : R −→ R نگاشت .R = T٢(F [x]) و باشد میدان یک F کنیم فرض .١٩.٢.١ مثال

کنیم فرض است). F از ناصفر عنصر یک u)می�گیریم نظر در را α
((

f f١

٠ f

))
=

(
f uf١

٠ f

)

نمایان�گر I =

{(
٠ f١

٠ ٠

)
|f١ ∈ ⟨p(x)⟩

}
و باشد F [x] از ناپذیر تحویل چندجمله�ای یک p(x)

آن�گاه: ،g(x) /∈ ⟨p(x)⟩ اگر است. α-ایده�آل یک I وضوح به است. p(x) توسط تولیدشده )ایده�آل
٠ g(x)

٠ ٠

)
α

((
٠ g(x)

٠ ٠

))
=

(
٠ ٠
٠ ٠

)
∈ I

نیست. α-صلب ایده�آل یک I نتیجه، در .
(
٠ g(x)

٠ ٠

)
/∈ I اما

اول رادیکال�های ٣.١

خواص و کرده معرفی را اول قویاً و اول ایده�آل�های بالایی، پوچ رادیکال اول، رادیکال بخش این در
می�دهیم. قرار بررسی مورد را آن�ها

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آلی P کنیم فرض .١.٣.١ گزاره

است. اول P .١

.b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه ،⟨a⟩⟨b⟩ ⊆ P و a, b ∈ R هرگاه .٢

.b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه ،aRb ⊆ P و a, b ∈ R هرگاه .٣

.B ⊆ P یا A ⊆ P آن�گاه ،AB ⊆ P و باشند R حلقه�ی از چپ ایده�آل دو B و A هرگاه .۴



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

.B ⊆ P یا A ⊆ P آن�گاه ،AB ⊆ P و باشند R حلقه�ی از راست ایده�آل دو B و A هرگاه .۵

.١٠ صفحه ،[٢٩] به شود رجوع برهان.

باشد. (نیم�اول) اول {٠} ایده�آل هرگاه، می�نامیم (نیم�اول) اول را R حلقه�ی .٢.٣.١ تعریف

،A٢ ⊆ Q و باشد R از ایده�آلی A هرگاه می�نامیم نیم�اول را R حلقه�ی از Q ایده�آل .٣.٣.١ تعریف
.A ⊆ Q آن�گاه

است. اول نیم اول، ایده�آل هر

ab ∈ P و a, b ∈ R هرگاه می�نامیم (نیم�اول) اول کاملا را R حلقه�ی از P ایده�آل .۴.٣.١ تعریف
هر و است اول اول، کاملا ایده�آل هر که است واضح .(a ∈ P ) b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه ،(a٢ ∈ P )

است. نیم�اول نیم�اول، کاملا ایده�آل

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی از ایده�آلی Q کنیم فرض .۵.٣.١ گزاره

است. نیم�اول Q .١

.⟨a⟩ ⊆ Q آن�گاه ،⟨a⟩٢ ⊆ Q و a ∈ R هرگاه .٢

.a ∈ Q آن�گاه ،aRa ⊆ Q و a ∈ R هرگاه .٣

.a = ٠ آن�گاه ،aRa = ٠ و a ∈ R هرگاه .۴

.١٢ صفحه ،[٢٩] به شود رجوع برهان.

a, b ∈ S هر برای هرگاه می�نامیم یکm-سیستم را R حلقه�ی از S ناتهی زیرمجموعه�ی .۶.٣.١ تعریف
.arb ∈ S که باشد داشته وجود r ∈ R عنصر

اگر اگروتنها است اول P صورت این در باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آلی P کنیم فرض .٧.٣.١ نتیجه
باشد. m-سیستم یک R \ P

عنصر ،s ∈ S هر برای ، هرگاه می�نامیم یکn-سیستم را R حلقه�ی از S زیرمجموعه�ی .٨.٣.١ تعریف
.srs ∈ S که باشد داشته وجود گونه�ای به r ∈ R

چنین می�دهیم نشان
√
A به که را A رادیکال باشد. R حلقه�ی از ایده�آلی A کنیم فرض .٩.٣.١ تعریف

می�کنیم: تعریف
√
A = {s ∈ S|باشد داشته A با ناتهی اشتراک باشد s شامل که m-سیستمی {هر

تمام اشتراک با
√
A صورت این در باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آلی A کنیم فرض .١٠.٣.١ قضیه

است. ایده�آل یک
√
A به�ویژه، است. برابر A شامل اول ایده�آل�های

.٧.١.٢ قضیه ،١١ صفحه ،[٢٩] به شود رجوع برهان.



١١ اول رادیکال�های .٣.١

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی از ایده�آلی Q کنیم فرض .١١.٣.١ قضیه

است. نیم�اول Q .١

است. برابر اول ایده�آل�های از خانواده�ای اشتراک با Q .٢

.Q =
√
Q .٣

.١١.١.٢ قضیه ،١٣ صفحه ،[٢٩] به شود رجوع برهان.

می�دهیم نشان N∗(R) یا P (R) را R حلقه�ی اول) رادیکال (یا پایینی پوچ رادیکال .١٢.٣.١ تعریف
ایده�آل�های تمام اشتراک با و است پوچ P (R) که می�دانیم .P (R) =

√
{٠} می�کنیم: تعریف چنین و
است. برابر R حلقه�ی اول

R در پوچ�توان قویاً عناصر تمام مجموعه�ی N∗(R) همان یا R حلقه�ی اول رادیکال .١٣.٣.١ ملاحظه
است.

تقلیل�یافته، حلقه�ی هر .N(R) = N∗(R) هرگاه: می�نامیم ٢-اولیه را R حلقه .١۴.٣.١ تعریف
است. ٢-اولیه

.N(R) = L− rad(R) هرگاه می�نامیم ضعیف ٢-اولیه را R حلقه .١۵.٣.١ تعریف

معادلند: R حلقه�ی برای زیر شرایط .١۶.٣.١ گزاره

است. اول نیم R .١

.N∗(R) = ٠ .٢

ندارد. ناصفری پوچ�توان ایده�آل هیچ R .٣

ندارد. ناصفر پوچ�توان چپ ایده�آل هیچ R .۴

.١٣.١.٢ گزاره ،١٣ صفحه ،[٢٩] به شود رجوع برهان.

N∗(R) با و می�نامیم بالایی پوچ رادیکال را R حلقه�ی پوچ ایده�آل�های تمام مجموع .١٧.٣.١ تعریف
و است R حلقه�ی پوچ ایده�آل بزرگترین N∗(R) که است واضح می�دهیم. نشان

N∗(R) = {a ∈ R| است .{⟨a⟩پوچ

.N(R) = N∗(R) هرگاه می�نامیم NI را R حلقه�ی .١٨.٣.١ تعریف

تمام مجموعه�ی مینیمال عضو یک هرگاه، گوییم مینیمال را R حلقه از P اول ایده�آل .١٩.٣.١ تعریف
باشد. R اول ایده�آل�های



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

ایده�آل هر باشد. نداشته پوچ ناصفر ایده�آل هیچ هرگاه گوییم اول قویاً را R اول حلقه�ی .٢٠.٣.١ تعریف

باشد. اول قویاً R

P
حلقه�ی هرگاه می�نامیم اول قویاً را R حلقه�ی از P سره� ایده�آل است. اول اول، قویاً

باشد. مینیمال اول، قویاً ایده�آل�های بین در P هرگاه می�نامیم مینیمال اول قویاً را R حلقه�ی از P ایده�آل
است. اول اول، قویاً ایده�آل هر و است اول قویاً اول، کاملا ایده�آل هر که است واضح

α-اول را R حلقه�ی از I ایده�آل باشد. R حلقه�ی از ریختی تک� یک α کنیم فرض .٢١.٣.١ تعریف
R حلقه�ی .C ⊆ I یا B ⊆ I آن�گاه ،BC ⊆ I و باشند R از α-ایده�آل�هایی ،C و B هرگاه می�نامیم
ایده�آل هیچ شامل اکیداً I α-اول ایده�آل اگر باشد. α-اول ایده�آل یک {٠} هرگاه، می�نامیم α-اول را

است. مینیمال α-اول ایده�آل یک I می�گوییم نباشد، α-اولی

گرفت: نتیجه می�توان پایان در
.NI ⇐= ٢-اولیه ضعیف به�طور ⇐= ٢-اولیه ⇐= نیمه�جابه�جایی ⇐= برگشت�پذیر ⇐= کاهشی

شود. رجوع [۶] و [٢۴] منابع به نمی�باشد. برقرار رابطه این عکس ولی



٢ فصل

حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب
اریب چند�جمله�ای�های

از α ریختی درون� برای �که �طوری به باشد برگشت�پذیر حلقه�ی یک R اگر که می�شود ثابت فصل این در
به باشد R[x;α] در غیرصفر چندجمله�ای یک f(x) = a٠+ a١x+ · · ·+ anx

n و باشد α-سازگار ،R
باشد داشته وجود g(x) = b٠+b١x+ · · ·+bmx

m ∈ R[x;α] مانند ناصفر چندجمله�ای یک �که �طوری
�طوری به دارند وجود R در r و a ناصفر عناصر و b٠a٠ = c آن�گاه باشد، ثابت R در g(x)f(x) = c که
جابه�جایی چندجمله�ای�های حلقه�ی� برای عناصر ثابت حاصل�ضرب قضیه�ی هم�چنین .rf(x) = ac �که:
که می�باشد برگشت�پذیر حلقه�ی یک R که می�دهیم تعمیم R[x;α] اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی به را

است. α-سازگار ،R از α ریختی درون� هر برای
باشد، -سازگار α ،R از α ریختی درون� برای که باشد ضعیف ٢-اولیه حلقه یک R اگر که می�گیریم نتیجه
بقیه و باشد یکه آن ثابت جمله�ی اگر اگروتنها است یکه R[x;α] در f(x) اریب چندجمله�ای یک آن�گاه

باشند. پوچ�توان آن ضرایب
R[x;α] در f(x) آن�گاه باشد، ضعیف α-سازگار ،R اگر که می�شود ثابت R مانند ،NI حلقه�ی یک برای

باشند. پوچ�توان آن ضرایب مابقی و باشد یکه آن ثابت جمله�ی اگر اگروتنها است یکه
است یکه R[x] در f(x) هر که، شرط این با می�کنیم تعریف UN حلقه�ی یک را R حلقه�ی هم�چنین

باشند. پوچ�توان آن ضرایب بقیه و باشد یکه آن ثابت جمله�ی اگر اگروتنها

اریب چندجمله�ای�های حلقه در ثابت حاصل�ضرب ١.٢

می�کنیم. آغاز زیر کاربردی لم بیان با را بخش این

آن�گاه باشد، α-سازگار ،R اگر باشد. R از ریختی درون� یک α و حلقه یک R کنیم فرض .١.١.٢ لم
آن در که a١a٢ · · · an = ٠ ⇐⇒ αk١(a١)α

k٢(a٢) · · ·αkn(an) = ٠ ، n ⩾ ٢ هر برای
هستند. نامنفی صحیح اعداد k١, k٢, . . . , kn و a١, a٢, . . . , an ∈ R



١۴ اریب چند�جمله�ای�های حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب .٢

. a١a٢ ∈ N(R) ⇐⇒ a١α
k(a٢) ∈ N(R) به�ویژه

است. مونومورفیسم یک ،k نامنفی صحیح عدد هر برای نیز αk پس است، مونومورفیسم یک α برهان.

a١a٢ · · · an = ٠ ⇐⇒ αk١(a١a٢ · · · an) = ٠

⇐⇒ αk١(a١)α
k١(a٢a٣ · · · an) = ٠

⇐⇒ αk١(a١)a٢ · · · an = ٠

⇐⇒ αk١(a١)α
k٢(a٢ · · · an) = ٠

⇐⇒ αk١(a١)α
k٢(a٢)α

k٢(a٣ · · · an) = ٠

می�آید. دست به مطلوب نتیجه روند همین ادامه�ی با

که است، ضعیف α-سازگار آن�گاه باشد، α-سازگار ،R حلقه�ی اگر که می�گیریم نتیجه ١.١.٢ لم از
می�کنیم. اثبات زیر در را نتیجه این

است. ضعیف α-سازگار آن�گاه باشد، α-سازگار ،R حلقه�ی اگر .٢.١.٢ نتیجه

.ab = ٠ ⇐⇒ aα(b) = ٠ یعنی: باشد، α-سازگار ،R کنیم فرض برهان.
یعنی: .(ab)t = ٠ �که: �طوری به t > ٠ دارد وجود صورت این در ،ab ∈ N(R) اگر

(ab)(ab) · · · (ab) = ٠ =⇒ aα(baba · · · ab) = ٠

=⇒ aα(b)α(abab · · · ab) = ٠

=⇒ (aα(b))t١ = ٠

=⇒ aα(b) ∈ N(R).

α-سازگار ،R اگر Rباشد. از ریختی یکدرون� α و ضعیف ٢-اولیه Rیکحلقه�ی فرضکنیم .٣.١.٢ لم
به�ویژه: است. ضعیف ٢-اولیه حلقه�ی یک نیز R[x;α] اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی آن�گاه باشد،

N(R)[x;α] = N(R[x;α]) = L− rad(R[x;α]).

داریم: است، ضعیف ٢-اولیه حلقه�ی یک R که جایی آن از برهان.
L− rad(R) = N(R).

را R از α چون دیگری ریختی درون� R از α ریختی درون� است. کاهشی حلقه�ی یک R =
R

N(R)
پس

که: �گونه�ای به می�دهد نتیجه
α(a+N(R)) = α(a) +N(R).



١۵ اریب چندجمله�ای�های حلقه در ثابت حاصل�ضرب .١.٢

است. اریب α-آرمنداریز یک R

N(R)
که می�کنیم ادعا

حلقه یک R فرض طبق . aα(a) ∈ N(R) آن�گاه ،(a)α(a) = ٠ اگر ،a ∈ R هر برای درواقع
a٢ ∈ N(R) که گرفت نتیجه می�توان ، aα(b) ∈ N(R) ⇐⇒ ab ∈ N(R) لذا: است، α-سازگار
یک α دادیم نشان پس .a = ٠ پس است کاهشی حلقه�ی یک R

N(R)
که چون و (a)٢ = ٠ نتیجه در

R آن�گاه باشد، R حلقه�ی از صلب ریختی درون� یک α هرگاه قضیه طبق است. R از صلب ریختی درون�
است. اریب α-آرمنداریز حلقه�ی یک R قضیه این به توجه با لذا است، اریب α-آرمنداریز حلقه�ی یک

که: دهیم نشان باید حال
N(R[x;α]) = L− rad(R[x;α]).

. N(R[x;α]) ⊆ L− rad(R[x;α]) دهیم نشان است کافی
�که: �طوری به دارد وجود β مانند پوشایی حلقه�ای همریختی

β : R[x;α] −→ R

N(R)
[x;α]

β(a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m) = a٠ + a١x+ · · ·+ amx

m, ai = ai +N(R).

می�دهیم: نشان ابتدا
N(R[x;α]) ⊆ N(R)[x;α].

پوچ�توان R

N(R)
[x;α] در نیز f(x) =

n∑
i=٠

aix
i بنابراین باشد پوچ�توان f(x) =

n∑
i=٠

aix
i که کنیم فرض

داریم: است، اریب α-آرمنداریز یک R

N(R)
چون حال . f(x)t = ٠ یعنی می�شود

(ai)α
i(ai) · · ·α(t−١)i(ai) = ٠ =⇒ aiα

i(ai) · · ·α(t−١)i(ai) ∈ N(R)

=⇒ ∃ q ⩾ ٠ : [aiα(ai) · · ·α(t−١)i(ai)]
q = ٠.

گرفت: نتیجه می�توان ١.١.٢ لم از استفاده با
atqi = ٠ =⇒ ai ∈ N(R).

داریم: نتیجه در
N(R[x;α]) ⊆ N(R)[x;α].

است. موضعی پوچ�توان L− rad(R)[x;α] می�دهیم نشان حال
متناهی�مولد(بدون زیرحلقه�ی که می�دهیم نشان .f١(x), . . . , fk(x) ∈ L − rad(R)[x;α] کنیم فرض

می�دهیم: قرار است. پوچ�توان L− rad(R)[x;α] از W = ⟨f١(x), . . . , fk(x)⟩ واحد) عنصر
fi(x) = ai٠ + ai١x+ · · ·+ ainx

n.

. aij ∈ L− rad(R) ،j = ١,٢, . . . , n و i = ١,٢, . . . , k هر برای �که �طوری به
می�کنیم: تعریف این�گونه را M

M = {ai٠, ai١, . . . , ain|i = ١,٢, . . . , k}.



١۶ اریب چند�جمله�ای�های حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب .٢

تولیدشده واحد) (بدون ⟨M⟩ زیرحلقه�ی بنابراین است. L− rad(R) از متناهی زیرمجموعه�ی یک M
نتیجه در . ⟨M⟩p = ٠ �که �طوری به دارد وجود p چون مثبتی صحیح عدد است. پوچ�توان M توسط

داریم: b١, b٢, . . . bp ∈ M هر برای
b١b٢ · · · bp = ٠.

می�نویسیم: �طور این g١(x), g٢(x), . . . , gp(x) ∈ W هر برای درواقع . W p = ٠ می�کنیم ثابت حال
gj(x) = bj٠ + bj١x+ · · ·+ bjmx

m, j = ١,٢, · · · , p.

می�نویسیم: . bjt ∈ ⟨M⟩ ، t = ٠,١, . . . ,m و j هر برای که دید می�توان سادگی به

g١(x)g٢(x) · · · gp(x) =
pm∑

t١+···tp=٠
b١t١α

t١(b٢t٢) · · ·α
t١+···+tp−١(bptp)x

t١+···+tp

دلخواهی ضرایب به�ترتیب b١t١ , b٢t٢ , . . . , bptp و هستند نامنفی صحیح اعداد t١, t٢, . . . , tp �که �طوری به
داریم: ، b١t١ , b٢t٢ , . . . , bptp ∈ ⟨M⟩ که جایی� آن از می�باشند. f١(x), f٢(x), . . . , fp(x) از

b١t١b٢t٢ . . . bptp = ٠.

که: دید می�توان ١.١.٢ لم از استفاده با حال
b١t١α

t١(b٢t٢) · · ·α
t١+···+tp−١(bptp) = ٠.

پوچ�توان نیز L − rad(R)[x;α] و g١(x)g٢(x) · · · gp(x) = ٠ که بگیریم نتیجه می�توانیم بنابراین
، α(N(R)) ⊆ N(R) و است R از ایده�آل یک N(R) = L−rad(R) �که جایی آن از است. موضعی
پوچ�توان L− rad(R)[x;α] �که این به توجه با است. R[x;α] از ایده�آل یک L− rad(R)[x;α] پس

.L− rad(R)[x;α] ⊆ L− rad(R[x;α]) پس است، موضعی
که: می�گیریم نتیجه بالا بحث از

N(R[x;α]) ⊆ N(R)[x;α] = L− rad(R)[x;α] ⊆ L− rad(R[x;α])

می�شود. کامل اثبات و

زیر گزاره�ی دو صورت این در باشد، R کاهشی حلقه�ی از ریختی درون� یک α کنیم فرض .۴.١.٢ لم
معادلند:

است. α-صلب حلقه�ی یک R -١
. α−١(P ) ⊆ P آن�گاه: باشد، R از مینیمال اول ایده�آل یک P ٢-هرگاه

دارد وجود b ∈ R \P عنصر . α(a) ∈ P و باشد R از مینیمال اول ایده�آل یک P کنیم فرض برهان.
α-صلب حلقه یک R چون و ٠ = abα(a)α(b) = abα(ab) نتیجه در . bα(a) = ٠ �که، �طوری به

. α−١(P ) ⊆ P لذا و a ∈ P بنابراین . ab = ٠ ∈ P رو این از است،
است. برقرار نیز قضیه عکس ،٢.٣.٢ لم ،[٢٩] طبق



١٧ اریب چندجمله�ای�های حلقه در ثابت حاصل�ضرب .١.٢

یک P اگر باشد. سازگار ،R از α ریختی درون� هر و ٢-اولیه حلقه�ی یک R کنیم فرض .۵.١.٢ لم
هستند. P در مشمول هردو α−١(P ) و α(P ) آن�گاه باشد، R از مینیمال اول ایده�آل

R =
R

N∗(R)
هم�چنین و N(R) = N∗(R) پس است، ٢-اولیه حلقه�ی یک R �که آن�جایی از برهان.

که: دارد وجود به�گونه�ای R از α ریختی درون� ،١.١.٢ لم از استفاده با است. ��کاهشی حلقه�ی یک
α(a) = α(a) s.t a = a+N∗(R) (∀a ∈ R).

گرفت نتیجه می�توان ١.١.٢ لم از استفاده با که ،aα(a) ∈ N∗(R) آن��گاه ،(a)α(a) = ٠ اگر حال
که گرفت نتیجه می�توان پس است کاهشی حلقه�ی یک R که چون و a٢ = ٠ نتیجه در و a٢ ∈ N∗(R)

R از مینیمال اول ایده�آل یک P

N∗(R)
که می�دانیم است. R از صلب ریختی درون� یک α پس .a = ٠

داریم: ۴.١.٢ لم از استفاده با است.

α(
P

N∗(R)
) ⊆ P

N∗(R)
, (α)−١(

P

N∗(R)
) ⊆ P

N∗(R)
.

هستند. P در مشمول هردو α−١(P ) و α(P ) که می�گیریم نتیجه بنابراین

باشد. دامنه یک R
P

هرگاه است اول کاملا R حلقه از اول ایده�آل یک که می�دانیم

باشد. اول کاملا آن مینیمال اول ایده�آل هر اگر اگروتنها است ٢-اولیه R حلقه�ی .۶.١.٢ قضیه

معادلند: زیر گزاره�های می�کنیم ادعا برهان.
است. R پوچ�توان اعضای تمام مجموعه�ی با منطبق N∗(R)-١

است. اول کاملا مینیمال، اول ایده�آل هر -٢
ایده�آل�های تمام اشتراک با N∗(R) یعنی R اول رادیکال ،R حلقه�ی هر برای می�دانیم ادعا: اثبات
�که �طوری به باشد R حلقه�ی از مینیمال اول ایده�آل یک P می�کنیم فرض است. برابر R مینیمال اول
هر برای آن�گاه باشد، منطبق R پوچ�توان عناصر تمام مجموعه�ی با N∗(R) اگر قضیه طبق .ab ∈ P

معادلند: زیر گزاره�های ،P ∈ Spec(R)

است. مینیمال اول ایده�آل یک P .١

.N(P ) = P .٢

است. پوچ�توان b ∈ R \ P برخی برای ab ،a ∈ P هر برای .٣

داریم: c ∈ R \ P برخی برای قضیه، این طبق حال
abc ∈ N∗(R).

داریم: R

N∗(R)
حلقه�ی در .bzc /∈ P ،z ∈ R یک برای آن�گاه ،b /∈ P اگر

aRbzc ⊆ N∗(R), a ∈ N(P ) = P.



١٨ اریب چند�جمله�ای�های حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب .٢

یعنی ،N(R) = N∗(R) صورت این در باشد ٢-اولیه R اگر می�کنیم فرض قضیه اثبات برای حال
معادل طبق آن�گاه است برابر پوچ�توان اعضای تمام مجموعه�ی با مینیمال اول ایده�آل�های همه اشتراک

است. اول کاملا مینیمال، اول ایده�آل هر بالا گزاره�ی دو بودن
اعضای تمام مجموعه�ی با N∗(R) آن�گاه باشد، اول کاملا R از مینیمال اول ایده�آل هر اگر برعکس،

است. ٢-اولیه R می�دهد نتیجه که N(R) = N∗(R) یعنی می�شود، برابر R پوچ�توان

و باشد سازگار ،R از α ریختی درون� و برگشت�پذیر حلقه�ی یک R کنیم فرض .٧.١.٢ قضیه
اریب چند�جمله�ای اگر باشد. R[x;α] در ناصفر اریب چند�جمله�ای f(x)یک = a٠+a١x+ · · ·+anx

n

g(x)f(x) = c �که طوری به باشد داشته وجود R[x;α] در g(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m ناصفر

.rf(x) = ac که دارند وجود به�گونه�ای R در r و a ناصفر اعضای و b٠a٠ = c آن�گاه باشد، ثابت
حاصل�ضرب با یا است یک برابر یا a و ٠ ≤ p ≤ m �که �طوری به p برخی برای ،r = abp ویژه به

است. برابر f(x) از ضریب m حداکثر
هستند. پوچ�توان همگی an, . . . , a٢, a١ آن�گاه باشد، یکه R در b٠ اگر به�علاوه

طبق است. صحیح صفر درجه از f(x) اریب چندجمله�ای هر برای حکم که می�کنیم ثابت ابتدا برهان.
r = b٠ آن�گاه ،b٠ ̸= ٠ اگر .b٠a٠ = c که معناست بدین این .g(x)a٠ = c و f(x) = a٠ ̸= ٠ فرض

. c = b٠a٠ = ٠ آن�گاه ،b٠ = ٠ اگر و a = ١ و
آن�گاه: باشد، g(x) ناصفر ضریب کوچکترین bq کنیم فرض

g(x)a٠ = (bqx
q + · · ·+ bmx

m)a٠ = ٠

r = bq بنابراین .bqa٠ = ٠ ،١.١.٢ لم از استفاده با هم�چنین . bqαq(a٠) = ٠ که می�دهد نتیجه این و
هستند. ناصفر عناصر a = ١ و

را حکم g(x) درجه�ی روی استقرا از استفاده با و باشد n ⩾ ١ درجه�ی از f(x) که می�کنیم فرض سپس
می�کنیم. اثبات

g(x)f(x) = b٠(a٠ + a١x + · · · + anx
n) = c اینکه از . g(x) = b٠ ̸= ٠ آن�گاه ،m = ٠ اگر

تمام برای حکم که می�کنیم فرض حال .a = ١ و r = b٠ هم�چنین و b٠a٠ = c که می�گیریم نتیجه
g(x) آن در که g(x)f(x) = c می�دهیم قرار باشد. صحیح m از کمتر درجه با اریب چندجمله�ای�های
شود. جابه�جا کمتر درجه�ی از چندجمله�ای یک با می�تواند g(x) که می�دهیم نشان می�باشد. m درجه�ی از
ناصفر ضریب کوچکترین bq که g(x) = bqx

q + · · · + bmx
m و c = b٠a٠ = ٠ آنگاه ،b٠ = ٠ اگر

در .bqak = ٠ هم�چنین و akbq = ٠ آن�گاه ،١ ⩽ k ⩽ n همه�ی برای akg(x) = ٠ اگر است. g(x)
. a = ١ و r = bq و bqf(x) = ٠ = c حالت، این

k = n حالت در . akg(x) ̸= ٠ که باشد مثبتی صحیح عدد بزرگترین k که می�کنیم فرض بنابراین
و bman = anbm = ٠ می�گیریم نتیجه که ،bmαm(an) = ٠ داریم ،g(x)f(x) = ٠ = c اینکه از
می�کند. صدق ang(x)f(x) = anc = ٠ رابطه�ی در و است m از کمتر درجه�ی از ang(x) هم�چنین

یعنی: . k + ١ ⩽ s ⩽ n برای asg(x) = ٠ = g(x)as داریم ، k < n حالت در

g(x)(a٠ + a١x+ · · ·+ akx
k) = g(x)f(x) = c = ٠.



١٩ اریب چندجمله�ای�های حلقه در ثابت حاصل�ضرب .١.٢

akg(x) که گرفت نتیجه می�توان پس . bmαm(ak) = ٠ = bmak = akbm که می�دهد نتیجه امر این
کار به akg(x) برای را استقرا فرض حال .akg(x)f(x) = akc = ٠ و است m از کمتر درجه�ی از

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه و می�بریم
به .akb٠ = ٠ = b٠ak آن�گاه ،١ ⩽ k ⩽ n همه�ی برای akg(x) = ٠ و b٠ ̸= ٠ که می�کنیم فرض حال
شرایط در a = ١ و r = b٠ به�وضوح .b٠a٠ = c هم�چنین و b٠f(x) = c که می�گیریم نتیجه این دنبال
akg(x) ̸= ٠ که باشد مثبتی صحیح عدد بزرگترین k که می�کنیم فرض بنابراین می�کند. صدق مطلوب
و bman = anbm = ٠ می�دهد نتیجه که bmαm(an) = ٠ درایم g(x)f(x) از ، k = n حالت در .

می�کند. صدق ang(x)f(x) = anc در که است m از کمتر درجه�ی از ang(x) هم�چنین
یعنی: ،k + ١ ≤ s ≤ n برای asg(x) = ٠ = g(x)as داریم ،k < n حالت در
g(x)(a٠ + a١x+ · · ·+ akx

k) = g(x)f(x) = c

است m از کمتر درجه�ی از akg(x) بنابراین و bmα
m(ak) = ٠ = bmak = akbm می�دهد نتیجه که

مطلوب نتیجه و می�بریم کار به akg(x) برای را استقرا فرض دیگر بار و akg(x)f(x) = akc و
که می�کنیم فرض می�کنیم. اثبات را a١, . . . , an پوچ�توانی یعنی قضیه دوم قسمت حال می�شود. حاصل
باشد. R از مینیمال اول ایده�آل یک P کنیم فرض باشد. یکه R در b٠ و باشد ثابت g(x)f(x) = c

α(a) = α(a) که کرد تعریف به�گونه�ای را R =
R

P
از α ریختی درون� می�توان ،۵.١.٢ لم از استفاده با

است. اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی یک R[x;α] بنابراین . a ∈ R هر برای a = a + P آن در که
است R از اول کاملا ایده�آل یک P پس است، ٢-اولیه حلقه�ی یک R که چون ،۶.١.٢ قضیه�ی طبق
داریم ،۵.١.٢ لم از استفاده با است. α-سازگار ،R که می�دهیم نشان است. دامنه یک R هم�چنین و
یک P که �جا�یی آن از . ab ∈ P آن�گاه ، a, b ∈ R برای ab = ٠ اگر .α(P ) ⊆ P , α−١(P ) ⊆ P

داریم ۵.١.٢ لم از استفاده با مجدداً .b ∈ P یا a ∈ P می�گیریم نتیجه است، R از اول کاملا ایده�آل
. (a)α(b) = ٠ هم�چنین و aα(b) ∈ P

.α(b) ∈ P یا a ∈ P یعنی این .aα(b) ∈ P آن�گاه (a, b ∈ R (برای ،(a)α(b) = ٠ اگر برعکس،
می�دهد نتیجه این .b ∈ P یا a ∈ P لذا ،α−١(P ) ⊆ P ،۵.١.٢ لم طبق چون و b ∈ α−١(P ) پس
R[x;α] از پوشا حلقه�ای همریختی یک که کرد چک می�توان آسانی به .ab = ٠ هم�چنین و ab ∈ P

آن�گاه ، f(x) = ٠ اگر .R[x;α] در (g(x))(f(x)) = c که می�دهد نتیجه این دارد. وجود R[x;α] به
می�دهد نتیجه که (g(x))(f(x)) = c آن�گاه ،f(x) ̸= ٠ اگر .i ⩾ ١ همه برای ai ∈ P �وضوح به

یک R
P

که کنید توجه .i ⩾ ١ برای (r)(ai) = ٠ یعنی این .(r)(f(x)) = ac �که �طوری به r, a ̸= ٠
N∗(R) زیرا .i ⩾ ١ هر برای ai ∈ N∗(R) بنابراین .ai ∈ P هم�چنین و ai = ٠ داریم است. دامنه

است. R مینیمال اول ایده�آل�های تمام از زیرمجموعه�ای

و باشد سازگار ،R از α ریختی درون� و برگشت�پذیر حلقه�ی یک R کنیم فرض .٨.١.٢ قضیه
چندجمله�ای اگر باشد. ناصفر اریب چندجمله�ای یک R[x;α] در f(x) = a٠ + a١x + · · · + anx

n

�که �طوری به باشد داشته وجود g(x) = b٠ + b١x + · · · + bmx
m ∈ R[x;α] چون ناصفری اریب

�که �طوری به دارند وجود a, r ∈ R ناصفر عناصر و a٠b٠ = c آن�گاه باشد، ثابت f(x)g(x) = c

از حاصل�ضربی یا است یک یا a و r = bpa ،٠ ⩽ p ⩽ m که p برخی برای به�ویژه، .f(x)r = ca



٢٠ اریب چند�جمله�ای�های حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب .٢

آن�گاه باشد، یکه R در b٠ اگر به�علاوه، .
{
αk(ai)| ٠ ⩽ k ⩽ m ,٠ ⩽ i ⩽ n

}
از ضریب m حداکثر

پوچ�توان�اند. همگی a١, a٢, . . . , an

کرد. اثبات صفر درجه�ی از f(x) برای را حکم می�توان سادگی به ،٧.١.٢ قضیه اثبات مشابه برهان.

می�دهیم. ادامه g(x) درجه��ی روی استقرا با و باشد n ⩾ ١ درجه�ی از f(x) که می�کنیم فرض سپس

.f(x)b٠ = (a٠ + a١x + · · · + anx
n)b٠ = c و g(x) = b٠ ̸= ٠ آن�گاه باشد، m = اگر٠

چندجمله�ای�های تمامی برای حکم که می�کنیم فرض حال .a = ١ و r = b٠ و a٠b٠ = c به�وضوح
است، m درجه��ی از g(x) که f(x)g(x) = c کنید فرض باشد. برقرار m از کمتر درجه�ی با اریب
آن�گاه ،b٠ = ٠ اگر شود. جابه�جا کمتر درجه�ی از چندجمله�ای یک با می�تواند g(x) که می�دهیم نشان
که f(x)g∗(x) = ٠ = c داریم: f(x)g(x) = f(x)g∗(x)xq = c = ٠ از .c = a٠b٠ = ٠
استفاده با می�باشد. g(x) از ناصفر ضریب کوچکترین bq و g∗(x) = bq + bq+١x + · · · + bmx

m−q

همه�ی برای و b٠ ̸= ٠ اگر می�آیند. به�دست مطلوب به�طور r و a ناصفر عناصر استقرا، فرض از
برای است α-سازگار و برگشت�پذیر R که آن�جایی از .b٠ak = ٠ آن�گاه ،g(x)ak = ٠ ،١ ⩽ k ⩽ n

نتیجه در ،c = a٠b٠ و f(x)b٠ = c آن به�دنبال . akb٠ = akα
k(b٠) = ٠ ،١ ⩽ k ⩽ n همه�ی

صحیح عدد بزرگترین k که می�کنیم فرض بنابراین می�کند. صدق مطلوب شرایط در که a = ١ و r = b٠

،anαn(bm) = ٠ که داریم f(x)g(x) = c از ،k = n حالت در . g(x)ak ̸= ٠ که باشد مثبتی
درجه�ی از g(x)an یعنی این .bmαm(an) = ٠ بنابراین و anbm = ٠ = bman می�دهد نتیجه که
برخی برای ،k < n حالت در .f(x)(g(x)an) = can استقرا فرض به توجه با که است m از کمتر
بنابراین و asg(x) = ٠ که معناست بدین ،١.١.٢ لم طبق این و g(x)as = ٠ ،k + ١ ⩽ s ⩽ n

.asxsg(x) = ٠ که می�دهد نتیجه ،١.١.٢ لم طبق امر این .asb٠ = asb١ = · · · = asbm = ٠
داریم: بنابراین

(a٠ + a١x+ · · ·+ akx
k)g(x) = f(x)g(x) = c.

می�گیریم نتیجه پس .bmαm(ak) = ٠ بنابراین و ،akαk(bm) = ٠ = akbm = bmak آن، دنبال به
به g(x)ak برای استقرا فرض حال .f(x)(g(x)ak) = cak و است m از کمتر درجه�ی از g(x)ak که
پوچ�توانی قسمت به مربوط اثبات هم�چنین می�دهد. دست به را مطلوب نتیجه�ی cak و می�شود برده کار

می�باشد. ٧.١.٢ قضیه اثبات مشابه a١, a٢, . . . , an

می�آید. دست به ٨.١.٢ یا ٧.١.٢ قضیه�ی از مستقیم به�طور بعدی نتیجه�ی

α-سازگار ،R از α ریختی درون� برای که باشد برگشت�پذیر حلقه�ی یک R کنیم فرض .٩.١.٢ نتیجه
چون ناصفری ثابت اگر اگروتنها است صفر مقسوم�علیه یک R[x;α] در f(x) اریب چندجمله�ای باشد.

.rf(x) = f(x)r = ٠ �که �طوری به باشد داشته وجود r ∈ R

مک�کوی حلقه�های ٢.٢

است. مک�کوی حلقه�ی یک ،R آن�گاه باشد، برگشت�پذیر حلقه�ای ،R اگر .١.٢.٢ قضیه



٢١ مک�کوی حلقه�های .٢.٢

کنید فرض هم�چنین و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i , g(x) =

n∑
j=٠

bjx
j ∈ R[x] − {٠} کنیم فرض برهان.

،a(x) ∈ R[x] چندجمله�ای هر برای است. چپ مک�کوی R کنیم ثابت است کافی .f(x)g(x) = ٠
می�دهیم نشان استقرا از استفاده با می�دهیم. قرار a(x)ضرایب توسط تولیدشده چپ ایده�آل با برابر را Ca

است. چپ مک�کوی ،R که می�دهد نتیجه این و c.g(x) = ٠ �که �طوری به دارد وجود c ∈ Cf −{٠} که
درجه�ی روی استقرا از ،n ⩾ ١ اگر .c.g(x) = a٠b٠ = ٠ داریم و c = a٠ �صورت این در n = ٠ اگر

باشیم: داشته ،k < n همه��ی برای اگر می�کنیم. استفاده g(x)

a(x)b(x) = ٠, (a(x), b(x) ∈ R[x]− {٠}), deg(b(x)) = k

که می�کنیم انتخاب به�گونه�ای را l ⩾ ٠ حال .c.b(x) = ٠ �که �طوری به دارد وجود c ∈ Ca −{٠} آن�گاه
می�کنیم: تعریف R در برگشت�پذیری از استفاده با حال .f(x)bl+١٠ = ٠ ̸= f(x)bl٠

a(x) := bl٠f(x) ̸= ٠ = bl٠f(x)b٠.

داریم: لذا

a(x)g(x) = ٠ =⇒ a(x)b٠ = ٠.

توجه .a(x)b(x) = ٠ که می�گیریم نتیجه بالا معادلات از آن�گاه ،b(x) = (g(x)− b٠)

x
دهیم قرار اگر

هم�چنین و می�باشد b(x) ̸= ٠ پس ،deg(g(x)) = n > ٠ که �جایی آن از داریم
�که �طوری به دارد وجود c ∈ Ca − {٠} استقرا فرض طبق بنابراین .deg(b(x)) = n − ١ < n

درنهایت و cb٠ = ٠ نتیجه در و Cab٠ = ٠ یعنی این و a(x)b٠ = ٠ که جایی آن از .c.b(x) = ٠
ما استقرای گام این و c ∈ Cf پس .Ca ⊆ Cf داریم a(x) ساختار طبق طرفی از .c.g(x) = ٠ داریم
چه از g(x) نیس مهم (که c.g(x) = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= c ∈ Cf تعدادی بنابراین می�کند. کامل را

باشد). درجه�ای

نیست. راست مک�کوی که دارد وجود R چون جابه�جایی نیمه حلقه�ای .٢.٢.٢ مثال
متغیر شش توسط تولیدشده آزاد Z٢-جبر یک K = Z٢ < a٠, a١, a٢, a٣, b٠, b١ > کنیم فرض

عناصر وسیله�ی به که باشد K از ایده�آلی I کنیم فرض باشد. a٠, a١, a٢, a٣, b٠, b١ تعویض�ناپذیر

{a٣b١, a٢b١ + a٣b٠, a١b١ + a٢b٠, a٠b١ + a١b٠, a٠b٠, a١aj + a٢aj (٠ ⩽ j ⩽ ٣),

a٣aj (٠ ⩽ j ⩽ ٣), a٠aj (٠ ⩽ j ⩽ ٣), biaj (٠ ⩽ i ⩽ ١ ,٠ ⩽ j ⩽ ٣), bibj(٠ ⩽ i, j ⩽ ٣)}

.G(x) = b٠ + b١x و F (x) = a٠ + a١x+ a٢x
٢ + a٣x

٣ می�دهیم: قرار .R =
K

I
و می�شود تولید

می�دهیم: نشان .F (x)G(x) = ٠ ،R[x] حلقه�ی در نتیجه در

هستند. R[x] از ناصفر عناصری G(x) و F (x) چندجمله�ای�های .١

دارد. IFP خاصیت R .٢

نیست. راست مک�کوی اما است چپ مک�کوی R .٣



٢٢ اریب چند�جمله�ای�های حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب .٢

منحصر به�طور را R عضو هر می�توان چگونه که می�دهیم نشان حال است. همگن I ایده�آل که است واضح
نمود. بیان تقلیل�یافته فرم یک به �فرد به

شکل به فردی به منحصر نمایش γ ∈ R هر :١ ادعای

γ = f٠ + f١(a٢)a١ + f٢(a٢)a٢ + g(a٢)a٠ + h(a٢)a٣+

+(r٠ + r١(a٢)a١ + r٢(a٢)a٢ + r٣(a٢)a٣)b٠ + s٠b١

.f١(x), f٢(x), g(x), h(x), r١(x), r٢(x), r٣(x) ∈ Z٢[x] و f٠, r٠, s٠ ∈ Z٢ که دارد
یا a٠aj ،biaj ،bibj ،a٣b١ ،a٠b٠ عبارات این از یکی ما نظر مورد تک�جمله�ای اگر :١ ادعای اثبات
از ترتیب به a١aj و aib١ جای به باشد نداشته اگر و است صفر تک�جمله�ای آن باشد، داشته را a٣aj
عنصر اندیس و دهیم کاهش را bj عنصر اندیس می�کنیم سعی می�کنیم.(درواقع استفاده a٢aj و ai+١b٠

هستند. تقلیل�یافته حاصل تک�جمله�ای�های ترتیب این به دهیم). افزایش را ai
F (x) چندجمله�ای�های لذا و هستند ناصفر G(x) و F (x)ضرایب می�گیریم نتیجه ١ ادعای از استفاده با

هستند. R[x] از ناصفر عناصری G(x) و
دارد. IFP خاصیت R حلقه :٢ ادعای

می�نویسیم. ١ ادعای در شده ذکر فرم به را γ عنصر .γγ ′
= ٠ و γ, γ′ ∈ R کنیم فرض :٢ ادعای اثبات

صورت همین به نیز هستند a٢ اساس بر که چندجمله�ای�هایی سایر برای و می�دهیم نمایش f١ به را f١(a٢)
ادعای در که باشد γ′ فرد به منحصر نمایش γ ′

= f ′
٠+ f ′

١a١+ · · ·+ s′٠b١ کنیم فرض می�کنیم. قرارداد
چون می�دهیم. نشان شکل همین به نیز را f ′ و f = f٠ + f١a١ + f٢a٢ می�دهیم: قرار شد. بیان ١
نشان که آن برای باشند. صفر باید γγ′ در شده ظاهر تک�جمله�ای�های تمام است، همگن ایده�آل یک I
اگر است. درست یک درجه�ی از تک�جمله�ای هر برای تساوی این می�دهیم نشان ابتدا ،γrγ′ = ٠ دهیم
، γγ′ = ٠ که این از باشند. ناصفر γ′ و γ کنیم فرض است. حاصل نتیجه آن�گاه، باشد صفر γ′ یا γ
δ کنیم فرض .f٠ = ٠ می�کنیم فرض ابتدا .f ′

٠ = ٠ یا f٠ = ٠ بنابراین .f٠f ′
٠ = ٠ می�گیریم: نتیجه

می�گیریم نتیجه است همگن I که این از باشد. ممکن درجه�ی کمترین از γ ناصفر جملات تمام مجموع
در بنابراین .f٠ = ٠ داد: نشان می�توان ،f ′

٠ = ٠ اگر مشابه به�طور .f ′
٠ = ٠ بنابراین: .δf ′

٠ = ٠
بنابراین .biγ′ = ٠ ،i = ٠,١ هر برای که می�شود نتیجه f ′

٠ = ٠ از .f ′
٠ = ٠ = f٠ حالت دو هر

ساده�ای محاسبات با .γajγ′ = ٠ دهیم نشان ٠ ⩽ j ⩽ ٣ هر برای است کافی پس .γbiγ′ = ٠
فرض حال .γajγ′ = ٠ آن�گاه: ،f١ = f٢ اگر رو، این از .γaj = (f١ + f٢)a٢aj داد: نشان می�توان
می�شود نتیجه γγ′ تقلیل�یافته فرم روی ساده�ای محاسبات با می�گردیم. تناقض پی در و f١ ̸= f٢ کنیم

که:

٠ = γγ′ = (f١ + f٢)a٢(f
′
١a١ + f ′

٢a٢ + g′a٠ + h′a٣)

+ (s′٠f٢ + r′٠h+ (f١ + f٢)a٢r
′
٣)a٣b٠

+ (s′٠f١ + r′٠f٢ + (f١ + f٢)a٢r
′
٢)a٢b٠

+ (s′٠g + r′٠f١ + (f١ + f٢)a٢r
′
١)a١b٠



٢٣ مک�کوی حلقه�های .٢.٢

نتیجه فوق معادله آخر سطر سه از هم�چنین .f ′
١ = f ′

٢ = g′ = h′ = ٠ پس ،f١ + f٢ ̸= ٠ چون
می�گیریم:

.s′٠f٢ + r′٠h+ (f١ + f٢)a٢r
′
٣ = ٠ .١

.s′٠f١ + r′٠f٢ + (f١ + f٢)a٢r
′
٢ = ٠ .٢

.s′٠g + r′٠f١ + (f١ + f٢)a٢r
′
١ = ٠ .٣

می�گیریم: نتیجه (٢) از آن�گاه ،r′٠ = ١ اگر .s′٠ = ١ کنیم فرض
و r′٠ = ٠ بنابراین .(f١ + f٢ ̸= ٠ (زیرا است تناقض یک که deg((f١ + f٢)a٢) ⩽ deg(f١ + f٢)

این از .r′٠ = ٠ بنابراین می�رسیم. تناقض همان به ٣ و ٢ از استفاده با آن�گاه ،r′٠ = ١ اگر .s′٠ = ٠ لذا
تناقض در γ′ ̸= ٠ فرض با که ،γ′ = ٠ لذا و r′١ = r′٢ = r′٣ = ٠ می�گیریم نتیجه ،f١ + f٢ ̸= ٠ که

است.
آن�گاه: باشد یک درجه�ی از تک�جمله�ای یک r هرگاه حالات تمام در که شد داده نشان ترتیب این به
هر r که می�گیریم نتیجه کنیم تکرار γ �جای به γr نمودن جایگزین با را فوق استدلال اگر .γrγ′ = ٠
،r = ١ اگر که می�گیریم نتیجه γγ′ = ٠ از اما هستند. برقرار فوق نتایج باشد درجه�ای هر از تک�جمله�ای
برای رو این از است، تک�جمله�ای�ها از مجموعی دقیقاً R حلقه�ی از عضو هر چون .γrγ′ = ٠ آن�گاه:

دارد. IFP خاصیت R بنابراین .γrγ′ = ٠ ،r ∈ R هر
نیست. راست مک�کوی R حلقه�ی :٣ ادعای

منظور این برای .r = ٠ آن�گاه: ،F (x)r = ٠ و r ∈ R اگر دهیم نشان است کافی :٣ ادعای اثبات
استفاده آن تقلیل�یافته�ی فرم از a٢r جای به اگر .r = ٠ آن�گاه: ،a٢r = ٠ اگر دهیم نشان است کافی

.r = ٠ داد: نشان می�توان راحتی به ١ ادعای از استفاده با آن�گاه کنیم،
است. چپ مک�کوی R حلقه�ی :۴ ادعای

.P (x)Q(x) = ٠ و باشند R[x] حلقه�ی از ناصفر عنصر دو Q(x) و P (x) کنیم فرض :۴ ادعای اثبات

آن�گاه: باشد، صفر qi هر ثابت جمله�ی اگر .Q(x) =
n∑

j=٠
qjx

j و P (x) =
m∑
i=٠

pixi می�دهیم: قرار

باشد. ناصفر ها qi از برخی ثابت جمله�ی می�کنیم فرض بنابراین است. حاصل نتیجه و b٠Q(x) = ٠
می�کنیم فرض pi ̸= ٠ هر برای است. ناصفر qk ثابت جمله��ی که باشد اندیسی کوچکترین k کنیم فرض
می�کنیم: فرض pi = ٠ هر برای و باشد ممکن درجه�ی کمترین با pi ناصفر جملات تمام مجموع p′i

مجموعه�ی ناصفر عناصر بین را درجه کمترین p′j که باشد اندیسی کوچکترین j کنیم فرض .p′i = ٠∑
r+s=j+k

prqs چون است. ناصفر P (x) زیرا دارد، وجود ای j چنین داریم توجه دارد. {p′٠, . . . , p−m′}

مجموع فوق عبارت در رو این از است، همگن I و است P (x)Q(x) = ٠ عبارت در xj+k ضریب
از جمله�ای تنها p′j · ١ ،j, k انتخاب بر بنا اما می�باشد. صفر هستند یکسان درجه�ی از که جملاتی تمام
یک که می�آید، دست به pjqk جمله�ی از که دارد را ممکن درجه�ی کمترین که است

∑
r+s=j+k

prqs عبارت

است. تناقض



٢۴ اریب چند�جمله�ای�های حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب .٢

اریب چندجمله�ای�های حلقه�ی در یکه عناصر ٣.٢

چندجمله�ای باشد. سازگار ،R از α ریختی درون� و برگشت�پذیر حلقه�ای R کنیم فرض .١.٣.٢ قضیه
پوچ�توان آن ضرایب بقیه�ی و باشد یکه آن ثابت جمله اگر اگروتنها است یکه R[x;α] در f(x) اریب

باشند.

چون اریبی چندجمله�ای آن�گاه باشد، یکه f(x) = a٠ + a١x + · · · + anx
n ∈ R[x;α] اگر برهان.

.f(x)g(x) = g(x)f(x) = ١ �که �طوری به دارد وجود g(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m ∈ R[x;α]

هستند. پوچ�توان ak ضرایب ،k ⩾ ١ برای و است یکه b٠ ،٧.١.٢ قضیه�ی طبق حال
آن�گاه: باشد، پوچ�توان ،k ⩾ ١ برای ak هر و باشد یکه a٠ اگر برعکس،

a١x+ · · ·+ anx
n ∈ N(R)[x;α] = L− rad(R[x;α]) ⊆ rad(R[x;α]).

است. یکه R[x;α] در f(x) که می�دهد نتیجه امر این .٣.١.٢ لم از استفاده با

فرض هم�چنین باشد. سازگار ،R از α ریختی درون� و برگشت�پذیر حلقه�ای R کنیم فرض .٢.٣.٢ نتیجه
اریب چندجمله�ای�های g(x) = b٠+ b١x+ · · ·+ bmx

m و f(x) = a٠+a١x+ · · ·+anx
n می�کنیم

پوچ�توان b٠ هم�چنین و f(g(x)) = ٠ اگر باشد. یکه R در a١ �که �طوری به باشند R[x;α] در ناصفری
پوچ�توان�اند. نیز bm, . . . , b٢, b١ آن�گاه باشند، پوچ�توان همگی an, . . . , a٢ یا باشد

دیگر عبارت به .a٠ + a١g + · · · + ang
n = ٠ که می�دهد نتیجه f(g(x)) = ٠ کنیم فرض برهان.

،a١ + a٢g + · · · + ang
n−١ ثابت جمله�ی صورت این در .(a١ + a٢g + · · · + ang

n−١)g = −a٠

an, . . . , a٢ و است یکه R در a١ فرض طبق چون که می�باشد a١+a٢b٠+a٣(b٠)
٢+· · ·+an(b٠)

n−١

گرفت نتیجه می�توان ،٨.١.٢ قضیه�ی از استفاده با حال است. یکه ،٧.١.٢ قضیه�ی طبق پوچ�توان�اند،
پوچ�توان�اند. همگی bm, . . . , b٢, b١ که

و باشد سازگار ،R از α ریختی درون� و برگشت�پذیر Rحلقه�ای کنیم فرض .٣.٣.٢ نتیجه
ناصفری اریب چندجمله�ای�های g(x) = b٠+ b١x+ · · ·+ bmx

m و f(x) = a٠+a١x+ · · ·+anx
n

پوچ�توان bm, . . . , b٣, b٢ یا a٠ و g(f(x)) = ٠ اگر باشد. یکه R در b١ �که �طوری به باشند R[x;α] در
پوچ�توان�اند. نیز an, . . . , a٢, a١ آن�گاه باشند،

که می�دهد نتیجه g(f(x)) = ٠ فرض طبق می�کنیم. عمل ٢.٣.٢ نتیجه�ی اثبات مشابه برهان.
طرفی از .(b١ + b٢f + · · ·+ bmf

m−١)f = −b٠ دیگر عبارت به .b٠ + b١f + · · ·+ bmf
m = ٠

.b١ + b٢a٠ + b٣a
٢
٠ + · · · + bma

m−١
٠ با است برابر (b١ + b٢f + · · · + bmf

m−١)f ثابت جمله�ی
لذا است. یکه ثابت، جمله�ی این پس هستند، پوچ�توان bm, . . . , b٢ و است یکه b١ فرض طبق چون

پوچ�توان�اند. an, . . . , a١ ،٧.١.٢ قضیه�ی طبق

باشد، α-سازگار ،R اگر باشد. R از ریختی درون� یک α و کاهشی حلقه�ای R کنیم فرض .۴.٣.٢ نتیجه
هر برای ai و باشد یکه a٠ اگر اگروتنها است یکه f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ∈ R[x;α] آن�گاه
باشد. صفر ،i ⩾ ١
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گفت می�توان ،١.٣.٢ قضیه�ی طبق لذا می�باشد. نیز برگشت�پذیر کاهشی، حلقه�ی هر که می�دانیم برهان.
ضرایب بقیه�ی و باشد یکه آن ثابت جمله اگر اگروتنها است یکه R[x;α] در f(x) اریب چندجمله�ای
ندارد، ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ و است کاهشی حلقه�ی یک R که �جایی آن از اما باشند، پوچ�توان

باشد. صفر باید i ⩾ ١ برای aiها همه�ی لذا

NI حلقه�های پیرامون ۴.٢

α-سازگار ،R اگر باشد. R از ریختی درون� یک α و باشد NI حلقه�ی یک R کنیم فرض .١.۴.٢ قضیه
باشد یکه a٠ اگر اگروتنها است یکه f(x) = a٠+ a١x+ · · ·+ anx

n ∈ R[x;α] آن�گاه باشد، ضعیف
باشد. پوچ�توان ،i ⩾ ١ هر برای ai و

R از ایده�آل یک N(R) لذا ،N(R) = N∗(R) پس است، NI حلقه�ی یک R که �جایی آن از برهان.
می�کند ایجاب را R از α ریختی درون� ،R از α ریختی درون� است. کاهشی R =

R

N(R)
حلقه�ی و است

.a ∈ R برای a = a+N(R) که α(N(R)) ⊆ N(R) زیرا ،α(a) = α(a) +N(R) که: �طوری به
داریم: a, b ∈ R برای است، ضعیف α-سازگار ،R ��که این به توجه با

(a)α(b) = ٠ ⇐⇒ aα(b) ∈ N(R) ⇐⇒ ab ∈ N(R) =⇒ ab = ٠.

R[x;α] به R[x;α] از حلقه�ای بروریختی یک �که �جایی آن از است. α-سازگار ،R که معناست بدین این
که گرفت نتیجه می�توان می�برد، f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n به را f(x) که به�گونه�ای دارد وجود
و است یکه R

N(R)
حلقه�ی در a٠ ،۴.٣.٢ نتیجه�ی طبق نتیجه در است. یکه R[x;α] حلقه�ی در f(x)

داریم: لذا است. صفر ،i ⩾ ١ هر برای ai
ai = ٠ =⇒ ai +N(R) = N(R) =⇒ ai ∈ N(R).

است. پوچ�توان R در i ⩾ ١ هر برای ai و است یکه R در a٠ که می�گیریم نتیجه پس

اگر باشد. R از ریختی درون� یک α و باشد ضعیف ٢-اولیه حلقه�ی یک R کنیم فرض .٢.۴.٢ نتیجه
a٠ اگر اگروتنها است یکه f(x) = a٠ + a١x + · · · + anx

n ∈ R[x;α] آن�گاه باشد، α-سازگار ،R
باشد. پوچ�توان i ⩾ ١ هر برای ai و باشد یکه R در

،R اگر این�که و می�باشد نیز NI حلقه�ی یک ضعیف، ٢-اولیه حلقه�ی هر �که جایی آن از برهان.
١.۴.٢ قضیه�ی از استفاده با حکم رفت قسمت می�باشد، نیز ضعیف α-سازگار آن�گاه باشد، α-سازگار

می�شود. نتیجه
یکه R در a٠ که باشد گونه�ای به f(x) = a٠ + a١x + · · · + anx

n ∈ R[x;α] می�کنیم فرض حال
داریم: ٣.١.٢ لم از استفاده با آن�گاه باشد، پوچ�توان i ⩾ ١ هر برای ai و باشد

a١x+ · · ·+ anx
n ∈ L− rad(R[x;α]) ⊆ rad(R[x;α]).

است. یکه R[x;α] در f(x) که می�دهد نتیجه امر این
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f(x) = a٠+a١x+· · ·+anx
n ∈ R[x] آن�گاه باشد، ٢-اولیه Rیکحلقه�ی فرضکنیم .٣.۴.٢ نتیجه

باشد. پوچ�توان ،i ⩾ ١ هر برای ai و باشد یکه R در a٠ اگر اگروتنها است یکه

کنیم ثابت می�خواهیم برهان.
f(x) ∈ U(R[x]) ⇐⇒ a٠ ∈ U(R), a١, · · · , an ∈ N∗(R).

یک P کنیم فرض .a٠ ∈ U(R) به�وضوح آن�گاه ،f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n ∈ U(R[x]) اگر

وجود (
R

P
)[x] به R[x] از ρ مانند پوشا حلقه�ای همریختی یک آن�گاه باشد، R از مینیمال اول ایده�آل

که: �طوری� به دارد
ρ(a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n) = (a٠ + P ) + (a١ + P )x+ · · ·+ (an + P )xn

سوم قضیه�ی طبق هم�چنین و است R[x] از ایده�آل یک P [x] بنابراین .kerρ = P [x] هم�چنین و
داریم: ریختی یک�

R[x]

P [x]
∼= (

R

P
)[x].

می�دانیم است. دامنه یک R
P

لذا است، مینیمال اول ایده�آل یک P و است ٢-اولیه R که �جایی آن از
داریم: لذا ،U(D[x]) = U(D) آن�گاه باشد، دامنه D اگر که

U(
R

P
[x]) = U(

R

P
).

که داریم بالا بحث از استفاده با است، یکه ،ρ حلقه�ای همریختی تحت f(x) تصویر که �جایی آن از
می�آید. دست به مطلوب نتیجه�ی و a١, . . . , an ∈ N∗(R) نتیجه در و a١, . . . , an ∈ P

می�کنیم. اثبات را زیر گزاره�ی بالا نتیجه�ی از کاربردی به�عنوان

باشد. یکه-مرکزی R[x] اگر اگروتنها است یکه-مرکزی R حلقه�ی .۴.۴.٢ گزاره

،R اول رادیکال که �جایی آن از است. ٢-اولیه ،R یکه-مرکزی حلقه�ی که می�دهیم نشان ابتدا برهان.
قویاً ،R از پوچ�توان عنصر هر که دهیم نشان است کافی است، R در پوچ�توان قویاً عناصر تمام مجموعه�ی
m-دنباله�ای .an = ٠ داریم n صحیح اعداد برخی برای که a ∈ N(R) می�کنیم فرض است. پوچ�توان

می�گیریم: نظر در زیر صورت به را می�شود شروع a با که
a٠ = a , ai+١ = airiai (ri ∈ R , i = ٠,١, · · · ).

داریم: است. مرکزی عنصر یک a لذا است، یکه-مرکزی ،R چون که باشیم داشته توجه
a١ = a٢r٠, a٢ = a٢

٢
r٠r١r٠.

داریم: استقرایی طور به
an = a٢

n

s (s ∈ R).

است. پوچ�توان قویاً a وهم�چنین an = ٠ یعنی
R[x]یکه-مرکزی از زیرحلقه�ای Rبه�عنوان نتیجه در باشد، یکه-مرکزی R[x]یکحلقه�ی فرضکنیم حال
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می�شود.
استفاده با لذا است. ٢-اولیه ،R بالا بحث از استفاده با آن�گاه باشد، یکه-مرکزی R کنیم فرض برعکس�،
R در a٠ می�گیریم نتیجه ،f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ∈ U(R[x]) هر برای ،٣.۴.٢ نتیجه�ی از
،i ⩾ ٠ تمامی برای ai لذا است، یکه-مرکزی ،R که چون .ai ∈ N(R) ،i ⩾ ١ هر برای و است یکه

است. مرکزی R[x] در هم f(x) که می�دهد نتیجه این و است مرکزی

.Sr(R[x;α]) > ١ آن�گاه باشد، سازگار ،R از α ریختی درون� و NI حلقه�ی یک R اگر .۵.۴.٢ گزاره

نباشد. یک از بزرگ�تر Sr(R[x;α]) کنیم فرض می�کنیم. اثبات را حکم خلف برهان از استفاده با برهان.
وجود y ∈ R ،aR + bR = R که a, b ∈ R برای هرگاه Sr(R) = ١ پایداری، رده�ی تعریف طبق
می�دهد نتیجه x(−x) + ١+ x٢ = ١ صورت این در باشد. یکه R در a+ by که �طوری به باشد داشته
کنیم فرض است. یکه R[x;α] در x + (١ + x٢)f(x) که دارد وجود به�گونه�ای f(x) ∈ R[x;α] که
با است. یکه R[x;α] در a٠+ x+α٢(a٠)x

٢ ،n = ٠ حالت در .f(x) = a٠+ a١x+ · · ·+ anx
n

است. تناقض یک این که است پوچ�توان ١ یعنی x ضریب که می�گیریم نتیجه ،١.۴.٢ قضیه�ی از استفاده
داریم: n = ١ حالت در

x+ (١+ x٢)f(x) = a٠ + (١+ a١)x+ α٢(a٠)x
٢ + α٢(a١)x

٣

این است. پوچ�توان نیز a١ ،١.١.٢ لم از استفاده با هم�چنین و α٢(a١) ∈ N(R) نتیجه در است. یکه
یکه ١+ a١ زیرا است، غیرممکن امر این و است پوچ�توان نیز ١+ a١ یعنی x ضریب که می�دهد نتیجه

می�رسیم. تناقض به بنابراین است.
داریم: n = ٢k حالت در

x+ (١+ x٢)f(x) = a٠ + (١+ a١)x+ (a٢ + α٢(a٠))x
٢+

+ (a٣ + α٢(a١))x
٣ + · · ·+ α٢(a٢k−١)x

٢k+١ + α٢(a٢k)x
٢k+٢

.a٢k−١, a٢k ∈ N(R) هم�چنین و α٢(a٢k−١), α
٢(ak) ∈ N(R) می�دهد نتیجه امر این است. یکه

.a٢k, a٢k−١, · · · , a۴, a٣ ∈ N(R) که گرفت نتیجه می�توان استقرایی به�طور
و a١ ∈ N(R) آن دنبال به است. پوچ�توان نیز α٢(a١) بنابراین a٣ + α٢(a١) ∈ N(R) نتیجه در
حالت مشابه ،k ⩾ ١ که n = ٢k + ١ حالت در است. تناقض یک که ١ + a١ ∈ N(R) هم�چنین

می�شود. کامل اثبات و می�رسیم تناقض به مجدداً ،n = ٢k

این در بگیریم، نظر در همانی را R از α ریختی درون� و باشد ٢-اولیه حلقه�ی یک R اگر .۶.۴.٢ نتیجه
گرفت نتیجه می�توان ۵.۴.٢ قضیه�ی طبق و می�باشد NI ٢-اولیه، حلقه�ی هر که این به توجه با صورت

.Sr(R[x]) > ١ که

می�کنیم: ثابت را ۶.۴.٢ نتیجه�ی از دیگری روش ادامه در

.Sr(R[x]) ̸= ١ کنیم ثابت می�خواهیم برهان.
f(x) ∈ R[x] که می�دهد نتیجه x(−x)+(١+x٢) = ١ آن�گاه ،Sr(R[x]) = ١ فرضکنیم فرضخلف:
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هم�چنین و x+ (١+ x٢)f(x) = u(x) ∈ U(R[x]) که دارد وجود به�گونه�ای
می�دهد نتیجه که a٠ + x+ a٠x

٢ ∈ U(R[x]) آن�گاه ،n = ٠ اگر .f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n

که می�کنیم ادعا .n ⩾ ١ که می�کنیم فرض حال است. تناقض یک خود که ١ ∈ N∗(R) = N(R)

.rad(R[x]) = N∗(R[x]) آن�گاه باشد، ٢-اولیه حلقه�ی یک R اگر می�دانیم قضیه طبق .an ∈ N∗(R)

این در باشد، ٢-اولیه حلقه�ی یک R اگر می�کند بیان که نکته این طبق و قضیه این بردن کار به با لذا
صورت

،a١, . . . , an ∈ N∗(R) و a٠ ∈ U(R) اگر اگروتنها f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n ∈ U(R[x])

داریم:
x+ (١+ x٢)f(x) = u(x) ∈ U(R[x]).

باید صورت این غیر در .ai ∈ N∗(R) ،i ⩾ ١ هر برای که می�کنیم ثابت حال .an ∈ N∗(R) پس
حال .ak+١ ∈ N∗(R) اما ،ak /∈ N∗(R) که �طوری به باشد داشته وجود ١ ⩽ k ⩽ n مانند اندیسی

داریم:

x+ (١+ x٢)f(x) = x+ (١+ x٢)(a٠ + a١x+ · · ·+ akx
k + ak+١x

k+١ + · · ·+ anx
n)

= u(x).

داریم: ak+١, . . . , an ∈ P (R) و u(x) ∈ U(R[x]) �که جایی آن از
ak+١x

k+١ + · · ·+ anx
n ∈ N∗(R)[x] = N∗(R[x]) ⊆ rad(R[x]).

نتیجه: در
x+(١+x٢)(a٠+a١x+ · · ·+akx

k) = u(x)−(١+x٢)(ak+١x
k+١+ · · ·+anx

n) ∈ U(R[x])

آن: دنبال به (.u+ a ∈ U(R) آن�گاه: ،a ∈ rad(R) و u ∈ U(R) اگر می�دانیم (زیرا
a٠ + (١+ a١)x+ · · ·+ akx

k+٢ ∈ U(R[x]).

از .ai ∈ N∗(R) ،i ⩾ ١ تمامی برای بنابراین است. تناقض یک که ak ∈ N∗(R) می�دهد نتیجه که
دیگر: طرف

x+ (١+ x٢)f(x) = a٠ + (١+ a١)x+ · · ·+ anx
n+٢ = u(x) ∈ U(R[x]).

است. تناقض که ١ ∈ N∗(R) یعنی این که ١+ a١ ∈ N∗(R) که می�گیریم نتیجه
.Sr(R[x]) ̸= ١ لذا

می�نامیم: UN را کند صدق زیر شرایط در که حلقه�ای باشد. حلقه یک R کنیم فرض

f(x) =
n∑

i=٠
aix

i ∈ U(R[x]) ⇐⇒ a٠ ∈ U(R) , ai ∈ N(R) (∀i ⩾ ١).

است: هم�ارز زیر عبارات از یک هر با ١ کوته حدس ،[٢٨] به مراجعه با .٧.۴.٢ ملاحظه

١Koethe conjecture
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است. پوچ ،n هر برای Mn(I) آن�گاه باشد، R حلقه�ی در پوچ ایده�آل یک I اگر .١

.N∗(Mn(R)) = Mn(N
∗(R)) .٢

.I[t] ⊆ radR[t] آن�گاه باشد، R در پوچ ایده�آل یک I اگر .٣

.rad(R[t]) = N∗(R)[t] .۴

باشد. نیز UN حلقه�ی یک ،NI حلقه�ی هر اگر اگروتنها است برقرار کوته حدس .٨.۴.٢ قضیه

داریم: R حلقه�ی هر برای ،٧.۴.٢ نکته�ی طبق آن�گاه باشد. برقرار کوته حدس می�کنیم فرض ابتدا برهان.

rad(R[x]) = N∗(R)[x].

است. UN ،NI حلقه�ی هر کنیم ثابت باید حال
آن�گاه ،f(x) = a٠ + a١x + · · · + anx

n ∈ R[x] که f(x) ∈ U(R[x]) می�کنیم فرض اول: حالت
قضیه�ی طبق پس است NI حلقه�ی یک R چون حال .ai ∈ N(R) ،i ⩾ ١ هر برای و a٠ ∈ U(R)

هست. نیز UN حلقه�ی یک پس ،١.۴.٢
که: باشد به�گونه�ای f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ∈ R[x] که می�کنیم فرض دوم: حالت
a٠ ∈ U(R) , ai ∈ N(R) (∀i ⩾ ١).

می�دهیم: قرار .f(x) ∈ U(R[x]) که می�کنیم ثابت حال
g(x) = a١x+ · · ·+ anx

n.

داریم: صورت این در
g(x) ∈ N(R)[x] = N∗(R)[x] = rad(R[x]).

=⇒ f(x) = a٠ + g(x) ∈ U(R[x]).

است. UN حلقه�ی یک مجدداً پس است، یکه R[x] در f(x) یعنی
برقرار کوته حدس ٧.۴.٢ قضیه�ی به بنا باشد. UN حلقه�ی یک NI حلقه�ی هر می�کنیم فرض برعکس،
کنیم فرض .rad(S[x]) = S[x] ،F شمارای میدان هر روی S پوچ جبر هر برای اگر اگروتنها است

پس: است، NI حلقه�ی یک R چون باشد. (F (روی جبرها از مجموعی R = F + S

N(R) = N∗(R) = S =⇒ N(R) = S

آن�گاه ،S ⊆ R هرگاه می�دانیم است. R[x] از ایده�آل یک نیز S[x] پس است R از ایده�آل یک S چون
پس: .rad(S) = rad(R) ∩ S

S[x] ⊆ R[x] =⇒ rad(S[x]) = rad(R[x]) ∩ S[x] ⊆ rad(R[x]).

دیگر: طرف از
rad(R[x]) = I[x] ⊆ S[x], rad(S[x]) = rad(R[x]) ∩ S[x].



٣٠ اریب چند�جمله�ای�های حلقه در عناصر ثابت حاصل�ضرب .٢

داریم: حال است). پوچ ایده�آل یک I[x] که ،rad(R[x]) = I[x] قضیه، طبق (که
rad(R[x]) = I[x] ∩ rad(R[x]) ⊆ S[x] ∩ rad(R[x]) = rad(S[x]).

که: گرفت نتیجه می�توان پس
rad(R[x]) = rad(S[x]).

یک x همانی، عنصر با حلقه�های در است. یکه ١ + h(x) ،h(x) ∈ S[x] = N(R)[x] هر برای پس
حلقه�ی از ایده�آل یک از عضو هر اگر و باشد (یکه) وارون�پذیر ١+ x اگر اگروتنها است شبه�منظم عنصر
یک S[x] که گفت می�توان تعریف، این طبق حال است. شبه�منظم ایده�آل آن آن�گاه باشد، شبه�منظم R

ایده�آل بزرگترین حلقه، یک جیکبسون رادیکال که می�دانیم طرفی از است. R[x] از شبه�منظم ایده�آل
داریم: پس است. حلقه یک شبه�منظم

S[x] ⊆ rad(R[x]) = rad(S[x]).

می�گیریم: نتیجه ،rad(S[x]) ⊆ S[x] که آن�جایی از
S[x] = rad(S[x]).

نیست. UN حلقه�ی یک Mn(R) ،n ⩾ ٢ و R حلقه�ی هر برای .٩.۴.٢ گزاره

قرار ،n = ٢ کنیم فرض بگیریم. نظر در یکسان Mn(R[x]) با را Mn(R)[x] حلقه�ی می�توانیم برهان.
می�دهیم:

A =

(
١ ١
٠ ١

)
, B =

(
٠ ٠
١ ١

)
داریم: .(B٢ = B (زیرا است ناصفر خود�توان یک B و (det(A) = ١ (زیرا است یکه A به�وضوح،

f(x) = A+Bx =

(
١ ١
x ١+ x

)

داریم: ،n > ٢ که حالتی در .
(
١+ x −١
−x ١

)
با است برابر آن وارون و است یکه M٢(R)[x] در

f١(x) =

(
En−٢ ٠
٠ A

)
+

(
٠n−٢ ٠
٠ B

)
x =

(
En−٢ ٠
٠ A+Bx

)
دهید: قرار به�علاوه است. ناصفر خودتوان یک x ضریب اما می�باشد، Mn(R)[x] در یکه عنصر یک

g(x) = E٢ + E١٢x+ E٢١x
٢ =

(
١ x

x٢ ١

)
زیرا نیست، یکه g(x) صورت، این در هستند. ٢× ٢ واحد ماتریس�های E٢١ و E١٢ )که

١ ٠
−x٢ ١

)(
١ x

x٢ ١

)(
١ −x

٠ ١

)
=

(
١ ٠
٠ ١− x٣

)
.



٣١ NI حلقه�های پیرامون .۴.٢

است. پوچ�توان آن ضرایب بقیه�ی و است یکه g(x) ثابت جمله�ی اما نیست. یکه M٢(R)[x] حلقه�ی در
:n > ٢ حالت در

g١(x) =

(
E٢ ٠
٠ En−٢

)
+

(
E١٢ ٠
٠ ٠

)
x+

(
E٢١ ٠
٠ ٠

)
x٢ =

(
g(x) ٠
٠ En−٢

)
.

پوچ�توان آن ضرایب سایر و است یکه آن ثابت جمله�ی هرچند نیست، یکه Mn(R)[x] حلقه�ی در
هستند.





٣ فصل

٢-اولیه حلقه�های از تعمیمی

δ و R از ریختی درون� یک α و باشد یکدار و شرکت�پذیر حلقه�ی یک R که این فرض با بخش این در
است ٢-اولیه ،R آن�گاه باشد، ,α)-سازگار δ) ،R اگر که دهیم نشان می�خواهیم باشد، α-مشتق یک

اگر اگروتنها N(R) = N∗(R;α, δ) اگر اگروتنها باشد ٢-اولیه R[x;α, δ] اگر اگروتنها
باشد. اول کاملا R از ,α)-اول δ) ایده�آل هر اگر اگروتنها N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ])

برای اگر اگروتنها است ٢-اولیه ،R[x;α, δ] ،R ,α)-سازگار δ) حلقه�ی برای که می�دهیم نشان هم�چنین
باشیم: داشته f ∈ R[x;α, δ] هر

fα(f) ∈ N∗(R[x;α, δ]) ⇐⇒ f ∈ N∗(R[x;α, δ]).

R[x;α, δ] حلقه�ی پوچ�توان عناصر پیرامون ١.٣

می�کنیم. آغاز کردیم بیان را آن یک فصل در که زیر لم اثبات با را بخش این

صورت: این در .a, b ∈ R و باشد ,α)-سازگار δ) حلقه�ای R کنیم فرض .١.١.٣ لم

.aαn(b) = αn(a)b = ٠ آن�گاه باشد، مثبت و صحیح عدد یک n و ab = ٠ هرگاه .١

.ab = ٠ آن�گاه ،αk(a)b = ٠ که باشد داشته وجود k مثبت صحیح عدد هرگاه .٢

δm(a)αn(b) = ٠ آن�گاه باشند مثبت صحیح عدد دو n و m و ab = ٠ هرگاه .٣
.αm(a)δn(b) = ٠ و

نتیجه است α-سازگار حلقه�ی یک R که این از .αn(a)αn(b) = ٠ آن�گاه ،ab = ٠ اگر .١ برهان.
.αn(a)b = ٠: می�گیریم

حلقه�ی یک R چون .αk(a)b = ٠ که باشد داشته وجود k مثبت صحیح عدد کنیم فرض .٢
رو: این از است یک به یک α چون و αk(ab) = αk(a)αk(b) = ٠ لذا است α-سازگار

.ab = ٠



٣۴ ٢-اولیه حلقه�های از تعمیمی .٣

-δ خاصیت و (١) از استفاده با ،ab = ٠ چون .δ(a)α(b) = ٠ دهیم: نشان است کافی .٣
و δ(a)b = δ(ab)− α(a)δ(b) = ٠ : بنابراین .α(a)δ(b) = ٠ می�گیریم: نتیجه R سازگاری

.δ(a)α(b) = ٠ لذا

در باشد. R از δ-ایده�آل یک N(R) و باشد α-سازگار حلقه�ی یک R که کنیم فرض .٢.١.٣ گزاره
داریم: صورت این

N(R[x;α, δ]) ⊆ N(R)[x;α, δ].

صحیح عدد صورت این در .f = a٠ + a١x + · · · + anx
n ∈ N(R[x, α, δ]) کنیم فرض برهان.

بنابراین .f t = ٠ که دارد وجود به�گونه�ای t چون مثبتی

anx
nanx

n · · · anxn︸ ︷︷ ︸
بار t

= ٠ =⇒ anα
n(anx

n · · · anxn) = ٠

=⇒ anα
n(an)α

n(xnanx
n · · · anxn) = ٠

=⇒ anα
n(an)α

٢n(an)(x
nanx

n · · · anxn) = ٠
...

=⇒ anα
n(an)α

٢n(an) · · ·α(t−١)n(an) = ٠

=⇒ anan · · · an = ٠ =⇒ atn = ٠

=⇒ an ∈ N(R).

داریم: لذا
f = p+ anx

n , p ∈ R[x;α, δ] , deg(p) ⩽ n.

داریم: ،q ∈ R[x;α, δ] برخی برای نتیجه در
٠ = f t = pt + q.

fu
v (aj) و ai اساس بر تک�جمله�ای�های از مجموعی صورت به می�توان را q ضرایب که کنید توجه
هر و هستند مثبت صحیح اعداد u ⩾ v ⩾ ٠ و ai, aj ∈ {a٠, a١, . . . , an} که طوری به نوشت
,α)-ایده�آل δ) یک N(R) و ،an ∈ N(R) که جا�یی آن از .fu

v (an) یا است an شامل یا تک�جمله�ای
بنابراین .fu

v (an) ∈ N(R) ،u ⩾ v ⩾ ٠ مثبت صحیح عدد هر برای گرفت نتیجه می�توان است،
بنابراین: و pt ∈ N(R)[x;α, δ] آن�گاه است. R از ایده�آل یک N(R) زیرا ،q ∈ N(R)[x;α, δ]

an−١α
n−١(an−١) · · ·α(n−١)(t−١)(an−١) ∈ N(R).

.an−١ ∈ N(R) ،١.١.٣ لم از استفاده با و
است. حاصل نتیجه و ai ∈ N(R) ،i هر برای که دید می�توان روند همین ادامه�ی با

آن�گاه: باشد R از ایده�آل یک N(R) اگر .٣.١.٣ نتیجه
N(R[x]) ⊆ N(R)[x].



٣۵ R[X;α, δ] حلقه�ی پوچ�توان عناصر پیرامون .١.٣

طبق نیست. Nپوچ Nروی [x] که دارد Nوجود مانند پوچ جبری می�دهد نشان که دارد وجود مثالی
.N(R)[x] ⊈ N(R[x]) اما Rاست از ایده�آل N(R)یک که گونه�ای به دارد Rوجود چون حلقه�ای [٢٨]

صورت: این در باشد. ,α)-سازگار δ) حلقه�ی یک R کنیم فرض .۴.١.٣ لم
N∗(R;α, δ)[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]).

می�کنیم: تعریف استقرا از استفاده با پایینی پوچ رادیکال یک برهان.

L٠ = L٠(R;α, δ) = (٠).

L١ = L١(R[x;α, δ]) =
∑

I : N(α,δ) =
{
I ◁(α,δ) R|باشد Iپوچ�توان

}
.

Lα = Lα(R;α, δ) = {r ∈ R | r + Lβ(R;α, δ) ∈ L١(
R

Lβ(R;α, δ)
;α, δ)|α = β + ١}.

Lα = Lα(R;α, δ) =
∪
β<α

Lβ(R;α, δ).

به .p(t) ∈ I[x;α, δ] داریم: پوچ�توان ,α)-ایده��آل�های δ) برخی برای آن�گاه ،p(t) ∈ L١[x;α, δ] اگر
داریم: بنابراین است. R[x;α, δ] از پوچ�توان ایده�آل یک خود I[x;α, δ] که دید می�توان سادگی

I[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]).

ویژه: به

p(t) ∈ N∗(R[x;α, δ])

,

L١[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ])

که می�کنیم فرض حال .Lα[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]) :α < β هر برای که دادیم نشان یعنی
داریم: را ایزومورفیسم�ها از زنجیری صورت این در .β = α + ١

Lβ[x;α, δ]

Lα[x;α, δ]
∼=

Lβ

Lα

[x;α, δ] = L١(
R

Lα

)[x;α, δ] ⊆ N∗(
R

Lα

[x;α, δ]) ∼=
N∗(R[x;α, δ])

Lα[x;α, δ]
.

دید: می�توان استقرا فرض از استفاده با حال
Lβ[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]).

می�دهد: نتیجه استقرا فرض و Lβ =
∪
α<β

Lα باشد، محدود عدد یک β اگر

Lβ[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]).

صورت: این در باشد. α-سازگار حلقه�ی یک R کنیم فرض .۵.١.٣ گزاره

است. ٢-اولیه R[x;α, δ] آن�گاه ،N(R) = N∗(R;α, δ) اگر .١

است. ٢-اولیه R[x;α, δ] آن�گاه ،N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ]) اگر .٢



٣۶ ٢-اولیه حلقه�های از تعمیمی .٣

که �جایی آن از .N(R) = N∗(R;α, δ) و باشد α-سازگار حلقه�ی یک R کنیم فرض .١ برهان.
داریم: ،٢.١.٣ گزاره�ی از استفاده با است، ,α)-ایده�آل δ) یک N∗(R;α, δ)

N(R[x;α, δ]) ⊆ N(R)[x;α, δ] = N∗(R;α, δ)[x;α, δ].

داریم: ۴.١.٣ لم از استفاده با
N∗(R;α, δ)[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]).

است. ٢-اولیه R[x;α, δ] لذا و
ایده�آل یک N(R) که گرفت نتیجه می�توان آن�گاه .N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ]) کنیم فرض .٢

زیرا: است، α-ایده�آل یک N(R) به�وضوح، است. R از

a ∈ N(R) =⇒ ∃n ⩾ ٠ : an = ٠

=⇒ aa · · · a︸ ︷︷ ︸
بار n

= ٠

=⇒ α(a) · · ·α(a)︸ ︷︷ ︸
بار n

= ٠

=⇒ (α(a))n = ٠

=⇒ α(a) ∈ N(R).

آن�گاه: ،a ∈ N(R) می�دهیم قرار حال
α(a)x+ δ(a) = xa ∈ N(R)[x;α, δ].

داریم: ٢.١.٣ گزاره�ی از استفاده با حال است. δ-ایده�آل یک N(R) یعنی این و δ(a) ∈ N(R) پس
N(R[x;α, δ]) ⊆ N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ]).

است. ٢-اولیه ،R[x;α, δ] که می�گیریم نتیجه بنابراین

Φ و R جمعی ریختی�های درون� حلقه�ی End(R,+) و حلقه یک R کنیم فرض .۶.١.٣ تعریف
-Φ − m یک را R عناصر از (a٠, a١, . . . , an, . . .) دنباله�ی باشد. End(R,+) از زیرمجموعه�ای
که باشد داشته وجود �گونه�ای به ri ∈ R و φi, φ

′
i ∈ Φ ،i ∈ N هر برای هرگاه می�نامیم، دنباله

.ai+١ = φi(ai)riφ
′
i(ai)

و φ١, φ٢ ∈ Φ ،a, b ∈ M هر برای هرگاه می�شود نامیده Φ−m-سیستم یک M ⊆ R زیرمجموعه�ی
که: باشند داشته وجود گونه�ای به r ∈ R

φ١(a)rφ٢(b) ∈ M.

شروع ,α)-دنباله�ی δ)−m هر هرگاه می�شود، نامیده ,α)-پوچ�توان δ) قویاً a ∈ R عنصر یک هم�چنین،
کند. میل صفر به نهایت در a عنصر با شونده

یک P و نباشد صفر شامل که باشد ,α)-دنباله δ)−mیک (a٠, a١, . . . , an, . . .) اگر .٧.١.٣ ملاحظه
{a٠, a١, . . . , an, . . .} با اشتراکی هیچ که باشد R از ,α)-ایده�آل�هایی δ) بین ماکسیمال ,α)-ایده�آل δ)

است. ,α)-اول δ) ایده�آل یک P آن�گاه ندارند،



٣٧ R[X;α, δ] حلقه�ی پوچ�توان عناصر پیرامون .١.٣

صورت: این در باشد. ,α)-سازگار δ) حلقه�ی یک R کنیم فرض .٨.١.٣ گزاره
N∗(R;α, δ) = {a ∈ R|.باشد ,α)پوچ�توان δ) .{aقویاً

که طوری به باشد ,α)-اول δ) ایده�آل یک P هم�چنین و a ∈ R \ N∗(R;α, δ) کنیم فرض برهان.
-(α, δ) یک R \ P اگر اگروتنها است ,α)-اول δ) ،P مانند ,α)-ایده�آل δ) یک می�دانیم .a /∈ P

یک می�توان سادگی به است. ,α)-سیستم δ)−mیک R \P موضوع، این از استفاده با باشد. سیستم
,α)-پوچ�توان δ) قویاً a نتیجه در داد. تشکیل (a = a٠a١ · · · ) مانند R \ P در ,α)-دنباله δ) −m

نیست.
با نیست. صفر شامل که باشد ,α)-دنباله δ) − m یک (a = a٠a١ · · · ) که کنیم فرض برعکس،
طوری به دارد وجود R از P مانند ,α)-اول δ) ایده�آل یک که می�گیریم نتیجه ،٧.١.٣ نکته�ی از استفاده

.a /∈ N∗(R;α, δ) لذا و a /∈ P که

اگروتنها است ٢-اولیه ،R[x;α, δ] آن�گاه باشد. ,α)-سازگار δ) Rیکحلقه�ی فرضکنیم .٩.١.٣ قضیه
.N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ]) اگر اگروتنها N(R) = N∗(R;α, δ) اگر

کنیم فرض است. ٢-اولیه R[x;α, δ] ،۵.١.٣ گزاره�ی طبق آن�گاه ،N(R) = N∗(R;α, δ) اگر برهان.
داریم: ۴.١.٣ لم از استفاده با حال باشد. ٢-اولیه ،R[x;α, δ] که

N∗(R;α, δ)[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]) = N(R[x;α, δ]).

بنابراین: و
N∗(R;α, δ) ⊆ N(R).

می�دهیم قرار حال است. ٢-اولیه نیز R لذا است، ٢-اولیه ،R[x;α, δ] که �جایی آن از
به سرانجام ،a با شونده شروع m-دنباله هر پس است. پوچ�توان قویاً a آن�گاه ،a ∈ N(R) = N∗(R)

صفر به نهایت در a با شونده شروع ,α}-دنباله δ} −m هر ،١.١.٣ لم از استفاده با می�کند. میل صفر
:٨.١.٣ گزاره�ی از استفاده با و است ,α)-پوچ�توان δ) قویاً ،a که می�گیریم نتیجه پس می�شود. ختم

a ∈ N∗(R;α, δ).

بنابراین:
N(R) ⊆ N∗(R;α, δ).

می�شود. حاصل تساوی و
برعکس، است. ,٢R[x;α-اولیه δ] ،۵.١.٣ گزاره�ی طبق ،N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ]) اگر حال

:۴.١.٣ لم طبق و N(R) = N∗(R;α, δ) آن�گاه باشد، ٢-اولیه R[x;α, δ] که کنیم فرض اگر
N(R)[x;α, δ] = N∗(R;α, δ)[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]).

می�شود. حاصل تساوی ٢.١.٣ گزاره�ی طبق لذا

است ٢-اولیه R[x;α, δ] آن�گاه باشد، ,α)-سازگار δ) حلقه�ی یک R که کنیم فرض .١٠.١.٣ نتیجه
.N(R)[x;α, δ] = N(R[x;α, δ]) و باشد ٢-اولیه R اگر اگروتنها



٣٨ ٢-اولیه حلقه�های از تعمیمی .٣

داریم: ،٩.١.٣ قضیه�ی طبق آن�گاه باشد، ٢-اولیه R[x;α, δ] اگر برهان.
N(R)[x;α, δ] = N([R;α, δ]).

قضیه�ی اثبات مشابه .N(R)[x;α, δ] = N(R[x;α, δ]) و باشد ٢-اولیه R می�کنیم فرض حال
که: می�گیریم نتیجه ،٩.١.٣

N(R) ⊆ N∗(R;α, δ).

داریم: ،۴.١.٣ لم طبق لذا
N(R[x;α, δ]) = N(R)[x;α, δ] ⊆ N∗(R;α, δ)[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]).

مینیمال ,α)-اول δ) ایده�آل�های خواص بررسی ٢.٣

این با رابطه در قضایایی بخش این در شدیم. آشنا مینیمال ,α)-اول δ) ایده�آل تعریف با اول فصل در
می�کند. یاری قضایا این اثبات در را ما [١٨] از زیر کاربردی لم می�کنیم. بیان ایده�آل�ها گونه

نتیجه می�توان را زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی از ایده�آل یک P کنیم فرض .١.٢.٣ لم
گرفت:

باشد. سیستم (α, δ)−m یک R \ P اگر اگروتنها است ,α)-اول δ) ،P -ایده�آل (α, δ) .١

,α)-ایده�آل δ) یک P و نیست صفر شامل که باشد سیستم (α, δ) − m یک M کنیم فرض .٢
-(α, δ)یک P صورت این در ندارد، Mاشتراکی ,α)-ایده�آل�های δ) با که باشد R از ماکسیمال

است. اول ایده�آل

اول ,α)-ایده�آل δ) یک P اگر باشد. ,α)-سازگار δ) کاهشی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٢.٢.٣ لم
است. اول کاملا P آن�گاه باشد، مینیمال

می�شود. تولید δ و α توسط که باشد End(R,+) از زیرگروهی Φ کنیم فرض برهان.
در .٠ /∈ S ′ می�کنیم ادعا باشد. Φ(S) توسط شده تولید ضربی تکوار S ′ و S = R \ P می�دهیم قرار

داریم: صورت این غیر
s١s٢ · · · sn = ٠, (si ∈ S).

داریم: لذا .(snRs١ · · · sn−٢(١ = ٠ و است کاهشی حلقه�ی یک R که چون
snRs١s٢ · · · sn−١ = ٠.

رابطه�ی در که ،φ١, φ٢ ∈ Φ هر ازای به صورت این در باشد، اول Φ-ایده�آل یک P اگر می�دانیم
پس است، اول ,α)-ایده�آل δ) یک P چون .b ∈ P یا a ∈ P داریم: کند، صدق φ١(a)Rφ٢(b) ⊆ P

داریم: لذا .r ∈ R و φ١, φ٢ ∈ Φ که طوری به دارد وجود s = φ١(sn)rφ٢(s١) ∈ S مانند عضو یک
snrs١s٢ · · · sn−١ = ٠.



٣٩ مینیمال ,α)-اول δ) ایده�آل�های خواص بررسی .٢.٣

داریم: است، ,α)-سازگار δ) ،R که چون
ss٢ · · · sn−١ = φ١(sn)rφ٢(s١)s٢ · · · sn−١ = ٠.

به را (٠) می�توانیم ،١.٢.٣ لم طبق حال .٠ /∈ S ′ پس است، تناقض در n بودن مینیمال با امر این که
,α)-اول δ) ،P که جایی آن از اما دهیم. بسط است، مجزا S ′ از که P ′ مانند اول ,α)-ایده�آل δ) یک
تولیدشده ضربی زیرتکواره S ′ که چون و S = S ′ پس .P = P ′ باشیم داشته باید می�باشد، مینیمال
از سره ایده�آل یک P اگر که می�دانیم قضیه طبق است. بسته ضرب تحت نیز S پس بود، φ(S) توسط
ایده�آل یک P آن�گاه باشد، R از ضربی بسته�ی زیرمجموعه�ی یک R \ P که طوری به باشد، R حلقه�ی
نتیجه�ی و است دامنه R

P
پس باشد. دامنه R

P
اگر اگروتنها است اول P می�دانیم هم�چنین است. اول

می�آید. دست به مطلوب

است ٢-اولیه R[x;α, δ] آن�گاه باشد، ,α)-سازگار δ) حلقه�ی یک R که کنیم فرض .٣.٢.٣ قضیه
باشد. اول کاملا ،R از مینیمال اول ,α)-ایده�آل δ) هر اگر اگروتنها

کاهشی R =
R

N∗(R;α, δ)
،٩.١.٣ قضیه�ی طبق آن�گاه باشد، ٢-اولیه ،R[x;α, δ] کنیم فرض برهان.

اول ,α)-ایده�آل δ) یک P آن�گاه باشد، R از مینیمال اول ,α)-ایده�آل δ) یک P کنیم فرض است.

کاملا P پس ،R
P

∼=
R

P
که �جایی آن از است. اول کاملا P ،٢.٢.٣ لم طبق پس است. R از مینیمال

است. اول
که می�کنیم فرض باشد. اول کاملا R حلقه�ی از P مینیمال اول ,α)-ایده�آل δ) هر کنیم فرض حال

آن�گاه: باشد، R از مینیمال اول ,α)-ایده�آل�های δ) همه�ی از خانواده یک ،{Pi}i∈I
N∗(R;α, δ) =

∩
i∈I

Pi.

که: طوری به دارد وجود φ مانند حلقه�ای همریختی یک
φ : R −→

∏
i∈I

R

Pi

, φ(r) = {r + Pi}i∈I .

پس می�نشیند.
∏
i∈I

R

Pi

در R

N∗(R;α, δ)
بنابراین و kerφ = N∗(R;α, δ) که دید می�توان سادگی به

بنابراین: باشد، نداشته ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ حلقه این یعنی این و است کاهشی R

N∗(R;α, δ)

N(
R∩
Pi

) = N(
R

N∗(R;α, δ)
) = ٠.

نتیجه: در
N(R) ⊆ N∗(R;α, δ).

که: چون حال
N∗(R;α, δ)[x;α, δ] ⊆ N∗(R[x;α, δ]) ⊆ N(R[x;α, δ]).

داریم: لذا
N∗(R;α, δ) ⊆ N(R).

می�آید. دست به ٩.١.٣ قضیه�ی از استفاده با مطلوب نتیجه�ی و N(R) = N∗(R;α, δ) پس



۴٠ ٢-اولیه حلقه�های از تعمیمی .٣

در .αδ = δα که طوری به باشد α-مشتق یک نیز δ و α ریختی درون� با حلقه یک R کنیم فرض
که: دارد وجود گونه�ای به R[x;α, δ] روی α ریختی درون� صورت این

α(
n∑

i=٠
aix

i) =
n∑

i=٠
α(ai)x

i , (ai ∈ R).

،R[x;α, δ]صورت این در .αδ = δα و باشد ,α)-سازگار δ) حلقه�ی یک R کنیم فرض .۴.٢.٣ قضیه
گرفت نتیجه بتوان fα(f) ∈ N∗(R[x;α, δ]) از ،f ∈ R[x;α, δ] هر برای اگر اگروتنها است ٢-اولیه

.f ∈ N∗(R[x;α, δ]) که

می�دهیم: قرار و باشد ٢-اولیه ،R[x;α, δ] که کنیم فرض برهان.
f = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ∈ R[x;α, δ].

که: طوری به
fα(f) ∈ N∗(R[x;α, δ]).

که: گرفت نتیجه می�توان ٩.١.٣ قضیه�ی از
fα(f) ∈ N(R)[x;α, δ].

.an ∈ N(R):داریم است α-سازگار ،R که چون .anαn+١(an) ∈ N(R) بنابراین

fα(f) =(a٠ + a١x+ · · ·+ an−١x
n−١)(α(a٠) + α(a١)x+ · · ·+ α(an−١)x

n−١)

+ (a٠ + a١x+ · · ·+ an−١x
n−١)α(an)x

n + anx
n(α(a٠) + α(a١)x+ · · ·+ α(an−١)x

n−١)

+ anx
nα(an)x

n.

هم�چنین:
(a٠ + a١x+ · · ·+ an−١x

n−١)(α(a٠) + α(a١)x+ · · ·+ α(an−١)x
n−١) ∈ N(R)[x;α, δ].

.an−١ ∈ N(R) که دید می�توان مشابه طور به
نتیجه�ی و f ∈ N(R)[x;α, δ] صورت این در .ai ∈ N(R) داریم: ،i هر برای روند همین ادامه�ی با

می�آید. دست به ٩.١.٣ قضیه�ی طبق مطلوب
(برای f ∈ N∗(R[x;α, δ]) که دهد نتیجه fα(f) ∈ N∗(R[x;α, δ]) هر برای کنیم فرض برعکس،

صورت: این در .f٢ = ٠ که طوری به f ∈ R[x;α, δ] می�دهیم قرار حال .(f ∈ R[x;α, δ] هر
fα(f)α(fα(f)) = ٠ ∈ N∗(R[x;α, δ]).

هم�چنین:
fα(f) ∈ N∗(R[x;α, δ]).

داریم: نتیجه در
f ∈ N∗(R[x;α, δ]).

یعنی: این و
N(R[x;α, δ]) ⊆ N∗(R[x;α, δ]).



۴١ مینیمال ,α)-اول δ) ایده�آل�های خواص بررسی .٢.٣

است ٢-اولیه R[x;α, δ] آن�گاه باشد، ,α)-سازگار δ) حلقه�ی یک R که کنیم فرض .۵.٢.٣ قضیه
باشد. ٢-اولیه ،R اگر اگروتنها

چون و است پوچ�توان قویاً a آن�گاه ،a ∈ N(R) = N∗(R) و باشد ٢-اولیه ،R که کنیم فرض برهان.
.a ∈ N∗(R;α, δ) ،٨.١.٣ گزاره�ی طبق و است پوچ�توان (α, δ) قویاً a پس است ,α)-سازگار δ) ،R

داریم: هم�چنین
N∗(R;α, δ) ⊆ N(R).

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه�ی ٩.١.٣ قضیه�ی به بنا لذا

معادلند: زیر گزاره�های آن�گاه باشد، ,α)-سازگار δ) حلقه�ی یک R که کنیم فرض .۶.٢.٣ نتیجه

است. ٢-اولیه ،R .١

است. ٢-اولیه ،R[x;α, δ] .٢

.N(R) = N∗(R;α, δ) .٣

.N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ]) .۴

.N(R)[x;α, δ] = N(R[x;α, δ]) و است ٢-اولیه ،R .۵

است. اول قویاً ،R از مینیمال اول ,α)-ایده�آل δ) هر .۶





۴ فصل

u.p-تکواره حلقه�های در اول رادیکال�های

u.p-تکواره حلقه�های ١.۴

بودن، اول مفاهیم داریم قصد فصل این در شدیم. آشنا u.p-تکواره حلقه�های تعریف با اول فصل در
حلقه�ی هر که می�دانیم کلی طور به دهیم. تعمیم u.p-تکواره حلقه�های برای را تقلیل�یافتگی و بودن نیم�اول

دارد. صحت جابه�جایی حلقه�های درمورد فقط زیر نکته�ی اما است نیم�اول تقلیل�یافته،

باشد. تقلیل�یافته اگر اگروتنها است نیم�اول R ،R جابه�جایی حلقه�ی در .١.١.۴ ملاحظه

باشد جابه�جایی R اگر که می�دانیم و N∗(R) = ٠ صورت این در باشد نیم�اول R کنیم فرض برهان.
گرفت: نتیجه می�توان لذا .N∗(R) = N∗(R) داریم:

N(R) = N∗(R) = N∗(R) = ٠.

است. تقلیل�یافته پس ندارد، ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ R یعنی

حلقه�ی از زیرمجموعه�ای {x١, x٢, . . . , xn} و باشد تقلیل�یافته حلقه�ی یک R که کنیم فرض .٢.١.۴ لم
صورت: این در .σ ∈ Sn و x١x٢ · · · xn = ٠ و باشد R

xσ(١)xσ(٢) . . . xσ(n) = ٠.

کنیم فرض است. صحیح حکم n = ٢ حالت برای می�کنیم. اثبات را حکم استقرا از استفاده با برهان.
می�گیریم: نتیجه x١x٢x٣ = ٠ که این از ،σ = (١٢) اگر .n = ٣

(x٣x١x٢)
٢ = x٣x١x٢x٣x١x٢ = ٠.

می�گیریم: نتیجه است کاهشی R حلقه�ی چون حال
x٣x١x٢ = ٠.

داریم: σ ∈ S٣ هر برای پس ترانهش�هاست، از ترکیبی S٣ از جایگشت هر که آن�جایی از
xσ(١)xσ(٢)xσ(٣) = ٠.



۴۴ u.p-تکواره حلقه�های در اول رادیکال�های .۴

R شرکت�پذیری خاصیت از استفاده با لذا ،Sn = ⟨(١٢)(١٢٣ . . . n)⟩ چون .n > ٣ کنیم فرض حال
:σ ∈ Sn هر برای که می�گیریم نتیجه

xσ(١)xσ(٢) · · · xσ(n) = ٠.

صورت این در .S = RG و باشد u.p-تکواره یک G و حلقه یک R که کنیم فرض .٣.١.۴ قضیه
داریم:

باشد. نیم�اول S اگر اگروتنها است نیم�اول R .١

باشد. اول S اگر اگروتنها است اول R .٢

باشد. تقلیل�یافته S اگر اگروتنها است تقلیل�یافته R .٣

باشد. دامنه یک S اگر اگروتنها است دامنه یک R .۴

نباشد نیم�اول S که می�کنیم فرض خلف برهان از استفاده با باشد. نیم�اول R کنیم فرض .١ برهان.

کنیم فرض می�توانیم .fSf = ٠ که طوری به دارد وجود ٠ ̸= f =
n∑

i=١
aigi ∈ S چندجمله�ای پس،

یک G که �جایی آن از .fRf = ٠ که می�گیریم نتیجه fSf = ٠ عبارت از است. ناصفر ai هر که
به نتیجه در و دارد وجود gigj صورت به واحد حاصل�ضرب یک که می�گیریم نتیجه است، u.p-تکواره

که: گرفت نتیجه می�توان fRf = ٠ که این از .aiRaj = ٠ که می�آوریم دست
٠ = airfRairf = (· · ·+ airaj−١ + airaj+١ + · · · )R(· · ·+ airaj−١ + airaj+١ + · · · ).

می�دهیم: قرار حال است. شده انتخاب R از دلخواه طور به r که

bs = arras, f١ =

n١∑
s=١

bsgs.

،r ∈ R هر برای اگر حال .f١Rf١ = ٠ که می�آوریم دست به f١ = airf که این فرض با سپس،
aiها همه�ی و است نیم�اول R که �جایی آن از اما .aiRai = ٠ که می�گیریم نتیجه صورت این در ،f١ = ٠
.(r ∈ R) ، f١ = airf ̸= ٠ و f١Rf١ = ٠ داریم لذا می�کند. ایجاد تناقض یک امر این ناصفرند،

را قبل محاسبات اثبات تکمیل برای .n١ < n و است ناصفر bs هر که کنیم فرض می�توانیم هم�چنین
به دارد وجود gvgw مانند یکتایی حاصل�ضرب است، u.p-تکواره یک G که �جایی آن از می�کنیم. اثبات

که: می�دهد نتیجه f١Rf١ = ٠ بنابراین .bvRbw = ٠ که گونه�ای
٠ = bvxf١Rbvxf١ = (· · ·+ bvxbw−١+ bvxbw+١+ · · · )R(· · ·+ bvxbw−١+ bvxbw+١+ · · · ).

که داریم ،bv ̸= ٠ و است نیم�اول R که جایی آن� از است. شده انتخاب R از دلخواه طور به x که
می�دهیم: قرار حال .(x ∈ R) ،f٢ = bvxf١ ̸= ٠ هم�چنین و bvRbv ̸= ٠

f٢ =

n٢∑
t=١

ctgt, ct ∈ R, n٢ < n١ < n.



۴۵ U.P-تکواره حلقه�های .١.۴

و ٠ ̸= d ∈ R که می�رسیم fk = (dgh)R(dgh) = ٠ به نهایت در روند همین ادامه�ی با
نتیجه است، نیم�اول R که آن�جایی از اما .dRd = ٠ که می�کند ایجاب امر این و gh ∈ {g١, . . . , gn}

.f = ٠ که می�شود نتیجه و fSf = ٠ بنابراین است. تناقض یک این و d = ٠ که می�گیریم
آن�گاه باشد نیم�اول S اگر و aSa = ٠ سپس .aRa = ٠ ،a ∈ R برای که می�کنیم فرض بعدی گام

.a = ٠
کنیم: فرض هم�چنین باشد. اول حلقه�ی یک R که کنیم فرض .٢

f =
m∑
i=١

aigi, g =
n∑

j=١
bjhj ∈ S \ {٠}.

،i, j هر برای که کرد فرض می�توان می�کند. صدق fSg = ٠ رابطه�ی در که باشند داشته وجود گونه�ای به
u.p-تکواره یک G که �جایی آن از .fRg = ٠ که می�گیریم نتیجه fSg = ٠ از .ai, bj ∈ R \ {٠}
داریم لذا است، اول R چون .aiRbj = ٠ که دارد وجود gihj صورت به یکتا حاصل�ضرب یک است،
رو این از .aRb = ٠ می�دهیم قرار a, b ∈ R برای سپس است. تناقض یک این و bj = ٠ یا ai = ٠

.b = ٠ یا a = ٠ نتیجه در و است اول S چون بنابراین و aSb = ٠
قسمت اثبات مشابه است. تقلیل�یافته نیز S آن�گاه، باشد تقلیل�یافته R اگر دهیم نشان است کافی .٣
فرض خلف برهان از استفاده با باشد. تقلیل�یافته حلقه�ی یک R که می�کنیم فرض می�کنیم. عمل (١)

فرض می�توانیم .f٢ = ٠ که طوری به باشد داشته وجود ٠ ̸= f =
n∑

i=١
aigi ∈ S چندجمله�ای که می�کنیم

حاصل�ضرب یک که گفت می�توان است u.p-تکواره یک G که �جایی آن از است. ناصفر ai هر که کنیم
،y xو هر است،برای تقلیل�یافته R چون حال .aiaj = ٠ می�دهد نتیجه که دارد وجود gigj مانند یکتا
هم�چنین .ajai = ٠ که می�شود نتیجه aiaj = ٠ از مشابه طور به .yx = ٠ که می�دهد نتیجه xy = ٠

داریم:
٠ = aiffai = (· · ·+ aiaj−١ + aiaj+١ + · · · )(· · ·+ aj−١ai + aj+١ai + · · · ).

ناصفر دو هر fai و aif هم�چنین .a٢i ̸= ٠ که می�دهد نتیجه ai ̸= ٠ است، تقلیل�یافته R که چون اما
عبارات تعداد که می�گیریم نظر در را نکته این .f١٢ = fai و f١١ = aif می�دهیم قرار حال هستند.
است، تقلیل�یافته R که چون مجدداً می�باشد. n از کمتر l = ١,٢ برای که می�نامیم n١l را f١l در ناصفر

داریم: هم�چنین و n١١ = n١٢

aiaα = ٠ ⇐⇒ aαai = ٠ ∀α ∈ {١, . . . , n}.

می�شود موجب که دارد وجود gsgt چون یکتایی حاصل�ضرب لذا است، u.p-تکواره یک G که چون
صورت این در هستند). ناصفر دو هر atai و aias که کرد فرض می�توان جا این (در .aiasatai = ٠

داریم: بنابراین .ataias = ٠ و aiasat = ٠ لذا است، تقلیل�یافته R چون

٠ = aiasffaias

= (· · ·+ aiasat−١ + aiasat+١ + · · · )(· · ·+ at−١aias + at+١aias + · · · ).

هر faias و aiasf بنابراین و (aias)٢ ̸= ٠ که می�دهد نتیجه aias ̸= ٠ است، تقلیل�یافته R چون اما



۴۶ u.p-تکواره حلقه�های در اول رادیکال�های .۴

می�دهیم: قرار حال هستند. ناصفر دو
f٢١ = aiasf, f٢٢ = faias.

که می�نامیم n٢l را f٢l در ناصفر عبارات تعداد که باشیم داشته یاد به ناصفراست. f٢l هر صورت این در
هم�چنین: و n٢١ = n٢٢ است، تقلیل�یافته R چون می�باشد. n١l از کمتر ،l = ١,٢ برای

aiasaβ = ٠ ⇐⇒ aβaias = ٠ , β ∈ {١, . . . , n}.

که: طوری به می�آوریم دست به را aα١, . . . , aαk ∈ {a١, . . . , an} نهایت در روند همین ادامه�ی با
٠ = aα١ · · · aαkffaα١ · · · aαk | aα١ · · · aαkf, faα١ · · · aαk ∈ R \ {٠}.

داریم: d ∈ R برخی برای
aα١ · · · aαkf = aα١ · · · aαkd.

که: می�آوریم دست به ادامه، در
aα١ · · · aαhav = ٠ ⇐⇒ avaα١ · · · aαh = ٠ , ∀h < k.

داریم: هم�چنین
aα١ · · · aαkd = aα١ · · · aαkf = daα١ · · · aαk,

امر این و aα١ · · · aαkd = ٠ است، تقلیل�یافته R که چون و (aα١ · · · aαkd)٢ = ٠ �می�دهد نتیجه که
.f = ٠ که می�دهد نتیجه f٢ = ٠ بنابراین، است. تناقض یک

یک نیز S آن�گاه باشد، دامنه یک R اگر دهیم نشان است کافی است. (٢) قسمت مشابه اثبات .۴
کنیم: فرض هم�چنین باشد. دامنه یک R که می�کنیم فرض است. دامنه

f =
m∑
i=١

aigi, g =
n∑

j=١
bjhj ∈ S \ {٠}

باشیم داشته ،j و i هر برای که کرد فرض می�توان .fg = ٠ که باشند داشته وجود گونه�ای به
که دارد وجود gihj چون یکتایی حاصل�ضرب است، u.p-تکواره یک G چون حال .ai, bj ∈ R \ {٠}
تناقض یک خود این که bj = ٠ یا ai = ٠ باید است، دامنه یک R چون .aibj = ٠ می�کند ایجاب

است.

داریم: صورت این در باشد. u.p-تکواره یک G و حلقه یک R که کنیم فرض .۴.١.۴ قضیه
N∗(RG) = N∗(R)G.

می�دهیم: قرار ابتدا برهان.
N = N∗(R).

داریم:
RG

NG
∼=

R

N
G.

ایده�آل یک NG که می�گیریم نتیجه پس است، نیم�اول R
N
G ،(١) قسمت ،٣.١.۴ قضیه�ی از استفاده با

می�کند: ایجاب که است RG از نیم�اول
N∗(RG) ⊆ NG.



۴٧ U.P-تکواره حلقه�های .١.۴

فرض هم�چنین .Q = P ∩ R می�دهیم قرار و باشد RG از اول ایده�آل یک P که می�کنیم فرض حال
یا a ∈ P بنابراین و aRGb ⊆ P صورت این در .aRb ⊆ Q باشیم داشته a, b ∈ R هر برای که کنیم
اول ایده�آل یک Q که گرفت نتیجه می�توان رو این از .(b ∈ Q یا a ∈ Q می�دهد نتیجه (که ،b ∈ P

نتیجه می�توان ، RG

QG
∼=

R

Q
G روی ،(٢) قسمت ،٣.١.۴ قضیه�ی بردن کار به با بنابراین است. R از

که: دید می�توان ،Q ⊆ P که چون ادامه در است. RG از اول ایده�آل یک QG که گرفت

NG ⊆ QG ⊆ P.

می�گیریم: نتیجه نهایت در

NG ⊆ N∗(RG).

می�شود. حاصل تساوی و

صورت: این در باشد. u.p-تکواره یک G و حلقه یک R کنیم فرض .۵.١.۴ قضیه
N∗(R) = N(R) ⇐⇒ N∗(RG) = N(RG).

می�دانیم: ،۴.١.۴ قضیه�ی از استفاده با برهان.
N∗(RG) = N∗(R)G.

داریم: صورت این در ،N∗(RG) = N(RG) می�کنیم فرض ابتدا

N(R) = R ∩N(RG) = R ∩N∗(RG)

= R ∩N∗(R)G

= N∗(R).

داریم: ،۴.١.۴ قضیه�ی از استفاده با صورت این در .N(R) = N∗(R) کنیم فرض برعکس،

N∗(RG) = N∗(R)G = N(R)G.

که بگیریم نتیجه می�توانیم ،(٣) قسمت ٣.١.۴ قضیه�ی به بنا است، تقلیل�یافته R

N(R)
چون حال

می�گیریم: نتیجه حال است. کاهشی نیز R

N(R)
G ∼=

RG

N(R)G

N(RG) ⊆ N(R)G = N∗(R)G = N∗(RG).

داریم: ،۴.١.۴ قضیه�ی از استفاده با مجدداً

N(R)G = N∗(R)G = N∗(RG) ⊆ N(RG).

لذا:

N∗(RG) = N(RG).



۴٨ u.p-تکواره حلقه�های در اول رادیکال�های .۴

چندجمله�ای�های حلقه�ی درمورد آمده دست به نتایج برخی بررسی ٢.۴
R[X ]

باشد. R حلقه�ی روی تعویض�پذیر مستقل متغیرهای از مجموعه یک X که می�کنیم فرض بخش این در
یک تشکیل واحد، عنصر با همراه X عناصر از متناهی حاصل�ضرب�های تمام مجموعه�ی که می�دانیم
برخی بخش این در می�دهیم. نشان R[X] علامت با را چندجمله�ای�ها حلقه�ی می�دهد. را u.p-تکواره

می�کنیم. بررسی R[X] چندجمله�ای�های حلقه�ی مورد در را یک بخش در آمده دست به نتایج

باشد. اول R[X] اگر اگروتنها است اول R حلقه�ی .١ .١.٢.۴ قضیه

باشد. نیم�اول R[X] اگر اگروتنها است نیم�اول R حلقه�ی .٢

باشد. تقلیل�یافته نیز R[X] اگر اگروتنها است تقلیل�یافته R حلقه�ی .٣

باشد. دامنه نیز R[X] اگر اگروتنها است دامنه R حلقه�ی .۴

صورت: این در .aRb = ٠ ،a, b ∈ R برای و باشد اول A = R[X] کنیم فرض برهان.
aAb = aR[X]b = ٠.

.b = ٠ یا a = ٠ لذا
متناهی مجموعه�ی .fAg = ٠ باشیم داشته ،f, g ∈ R[X] برای و باشد اول R می�کنیم فرض برعکس،
حالتی است کافی بنابراین .fR[X٠]g = ٠ لذا و f, g ∈ R[X٠] که دارد وجود گونه�ای به X٠ ⊆ X

A = R[x] حالت به نهایت در ،x مقدار برای استقرا، از استفاده با کنیم. بررسی را است متناهی X که
نتیجه fR[x]g = ٠ آن�گاه باشند. g و f پیشروی ضرایب b و a که می�کنیم فرض بالا بحث در می�رسیم.

.g = ٠ یا f = ٠ یعنی .b = ٠ یا a = ٠ بنابراین .aRb = ٠ می�دهد
قسمت اثبات لذا است. نیم�اول تقلیل�یافته، حلقه�ی هر هم�چنین و است اول حلقه�ی یک دامنه هر می�دانیم

است. بدیهی ۴ و ٣

صورت: این در باشد. حلقه یک R کنیم فرض مک�کوی)١ آ-میستر (قضیه�ی .٢.٢.۴ قضیه
N∗(R[X]) = N∗(R)[X].

،١.٢.۴ قضیه طبق هم�چنین و است نیم�اول R
I
نتیجه در ،I = N∗(R) می�دهیم قرار برهان.

است. R[X] از نیم�اول ایده�آل یک I[X] که معناست بدین این و است نیم�اول نیز R[X]

I[X]
∼= (

R

I
)[X]

داریم: بنابراین
N∗(R[X]) ⊆ I[X].

توجه .I[X] ⊆ P ،R[X] از P اول ایده�آل هر برای که دهیم نشان باید عکس، قسمت اثبات برای
آن�گاه: ، aRb ∈ P ∩R ،a, b ∈ R برای اگر است. R از اول ایده�آل یک P ∩R که داریم

aR[X]b = (aRb)[X] ⊆ P.

١A-misture McCoy



۴٩ R[X] چندجمله�ای�های حلقه�ی درمورد آمده دست به نتایج برخی بررسی .٢.۴

می�گیریم: نتیجه است، اول P ∩R که آن�جایی از حال .b ∈ P ∩R یا a ∈ P ∩R لذا و
I ⊆ P ∩R ⊆ P.

لذا: و
I[X] ⊆ P.

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه�ی و

داریم: نیاز زیر تعاریف به زیر، گزاره��ی بیان برای

فرم به آن عناصر می�دهیم. نشان R[x, x−١] با را R روی لوران چندجمله�ای�های حلقه�ی .٣.٢.۴ تعریف

R[x, x−١] روی ضرب و جمع عمل دو هستند. صحیح عدد دو k و n و mi ∈ R که هستند
n∑

i=k

mix
i

می�شوند. تعریف طبیعی طور به

عنصر آن، متناهی مرتبه�ی از عنصر تنها هرگاه است تاب از فارغ گروه یک G گوییم .۴.٢.۴ تعریف
باشد. همانی

RG حلقه�های از یک هر صورت این در باشد. گروه یک G و حلقه یک R کنیم فرض .۵.٢.۴ گزاره
می�کند. صدق ۵.١.۴ و ۴.١.۴ و ٣.١.۴ قضایای در است شده بیان زیر در که

.RG = R[x, x−١] .١

باشد. چپ ترتیبی یا راست ترتیبی گروه یک G هرگاه RG .٢

u.p-گروه هردو G

H
و H که طوری به باشد داشته H مانند نرمال زیرگروه یک G هرگاه ،RG .٣

باشند.

باشد. یکریخت غیریکه u.p-گروه یک با G از مولد متناهی غیریکه�ی زیرگروه هر که وقتی ،RG .۴

باشد داشته ⟨١⟩ = G٠ ⩽ G١ ⩽ · · · ⩽ Gn = G متناهی نرمال سری یک G که وقتی ،RG .۵
باشد. تاب از فارغ آبلی گروه یک Gi+١

Gi

هر که طوری به

باشد. تاب از فارغ پوچ�توان گروه یک G که وقتی ،RG .۶

و است u.p-گروه یک وضوح به G = {. . . , x−٢, x−١,١, x, x٢, . . .} مجموعه�ی .١ برهان.
در G .(١٣.١.٧) لم ،[٢۶] از استفاده با است u.p-گروه یک ٢ قسمت در G .RG = R[x, x−١]

یک G نیز ۶ و ۵ قسمت در و (١٣.١.٨) لم ، [٢۶] از استفاده (با است u.p-گروه ۴ و ٣ قسمت
.(١٣.١.٧) و (١٣.١.۶) لم ، [٢۶] از استفاده با است u.p-گروه





۵ فصل

مشتق چندجمله�ای�های حلقه�ی یکه�ی عناصر

مشتق� چندجمله�ای�های حلقه�ی ثابتدر قضیه�یحاصل�ضرب ١.۵

f(x) = و δ-سازگار ،R از δ مشتق�پذیر ریختی درون� برای و برگشت�پذیر حلقه�ی یک R که کنیم فرض
که کرد خواهیم ثابت فصل این در باشد. R[x; δ] در ناصفر چندجمله�ای یک a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n

که طوری به باشد داشته وجود g(x) = b٠ + b١x + · · · + bmx
m ∈ R[x; δ] ناصفر چندجمله�ای اگر

به هستند موجود R از r و a ناصفر عناصر و b٠a٠ = c آن�گاه باشد، ثابت عنصر یک g(x)f(x) = c

a١, . . . , an صورت این در باشد، یکه R در b٠ اگر که می�دهیم نشان علاوه به .rf(x) = ac که طوری
پوچ�توان�اند. همگی

صورت به آن عناصر که است مشتق چندجمله�ای�های حلقه�ی R[x; δ] می�دانیم اول فصل تعریف طبق

صورت به ضرب عمل و می�شود تعریف طبیعی طور به آن روی جمع و است
n∑

i=٠
rix

i چندجمله�ای�های

است یکه R جابه�جایی حلقه�ی در چندجمله�ای یک که می�دانیم هم�چنین می�باشد. xb = bx + δ(b)

داریم قصد فصل این در باشند. پوچ�توان آن عناصر مابقی و باشد یکه R در آن ثابت جمله اگر اگروتنها
مشتق� چندجمله�ای�های حلقه�ی برای را جابه�جایی چندجمله�ای�های حلقه�ی برای ثابت حاصل�ضرب قضیه�ی
برای که باشد ٢-اولیه ضعیف طور به حلقه�ی یک R اگر که می�گیریم نتیجه کنیم. اثبات نیز R[x; δ]

است یکه f(x) ∈ R[x; δ] مشتق�پذیر چندجمله�ای صورت این در باشد، δ-سازگار ،R از δ مشتق تابع
باشند. پوچ�توان آن ضرایب بقیه�ی و باشد یکه آن ثابت جمله اگر اگروتنها

δ-سازگار ،R از δ مشتق�پذیر ریختی درون� برای که باشد ٢-اولیه حلقه�ی یک R کنیم فرض .١.١.۵ لم
.δ(P ) ⊆ P صورت این در باشد، R از دلخواه مینیمال اول ایده�آل یک P اگر است.

که می�دانیم .δ(a) ∈ P کنیم ثابت ،a ∈ P هر برای که معناست بدین ،δ(P ) ⊆ P مفهوم برهان.
یعنی: می�شود، برابر پوچ�سازها از اجتماعی با P آن�گاه باشد، R از مینیمال اول ایده�آل یک P هرگاه

P =
∪
xi∈R

ann(xi).
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صورت: این در .a ∈ P کنیم فرض حال
∃xi : axi = ٠ =⇒ δ(a)(xi) = ٠.

یعنی:
δ(a) ∈ ann(xi) =⇒ δ(a) ∈

∪
ann(xi).

نتیجه: در
δ(a) ∈ P.

.δ(P ) ⊆ P می�گیریم نتیجه لذا

و باشد δ-سازگار و برگشت�پذیر حلقه�ی یک R کنیم فرض .٢.١.۵ قضیه
چندجمله�ای اگر باشد. ناصفر مشتق�پذیر چندجمله�ای یک f(x) = a٠+a١x+ · · ·+anx

n ∈ R[x; δ]

که طوری به باشد داشته وجود g(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m مانند ناصفری مشتق�پذیر

.rf(x) = ac که طوری به دارند وجود R در r و a ناصفر ضرایب و b٠a٠ = c آن�گاه ،g(x)f(x) = c

پوچ�توان�اند. همگی a١, . . . , an آن�گاه باشد، یکه R در b٠ اگر به�علاوه،

است. صحیح صفر درجه�ی از f(x) مشتق�پذیر چندجمله�ای هر برای حکم که می�کنیم ثابت ابتدا برهان.
و b٠ = ٠ می�کنیم فرض لذا است. برقرار حکم به�وضوح باشد، صفر درجه�ی از نیز g(x) اگر

صورت: این در باشد. g(x) ناصفر ضریب کوچکترین bq که طوری به g(x) = bqx
q + · · ·+ bmx

m

g(x)a٠ = (bqx
q + · · ·+ bmx

m)a٠ = c = ٠.

یعنی: باشد، صفر باید توان بزرگترین ضریب پس

=⇒ bmx
ma٠ = ٠

=⇒ bm[
m∑
i=٠

(
m

i

)
δm−i(a٠)x

i] = ٠

=⇒ bm[δ
m(a٠) +mδm−١(a٠) + · · ·+mδ(a٠)x

m−١ + a٠x
m] = ٠.

گرفت: نتیجه می�توان لذا .rai = ٠ ،i هر ازای به آن�گاه ،rf(x) = ٠ هرگاه که می�دانیم قضیه طبق
bmδ

m(a٠) = ٠, . . . , bma٠ = ٠.

.a٠bm = ٠ پس است برگشت�پذیر R چون
در باشد. n > ١ درجه�ی از f(x) و g(x) = b٠ ̸= ٠ یعنی باشد، صفر درجه�ی از g(x) کنیم فرض حال

داریم: صورت این

g(x)f(x) = b٠(a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n) = c

=⇒ b٠a٠ + b٠a١x+ · · ·+ b٠anx
n = c

=⇒ b٠a٠ = c.
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آن�گاه: ،b٠ = ٠ اگر باشد. برقرار m از کمتر درجه� با جملات تمامی برای حکم که می�کنیم فرض حال
g(x)f(x) = b٠a٠ = c = ٠.

اگر است. g(x) ناصفر ضریب کوچکترین bq که طوری به g(x) = bqx
q + · · ·+ bmx

m می�کنیم فرض
آن�گاه: ،g(x)ak = ٠ که باشیم داشته ،١ ≤ k ≤ n برای

(bqx
q + · · ·+ bmx

m)ak = ٠.

.bmf(x) = ٠ نتیجه در و bmak = ٠ اول قسمت مشابه
داریم: ،k = n اگر .g(x)ak ̸= ٠ که باشد مثبتی صحیح عدد بزرگترین k که کنیم فرض حال

(bqx
q + · · ·+ bmx

m)(a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n) = c

=⇒ bmx
man = ٠

=⇒ bm[
m∑
i=٠

(
m

i

)
δm−i(an)x

i] = ٠

=⇒ bm[δ
m(an) +mδm−١(an)x+ · · ·+mδ(an)x

m−١ + anx
m] = ٠

=⇒ bmδ
m(an) = ٠, · · · , bman = ٠.

است. m از کمتر درجه�ی از ang(x) یعنی .anbm = ٠ می�گیریم نتیجه R برگشت�پذیری به توجه با و
.ang(x)f(x) = anc استقرا فرض طبق پس

صورت این در .g(x)as = ٠ باشیم داشته ،k + ١ ⩽ s ⩽ n برای می�کنیم فرض ،k < n حالت در
می�نویسیم: این�چنین

(bqx
q + · · ·+ bmx

m)(a٠ + a١x+ · · ·+ akx
k) = g(x)f(x) = c

=⇒ bm[δ
m(ak) +mδm−١(ak)x+ · · ·+mδ(ak)x

m−١ + akx
m] = ٠

=⇒ bmδ
m(ak) = ٠, · · · , bmak = ٠

=⇒ akbm = ٠.

لذا: است، m از کمتر درجه�ی از akg(x) نتیجه در
akg(x)f(x) = akc = ٠.

آن�گاه: ،akg(x) = ٠ و b٠ ̸= ٠ اگر حال
ak(b٠ + b١x+ · · ·+ bmx

m) = ٠.

.b٠a٠ = ٠ لذا و b٠f(x) = c یعنی امر این و b٠ak = ٠ هم�چنین و akb٠ = ٠ صورت این در
k = n حالت در .akg(x) ̸= ٠ که باشد مثبتی صحیح عدد بزرگترین k و b٠ ̸= ٠ می�کنیم فرض مجدداً

داریم:
g(x)f(x) = c −→ bman = ٠ −→ anbm = ٠.

استقرا: فرض طبق لذا و است m از کمتر درجه�ی از ang(x) صورت این در
ang(x)f(x) = anc.
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داریم: لذا .asg(x) = ٠ باشیم داشته k + ١ < s < n برای کنیم فرض ،k < n حالت در

g(x)f(x) = g(x)(a٠ + a١x+ · · ·+ akx
k) = c

=⇒ bmx
mak = ٠

=⇒ bm[
m∑
i=٠

(
m

i

)
δm−i(ak)x

i] = ٠

=⇒ bm[δ
m(ak) +mδm−١(ak)x+ · · ·+mδ(ak)x

m−١ + akx
m] = ٠

=⇒ bmδ
m(ak) = ٠, · · · , bmak = ٠

=⇒ akbm = ٠.

گفت: می�توان استقرا فرض از استفاده با و است m از کمتر درجه�ی از akg(x) پس
akg(x)f(x) = akc.

مینیمال اول ایده�آل یک P و باشد یکه R در b٠ و g(x)f(x) = c کنیم فرض دوم، قسمت اثبات برای

که: طوری به کرد تعریف را R =
R

P
از δ ریختی درون� می�توان باشد. R از

δ(a) = δ(a) | a = a+ P, (a ∈ R).

P لذا است ٢-اولیه R که آن�جایی از است. مشتق�پذیر چندجمله�ای�های حلقه�ی یک R[x; δ]بنابراین
طبق است. δ-سازگار ،R می�کنیم ثابت حال است. دامنه R بنابراین و است R از اول کاملا ایده�آل یک
یا a ∈ P پس است اول کاملا P که چون و ab ∈ P آن�گاه ،ab = ٠ اگر .δ(P ) ⊆ P ،١.١.۵ لم

.aδ(b) = ٠ پس .aδ(b) ∈ P ،١.١.۵ لم طبق لذا .b ∈ P

،R از δ مشتق�پذیر ریختی درون� برای که باشد برگشت�پذیر حلقه�ی یک R که کنیم فرض .٣.١.۵ نتیجه
یکه آن ثابت جمله�ی اگر اگروتنها است یکه f(x) ∈ R[x; δ] مشتق�پذیر چندجمله�ای باشد. δ-سازگار

باشد. پوچ�توان آن ضرایب مابقی و باشد

باشد. یکه f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx
n ∈ R[x; δ] کنیم فرض برهان.

که: طوری به دارد وجود g(x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bmx
m ∈ R[x; δ] صورت این در

f(x)g(x) = g(x)f(x) = ١.

پوچ�توان�اند. akها ،k ≥ ١ برای و است یکه b٠ می�گیریم نتیجه ٢.١.۵ قضیه�ی طبق
آن�گاه: باشد. پوچ�توان ak ،k ≥ ١ برای و باشد یکه a٠ که کنیم فرض برعکس،

a١x+ · · ·+ anx
n ∈ N(R)[x; δ] = L− rad(R[x; δ]) ⊆ rad(R[x; δ]).

است. یکه نیز R[x; δ] در f(x) نتیجه در

f(x) = a٠+a١x+ · · ·+anx
n و باشد δ-سازگار و برگشت�پذیر حلقه�ای R کنیم فرض .۴.١.۵ نتیجه

باشد. یکه R در a١ که باشند ناصفری مشتق�پذیر چندجمله�ای�های g(x) = b٠+ b١x+ · · ·+ bmx
m و
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نیز b١, . . . , bm آن�گاه باشند، پوچ�توان a٢, . . . , an یا b٠ هم�چنین و f(g(x)) = ٠ اگر صورت این در
پوچ�توان�اند.

صورت این در باشد. δ-سازگار و کاهشی حلقه�ای R کنیم فرض .۵.١.۵ نتیجه
،i ≥ ١ هر برای و باشد یکه a٠ اگر اگروتنها است یکه R[x; δ] در f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n

باشد. صفر ai

ندارد، ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ و است کاهشی R حلقه�ی اینکه و ٢.١.۵ قضیه به توجه با برهان.
می�شود. کامل اثبات

δ-سازگار ،R از δ مشتق�پذیر ریختی درون� برای و باشد NI حلقه�ای R که کنیم فرض .۶.١.۵ نتیجه
a٠ اگر اگروتنها است یکه f(x) = a٠ + a١x+ · · ·+ anx

n ∈ R[x; δ] صورت این در باشد. ضعیف
باشد. پوچ�توان ai ،i ≥ ١ هر برای و باشد یکه R در

ایده�آلی N(R) که گفت می�توان پس .N(R) = N∗(R) لذا است NI حلقه�ی یک R که چون برهان.
ریختی درون� ،R از δ ریختی درون� است. کاهشی حلقه�ی یک R =

R

N(R)
نتیجه در و است R از

که آن�جایی از .a = a + N(R) که δ(a) = δ(a) + N(R) که طوری به می�کند ایجاب را R از δ
داریم: است، ضعیف δ-سازگار ،R که این به توجه با و δ(N(R)) ⊆ N(R)

ab = ٠ =⇒ ab ∈ N(R) =⇒ aδ(b) ∈ N(R) =⇒ aδ(b) = ٠.

وجود R[x; δ] به R[x; δ] از پوشا حلقه�ای ریختی درون� یک لذا است. δ-سازگار ،R که یعنی امر این
است. یکه R[x; δ] در f(x) لذا می�نگارد. f(x) = a٠ + a١x + · · · + anx

n به را f(x) که دارد
هر برای و است یکه R در a٠ نتیجه در است. صفر ،ai ،i ≥ ١ هر برای و است یکه a٠ ∈ R بنابراین

است. پوچ�توان ai ،i ≥ ١
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Unique product monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u.p-تکوار

Ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه

2-primal ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-اولیه حلقه

Weakly 2-primal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف ٢-اولیه حلقه

Armendariz ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرمنداریز حلقه

Prime ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول حلقه



۶٠ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Reversible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگشت�پذیر حلقه

Reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقلیل�یافته حلقه

Skew polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب چندجمله�ای�های حلقه

Laurent polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران چندجمله�ای�های حلقه

Differential polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق چندجمله�ای�های حلقه

Strongly prime ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول قویاً حلقه

McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مک�کوی حلقه

Semicommutative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیمه�جابه�جایی حلقه

Unit-central ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد-مرکزی. حلقه

Unital ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکدار حلقه

NI-ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NI حلقه

UN-ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . UN حلقه

(α, δ)-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)-سازگار δ) حلقه

α-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-سازگار حلقه

Weak α-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف α-سازگار حلقه

δ-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ-سازگار حلقه

Weak δ-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف δ-سازگار حلقه

Endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریختی درون�

Φ−m-sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Φ−m-دنباله

Prime radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول رادیکال

Upper nil radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی پوچ رادیکال

Lower nil rdical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایینی پوچ رادیکال

Jacobson radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جیکبسون رادیکال

Subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگروه

Normal subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال. زیرگروه

Subring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرحلقه

m-system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m-سیستم

n-system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n-سیستم

(Φ−m)-system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Φ−m)-سیستم

Nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ�توان عنصر

Strongly nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ�توان قویاً عنصر

Strongly (α, δ)-nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)-پوچ�توان δ) قویاً عنصر



۶١ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Torsion free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاب از فارغ

Group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه

u.p-group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u.p-گروه





فارسی به انگلیسی واژه�نامه

2-primal ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-اولیه حلقه

Armendariz ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرمنداریز حلقه

(α, δ)-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)-سازگار δ) حلقه

α-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-سازگار حلقه

δ-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ-سازگار حلقه

Completely prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول کاملا ایده�آل

Differential polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق چندجمله�ای�های حلقه

Endomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریختی درون�

Group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه

u.p-Group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u.p-گروه

Ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایده�آل

(α, δ)-ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)-ایده�آل δ)

α-ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-ایده�آل

δ-ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . δ-ایده�آل.

Jacobson radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جیکبسون رادیکال

Laurent polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لوران چندجمله�ای�های حلقه

Levitzki radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لویتزکی رادیکال

Lower nilradical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایینی پوچ رادیکال

Maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال ایده�آل

McCoy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مک�کوی حلقه

Minimal prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال اول ایده�آل

α-minimal prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال. α-اول ایده�آل

Minimal strongly prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال اول قویاً ایده�آل

Monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکوار

u.p-monoid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . u.p-تکوار



۶۴ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

Nil ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ. ایده�آل

Nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ�توان عنصر

Normal subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال. زیرگروه

Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده�آل

α-prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-اول ایده�آل

(α, δ)-prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)-اول δ) ایده�آل

prime radical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول رادیکال

prime ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول حلقه

Quasi-regular ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبه�منظم ایده�آل

Reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقلیل�یافته حلقه

Reversible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگشت�پذیر حلقه

α-rigid ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-صلب. ایده�آل

α-rigid ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-صلب حلقه

Ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه

NI ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .NI حلقه

Semicommutative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیمه�جابه�جایی حلقه

Semiprime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم�اول ایده�آل

Φ−m-sequence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Φ−m)-دنباله

Skew polynomial ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اریب چندجمله�ای�های حلقه

α-skew Armendariz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-اریب آرمنداریز

Strongly nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوچ�توان قویاً عنصر

Strongly (α, δ)-nilpotent ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,α)-پوچ�توان δ) قویاً ایده�آل

Strongly prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول. قویاً ایده�آل

Strongly prime ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول قویاً حلقه

Subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگروه

Subring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرحلقه

m-system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m-سیستم

n-system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n-سیستم

(Φ−m)-system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (Φ−m)-سیستم

Torsion free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاب از فارغ

Unital ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکدار حلقه

Unit-Central ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحد-مرکزی حلقه



۶۵ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

Upper nilradical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالایی. پوچ رادیکال

Weak α-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف α-سازگار حلقه

Weak δ-compatible ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف δ-سازگار حلقه

Weakly 2-primal ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف. ٢اولیه حلقه



نمایه

۵ ,α)-ایده�آل، δ)

۵ اول، ,α)-ایده�آل δ)

ا

٢ ایده�آل،

۴ α-ایده�آل،

٣ اول، ایده�آل

٩ α-اول، ایده�آل

٩ مینیمال، اول ایده�آل

٩ مینیمال، α-اول ایده�آل

٣ پوچ، ایده�آل

۶ α-صلب، ایده�آل

٩ اول، قویاً ایده�آل

٧ اول، کاملا ایده�آل

٧ نیم�اول، کاملا ایده�آل

٣ ماکسیمال، ایده�آل

ت

٢ تکوار،

٢ تاب، از فارغ تکوار

ح

٢ حلقه،

۵ ,α)-سازگار، δ) حلقه

٨ ٢-اولیه، حلقه

۴ آرمنداریز، حلقه

۴ اریب، α-آرمنداریز حلقه

٩ اول، حلقه

٣ برگشت�پذیر، حلقه

۴ اریب، چندجمله�ای�های حلقه

۵ α-سازگار، حلقه

۵ ضعیف، α-سازگار حلقه

۶ α-صلب، حلقه

٩ اول، قویاً حلقه

٣ کاهشی، حلقه

۴ مک�کوی، حلقه

٩ ،٧ نیم�اول، حلقه

٣ نیمه��جابه�جایی، حلقه

۴ واحد-مرکزی، حلقه

٢ یکدار، حلقه

٩ ،NI حلقه

٢۶ ،٣ ،UN حلقه

۴۵ لوران، چندجمله�ای�های حلقه�ی

ر

٨ اول، رادیکال

٩ ،٨ پایینی، پوچ رادیکال

٣ جیکبسون، رادیکال

٣ لویتزکی، رادیکال

ز

٢ زیرحلقه،

١ زیرگروه،

١ نرمال، زیرگروه

ع

٣ پوچ�توان، عنصر

٣ پوچ�توان، قویاً عنصر

۶۶



۶٧ نمایه

گ

١ گروه،

۴۵ تاب، از فارغ گروه

M

٨ m-سیستم،

N

٨ n-سیستم،

U

٢ u.p-تکوار،

٢ u.p-گروه،



Aabstract

Let R be a reversible ring which is α-compatible for an endomorphism α of R and
f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n be a nonzero skew polynomial in R[x;α]. It is proved that if
there exist a nonzero skew polynomial g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm in R[x;α] such that
g(x)f(x) = c is a constant in R, then b0a0 = c and there exist a nonzero elements a and
r in R such that rf(x) = ac. In particular, r = abp for some p, 0 ≤ p ≤ m, and a is either
one or a product of at most m coefficients from f(x). Furthermore, if b0 is a unit in R,
then a1, a2, . . . , an are all nilpotent. As an application of the above result, it is proved
that if R is weakly 2-primal ring which is α-compatible for an endomorphism α of R, then
a skew polynomial f(x) in R[x;α] is a unit if and only if its constant term is unit in R

and other coefficients are all nilpotent.
Moreover, for an endomorphism α and α-derivation δ, we show that if R is (α, δ)-compatible
then R is 2-primal if and only if the Ore extension R[x;α, δ] is 2-primal if and only if
N(R) = N∗(R;α, δ) if and only if N(R)[x;α, δ] = N∗(R[x;α, δ]) if and only if every mini-
mal (α, δ)-prime ideal of R is completely prime.
Also, we show that the semiprimeness, primeness, and reducedness can go up to unique
product monoids (simply, u.p-monoids). By these results we can compute the lower nil-
radical of u.p-monoids rings, from which the well-known fact of Amitsur and McCoy for
the polynomial rings can be extended to u.p-monoid rings.
Finally, we show that if R be a reversible ring which is δ-compatible for a derivation en-
domorphism δ on R and f(x) = a0 + a1 + · · · + anx

n be a nonzero polynomial in R[x; δ]

that if there exists a nonzero polynomial g(x) = b0 + b1x + · · · + bmxm in R[x; δ] such
that g(x)f(x) = c be a constant in R, then b0a0 = c and there exists a nonzero elements
a and r in R such that rf(x) = ac. Furthermore, we show that if b0 is a unit in R, then
a1, a2, . . . , an are all nilpotent.
Keywords: skew polynomial rings, differential polynomial rings, reversible rings, 2-primal
rings, (α, δ)-compatible rings
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