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و ੪ॸف و ਖ৶ی شൊند ඳසری  را ऩضاীش ন࣎ਖی ඵෑر  ໆزا॥ت را ਪی ೯دا ণپاس و ॐمد
তبات پای ଘ آ່یده ای  و ਖ৶ی دارد باز مای  را ඔࢾش গدا و ख़࡛ࢴت

८ت ৯دا باز را و ૼن، ീঝتاਅی و જࠝیان و ૼن ฬدای و ਖ৶ی ر५د.गࢮل او ख़خو༚ت
و رضا آه ଘ ඟ໋دای ड़وनࡾم و ංඏ້ࢌ ඪراط १وی ଘ ਣی راঘ࣒ماਪی ام اশنૢه از

ऒواণ࣎م، و از ଦଽ ਠൈঠی. پا।ࡕم ऒوا৯دم، را و  ଽگاه াس و॥ت. ࣺੇࣨودی
 زمان ଽ و ඟ໊دی ඟ়شࢁ و दدردای ඟ໊دم، اطا࠙ࢵت ଽگاه ड़່ودی. ࣅناশ࣎م

و ৳مام ࢟ت ච໔ࣂࡣت؟౽ ૡঙه اඛশھا اල່ودی.و േھام ୀ آوردم، جا ୀ را شࢁඟت
یا যمارم ਗی واৣم را ࢟ت শࢌ از یک م ঌدا و!ૼن ਟی پایان اࣹسان و ل

ീযپارم... ජໍخا ଘ و آورم یاد ଘ ਠনی



ণپاس ච໋اری...

آقای جناب گرانقدرم استاد دریغ بی زحمات از دانم می لازم خود بر یکتا، ایزد درگاه به سپاس ضمن
بودند یاورم و یار دلسوزانه ارزشمندشان، های راهنمایی با تحقیق این مراحل تمامی در که حجازی دکتر
جناب از کنم. گزاری سپاس صمیمانه نکردند دریغ اینجانب به نسبت کمکی هیچ از حوصله و صبر با و
راهگشای شان، ارزنده های رهنمود با که دارم ویژه سپاس ارجمندم مشاور استاد تقصیر بی دکتر آقای
دکتر آقای و بخشنده دکتر آقای جناب فرهیخته و گرامی اساتید از که بجاست همچنین اند. بوده من
در و باشم. داشته خالصانه تشکر و تقدیر اند، داشته عهده بر را نامه پایان این داوری زحمت که زاده هاشم
کمک تمامی خاطر به ام خانواده از است بوده زمینی ام آلام بخش آرام آسمانی شان مهر که آنان از نهایت
که خوبم دوستان همگی از پایان در و نمایم. می تشکر ام زندگی لحظات همه در هایشان دلگرمی و ها

دارم. را تشکر کمال اند بوده همراهم شان گرم حضور با مدت این در
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چൊیده
می قرار بررسی مورد نظری فیزیک در لی گروه روش با دیفرانسیل هندسه کاربرد نامه، پایان این در
دستگاه یک که را آن ژئودزیک کر-نیومن، سیاهچاله روی ریمانی هندسی ساختار دادن قرار با گیرد.
این جوابهای همه ای نقطه تقارن کمک به سپس آوریم. می دست به ١است ODE دیفرانسیل معادله
نقش لی های گروه نامه پایان این در پردازیم. می جوابها تحلیل به پایان در و آورده دست به را دستگاه

دارند. را دیفرانسیل معادله دستگاه حل در اساسی
فضا- مختصات ژئودزیک، معادلات ای، نقطه تقارن لی، گروه های ریمانی، کلیدی:هندسه کلمات

کر-نیومن متریک زمان،

١Ordinary diffrantial equation
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پیشگفتار

یکی دارند. ریاضی ابزار به نیاز نیستند مشاهده قابل شهودی به طور که فیزیکی پدیده های از برخی تحلیل
لمس قابل آن ها اثر فقط که مشاهده قابل غیر رخداد های بعضی مطالعه به که ریاضی شاخه های این از
هستند نجومی پدیده های از یکی سیاهچاله ها اینکه به توجه با است. دیفرانسیل هندسه پردازد می است
هندسه ی مورد در ما تحلیل به می تواند آن ژئودزیک های آنالیز است، زیاد بسیار آن ها پیرامون بحث که
را ژئودزیک معادلات دستگاه جواب های همه ی تقارن گروه های وسیله ی به و کند بسیاری کمک فضا آن

دهیم. انجام ژئودزیک ها مورد در تری کامل آنالیز می توان بنابراین و می آوریم بدست
قرار تاثیر تحت را نور گرانش، که بود داده نشان تر پیش که اینشتین٢ آلبرت ١٩١۵ درسال ابتدا
جوابی شوارتزشیلد٣ کارل بعد ماه چند کرد. مطرح را عام نسبیت نام به خود گرانش نظریه می دهد،
در می کرد. توصیف را کروی ای نقطه ذرات گرانشی میدان که نمود ارائه انیشتین میدانی معادلات برای
نتایج این نمود، معرفی رویداد افق یک عنوان به را شیلد شوارتز سطح فینکلشتین۴ دیوید ،١٩۵٨ سال
رونق سیاهچاله ها و عام نسبیت درباره تحقیقات آن در که عام نسبیت طلایی عصر آغاز با بود مقارن
دقیقی جواب کر۵ روی شد. پیدا سیاهچاله معادله برای نیز تری کلی جوابهای دوره این در یافت. فراوان
متقارن جواب یک نیومن۶ ازرا سال١٩۶۵ در بعد سال دو آورد. دست به چرخان های سیاهچاله برای
متریک که نمود کشف بارالکتریکی با و چرخان سیاهچاله های برای اینشتین میدانی معادله از محوری
سال در لیندکوییست٨ و بویر٧ توسط کر-نیومن هندسه از تحلیلی گسترش حداکثر شد. نامیده کر-نیومن
مراجع به بیشتر توضیحات برای گرفت. قرار تحلیل و تجزیه مورد ١٩۶٨ سال در کارتر٩ توسط و ١٩۶٧

کنید. مراجعه [٢۶ ،٢٧ ،١٣ ،٨ ،٣]
هندسه شاخه کابردهای از یکی می پردازد. کر-نیومن هندسه ژئودزیک های طبقه بندی به تحقیق این
پدیده های روی هموار منیفلد هندسی ساختار یک دادن قرار با که است نظری فیزیک در دیفرانسیل
ریمانی، هندسه در قضیه ای طبق می کند. تعریف آن روی مختصات دستگاه سیاهچاله ها، مثل فیزیکی
بار با چرخان سیاهچاله یک هندسی ساختار می شود. تعریف ریمانی متریک یک منیفلد، هر روی

٢Albert Einstein
٣Karl Schwarzschild
۴David Finkelstein
۵Roy Kerr
۶Ezra T. Newman
٧Boyer
٨Lindquist
٩Brandon Carter



٢ پیشگفتار

و بویر مختصات دستگاه بر مبتنی هندسی الگوی این کند. می تبعیت کر-نیومن هندسه از الکتریکی
به ریمانی متریک یک اساس بر که است (t, r, θ, ϕ) مانند فضا-زمان مختصات نوعی که لیندکوییست،

. [٢ ،١۴ ،٣] است شود می توصیف کر-نیومن متریک نام
از است. نهفته هندسه در راست خط تعریف در هندسه، هر در موضوعه اصول و تعاریف اساس
این یافتن در علوم سایر و هندسه در کاربرد بیشترین هستند، بهینه مسیرهای خطوط، این که آنجا
تشکیل را هندسه آن ژئودزیک معادلات می توان متریک، داشتن با می نامیم. ژئودزیک که مسیرهاست
می بدست را فضا-زمان مختصات برای ژئودزیک معادله دیفرانسیل، هندسه در .[١ ،١٧ ،١۵] داد
فیزیک در و ریمانی هندسه در خصوص به ریاضیات در ژئودزیک معادلات دستگاه جواب های آوریم،
دستگاه تقارن گروه های ابتدا معادلات، دستگاه این حل برای دارد. فراوان اهمیت عام نسبیت ویژه به
بندی طبقه توان می را دستگاه جواب های همه ی تقارن گروه های کمک به سپس می کنیم مشخص را
بنیانگذاری نوتر١١ و ١٠ لی سوفوس توسط بار نخستین دیفرانسیل معادلات در لی گروههای کرد.کاربرد
دیفرانسیل معادلات حل بخشید. معنا دیفرانسیل هندسه در خود امروزی سبک به را آن کارتان١٢ و شد
مبتنی روش این که گرفت قرار بررسی مورد لی توسط آن به وابسته ناورداهای و تقارنی گروههای کمک به
دستگاه یک تقارن گروه گفت توان می مختصر بطور و است. دیفرانسیل معادلات از انتگرالگیری بر
لی دیدگاه از کنند، می تبدیل هم به را دستگاه جوابهای که هستند تبدیلاتی شامل دیفرانسیل معادلات
کرده عمل دستگاه وابسته و مستقل متغییرهای شامل فضاهای روی که هستند هندسی تبدیلات تقارنها
مهمترین از یکی کنند. می عمل کرده، اعمال آنها گراف روی که تبدیلاتی با دستگاه جوابهای روی و
معادلات دستگاه یک بر حاکم پیچیده خطی غیر شرایط میتوان که است این لی گروههای کاربردهای
به موضعا تقارنش گروه های مولد تحت دستگاه آن کوچک بینهایت ناوردایی بوسیله به را دیفرانسیل
دستگاه یک تقارن گروه داشتن است. برخوردار بسزایی اهمیت از فیزیک در که کرد مبدل خطی شرایطی
معادلات دستگاه جوابهای بندی طبقه به توان می آن جمله از که دارد بسیاری مزیتهای دیفرانسیل معادلات

.[٢۴ ،٢٢ ،١٠ ،۶ ،۵] کرد اشاره دیفرانسیل
لی گروه های منیفلدها، قبیل از هندسه اساسی مفاهیم آوردن بر سعی اول فصل در پایان نامه این در
تعاریف و ریمانی هندسه معرفی به دوم فصل در است. شده ... و لی جبرهای آن ها، عمل نحوه ی و
دیفرانسیل معادلات دستگاه و جت فضای مفهوم سوم فصل در .[١۶ ،١٧ ،١۵] پردازیم می آن به مربوط
پایان در و است. شده آورده مثال چند همراه به تقارن ها یافتن چگونگی نحوه ی همچنین و شده بیان
همه تقارن گروههای کمک به و آوریم می دست به را آن ژئودزیکهای و شود می معرفی کر-نیومن هندسه

پردازیم. می جوابها تحلیل به آخر در و آوریم می دست به را ها ژئودزیک معادلات دستگاه جوابهای
زمان در صرف جویی جمله از زیادی مزایای ریاضی محاسبات برای کامپیوتری ابزارهای از استفاده

ایم. کرده استفاده میپل١٣ افزار نرم از محاسبات انجام برای پایان نامه این در دارد. بالا دقت و

١٠Marius Sophus Lie
١١Amalie Emmy Noether
١٢Elie Cartan
١٣Maple



١ فصل

وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم
آن به

ساده زبان به منیفلد است. آن به وابسته ساختارهای و منیفلد با آشنایی مستلزم نگارش این مطالعه ی
جهت این از بیشتر اقلیدسی فضاهای اهمیت است، Rn اقلیدسی فضای شبیه موضعا که است فضایی
با را Rn بر لازم ساختارهای تمام می توان بنابراین هستند فراگیر استاندارد مختصات دارای که است
انجام صریح شکل به را لازم محاسبات آن گاه و کرد تعریف آن بر موجود استاندارد مختصات از استفاده
انتگرالی یا و دیفرانسیلی محاسبات در می تواند Rn خصوص در اطلاعاتی گونه هر دلیل، همین به نمود.
از برخی در مثال عنوان به دارند متنوعی های کاربرد مختلف علوم در ها منیفلد باشد. مفید منیفلدها بر
دارد بنایی زیر نقش ها منیفلد هندسه کوانتوم، نظریه یا و عام نسبیت نظریه مانند فیزیک های شاخه
بزرگی ارتباطی پل عنوان به آن از توان می بلکه شود نمی ختم موارد همین به منیفلد هندسه کاربرد البته
، دیفرانسیل معادلات تئوری در برد[٣]. نام مختلف علوم در ریاضی کاربرد و محض ریاضیات بین
انتگرال یک مقدار بخواهیم گاه هر تر ساده زبان به یا و برخوردارند خاصی اهمیت از ها منیفلد از استفاده
ها منیفلد روی انتگرال مفهوم از استفاده به نیاز کنیم محاسبه نامتناهی یا پیچیده فضای یک روی را
که همان طور پردازیم، می آن به وابسته های ساختار و منیفلد معرفی به فصل این در .[٢١ ،٢٠] داریم
فراگیر توپولوژی حالت در اما است اقلیدسی فضای باز مجموعه زیر یک شبیه شیئی منیفلد شد بیان
لازم اما می شوند نمودار اقلیدسی فضای از مجموعه زیر یک منیفلدها اغلب هرچند است، متفاوت کاملا

دهیم. ارائه آن از عمومی تعریف یک می دانیم

منیفلد ١ . ١

زیر شرایط در که است M توپولوژیکی Mفضای n-بعدی توپولوژیکی منیفلد از منظور .١ . ١ . ١ تعریف
می کند: صدق

باز زیرمجموعه های در مشمول به ترتیب p, q ∈ M نقطه ی دو هر یعنی باشد، هاسدورف M الف)
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.U ∩ V = ∅ که به طوری باشند، U, V ⊂M

باشد. داشته شمارا پایه ای یعنی باشد، دوم نوع شمارای M ب)

باشد، n بعد از اقلیدسی موضعی به طور M پ)

مجموعه زیر روی به U از φ مانند همئومورفیسمی و U مانند باز همسایگی یک دارای M نقطه هر یعنی
باشد. باز باز، هر تصویر که است آن معادل همئومورفیسم باشد. Rn از باز

یا چارت یک (U,φ) زوج به گوییم. می n-بعدی توپولوژیکی (خمینه-چندگونا) منیفلد یک M به
p ∈ U که p ∈ M هر برای .φ(p) = ٠ هرگاه است p ∈ M مرکز به و گوییم می مختصات دستگاه

همچنین است. همئومورفیسم φ : U −→ Rn نگاشت آنگاه باشد، باز U ⊆M اگر است

φ(p) = (x١(p), · · · , xn(p)), ∀١ ≤ i ≤ n xi : x→ R,

Mاست. در باز مجموعه از {Uα}α∈A مانند ای گردایه M از باز پوشش

توپولوژیکی منیفلد یک هم خودش n-بعدی، توپولوژیکی منیفلد یک از باز مجموعه زیر هر .١ . ١ . ٢ لم
است. n-بعدی

است هاسدورف است. Rn اقلیدسی فضای ،n توپولوژیکی منیفلد از بدیهی مثال یک .١ . ١ . ٣ مثال
و گویا مرکز به باز های گوی همه مجموعه زیرا است دوم نوع شمارای و است متریک فضای یک زیرا
شمارای و هاسدورفی خواص که کنیم می یادآوری است. Rn توپولوژی برای شمارا پایه یک گویا، شعاع

است. دوم نوع شمارای و هاسدورف Rn از فضا زیر هر بنابراین ارثی“هستند. دوم”خواص

است، R٢ از فضایی زیر آنکه بدلیل است. توپولوژیکی منیفلد یک R٢ در y = x
٢
٣ نمودار .۴ . ١ . ١ مثال

R با همئومورفیسم (x, x
٢
٣ ) 7−→ x ضابطه با آن نمودار چون باشد می دوم شمارای و هاسدورف پس

است. اقلیدسی موضعا پس است

می گوییم، دیفرانسیل پذیر) یا C∞ ) هموار را F : U ⊆ Rm −→ V ⊆ Rn نگاشت .۵ . ١ . ١ تعریف
نیز F−١ : V ⊆ Rn −→ U ⊆ Rm اگر باشد. پیوسته و موجود مرتبه هر از F جزئی مشتقات هرگاه

است. دیفئومورفیسم F آن گاه باشند، هموار

نگاشت آن گاه باشد، M منیفلد روی همپوش مختصاتی چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر .۶ . ١ . ١ تعریف

ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),

ψ ◦ φ−١ هرگاه، می نامیم سازگار هموار به طور را فوق چارت دو می نامیم. ψ به φ از گذر نگاشت را
باشد. دیفئومورفیسم

منیفلد یک M ×N باشند، nبعدی و mبعدی ترتیب به توپولوژیکی منیفلد دو N و M اگر .١ . ١ . ٧ لم
است. بعدی m + n توپولوژیکی



۵ منیفلد .١ . ١

M n-بعدی توپولوژیکی منیفلد چارت های از متشکل A = {(Uα, φα)} مجموعه ی .١ . ١ . ٨ تعریف
دامنه و باشند سازگار هموار بطور دو به دو A اعضای هرگاه، می گوییم M منیفلد برای اطلس یک را

بپوشانند. را M ،A اعضای

که معنا این به نباشد. دیگری اطلس هیچ در مشمول هرگاه است ماکسیمال Aاطلس .١ . ١ . ٩ تعریف
است. A در مشمول باشند سازگار هموار طور به A اعضای با که دیگری چارت هر

ماکسیمال اطلس یک ،M توپولوژیکی n-بعدی منیفلد روی هموار ساختار یک .١ . ١ . ١٠ تعریف
و دارد نام هموار منیفلد یک هموار، ساختار یک به مجهز n-بعدی توپولوژیکی منیفلد هر است. هموار

می دهیم. نشان  (M,A) با

است. n بعد از (Rn, r١, · · · , rn) چارت تک با هموار منیفلد یک Rn اقلیدسی فضای .١ . ١ . ١١ مثال
میگوییم. Rn روی استانداراد مختصات Rn روی هموار ساختار به

پیوسته f : U −→ Rk تابع و باشد باز U ⊂ Rn کنید فرض پیوسته). توابع (گراف ١ . ١ . ١٢ مثال
تعریف زیر به صورت که است Rn×Rk باز زیرمجموعه که می دهند نشان Γ(f) نماد با را f گراف باشد.

می شود:

Γ(f) = {(x, f(x))|x ∈ U} ⊂ U × Rk,

و بگیرید نظر در را است پوشا و پیوسته نگاشت یک که π١ : Rn × Rk −→ Rn تصویری نگاشت
می شود: تعریف زیر به صورت که است Γ(f) به نسبت π١ نگاشت تحدید φ : Γ(f) −→ U

φ(x, y) = x, (x, y) ∈ Γ(f),

چون است همئومورفیسم همچنین است. پیوسته تابع یک تحدید چون است، پیوسته φ
(Γ(f), φ) و است n بعد از توپولوژیکی منیفلد یک Γ(f) بنابراین است. پیوسته φ−١(x) = (x, f(x))

می باشد. آن مختصاتی چارت

نقطه هر هرگاه گوییم هموار را N و M هموار منیفلد دو بین F :M −→ N نگاشت .١ . ١ . ١٣ تعریف
(V, ψ) مثل چارت یک درون F (p) یعنی آن تصویر و ،(U,φ) مثل چارت یک درون p مانند M از

زیر نگاشت که به طوری باشد

ψ ◦ F ◦ φ−١ : φ(U) −→ ψ(V),

باشد. هموار

منیفلد به M m-بعدی منیفلد از هموار نگاشتی F : M −→ N می کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف
است، n×m ژاکوبین ماتریس رتبه ی با برابر x = (x١, . . . , xm) نقطه در F رتبه باشد. N n-بعدی

JF =

(
∂F i

∂xj

)
, i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . , n.
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F نگاشت می شود. بیان x همسایگی در مناسب موضعی مختصات هر در y = F (x) که x درنقطه
بزرگترین برابر F بعد x ∈ S هر برای اگر است ماکسیمال رتبه دارای S ⊂ M باز زیرمجموعه روی

باشد. ( m یا n (حداکثر ممکن مقدار

اگر این بنابر است. n-بعدی هموار منیفلد یک V مانند n-بعدی برداری فضای هر .١۵ . ١ . ١ مثال
که، کنیم تعریف x 7−→ eix

i ضابطه با e : Rn −→ V ایزومورفیسم و V = spanR{ei}ni=١

می نظر در منیفلد روی چارت عنوان به (V, e−١) و e−١ : V −→ Rn پس e(x) =
∑n

i=١ x
iei

خواص پس است اقلیدسی فضای از فضا زیر یک و برداری فضای یک V چون که است واضح گیریم.
است. هموار (V, e−١) چون است اقلیدسی موضعا و برد می ارث به را دوم نوع شمارایی و هاسدورف

کنیم: می بررسی را فضا این اطلس حال
است، زیر صورت به آن نگاشت که باشد V برای دیگر پایه یک {ẽj}nj=١ کنیم می فرض

ẽj : Rn −→ Vj,

و ẽ(x) =
∑n

j=١ x
j ẽj کنیم، می تعریف را ẽ و است ایزومورفیسم یک که x 7−→ ẽjx

j ضابطه با
داریم، ei =

∑
j A

j
i ẽj هر برای که است پذیر وارون ماتریس یک (Aji ) ماتریس

ẽ−١ ◦ e(x) = x̃, (x̃١, · · · , x̃n),

همچنین، و

n∑
j=١

x̃j ẽj =
n∑
i=١

xiei =
n∑

i,j=١
xjAji ẽj,

منیفلد یک V لذا است. دیفئومورفیسم نگاشت این بنابراین ،x̃j =
∑

j A
j
ix
i که دهد می نشان این و

است. n-بعدی هموار

برداری میدان ١ . ٢

به هرگاه می نامیم a ∈ Rn نقطه در مشتق یک را v : C∞(Rn) −→ R خطی نگاشت .١ . ٢ . ١ تعریف
باشد: برقرار زیر رابطه f, g ∈ C∞(Rn) هر ازای

v(f · g)(a) = g(a) · vf(a) + f(a) · vg(a),

می دهیم: قرار

TaRn = {v| است Rn در مشتق عملگر یک v},

می شود. گفته Rn مماسی فضای TaRn به



٧ برداری میدان .١ . ٢

شکل به را Dv|a : C∞(Rn) −→ R خطی عملگر .١ . ٢ . ٢ تعریف

Dv|a =
d

dt

∣∣∣
t=٠
f(a+ tv), (١ . ١)

می شود. گفته v راستای در و a نقطه در جهتی مشتق (١ . ١) رابطه به می کنیم. تعریف

است. ایزومورفیسم یک va 7−→ Dv

∣∣
a

ضابطه با Rn
a −→ TaRn نگاشت .١ . ٢ . ٣ گزاره

.[۴] برهان.

باشد. Rn در نقطه ای a و باشد Rn بر استاندارد مختصات (x١, . . . , xn) می کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ نتیجه

می باشند. TpRn مماس فضای برای پایه ای { ∂

∂x١

∣∣
a
, . . . ,

∂

∂xn
∣∣
a
مماس{ بردارهای صورت این در

.[۴] برهان.

v : C∞(M) −→ R خطی عملگر باشد. p ∈M و هموار منیفلد یک M کنیم فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
کند، صدق زیر شرط در هرگاه می گوییم p نقطه در مشتق یک را

v(f · g)(p) = g(p) · v(f)(p) + f(p) · v(g)(p).

می دهیم قرار

TpM = {v : C∞(M) −→ R است| p ∈M نقطه در مشتق عملگر v},

می شود. گفته p ∈M نقطه در M منیفلد مماسی TpMفضای به صورت این در

آن ها بین هموار نگاشتی F : M −→ N و هموار منیفلدهای N و M می کنیم فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف
نگاشت p ∈M هر ازای به باشد.

dFp : TpM −→ TF (p)N,

ضابطه با f ∈ C∞(N),v |p∈ TpM, هر ازای به که می نامیم p نقطه در F دیفرانسیل نگاشت را

dF (v |p)f(y) = v
(
f ◦ F

)
(p), y = F (p),

می نامند. پیش برنده نگاشت را آن و می دهند نمایش نیز F∗ با را F دیفرانسیل نگاشت می شود. تعریف

، p ∈ N و منیفلدها بین هموار نگاشت های G : M −→ P و F : N −→ M اگر .١ . ٢ . ٧ گزاره
آن گاه:

است. خطی dFp : TpM −→ TF (p)N الف)

.d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp : TpM −→ TG◦F (p)p ب)
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همانی نگاشت ای، p ∈M نقطه هر در IdM :M −→M همانی نگاشت دیفرانسیل پ)
است. d(IdM)p = IdTpM : TpM −→ TpM

و است ایزومورفیسم dFp : TpM −→ TF (p)N بنابراین باشد، دیفئومورفیسم F اگر ت)

d(F−١)F (p) = (dFp)
−١.

.[۴] برهان.

زیرمنیفلد یک U به باشد. آن باز زیرمجموعه یک U و باشد هموار منیفلد یک M اگر .١ . ٢ . ٨ تعریف
باشد. منیفلد یک M همواری ساختار با U هرگاه گوییم، M باز

شمول نگاشت i : U −→ M و M باز زیرمجموعه یک U هموار، منیفلد یک M اگر .١ . ٢ . ٩ قضیه
است. ایزومورفیسم di : TpU −→ TpM نگاشت p ∈M هر برای آن گاه باشد.

.[۴] برهان.

است. m-بعدی نیز TpM مماسی فضای آن گاه باشد m-بعدی منیفلد یک M اگر .١ . ٢ . ١٠ گزاره

.[۴] برهان.

یعنی، TpM مجزای اجتماع .١ . ٢ . ١١ ⊔تعریف
p∈M

TpM = TM,

می گوییم. M منیفلد مماسی کلاف را

٢m-بعدی هموار منیفلد یک TM آن گاه باشد m-بعدی هموار منیفلد یک M اگر .١ . ٢ . ١٢ قضیه
است. هموار (p, x) 7−→ p ضابطه با π : TM −→M نگاشت که به طوری است

.[۴] برهان.

است. هموار dF : TM −→ TN آنگاه باشد، هموار F :M −→ N اگر .١ . ٢ . ١٣ لم

به TN و TM مختصات که کنیم می تعریف dF برای موضعی مختصات ١ . ٢ . ١٢ قضیه طبق برهان.
شود: می بیان صورت این

dF(x١, · · · , xn, X١, · · · , Xn) = (F ١(x), · · · , F n(x),
∂F ١

∂xi
(x)X i, · · · , ∂F

n

∂xi
(x)X i),

است. هموار F چون است هموار رابطه این



٩ برداری میدان .١ . ٢

مانند نگاشتی M در هموار (منحنی) خم یک باشد. هموار منیفلد یک M اگر .١۴ . ١ . ٢ تعریف
است. هموار تابعی α که به طوری است α : [a, b] −→M

اگر

α′(t٠) = dα(
d

dt
|t=٠) ∈ Tα(t٠)M

α′(t٠) = (dα
d

dt
|t=٠)f =

d

dt
|t=٠(f ◦ α) =

d(f ◦ α)
dt

(t٠)

نقطه در منیفلد در مماس بردار خود که گوییم می t٠ نقطه در α خم سرعت یا مشتق α′(t٠) بردار به
است. α(t٠)

بر مماس v آن گاه ، v ∈ TpM اگر . باشد p ∈ M و هموار منیفلد یک M کنید فرض .١۵ . ١ . ٢ لم
مانند M در هموار خم یک

α : [−a, a] −→M,

کند. صدق زیر شرط در که به طوری است

α(٠) = p, α′(٠) = v.

.[١۶] برهان.

t٠ ∈ I هر برای مفروضند، α : I −→ M هموار خم و F : M −→ N هموار تابع .١۶ . ١ . ٢ قضیه
شود: می تعریف زیر صورت به F ◦ α : I −→ N خم در to نقطه در مماسی بردار

(F ◦ α)′(t٠) = dF (α′(t٠)).

برهان.

(F ◦ α)′(t٠) = dF ◦ α d

dt
|t٠ = dF٠(dα

d

dt
|t٠)

= dF (α′(t٠)).

، π نگاشت از برش یک باشد. پیوسته نگاشت یک π : M −→ N می کنیم فرض .١ . ٢ . ١٧ تعریف
که: به طوری است δ : N −→M مانند آن پیوسته راست وارون یک

π ◦ δ = IdN .

که بطوری است δ : U ⊂ N −→M مانند موضعی پیوسته نگاشت یک موضعی، برش یک

π ◦ δ = IdU .



١٠ آن به وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم .١

یک p ∈ M نقطه هر به که است نگاشتی ،M منیفلد بر v برداری میدان از منظور .١ . ٢ . ١٨ تعریف
کلاف از برش یک ،M بر برداری میدان دیگر، به عبارت یا می سازد. متناظر vp ∈ TpM مماس بردار
می نمایش X(M) نماد با را M هموار منیفلد روی برداری های میدان همه مجموعه است. TM مماس

دهیم.

چارت هر برای باشد آن در نقطه ای p و m-بعدی هموار منیفلد یک M کنید فرض .١ . ٢ . ١٩ قضیه
برای پایه یک

{ ∂

∂x١ ,
∂

∂x٢ , . . . ,
∂

∂xm

}
می باشد، φ = (x١, . . . , xn) که p نقطه شامل (U,φ) هموار

می شود: تعریف زیر به صورت که می دهد تشکیل TpM

∂

∂xi
∣∣
p
= d(φ−١)φ(p)

(
∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

)
.

.[٢١] برهان.

بردارهای و باشند Rn از نقطه ای p و هموار نگاشتی F : Rn −→ Rm کنید فرض .١ . ٢ . ٢٠ مثال
{ ∂

∂y١ |F (p), . . . ,
∂

∂ym
|F (p)} و TpRn مماس فضای برای پایه ای { ∂

∂x١ |p, . . . ,
∂

∂xn
|p} مماس

خطی نگاشت صورت این در باشد. TF (p)Rm مماس فضای برای پایه ای

dF : TpRn −→ TF (p)Rm,

آن در که می شود، داده نشان [aij] ∈ Rm×n ماتریس با پایه دو این به نسبت

dF
( ∂

∂xj
∣∣
p

)
=

m∑
k=١

akj
∂

∂yk
∣∣
F (p)

. (١ . ٢)

تاثیر با صورت، این در ،F = (F ١, . . . , Fm) یعنی باشد F نگاشت i-ام مقدار F i := yi ◦ F گیریم
فرمول راست سمت کنیم. محاسبه را aij می توانیم yi مختصاتی توابع بر (١ . ٢) فرمول طرف دو هر دادن

با: است برابر (١ . ٢)
m∑
k=١

akj
∂

∂yk
|F (p) y

i =
m∑
k=١

akj∂
i
k = aij.

با: است برابر (١ . ٢) فرمول چپ سمت و

dF
( ∂

∂xj
∣∣
p

)
yi =

∂

∂xj
∣∣
p
(yi ◦ F ) = ∂F i

∂xj
(p).

عبارت ∂

∂yj
|F (p) و ∂

∂xi
|p استاندارد پایه های به نسبت dF خطی نگاشت نمایش ماتریس بنابراین،

. p درنقطه F نگاشت ژاکوبی ماتریس از است

و w اینصورت در v ∈ X(M) و w ∈ X(N) هموار، F : N −→ M کنید فرض .١ . ٢ . ٢١ تعریف
باشیم: داشته p ∈M هر برای هرگاه گوییم F-مرتبط را v

dFp(w) = vF (p).



١١ برداری میدان .١ . ٢

روی را کروشه لی عملگر باشد. هموار تابع یک f و هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ٢ . ٢٢ تعریف
می کنیم: تعریف زیر شکل به M برداری میدان های مجموعه

[v,w] : C∞(M) −→ C∞(M),

[v,w]f = vwf −wvf, v,w ∈ X(M),

صورت این به که است p نقطه در مشتق ،p ∈M نقطه در v و w برداری های میدان لی کروشه بنابراین
آید: می بدست

[w,v]pf = wp(vf)− vp(wf).

است. برداری میدان [v,w] آن گاه باشند، M روی برداری میدان دو w و v اگر .١ . ٢ . ٢٣ لم

داریم: f, g ∈ C∞(M) دلخواه و هموار توابع برای برهان.

[v,w](af + bg) = vw(af + bg)−wv(af + bg)

= v(awf + bwg)−w(avf + bvg)

= avwf + bvwg − awvf − bwvg

= a(vw −wv)f + b(vw −wv)g

= a[v,w]f + b[v,w]g,

(١ . ٣)

است. خطی کروشه لی که می گیریم نتیجه (١ . ٣) رابطه از

[v,w](f · g) = vw(f · g)−wv(f · g)
= v(g ·w · f + fw · g)−w(g · v · f + fv · g)
= v(g ·w · f) + v(f ·w · g)−w(g · v · f)−w(f · v · g)
= wfvg + gvwf +wgvf + fvwg − vfwg − gwvf − vgwf − fwvg

= f(vw −wv)g + g(vw −wv)f

= f [v,w]g + g[v,w]f,

(۴ . ١)

کروشه لی بنابراین می کند. صدق لایپ نیتس قاعده در کروشه لی که می گیریم نتیجه (۴ . ١) از هم چنین و
می شود: تعریف زیر به صورت که است برداری میدان و مشتق عملگر یک

[ , ] : X(M)× X(M) −→ X(M),

(v,w) 7−→ [v,w] = vw −wv.

و w = wi ∂
∂wi ، باشند M هموار منیفلد روی برداری میدان دو v و w هرگاه .٢۴ . ١ . ٢ گزاره

و w لی کروشه بنابراین باشد. M برای wi مختصات دستگاه در v و w مختصاتی نمایش v = vi ∂
∂vj

دارد: را زیر مختصاتی نمایش v

[w,v] = (wi ∂v
i

∂wi
− vi

∂wj

∂wi
)
∂

∂wj



١٢ آن به وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم .١

شود: می نوشته اختصار به و

[w,v] = (wvj − vwj)
∂

∂wj

برهان.

[w,v]f = wi ∂

∂wi
(vj

∂f

∂wi
)− vi

∂

∂wj
(wj ∂f

∂wi
)

= wi ∂v
j

∂wi
∂f

∂wj
+wivj

∂٢f

∂wi∂wj
− vj

∂wi

∂wj
∂f

∂wi
− vjwi ∂٢f

∂wj∂wi

= wi ∂v
j

∂wi
∂f

∂wj
− vj

∂wi

∂wj
∂f

∂wi

wi,vi اگر .v١,v٢ ∈ X(M) و w١,w٢ ∈ X(M) و هموار F : M −→ N هرگاه .٢۵ . ١ . ٢ قضیه
هستند. -مرتبط F [v١,v٢] و [w١,w٢] آنگاه باشند -مرتبط F

.[٢١] برهان.

بنابراین w١,w٢ ∈ X(M) و باشد دیفئومورفیسم F :M −→ N اگر .٢۶ . ١ . ٢ قضیه

[dFpw١, dFpw٢] = dFp[w١,w٢].

مرتبط - F ،v٢ و v١ برداری های میدان ترتیب به w٢ و w١ پس است، دیفئومورفیسم F چون برهان.
dFpw١ = v١ و dFpw٢ = v٢ ، f ∈ C∞(N) و هستند

[dFpw١, dFpw٢]f = [v١,v٢]f = dFp[w١,w٢]f.

هرگاه: شوند می جابجا v و w برداری میدان دو .١ . ٢ . ٢٧ تعریف

[w,v] f = ٠, wvf = vwf, f ∈ C∞(M),

است: شده تعریف زیر صورت به w,v ∈ X(R٣) برداری میدان دو .١ . ٢ . ٢٨ مثال

w = w
∂

∂w
+

∂

∂v
+w(v + ١) ∂

∂z
, v =

∂

∂w
+ v

∂

∂z
,

بنابراین:

[w,v] = w (١) ∂

∂w
+w (v)

∂

∂z
− v (w)

∂

∂w

−v (١) ∂
∂v
− v (w(v + ١)) ∂

∂z

= ٠ ∂

∂w
+ ١ ∂

∂z
− ١ ∂

∂w
− ٠ ∂

∂v
− (v + ١) ∂

∂z

= − ∂

∂w
− v

∂

∂z
.



١٣ برداری میدان .١ . ٢

کند: می صدق زیر خواص در لی کروشه v,w, z ∈ X(M) برداری های میدان برای .١ . ٢ . ٢٩ گزاره

است: خطی a, b ∈ R هر برای الف)

[aw + bv, z] = a[w, z] + b[v, z], [z, aw + bv] = a[z,w] + b[z,v].

است: متقارن پاد ب)

[w,v] = −[v,w].

کند: می صدق ژاکوبی اتحاد در پ)

[w[v, z]] + [v, [z,w]] + [z[w,v]] = ٠.

f, g ∈ C∞(M) هر برای ت)

[fw, gv] = fg[w,v] + (fwg)v − (gvf)w.

. شود[۴] می ثابت لی کروش تعریف به توجه با برهان.

p ∈M نقطه Fدر نگاشت رتبه بنابراین باشد هموار نگاشت یک F :M −→ N اگر .١ . ٢ . ٣٠ تعریف
rankF = dim ImdFp ⊂ TF (p)N یعنی dFp : TpM −→ TF (p)N نگاشت، رتبه با است برابر

بنابراین،
rankF ≤ min{dimM, dimN}.

این به .rankF = dimN هرگاه دارد نام سابمرژن یک F : M −→ N نگاشت .١ . ٢ . ٣١ تعریف
باشد. پوشا dFp : TpM −→ TF (p)N ،p ∈M هر ازای به که معنا

معنا این به .rankF = dimM هرگاه دارد نام ایمرژن یک F :M −→ N نگاشت .١ . ٢ . ٣٢ تعریف
باشد. یک به یک dFp : TpM −→ TF (p)N ،p ∈M هر ازای به که

ثابت، نقاط تمام در F (t) = (cos t, sin t, t٢) ضابطه با F : R −→ R٣ نگاشت رتبه .١ . ٢ . ٣٣ مثال
شود: می تعریف زیر صورت به آن ژاکوبین همچنین است. ایمرژن نگاشت یک و ١ یعنی دامنه بعد برابر

JF =


−sint
cost

٢t

 .

نقاط تمام در F (x, y, z) = x٢ − y + z٣ ضابطه با F : R٣ −→ R نگاشت رتبه .٣۴ . ١ . ٢ مثال
تعریف زیر صورت به آن ژاکوبین همچنین است. سابمرژن نگاشت یک و یعنی١ برد بعد برابر ثابت،

شود: می

JF = (٢x − ١ ٣z٢).



١۴ آن به وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم .١

ضابطه با πi :M١ × · · · ×Mk −→M i نگاشت تصویری). (نگاشت ٣۵ . ١ . ٢ مثال
این بنابراین است برد بعد برابر نقاط تمامی در تابع این رتبه است. مفروض (p١, . . . , pk) 7−→ pi

است. سابمرژن نگاشت

هموار نگاشت یک F : M −→ N کنیم فرض منیفلدها). در معکوس تابع (قضیه ٣۶ . ١ . ٢ قضیه
dFp : TpM ←− TF (p)N ،p ∈ M هر ازای به هرگاه باشند. N و M همبعد منیفلد دو بین
است موجود V مانند F (p) از همسایگی یک و U مانند p از همسایگی یک آنگاه باشند، ایزومورفیسم

است. دیفئومورفیسم F
∣∣
U٠

: U٠ −→ V٠ که

.[۴] برهان.

و m-بعدی هموار منیفلد دو ترتیب به N و M کنید فرض .( منیفلدها در رتبه (قضیه ١ . ٢ . ٣٧ قضیه
چارت یک p ∈ M هر ازای به باشد، k ثابت رتبه با هموار نگاشت یک F : M −→ N و n-بعدی
F (p) مرکز به (y١, . . . , yn) مانند مختصاتی چارت یک و p مرکز به (x١, . . . , xm) مانند مختصاتی

: که به طوری است موجود

F (x١, . . . , xm) = (x١, . . . , xk,٠, . . . ,٠),

: آنگاه باشد، سابمرژن F اگر به ویژه

F (x١, . . . , xk, . . . , xm) = (x١, . . . , xn),

: آنگاه باشد، ایمرژن F اگر و

F (x١, . . . , xm) = (x١, . . . , xm,٠, . . . ,٠).

.[۴] برهان.

M ایمرژن منیفلد زیر اصطلاحا را f : N −→M یک به یک ایمرژن یک f(N) نگاره .١ . ٢ . ٣٨ تعریف
U ⊆ f(N) یعنی، می شود. فراهم f توسط f(N) بر توپولوژی که است این بر فرض پس این از گویند.

باشد. باز f−١(U) ⊆ N اگر تنها و اگر است باز

نگاشت تعریف می گردد، π(p,X) = p به صورت که π : TM −→ M نگاشت .١ . ٢ . ٣٩ تعریف
در که می شود ظاهر مماس کلاف بر جدیدی ساختار تعریف این با نامیده می شود. TM طبیعی تصویر

می پردازیم: آن تعریف به زیر

معکوس تصویر صورت این در باشد. دلخواه نگاشتی π : E −→ M کنید فرض .۴١ . ٢ . ٠ تعریف
نشان  Ep نماد با را p در تار اغلب می نامیم. p در تار را p ∈ M نقطه هر π−١(p) := π−١({p})
ϕ : E −→ E ′ نگاشت ،π : E −→ M و π′ : E ′ −→ M مفروض نگاشت دو هر به ازای می دهیم.

داریم: p ∈M هر ازای به که گوییم تار حافظ صورتی در را

ϕ(Ep) ⊆ E ′
p.



١۵ برداری میدان .١ . ٢

هرگاه: گوییم بدیهی موضعا صورتی در را π : E −→M پوشای و هموار نگاشت .۴١ . ٢ . ١ تعریف

است. r بعد با برداری فضای ساختار دارای π−١(p) تاری هر •

ϕ : π−١(U) −→ U×Rr تاری حافظ دیفئومورفیسم ، p از U باز همسایگی p ∈M هر ازای به •
ϕ |π−١(q): π

−١(q) −→ {q} × Rr تحدید ، q ∈ U هر ازای به که باشد داشته وجود چنان
برای بدیهی ساز باز مجموعه را بازی مجموعه چنین است. برداری فضاهای بین ایزومورفیسمی

می نامند. U روی E برای بدیهی سازی را ϕ و E

M ،E هموار منیفلدهای از متشکل (E,M, π) تایی سه یک ،r رتبه از هموار برداری کلاف از منظور
فضای را E منیفلد می باشد. r رتبه از بدیهی موضعا که است π : E −→ M پوشای هموار نگاشت  و

می نامند. مماس کلاف برای پایه فضای را M و کلی

،p ∈ U هر ازای به باشد. باز U ⊂ M ، M روی برداری کلاف یک E کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٢ تعریف
Ep تار از اعضایی به عنوان هرگاه هستند، خطی مستقل {δ١(p), . . . , δk(p)} برش های مجموعه ی

باشند. داشته خطی استقلال
است، δi : U −→ E که {δ١, . . . , δk} مانند هموار برش های از تایی k یک M برای موضعی کنج یک
باشند. هموار آن معرف برش های که گوییم هموار صورتی در را کنج بسازد. Ep برای پایه یک که به طوری

می گویند. فراگیر کنج کنج، این به باشد M کل U اگر

ضابطه با π : TM −→ M نگاشت چون که است. برداری کلاف یک مماسی کلاف .۴١ . ٢ . ٣ مثال
.π−١(p) = TpM ≃ {p} × Rk و پوشاست و هموار vp 7−→ p

و TM برای موضعی کنج یک { ∂

∂x١ |p, . . . ,
∂

∂xn
|p} برداری میدان های مجموعه .۴۴ . ١ . ٢ مثال

است. TpM تار برای پایه یک

بپذیرد. فراگیر کنج یک هرگاه دارد، نام پذیر توازی M هموار منیفلد .۴۵ . ١ . ٢ تعریف

x = (x١, . . . , xn) مختصات دستگاه با Rn از k-بعدی منیفلد زیر Mیک کنید فرض .۴۶ . ١ . ٢ تعریف
می کنیم. تعریف زیر شکل به M برای چارت یک صورت این در باشد.

{(x١, . . . , xk, . . . , xn) | xk+١ = cn+١, . . . , x
n = cn},

است: زیر شکل به S مانند M از زیرمجموعه ای M در U k-برش یک باشد، باز U ⊂ Rn اگر

S = {(x١, . . . , xk, xk+١, . . . , xn) | xk+١ = cn+١, . . . , x
n = cn}

همئومورف
≃ Rk.

نقطه هر هرگاه است M از شده ایمبد k-بعدی زیرمنیفلد یک را M از S منیفلد زیر .۴١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد U از k-برش یک U ∩S که به طوری باشد (U,φ) مانند M از چارت یک درون p ∈ S مانند آن

و

dimM − dimS = k.



١۶ آن به وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم .١

مجموعه باشد. M در نقطه ای c و است هموار F : N −→M کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٨ تعریف

F−١(c) = {p ∈ N |F (p) = c},

است. F نگاشت تراز مجموعه یک

صورت این در باشد. k ثابت رتبه با هموار نگاشت یک F : N −→ M کنیم فرض .۴١ . ٢ . ٩ قضیه
یعنی: است، k نقصان بعد از N شده ایمبد بسته زیرمنیفلد یک F تراز مجموعه هر

dimF−١(c) = dimM − k.

حال است. بسته M در F−١(c) که است واضح می گیریم. نظر در را F−١(c) تراز مجموعه برهان.
چارت (V, ψ) و p شامل چارت (U,φ) اگر ،١ . ٢ . ٣٧ قضیه طبق باشد. p ∈ F−١(c) می کنیم فرض

داریم: آن گاه باشد، F (p) شامل

F (x١, . . . , xk, xk+١, . . . , xm) = (x١, . . . , xk,٠, . . . ,٠),

نوشت: مختلف Uهای ازای به F−١(c) ∩ U اجتماع به صورت می توان را F−١(c) بنابراین

F−١(c) ∩ U =
{
(x١, . . . , xm) | x١ = ٠, . . . , xm = ٠

}
,

داریم: بنابراین

dimF−١(c) = m− k.

تانسور ١ . ٣

نگاشت صورت این در باشند. برداری فضاهای V١, . . . , Vk,W کنیم فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
باشیم: داشته هرگاه می گوییم، k-خطی نگاشت یک را F : V١ × · · · × Vk −→W

F (v١, . . . , avi + bv′
i, . . . ,vk) = aF (v١, . . . ,vk) + bF (v١, . . . ,vk).

فضای روی کواریان k-تانسور یک F : V١ × · · · × Vk −→ R k-خطی نگاشت .١ . ٣ . ٢ تعریف
دارد. نام V برداری

T, S تانسوری ضرب آن گاه T ∈ T k(V ), S ∈ T l(V ) و برداری فضای یک V اگر .١ . ٣ . ٣ تعریف
می شود. تعریف زیر به صورت

T ⊗ S : V × · · · × V × V × · · · × V −→ R,

(T ⊗ S)(v١, . . . ,vk,vk+١, . . . ,vk+l) = T (v١, . . . ,vk) · S(vk+١, . . . ,vk+l).



١٧ تانسور .١ . ٣

می دهیم نشان T k(V ) با را V برداری فضای روی کواریان k-تانسورهای تمام مجموعه .۴ . ١ . ٣ تعریف
شکل به را T k(V ) نمادین به طور و

T k(V ) = V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗,

می دهند. نشان

است. برداری فضای یک T k(V ) .۵ . ١ . ٣ قضیه

پس T١ + T٢ ∈ T k(V ) لذا T١, T٢ ∈ T k(V ) کنید فرض برهان.

(T١ + T٢)(v١, · · · ,vi + v′
i, · · · ,vk) = T١(v١, · · · ,vi + v′

i, · · · ,vk)

+ T٢(v١, · · · ,vi + v′
i, · · · ,vk)

= T١(v١, · · · ,vi, · · · ,vk) + T١(v١, · · · ,v′
i, · · · ,vk)

+ T٢(v١, · · · ,vi, · · · ,vk) + T٢(v١, · · · ,v′
i, · · · ,vk)

= (T١ + T٢)(v١, · · · ,vi, · · · ,vk)

+ (T١ + T٢)(v١, · · · ,v′
i, · · · ,vk),

و

(aT١)(v١, · · · ,vi, · · · ,vk) = aT١(v١, · · · ,vi, · · · ,vk),

است. خطی کواریان تانسور k پس .aT١ ∈ T k(V ) بنابراین

برداری فضای یک فضا این دوگان باشد، برداری فضای یک V = spanR{ei}ni=١ اگر .۶ . ١ . ٣ تعریف
رابطه در φi(ej) = δij به صورت یکدیگر با آن پایه های که است V ∗ = spanR{φi}ni=١ شکل به

هستند.

،j ∈ {١, · · · , k} هر برای ،n١, · · · , nk بعد از حقیقی برداری فضای V١, · · · , Vk اگر .١ . ٣ . ٧ لم
آنگاه باشند، V ∗

j دوگان فضای پایه (ε١
(j), · · · , ε

(nj)
j ) و Vj برای پایه یک (E(j)

١ , · · · , E(j)
nj )

B = {ε(i١) ⊗ · · · ⊗ ε(ik) : ١ ≤ i١ ≤ n١, · · · ,١ ≤ ik ≤ nk},

است. nk آن بعد که است L(V١, · · · , Vk;R) برای پایه یک

.[٢٩] برهان.

،j ∈ {١, · · · , k} هر برای و باشند n١, · · · , nk بعد با حقیقی برداری فضای V١, · · · , Vk اگر .١ . ٣ . ٨ لم
مجموعه بنابراین باشند، Vj برای پایه یک (E(j)

١ , · · · , E(j)
nj )

φ = {E(i١) ⊗ · · · ⊗ E(ik) : ١ ≤ i١ ≤ n١, · · · ,١ ≤ ik ≤ nk},

است. nk آن بعد که است V١ ⊗ · · · ⊗ Vk برای پایه یک
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.[٢٩] برهان.

خطی -k نگاشت به باشد، n-بعدی برداری فضای یک V اگر .١ . ٣ . ٩ تعریف

T : V ∗ × · · · × V ∗ −→ R

می گوییم. V برداری فضای روی کنتراواریان k-تانسور یک

به را Tk(V ) و می دهیم نشان Tk(V ) با را کنتراواریان k-تانسورهای تمام مجموعه .١ . ٣ . ١٠ تعریف
شکل

Tk(V ) := V ⊗ · · · ⊗ V,

می دهند. نشان

تانسور یک T : V × · · · × V × V ∗ × · · · × V ∗ −→ R k)-خطی + l) نگاشت .١ . ٣ . ١١ تعریف
بعدی -nk+l برداری فضای یک که دهیم می نمایش T kl (V ) با را آن و گوییم می

(
k
l

)
نوع از آمیخته

شود: می نوشته زیر صورت به نمایش پایه و است

L = {εi١ ⊗ · · · ⊗ εik ⊗ Ej١ ⊗ · · · ⊗ Ejl : ١ ≤ i١, · · · , ik, j١ · · · , jl ≤ n},

لذا،

T =
n∑

i١,··· ,ik=١
T
j١,··· ,jl
i١,··· ,ik ε

i١ ⊗ · · · ⊗ ε(ik) ⊗ Ej١ ⊗ · · · ⊗ Ejl ,

است متقارن V برداری فضای روی T : V × · · · × V −→ R کواریان k-تانسور .١ . ٣ . ١٢ تعریف
،١ ≤ i < j ≤ k هر برای هرگاه

T (v١, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . ,vk) = T (v١, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . ,vk).

می دهیم. نمایش Σk(V ∗) با را V برداری فضای روی متقارن k-تانسورهای تمام فضای

کواریان تانسور -k ،i, j مجزای اندیس جفت هر V, · · · , Vk های بردار همه برای .١ . ٣ . ١٣ تعریف
: هرگاه است متناوب V برداری فضای روی T : V × · · · × V −→ R

T (v١, . . . ,vi, . . . ,vj, . . . ,vk) = −T (v١, . . . ,vj, . . . ,vi, . . . ,vk).

نمایش Λk(V ∗) با را V برداری فضای روی متناوب k-تانسورهای تمام فضای .١۴ . ١ . ٣ تعریف

است.
(
n

k

)
= n!

k!(n−k)! برابر آن بعد همچنین و .Λk(V ∗) ⊂ T k(V ∗) که می دهیم

در M روی کوواریان k-تانسورهای تمام مجموعه باشد. هموار منیفلد یک M هرگاه .١۵ . ١ . ٣ تعریف
می دهیم. نشان T k(T ∗

pM) با را p نقطه



١٩ دیفرانسیلی فرم .۴ . ١

دیفرانسیلی فرم ۴ . ١

صورت به را M روی کواریان تانسوری -k کلاف باشد، هموار منیفلد یک M هرگاه .١ . ۴ . ١ تعریف
کنیم: می تعریف زیر

T kTM =
⊔
p∈M

T k (TpM) .

صورت به را M روی واریان کنترا تانسوری -l کلاف باشد، هموار منیفلد یک M هرگاه .٢ . ۴ . ١ تعریف
کنیم: می تعریف زیر

TlTM =
⊔
p∈M

Tl (TpM) .

صورت به را M روی آمیخته تانسوری -(k, l) کلاف باشد، هموار منیفلد یک M هرگاه .٣ . ۴ . ١ تعریف
کنیم: می تعریف زیر

T k,lTM =
⊔
p∈M

T kl (TpM) .

.J k (M) =
{
T kMبرشهای هموار

}
کواریان، تانسوری های میدان مجموعه الف)

.Jl (M) = {TlM برشهای هموار } واریان، کنترا تانسوری های میدان مجموعه ب)

.J k
l (M) =

{
T kl M برشهای هموار

}
آمیخته، تانسوری های میدان مجموعه پ)

Ei١⊗· · ·⊗Eik اگر باشد. M هموار منیفلد روی مختصات دستگاه یک xi کنیم فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف
تانسوری های میدان آنگاه باشد، کواریان و واریان کنترا تانسور های پایه ترتیب به εi١ ⊗ · · · ⊗ εik و

کنیم: می تعریف صورت این به را A

A =


Ai١···ik dx

i١ ⊗ · · · ⊗ dxik , A ∈ J kM

Ai١···ik ∂
∂xi١
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xik
, A ∈ JkM

A
j١···il
i١···ik dx

i١ ⊗ · · · ⊗ dxik ⊗ ∂

∂xj١ ⊗ · · · ⊗
∂

∂xjl
, A ∈ J k

l M.

نگاشت آنگاه باشد. M روی کواریان تانسورها -k کلاف π : TK(TM) −→Mاگر .۵ . ۴ . ١ تعریف
.π ◦ δ = IdM هرگاه، می گوییم T k(T ∗M) از برش یک δ :M −→ T k(T ∗M)

هموار تانسوری میدان این گوییم. می تانسوری میدان یک را تانسوری کلاف از برش هر .۶ . ۴ . ١ تعریف
باشد. هموار آن های برش هرگاه است

که می نامند M روی متناوب k-تانسورهای کلاف را T k(T ∗
pM) مجزای اجتماع .٧ . ۴ . ١ تعریف

می شود: نوشته زیر به صورت

Λk(T ∗M) =
⊔
p∈M

Λk(T ∗
pM).
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ضرب باشد ω ∈ Λk(V ∗), η ∈ Λl(V ∗) و متناهی بعد با برداری فضای یک V اگر .٨ . ۴ . ١ تعریف
می شود: تعریف زیر به صورت وج

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η).

روی دیفرانسیلی فرم چند ξ و η′ ، η ، ω′ ، ω کنید فرض .( ای١ گوه ضرب (ویژگی های ٩ . ۴ . ١ گزاره
: آن گاه باشند، a, a′ ∈ R و V متناهی بعد با برداری فضای

است: دوخطی •

(aω + a′ω′) ∧ η = a(ω ∧ η) + a′(ω′ ∧ η),
η ∧ (aω + a′ω′) = a(η ∧ ω) + a′(η ∧ ω′).

است: شرکت پذیر •

ω ∧ (η ∧ ξ) = (ω ∧ η) ∧ ξ.

آن گاه: η ∈ Λl(V ∗) و ω ∈ Λk(V ∗) اگر یعنی : است تعویص ناپذیر •

ω ∧ η = (−١)klη ∧ ω.

.[٢٠] برهان.

Alt : T k(V ∗) −→ Λk(V ∗) نگاشت باشد، متناهی بعد با برداری فضای یک V اگر .١٠ . ۴ . ١ تعریف
می دهیم: نمایش زیر به صورت را

Alt(T ) =
١
k!

∑
δ

(sgnδ)T (vδ(١), . . . ,vδ(k)).

است. {v١, · · · ,vk} تایی -k روی ممکن جایگشتهای تمام δ که

k-فرم یک را Λk(TM) از هموار برش یک باشد، هموار منیفلد یک M اگر .١١ . ۴ . ١ تعریف
دهیم: می نشان زیر صورت به و π ◦ σ = IdM بطوریکه گوییم، دیفرانسیلی

Ωk(M) = Γ(Λk(TM)).

و است بعدی -
(
n

k

)
برداری فضای یک Ωk(M) لذا باشد، n-بعدی هموار منیفلد یک M هرگاه

k-فرم یک مختصات، دستگاه این در آنگاه باشد، M هموار منیفلد روی مختصات دستگاه یک xi اگر
دهیم: می نمایش زیر صورت به دیفرانسیلی

ω =
n∑

i١···ik=١
ωi١···ikdx

i١ ∧ · · · ∧ dxik

.ωi١···ik ∈ C∞(M) و
١Wedj product



٢١ خارجی دیفرانسیل .۵ . ١

کنیم: می تعریف ω ∈ Ω١(R٣), ζ ∈ Ω٢(R٣) اگر .١٢ . ۴ . ١ مثال

ω = xydx+ sin zdz, ξ =
(
x٢ − z٢) dx ∧ dy +

١
x٢ + y٢dy ∧ dz

بنابراین

ω ∧ ξ =
xy

x٢ + y٢dx ∧ dy ∧ dz +
(
x٢ − z٢) sin zdz ∧ dy ∧ dy

=

(
xy

x٢ + y٢ +
(
x٢ − z٢) sin z) dx ∧ dy ∧ dz.

F∗ : TpM نگاشت→− دوگان باشد، هموار نگاشت یک F :M −→ N کنید فرض .١٣ . ۴ . ١ تعریف
است F ∗ : T ∗

F (p)N −→ T ∗
pM صورت به خطی نگاشت یک که دهیم می نشان F ∗ با را TF (p)N

به کشنده پس ،ω ∈ T ∗
F (p)N و V ∈ T ∗

pM هر برای بنابراین شود. می نامیده کشنده پس نگاشت و
گذارد، می اثر ω روی زیر شکل

F ∗(ω)V = ω(dFV ).

پس نگاشت p ∈ M هر ازای به باشد، هموار نگاشت یک F : M −→ N اگر .١۴ . ۴ . ١ تعریف
کنبم: می تعریف زیر به صورت را ω ∈ Ωk(N) برای کشنده

F ∗ : Ωk(N) −→ Ωk(M)(
F ∗(ω)

)
(v١ · · ·vk) = ω

(
F∗(v١) · · ·F∗(vk)

)
, (∀i vi ∈ TpM).

آن گاه: باشد، هموار F :M −→ N کنیم می فرض (ویژگی ها). ١۵ . ۴ . ١ گزاره

است. خطی F ∗ : Ωk(N) −→ Ω∗(M) .١

.F ∗(ω ∧ η) = F ∗(ω) ∧ F ∗(η) .٢

.[٢٠] برهان.

خارجی دیفرانسیل ۵ . ١

تعریف زیر صورت به را خارجی) (دیفرانسیل دیفرانسیل عملگر ،ω ∈ Ωk(M) هرگاه .١ . ۵ . ١ تعریف
کنیم: می

d : Ωk(M) −→ Ωk+١(M)

اگر که

ω =
n∑

i١···ik=١
ωi١···ikdx

i١ ⊗ · · · ⊗ dxik ,
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بنابراین

dω =
n∑

i١···ik=١
dωi١···ikdx

i١ ⊗ · · · ⊗ dxik ,

است. فرم -(k + ١) یک

،F : R٢ −→ R٣ اگر .٢ . ۵ . ١ مثال
ω =

(
z − x٢) dx ∧ dy +

(
y٢ − xz

)
dy ∧ dz ∈ و F (x, y) =

(
xy, x٢ − y٢,٣x٢y

)
,

بنابراین Ω٢(R⊯)

dω = d
(
z − x٢) ∧ dx ∧ dy + d

(
y٢ − xz

)
∧ dy ∧ dz

= dz ∧ dx ∧ dy − zdx ∧ dy ∧ dz = (١− z) dx ∧ dy ∧ dz.

خواص باشد، M هموار منیفلد روی دیفراسیل عملگر d : Ωk(M) −→ Ωk+١(M) اگر .٣ . ۵ . ١ گزاره
است: برقرار زیر

.df(X) = Xf باشد، M روی برداری میدان یک X و هموار تابع یک f اگر الف)

.d (ω ∧ ζ) = dω ∧ ζ + (−١)kω ∧ dζ آنگاه ،ω ∈ Ωk(M), ζ ∈ Ωl(M) اگر ب)

.d٢ω = ٠ آنگاه ،ω ∈ Ωk(M) اگر پ)

.d(ω١ + ω٢) = dω١ + dω٢ آنگاه ،ω١, ω٢ ∈ Ωk(M) اگر ت)

.[٢١] برهان.

.F ∗(dω) = d(F ∗ω) آنگاه ،ω ∈ Ωk(M) و هموار نگاشت یک F :M −→ N اگر .۴ . ۵ . ١ قضیه

.[٢١] برهان.

بنابراین: X,Y ∈ X(M) و ω ∈ Ω١(M) اگر .۵ . ۵ . ١ قضیه

dω (X, Y ) = X (ω (Y ))− Y (ω (X))− ω [X, Y ] .

u, v ∈ C∞(M) و ω = udv کنید فرض برهان.

d (udv) (X, Y ) = du ∧ dv (X, Y ) = du (X) dv (Y )− dv (X) du (Y ) ,

و

X (udv (Y ))− Y (udv (X))− udv [X,Y ] = X (uY v)− Y (uXv)− u [X, Y ] v

= (XuY v + uXY v)− (Y uXv + uY Xv)

−u (XY v − Y Xv) = Xu.Y v − Y u.Xv.



٢٣ لی مشتق .۶ . ١

لی مشتق ۶ . ١

شار و X برداری میدان به نسبت M هموار منیفلد روی σ تانسوری میدان لی مشتق .١ . ۶ . ١ تعریف
شود: می تعریف زیر صورت به θt

(Lσ)p =
d

dt
|t=٠(θ

⋆
t σ)p = lim

t→٠

θ⋆t (σθt (p))− σp
t

,

است. کواریان تانسوری -k میدان خود برداری، میدان یک به نسبت کواریان تانسوری -k میدان مشتق

ضرب باشد. M روی برداری میدان یک X و دیفرانسیلی فرم -k یک ω کنید فرض .٢ . ۶ . ١ تعریف
می بیان زیر شکل به که است M روی دیفرانسیلی -فرم (k − ١) یک ،X برداری میدان در ω داخلی

شود:

⌟ : Ωk(M) −→ Ωk−١(M)

X⌟ω (V١ · · ·Vk−١) = ω (X) (V١ · · ·Vk−١) ,

دارد. نام هوک ضرب که

ω = xydx + xzdy ∈ Ω١(M), X = x
∂

∂x
− z

∂

∂y
∈ اگر، مثال عنوان به .٣ . ۶ . ١ مثال

اینصورت، در X(R٣)

X⌟ω = x
∂

∂x
⌟xydx+ x

∂

∂x
⌟xzdy − z

∂

∂y
⌟xydx− z ∂

∂y
⌟xzdy

= xydx

(
x
∂

∂x

)
+ xzdy

(
x
∂

∂x

)
− xydx

(
z
∂

∂y

)
− xzdy

(
z
∂

∂y

)
= x٢y − xz٢.

فرم دو ζ, ω و کواریان تانسوری میدان دو α, β و f ∈ C∞(M) ،X, Y ∈ X(M) اگر .۴ . ۶ . ١ گزاره
آنگاه، باشند M روی دیفرانسیلی

.LXf = Xf الف)

.LX(fα) = Xf.α + fLXα ب)

.LX(α ◦ β) = LXα⊗ β + α⊗ LXβ پ)

.LX(ω ∧ ζ) = LXω ∧ ζ + ω ∧ LXζ ت)

.LX(Y ⌟ω) = (LXY )⌟ζ + Y ⌟LXω ث)

.[١۶] برهان.



٢۴ آن به وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم .١

فرمول آنگاه باشد، M روی دیفرانسیلی فرم -k یک ω و برداری میدان یک X هرگاه .۵ . ۶ . ١ قضیه
شود: می تعریف صورت این به کارتان

LXω = X⌟dω + d(X⌟ω).

.[١۶] برهان.

آنگاه: باشند برداری میدان دو X,Y ∈ X(M) اگر .۶ . ۶ . ١ قضیه

LXY = [X,Y ].

.[١۶] برهان.

لی گروه ١ . ٧

به طوری باشد) هموار منیفلد (Gیک باشد همواری ساختار یک با جبری گروه Gیک اگر .١ . ٧ . ١ تعریف
زیر نگاشت های که

m : G×G −→ G i : G −→ G

m(a, b) = a · b, i(a) = a−١,

دارد. نام لی گروه یک G آن گاه باشند هموار
می دهیم. نمایش زیر به صورت را a توسط راست طرف از و چپ طرف از ضرب عمل a ∈ Gبرای

La : G −→ G Ra : G −→ G

La(x) = m(a, x), Ra(x) = m(x, a),

لی گروه های همومورفیسم یک G و H لی گروه های بین F : H −→ G نگاشت یک .١ . ٧ . ٢ تعریف
بدان گروهی همومورفیسم شرط باشد. هموار و گروهی همومورفیسم یک نگاشت، این هرگاه می نامیم،

که: است معنی

F (h · x) = F (h) · F (x), ∀h, x ∈ H.

جمع را آن گروه عمل بگیرید. نظر در را است ساختارمنیفلدی دارای که G = Rr .١ .١ . ٧ . ٣ مثال
در (−x) جمعی عمل به نسبت معمولی وارون را، آن وارون نگاشت و (x, y) 7−→ x+y برداری
می باشد. r-بعدی آبلی لی گروه Rr بنابراین هموارند، به وضوح گروه عمل دو این می گیریم. نظر

نگاشت که است گروه نیز ضرب عمل با و است هموار منیفلد یک (R,١)GLکه ∼= (R∗, .) .٢
است. بدیهی آن ها بودن هموار که می کنیم تعریف زیر به صورت آن وارون و ضرب

m : R∗ × R∗ −→ R∗ i : R∗ −→ R∗

(x, y) 7−→ x · y, x 7−→ ١
x
.



٢۵ لی زیرگروه .١ . ٨

از است، یک-بعدی هموار کره یک S١ کره وضوح به است. یک-بعدی لی گروه یک S١ کره .٣
هستند. هموار که می کنیم تعریف زیر به صورت ضرب و جمع عمل است. گروه یگ (S١,+) طرفی

m : S١ × S١ −→ S١ i : S١ −→ S١

(θ١, θ٢) 7→ θ١ + θ٢ mod ٢π, θ 7−→ −θ mod ٢π.

لی گروه یک n مرتبه از وارون پذیر حقیقی ماتریس های GL(n,R) = {x | detX ̸= ٠} .۴
است. n٢-بعدی

n مرتبه از خاص وارون پذیر حقیقی ماتریس های مجموعه SL(n,R) = {X | detX = ١} .۵
است. n٢)-بعدی − ١) لی گروه یک

یک n مرتبه از متقارن ماتریس های مجموعه O(n,R) = {X ∈ GL(n) | X ·XT = In} .۶
است. ١-بعدی

٢(n)(n− ١) لی گروه

لی زیرگروه ١ . ٨

زیرمنیفلد یک که است Hمانند جبری زیرگروه یک ،G لی گروه یک از لی زیرگروه یک .١ . ٨ . ١ تعریف
باشند. هموار نیز ،H بر گروه عمل های که به طوری بوده ایمرژن

آن گاه باشد، G لی گروه از (ایمبدشده) منظم زیرمنیفلد یک و جبری زیرگروه یک H اگر .١ . ٨ . ٢ قضیه
است. G بسته لی زیرگروه یک H

.[٢٠] برهان.

است. ایمبدشده لی زیرگروه یک لی، گروه یک از بسته زیرگروه یک .١ . ٨ . ٣ قضیه

.[٢٠] برهان.

GL(n,R) بسته ی زیرگروه های O(n,R) متعامد گروه و SL(n,R) خاص خطی گروه .۴ . ١ . ٨ مثال
می باشد. لی زیرگروه یک بنابراین هستند، ایمبدشده هستندکه

لی گروه یک می کند، عمل M مانند هموار منیفلد یک روی که G مثل تبدیل گروه یک .۵ . ١ . ٨ تعریف
صدق زیر شرایط در (g, p) 7−→ g ·p ضابطه با ϕ : G×M −→M نگاشت که شرط این با می باشد.

کند:

(g · h) · p = g · (h · p) .١

e · p = p .٢



٢۶ آن به وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم .١

سمت از عمل می توان شکل همین به می کند. عمل M روی چپ از G می گوییم حالت این در •
کرد. تعریف را راست

که به طوری گویند. تبدیل یک را g آن گاه باشد g ∈ G و M روی تبدیل گروه یک G هرگاه
در باشد p ∈M کنیم فرض .ϕg−١ = (ϕg)

−١ زیرا است، دیفئومورفیسم یک ϕg :M −→M

یعنی G تبدیل گروه تحت p تبدیلات تمام مجموعه صورت این

G · p = {g · p | g ∈ G},

می نامند. G تبدیل تحت p مدار را

به صورت p ∈M ازای به را می کند عمل همانی عضو به صورت که G اعضای از دسته آن •

Gp = {g | g · p = p},

زیرا می گویند. p پایدارساز زیرگروه آن به که می باشد G زیرگروه یک Gp می دهیم. نمایش

.١

Gp ̸= ∅, e ∈ Gp , e · p = p =⇒ e ∈ Gp.

.٢

g, h ∈ Gp, (g · h)x = g · (h · x) = g · x = x =⇒ g · h ∈ Gp.

.٣

g ∈ Gp, g−١(g · p) = (g−١ · g) · p = e · p = p =⇒ g−١ ∈ Gp.

و ، Gp = {e} ،p ∈ M هر ازای به هرگاه می کند، عمل M روی آزاد به طور G تبدیلات گروه •
g ̸= e عضو هر همسایگی یک در ایزوتروپیک زیرگروه های اگر می کند، عمل آزاد موضعا به طور

: می دهیم قرار شوند. بدیهی

GM =
∩
p∈M

Gp,

G گوییم آن گاه باشد، GM = {e} هرگاه می گویند. G فراگیر پایدارساز زیرگروه را GM آن گاه
عمل موثر موضعا به طور G می گوییم باشد، گسسته GM ساختار اگر می کند، عمل موثر به طور

می کند.

گوییم نیم منظم را G عمل نهایت، در گوییم متعدی را عمل کند، تولید مدار یک تنها G عمل هرگاه •
به همسایگی یک دارای p ∈ M نقطه هر اگر نامیم منظم و باشند هم بعد G مدارات کلیه هرگاه

باشد. همبند p مدار با آن اشتراک که به طوری باشد کوچک دلخواه



٢٧ لی جبر .١ . ٩

لی جبر ١ . ٩

ناوردا گروه عمل تحت که دارند وجود آن روی خاصی برداری میدان های باشد، لی گروه یک G اگر
لی جبر به آن از که می سازند نامتناهی بعد با برداری فضای یک ناوردا برداری میدان های این هستند.

می شود. یاد G گروه بی نهایت کوچک مولدهای مجموعه با G

را M روی v برداری میدان باشد، M منیفلد روی تبدیلات گروه یک G کنیم فرض .١ . ٩ . ١ تعریف
هرگاه: گوییم G-ناوردا

dϕg(vp) = vg·p, ∀g ∈ G, p ∈M,

ناوردای برداری میدان های همه ی از برداری فضای یک G لی گروه از G راست لی جبر .١ . ٩ . ٢ تعریف
[, ] : G × G −→ G خطی دو عملگر با G برداری فضای لی، جبر کلی، به طور می باشد. G روی راست

می کند. صدق کروشه لی خواص در و می شود نامیده کروشه لی که است

برداری میدان های تمام مجموعه کند. عمل (راست) چپ از خودش روی G کنیم فرض .١ . ٩ . ٣ تعریف
با راست لی جبر و چپ لی جبر می شود ثابت گویند. G (راست) چپ جبرلی را (راست) چپ ناوردای

می دهیم. نمایش G با را G لی گروه لی جبر جا همه در هستند. یکی هم

GL ≃ GR آن گاه باشد، لی گروه یک Gاگر .۴ . ١ . ٩ گزاره

.[٢٠] برهان.

.G ≃ TeG صورت این در باشد لی گروه یک G هرگاه .۵ . ١ . ٩ قضیه

باشد. X ∈ TeG کنیم فرض است. ایزومورفیسم φ : G −→ TeG نگاشت می کنیم ثابت برهان.
می کنیم تعریف

X̃g = dLgX,

f ∈ C∞(U) و باز U ⊆ G اگر می کنیم ثابت این کار برای است. هموار X̃ می دهیم نشان ابتدا
و α(٠) = e که است موجود به گونه ای α : (−a, a) −→ G هموار خم است. هموار X̃f آن گاه باشد.

باشد. α′(٠) = X

(X̃f)g = X̃gf = (dLgX)f = X(f ◦ Lg) = α′(٠)(f ◦ Lg)
=
(
dα d

dt

∣∣
t=٠
)
(f ◦ Lg) = d

dt

∣∣
t=٠(f ◦ Lg ◦ α)(t),

که می کنیم. تعریف ψ(t, g) = f ◦ Lg ◦ α(t) ضابطه با را ψ : (−a, a)×G −→ R تابع

(X̃f)g =
∂ψ

∂t
(٠, g),



٢٨ آن به وابسته ساختارهای و منیفلد مقدماتی مفاهیم .١

این و است هموار ∂ψ
∂t
(٠, g) جمله از مشتقاتش و خود بنابراین است هموار نگاشت سه ترکیب ψ چون

می دهد. نتیجه را (X̃f)g بودن هموار همواری،

(dLg′)(X̃g) = (dLg′)(dLgX) = (dLg′ ◦ dLg)X = (dLgg′)X = X̃gg′ ,

با η : TeG −→ G نگاشت حال . X̃ ∈ G پس است. چپ ناوردای برداری میدان یک X̃ بنابراین
چون که است φ راست وارون η که می کنیم تعریف را η(X) = X̃ ضابطه

φ(η(X)) = φ(X̃) = (dLe)X = Xe = X,

که چون است، φ چپ وارون η و

η(φ(X))g = η(Xe)g = X̃e|g = (dLg)Xe = Xeg = Xg,

است. ایزومورفیسم φ بنابراین

می پردازیم. لی جبر چند ارائه به تنها محاسبه بدون مثال این در .۶ . ١ . ٩ مثال

به عبارت می باشد. n × n مربعی ماتریس های مجموعه GL(n,R) عام خطی لی گروه لی جبر .١
دیگر

TInGL(n,R) =M(n× n,R).

یعنی: می باشد صفر اثر با n× nماتریس های مجموعه SL(n,R) خاص خطی لی گروه لی جبر .٢

TISL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) | trA = ٠}.

می باشد. R حقیقی اعداد S١ دایره لی جبر .٣

می باشد. Rn خود Rn اقلیدسی فضاهای لی جبر .۴



٢ فصل

ریمانی هندسه

ریمانی متریک ٢ . ١

رویه دیفرانسیل هندسه تعمیم حقیقت در و نمود مطرح را آن ریمان که است ای هندسه ریمانی، هندسه
داخلی ضرب یک ها رویه دیفرانسیل هندسه در بود. گرفته قرار مطالعه مورد گاوس١ توسط که هاست
های بردار طول توان می ضرب این توسط که شود می تعریف رویه بر مماس های بردار خانواده روی
همه توان می که است این ضرب این ارزشمند خواص جمله از آورد. بدست R٣ در را رویه بر مماس
را غیره و رویه انحنای منحنی، دو بین زاویه رویه، مساحت منحنی، قوس طول جمله از رویه خواص
همچنین فضاست. هندسی خواص تعریف اساس آن محاسبه روش و خم یک قوس طول آورد. بدست
دو بین اصل و منحنی ترین کوتاه عنوان به ژئودزیک مفهوم ریمانی، هندسه در مهم مفاهیم از دیگر یکی

.[٢٨ ،١۵ ،٧ ،١٧] شود می تعریف ریمان متریک از برخواسته داخلی ضرب توسط که است نقطه

است g ∈ J ٢M ٢-تانسوری میدان یک M هموار منیفلد روی ریمانی متریک یک .٢ . ١ . ١ تعریف
باشد: برقرار زیر خواص X, Y ∈ X(M) هر برای که به طوری

.g(X, Y ) = g(Y,X) یعنی، باشد مثبت متقارن الف)

.g(X,X) > ٠ آنگاه، X ̸= ٠ باشیم داشته اگر یعنی باشد تباهیده غیر ب)

یعنی: است دو-خطی ریمانی متریک r ∈ R و X,Y, Z ∈ X(M) هر برای همچنین

g (X + Y, Z) = g (X,Z) + g (Y, Z) ,

g (X,Y + Z) = g (X, Y ) + g (X,Z) ,

g (rX, Y ) = rg (X, Y ) = g (X, rY ) .

می تعریف TpM روی داخلی ضرب یک M نقطه هر در تانسور این که داد نشان توان می راحتی به
دهیم. می نمایش g (X, Y ) تانسور یا ⟨X, Y ⟩g توسط را داخلی ضرب این کند،

١Gauss



٣٠ ریمانی هندسه .٢

می نشان g∗ = ⟨ , ⟩g∗ با را آن که کند می تولید T ∗M روی دیگری متریک یک gریمانی متریک
دهیم،

g∗ : T ∗
pM × T ∗

pM → R

g∗ =
∑n

i,j=١
gij

∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj
,

وارون نقطه هر در gij(p) ماتریس که دید میتوان دوگان فضای در داخلی ضرب خواص از استفاده با
یعنی: است gij(p) n∑ماتریس

k=١
gikg

kj = δij,

است زیر به صورت g ریمانی متریک باشد، TM برای موضعی کنج یک (E١, · · · , En) اگر

g = gijdx
idxj,

می شوند. تعریف gij = ⟨Ei, Ej⟩ با ماتریس ضرایب که

ریمانی شبه متریک Mهموار منیفلد روی غیرتباهیده متقارن ٢-تانسوری میدان یک .٢ . ١ . ٢ تعریف
کند: می صدق زیر شرایط در که است g : TpM × TpM → R، مانند کواریان ٢-تانسور یک که است

.g(X,Y ) = g(Y,X) یعنی، باشد متقارن الف)

.∀Y ∈ TpM g(X,Y ) = ٠ ⇔ X = ٠ یعنی، باشد تباهیده غیر ب)

برای یکه متعامد پایه یک {E١, . . . , En}اگر است. ریمانی شبه متریک یک ریمانی متریک هر
ماتریس گرام-اشمیت روش مطابق آنگاه {gii} = ⟨Ei, Ei⟩ = ١ اگر صورت این در باشد، TpM

به تبدیل قابل آن با متناظر

(
−Ir ٠
٠ In−r,

)

شود: می نوشته زیر صورت به ریمانی شبه متریک بنابراین باشد r ∈ R و n ∈ N هرگاه است.

g = −
(
φ٢(١ − . . .− (φr)٢ +

(
φr+٢(١

+ . . . (φn)٢,

هستند. {Ei} دوگان {φi} آن در که

شرط حذف از که هستند ریمانی متریک از تعمیمی ریمانی، شبه های متریک شد گفته که همانطور
آیند. می پدید ریمانی های متریک تعریف در بودن مثبت



٣١ ریمانی متریک .٢ . ١

به را ریمان شبه متریک یک توان می M روی (U, x) مانند مختصات دستگاه یک در .٢ . ١ . ٣ تعریف
نوشت: زیر موضعی صورت

g = −
(
dx٢(١ − . . .− (dxr)٢ +

(
dxr+٢(١

+ . . .+ (dxn)٢,

دهد. می نشان را ریمانی شبه متریک اندیس r صحیح عدد آن در که

را آن و می نامیم ریمانی منیفلد یک را g شده داده ریمانی متریک به همراه منیفلد یک .۴ . ٢ . ١ تعریف
می دهیم. نمایش (M, g) به صورت

استاندارد، مختصات در که است، ḡ اقلیدسی متریک با Rn ریمانی منیفلد واضح، مثال یک .۵ . ٢ . ١ مثال
می شود. نوشته زیر صورت به

ḡ =
∑
i

dxidxi =
∑
i

(dxi)٢ = δijdx
idxj, (٢ . ١)

است. ḡij = δij مختصات این در ḡ ماتریس که

استفاده آن از فضا-زمان در که است لورنتس متریک ، ریمانی شبه متریک از ای نمونه .۶ . ٢ . ١ مثال
g است،= زیر صورت به متریک ضرایب ماتریس و شود می داده نشان زیر صورت به و می شود

ηijdx
idxi

ηij =


−١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 .

و بردار هم به بردار یک تبدیل توانایی که است آن ریمانی متریک های ویژگی از یکی .٢ . ١ . ٧ تعریف
بالا اندیس یا فلت٢ نگاشت باشد. M منیفلد روی ریمانی متریک یک g کنید فرض دارد. را برعکس

شود: می تعریف زیر صورت به برنده،

Xℏ : TM −→ T ∗M

Y 7→ Xℏ (Y ) := g (X, Y )

X = X i∂xi و باشد M روی مختصات دستگاه xیک =
(
x١, . . . , xn

)
کنید فرض

Xℏ = g
(
X i∂xi , . . .

)
= gijX

idxj,

آنگاه: gijX i = Xj دهیم قرار اگر

Xℏ = Xjdx
j.

٢Flat



٣٢ ریمانی هندسه .٢

تعریف زیر صورت به که گویند می برنده بالا اندیس یا شارپ را فلت نگاشت وارون .٢ . ١ . ٨ تعریف
شود: می

# :=
(
Xℏ)−١

: T ∗M → TM

ω 7→ ω#

بنابراین

ω# = g−١ (ωi∂xi , . . .) = gijωi∂xj = ωj∂xj .

X = X i∂xi دوگان برداری میدان یک ω = ωidx
i ١-فرم میدان هر به مثال عنوان به .٢ . ١ . ٩ مثال

شود. می معرفی ωi = gijX
j توسط آن ارتباط که گردد می وابسته

به M از φ دیفئومورفیسم نگاشت باشند، ریمانی منیفلد دو (M̃, g̃) و (M, g) کنیم فرض .٢ . ١ . ١٠ لم
هرگاه، نامیم می ایزومتری یک را M̃

φ∗g̃ = g. (٢ . ٢)

یک M ایزومتری های مجموعه بنابراین هستند، ایزومتری یک نیز ایزومتری ها معکوس و ترکیب
لی گروه یک همیشه ایزومتری گروه داد نشان می توان می نامیم. M ایزومتری گروه را آن که هستند، گروه
(M̃, g̃) و (M, g) ریمانی منیفلد دو .[١۵] می کند عمل M روی هموار به طور که است متناهی بعد با

باشد. برقرار آن ها بین ایزومتری یک هرگاه هستند، ایزومتریک

القا متریک و است ریمانی منیفلد یک خود ریمانی، منیفلد یک ایمرژن منیفلد زیر هر .٢ . ١ . ١١ تعریف
منیفلد زیر N و ریمانی منیفلد یک (M, g) اگر گویند. القایی متریک را منیفلد زیر این روی به شده
به شمول نگاشت توسط دهیم می نشان g|N با که را القایی متریک این صورت، این در باشد آن ایمرژن

شود، می القا زیر صورت

i : N →M, g|N = i∗ (g) . (٢ . ٣)

زیر روش R٢به اقلیدسی متریک توسط S٢ کره القایی متریک محاسبه برای مثال عنوان به .٢ . ١ . ١٢ مثال
g = dx١+dx٢+dx٣ و اقلیدسی فضای و کره بین ایمرژن نگاشت یک i : S٢ → R٣ اگر میکنیم. عمل
به توجه با باشد، کروی مختصات (φ, θ) 7→ (sinφcosθ, sinφsinθ, cosφ) و باشد اقلیدسی متریک

آید: می دست به زیر صورت به کروی متریک ٢ . ١ . ١١ تعریف



٣٣ اتصال ها .٢ . ٢

g|S٢ = i∗g = d(x ◦ i)٢ + d(y ◦ i)٢ + d(z ◦ i٢)

= d(sinφ cos θ)٢ + d(sinφ sin θ)٢ + d(cosφ)٢

= (cosφ cos θdφ− sinφ sin θdθ)٢ + (cosφ sin θdφ+ sinφ cos θdθ)٢

+(− sinφdφ)٢

= cos٢ φ cos٢ θdφ٢ + sin٢ φ sin٢ θdθ٢ − ٢ sinφ sin θ cosφ cos θdφdθ

+cos٢ φ sin٢ θdφ٢ + sin٢ φ cos٢ θdθ٢ + ٢ sinφ sin θ cosφ cos θdφdθ

+sin٢ φdφ٢

= sin٢ φdθ٢ + cos٢ φdφ٢ + sin٢ φdφ٢

= sin٢ φdθ٢ + dφ٢.

پذیرد. می ریمانی متریک یک هموار منیفلد هر .٢ . ١ . ١٣ لم

.[١۵] برهان.

صورت به را M١×M٢ روی متریک بنابراین باشند، ریمانی منیفلد دو (M١, g١) و (M٢, g٢) اگر
کنیم، می تعریف g (X١ +X٢, Y١ + Y٢) = g (X١, Y١) + g (X٢, Y٢) ضابطه، با و g = g١ ⊕ g٢

است. ریمانی منیفلد یک درنتیجه M١ ×M٢

مانند مثبتی تابع هرگاه گوییم، می همدیس را M منیفلد روی g٢ و g١ ریمانی متریک دو .١۴ . ٢ . ١ لم
.g٢ = fg١ که، باشد داشته وجود f

دیفئومورفیسمی هرگاه گوییم می ارز هم همدیس طور به را
(
M̃,g̃

)
و (M, g) ریمانی منیفلد دو .١۵ . ٢ . ١ لم

باشد. ارز هم g با φ∗g̃ که باشد موجود ای گونه به φ :M → M̃ مانند

نشان SnR با که است ریمانی منیفلد یک Rn+١ اقلیدسی فضای در R شعاع با کره .١۶ . ٢ . ١ تعریف
شده القا g٠

R متریک بنابراین شود می تعریف i : SnR ↪→ Rn+١ صورت به i شمول نگاشت دهیم. می
نامیده R شعاع از دورانی متریک که است Rn+١ کروی فضای متریک Rn+١ اقلیدسی متریک توسط

شود. می

هستند. ارز هم همدیس، طور به Rn با SnR ⊂ Rn+١ .٢ . ١ . ١٧ قضیه

.[١۵] برهان.

اتصال ها ٢ . ٢

بتوان که کنیم پیدا راهی است لازم کنیم تعریف را منیفلد روی منحنی یک شتاب مفهوم بتوانیم آنکه برای
بتوانیم باید تر ساده بیان به نماییم. گیری مشتق منحنی یک طول در برداری های میدان به توجه بدون



٣۴ ریمانی هندسه .٢

دیگر عبارت به یا نماییم مقایسه یکدیگر با را متفاوت و مجاور برداری فضای دو از بردار دو مقادیر
کلمه که اینجاست در نماییم. ”الصاق” یکدیگر به گیری مشتق یک توسط را مجاور برداری فضای دو
می شروع اتصال تعریف از ای هندسه هر ساخت برای حقیقت در است. کرده پیدا مفهوم ”اتصال”

کنیم[١٧].

ε(M) همچنین و باشد M منیفلد روی برداری کلاف یک π : E → M کنیم فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
نگاشت: E در اتصال٣ یک دهد. نمایش را E از هموار برش های فضای

∇ : X(M)× ε(M)→ ε(M) (۴ . ٢)

می کند: صدق زیر ویژگی های در و می شود نوشته (X, σ)→ ∇Xσ صورت به که است

∇fX١+gX٢σ = f∇X١σ + g∇X٢σ f, g ∈ C∞(M) الف)

∇X(aσ١ + bσ٢) = a∇Xσ١ + b∇Xσ٢ a, b ∈ R ب)

∇X(fσ) = f∇Xσ + (Xf)σ f ∈ C∞(M) پ)

می شود. نامیده X جهت در σ کواریان مشتق ∇Xσ و شده ۴خوانده ”نابلا” ∇ نماد

که است TM مماس کلاف در اتصال یک M هموار منیفلد روی خطی اتصال یک .٢ . ٢ . ٢ تعریف
نگاشت

∇ : X(M)× X(M) → X(M)

(X,Y ) 7→ ∇XY,

می گوییم. M روی اتصال یک را M روی خطی اتصال یک راحتی، برای کند. تعریف٢ . ٢ . ١صدق در
کند: می صدق زیر های ویژگی در اتصال آنگاه X,Y, Z ∈ X(M) و f, g ∈ C∞(M) هر برای

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ الف)

∇X(fY + gZ) = ∇X(fY ) +∇X(gZ) = XfY + f∇XY +XgZ + g∇XZ ب)

است.
(٢

١
)

نوع از تانسوری میدان یک اتصال بنابراین

با معمولا باشد. U ⊂M باز مجموعه زیر یک روی TM برای موضعی کنج یک {Ei} کنیم فرض
بنویسیم، زیر به صورت را ∇Ei

Ei می توانیم می کنیم. کار Ei = ∂i مختصاتی کنج یک

∇Ei
Ei = ΓkijEk, (۵ . ٢)

عمل می نامیم. {Ei} کنج به نسبت ∇ کریستوفل نماد را Γkij می کند. تعریف U روی Γkij تابع n٣ که
ضرایب مشتق حسب بر ها کریستوفل می شود. مشخص کریستوفلش نماد توسط کاملا U ∇روی اتصال

است. صفر اقلیدسی متریک کریستوفل مثال عنوان به شود، می نوشته ریمانی متریک
٣Connection
۴Nabla
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و X, Y ∈ X (U) و M از باز مجموعه زیر یک U و M روی خطی اتصال یک ∇ اگر .٢ . ٢ . ٣ لم
آنگاه: باشد، U به نسبت TM روی موضعی کنج یک {Ei}

∇XY =
(
XY k +X iY jΓkij

)
Ek ∈ X(M). (۶ . ٢)

برهان.

∇XY = ∇X(Y
jEj) = (XY j)Ej + Y j∇XEj

=
(
XY j

)
Ej + Y j∇XiEiEj

= XY jEj +X iY j∇Ej
Ej

= XY jEj +X iY jΓkijEk

= XY kEk +X iY jΓkijEk

=
(
XY kEk +X iY jΓkij

)
Ek,

آنگاه: دهیم قرار را ∂i نماد ،Ei جای به اگر حال

∇XY =
(
X i∂iY

k +X iY jΓkij
)
∂k.

آنگاه: باشد X ∈ X (M) و ω ∈ Ω١ (M) اگر .۴ . ٢ . ٢ لم

∇xω =
(
X i∂iωk −XjωjΓ

k
ij

)
dxk.

بنابراین، باشد X = X i∂i و ω = ωjdx
i اگر برهان.

∇Xω = ∇Xi∂iω

= X i∇∂iω

= X i∇∂iωjdx
iX iωj∇∂iωjdx

i

=
(
X i∂iωk −XjωjΓ

k
ij

)
dxk.

آنگاه باشد
(
k
l

)
نوع از تانسوری میدان یک F و M روی خطی اتصال یک ∇ اگر .۵ . ٢ . ٢ تعریف

نگاشت،

∇F : X∗(M)× . . .× X∗(M)× X(M)× . . .× X(M)→ C∞ (M)

∇F
(
ω١, . . . , ωl, Y١, . . . , Yk, X

)
= ∇XF

(
ω١, . . . , ωk, Y١, . . . , Y

)
,
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به گوییم. می F کامل کواریان مشتق تانسوری میدان این به است.
(
k+l
l

)
نوع از تانسوری میدان یک

است: -تانسور
(١
l

)
یک ∇Y و است -تانسور

(٠
l

)
یک Y = Y i∂i باشد، Y ∈ X(M) اگر مثال عنوان

∇Y = Y i
j ∂i ⊗ dxj.

ژئودزیک ها ٢ . ٣

از، عبارتند این سرعت باشد M هموار منیفلد روی هموار خم یک γ : I →M اگر .٢ . ٣ . ١ تعریف

γ : I →M

dγt٠ : Tt٠I → Tγ(t٠)M

dγt٠
d

dt
|t=t٠f =

d

dt
|t=t٠(foγ) = γ̇(t٠)f,

نمایش γ = (γ١, . . . , γn) و M هموار منیفلد روی چارت یک x = (x١, . . . , xn) اگر بنابراین
است. خم این سرعت γ̇i∂i آنگاه باشد، چارت این در γ خم

صورت به هموار نگاشتی ،γ : I → M هموار خم راستای در برداری میدان یک .٢ . ٣ . ٢ تعریف
خم سرعت برداری میدان که شود می نتیجه بنابراین .X(t) ∈ Tγ(t)M بطوریکه است X : I → TM

انتگرال خم یک سرعت برداری، میدان هر مثال عنوان به است. γ خم راستای در برداری میدان یک ،γ
است.

میدهیم. نشان X(γ) با را γ خم راستای در برداری های میدان همه مجموعه

عملگر یک نابلا ،γ : I →M خم هر برای باشد. M روی خطی اتصال یک ∇ کنیم فرض .٢ . ٣ . ٣ لم
می کند: صدق زیر ویژگی های در که می کند القا Dt : X(γ)→ X(γ) مانند یکتا

است، خطی R روی الف)

Dt(aX + bW ) = aDtX + bDtW a, b ∈ R

کند، می صدق ضرب قانون در ب)

Dt(fV ) = ḟV + fDtV f ∈ C∞(I)

داریم، V از Ṽ تعمیم هر برای آنگاه باشد، پذیر تعمیم V اگر پ)

DtV (t) = ∇γ̇(t)Ṽ

می شود. نامیده γ امتداد در V کواریان مشتق DtV ،V ∈ X(γ) هر برای
نمود بیان صورت این به ساده زبان به را آن هندسی تعبیر توان می کواریان، مشتق بهتر درک برای
باشد، p = γ(t٠) نقطه در مماس بردار Vp و کنیم تعریف M منیفلد روی منحنی یک را γ(t) اگر که
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فضای های پایه اساس بر را آن نتوان و باشد نداشته تعلق TpM به V̇p یعنی شتاب بردار است ممکن
طوری مماسی شتاب و قائم شتاب مولفه دو به را V̇p بردار مشکل این رفع برای لذا نوشت، TpM مماس
DtV با را مماسی شتاب بردار حال باشد. داشته قرار TpM روی مماسی شتاب بردار که کنیم می تجزیه

.[١۵] گیریم می نظر در γ منحنی شتاب بردار عنوان به و داده نمایش

این در باشد. M در خم یک γ و باشد ∇ اتصال یک با منیفلد یک M کنیم فرض .۴ . ٢ . ٣ تعریف
باشد. Dtγ̇ ≡ ٠ هرگاه می شود نامیده ∇ به نسبت ژئودزیک یک γ خم صورت

یعنی، آن مولفه ای تابع های اگر فقط و اگر است ژئودزیک خم یک γ : I → U خم .۵ . ٢ . ٣ قضیه
کنند. صدق زیر ژئودزیک معادله در γ(t) =

(
x١(t), · · · , xn(t)

)
ẍk(s) + ẋi(s)ẋj(s)Γkij(x(s)) = ٠, i, j, k = ١, · · · , n. (٢ . ٧)

بنابراین، X (t) = Xj (t) ∂j و باشد γ خم راستای در برداری میدان یک X کنید فرض برهان.

DtX (t٠) = Dt

(
Xj (t٠) ∂j

)
= DtX

j (t٠) ∂j +Xj (t٠) Dt∂j

= Ẋj (t٠) ∂j +Xj∇γ(t٠) (t٠) ∂j

=
[
Ẋj (t٠) ∂k +Xj (t٠)

(
γ̇i (t٠) ∂i + γ̇i (t٠) Γ

k
ijγ (t٠) ∂k

)]
=

[
Ẋk (t٠) +Xj (t٠) γ̇

i (t٠) Γ
k
ijγ (t٠)

]
∂k,

چارت در خم یک γ (t) =
(
x١ (t) , . . . , xn (t)

)
، M روی چارتی x = (x١, · · · , xn) اگر حال

دستگاه در اگر تنها و اگر است ژئودزیک γ آنگاه، باشد γ خم راستای در برداری میدان یک X و x
کند: صدق زیر معمولی دیفرانسیل معادلات

Dtγ̇(t) = ٠ ⇐⇒ ∇γ̇(t)γ̇(t) = ٠,

⇐⇒ ẍk (t) + ẋi (t) ẋj (t) Γkijx (t) = ٠,

⇐⇒ ẍk + ẋiẋjΓkij = ٠.

خطی اتصال یک به مجهز هموار منیفلد یک M کنید فرض ژئودزیک). یکتایی و (وجود ۶ . ٢ . ٣ قضیه
مثل ژئودزیکی ، t٠ شامل I ⊆ R مانند بازی بازه و t٠ ∈ R و X ∈ TpM هر ازای به باشد،
دامنه روی ژئودزیک دو هر γ̇(t٠) = X ، γ(t٠) = p که، طوری به است موجود γ : I → M

برابرند. هم با اشتراکشان

دستگاه در باید باشد ژئودزیک خم یک α اگر گیریم، می نظر در M روی را (u, xi) چارت برهان.
کند: صدق زیر ODE

ẍk + ẋiẋjΓkij = ٠, k = ١, . . . , n,
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دستگاه یک به است دوم مرتبه دستگاه یک که ژئودزیک معادلات دستگاه آنگاه ، vi = ẋi دهیم می قرار
یابد، می تحویل زیر شکل به اول مرتبه

ẋk (t) = vi (t) ,

v̇k (t) = −vivj (t) Γkijx (t) .

ε ≥ ٠ و (p,X) ∈ U ×Rn هر برای اول مرتبه ODE معادلات جواب یکتای و وجود قضیه آنگاه
دارد. وجود η (t٠) = (p,X) اولیه شرط با η : (t٠ − ε, t٠ + ε) → U × Rn مانند یکتایی جواب و
که دید توان می بنویسیم η (t) = (xi (t) , vi (t)) صورت به (U, xi) چارت در در را η جواب اگر
ژئودزیک β اگر حال است. فوق معادلات برای جواب یک U در α (t) =

(
x١ (t) , . . . , xn (t)

)
خم

جواب یکتای و وجود قضیه آنگاه .α̇ (t٠) = β̇(t٠) و α (t٠) = β (t٠) که طوری به باشد، دیگری
باشد اعدادی سوپریمم b̄ کنید فرض برابرند. هم با t٠ شامل بازه روی خم دو اول مرتبه ODE معادلات
بنابراین، اند پیوسته توابعی β و α چون باشد b̄ ∈ I اگر برابرند. هم با [t٠, b] بازه روی β و α که
دو b̄ همسایگی یک در جواب یکتایی شرایط بردن کار به با مجددا α̇

(
b̄
)
= β̇

(
b̄
)

و α
(
b̄
)
= β

(
b̄
)

اعداد برای امر همین نیست. ممکن چیزی چنین که برابرند هم با بزرگتری همسایگی یک در β و α خم
برابرند. I باز روی فقط خم دو بنابراین برقراراست، t٠ چپ سمت

تاب ۴ . ٢

در X برداری میدان باشد، ∇ خطی اتصال به مجهز هموار منیفلد یک M کنید فرض .١ . ۴ . ٢ تعریف
.DtX = ٠ هرگاه، نامیم می ∇ اتصال به نسبت γ خم راستای در موازی را γ خم راستای

موازی همواره γ خم راستای در آنها سرعت که هستند هایی خم ژئودزیک های خم فوق، تعریف طبق
یعنی، هستند

Dtγ̇(t) = ٠.

موازی خمی هر راستای در هرگاه گوییم می موازی را M منیفلد روی X برداری میدان .٢ . ۴ . ٢ تعریف
باشد.

هرگاه گوییم می M روی g ریمانی) (شبه ریمانی متریک با سازگار را ∇ خطی اتصال .٣ . ۴ . ٢ تعریف
باشیم: داشته X, Y, Z ∈ X(M) برداری های میدان ازای به

Xg (Y, Z) = X ⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY + Z⟩+ ⟨Y +∇XZ⟩ .

.

شود: می تعریف زیر صورت به تاب تانسور باشد. ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض .۴ . ۴ . ٢ تعریف

R : X(M)× X(M)→ X(M)

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ].
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کند: می صدق زیر های ویژگی در تاب آنگاه a ∈ R ، X,Y, Z ∈ X(M) اگر .۵ . ۴ . ٢ لم

الف)

τ (X + Y, Z) = ∇X+YZ −∇Z (X + Y )− [X + Y, Z]

= τ (X,Y ) + τ (X,Z) ,

ب)

τ (aX, Y ) = ∇aXY −∇Y aX − [aX, Y ]

= τ (X, aY ) ,

است.
(٢

١
)

نوع از تانسوری میدان یک تاب بنابراین

یعنی: باشد صفر آن تاب هرگاه است متقارن M روی ∇ خطی اتصال .۶ . ۴ . ٢ تعریف

τ (X, Y ) = ٠⇐⇒ ∇XY −∇YX = [X,Y ] .

باشد. Γkij = Γkji اگر، تنها و اگر است متقارن M هموار منیفلد روی ∇ خطی اتصال .٧ . ۴ . ٢ لم

X, Y ∈ هر برای یعنی است صفر آن تاب ،۶ . ۴ . ٢ طبق آنگاه باشد، متقارن ∇ میکنیم فرض برهان.
، پس Y = ∂j و X = ∂i دهیم، می قرار بنابراین .τ(X,Y ) داریم X(M)

٠ = τ(X, Y ) = ∇∂i∂j −∇∂j∂i − [∂i, ∂j]

= ∇∂i∂j −∇∂j∂i = Γkij∂k − Γkji∂k

= (Γkij − Γkji)∂k = (Γkij − Γkij)∂k = ٠,

.Γkij = Γkji نتیجه در

و X = ∂i ،X, Y ∈ X هر برای همچنین و Γkij = Γkji کنیم می فرض قضیه عکس اثبات برای
داریم: بنابراین Y = ∂j

τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

= ∇Xi∂iY
j∂j −∇Y j∂jX

i∂i − [X i∂i, Y
j∂j]

= X i∇∂iY
j∂j − Y j∇∂jX

i∂i − (X i∂i(Y
j∂j), Y

j∂j(X
i∂i))

= X i(∂iY
j∂j + Y j∇∂i∂j)− Y j(∂jX

i∂i +X i∇∂j∂i)− (X i∂iY
j − Y j∂jX

i)∂j

= X i(∂iY
j∂j + Y jΓkij∂k)− Y j(∂jX

i∂i +X iΓkji∂k)− (X i∂iY
j − Y j∂jX

i)∂j

= X i∂iY
j∂j +X iY jΓkij∂k − Y j∂jX

i∂i − Y jX iΓkji∂k −X i∂iY
j∂j + Y j∂jX

i∂j

= (Γkij − Γkji)X
iY j∂k = ٠.
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ریمانی) (شبه ریمانی منیفلد یک (M, g) کنید فرض ریمانی). هندسه اساسی (قضیه ٨ . ۴ . ٢ قضیه
اتصال اتصال، این دارد. وجود g متریک با سازگار M روی ∇ مانند یکتایی متقارن خطی اتصال باشد،

شود. می gنامیده روی لوی-چویتا اتصال یا ریمانی

کنیم، می اثبات را یکتایی ابتدا برهان.
طبق گیریم، می نظر در را X, Y, Z ∈ X(M) برداری میدانهای باشد. اتصالی چنین کنید∇ فرض

داریم، g متریک با اتصال این سازگاری خاصیت

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩,

Y ⟨Z,X⟩ = ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇YX⟩,

Z⟨X, Y ⟩ = ⟨∇ZX, Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩,

بنابراین، کنیم می اعمال را اتصال بودن متقارن شرط

X ⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩+ ⟨Y,∇ZX⟩ − ⟨Y,∇ZX⟩
= ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇ZX⟩+ ⟨Y,∇XZ −∇ZX⟩
= ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇ZX⟩+ ⟨Y, [X,Z]⟩ , (١)

Y ⟨Z,X⟩ = ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇YX⟩+ ⟨Z,∇XY ⟩ − ⟨Z,∇XY ⟩
= ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇XY ⟩+ ⟨Z,∇YX −∇XY ⟩
= ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇XY ⟩+ ⟨Z, [Y,X]⟩ , (٢)

Z ⟨X, Y ⟩ = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩+ ⟨X,∇YZ⟩ − ⟨X,∇YZ⟩
= ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇YZ⟩+ ⟨X,∇ZY −∇YZ⟩
= ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇YZ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩ , (٣)

پس، (٢+١)-٣ میدهیم قرار بنابراین

X ⟨Y, Z⟩ + Y ⟨Z,X⟩ − Z ⟨X, Y ⟩ =
٢ ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y, [X,Z]⟩+ ⟨Z, [Y,X]⟩ − ⟨X, [Z, Y ]⟩ ,

داریم، جملات کردن مرتب با

⟨∇XY, Z⟩ = ١
٢(X ⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z ⟨X, Y ⟩)

−⟨Y, [X,Z]⟩ − ⟨Z, [Y,X]⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩ . (۴)

نوع به (۴) رابطه راست سمت چون باشند، g متریک با سازگار و متقارن اتصال دو ∇٢ و ∇١ اگر
نوشت، میتوان بنابراین ندارد، بستگی ⟩اتصال

∇١
XY, Z

⟩
−
⟨
∇٢
XY, Z

⟩
=
⟨
∇١
XY −∇٢

XY, Z
⟩
= ٠,

بنابراین: ∇١
X = ∇٢

X پس ∇١
X −∇٢

X = ٠ گرفت نتیجه میتوان
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∇١ = ∇٢.

دارد، وجود اتصالی چنین کنیم می ثابت حال
X = ∂i, Y = ∂j, Z = ∂l دهیم می قرار همچنین و باشد M روی چارت یک (u, xi) کنید فرض

نویسیم، می چارت این برای را (۴) رابطه و

⟨∇∂i∂j, ∂l⟩ =
١
٢(∂i ⟨∂j, ∂l⟩ + ∂j ⟨∂l, ∂i⟩ − ∂l ⟨∂i, ∂j⟩ ), (۵)

است ∇∂i∂j = Γkij∂k همچنین و gij = ⟨∂i, ∂j⟩ صورت به متریک تانسور ضرایب تعریف طبق
میکنیم، بازنویسی زیر صورت به را (۵) رابطه بنابراین

⟨∇∂i∂j, ∂l⟩ =
⟨
Γkij∂k, ∂l

⟩
= Γkij ⟨∂k, ∂l⟩ = Γkijgij

= ١
٢ (∂igjl + ∂jgij − ∂lgij) ,

نامیم، می کریستوفل فرمول را زیر آمده دست به فرمول

Γkij =
١
٢g

kl

(
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gli −

∂

∂xl
gij

)
, (٢ . ٨)

اتصال تاب ، طبق٢ . ۴ . ۶ نتیجه در Γkij = Γkji بنابراین gij = gji لذا است متقارن ریمانی متریک چون
است، ∇g = ٠ میدهیم نشان سازگاری، اثبات برای است. متقارن اتصال پس است صفر

∇∂kg = ∂kgij − gilΓlkj − gljΓlki,

کنیم: می ضرب glj در را طرف دو کریستوفل فرمول در

glj + Γlkjgil =
١
٢(∂kgij + ∂igkj − ∂jgki) +

١
٢(∂kgji + ∂jgki − ∂igkj)

= ∂kgijΓ
l
ki,

(٢ . ٩)

پس،

∇∂kg = ∂kgij − ∂kgij = ٠,

است. سازگار g با ∇ بنابراین ،∇g = ٠ لذا بود دلخواه ∂k چون
شود. می اثبات صورت همین به نیز ریمانی شبه هندسه اساسی قضیه

اید: می بدست زیر صورت به کریستوفل فرمول ریمانی هندسه اساسی قضیه برهان از .٩ . ۴ . ٢ تعریف

Γkij =
١
٢g

kl

(
∂gjl
∂xi

+
∂gli
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
. (٢ . ١٠)
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بدست برای باشد R٢ اقلیدسی فضای روی متریک یک g =
dx٢ + dy٢

y٢ کنید فرض .١٠ . ۴ . ٢ مثال

میکنیم، مشخص است متریک ضرایب که را gij ریمانی، متریک به توجه با آن، ژئودزیک معادلات آوردن

g١١ = g٢٢ =
١
y٢ , g١٢ = g٢١ = ٠,

g١١ = g٢٢ = y٢, g١٢ = g٢١ = ٠,

کریستوفل فرمول طبق همچنین و ẍ + Γkijx
ixj = ٠ ژئودزیک، معادلات تعریف به باتوجه بنابراین

آید، می دست به ریمانی هندسه اساسی قضیه اثبات از که Γkij = ١
٢g

kl (∂igjl + ∂jgli − ∂lgij)
آوریم: می دست به را شده داده متریک ژئودزیک

k = ١ ẍ+ Γ١
١١ẋẋ+ Γ١

١٢ẋẏ + Γ١
٢١yx+ Γ١

٢٢ẏẏ = ٠,

k = ٢ ÿ + Γ٢
١١xx+ Γ٢

١٢ẋẏ + Γ٢
٢١ẏẋ+ Γ٢

٢٢ẏẏ = ٠,

Γ١
١١ =

١
٢g

١١ (∂١g
١١ + ∂١g

١١ − ∂١g
١١)+ ١

٢g
١٢ (∂١g١٢ + ∂١g١٢ − ∂١g١١) = ٠,

Γ١
١٢ = Γ١

٢١ = −١
y
,

Γ١
٢٢ = ٠,

Γ٢
١١ =

١
y
,

Γ٢
١٢ = Γ٢

٢١ = ٠,

Γ٢
٢٢ = −١

y
,

آید: می دست به زیر صورت به ژئودزیک معادلات جایگداری با بنابراین

γ =

{
ẍ− ٢

y
ẋẏ = ٠,

ÿ + ١
y
ẋ٢ − ١

y
ẏ٢ = ٠.

از، عبارتند ،g = dφ+ sin٢φdθ٢ متریک S٢با کره ژئودزیک معادلات .١١ . ۴ . ٢ مثال

γ =

{
φ̈− sinφ cosφθ̇٢ = ٠,
θ̈ + ٢ cotφφ̇θ̇ = ٠.

خمیدگی ۵ . ٢

برای روش متعارف ترین کرد. توصیف گوناگون روش های به می توان را ریمانی منیفلد یک خمیدگی
است. آن خمیدگی تانسور ریمانی منیفلد یک خمیدگی توصیف
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تعریف زیر به صورت ریمان خمیدگی تانسور باشد. ریمانی منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ۵ . ٢ تعریف
می شود،

R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M)

R(x, y)z = ∇x∇yz−∇y∇zy −∇[x,y]z.

است[١۵]. صفر Rn در خمیدگی تانسور
یک رسمی، بیان به می نامیم. تخت مقیاس را باشد، ایزومتریک Rn با موضعا که ریمانی منیفلد هر

باشد. ایزومتریک اقلیدسی فضای با موضعا اگر فقط و اگر است تخت منیفلد

صورت به خمیدگی، اندومورفیسم تعریف به توجه با را دوم نوع ریمان خمیدگی تانسور .٢ . ۵ . ٢ تعریف
میکنیم، تعریف زیر

Rm : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ R

Rm(x, y, z,w) = g ⟨R(x, y)z,w⟩ .

مشتق آنگاه باشد x, y, z, v,w ∈ X(M) و خطی اتصال یک ∇ اگر بیانچی). (اتحاد ٣ . ۵ . ٢ قضیه
کند: می صدق زیر اتحاد در خمیدگی تانسور کواریان

∇Rm(x, y, z, v,w) +∇Rm(x, y, v,w, z) +∇Rm(x, y,w, z, v) = ٠.

ترتیب به x, y, z, v,w و p نقطه حول مختصات دستگاه یک (xi) و p ∈ M می کنیم فرض برهان.
باشد. مختصات دستگاه دراین ∂i برداری های میدان

نوشت: زیر شکل به می توان را بیانچی اتحاد

∇Rm(z, v, x, y,w) +∇Rm(v,w, x, y, z) +∇Rm(w, z, x, y, v) = ٠.

می کنیم: ثابت را فوق اتحاد بنابراین

∇Rm(z, v, x, y,w) = ∇wRm(z, v, x, y) = ∇w⟨R(z, v)x, y⟩
= ∇w⟨∇z∇vx−∇v∇zx−∇[z,v]x, y⟩
= ⟨∇w∇z∇vx−∇w∇v∇zx−∇w∇[z,v]x, y⟩, (١)
∇Rm(v,w, x, y, z) = ∇Rm(v,w, x, y) = ∇zR⟨⟨v,w⟩x, y⟩
= ⟨∇z∇v∇wx−∇z∇w∇vx, y⟩, (٢)
∇Rm(w, z, x, y, v) = ∇vRm(w, z, x, y)

= ∇v⟨R(w, z)x, y⟩ = ⟨∇v∇w∇zx−∇v∇z∇wx, y⟩, (٣)



۴۴ ریمانی هندسه .٢

١ + ٢ + ٣
= ⟨∇w∇z∇vx−∇w∇v∇zx, y⟩
+⟨∇z∇v∇wx−∇z∇w∇vx, y⟩+ ⟨∇v∇w∇zx−∇v∇z∇wx, y⟩
= ⟨∇w∇z∇vx−∇w∇v∇zx +∇z∇w∇vx−∇z −∇z∇w∇vx

+∇v∇w∇zx−∇v∇z∇wx, y⟩, (۴)
∇w∇z∇vx−∇z∇w∇vx−∇[w, z]∇vx = R(w, z)∇vx

(۴) = ⟨R(w, z)∇vx +R(v,w)∇zx +R(z, v)∇wx, y⟩ = ٠,
∇vx = ∇zx = ∇wx = ٠.

به M ریمانی منیفلد روی ریچی۵ (خمیدگی) تانسور نام به کواریان ٢-تانسور یک .۴ . ۵ . ٢ تعریف
می کنیم: تعریف زیر صورت

Rij = Rk
kij = gkmRkijm.

می شود: تعریف زیر صورت به که است تانسور - ٠ یک (عددی)، اسکالر خمیدگی .۵ . ۵ . ٢ تعریف

S = Ri
i = gijRij.

داده نشان زیر صورت به و است متقارن کواریان ٢-تانسور یک ریچی، خمیدگی تانسور .۶ . ۵ . ٢ قضیه
شود، می

Rij = Rk
kij = Rk

ikj = −Rk
kij = −Rk

ikj.

نوشت: میتوان ۴ . ۵ . ٢ تعریف طبق برهان.

Rij = gkmRkijm = gkmRkjim = Rji,

Rij = gkmRkijm = −gkmRikjm = −Rk
ikj,

Rij = gkmRkijm = −gkmRkimj = −Rk
kij,

Rij = gkmRkijm = −gkmRkimj = −(−gkmRikmj) = gkmRikj = Rk
ikj.

۵Ricci



۴۵ نمایی نگاشت .۶ . ٢

نمایی نگاشت ۶ . ٢

سوالی چنین مثال عنوان به گیرد. قرار مطالعه مورد آنها جمعی رفتار باید ها ژئودزیک بهتر مطالعه برای
دهد. می روی ژئودزیک آن در تغییراتی چه کند، تغییر ژئودزیک جهت یا شروع نقطه اگر که شود مطرح
تعیین در خاصی اهمیت از ها نگاشت این است بررسی قابل نمایی نگاشت مطالعه با سوال این جواب

برخوردارند. ریمانی منیفلد خواص نتیجه در و ها ژئودزیک رفتار

صورت این به را نمایی نگاشت توان می ها ژئودزیک یکتایی و وجود قضیه از استفاده با .١ . ۶ . ٢ تعریف
با expp : ε → M نگاشت بنابراین ε ∈ TM و p ∈ M و ریمانی منیفلد (M, g) اگر کرد، تعریف

بطوریکه، شود می تعریف X → exp x = γx(١) ضابطه

εp = {x ∈ TpM | γx ∈ [٠,١]} .

.[١۵] است ٠ ∈ TpM همسایگی یک در نمایی نگاشت دامنه

کنیم: می تعریف زیر شکل به را p نقطه در نمایی نگاشت M = S٢ اگر .٢ . ۶ . ٢ مثال

exp : TS٢ → S٢

x 7→ exp x,

که ای عظیمه دایره یا کره ژئودزیک از ای نقطه روی را کره بر مماس صفحه از x بردار هر نمایی نگاشت
کند. می تصویر است، رفته پیش ∥x∥ بردار طول اندازه به x راستای در و شروع p نقطه از

است: زیر صورت به نمایی نگاشت های ویژگی .٣ . ۶ . ٢ قضیه

است. صفر برش بازTMشامل مجموعه زیر εیک الف)

شود. می تعریف γx(t) = exp(tx) ژئودزیک آنگاه ، x ∈ TMاگر ب)

است. هموار exp نگاشت پ)

.[١۵] برهان.

p حول همسایگی ویک O مانند TpM مبدا حول همسایگی یک p ∈ M هر ازای به .۴ . ۶ . ٢ قضیه
است. دیفئومورفیسم exp

p
: O → U که دارد وجود U مانند

دیفئومورفیسم exp
p

معکوس تابع قضیه طبق بنابراین و است ایزومورفیسم d(exp
p
)o کنیم می ثابت برهان.

نقطه شامل γ : I → TpM خم است. همانی d
(
exp

p

)
o
: To (TpM) → TpM میدهیم است.نشان

کرد، انتخاب γ (t) = tx شکل به توان می را خم این γ (o) = x که گیریم می نظر در طوری را o

d(expp)٠x =
dt

t
|t=٠

(
(expp)٠γ

)
(t)

=
d

dt
|t=٠expp (tx)

=
d

dt
|t=٠γx (t)

= x.



۴۶ ریمانی هندسه .٢

فضا-زمان مختصات ٢ . ٧

بودن مثبت شرط حذف از که هستند ریمانی متریک از تعمیمی ریمانی، شبه متریک شد گفته که همانطور
آورده ریمانی های متریک برای که تعاریفی همه تقریبا آیند. می پدید ریمانی های متریک تعریف در
بودن مثبت معین به نیاز که تعاریفی جز به دارند، کاربرد نیز ریمانی شبه متریک یک برای است، شده

دارند. ⟨ , متریک⟨

به را ریمان شبه متریک یک توان می M روی (U, x) مانند مختصات دستگاه یک در .٢ . ٧ . ١ تعریف
نوشت: زیر موضعی صورت

g = −d(x١)٢ − . . .− d(xr)٢ + d(xr+١)٢ + . . .+ d(xn)٢,

دهد. می نشان را ریمانی شبه متریک اندیس r صحیح عدد آن در که

کرد. معرفی متریک آن علامت نام به (r, q) زوج یک به را ریمانی شبه متریک توان می .٢ . ٧ . ٢ تعریف
است. خطی دو فرم آن مثبت جملات تعداد و منفی جملات تعداد ترتیب به q و r صورت این در

در انیشتین های متریک تعریف ریشه کردن پیدا ریمانی، شبه های متریک مساله طرح از منظور
شود می یاد آن از فیزیک در عام نسبیت نظریه در که اینشتین متریک نام اما است. دیفرانسیل هندسه
شبه متریک یک با بعدی چهار منیفلد یک در که است فضا-زمان به موسوم ۴-بعدی فضای به مربوط
اندیس که است ریمانی شبه متریک یک لورنتس متریک شود. می تعریف لورنتس متریک نام به ریمانی
و دارد فراوانی کاربرد فیزیک در که است ریمانی شبه متریک مهمترین متریک این است. یک برابر آن

از، عبارتند

g = d(x١)
٢ − d(x٢)

٢ − . . .− d(xn)٢.

اثر از که آن به مربوط ریچی تانسور اگر گوییم اینشتین متریک یک را لورنتس ریمانی شبه متریک
کند، صدق اینشتین میدان معادلات به موسوم زیر رابطه در آید می بدست ریمان تانسور

Ric− ١
٢Sg = T, (٢ . ١١)

انرژی و ماده ای، لحظه حرکت نیروی چگالی، معرف که است کواریان ٢-تانسور یک T رابطه این در
میدان معادله آن به آنگاه باشد، T = ٠ اینشتین میدان معادله در اگر است. فضا-زمان از نقطه هر در

از، عبارتند که میشود گفته خلاء در اینشتین

Ric =
١
٢Sg. (٢ . ١٢)



۴٧ فضا-زمان مختصات .٢ . ٧

بار فاقد کروی دستگاه در اینشتین متریک بنابراین باشد فضا-زمان مختصات (t, r, θ, φ) اگر
از، عبارتند الکتریکی

g = e٢φdt٢ − e٢Λdr٢ − r٢dθ٢ − r٢sin٢θdφ٢, (٢ . ١٣)

. Λ = Λ(r, t) و φ = φ(r, t) بطوریکه





٣ فصل

دیفرانسیل معادلات تقارن های

کنیم، صحبت دیفرانسیل معادلات دستگاه یک تقارن های گروه مورد در مختصر طور به بخواهیم اگر
دیدگاه از کنند. می تبدیل هم به را دستگاه جوابهای که هستند تبدیلاتی شامل ها گروه این گفت باید
روی و کرده عمل دستگاه وابسته و مستقل متغیرهای شامل فضای روی که هستند تبدیلاتی تقارنها لی،
تقارن روش فصل این در کنند. می عمل کرده، اعمال آنها گراف روی که تبدیلاتی با دستگاه جوابهای
می قرار بررسی مورد دیفرانسیل معادلات جوابهای آوردن دست به برای تبدیلات گروههای و لی های
است لی گروه یک کوچک بینهایت مولد دیفرانسیل، معادلات نظریه مطالعه در لی اصلی ابزار که گیرد

.[٢۴ ،١١ ،١٠ ،۶ ،۵] شود می یاد لی جبر عنوان به آن از امروزه که

کوچک بی نهایت گروه عمل ٣ . ١

مولد v ∈ G هر ازای به آن گاه می کند عمل M روی که باشد G لی گروه یک G هرگاه .٣ . ١ . ١ تعریف
می شود: محاسبه زیر به صورت p ∈M نقطه در v با متناظر v̂ کوچک بی نهایت

v̂p = dϕp(ve),

مولدهای این تعداد ،g 7−→ g · p که به طوری می شود تعریف ϕp : G −→ M به  صورت ϕ نگاشت
است. گروه بعد با برابر کوچک بینهایت

کنیم، می تعریف زیر ضابطه با را RP١ روی SL(٢) گروه عمل .٣ . ١ . ٢ مثال

p 7→ ap+ b

cp+ d
p ∈ RP١,

(
a b

c d

)
∈ SL(٢),

می تولید زیر ماتریسهای با جبر این بنابراین است. صفر اثر با SL(٢) های ماتریس ٢ × ٢ لی جبر
شود،

A١ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
, A٢ =

(
١ ٠
٠ −١

)
, A٣ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
,



۵٠ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

A٣ و Aو٢ A١ ماتریسهای از یک هر با متناظر کوچک بینهایت های مولد v٣ و v٢ ، v١ اگر بنابراین
آنگاه، باشند

v١ = ∂p, v٢ = ٢p∂p, v٣ = −p٢∂p. (٣ . ١)

کوچک بینهایت ناوردایی ٣ . ٢

حقیقی تابع کند. عمل M روی که باشد همبند تبدیلات گروه یک G کنیم فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف
p ∈M,v ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است G-ناورد گروه عمل تحت I :M −→ R

vp(I) = ٠, (٣ . ٢)

باشد. کوچک بی نهایت مولد یک v =
∑n

i=١ ξ
i(x) ∂

∂xi
و یک-پارامتری تابع یک u = I(x) هرگاه

بنابراین و v(I) = ٠ باید باشد، G تحت ناوردا یک I آن که برای
n∑
i=١

ξi(x)
∂I

∂xi
= ٠,

می کنیم: حل را زیر دستگاه I یافتن برای حال

dx١

ξ١(x)
=

dx٢

ξ٢(x)
= · · · = dxn

ξn(x)
.

تابعی وابسته M منیفلد روی مقدار حقیقی هموار توابع از {f١, · · · , fk} مجموعه .٣ . ٢ . ٢ تعریف
داشته وجود H(x١, · · · , xk) هموار تابع و U همسایگی x٠ ∈ M نقطه هر برای اگر می شوند، نامیده

باشیم: داشته x ∈ U همه برای به طوری که باشد

H(f١(x), · · · , fk(x)) = ٠,

نباشد. برقرار شرط این اگر می شوند نامیده تابعی مستقل توابع این

هستند تابعی وابسته آن گاه کنند صدق df١ ∧ · · · ∧ dfk = ٠ شرط در f١, · · · , fk اگر .٣ . ٢ . ٣ گزاره
می باشند. تابعی مستقل صورت این غیر در

.[٩] برهان.

M n-بعدی منیفلد روی که باشد لی گروه یک G کنیم فرض شده). اصلاح (مختصات ۴ . ٣ . ٢ قضیه
غیرصفر x٠ ∈M نقطه در که به طوری باشد آن از کوچک بی نهایت مولد یک v و لی جبر G کرده، عمل
این در که به طوری است موجود x٠ در y = (y١, . . . , yn) مانند مختصات دستگاه یک آن گاه باشد.

.v =
∂

∂y١ مختصات

.[١۶] برهان.



۵١ انتگرال منحنی .٣ . ٣

می کنیم. تعریف زیر به صورت متغیره سه فضای روی را SO(٢) گروه عمل .۵ . ٣ . ٢ مثال

SO(٢)× R٣ −→ R٣

(x, y, z) 7−→
(
x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t,

sin t+ z cos t

cos t− z sin t

)
,

فرم به عمل این از حاصل کوچک بی نهایت مولد

v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (١ + z٢)

∂

∂z
,

می دهیم. تشکیل را زیر دستگاه می باشد.

dx

−y
=

dy

x
=

dz

١ + z٢ ,

که است جداشدنی دیفرانسیل معادله یک dx
−y = dy

x
اول معادله می رسیم. ناورداها به بالا دستگاه حل با

ناورداست. r =
√
x٢ + y٢ بنابراین است. انتگرال ثابت c١ که است x٢+y٢ = c١ آن عمومی جواب

به صورت جواب .
√
r٢ − y٢ می دهیم قرار x جای به دوم معادله حل برای

ناوردای tan−١ z − tan−١( y
x
) بنابراین است tan−١ z − sin−١(y

r
) = tan−١ z − tan−١( y

x
) = c٢

مجموعه r =
√
x٢ + y٢ و w = (xz − y)/(yz + x) تابع yz + x ̸= ٠ برای نتیجه در است دوم

می دهد. نشان را تابعی مستقل ناوردای از کاملی

عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از همبند موضعا لی گروه یک G که کنیم فرض .۶ . ٣ . ٢ قضیه
زیر صورت به که است جبری معادلات دستگاه یک ، l ≤ m ، F : M −→ Rl کنید فرض می کند.

شود، می تعریف

Fν(x) = ٠, ν = ١, . . . , l,

این نقاط تمامی در
(
∂Fν
∂xk

)
ماتریس ژاکوبین که معنی این می کند(به صدق ماکسیمال رتبه شرایط در و

اگر تنها و اگر می گویند دستگاه تقارن گروه G به بنابراین باشد). l برابر تابع

v(Fν(x)) = ٠, ν = ١, . . . , l, هرگاه F (x) = ٠. (٣ . ٣)

.[٩] برهان.

انتگرال منحنی ٣ . ٣

با exp : G −→ G نگاشت صورت این در می گیریم، نظر در را G لی جبر با G لی گروه .٣ . ٣ . ١ تعریف
برداری میدان نظیر یک-پارامتری زیرگروه یک F که گوییم نمایی نگاشت را exp(v) = F (١) ضابطه
دیفئومورفیسم یک exp آن گاه باشند، e ∈ G همسایگی یک U ، ٠ ∈ G همسایگی یک V اگر است. v

می کند. برقرار V ، U بین



۵٢ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

هر برای صورت این در باشد. G لی جبر با همبند لی گروه یک G کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ قضیه
بدین می باشد، نمایی نگاشت های ترکیب به صورت بیان قابل g مانند G عضو هر v١, . . . ,vk ∈ G

که: معنا

g = exp(v١) ◦ · · · ◦ exp(vk).

نمایی نگاشت های محاسبه با می توان لی جبر یک اعضای داشتن با که است آن فوق قضیه تعبیر
[٢٠] در قضیه این اثبات به دست آورد. را گروه تبدیل ضابطه هم در آن ها ضرب و عضو هر با متناظر

است. آمده

می باشد x = ϕ(ε) هموار پارامتری منحنی v میدان برداری یک از انتگرال خم یا منحنی .٣ . ٣ . ٣ تعریف
یعنی: باشد برابر نقطه آن در v مقدار با منحنی نقطه هر بر مماس بردار که به طوری

ϕ̇(ε) = v |ϕ(ε), ∀ε ∈ R.

دیفرانسیل معادله سیستم از جوابی x = ϕ(ε) = (ϕ١(ε), . . . , ϕm(ε)) بایستی موضعی، مختصات در
معمولی

dxi

dε
= ξi(x), i = ١,٢, . . . .m,

می باشند. x در v ضرایب ξi(x)ها که باشد

M در x نقطه از که پارامتری ماکسیمال، انتگرال منحنی باشد، میدان برداری v اگر .۴ . ٣ . ٣ تعریف
هر برای بنابراین می نامیم، v به وسیله تولیدشده فلوی را Ψ و نشان می دهیم Ψ(ε.x) با را می گذرد
خواهد M در x از گذرنده انتگرال منحنی روی نقطه ای Ψ(ε, x) ، ٠ شامل Ix بازه ی در ε هر و x ∈M

است: زیر خاصیت های دارای ε, δ ∈ R هر برای برداری میدان  فلوی بود.

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x), ∀x ∈M .١

Ψ(٠, x) = x .٢

d

dε
Ψ(ε, x) = v |Ψ(ε,x) .٣

میدان وسیله به تولیدشده فلوی که می بینیم موضعی تبدیلات گروه خاصیت و ٢ ،١ خاصیت دو مقایسه با
از یک-پارامتری گروه اغلب و است یکسان M منیفلد روی R لی گروه موضعی گروه عمل با  برداری
در تیلور قضیه به وسیله رو این از نامیده می شود. عمل کوچک بی نهایت مولد ،v میدان برداری و تبدیلات

داریم: موضعی مختصات

Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε٢),



۵٣ انتگرال منحنی .٣ . ٣

که باشند تبدیلات از یک-پارامتری گروه Ψ(ε, x) اگر هستند. v ضرایب ξ = (ξ١(x), . . . , ξm(x)) که
قراردادن با ۴ . ٣ . ٣ تعریف سوم ویژگی به وسیله آن کوچک بی نهایت مولد سپس عمل می کند، M روی

به دست می آید. ε = ٠

v
∣∣
x
=

d

dε

∣∣
ε=٠Ψ(ε, x),

دارد. وجود کوچک بی نهایت مولدهای و تبدیلات از موضعی یک-پارامتری گروه بین یک به یک تناظری
آن ها نمایی نگاشت به عنوان v میدان برداری به وسیله تولیدشده یک-پارامتری گروه یا فلو محاسبه اغلب

نمادگذاری بنابراین گرفته می شود، نظر در

exp(εv)x ≡ Ψ(ε, x),

می بریم. به کار v میدان برداری به وسیله شده تولید فلوی یا یک-پارامتری زیرگروه برای را

ψ : R −→ R٢ اگر باشد. R٢ روی برداری میدان یک v = x ∂
∂y
− y ∂

∂x
کنید فرض .۵ . ٣ . ٣ مثال

تعریف طبق باشد. شده نوشته ψ(t) = (x(t), y(t)) استانداردشده به صورت که باشد انتگرال خم یک
داریم: ψ′(t) = vψ(t)

x′(t)
∂

∂x
|ψ(t) +y′(t)

∂

∂y
|ψ(t)= x(t)

∂

∂y
|ψ(t) −y(t)

∂

∂x
|ψ(t),

داریم: نظیر به نظیر مولفه ها دادن قرار مساوی با

x′(t) = −y(t),
y′(t) = x(t),

(۴ . ٣)

داریم: ۴ . ٣ معادلات حل با

x(t) = a cos t− b sin t, y(t) = a sin t+ b cos t,

است. v برداری میدان انتگرال خم ψ(t) = (a cos t− b sin t, a sin t+ b cos t) که

خم ، x ∈M هر برای باشند. M منیفلد روی هموار میدان برداری دو v,w کنید فرض .۶ . ٣ . ٣ قضیه
تعریف می شود: زیر به صورت انتگرال

Ψ(ε, x) = exp(−
√
εw) exp(−

√
εv) exp(

√
εw) exp(

√
εv)(x),

یعنی: . Ψ(٠, x) = x نقطه در انتگرال برخم مماس میدان برداری [v,w] |x کروشه لی

[v,w]
∣∣
x
=

d

dε

∣∣
ε=٠Ψ(ε, x). (۵ . ٣)

.[٢١] برهان.



۵۴ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

یک-پارامتری تبدیلات گروه ۴ . ٣

تبدیلات (x, y) صفحه در .١ . ۴ . ٣ تعریف

x١ = f(x, y, ε), y١ = f(x, y, ε),

کند: صدق زیر خاصیت های در هرگاه می نامیم یک-پارامتری تبدیلات را

می دهد. به دست را همانی تبدیل ε = ٠ (همانی):مقدار (١

x = f(x, y,٠), y = f(x, y,٠),

می دهد. به دست را وارون تبدیل −ε (وارون):پارامتر (٢

x = f(x١, y١,−ε), y = f(x١, y١,−ε),

گروه از عضوی دوباره نیز آن آن گاه ،y٢ = g(x١, y١, δ) و x٢ = f(x١, y١, δ) اگر بودن): (بسته (٣
یعنی، می دهد. به دست آن را ε+ δ پارامتر که گرفت نتیجه بتوان آن بر علاوه و باشد

x٢ = f(x, y, ε+ δ), y٢ = g(x, y, ε+ δ),

نتیجه گروه بودن بسته خاصیت از می توان را معمولی شرکت پذیری خاصیت که می شویم یادآور دوباره
قرارند: بدین یک-پارامتری گروه های از ساده ای مثال های گرفت.

انتقال: گروه الف)

x١ = x, y١ = y + ε,

امتدادی: گروه ب)

x١ = eεx, y١ = eεy,

: دوران گروه ج)

x١ = x cos ε− y sin ε, y١ = x sin ε+ y cos ε,

است. یک-پارامتری گروه یک (ج) قسمت در تعریف شده دورانی گروه که می دهیم نشان .٢ . ۴ . ٣ مثال
آن وارون برای حال می کند. صدق اول خاصیت در آن نتیجه در ،y١ = y و x١ = x آن گاه ε = ٠ اگر

x = x١ cos ε+ y١ sin ε, y = −x١ sin ε+ y١ cos ε,



۵۵ یک-پارامتری تبدیلات گروه .۴ . ٣

در (ج) که می شود نتیجه آن جا از و می کند مشخص را آن وارون −ε بنابراین می آوریم، به دست را
و x٢ = x١ cos δ − y١ sin δ اگر که می بینیم سوم قسمت برای می کند. صدق نیز دوم خاصیت

داریم: آن گاه ، y٢ = x١ sin δ + y١ cos δ

x٢ = (x cos ε− y sin ε) cos δ − (x sin ε+ y cos ε) sin δ

= x cos(ε+ δ)− y sin(ε+ δ),

و

y٢ = (x cos ε− y sin ε) sin δ − (x sin ε+ y cos ε) cos δ

= x sin(ε+ δ)− y cos(ε+ δ),

می کند. صدق نیز سوم خاصیت در آن بنابراین و

می شود. تعریف زیر ضابطه با که بگیرید نظر در را Rn روی GL(n,R) تبدیلات گروه عمل .٣ . ۴ . ٣ مثال

GL(n)× Rn −→ Rn

(A, a) 7−→ Aa,

نمی باشد، متعدی فوق عمل بنابراین Rn − {٠} دیگری و مبدا یکی می کند، تولید مدار دو عمل این
آزاد و متعدی عمل آن گاه کنند. عمل Rn − {٠} روی GL(n) اگر حال نیست. هم آزاد عمل همچنین

است. Rn − {٠} خود تولیدشده مدار تنها زیرا بود خواهد

تابع یک می کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات گروه یک G کنیم فرض .۴ . ۴ . ٣ تعریف
، g ∈ G ، p ∈M هر برای که به قسمی است I :M −→ R مانند حقیقی تابعی G-ناوردا

I(g · p) = I(p).

باشد: M = R٢ می کنیم فرض .۵ . ۴ . ٣ مثال

که: به طوری باشد تبدیلات از یک-پارامتری گروه یک Gc اگر .١

(x, y) 7−→ (x+ cε, y + ε), ε ∈ R,

تابع بنابراین است. ثابت یک c که

ζ(x, y) = x− cy,

چون که ناورداست. تابع یک

ζ(x+ cε, y + ε) = ζ(x, y).

است. برقرار ε تمامی برای



۵۶ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

که: به طوری باشد تجانس گروه یک G١ اگر .٢

G١ : (x, y) 7−→ (λx, λy), λ > ٠,

تابع بنابراین

ζ(x, y) =
x

y
,

است. y = ٠ نقطه در بجز R تمام روی ناوردا تابع یک

توابع و تبدیلات ۵ . ٣

x = مستقل متغیر p - با ∆ = ٠ مانند دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک .١ . ۵ . ٣ تعریف
دستگاهی چنین جواب می گیریم. نظر در را u = (u١, . . . , uq) وابسته متغیر -q و (x١, . . . , xp)

آن در که می باشد u = f(x) فرم به تابعی

uα = fα(x١, . . . , xp), α = ١, . . . , q,

مختصات دستگاه یک x فرض می کنیم حال است. x = (x١, . . . , xp) مستقل متغیرهای از هموار تابعی
باشد. U ≃ Rq روی مختصات دستگاه یک u و X ≃ Rp روی

وابسته ی و مستقل متغیرهای از متشکل E = X × U ≃ Rp+q اقلیدسی فضای .٢ . ۵ . ٣ تعریف
می نامیم. ∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای کامل فضای X,U

تبدیلات از موضعی گروهی ،∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه یک .٣ . ۵ . ٣ تعریف
دستگاه از جواب هر که به طوری کرده، عمل O مانند E از باز زیرمجموعه یک روی که است G مانند
g ∈ G مانند تبدیل یک عمل نحوه ی بیان به مطلب ادامه ی در می کند. تبدیل دیگری جواب به را ∆ = ٠
را u = f(x) تابع می شود. فرض لی گروه یک G تبدیلات گروه پس این از می پردازیم، تابع یک روی

گراف با

Γf = {(x, f(x)) | x ∈ Ω},

هموار به طور G هرگاه اما باشد. جدید تابعی گراف خود، g · Γf ندارد لزومی البته که می کنیم تعریف
که دید می توان Ω دامنه ی مناسب انتخاب با نگه دارد، ثابت را f گراف ،G همانی عنصر و کرده عمل

که معنا این به نگه می دارد، ناوردا را f تابع گراف G همانی عنصر حول موضعاً g تبدیل

g · Γf = Γf̄ , (۶ . ٣)

است. g تبدیل تحت f تابع گراف تبدیل یافته همان (۶ . ٣) در f̄ از منظور که داشت توجه باید البته



۵٧ دهی امتداد .۶ . ٣

دوران های گروه G = SO(٢) اگر .X ≃ U ≃ R بنابراین و p = q = ١ کنیم فرض .۴ . ۵ . ٣ مثال
داریم: باشد G از عضوی θ اگر آن گاه باشد، E ≃ R٢ روی

(x̃, ũ) = θ · (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ). (٣ . ٧)

است، ∆ = ٠ معادلات دستگاه برای تقارن یک G لی گروه از g تبدیل (٣ . ۵ . ٣) تعریف طبق بنابراین
معادله حال است. جواب یک خود g · u آن گاه باشد دستگاه برای جواب یک u = f(x) اگر هرگاه
شکل به توابع یعنی R٢ در خطوط کلیه ی که است واضح می گیریم. نظر در را uxx = ٠ دیفرانسیل
هرخط دوران چون که دید می توان به راحتی بنابراین می باشند. معادله این برای جواب یک ax+ b = ٠
معادله این برای تقارن گروه یک SO(٢) دوران های گروه لذا است، راست خط یک خود R٢ در راست

است.

دهی امتداد ۶ . ٣

است لازم ابتدا دهیم، توضیح را دیفرانسیل معادلات های تقارن کردن پیدا روند بخواهیم اینکه از قبل
به را کامل فضای که است لازم بنابراین کنیم. بیان را دیفرانسیل معادلات برای هندسی تعریف یک که
در است جت فضای ساختار در تئوری یک ساختار این دهیم. گسترش متغیرها جزئی مشتقات فضای

است. دیفرانسیل معادلات جوابهای هندسی فضای جت، فضای حقیقت
می شود، تعریف f(x) = f(x١, . . . , xp) ضابطه با که f : X −→ R مانند هموار حقیقی تابع یک

تعداد دارای

Pk =
( p+ k − ١

k

)
,

اندیس یک J = (j١, . . . , jk) هرگاه می باشد. متغیرهایش به نسبت k مرتبه از متمایز جزئی مشتق
داده نمایش زیر به صورت J به نسبت f تابع جزئی مشتق آن گاه باشد، f تابع متغیرهای از چندگانه

 می شود:

∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj١ . . . ∂xjk
,

مراتب نشان دهنده می شود، داده نمایش ♯J = k نماد با که J چندگانه اندیس مرتبه که نمایید توجه
f : X −→ U که کنید فرض می نماییم. گسترده تر کمی را بحث اکنون است. فوق تابع از مشتق گیری
صورت، این در باشد. u = f(x) = (f١(x), . . . , f q(x)) ضابطه ی با مقداری q متغیره، p تابع یک

با را n-ام مرتبه تا تابع این جزئی مشتقات تمام فضای

U (n) := U × U١ × · · · × Un, (٣ . ٨)



۵٨ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

مرتبه ی از جزئی مشتقات فضای نماینده i = ١,٢, . . . , n ازای به Uiها که به طوری می دهیم، نمایش
با است برابر (٣ . ٨) فضای بعد که نمود مشاهده می توان می باشند. i-ام

q + qp١ + qp٢ + · · ·+ qpk = q
( p+ n

n

)
:= qp(n),

دارای u(n) درنتیجه، می دهیم. نمایش u(n) به صورت را U (n) در نقطه هر بعد به این از که نمایید توجه
با چندگانه اندیس یک J = (j١, . . . , jk) و می باشد uαJ , α = ١, . . . , q شکل به متمایز متغیر qp(n)

می باشد. ٠ ≤ k ≤ p,١ ≤ jk ≤ p شرایط

فضای به ،U (n) به مستقل متغیرهای فضای نمودن اضافه با .١ . ۶ . ٣ تعریف

J (n) = X × U (n), (٣ . ٩)

نشان J (n)f نماد با را آن و گفته u = f(x) تابع n-ام مرتبه جت فضای آن به که می یابیم دست
می باشد. p+ qp(n) با برابر (٣ . ٩) فضای بعد که است واضح می دهیم.

چیزی ساختار این و می باشد هندسی ساختار دارای J (n) که نمود ملاحظه می توان ساده ای بررسی با
این حقیقت، در می باشد. qp(n) با برابر آن تارهای بعد که X منیفلد روی برداری کلاف یک جز نیست

می باشد. متغیرهایش همراه به f تابع تیلور بسط دادن نشان برای لازم فضای دقیقا فضا

نظر در را می باشد وابسته متغیر یک و مستقل متغیر سه شامل که را u = f(x, y) تابع .٢ . ۶ . ٣ مثال
این در بنویسیم، دوم مرتبه تا را فوق تابع جزئی مشتقات که است کافی J (٢) یافتن منظور به بگیرید.

داریم: صورت

J (٢) = {(x, y;u;ux, uy;uxx, uyy, uxy)} ≃ R٨.

n-ام مرتبه امتداد آن، مستقل متغیرهای از غیر به تابع یک n-ام مرتبه جت فضای به .٣ . ۶ . ٣ تعریف
فوق تعریف به توجه با بنابراین، می نماییم. معرفی u(n) = f (n)(x) نماد با را آن و می شود گفته تابع آن

از: است عبارت u = f(x, y) تابع دوم مرتبه امتداد

f٢(x, y) = (f ; fx, fy; fxx, fyy, fxy).

دیفرانسیل معادلات دستگاه ٣ . ٧

مفهوم دقیق تر بیان به که بود خواهیم قادر نمودیم، ارائه جت فضای برای که تعریف به توجه با اکنون،
بپردازیم. دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک

با n-ام مرتبه معادله m شامل که ∆ مانند دیفرانسیل معادلات دستگاه یک از منظور .٣ . ٧ . ١ تعریف
شود، می تعریف زیر صورت به که می باشد ∆ : J (n) −→ Rm به صورت تابعی می باشد، E کلی فضای

∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, . . . ,m. (٣ . ١٠)



۵٩ گروه عمل دهی امتداد .٣ . ٨

∆ν(x, u
(n)) = (∆١(x, u

(n)), . . . ,∆m(x, u
(n)))صورت به (٣ . ١٠) بازنویسی با که است ذکر شایان

m-معادله شامل دستگاه یک (٣ . ١٠) که می رسیم نتیجه این به ، ∆i(x, u
(n)) هموار هرتابع ازای به

ازای به که است بدیهی بود. خواهد وابسته q-متغیر و مستقل p-متغیر با (PDE) جزئی دیفرانسیل
می باشد. (ODE) معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک (٣ . ١٠) دستگاه p = ١

u = f(x) مانند هموار تابعی (٣ . ١٠) معادلات دستگاه از هموار جواب یک از منظور .٣ . ٧ . ٢ تعریف
که: به طوری است،

∆ν(x, f
(n)(x)) = ٠, ν = ١,٢, . . . ,m.

گروه عمل دهی امتداد ٣ . ٨

یک روی که باشد تبدیلات از گروه یک G که کنید فرض گروه). عمل (امتداددهی ٣ . ٨ . ١ تعریف
n-ام مرتبه جت فضای به می توان را عمل این می کند. عمل O مانند E کامل فضای باز زیرمجموعه
G(n) با را آن و گفته O روی G گروه عمل n-ام مرتبه امتداد آن به که داد، ترفیع J (n)(O) یعنی O
جزئی مشتقات روی به آن عمل تعمیم گروه، یک عمل امتداد از منظور دیگر به عبارتی می دهیم. نمایش
یک g هرگاه که است گونه بدین فرآیند این که است ذکر قابل می باشد. u = f(x) تابع n-ام مرتبه تا
آن امتداد ، g : O −→ O به صورت تابع یک به عنوان g گرفتن نظر در با آن گاه باشد، G گروه از تبدیل

به صورت: O روی

g(n) : J (n)(O) −→ J (n)(O),

تعریف (x٠, u
(n)
٠ ) ∈ J (n)(O) دلخواه نقطه ازای به g(n) · (x٠, u

(n)
٠ ) = (x̃٠, ũ٠

(n)) ضابطه ی با
می شود.

معادلات دستگاه یک ∆(x, u(n)) و باشد X×U باز زیرمجموعه یک M که کنید فرض .٣ . ٨ . ٢ قضیه
از موضعی گروه G صورت این در است. φ(∆) ⊂ M (n) که به طوری M روی m رتبه از دیفرانسیل
هر ازای به که معنی این به باشد. ناوردا φ(∆) روی آن برداری میدان امتداد که است M روی تبدیلات
دستگاه تقارن گروه یک G آن گاه باشد، g(n)(x, u(n)) ∈ φ(∆) ، g ∈ G تمام و (x, u(n)) ∈ φ(∆)

است. فوق معادلات

.[٩] برهان.

تقارن ها و برداری میدان های امتداد ٣ . ٩

در می باشد. جت فضای روی به امتداد قابل گروه یک عمل شد، اشاره گذشته بخش در که همان طور
مولدهای به عنوان آن ها از که داد امتداد می توان نیز را برداری میدان های که می دهیم نشان بخش، این



۶٠ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

تقارن های یافتن راستای در گام نخستین فرآیند این که است ذکر قابل می گردد. یاد کوچک بی نهایت
می شود. محسوب دیفرانسیل معادلات

J (n)(O) روی هموار تابعی F (x, u(n)) و بوده باز مجموعه ای O ⊂ E که کنید فرض .٣ . ٩ . ١ تعریف
هموار تابعی نمایش می دهیم، DiF (x, u

(n+١)) با را آن که xi به نسبت F کامل مشتق از منظور باشد.
هموار تابعی u = f(x) هرگاه که می باشد مهم ویژگی این دارای و شده تعریف J (n+١)(O) روی که است

آن گاه: باشد،

DiF (x, f
(n+١)(x)) =

∂

∂xi
[F (x, u(n))],

به صریحی فرمول می گردد، حاصل زنجیری مشتق قاعده از متوسط به طور که زیر لم که است ذکر شایان
.[٢٠] می نماید ارائه مشتق عملگر یک قالب در کامل مشتق محاسبه منظور

J = (j١, . . . , jk) هرگاه بگیرید. نظر در J (n)(O) جت فضای روی را F (x, u(n)) تابع .٣ . ٩ . ٢ لم
آن گاه: باشد. uαJ,i =

∂uαJ
∂xi

و بوده چندگانه اندیس یک

DiF =
∂F

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
, (٣ . ١١)

آن گاه: باشد، (x, y, u) مختصات با E ≃ R٢ × R هرگاه مثال، به عنوان

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ . . . ,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ . . . ,

می توان را بالاتر مراتب کامل مشتق ترتیب، همین به می باشند. x, y به نسبت F کامل مشتق ترتیب به
به صورت J = (j١, . . . , jk) چندگانه اندیس به نسبت

DJ = Dj١ ·Dj٢ · · ·Djk ,

نمود. بیان

برداری میدان های امتداد محاسبه نحوه ی که بپردازیم قضیه ای ارائه به تا می باشد مهیا شرایط اکنون
می دهد. به دست را

گروه با O روی میدان برداری یک vو E = X × U از باز زیرمجموعه یک O گیریم .٣ . ٩ . ٣ تعریف
روی برداری میدان یک نشان می دهیم، v(n) با را v n-ام مرتبه امتداد باشد. exp(εv) یک-پارامتری
معنا بدین می گویند.

[
exp(εv)

](n) یک-پارامتری گروه کوچک بی نهایت مولد آن به که بوده J (n)O
که:

v(n)
∣∣∣
(x,u(n)

=
d

dε

∣∣∣
ε=٠

[
exp(εv)

](n)
(x, u(n)), (x, u(n)) ∈ J (n)(O), (٣ . ١٢)
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کوچک بی نهایت مولد می گیریم. نظر در R٢ روی SO(٢) گروه عمل .۴ . ٣ . ٩ مثال

v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

یک-پارامتری گروه عمل نظیر

exp(εv)(x, u) = (x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε),

: داریم (٣ . ١٢) رابطه مطابق می باشد.

[exp(εv)](n)(x, u, ux) =

(
x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε,

sin ε+ ux cos ε

cos ε− ux sin ε

)
,

با: است برابر تبدیل که دید می توان (٣ . ١٢) فرمول کمک به

v(١) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١ + u٢

x)
∂

∂ux
. (٣ . ١٣)

ماتریس هرگاه است ماکسیمال رتبه ی از ∆ : Jn −→ Rm دیفرانسیل معادلات دستگاه .۵ . ٣ . ٩ تعریف
آن ژاکوبین

J∆(x, u
(n)) =

(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qpn)

,

باشد. m رتبه از

تعریف شده ماکسیمال رتبه ی از دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک ∆ = ٠ کنیم فرض .۶ . ٣ . ٩ قضیه
کرده عمل O روی که باشد تبدیلات از موضعی گروه G اگر باشد، O مانند E از باز زیرمجموعه یک در

اگر: می پذیرد. تقارن گروه به عنوان را G ،∆ = ٠ آن گاه باشد، آن کوچک بی نهایت مولد یک v و

v(n)(∆) = ٠, هرگاه ∆ = ٠. (١۴ . ٣)

می شود. ثابت ۶ . ٣ . ٢ و ٣ . ٨ . ٢ قضایای از استفاده با برهان.

برداری میدان یک امتداد محاسبه برای صریحی فرمول ارائه مستلزم فوق قضیه کارگیری به روش
گروه های بین ارتباط نحوه ۶ . ٣ . ٩ قضیه می کنیم. جو و جست را موضوع این آینده مباحث در است.
می دارد. بیان را کوچک بی نهایت مولدهای تحت دیفرانسیل معادلات از دستگاه یک ناوردایی و تقارن
شدن روشن برای است. سرراست تر آن نظیر گروه عمل امتداد برخلاف برداری میدان یک امتداد محاسبه
روی تنها که یک-پارامتری گروه عمل امتداد به ابتدا می کنیم. آغاز ساده تر حالت های از موضوع این

برداری میدان دیگر بیان به می پردازیم. می کند، عمل مستقل متغیرهای

v =

p∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
,
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به صورت برداری میدان این نظیر تبدیل گروه می گیریم. نظر در O ⊂ E = X × U مجموعه روی را

(x̃, ũ) = gε(x, u) = (χε(x), u), gε = exp(εv),

صورت این در x̃ = χiε(x) دهیم قرار اگر است. X روی دیفئومورفیسم یک χ که به طوری می باشد
داریم:

dχiε(x)

dε

∣∣∣
ε=٠

= ξi(x), (١۵ . ٣)

تعریف طبق می دهیم. تعمیم U ≃ Rq کلی حالت به را محاسبات سپس ،U ≃ R می کنیم فرض ادامه در
جت، فضای

J١(O) = {(x, u(١)) = (x, u, uj)|x ∈ X, u ∈ U},

هموار تابعی u = f(x) و بوده J١(O) از دلخواه نقطه ای (x, u(١)) اگر حال .uj =
∂u

∂xj
که به طوری

آن گاه: باشد، X روی

g
(١)
ε · (x, u(١)) = (x̃, ũ(١))

= (x̃, f̃ε(x̃))

= (x̃, f(χ−١
ε (x̃)))

= (x̃, f(χ−ε(x̃))), f̄ε = gε · f,

بنابراین

ūj =
∂f̄ε
∂x̄j

(x̄) =

p∑
k=١

∂f

∂xk
(χ−ε(x̄)) ·

∂χkε
∂x̄j

(x̄), (١۶ . ٣)

پس ، χ−ε(x̄) = x ،χ بودن وارون پذیر بنابر اما

ūj =

p∑
k=١

∂χk−ε
∂x̄j

(χε(x))uk,

یافتن برای می دهد. به دست اول مرتبه مشتقات روی امتدادیافته عمل محاسبه ی برای صریح فرمولی
ε = ٠ نقطه در ε به نسبت امتداد فرمول های از مشتق گیری با ،g(١) عمل نظیر کوچک بی نهایت مولد

شکل به ساخته شده کوچک بی نهایت مولد

v(n) =

p∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
+

q∑
j=١

ϕj(x, u(١))
∂

∂uj
, (٣ . ١٧)

که: به طوری می آید، به دست

ϕj(x, u(١)) =
d

dε

∣∣∣
ε=٠

p∑
k=١

∂χk−ε
∂x̄j

(
χε(x)

)
uk,



۶٣ تقارن ها و برداری میدان های امتداد .٣ . ٩

یکی می آید: به دست uk برای ضریب نوع دو مشتق گیری مراتب تغییر با توابع بودن هموار جهت به
شکل به χ٠(x) = x فرض و (١۵ . ٣) رابطه ی از استفاده با که آن هایی

∂

∂x̄j

[dχk−ε
dε

](
χε(x)

)∣∣∣
ε=٠

=
∂

∂xj

[dχk−ε
dε

∣∣∣
ε=٠

]
(x) = −∂ξ

k

∂xj
(x),

فرم به x مولفه های به نسبت گیری مشتق  بار دو با که دومی و می باشد

∑
l

∂٢χk−ε
∂x̄j∂x̄−l

(
χ−ε(x)

)dχlε
dε

(x)
∣∣∣
ε=٠

= ٠,

پس می شود. بیان

ϕj = −
p∑

k=١

∂ξk

∂xj
· uk, (٣ . ١٨)

می کند. مشخص را (٣ . ١٧) در امتداد فرمول ضرایب

کنیم، فرض .٣ . ٩ . ٧ قضیه

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ϕα(x, u)
∂

∂uα
,

میدان یک v میدان برداری n-ام امتدادمرتبه باشد. O ⊂ E باز زیرمجموعه روی میدان برداری یک
شکل به  برداری

v(n) = v +

q∑
α=١

∑
J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
, (٣ . ١٩)

فرمول با (٣ . ١٩) در ϕJα ضرایب که می باشد J (n)(O) روی

ϕjα(x, u
(n)) = DJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi
)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i; (٣ . ٢٠)

عبارت است ذکر شایان می شوند. ساخته

Qα = ϕα −
p∑
i=١

ξiuαi , (٣ . ٢١)

می نامیم. v میدان برداری مشخصه را

میدان  نظیر یک-پارامتری گروه gε = exp(εv) گیریم می کنیم. ثابت n = ١ ازای به را قضیه برهان.
است: زیر فرمول با آن تبدیل که باشد v برداری

(x̄, ū) = gε · (x, u) = (ϕε(x, u), ψε(x, u)),
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و

ξi(x, u) = d
dε

∣∣∣
ε=٠

ϕiε(x, u), i = ١,٢, . . . , p,

ϕα(x, u) = d
dε

∣∣∣
ε=٠

ψαε (x, u), α = ١,٢, . . . , q,

تابع (x, u(١)) ∈ J١(O) و (x, u) ∈ E ازای به هستند. ϕε, ψε مولفه های ϕiε, ψ
α
ε کلی به طور

مولفه های و u(١) = f (١)(x) مرتبه امتداد با u = f(x)

uα = fα(x), uαi =
∂fα(x)

∂xi
.

زیر به صورت و است خوش تعریف gε تحت f تبدیل کوچک کافی اندازه به ε انتخاب با است. مفروض
می شود: داده نمایش

ū = f̄ε(x̄) = (gε · f)(x̄) =
[
ψε ◦ (Id× f)

]
◦
[
ϕε ◦ (Id× f)−١(x̄)

]
,

ژاکوبین ماتریس زنجیری مشتق قاعده ی از استفاده با

Jf̄ε(x) =

(
∂f̄αε
∂x̄i

)
,

شکل به x = [ϕε ◦ (Id× f)]−١(x̄) فرض با

Jf̄ε(x̄) = J [ψε ◦ (Id× f)](x) · {J [ϕε ◦ (Id× f)(x)}, (٣ . ٢٢)

بی نهایت مولد یافتن برای می دهد. به دست را g(١)ε اول مرتبه امتداد (٣ . ٢٢) فرمول بسط نوشته می شود.
یک Ξ(ε) اگر و ε = ٠ دهیم قرار نهایت در و بگیریم مشتق ε به نسبت (٣ . ٢٢) از باید ، v(١) کوچک

آن گاه باشد، ε به وابسته توابع از وارون پذیر مربعی ماتریس

d

dε
[Ξ(ε)−١] = −Ξ(ε)−١dΞ(ε)

dε
Ξ(ε)−١,

داریم: باشد ε = ٠ هرگاه

ϕ٠(x, f(x)) = x, ψ٠(x, f(x)) = f(x), (٣ . ٢٣)

آن گاه: باشد، p× p همانی ماتریس I اگر بنابراین

J [ϕ٠ ◦ (Id× f)](x) = Id, J [ψ٠ ◦ (Id× f)](x) = Jf(x),

به دست زیر روابط لایپ نیتس قاعده از استفاده و ، ε = ٠ نقطه در (٣ . ٢٢) از مشتق گیری با حال
می آیند.

d

dε

∣∣∣
ε=٠

Jf̄ε(x̄) =
d

dε

∣∣∣
ε=٠

J [ψε ◦ (Id× f)](x)− Jf(x) ·
d

dε

∣∣∣
ε=٠

J [ϕε ◦ (Id× f)](x)

= J [ϕ ◦ (Id× f)](x)− Jf(x) · J [ξ ◦ (Id× f)](x), (٢۴ . ٣)



۶۵ دیفرانسیلی ناوردای .٣ . ١٠

ستونی بردار دو ϕ = (ϕ١, . . . , ϕq)
T و ξ = (ξ١, . . . , ξp)T بالا عبارت دوم تساوی در که شود توجه

می کند، مشخص v(١) در را ∂

∂uαk
عبارت ϕkαی ضرایب (٢۴ . ٣) رابطه ماتریس درایه های هستند.

با: است برابر ,a)-ام k) درایه ی مثال به عنوان

ϕkα(x, u
(١)) =

∂

∂xk
[
ϕα(x, f(x))

]
−

p∑
i=١

∂fα

∂xi
· ∂

∂xk
[
ξi(x, f(x))

]
,

می شود. بازنویسی زیر به صورت بالا رابطه کامل مشتق به کارگیری با ، uαk,i =
∂٢uα

∂xk∂xi
دهیم قرار اگر لذا

ϕkα(x, u
(١)) = Dk

[
ϕα(x, u)

]
−

p∑
i=١

Dk

[
ξk(x, u)

]
uki

= Dk

[
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi
]
+
∑

ξiuαki, (٢۵ . ٣)

به عنوان می توان را J (n+١)(O) که کنیم توجه باید ابتدا می کنیم. اثبات عمومی حالت در را قضیه حال
مشتق به عنوان می توان را uαJ +n)-ام ١) مرتبه مشتق (زیرا گرفت نظر در J١(Jn(O)) از زیرفضایی
v(n−١) روی از را v(n) می توان استقرا کمک به پس گرفت). نظر در n-ام اول مرتبه مشتقات اول مرتبه
بار یک با بنابراین باشد، J (n−١)(O) روی برداری میدان یک v(n−١) کنیم فرض ساخت. صورت بدین
چندگانه اندیس ازای به آن ضرایب که می رسیم، J١(J (n−١)(O)) در برداری میدان یک آن دادن امتداد

(٢۵ . ٣) به توجه با .حال uαJ,k =
∂uαJ
∂xk

با برابر α = ١, . . . , q ، J = (j١, . . . , jk) ، ١ ≤ k ≤ p

با: بود خواهند برابر v(n−١) اول مرتبه امتداد در ∂

∂uαj,k
ضرایب

ϕJ,kα = Dkϕ
J
α −

p∑
i=١

Dkξ
k · uαJ,i, (٢۶ . ٣)

قابل زیر محاسبات در امر این کند. صدق (٢۶ . ٣) در (٣ . ٢٠) فرمول نشان دهیم است کافی حال
است. محاسبه

ϕJ,kα = Dk{DJ(ϕα −
∑p

i=١ ξ
iuαi ) +

∑p
i=١ ξ

iuαJ,i} −
∑p

i=١ Dkξ · uαJ,i
= DkDJ(ϕα −

∑p
i=١ ξ

iuαi ) +
∑p

i=١(Dkξ
i · uαJ,i + ξiuJ,i,k)−

∑p
i=١ Dkξ

i · uαJ,i
= DkDJ(ϕα −

∑p
i=١ ξ

iuαi ) +
∑p

i=١ ξ
iuJ,i,k.

دیفرانسیلی ناوردای ٣ . ١٠

دیفرانسیلی ناوردای یک باشد. برخوردی یا نقطه ای تبدیلات از گروه Gیک کنیم فرض .٣ . ١٠ . ١ تعریف
که: به طوری است I : J (n)(M) −→ R مانند دیفرانسیلی تابعی

I(g(n) · (x, u(n))) = I(x, u(n)).



۶۶ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

می کنند عمل v = −u∂x+x∂u مولد با X×U روی که G = SO(٢) دوران های گروه .٣ . ١٠ . ٢ مثال
می گیریم: نظر در را

بی نهایت مولد با SO(٢)(n) اول امتداد از معمولی ناوردای واقع در اول مرتبه دیفرانسیلی ناوردای
کوچک

v(١) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١ + u٢

x)
∂

∂ux
,

داریم: دهیم، نشان (x, y, z) با را (x, u, ux) متغیرهای اگر می باشد.

w = v(١) = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (١ + z٢)

∂

∂z
,

R٣ در نقطه هر از همسایگی ای در بنابراین نمی شود صفر هرگز R٣ روی w برداری میدان که کنید توجه
در مشخصه سیستم دارد. وجود w به وسیله ی تولیدشده یک-پارامتری گزوه از تابعی مشتق ناوردای دو

می باشد: زیر به صورت مورد این

dx

−y
=

dy

x
=

dz

١ + z٢ ,

با را x دیگر ناوردای کردن پیدا برای می باشد. r =
√
x٢ + y٢ ناوردا اول تساوی از گرفتن انتگرال با

داریم: می کنیم، جایگزین
√
r٢ − y٢

dy√
r٢ − y٢

=
dz

١ + z٢ ,

بنابراین می باشد. k دلخواه ثابت برای arcsin y
r
= arctan z + k آن جواب

arctan z − arcsin
y

r
= arctan z − arctan

y

x
,

به دست تانژانت گرفتن با ناورداها این از ساده تری بیان می باشد. w برای دوم دیفرانسیلی ناوردای
اولیه متغیر تغییر به توجه با بنابراین ، xz−y

yz+x
می آید.

xux − u
x+ uux

,
√
x٢ + u٢.

می دهند. تشکیل SO(٢) برای اول مرتبه دیفرانسیلی ناورداهای از کاملی مجموعه

آن ها امتداد بنابراین باشند. M ⊂ X × U روی برداری میدان های v,w کنیم فرض .٣ . ١٠ . ٣ قضیه
دارد: را زیر شرایط

(cv + c′w)(n) = cv(n) + c′w(n), .١

[v,w](n) = [v(n),w(n)], .٢

.[١۶] برهان.



۶٧ لی گروه ای نقطه تقارن روش به دیفرانسیل معادلات حل .٣ . ١١

لی گروه ای نقطه تقارن روش به دیفرانسیل معادلات حل ٣ . ١١

کامل فضای روی که خطی است معادله ای که کنیم می شروع ساده مثال یک با ابتدا ما .٣ . ١١ . ١ مثال
،[٢١] شده تعریف E ≃ R× R

uxx = ٠, (٣ . ٢٧)

،u = ax + b خطی تابع عمومی جوابهای اساس بر معادله این تقارن گروه ، زد حدس شود می البته )
است، دو مرتبه معادله است.)چون خطی نگاشت به خطی نگاشت از(٣ . ٢٧) تقارن هر بنابراین شده بنا

برداری میدان دوم مرتبه امتداد که است لازم بنابراین

v = ξ(x, u)
∂

∂x
+ ϕ(x, u)

∂

∂u
,

بیابیم. را تقارن ها ٣ . ٩ . ٧ قضیه از استفاده با و داده امتداد دوم مرحله تا می شود تعریف E روی که را
با: است برابر v دوم مرتبه امتداد

v(٢) = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕxx

∂

∂uxx
,

یعنی v(٢) ضرایب است، Q = ϕ− ξux ، v برداری میدان مشخصه این که و (٣ . ٢٠) از استفاده با و
می آوریم. به دست زیر در را ϕx, ϕxx

ϕx = DxQ+ ξuxx

= ϕx + (ϕu − ξx)ux − ξuu٢
x,

ϕxx = D٢
xQ+ ξuxxx

= ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux − ξuuu٣
x + (ϕuu − ٢ξxu)u٢

x + (ϕu − ٢ξx)uxx − ٣ξuuxuxx,

داریم: (٣ . ٢٧) معادله بر v(٢) اثر با حال

ϕxx = ٠, (٣ . ٢٨)

رسیم: می زیر خطی PDE دستگاه به (٣ . ٢٧) در امتداد ضرایب جایگذاری با

ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux − ξuuu٣
x + (ϕuu − ٢ξxu)u٢

x + (ϕu − ٢ξx)uxx = ٠,

داریم: بالا در uxx = ٠ جایگذاری با

ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux − ξuuu٣
x + (ϕuu − ٢ξxu)u٢

x = ٠,

می رسیم: زیر جدول به بالا تساوی طرف در u تابع مشتقات ضرایب دادن قرار مساوی با حال



۶٨ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

جمله ایها تک ضرایب
١ ϕxx = ٠ (١)
ux ٢ϕxu = ξxx (٢)
u٢
x ϕuu = ٢ξxu (٣)
u٣
x ξuu = ٠ (۴)

می شود مشخص (٢) معادله ی از هم چنین ،ϕxx = a(u)x+ b(u) که می شود مشخص (١) معادله ی از
.ξ = c(x)u + d(x) می شود نتیجه (۴) معادله ی از ،ϕxx = ٠ شود می نتیجه از(٣) و ϕx = a که

گیریم: می نتیجه بنابراین

ξ = c١x
٢ + c٢xu+ c٣x+ c۴u+ c۵,

ϕ = c١xu+ c٢u
٢ + c۶x+ c٧u+ c٨.

می شود: تولید زیر بردارهای توسط تقارن ها لی جبر فضای بنابراین هستند دلخواه ثابت هایی c١, . . . , c٨ که

v١ = ∂x, v٢ = ∂u,

v٣ = x∂x, v۴ = x∂u,

v۵ = u∂x, v۶ = u∂u,

v٧ = x٢∂x + xu∂u, v٨ = xu∂x + u٢∂u.

صوت امواج خطی غیر انتشار یک زیر معادله صوت). امواج خطی غیر انتشار (معادله ٣ . ١١ . ٢ مثال
،[١٢] دهد می شرح را (t, x, u, w) مختصات با گازی حبابهای با رسانه در

∂٢p

∂x٢ −
١
c٢
∂٢p

∂t٢
= pν

∂٢ω

∂t٢
, (٣ . ٢٩)

است حباب یک v٠ = ۴
٣πR

٣
٠ صدا درجه پایداری بر آشوب نسبت ω = v′

v
است، شار p اینجا در

بلندی با همگن هوای غلظت ν است. صدا درجه نوسان V ′ پایداری، در حباب شعاع R٠ بطوریکه
شمارش مختصات x و است رسانه صدای درجه توسط حباب تعداد مدت V٠ است، حباب یک صدای

میشود، داده نشان زیر دستگاه توسط حباب یک ارتعاشات است. موج پخش امتداد در

∂٢ω

∂t٢
+ ω٢

٠ω(١ + εaω) = −
ω٢

٠
c٢
aρa

p, εa = ,ثابت

برای است. حباب تشدید فرکانس ω٢
٠ است، هوا تراکم و صدا سرعت ترتیب به ρa و ca بطوریکه

کرد، حذف را مدت دوم معادله در میتوان حباب حجم کم تنوع حالت

α = ρν, β = ω٢
٠, δ =

ω٢
٠

c٢
aρa

,

بنابراین،
∂٢u

∂x٢ −
١
c٢ +

∂٢u

∂t٢
+ α

∂٢ω

∂t٢
+ ε

∂٢u٢

∂t٢
= ٠,

∂٢ω

∂t٢
+ βω(١− γω) + δu = ٠.



۶٩ لی گروه ای نقطه تقارن روش به دیفرانسیل معادلات حل .٣ . ١١

میدهیم، قرار

x١ = t, x٢ = x, u١ = u, u٢ = ω,

نویسیم، می زیر صورت به را (٣ . ٢٩) دستگاه بنابراین

F١ ≡ uxx − c−٢utt + αωtt = ٠,
F٢ ≡ βω(١− γω) + δu = ٠.

(٣ . ٣٠)

میدان مختصات، دستگاه به توجه با و دارد قرار E ≃ R٢ × R٢ کامل فضای روی دستگاه این
شود، می تعریف زیر صورت به دیفرانسیل معادله دستگاه این برداری

v = ξ(t, x, u, w)
∂

∂t
+ η(t, x, u, w)

∂

∂x

+ϕ(t, x, u, w)
∂

∂u
+ ψ(t, x, u, w)

∂

∂w
.

دوم مرتبه تا را برداری میدان بنابراین است دو مرتبه از (٣ . ٣٠) دیفرانسیل معادله دستگاه چون
دهیم، می امتداد

v(٢) = v + ϕt
∂

∂ut
+ ψt

∂

∂wx
+ ϕtt

∂

∂utt
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕtx

∂

∂utx
+ ψtt

∂

∂wtt

+ψxx
∂

∂wxx
+ ψtx

∂

∂wtx
,

هرگاه، است (٣ . ٣٠) دیفرانسیل معادله دستگاه برای تقارن یک v برداری میدان پس

v(٢)(∆) = ٠, بطوریکه ∆ = ٠.

شود، می تعریف صورت این به نیز است x و t های متغییر به نسبت ترتیب به که Dx و Dt کامل مشتق

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ wt

∂

∂w
+ uxt

∂

∂ux
+ utt

∂

∂ut
+ wtt

∂

∂wt
+ . . . ,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ wx

∂

∂w
+ uxt

∂

∂ut
+ uxx

∂

∂ux
+ wtx

∂

∂wt
+ . . . ,

شوند، می تعریف زیر صورت به نیز برداری میدان های مشخصه همچنین و

Qu = ϕ− ξut − ηux,

Qw = ϕ− ξwt − ηwx,

شود، می تعریف زیر صورت به برداری میدان ضرایب بنابراین پس



٧٠ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

ϕt = Dt(Qu) + ξutt + ηutx

= ϕt + utϕu − utξt − u٢
t ξu − utwtξw − uxηt − uxutηu − uxwtηw,

ϕx = Dx(Qu) + ξutx + ηuxx

= ϕx + uxϕu − utξx − utuxξu − utwxξw − uxηx − u٢
xηu − uxwxηw,

...

گروه لی مولدهای جبر بنابراین آوریم. می دست به را ψt, ψs, . . . , ψss یعنی ضرایب بقیه شکل همین به
از: عبارتند (٣ . ٢٩) معادله های تقارن

v١ =
∂

∂t
, v٢ =

∂

∂x
, v٣ = t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
.

مختصات برای دیفرانسیل هندسه در ریزنر-نوردشتروم). سیاهچاله ژئودزیک (معادلات ٣ . ١١ . ٣ مثال
ژئودزیک معادلات که گیریم. می نظر در X =

(
x١ (s) , . . . , xn (s)

)
مانند مختصاتی فضا-زمان،

ریزنر- است. ٢ مرتبه معمولی غیرخطی دیفرانسیل n-معادله دستگاه یک مختصات، این اساس بر
یک صورت به آن ژئودزیک معادلات دستگاه ،[١٩] است ساکن باردار سیاهچاله یک ١ نوردشتروم

شود: می تعریف زیر صورت به که است دو مرتبه معمولی غیرخطی دیفرانسیل معادله ۴ دستگاه

∆ =



R١ = ẗ− ٣−)٢mr + ٣Q٢ + λr۴)

r(٣r٢ − ۶mr + ٣Q٢ − λr۴)
ṫṙ = ٠,

R٢ = r̈ +
(−٣r٢ + ۶mr − ٣Q٢ + λr۴)(−٣mr + ٣Q٢ + λr۴)

٩r۵ ṫ٢

+
(−٣mr + ٣Q٢ + λr۴)

r(٣r٢ − ۶mr + ٣Q٢ − λr۴)
ṙ٢+

(٣r٢ − ۶mr + ٣Q٢ − λr۴)(−١ + ٨πη٢)

٣r [θ̇٢ + sin٢ θφ̇٢] = ٠,

R٣ = θ̈ +
٢
r
ṙθ̇ − sinθcosθ̇φ̇٢ = ٠,

R۴ = φ̈+
٢
r
ṙφ̇+ ٢cotθθ̇φ̇ = ٠,

(٣ . ٣١)

هم چنین و s مستقل متغیر یک که است (s, t, r, θ, φ) صورت به سیاهچاله این فضا-زمان مختصات
دستگاه این جوابهای آوردن دست به برای است. زمان مختصات t و دارد t, r, θ, φ وابسته متغیر چهار
به توجه با بنابراین کنیم تعریف را آن برداری میدان باید ابتدا لی، گروه ای نقطه های تقارن روش به

شود، می تولید زیر برداری میدان توسط ژئودزیک معادلات دستگاه لی جبر مختصات،

v = ξ∂s + τ∂t + ϕ∂r + ψ∂θ + χ∂φ,

١RND
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دو مرتبه از دیفرانسل معادلات دستگاه اینکه به توجه با هستند، s, t, r, θ, φ از توابعی (ξ, τ, . . . , χ) که
دهیم، می امتداد دو مرتبه تا را برداری میدان پس است

v(٢) = v + τ s
∂

∂ts
+ ϕs

∂

∂rs
+ ψs

∂

∂θs
+ χs

∂

∂φs

+τ ss
∂

∂tss
+ ϕss

∂

∂rss
+ ψss

∂

∂θss
+ χss

∂

∂φss
,

هرگاه، است (٣ . ٣١) دستگاه برای تقارن یک v بنابراین

v(٢) (∆) = ٠, بطوریکه ∆ = ٠, (٣ . ٣٢)

میدان دوم مرتبه امتداد در که ∂

∂tss
,
∂

∂rss
, . . . دوم مرتبه مشتقات ضرایب τ ss, ϕss, . . . این جا در

تعریف زیر صورت به برداری میدان این برای کامل مشتق ، (٣ . ١١) به توجه با می شود. ظاهر v برداری
شود، می

Ds =
∂

∂s
+ ṫ

∂

∂t
+ ṙ

∂

∂r
+ θ̇

∂

∂θ
+ φ̇

∂

∂φ

+ẗ
∂

∂ṫ
+ r̈

∂

∂ṙ
+ θ̈

∂

∂θ̇
+ φ̈

∂

∂φ̇
,

آید، می دست به زیر صورت به نیز مشخصه های دستگاه ، (٣ . ٢١) فرمول طبق همچنبن و

Qt = τ − ξts, Qr = ϕ− ξrs,
Qθ = ψ − ξθs, Qφ = χ− ξφs,

داریم: (٣ . ٢٠) معادله طبق

τ s = Ds

(
τ − ξṫ

)
+ ξẗ

= τs + ṫτt + ṙτr + θ̇τθ + φ̇τφ − ṫξs − ṫṫξt − ṫṙξr − ṫθ̇ξθ − ṫφ̇ξφ,
τ ss = D٢

s

(
τ − ξṫ

)
+ ξ

...
t

= τss + ṫτst + ṙτsr + θ̇τsθ + φ̇τsφ + ṫτst + ṫṫτtt + ṫṙτtr ṫφ̇τtφ

+ṫθ̇τtθ + ṙτsr + ṫṙτrt + ṙṙτrr + ṙθ̇τrθ + ṙφ̇τrφ + θ̇τsθ + ṫθ̇τθ

+θ̇ṙτθθ̇θ̇τθθ + θ̇φ̇τθφ,+φ̇τsφ + ṫφ̇τφ + ṙφ̇τrφ + φ̇θ̇τφθ + φ̇φ̇τφφ

−ṫξss − ṫṫξst − ṫṙξsr − ṫθ̇ξsθ − ṫφ̇ξsφ − ṫṫξts − ṫṫṫξtt − ṫṫṙξtr
−ṫṫθ̇ξtθ − ṫṫφ̇ξtφ − ṙṫξrs − ṙṫṫξrt − ṙṫṙξrr − ṙṫθ̇ξrθ − ṙṫφ̇ξrφ
−θ̇ṫξθs − θ̇ṫṫξθt − θ̇ṫṙξθr − θ̇ṫθ̇ξθθ − θ̇ṫφ̇ξθφ − φ̇ṫξφs − φ̇ṫṫξφt
−φ̇ṫṙξφr − φ̇ṫθ̇ξφθ − φ̇ṫφ̇ξφφ −

...
t ξs −

...
t ṫξt −

...
t ṙξr −

...
t θ̇ξθ

−...
t φ̇ξφτs + ẗτt + r̈τr + θ̈τθ + φ̈τφ − ẗξs − ٢ṫẗξt − ẗṙξr − ṫr̈ξr

−ṫθ̈ξθ − ẗθ̇ξθ − ṫφ̈ξφ − ẗφ̇ξφ,



٧٢ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

PDE دستگاه به ، (٣ . ٣٢) به توجه با بنابراین می آوریم. به دست را ϕs, ϕss, ψs, . . . نحو همین به و
رسیم، می زیر

ξt = ٠, ξr = ٠, ξθ = ٠,
ξφ = ٠, ξss = ٠, τs = ٠,
τt = ٠, τr = ٠, τθ = ٠,
χt = ٠, χr = ٠, χs = ٠,
τφ = ٠, χφφ = sin θ cos θχθ ,

χφθ = − sec θcscθχθ, χθθ = −٢χθ cot θ,
ϕ (s, t, r, θ, φ) = ٠, ψ (s, t, r, θ, φ) = − tan θχφ,

آوریم: می دست به را امتداد ضرایب دستگاه، این حل با

ξ (s, t, r, θ, φ) = c۴s+ c۵,

τ (s, t, r, θ, φ) = c۶,

ϕ (s, t, r, θ, φ) = ٠,
ψ (s, t, r, θ, φ) = −c١ cosφ+ c٢ sinφ,

χ (s, t, r, θ, φ) = c١ cos θ sinφ+ c٢ cosφ cot θ + c٣,

ای نقطه های تقارن کوچک بینهایت های مولد هستند،بنابراین ساختاری های ثابت c١, c٢, . . . , c۶ که
آید، می دست به زیر صورت به پارامتری یک لی گروه هر

v١ =
∂

∂s
, v٢ = s

∂

∂s
,

v٣ =
∂

∂t
, v۴ =

∂

∂φ
,

v۵ = − cosφ
∂

∂θ
+ sinφ cot θ

∂

∂φ
,

v۶ = sinφ
∂

∂θ
+ cosφ cot θ

∂

∂φ
,

که، دهیم می نمایش زیر صورت به را برداری های میدان لی کروشه جدول

[vi,vj] = vivj − vjvi, i, j = ١, . . . ,۶ :

[, ] v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶

v١ ٠ v١ ٠ ٠ ٠ ٠
v٢ −v١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
v٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
v۴ ٠ ٠ ٠ ٠ v۶ −v۵

v۵ ٠ ٠ ٠ −v۶ ٠ v۴

v۶ ٠ ٠ ٠ v۵ −v۴ ٠



٧٣ لی گروه ای نقطه تقارن روش به دیفرانسیل معادلات حل .٣ . ١١

یک مرزی های لایه درون به ناپذیر تراکم نیوتنی مایع یک جریان سیالات مکانیک در .۴ . ٣ . ١١ مثال
.[٩] شود می توصیف زیر معادلات دستگاه توسط متخلخل سطح

∆ =



∂ū

∂x
+
∂v̄

∂y
= ٠,

ū
∂ū

∂x
+ v̄

∂v̄

∂y
= −١

ρ

∂p̄

∂x
+ ν

∂٢ū

∂y٢ −
∂u′v′

∂y
,

∂p̄

∂y
= ٠,

(٣ . ٣٣)

های مولفه v̄ و ū نقطه، یک در مایع جنبشی چسپندگی ν فشار، p̄ چگالی، ρ معادله این در طوریکه به
دستگاه یک (٣ . ٣٣) دستگاه چون هستند. مایع نوسان و تغییرات سرعت v′ و u′ سرعت، میانگین
میدان یک تقارنها، یافتن برای است لازم پس است E ≃ R٢×R٣ کامل فضای با دیفرانسیل معادلات

شود، انتخاب زیر صورت به برداری

v = ξ١ (x, y, ū, v̄, p̄)
∂

∂x
+ ξ٢ (x, y, ū, v̄, p̄)

∂

∂y
+ ϕ١ (x, y, ū, v̄, p̄)

∂

∂ū
+ ϕ٢ (x, y, ū, v̄, p̄)

∂

∂v̄

+ϕ٣ (x, y, ū, v̄, p̄)
∂

∂p̄
,

دهیم: می امتداد دوم مرتبه تا را فوق برداری میدان پس است دو مرتبه دستگاه چون

v(٢) = v + ϕx١∂ūx + ϕy١∂ūy + ϕx٢∂v̄x + ϕy٢∂v̄y + ϕx٣∂p̄x + ϕy٣∂p̄y + ϕxx١ ∂ūxx + ϕxx٢ ∂v̄xx

+ϕxx٣ ∂p̄xxϕ
xx
٣ ∂p̄xx + ϕxy١ ∂ūxy + ϕxy٢ ∂ūxy + ϕxy٣ ∂p̄xy ,

صورت به تقارن مشخصه سه دارای (٣ . ٣٣) دستگاه اینکه به توجه با حال

Q١ = ϕ١ − ξ١ūx − ξ٢ūy, Q٢ = ϕ٢ − ξ١v̄x − ξ٢v̄y, Q٣ = ϕ٣ − ξ١p̄x − ξ٢p̄y,

آوریم. می بدست زیر روابط از استفاده با امتدادرا ضرایب است،

ϕx١ = DxQ١ + ξ١ūxx + ξ٢ūxy, ϕx٢ = DxQ٢ + ξ١v̄xx + ξ٢v̄xy,

ϕx٣ = DxQ٣ + ξ١p̄xx + ξ٢p̄xy, ϕy١ = DyQ١ + ξ١ūxy + ξ٢ūyy,

ϕy٢ = DyQ٢ + ξ١v̄xy + ξ٢v̄yy, ϕy٣ = DyQ٣ + ξ١p̄xy + ξ٢p̄yy,

ϕxx١ = D٢
xQ١ + ξ١ūxxx + ξ٢ūxxy, ϕxx٢ = D٢

xQ٢ + ξ١v̄xxx + ξ٢v̄xxy,

ϕxx٣ = D٢
xQ٣ + ξ١p̄xxx + ξ٢p̄xxy, ϕyy١ = D٢

yQ١ + ξ١ūxyy + ξ٢ūyyy,

ϕyy٢ = D٢
yQ٢ + ξ١v̄xyy + ξ٢v̄yyy, ϕyy٣ = D٢

yQ٣ + ξ١p̄xyy + ξ٢p̄yyy,

ϕxy١ = DxDyQ١ + ξ١ūxxy + ξ٢ūxyy, ϕxx٢ = DxDyQ٢ + ξ١v̄xxy + ξ٢v̄xyy,

ϕxx١ = DxDyQ٣ + ξ١p̄xxy + ξ٢p̄xyy,

(٣ . ٣٣) معادلات دستگاه روی آن اثر و v(٢) در ضرایب این جایگداری با اکنون



٧۴ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

رسیم، می زیر کننده تعیین دستگاه به

ξ١
y = ٠, ξ١

ū = ٠, ξ١
v̄ = ٠, ξ١

xx = ٠, ξ٢
x = ٠,

ξ٢
ū = ٠, ξ٢

p̄ = ٠, ξ٢
v̄ = ٠, ξ٢

yy = ٠, ϕ١x = ٠,
ϕ١y = ٠, ϕ١ū = ٠, ϕ١v̄ = ٠, ϕ١p̄ = ٢, ξ١

x = ۴ξ٢
y ,

ξ٢
y = −ϕ٣, ϕ٢ = ū

(
ξ١
x − ٢ξ٢

y

)
.

از: عبارتند v ضرایب فوق دستگاه حل با

ξ١ = c١ + c۴x, ξ٢ = c٢ + c۵y, ϕ١ = c۴ū− ٢c۵ū,

ϕ٢ = −c۵v̄, ϕ٣ = c٣ + ٢c۴p̄− ۴c۵p̄.

(٣ . ٣٣) دستگاه بنابراین
پذیرد، می زیر مولد با تقارنها از پنج-بعدی جبرلی یک

v١ = ∂x, v٢ = ∂y, v٣ = ∂p̄,

v۴ = x∂x + ū∂ū + ٢p̄∂p̄, v۵ = y∂y − ٢ū∂ū − v̄∂v̄ − p̄∂p̄.

کند. می اثبات را فوق تقارنهای ساختن جبرلی زیر لی جدول

[, ] v١ v٢ v٣ v۴ v۵

v١ ٠ ٠ ٠ v١ −v٣

v٢ ٠ ٠ ٠ ٠ v٢

v٣ ٠ ٠ ٠ ٢v٣ −۴v٣

v۴ −v١ ٠ −٢v٣ ٠ ٠
v۵ v٣ −v٢ ۴v٣ ٠ ٠

الکترومغناطیس از غیرخطی عمومی تعمیم یک ٢ BI نظریه فیزیک، در بورن-اینفلد). (معادله ۵ . ٣ . ١١ مثال
مثال یک این فیزیک، در است. شده نامگذاری اینفلد و بورن فیزیکدان دو افتخار به مدل این است.
ویژگی های از سری یک دارای بورن-اینفلد الکترودینامیک است. غیرخطی الکترودینامیک از ویژه
در الکتریکی میدان و است متناهی الکترومغناطیس میدان کامل انرژی اینکه اول است، مهم فیزیکی
نظریه یک می دهد. نشان را موج انتشار به مربوط ای فیزیکی ویژگی های دوم، است. منظم هرجایی
تبدیلات روش می شود. نامیده بورن-ایفلد یا نمایی کاملا معمولا باشد داشته را ویژگی ها این که میدان
است خطی غیر جزیی دیفرانسیل معادلات دفیق های جواب کردن پیدا برای قوی ابزار یک غیرخطی
معادلات که لی کلاسیک تفارن های هستند. غیرخطی فیزیک در مهم PDE معادلات از بسیاری .[١١]
آوردن به دست برای است. مفید بسیار مشابه جواب های آوردن به دست برای می پذیرند، غیرخطی PDE

٢Born-Infeld



٧۵ لی گروه ای نقطه تقارن روش به دیفرانسیل معادلات حل .٣ . ١١

می دانیم به دست آوریم. را گروه عمل با متناظر برداری میدان های باید ابتدا بورن-اینفلد، معادله جوابهای
است: زیر به صورت بورن-اینفلد معادله که

∆BI(u) := (١− u٢
t )uxx + ٢uxutuxt − (١ + u٢

x)utt = ٠, (٣۴ . ٣)

متغیر دو از معادله این است. (x, t) از هموار توابعی u که که است دوم مرتبه از PDE دستگاه یک که
زیر به صورت (٣۴ . ٣) معادله با متناظر برداری میدان است. شده تشکیل وابسته متغیر یک و مستقل

می شود: داده نمایش

v = ξ١(x, t, u)
∂

∂x
+ ξ٢(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
, (٣۵ . ٣)

است: زیر به صورت آن دوم مرتبه امتداد که

v٢ = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
, (٣۶ . ٣)

می شود: محاسبه زیر به صورت ضرایبش و

ϕx = Dx(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxx + ξ٢uxt,

ϕt = Dt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١utx + ξ٢utt,

ϕxx = D٢
x(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxx + ξ٢uxtx,

ϕxt = DxDt(ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxxt + ξ٢uxtt,

ϕtt = D٢
t (ϕ− ξ١ux − ξ٢ut) + ξ١uxtt + ξ٢uttt,

(٣ . ٣٧)

می دهیم: نمایش زیر به صورت که هستند کامل مشتق عملگرهای Dt و Dx و

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
+ · · · ,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ utt

∂

∂ut
+ uxt

∂

∂ux
+ · · · .

(٣ . ٣٨)

می رسیم: زیر معادله به (٣۴ . ٣) معادله روی v برداری میدان دوم امتداد دادن اثر با

ϕx(٢utuxt − ٢uxutt) + ϕt(٢utuxx + ٢uxuxt) + ϕxx(١− u٢
t )

+ϕxt(٢uxut) + ϕtt(−١− u٢
x) = ٠,

(٣ . ٣٩)

ضرایب قرار دادن مساوی و معادله ساده کردن و (٣ . ٣٩) معادله در ϕx, ϕt, · · · ضرایب جایگذاری با
می رسیم: زیر دستگاه های به u, ux, ut, · · · تک جمله ای های

ξ٢
xx = ٠, ξ٢

xu = ٠, ξ٢
tt = ٠, ξ٢

uu = ٠, ξ١
x = ξ٢

t ,

ξ١
t = ξ٢

x, ξ١
u = −ϕx, ξ٢

t = ϕu, ξ٢
u = ϕt, ξ٢

tu = −ϕxx.
(۴٣ . ٠)

می آیند: به دست زیر به صورت v برداری میدان ضرایب ،(۴٣ . ٠) معادلات دستگاه حل با

ξ١ = c١ + c۴t− c۵u+ c٧x,

ξ٢ = c٢ + c۴x+ c۶u+ c٧t,

ϕ = c٣ + c۵x+ c۶t+ c٧t,

(۴٣ . ١)



٧۶ دیفرانسیل معادلات تقارن های .٣

میدان های توسط (٣۴ . ٣) معادله G جبرلی بنابراین هستند. دلخواهی ثابت های c١, c٢, · · · , c٧ که
می شوند: تولید زیر برداری

v١ = ∂x, v٢ = ∂t, v٣ = ∂u,

v۴ = t∂x + x∂t, v۵ = −u∂x + x∂u, v۶ = u∂t + t∂u,

v٧ = x∂x + t∂t + u∂u,

(۴٣ . ٢)

و است u و x روی دوران v۵ برداری میدان همچنین هستند، u و t ، x روی انتقال که v٣ و v٢ ، v١ که
است، آمده زیر جدول در برداری میدان های این بین رابطه است. t و x روی تجانس v٧ برداری میدان

می دهیم. نمایش [vi,vj] با را j ستون و i ردیف در درایه ی که

[, ] v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ v٧

v١ ٠ ٠ ٠ v٣ v٣ ٠ v١

v٢ ٠ ٠ ٠ v١ ٠ v٣ v٢

v٣ ٠ ٠ ٠ ٠ −v١ v٢ v٣

v۴ −v٢ −v١ ٠ ٠ v۶ v۵ ٠
v۵ −v٣ ٠ v١ −v۶ ٠ v۴ ٠
v۶ ٠ −v٣ −v٢ −v۵ −v۴ ٠ ٠
v٧ −v١ −v٢ −v٣ ٠ ٠ ٠ ٠

جواب های آن گاه باشد (٣۴ . ٣) معادله ثابت جواب یه u = c اگر مثال برای است. حقیقی عدد یک ε که
مانند نابدیهی

u = cos ε+ (t sin ε+ x cos ε) sin ε,

u = cosh ε+ (t cosh ε− x sinh ε) sinh ε.

c١v١, . . . , c٧v٧ به صورت را برداری میدان های خطی ترکیب با عمومی تقارن گروه می توانیم ما اینجا در دارند.
آن گاه باشد همانی عضو همسایگی در تقارن گروه از عضوی g اگر خاص حالت در همچنین آورد. به دست

نوشت: زیر به صورت می توان را آن

g = exp(ε٧v٧) ◦ · · · ◦ exp(ε١v١).

الاستیک های در کوتاه امواج انحرافات بیان برای است مدلی ٣ دسته-ویتهام معادله .۶ . ٣ . ١١ مثال
از: است عبارت که است آمده [٢٣] در فشرده

uxt = ٢uuxx + u٢
x, (۴٣ . ٣)

٣Whitham-type
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می شود: بیان زیر به صورت (۴٣ . ٣) معادله با متناظر v برداری میدان معادله، این تقارن های یافتن برای

v = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ η(x, t, u)

∂

∂t
+ ϕ(x, t, u)

∂

∂u
, (۴۴ . ٣)

است: زیر به صورت آن دوم مرتبه امتداد که

v٢ = v + ϕx
∂

∂ux
+ ϕt

∂

∂ut
+ ϕxx

∂

∂uxx
+ ϕxt

∂

∂uxt
+ ϕtt

∂

∂utt
, (۴۵ . ٣)

می شود: بیان زیر به صورت ϕx, . . . , ϕxt ضرایب که

ϕx = Dx(ϕ− ξux − ηut) + ξuxx + ηuxt,

ϕt = Dt(ϕ− ξux − ηut) + ξ١utx + ηutt,

ϕxx = D٢
x(ϕ− ξux − ηut) + ξuxxx + ηuxtx,

ϕxt = DxDt(ϕ− ξux − ηut) + ξuxxt + ηuxtt,

ϕtt = D٢
t (ϕ− ξux − ηut) + ξuxtt + ηuttt,

(۴۶ . ٣)

داریم: (۴٣ . ٣) معادله روی دوم مرتبه امتداد دادن تاثیر با هستند. کامل مشتق عملگرهای Dt و Dx که

ϕxt − ٢ϕuxx − ٢uϕxx − ٢uxϕx = ٠, (۴٣ . ٧)

ضرایب دادن قرار مساوی و معادله کردن ساده و (۴٣ . ٧) معادله در ϕx, ϕt, · · · ضرایب جایگذاری با
می رسیم: زیر دستگاه های به u, ux, ut, · · · تک جمله ای های

ξt = −٢φ+ ٢uφu, ξu = ٠, ξx = φu + ηt, ξtu = ٠,
ηx = ٠, ηu = ٠, ηtt = −٢φx, φuu = ٠,
φtx = ٠, φxu = ٠, φxx = ٠,

(۴٣ . ٨)

می باشد. f(t) مشتق پذیر تابع و c١, . . . , c۵ دلخواه و ثابت ضرایب با زیر جواب دارای فوق دستگاه

ξ = (c١t+ c٢ + c۴)x− ٢f(t) + c۵,

η = ١
٢c١t

٢ + c٢t+ c٣,

φ = −١
٢c١x+ c۴u+ f ′(t),

(۴٣ . ٩)

از: است عبارت (۴٣ . ٣) معادله تقارن های بنابراین

v١ = ∂x, v٢ = ∂t,

v٣ = x∂x + t∂t, v۴ = x∂x + u∂u,

v۵ = tx∂x +
t٢

٢ ∂t −
١
٢x∂u, v۶ = f ′(t)∂u − ٢f(t)∂x,

(۵٣ . ٠)
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بود: خواهد زیر به صورت vi توسط شده تولید Gi یک-پارامتری گروه های

G١ : (x, t, u) 7−→ (x+ ε, t, u),

G٢ : (x, t, u) 7−→ (x, t+ ε, u),

G٣ : (x, t, u) 7−→ (eεx, eεt, u),

G۴ : (x, t, u) 7−→ (eεx, t, eεu),

G۵ : (x, t, u) 7−→
(

۴x
(tε− ٢(٢ ,

٢t
٢− tε,

xε+ tuε− ٢u
tε− ٢

)
,

G۶ : (x, t, u) 7−→ (x− ٢f(t)ε, t, f ′(t)ε+ u).



۴ فصل

سیاهچاله های ژئودزیک بندی طبقه
کر-نیومن

ابتدا در پردازیم می نظری فیزیک در دیفرانسیل هندسه های کاربرد از یکی مطالعه به ما فصل این در
تحلیل برای چرخان، و باردار سیاهچاله از هندسی ساختار یک عنوان به ٢ کر-نیومن ١ فضا-زمان هندسه
معادلات دستگاه جوابهای آوردن بدست برای پایان در کنیم. می بررسی سیاهچاله این ژئودزیک خمیدگی

.[٢٧ ،١٣ ،٣ ،٢] کنیم می پیروی لی گروههای ای نقطه تقارن روش از ژئودزیک

کر-نیومن متریک ١ . ۴

متقارن جسم یک کنید فرض کنیم. تعریف را فضا آن متریک باید ابتدا فضایی هر هندسه بررسی برای
توصیف متریک توسط را جسم این مجاورت در فضا-زمان هندسه باشیم، داشته باردار و چرخان کروی

است. آن مختصات انتخاب به وابسته متریک این فرمول که کنیم می

که است ٣ لیندکوییست و بویر مختصات کر-نیومن، هندسه برای استفاده مورد مختصات .١ . ١ . ۴ تعریف
مختصات دستگاه در لیندکوییست و بویر r, θ, ϕ مختصات .[٢] شود می نوشته (t, r, θ, ϕ) مختصات با

است، زیر صورت به (x, y, z) دکارتی

x =
√
r٢ + a٢ sin θ cosφ,

y =
√
r٢ + a٢ sin θ sin θ,

z = r cos θ.

که است لیندکوییست و بویر مختصات با و ریمانی متریک یک کر-نیومن متریک .١ . ٢ . ۴ تعریف
،[٢۶ ،١۴] شود می تعریف زیر صورت به و میدهد شرح را کر-نیومن سیاهچاله فضا-زمان هندسه

١space-time
٢Kerr-Newman
٣Boyer and Lindquist coordinates



٨٠ کر-نیومن سیاهچاله های ژئودزیک بندی طبقه .۴

g = −∆

ρ٢ [dt− a sin
٢ θdϕ]٢ +

sin٢ θ

ρ٢ [(r٢ + a٢)dϕ− adt] + ρ٢

∆
dr٢ + ρ٢dθ٢, (١ . ۴)

ای زاویه حرکت a ≡ S/M و ∆ ≡ r٢−٢Mr+ a٢ +Q٢ ، ∆ ≡ r٢−٢Mr+ a٢ +Q٢ بطوریکه
است. آن به مربوط الکترومغناطیسی بار و جرم ترتیب به Q و M همچنین و است جرم واحد به نسبت
تنها و اگر شود می توصیف سیاهچاله این بنابراین دارد رویداد افق کر-نیومن سیاهچاله اینکه به توجه با

.M٢ ≥ Q٢ + a٢ اگر

آیند، می دست به زیر صورت به متریک ضرایب کر-نیومن، متریک فرمول به توجه با

gtt = ρ−٢ [a٢sin٢θ −∆
]
,

grr =
ρ٢

∆
,

gϕϕ = ρ−٢ (sin٢θ(r٢ + a٢(٢ −∆a٢csin۴θ,

gθθ = ρ٢,

gϕt = ρ−٢ [٢a(r٢ + a٢ +∆) sin٢ θ
]
,

است، زیر شکل به g ریمانی متریک ضرایب تانسور بنابراین


gtt ٠ ٠ gtϕ

٠ grr ٠ ٠
٠ ٠ gθθ ٠
gϕt ٠ ٠ gϕϕ

 .

کر-نیومن هندسه های ژئودزیک ٢ . ۴

تخت فضا-زمان در دارد، نام ژئودزیک کند می طی آزاد ذره یک که مسیری ترین کوتاه فیزیک، در
شناخته روشهای از استفاده با را ژئودزیکها باید خمیده فضا-زمان در ولی هستند مستقیم خط ژئودزیکها
کیهان زمینه در مختلف های بررسی برای زیرا بپردازیم آنها مطالعه به بتوانیم که [٢٧] بیاوریم بدست شده
به ویا . هستیم آن ژئودزیک مطالعه نیازمند سنگین، بسیار جسم اطراف در نور حرکت مانند شناسی
را باشد داشته هم چرخش است ممکن که Q بار و M جرم به ای سیاهچاله مشخص، مثال یک عنوان
مورد در مهمی اطلاعات ترتیب این به کنیم، می بندی دسته را ممکن ژئودزیکهای و گیریم می نظر در

.[١٣ ،٣ ،٢۶] دهد می ما به را موارد گونه این در ذره حرکت مسیر



٨١ کر-نیومن هندسه های ژئودزیک .٢ . ۴

آوریم، می بدست را ها کریستوفل متریک، ضرایب و کر-نیومن متریک به توجه با

Γrtϕ = − ∆

٢ρ٢

(
(٢acr٢ + a٢ +∆)sin٢θ

ρ٢

)
,

Γθtϕ = − ١
ρ٢

(
(٢a(r٢ + a٢ +∆)sin٢θ

ρ٢

)
,

Γttϕ = ٠,
Γϕtϕ = ٠,
...

(٢ . ۴)

از، عبارتند کر-نیومن متریک های ژئودزیک ژئودزیک، فرمول از استفاده با

R١ = r̈(s)−
∆ r(٢α٢ + ١) sin٢ θ(s)ϕ̇(s٢)

ρ۴ = ٠,

R٢ = ϕ̈(s)− ۴[∆ (−α٢ − ρ٢ +∆)α c cos θ(s)ρ۴ ṫ(s)θ̇(s)]

[−٨∆ cos٢ θ(s)α۴ρ٨ − ٨∆ cos٢ θ(s)α٢ρ١٠ + ۴∆٢ cos٢ θ(s)α٢ρ٨ + α۶ + r٢α٢ −∆ r٢

+∆٢α٢ − cos٢ θ(s)α۶ − ٢∆α۴ − ۴α۶ρ٨ − ٨α۴ρ١٠ − ۴α٢ρ١٢ + ٢α۴r٢ −∆α۴ cos۴ θ(s)

−∆٢ cos٢ θ(s)α٢ − cos٢ θ(s)α٢r٢ + ٨∆α۴ρ٨ + ٨∆α٢ρ١٠ − ۴∆٢α٢ρ٨ − ٢∆α٢r٢

+۴ cos٢ θ(s)α۶ρ٨ + ٨ cos٢ θ(s)α۴ρ١٠ + ۴ cos٢ θ(s)α٢ρ١٢ − ٢ cos٢(θ(s))α۴r٢

+٢∆ cos٢(θ(s))α۴). sin θ(s)]−١ − ٢[r(٢α٢ + ١)(α٢ cos٢ θ(s)− α٢ +∆ṙ(s)ϕ̇(s)]

[−٨∆ cos٢ θ(s)α۴ρ٨ − ٨∆ cos٢ θ(s)α٢ρ١٠ + ۴∆٢ cos٢ θ(s)α٢ρ٨ + α۶ + r٢α٢ −∆ r٢ +∆٢α٢.

− cos٢ θ(s)α۶ − ٢∆α۴ − ۴α۶ρ٨ − ٨α۴ρ١٠ − ۴α٢ρ١٢ + ٢α۴r٢ −∆α۴ cos۴ θ(s)−∆٢ cos٢ θ(s)α٢

− cos٢ θ(s)α٢r٢ + ٨∆α۴ρ٨ + ٨∆α٢ρ١٠ − ۴∆٢α٢ρ٨ − ٢∆α٢r٢ + ۴ cos٢ θ(s)α۶ρ٨

+٨ cos٢ θ(s)α۴ρ١٠ + ۴ cos٢ θ(s)α٢ρ١٢ − ٢ cos٢ θ(s)α۴r٢ + ٢∆ cos٢ θ(s)α۴]−١

+٢[cos θ(s)(−٨∆ cos٢ θ(s)α۴ρ٨ − ٨∆ cos٢ θ(s)α٢ρ١٠ + ۴∆٢ cos٢ θ(s)α٢ρ٨.

+α۶ + r٢α٢ −∆ r٢ + ٢∆٢α٢ − cos٢ θ(s)α۶ − ٣∆α۴ − ۴α۶ρ٨ − ٨α۴ρ١٠

−۴α٢ρ١٢ + ٢α۴r٢ − ٢∆α۴ cos۴ θ(s)− ٢∆٢ cos٢ θ(s)α٢ − cos٢ θ(s)α٢r٢ + ٨∆α۴ρ٨ + ٨∆α٢ρ١٠

−۴∆٢α٢ρ٨ − ٢∆α٢r٢ + ۴ cos٢ θ(s)α۶ρ٨ + ٨ cos٢ θ(s)α۴ρ١٠

+۴ cos٢ θ(s)α٢ρ١٢ − ٢ cos٢ θ(s)α۴r٢ + ۴∆ cos٢ θ(s)α۴ ˙θ(s)(s)ϕ̇(s)]

[(−٨∆ cos٢ θ(s)α۴ρ٨ − ٨∆ cos٢ θ(s)α٢ρ١٠ + ۴∆٢ cos٢ θ(s)α٢ρ٨ + α۶.

+r٢α٢ −∆ r٢ +∆٢α٢ − cos٢ θ(s)α۶ − ٢∆α۴ − ۴α۶ρ٨ − ٨α۴ρ١٠ − ۴α٢ρ١٢ + ٢α۴r٢

−∆α۴ cos۴ θ(s)−∆٢ cos٢ θ(s)α٢ − cos٢ θ(s)α٢r٢ + ٨∆α۴ρ٨ + ٨∆α٢ρ١٠ − ۴∆٢α٢ρ٨ − ٢∆α٢r٢

+۴ cos٢ θ(s)α۶ρ٨ + ٨ cos٢ θ(s)α۴ρ١٠.

+۴ cos٢ θ(s)α٢ρ١٢ − ٢ cos٢ θ(s)α۴r٢ + ٢∆ cos٢ θ(s)α۴) sin θ(s)]−١ = ٠,

R٣ = ẗ(s)−٢[α٢ sin θ(s) cos θ(s)(۴α۴ρ٨ + ٨α٢ρ١٠ + ۴ ρ١٢ − ٨∆α٢ρ٨ − ٨∆ ρ١٠

+۴∆٢ρ٨ −∆ cos٢ θ(s)α٢ − α۴ − ٢ r٢α٢ +∆α٢ − r٢)ṫ(s) ˙θ(s)(s)][−٨∆ cos٢ θ(s)α۴ρ٨

−٨∆ cos٢ θ(s)α٢ρ١٠ + ۴∆٢ cos٢ θ(s)α٢ρ٨ + α۶ + r٢α٢ −∆ r٢ +∆٢α٢ − cos٢ θ(s)α۶ − ٢∆α۴

−۴α۶ρ٨ − ٨α۴ρ١٠ − ۴α٢ρ١٢ + ٢α۴r٢ −∆α۴ cos۴ θ(s)−∆٢ cos٢ θ(s)α٢ − cos٢ θ(s)α٢r٢

+٨∆α۴ρ٨ + ٨∆α٢ρ١٠ − ۴∆٢α٢ρ٨ − ٢∆α٢r٢ + ۴ cos٢ θ(s)α۶ρ٨ + ٨ cos٢ θ(s)α۴ρ١٠

+۴ cos٢ θ(s)α٢ρ١٢ − ٢ cos٢ θ(s)α۴r٢ + ٢∆ cos٢ θ(s)α۴]−١

−۴[(−α٢ − ρ٢ +∆)αρ۴r(٢α٢ + ١) sin٢ θ(s)ṙ(s)ϕ̇(s)]

[c(−٨∆ cos٢ θ(s)α۴ρ٨ − ٨∆ cos٢ θ(s)α٢ρ١٠ + ۴∆٢ cos٢(θ(s))α٢ρ٨ + α۶ + r٢α٢ −∆ r٢ +∆٢α٢]

− cos٢ θ(s)α۶ − ٢∆α۴ − ۴α۶ρ٨ − ٨α۴ρ١٠ − ۴α٢ρ١٢ + ٢α۴r٢ −∆α۴ cos۴ θ(s)−∆٢ cos٢ θ(s)α٢

− cos٢ θ(s)α٢r٢ + ٨∆α۴ρ٨ + ٨∆α٢ρ١٠ − ۴∆٢α٢ρ٨ − ٢∆α٢r٢ + ۴ cos٢ θ(s)α۶ρ٨



٨٢ کر-نیومن سیاهچاله های ژئودزیک بندی طبقه .۴

+٨ cos٢ θ(s)α۴ρ١٠ + ۴ cos٢ θ(s)α٢ρ١٢ − ٢ cos٢ θ(s)α۴r٢ + ٢∆ cos٢ θ(s)α۴)]−١+۴[sin٣ θ(s)

cos θ(s)∆α٣(−α٢ − ρ٢ +∆)ρ۴θ̇(s)ϕ̇(s)][c(−٨∆ cos٢ θ(s)α۴ρ٨ − ٨∆ cos٢ θ(s)α٢ρ١٠

+۴∆٢ cos٢ θ(s)α٢ρ٨ + α۶ + r٢α٢ −∆ r٢ +∆٢α٢ − cos٢ θ(s)α۶ − ٢∆α۴ − ۴α۶ρ٨ − ٨α۴ρ١٠

−۴α٢ρ١٢ + ٢α۴r٢ −∆α۴ cos۴ θ(s)−∆٢ cos٢ θ(s)α٢ − cos٢ θ(s)α٢r٢ + ٨∆α۴ρ٨ + ٨∆α٢ρ١٠

−۴∆٢α٢ρ٨ − ٢∆α٢r٢ + ۴ cos٢ θ(s)α۶ρ٨ + ٨ cos٢ θ(s)α۴ρ١٠

+۴ cos٢ θ(s)α٢ρ١٢ − ٢ cos٢ θ(s)α۴r٢ + ٢∆ cos٢ θ(s)α۴)]−١ = ٠,

R۴ = θ̈(s)−
c٢α٢ sin θ(s) cos θ(s)ṫ(s)٢

ρ۴ − ۴ c(−α٢ − ρ٢ +∆)α sin θ(s) cos θ(s)ṫ(s)ϕ̇(s)

−[sin θ(s) cos θ(٢∆ cos٢ θα٢ + α۴ + ٢ r٢α٢ − ٢∆α٢ + r٢ϕ̇(s)٢][ρ۴]−١ = ٠.

خطی غیر معمولی دیفرانسیل ۴-معادله دستگاه یک کر-نیومن، هندسه ژئودزیک معادلات دستگاه
J٢(E) = (s, t, r, θ, ϕ, ṫ, ṙ, θ̇, ϕ̇, ẗ, r̈, θ̈, ϕ̈)جت مختصات با Eو ≃ R×R۴ کامل فضای روی که است دو مرتبه
برای بنابراین است. (t, r, θ, ϕ) وابسته متغیر چهار و s مستقل متغیر یک شامل که شود، می تعریف
مختصات برداری میدان ابتدا لی، های گروه ای نقطه های تقارن روش به دستگاه جوابهای آوردن بدست

کنیم، می تعریف را (s, t, r, θ, ϕ) فضا-زمان

v = ξ(s, t, r, θ, ϕ)
∂

∂s
+ η١(s, t, r, θ, ϕ)

∂

∂t
+ η٢(s, t, r, θ, ϕ)

∂

∂r

+η٣(s, t, r, θ, ϕ)
∂

∂θ
+ η۴(s, t, r, θ, ϕ)

∂

∂ϕ
,

دو مرتبه تا را برداری میدان بنابراین است دو مرتبه از ژئودزیک معادلات دستگاه اینکه به توجه با
میدهیم، امتداد

v(٢) = v + ηs١
∂

∂ts
+ ηs٢

∂

∂rs
+ ηs٣

∂

∂θs
+ ηs۴

∂

∂ϕs

+ηss١
∂

∂tss
+ ηss٢

∂

∂rss
+ ηss٣

∂

∂θss
+ ηss۴

∂

∂ϕss
,

می بیان کر-نیومن ژئودزیک معادلات دستگاه برای را دیفرانسیل معادلات دستگاه ناوردایی شرط
هرگاه، است (٣ . ۴) دستگاه برای تقارن یک v بنابراین کنیم

v(٢)(∆) = ٠, هرگاه ∆ = ٠.

کنیم، می تعریف را s مستقل متغیر به نسبت کامل مشتق

Ds =
∂

∂s
+ ṫ

∂

∂t
+ ṙ

∂

∂r
+ θ̇

∂

∂θ
+ φ̇

∂

∂φ

+ẗ
∂

∂ṫ
+ r̈

∂

∂ṙ
+ θ̈

∂

∂θ̇
+ φ̈

∂

∂φ̇
,



٨٣ کر-نیومن هندسه های ژئودزیک .٢ . ۴

آوریم، می بدست را وابسته های متغییر به نسبت را میدان های مشخصه همچنین و

Qt = η١ − ξts, Qr = η٢ − ξrs, Qθ = η٣ − ξθs, Qϕ = η۴ − ξϕs,

شوند، می تعریف شکل این به امتداد ضرایب بنابراین

ηs١ = DsQt + ξtss, ηss١ = D٢
sQt + ξtsss,

ηs٢ = DsQr + ξrss, ηss٢ = D٢
sQr + ξrsss,

ηs٣ = DsQθ + ξθss, ηss٣ = D٢
sQt + ξtsss,

ηs۴ = DsQϕ + ξϕss, ηss۴ = D٢
sQϕ + ξϕsss,

آوریم، می بدست ηs١, ηs٢, . . . ηss۴ برای برداری میدان امتداد ضرایب پس

ηs١ = η١s + tsη١t + rsη١r + θsη١θ + ϕsη١ϕ

−tsξs − tstsξt − rstsξr − θstsξθ − ϕstsξϕ,
...

ηss۴ = η١ss + tsη١st + rsη١sr + θsη١sθ + ϕsη١sϕ

+tsη١st + tstsη١tt + tsrsη١tr + tsθsη١tθ + tsϕsη١tϕ + tssη١t

+rsη١sr + rstsη١rt + rsrsη١rr + rsθsη١rθ + rsϕsη١rϕ + rssη١r

+θsη١sθ + θstsη١θt + θsrsη١θr + θsθsη١θθ + θsϕsη١θϕ + θssη١θ

+ϕsη١sϕ + ϕstsη١ϕt + ϕsrsη١ϕr + ϕsθsη١ϕθ + ϕsϕsη١ϕϕ + ϕssη١ϕ

−ϕsξss − ϕstsξst − ϕsrsξsr − ϕsθsξsθ − ϕsϕsξsϕ − ϕssξs

−tsϕsξts − tsϕstsξtt − tsϕsrsξtr − tsϕsθsξtθ − tsϕsϕsξtϕ − tsϕssξt

−tssϕsξt − rsϕsξrs − rsϕstsξrt − rsϕsrsξrr − rsϕsθsξrθ − rsϕsϕsξrϕ

−rsϕssξr − rssϕsξr − θsϕsξθs − θsϕstsξθt − θsϕsrsξθr − θsϕsθsξθθ

−θsϕsϕsξθϕ − θsϕssξθ − θssϕsξθ − ϕsϕsξϕs − ϕsϕstsξϕt − ϕsϕsrsξϕr

−ϕsϕsϕsξϕϕ − ϕsϕssξϕ − ϕssϕsξϕ − ϕsϕsθsξϕθ,

آیند، می بدست زیر برداری های میدان توسط دستگاه، ای نقطه های تقارن شش-بعدی لی جبر

v١ =
∂

∂s
, v٢ =

∂

∂t
, v٣ =

∂

∂ϕ
, v۴ = s

∂

∂s
,

v۵ = sinϕ
∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂ϕ
, v۶ = − cosϕ

∂

∂θ
+ cot θ sinϕ

∂

∂ϕ
.



٨۴ کر-نیومن سیاهچاله های ژئودزیک بندی طبقه .۴

جدول در شوند می تولید v١, . . . , v۶ برداری میدانهای توسط که G لی جبر جابجاگرهای جدول بنابراین
است، آمده زیر

[vi, vj] v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶

v١ ٠ ٠ v١ ٠ ٠ ٠
v٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
v٣ −v١ ٠ ٠ ٠ −v۶ v۵

v۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
v۵ ٠ ٠ v۶ ٠ ٠ −v٣

v۶ ٠ ٠ −v۵ ٠ v٣ ٠

ژئودزیک معادلات دستگاه جوابهای تحلیل ٣ . ۴

باشد (١ . ۴) متریک ژئودزیک خم ،γ(s) = (t(s), r(s), θ(s), ϕ(s)) اگر که دهند می نشان محاسبات
بطوریکه:

γ̃(s) = γ(t(s+ ε), r(s+ ε), θ(s+ ε), ϕ(s+ ε)), (٣ . ۴)

γ̃(s) = γ(t(s) + ε, r(s), θ(s), ϕ(s)), (۴ . ۴)

γ̃(s) = γ(t(s), r(s), θ(s), ϕ(s) + ε), (۵ . ۴)

γ̃(s) = γ(t(eε), r(eε), θ(eε), ϕ(eε)), (۶ . ۴)

γ̃(s) = γ(t(s), r(s), ε sinϕ(s), arcsin(εθ(s)) + ε
√

١− ε٢θ٢(s) (٧ . ۴)

cot θ(s)),

γ̃(s) = γ(t(s), r(s),− cosϕ(s), arccos(−εθ(s)) (٨ . ۴)

+ε
√

١− ε٢ϕ٢(s) cot θ(s)),

معادلات هستند. {v١, ...,v۶} برداری های میدان های شار (٩ . ۴)–(۴ . ۴) معادلات بنابراین،
می نشان را جغرافیایی عرض و طول زاویه شعاع، زمان، به نسبت را دستگاه ناوردایی ،(۴ . ۴) و (٧ . ۴)
را زمان و جغرافیایی عرض زاویه به نسبت را دستگاه ناوردایی ترتیب (۴ . ۵)به و (۶ . ۴) معادلات دهد،

دهد. می نشان را تبدیلات موضعی گروه ،(٩ . ۴) و (٨ . ۴) معادلات و دهد می نشان
را ما ،G در برداری های میدان شار ارزیابی که میدانیم شد، داده توضیح سوم فصل در که همانطور
،d exp(٠) = Id و exp(٠) = e که آنجایی از کند. می یاری exp : G → G نمایی نگاشت تعریف در
می تعریف ٠ ∈ G همانی عضو همسایگی یک در موضعی دیفئومورفیسم یک نمایی نگاشت بنابراین
عضو همسایگی در را آن بودن یکسان این و دارد یکسان لی جبرهای لی، های گروه همه بنابراین کند.



٨۵ کر-نیومن سیاهچاله الکترومغناطیسی میدان محاسبه .۴ . ۴

طور به نیست نیازی حقیقت در هستند، متفاوت فراگیر توپولوژیکی خواص در تنها دهد. می نشان همانی
پی exp وسیله به باشد همبند لی گروه یک اگر که چه اگر باشد پوشا و یک به یک نمایی نگاشت فراگیر
c١v١ + · · ·+ c۶v۶ خطی ترکیب از تقارنها یک-پارامتری گروه اغلب آورد. بدست را آن توان می پی در

آید. می بدست شده داده برداری میدانهای
میتوان باشد همانی عضو نزدیکی در g اگر ویژه طور به است، پیچیده بسیار تبدیلات صریح فرمول

داد، نشان زیر بفرد منحصر فرم به

g = exp(ε۶v۶) ◦ · · · ◦ exp(ε١v١). (٩ . ۴)

است: زیر صورت به عمومی لی گروه عمل بنابراین باشد ε١ = ε۴ = ٠ اگر مثال برای

g =

(
t+ ε٢, r, ε۵ − cos

(
arcsin(ε۵θ) + ε۵

√
١− ε٢

۵θ
٢ cot θ

)
,
√

١− ε٢
۵ε

٢
۶ sin

٢ ϕ+

ε۶

√
١− ε۶

[
arcsin(ε۵θ) + ε۵

√
١− ε۵θ٢ cot θ

]٢
cot(ε۵ sinϕ) + ε٣

)
.

کر-نیومن سیاهچاله الکترومغناطیسی میدان محاسبه ۴ . ۴

و چاله سیاه به نسبت را ما درک باردار و چرخان سیاهچاله الکترومغناطیسی میدان تحلیل و بررسی
میدان تانسور کر-نیومن، سیاهچاله الکترومغناطیسی میدان محاسبه برای میدهد. ارتقا را آن خواص
میدان معادله کر-نیومن، متریک های پتانسیل کمک به سپس و کنیم می معرفی را الکترومغناطیسی

.[٨ ،٣] کنیم می حل را معادله این سرانجام و کنیم می تعریف را الکترومغناطیسی
الکتریکی برداری میدان که، است کواریان ٢-تانسوری میدان یک ،Fµν الکترومغناطیسی میدان

است. آن دهنده تشکیل اجزای ،Bi مغناطیسی برداری میدان و Ei

Fµν =


٠ −Ex −Ey −Ez
Ex ٠ Bz −By

Ey −Bz ٠ Bx

Ez By −Bx ٠

 = −Fνµ. (١٠ . ۴)

مغناطیسی میدان و الکتریکی میدان ترتیب به B = (Bx, By, Bz) و E = (Ex, Ey, Ez) بطوریکه
تانسوری ضرب با که است دو رتبه از متقارن پاد تانسور یک F الکترومغناطیسی میدان تانسور هستند.

شود، می تعریف زیر صورت به

F = Fαβdx
α ⊗ dxβ,

است دیفرانسیلی ٢-فرم یک F ،(dxα ∧ dxβ = dxα⊗ dxβ − dxβ ⊗ dxα) به توجه با بنابراین
نوشت، میتوان نیز زیر صورت به که



٨۶ کر-نیومن سیاهچاله های ژئودزیک بندی طبقه .۴

F =
١
٢Fαβdx

α ∧ dxβ,

آوریم: می بدست صورت این به را F عمومی فرمول سرانجام و

F = Exdx ∧ dt+ Eydy ∧ dt+ Ezdz ∧ dt+Bxdy ∧ dz +Bydz ∧ dx+Bzdx ∧ dy.

آوریم، می بدست را متریک این های پتانسیل ،(١ . ۴) کرنیومن متریک به توجه با

At = ρ−٢ [Qr − ρa cos θ] , Ar = ٠, Aθ = ٠,
Aϕ = ρ−٢ [ρ(r٢ + a٢) cos θ −Qar sin٢ θ

]
.

شود، می تعریف زیر صورت به ها پتانسیل به توجه با (Fαβ) الکترومغناطیسی میدان بنابراین

Fαβ = ∇αAβ −∇βAα,

∇αAβ = ∂αAβ − ΓραβAρ,

ΓραβAρ = ١
٢g

ρα (∂αgβρ+ ∂βgρα − ∂ρgαβ) ,

را کر-نیومن الکترومغناطیسی میدان ،(٢ . ۴) ها کریستوفل مقادیر همچنین و ها پتانسیل از استفاده با
آوریم: می بدست زیر روابط طبق

F = Ftϕdx
t ∧ dxϕ (١١ . ۴)

Ftϕ = ∂tAϕ − ΓλtϕAλ − ∂ϕAt + ΓλϕtAλ, (١٢ . ۴)

داریم، λ = t, r, θ, ϕ برای بنابراین

∂ϕAθ = ٠,
∂θAϕ = −٢a٢ cos θ sin θ

[
ρ(r٢ + a٢) cos θ −Qar sin٢ θ

]
+ρ−٢ [−ρ(r٢ + a٢) sin θ − ٢Qar sin θ cos θ

]
.

شود: می نوشته زیر ٢-فرم صورت به کر-نیومن هندسه الکترومغناطیسی میدان نهایت در

F =
Q

ρ۴ (r
٢ − a٢ cos٢ θ)dr ∧ [dt− a sin٢ θdϕ+ ٢Qρ۴ar cos θ sin θdθ] ∧

[
(r٢ + a٢)dϕ− adt

]
.
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Aabstract

An application of differential geometry together with Lie group method in theoretical
physics is considered. In this paper study the Kerr-Newman geometry as a geometric
structure of a rotating charged black hole to classify all geodesic curves by using the set
of Lie point symmetries of the associated system of differential equations.

Keywords : Riemannian geometry, Lie groups, Point symmetry, Geodesics equations,
Space-time coordinates, Kerr-Newman metric.
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