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ت

قدردانی و تشکر

مخلوقاتش تمامی میان از را نگارش و دانش منّت که است خداوندی سزاوار بی عد، ثنای و بی حد حمد
بینش مقام شاه نشین و دانش نورانی عرصه ی به جهل ظلمانی ورطه ی از را او و نهاد، بشر ابنای بر

کشاند.
صمیمانه حجازی رضا سید دکتر آقای جناب گرانقدرم استاد بی دریغ زحمات از که می دانم لازم خود بر
انجام به مجموعه این ایشان گشای راه و ارزنده  راهنمایی های بدون قطعاً که نمایم، قدردانی و تشکر
داوری زحمت که بخشنده اله روح دکتر و سررشته داری علی دکتر آقای جناب از همچنین، نمی رسید.
مهربان، و بخشنده پرورگار دستان بر پایان در دارم. را قدردانی و تشکر کمال کشیدند را پایان نامه این

می کنم. ستایش مقدس شان وجود خاطر به را خدا و می زنم، بوسه عزیزم مادر و پدر

੖ࢯماਞণیجایدر ජࡂબا
ඵෑر۱۳۹۵
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چൊیده
هندسی ساختار یک قراردادن با می باشد. مهندسی علوم در دیفرانسیل هندسه شاخه ی کاربردهای از یکی
از یکی می شود. تعریف آن روی مختصات دستگاه یک هموار، منیفلد یک مثل فیزیکی، پدیده های روی
یک با شده مخلوط (مایعات حبابدار مایع یک در امواج توصیف جزئی، دیفرانسیل معادلات کاربردهای
نوع این در امواج انتشار کوردیاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات از استفاده با که می باشد گاز) نوع
معادله ی به مربوط لی تقارن های روش کمک به تحقیق این در می گیرد. قرار تحلیل و بررسی مورد مایع
بود. خواهد ها شاره مکانیک در استفاده قابل که آمد خواهد بدست جواب ها از وسیعی مجموعه ی نظر مورد

معادلات کوچک، بینهایت مولد ناوردا، لی، تقارن لی، جبر لی، گروه دیفرانسیل، معادلات کلیدی: کلمات
گروهی. ناوردای جواب های کودریاشف-سینلشیکوف، سه-بعدی
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مقدمه

بسیاری است. شده برده بکار لایبنیز١ توسط ١۶٧۶ سال در بار اولین برای دیفرانسیل معادلات اصطلاح
ریاضی بیان طبیعی ترین . . . و ستاره شناسی زیست شناسی، شیمی، فیزیک، در طبیعت عمومی قوانین از
در مختلف مقادیر با متغیر چند بین رابطه ای که هرگاه می آبند. دیفرانسیل معادلات زبان در را خود
حالت های یا مختلف زمان های در متغیرها تغییرات نرخ و دارد وجود مختلف زمان های یا حالت ها

کرد. بیان دیفرانسیل معادلات با را پدیده آن می توان است شده شناخته مختلف
معادلات از خاص دسته ی حل به بیشتر دیفرانسیل معادلات مطالعه ی میلادی نوزدهم قرن اواسط تا
لی٢ سوفوس ماریوس اینکه تا داشت. اختصاص . . . و همگن معادلات جدایی پذیر، معادلات جمله از
به روش این امروزه کرد. مطرح دیفرانسیل معادلات حل برای را تقارن روش ١٨٧۴ − ١٨٧٣ زمستان

است. شده نامگذاری لی تقارن های روش به بزرگ دانشمند این احترام
و کرده توجیه را فیزیکی پدیده های از وسیعی بخش (PDE) جزئی دیفرانسیل معادلات بی شک
شناسی، زیست عمران، مهندسی برق، مهندسی مکانیک، مهندسی فیزیک، مثل شاخه ها از بسیاری در
صورت به غالباً که (ODE) معمولی دیفرانسیل معادلات برخلاف دارند. اساسی کاربرد و... شیمی
حل جهت مدونی روش جزئی دیفرانسیل معادلات برای می شوند، حل خاصی روش های با و تکنیکی
در که الگوریتمی براساس می توان تقارن ها یافتن شرط به لی تقارنی روش در اما نیست. موجود کردن
از وسیعی دسته شده داده معادلات روی هندسی ساختار یک تعیین با می  شود اشاره بدان تحقیق این
نقیصه ها از بسیاری می تواند امر همین که آورد بدست معادله نوع گرفتن نظر در بدون را آن جواب های

. کند برطرف را بالا در شده اشاره علوم در کمبودها و
می باشد تبدیلات از موضعی گروه بزرگ ترین دیفرانسیل معادلات دستگاه تقارن گروه کلی، طور به
یک جواب های که طوری به می کند، عمل وابسته متغیر های و مستقل متغیر های شامل فضای روی که
تبدیلات دسته ی دو به می توان را تقارنی گروه های بنابراین می کند. تبدیل دیگر جواب های به را دستگاه
پیوسته تبدیلات با کار کرد. طبقه بندی گسسته تبدیلات و می باشد، پایان نامه این موضوع که پیوسته،
محاسبه ی کلاسیک ابزارهای تبدیلات این در محاسبه ابزار زیرا است، آسان تر گسسته تبدیلات به نسبت
معادلات جواب های بندی طبقه تقارنی گروه های کاربردهای از یکی می باشند. انتگرال و دیفرانسیل
مولد های از بعضی وسیله ی به می توان را دسته یک از جواب دو هر که طوری به می باشد، دیفرانسیل

کرد. تبدیل هم به تقارنی گروه

١Leibniz
٢Marius Sophus Lie



٢ مقدمه

جمله از هندسه اساسی مفاهیم بیان به اول فصل در است. شده تنظیم فصل چهار در رساله این
هندسی ساختار دوم، فصل است. شده پرداخته لی جبرهای و برداری میدان های لی، گروه های منیفلد،
معادلات تقارنی گروه های و کامل فضای ابتدا فصل این در می گیرد. قرار بررسی مورد دیفرانسیل معادلات
جت فضای از استفاده با آنگاه می شود، تعریف امتداددهی و جت فضای سپس و شده تعریف دیفرانسیل
اول قضیه ی می شود. ارائه مهم قضیه ی دو ادامه در می شود. ارائه دیفرانسیل معادلات از دقیق تری تعریف
تقارن های کردن پیدا برای کارآمد روش یک است، مشهور دیفرانسیل معادلات ناوردایی قضیه ی به که
می کند. بیان را برداری میدان های امتداد محاسبه ی نحوی دوم قضیه ی و می دهد ارائه دیفرانسیل معادلات
فصل در می پردازد. معمولی دیفرانسیل معادلات حل به لی گروه های از استفاده با فصل این آخر بخش
گروهی جواب های محاسبه ی نحوه ی به فصل این در می شود. بیان متشابه و گروه-ناوردا جواب های سوم
کودریاشف- سه-بعدی دیفرانسیل معادلات گروهی بررسی به چهارم فصل در بالاخره و می شود. پرداخته
با سپس و آورده بدست را معادله تقارن های ابتدا فصل این در می شود. پرداخته (KS) سینلشیکوف٣
متشابه ی و دقیق جواب های آخر در می شود. پرداخته معادله مرتبه ی کاهش به تقارن ها این از استفاده

است. شده آورده بدست معادله برای

٣ Kudryashov-Sinelshchikov



١ فصل

بنیادی مفاهیم و تعاریف

میدان های لی، گروه های منیفلد، جمله از بعدی فصل های نیاز مورد اساسی مفاهیم ابتدا فصل این در
می دهیم. توضیح را لی جبرهای و برداری

منیفلد ١ . ١

اقلیدسی موضعاً فضای یک منیفلد است. بالاتر ابعاد به رویه و منحنی از تعمیمی منیفلد شهودی نظر از
از بازی زیر مجموعه ی با چارت هر و بوده چارت نام به همسایگی یک دارای نقطه هر آن در که است
فضای مانند را محاسبات بتوان تا ساخته فراهم را امکان این مختصاتی چارت است. همئومورف Rn

و مماسی فضای مشتق نقطه ای، مشتق پذیری، مانند Rn مفاهیم از بسیاری بنابراین داد، انجام اقلیدسی
می باشند. اجرا قابل منیفلد روی دیفرانسیلی فرم

خانواده    ی از است عبارت X روی توپولوژی یک باشد. مجموعه یک X کنیم فرض .١ . ١ . ١ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در که X زیرمجموعه های از τ مانند

.∅, X ∈ τ •

باشد. τ به متعلق τ از زیرگردایه هر اجتماع •

باشد. τ به متعلق τ از متناهی زیرگردایه ی هر اشتراک •

است. X روی توپولوژی یک τ آن در که (X, τ) مرتب زوج از است عبارت توپولوژیکی فضای یک

زیر شرایط هرگاه می گوییم بعدی −n توپولوژیکی منیفلد یک را M توپولوژیک فضای .١ . ١ . ٢ تعریف
باشد: برقرار

باز زیرمجموعه های در مشمول ترتیب به p, q ∈ M نقطه ی دو هر یعنی باشد، هاسدورف١ M •
.U ∩ V = ∅ که طوری به باشند U, V ∈M

١Hausdorff

٣



۴ بنیادی مفاهیم و تعاریف .١

باشد. داشته شمارا پایه ای یعنی باشد، دوم نوع شمارای M •

همئومورف همسایگی یک در مشمول آن نقطه هر یعنی باشد، n بعد از اقلیدسی موضعی طور Mبه •
باشد. Rn باز زیرمجموعه ی یک با

M روی مختصاتی چارت یک باشد. n−بعدی توپولوژیکی منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف
همئومورف نگاشت یک φ : U → Û و M از باز زیر مجموعه ی یک U که است (U,φ) زوج صورت به

است. Û = φ(U) ⊂ Rn باز زیرمجموعه ی یک با

باشند. Rm و Rn اقلیدوسی فضاهای از باز زیرمجموعه های بترتیب V و U کنیم فرض .۴ . ١ . ١ تعریف
هر از F جزئی مشتقات تمام هرگاه می گوییم پذیر) دیفرانسیل یا C∞)هموار را F : U → V نگاشت

باشند. پیوسته و موجود مرتبه

دوسویی و هموار نگاشت باشند. باز زیر مجموعه های V ⊆ Rm و U ⊆ Rn کنیم فرض .۵ . ١ . ١ تعریف
باشد. هموار وارونش هرگاه می گوییم دیفئومورفیسم را F : U → V

دیفئومورف را V و U باشند. باز زیر مجموعه های V ⊆ Rm و U ⊆ Rn کنیم فرض .۶ . ١ . ١ تعریف
می دهیم. نشان U ≈ V با را آن و باشد. داشته وجود V و U بین دیفئومورفیسم یک هرگاه می گوییم

ضابطه های با نگاشت های G : Rn → Bn و F : Bn → Rn کنیم فرض .١ . ١ . ٧ مثال

F (x) =
x√

١ − |x|٢
, G(x) =

y√
١ + |y|٢

,

هستند. دیگر یک وارون و هموار نگاشت ها این است. Rn در باز گوی یک Bn که طوری به باشند.
است. Rn با دیفئومورف Bn بنابراین

نگاشت باشند. M منیفلد روی چارت دو (V, ψ) و (U,φ) کنیم فرض .١ . ١ . ٨ تعریف

ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ),

ψ ◦ φ−١ هرگاه می گوییم سازگار هموار طور به را فوق چارت دو می نامیم. ψ به φ از گذر نگاشت را
باشند. دیفئومورفیسم

دو A اعضای هرگاه می نامیم M روی اطلس یک را A = {(Uα, φα)}α مجموعه ی .١ . ١ . ٩ تعریف
ماکسیمال A اطلس بپوشانند. را M کل A اعضای دامنه ی نیز و باشند، سازگار هموار طور به دو به
،M توپولوژیکی منیفلد روی هموار ساختار یک نباشد. دیگری اطلس هیج در مشمول هرگاه است
منیفلد یک را A هموار ساختار یک به مجهز توپولوژیکی منیفلد هر است. هموار ماکسیمال اطلس یک

می دهیم. نشان (M,A) با و می نامیم هموار

می باشد. (Rn, Id) چارت با n−بعدی هموار منیفلد یک Rn اقلیدسی فضای .١ . ١ . ١٠ مثال
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،n مرتبه ی از پذیر) (وارون عام خطی تبدیلات گروه .١ . ١ . ١١ مثال

GL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) : detA ̸= ٠},

است. n٢−بعدی منیفلد یک

بعد با هموار منیفلد یک n−بعدی فضای یک k−بعدی زیر  فضاهای تمام مجموع .١ . ١ . ١٢ مثال
دارد. نام گرسمن٢ منیفلد که است، k(n− k)

نگاشت باشند. n−بعدی و m−بعدی ترتیب به هموار منیفلد دو N و M کنیم فرض .١ . ١ . ١٣ تعریف
(U,φ) مانند همواری چارت های ،p ∈ M نقطه ی هر برای هرگاه می گوییم هموار را F : M → N

نگاشت همچنین و F (U) ⊆ V که طوری به باشد، داشته وجود F (p) شامل (V, ψ) و p شامل
باشد. هموار ψ ◦ F ◦ φ−١ : φ(U) → ψ(V )

n−بعدی هموار منیفلد به M m−بعدی هموار منیفلد از هموار نگاشتی F کنیم فرض .١۴ . ١ . ١ تعریف
از (∂F i/∂xi) ژاکوبین ماتریس رتبه ی با برابر x = (x١, . . . , xm) نقطه ی در F رتبه ی باشد. N
می شود. بیان x همسایگی در مناسبی موضعی مختصات هر در y = F (x) که می باشد، n×m مرتبه ی
F رتبه ی x ∈ S هر برای اگر است ماکسیمال رتبه ی دارای S ⊆ M زیرمجموعه ی روی F نگاشت

باشد. (n و m ممکن(مینیمم مقدار بزرگ ترین با برابر

وسیله ی به N ⊂M شده پارامتری زیر منیفلد باشد. هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١۵ . ١ . ١ تعریف
نقطه ی هر ازای به هرگاه می گوییم شده ایمبد زیر منیفلد را ϕ : Ñ → M یک به یک و هموار نگاشت
ϕ−١[U∩N ] که طوری به باشد داشته وجود x از U ⊂M مانند کوچک دلخواه به و باز همسایگی x ∈ N

باشد. N از همبند و باز زیر مجموعه ی یک

لی گروه های ١ . ٢

جبری ویژگی دارد. قرار توپولوژی و جبر یعنی ریاضیات بزرگ شاخه ی دو بین فاصل حد در لی گروه های
به گروه این عناصر کردن پارامتری از آن ها هندسی خواص و می شود گرفته گروه موضوعه ی اصول از آن
هستند، زیبا بسیار خود نوع در لی گروه های می شود. گرفته دیفرانسیل پذیر منیفلد یک از نقاطی وسیله ی
که خاصی توابع مطالعه ی و دیفرانسیل معادلات حل برای ابزاری عنوان به تنهایی به خود که زیبا قدر آن

می رود. کار به می شود تعیین معادلات این از خاص دسته ی توسط

بوده گروه جبری ساختار دارای که طوری به است G مانند هموار منیفلدی لی، گروه یک .١ . ٢ . ١ تعریف
ضربی نگاشت دو و

m : G×G −→ G, m(g, h) = gh, g, h ∈ G,

٢Grassmann
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ساز وارون و
i : G −→ G, i(g) = g−١, g ∈ G,

توپولوژیکی گروه یک را G آنگاه باشند، پیوسته i و m و توپولوژیکی منیفلد یک G اگر باشند. هموار
می نامیم.

می باشند. لی گروه یک زیر منیفلدهای از یک هر .١ . ٢ . ٢ مثال

مجموعه های می باشند. لی گروه دو جمع عمل تحت Rn اقلیدسی فضای و R حقیقی اعداد •
و بعدی یک لی گروه های ضرب عمل تحت ترتیب به نیز C∗ = C − {٠} و R∗ = R − {٠}

هستند. بعدی دو

زوایای ازای به است. مختلط اعداد ضرب تحت گروه یک و هموار منیفلد یک S١ ⊆ C∗ دایره •
نگاشت های تحت S١ ، θ, θ١, θ٢ ∈ S١

(θ١, θ٢) 7−→ θ١ + θ٢, θ 7−→ −θ,

است. لی گروه یک

به نسبت آن ها وارون و ماتریس ها معمولی جمع عمل با زیر ماتریسی گروه های کلی حالت در •
ماتریسی ضرب به نسبت گروه ها این نیز و می باشند. لی گروه های از دیگر مثال های جمع، عمل

عام خطی گروه هستند. لی گروه یک

GL(n) = {A ∈M(n× n,R) : detA ̸= ٠},

خاص خطی گروه است. n٢−بعدی لی گروه یک

SL(n) = {A ∈ GL(n) : detA = ١},

متعامد گروه است. n٢)−بعدی − ١) لی گروه یک

O(n) = {A ∈ GL(n) : ATA = I},

خاص متعامد گروه است. ١−بعدی
٢n(n− ١) لی گروه

SO(n) = {A ∈ O(n) : det = ١},

آفین گروه است. ١−بعدی
٢n(n− ١) لی گروه

A(n) =

{(
A a

٠ ١

)
: A ∈ GL(n− ١), a ∈ Rn−١

}
,

در مختلط صفحه ی روی را ماتریسی گروه های این همه ی اگر است. −n(n−بعدی ١) لی گروه
می شود. برابر دو آن ها بعد بگیریم نظر
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نگاشت های وسیله ی به آنگاه باشند، لی گروه های Gn و . . . ،G١ اگر •

(g١, . . . , gn)(h١, . . . , hn) = (g١h١, . . . , gnhn),

(g١, . . . , gn) = (g−١
١ , . . . , g−١

n ),

است. لی گروه یک خود G١ × . . .×Gn

زیر گروه یک H باشد. آن زیر مجموعه ی یک H ⊆ G و لی گروه یک G کنیم فرض .١ . ٢ . ٣ تعریف
نگاشت دو همچنین باشد، G ایمبدشده زیر منیفلد یک خود H و بوده G زیر گروه یک H هرگاه است لی

باشند. هموار H برای شده تعریف i و m

M روی که تبدیلات از موضعی گروه یک باشد. هموار منیفلد یک M کنیم فرض .۴ . ١ . ٢ تعریف
که طوری به است، گروه عمل تعریف حوزه  که U باز زیر مجموعه ی ،G لی گروه وسیله ی به می کنند عمل
است: زیر ویژگی های دارای که می شود داده Ψ : U →M هموار نگاشت و e×M ⊂ U ⊂ G×M

آنگاه (g.h, x) ∈ U همچنین و (g,Ψ(h, x)) ∈ U و (h, x) ∈ U اگر •

Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g.h, x). (١ . ١)

،x ∈M هر برای •

Ψ(e, x) = x. (١ . ٢)

و (g−١,Ψ(h, x)) ∈ U آنگاه (g, x) ∈ U اگر •

Ψ(g−١,Ψ(h, x)) = x.

هرگاه می گوییم مدار یک را O ⊆ M زیر مجموعه ی باشد. منیفلد یک M کنیم فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف
کند: صدق زیر شرایط در

است. g.x ∈ O آنگاه باشد، شده تعریف g.x و g ∈ G ،x ∈ Oاگر •

است. تهی Õ یا Õ = O آنگاه کند، صدق قبل بخش در Õ و Õ ⊂ O اگر •

می کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعی گروه یک M کنیم فرض .۶ . ١ . ٢ تعریف

هم M از زیر منیفلدی عنوان به آن مدارهای همه ی اگر می کند عمل نیم-منظم طور به G گروه •
باشند. بعد

x ∈ M نقطه ی هر برای عمل، بودن نیم-منظم بر علاوه اگر می کند عمل منظم طور به G گروه •
به را U ،G از مدار هر که طوری به باشد داشته وجود x از U دلخواه و کوچک همسایگی

کند. تقسیم مسیری همبند زیر مجموعه های
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خود هم آن و باشیم داشته مدار یک اگر تنها و اگر می گوییم متعدی را گروه عمل یک .١ . ٢ . ٧ تعریف
باشد. M منیفلد

متفاوت عمل های متفاوت گروهی عناصر اگر می کند عمل مؤثر طور به G تبدیلات گروه .١ . ٢ . ٨ تعریف
.g = h اگر تنها و اگر g.x = h.x باشیم داشته x ∈M هر برای که طوری به باشند. داشته

برداری میدان های ١ . ٣

خطی نگاشت x ∈ M نقطه ی هر ازای به باشد. هموار منیفلد یک M کنیم فرض .١ . ٣ . ١ تعریف
،f, g ∈ C∞(M) هر برای هرگاه می گوییم x نقطه ی در مشتق یک را X : C∞(M) → R

X(fg)(x) = f(x)Xg(x) + g(x)Xf(x).

در مماسی فضای را x ∈ M نقطه در ،C∞(M) روی مشتق عملگرهای تمام مجموع .١ . ٣ . ٢ تعریف
می دهیم. نشان TxM با و می گوییم x ∈M نقطه ی

{∂/∂x١, . . . , ∂/∂xm}مجموعه ی همچنین است. برداری فضایی ،TxM مماسی فضای هر .١ . ٣ . ٣ قضیه
منیفلد بعد برابر مماسی فضای بعد بنابراین می دهد. تشکیل موضعی مختصات در TxM برای پایه یک

است.

[١٩] برهان.

می گوییم M از مماسی کلاف را x ∈M نقطه ی در مماسی فضاهای از مجزایی اجتماع .۴ . ١ . ٣ تعریف
می دهیم: نمایش TM با را آن و

TM :=
⊔
x∈M

TxM.

است. (٢n)−بعدی هموار منیفلد یک n−بعدی هموار منیفلد یک مماسی کلاف هر .۵ . ١ . ٣ قضیه

[۶] برهان.

صورت به را Rn
a مجموعه ی می گیریم. نظر در را a ∈ Rn نقطه ی .۶ . ١ . ٣ تعریف

Rn
a := {a} × Rn = {(a, V ) : V ∈ Rn},

Va با را (a, V ) سادگی برای می گوییم. a نقطه ی در مماس بردار یک را Rn
a عضو هر می کنیم. تعریف

می دهیم. نشان V |a یا

گذرنده هموار منحنی بر مماس وسیله ی به ،x ∈M نقطه ی در M منیفلد بر مماس بردار .١ . ٣ . ٧ تعریف
مشتق وسیله ی به x = ϕ(t) منحنی بر V |x مماس بردار موضعی، مختصات در می شود. تعریف x از
x نقطه ی در M بر مماسی فضای مماسی، بردارهای چنین از گردایه ی می شود. مشخص V |x = ϕ̇(x)
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برداری میدان می دهند. تشکیل M منیفلد روی برداری کلاف هم با مماسی فضاهایی می دهند. تشکیل
نقطه ای از هموار طور به V |x که می باشد x ∈ M نقطه ی در V |x ∈ TxM مماس بردار M روی V
هموار تابع هر برای برداری میدان ،(x١, . . . , xm) موضعی درمختصات می کند. تغییر دیگر نقطه ای به

فرم دارای x از ξi(x)

V |x = ξ١ ∂

∂x١ + ξ٢ ∂

∂x٢ + · · ·+ ξm
∂

∂xm
,

می باشد.

می باشد x = ϕ(ε) هموار پارامتری منحنی V برداری میدان یک از انتگرال منحنی .١ . ٣ . ٨ تعریف
یعنی: باشد، برابر نقطه آن در V مقدار با منحنی نقطه هر بر مماس بردار که طوری به

ϕ̇(ε) = V |ϕ(ε), ∀ε ∈ R,

دیفرانسیل معادله ی دستگاه از جوابی x = ϕ(ε) = (ϕ١(ε), . . . , ϕm(ε)) بایستی موضعی، مختصات در
معمولی

dxi

dε
= ξi(x), i = ١, . . . ,m, (١ . ٣)

می باشند. x در V ضرایب ξi(x)−ها که باشد

Mدر x نقطه از که پارامتری ماکسیمال انتگرال منحنی باشد، برداری میدانی V اگر .١ . ٣ . ٩ تعریف
x ∈Mهر برای بنابراین می نامیم. x توسط شده تولید شار را Ψ و می دهیم نشان Ψ(ε, x) با را می گذرد
شار بود. خواهد M در x از گذرنده انتگرال منحنی روی نقطه ای Ψ(ε, x) ،٠ شامل Ix بازه  در ε هر و

است: زیر خاصیت های دارای ε, δ ∈ R هر برای برداری میدان

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x), x ∈M, (۴ . ١)

Ψ(٠, x) = x, (۵ . ١)

و

d

dε
Ψ(ε, x) = V |Ψ(ε,x). (۶ . ١)

میدان وسیله ی به شده تولید شار که می کنیم مشاهده (١ . ٢) و (١ . ١) با (۵ . ١) و (۴ . ١) مقایسه ی با
از یک-پارامتری گروه اغلب است. یکسان M منیفلد روی R لی گروه موضعی گروه عمل با برداری
در تیلور٣ قضیه از استفاده با می شود. نامیده عمل کوچک بینهایت مولد ،V برداری میدان و تبدیلات

داریم: موضعی مختصات
Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε٢),

٣Taylor
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M روی تبدیلات از یک-پارامتری گروه یک Ψ(ε, x) اگر هستند. V ضرایب ξ = (ξ١, . . . , ξn) که
می آید: بدست ε = ٠ ازای به (۶ . ١) وسیله ی به آن کوچک بینهایت مولد آنگاه باشد

V |x =
d

dε
|ε=٠Ψ(ε, x). (١ . ٧)

آن کوچک بینهایت مولدهای و تبدیلات از موضعی یک-پارامتری گروه های بین یک به یک تناظری
عنوان به V برداری میدان توسط شده تولید یک-پارامتری گروه یا شار محاسبه ی اغلب دارد. وجود

نماد با که می شود. گرفته نظر در نمایی نگاشت

exp(εV ) ≡ Ψ(ε, x),

می شود. داده نمایش

شارها: و برداری میدان های از مثال های .١ . ٣ . ١٠ مثال

می گیریم. نظر در را V = ∂/∂x ≡ ∂x برداری میدان باشد. x مختصات با M = R کنیم فرض •
بنابراین

exp(εV )x = exp(ε∂x)x = x+ ε,

V = x∂x برداری میدان وسیله ی به شده تولید شار همچنین می شود. نامیده انتقالات گروه عمل که
صورت به

exp(εV )x = exp(εx∂x)x = eεx,

می باشد، ε = ٠ در x اولیه ی مقدار با ẋ = x معمولی دیفرانسیل معادله ی جواب که می باشد،
دارد. نام مقیاسی تبدیلات گروه که

می گیریم، نظر در را صفحه در دوران ها گروه •

Ψ(ε, (x, y)) = (x cos ε− y sin ε, x sin ε+ y cos ε) .

کمک به که است V = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y شکل به برداری میدان آن کوچک بینهایت مولد
داریم: (١ . ٧)

ξ(x, y) =
d

dε
|ε=٠ (x cos ε− y sin ε) = −y,

η(x, y) =
d

dε
|ε=٠ (x sin ε+ y cos ε) = x,

بالا تبدیلات گروه می باشد. V = −y∂x + x∂y برداری میدان آن کوچک بینهایت مولد بنابراین
معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه جواب های با

dx

dε
= −y, dy

dε
= x,

دارد. مطابقت
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نباشد V تکین نقطه x٠ اگر باشد. M روی شده تعریف برداری میدان V کنیم فرض .١ . ٣ . ١١ قضیه
وجود x٠ همسایگی در y = (y١, . . . , ym) اصلاحی موضعی مختصات سپس V |x٠ ̸= ٠ که طوری به

.V = ∂/∂y١ که طوری به دارد

[۶] برهان.

به باشد. N و M هموار منیفلد دو بین هموار نگاشتی F : M → N کنیم فرض .١ . ٣ . ١٢ تعریف
نگاشت x ∈M نقطه ی هر ازای

dFx : TxM −→ TF (x)N,

ضابطه ی با f ∈ C∞(M) و V ∈ TxM هر ازای به که می گوییم، x نقطه ی در F دیفرانسیل را

dF (V |x)f(y) = V (f ◦ F )(x), y = F (x),

می گوییم. پیش برنده نگاشت آن به که می دهیم، نمایش نیز F∗ با را F دیفرانسیل نگاشت می شود. تعریف
داریم، N روی y = (y١, . . . , yn) و M روی x = (x١, . . . , xm) مو ضعی مختصات در همچنین

dF (V |x) = dF
( m∑

i=١
ξi

∂

∂xi

)
=

n∑
j=١

( m∑
i=١

ξi
∂F j

∂xi
(x)
) ∂

∂yj

=
n∑

j=١
V
(
F j(x)

) ∂

∂yj
.

است. لی جابجاگر یا کروشه  می شود تعریف برداری میدان های روی که عملی مهمترین

یک نیز آن ها ،[V,W ] لی، کروشه ی باشند M روی برداری میدان دو W و V اگر .١ . ٣ . ١٣ تعریف
می شود. تعریف زیر صورت به f :M −→ N توابع همه ی برای که است برداری میدان

[V,W ](f) = V (W (f))−W (V (f)). (١ . ٨)

باشیم: داشته اگر موضعی، مختصات در هم چنین

V =
m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, W =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
.

نوشت، می توان آنگاه

[V,W ] =
m∑
i=١

(
V (ηi)−W (ξi)

) ∂
∂xi

=
m∑
i=١

m∑
j=١

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj
) ∂
∂xi

. (١ . ٩)



١٢ بنیادی مفاهیم و تعاریف .١

،V,W ∈ TpR٢ و باشد M = R٢ کنیم فرض .١۴ . ١ . ٣ مثال

V = y
∂

∂x
, W = x٢ ∂

∂x
+ xy

∂

∂y
,

صورت این در باشند. برداری میدان دو

[V,W ] = V (x٢)
∂

∂x
+ V (xy)

∂

∂y
−W (y)

∂

∂x
= xy

∂

∂x
+ y٢ ∂

∂y
.

نظر در را c′ و c ثابت های و M روی U و W ′ ،W ، V ′ ، V برداری میدان های .١۵ . ١ . ٣ گزاره
می کند: صدق زیر خواص در آن ها لی کروشه ی سپس می گیریم،

دوخطی •

[cV + c′V ′,W ] = c[V,W ] + c′[V ′,W ],

[V, cW + c′W ′] = c[V,W ] + c′[V,W ′].

متقارن پاد •

[V,W ] = −[W,V ].

ژاکوبی اتحاد •

[U, [V,W ]] + [W, [U, V ]] + [V, [W,U ]] = ٠.

می شود. اثبات سادگی به حکم درستی (١ . ٩) و (١ . ٨) رابطه ی دو به توجه با برهان.

لی جبرهای ۴ . ١

به راست از ضرب g ∈ G گروهی عنصر هر برای باشد. لی گروه یک G کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف
صورت

Rg : G −→ G,

h −→ h.g,

می باشد. Rg−١ = (Rg)
−١ وارون با دیفئومورفیسم یک Rg که می شود. تعریف

،g, h ∈ G تمام برای اگر می گوییم راست ناوردای ،G روی را V برداری میدان .٢ . ۴ . ١ تعریف

dRg(V |h) = V |Rg(h) = V |hg.



١٣ لی جبرهای .۴ . ١

که aV + bW خطی ترکیب هر آنگاه باشند. راست ناوردای برداری میدان دو W و V اگر .٣ . ۴ . ١ لم
ناوردای برداری میدان های تمام مجموعه ی پس است. راست ناوردای برداری میدان یک نیز a, b ∈ R

می دهد. تشکیل برداری فضای یک راست

[١٩] برهان.

صورت این در می کند. عمل خودش روی راست از که باشد لی گروه یک G کنید فرض .۴ . ۴ . ١ تعریف
می شود. گفته G راست لی جبر راست، ناوردای برداری میدان های تمام مجموعه ی به

می شوند. تعریف مشابه طور به نیز چپ لی جبر و چپ ناوردای برداری میدان های چپ، از ضرب
می دهیم. نمایش G نماد با را G لی جبر جا همه در هستند. یکی چپ و راست لی جبر می شود ثابت

خطی دو عملگر با همراه G برداری فضای لی جبر یک کلی، طور به

[, ] : G × G −→ G,

می کند. صدق لی کروشه ی ویژگی های در و می شود، نامیده لی کروشه ی که است

یک di یعنی ساز وارون نگاشت دیفرانسیل صورت این در باشد، لی گروه یک G اگر .۵ . ۴ . ١ گزاره
می کند. برقرار چپ لی جبر و راست جبرلی بین ایزومورفیسم

و خودش روی G چپ و راست عمل ضابطه های Lg و Rg کنیم فرض برهان.

i : G −→ G,

نگاشت می کنیم ثابت باشد. G ساز وارون نگاشت

di : GR −→ GL,

باشد h ∈ G هرگاه هستند.). چپ و راست لی جبرهای دهنده نمایش GL و GR)است ایزومورفیسم
آنگاه

(Rg ◦ i)h = Rg(i(h))

= Rg(h
−١)

= h−١g

= (g−١h)−١

= (i ◦ Lg−١)h.



١۴ بنیادی مفاهیم و تعاریف .١

صورت این در باشد. f ∈ C∞(G) و V ∈ GL کنیم فرض حال

dRg(di(Vh))f = (dRg ◦ di)(Vh)f

= d(Rg ◦ i)(Vh)f

= d(i ◦ Lg−١)(Vh)f

= (di ◦ dLg−١)(Vh)f

= di(dLg−١(Vh))f

= di(Vg−١h)f

= V f(i(g−١h))

= V f(h−١g)

= Vh−١gf.

.G ≃ TeG صورت این در باشد، لی گروه یک G هرگاه .۶ . ۴ . ١ قضیه

[١٩] برهان.

آن لی جبر می توان همانی عضو در لی گروه هر مماسی فضای یافتن با که می کند بیان فوق قضیه ی
یافت. را

استفاده با لی جبرهای محاسبه ی می پردازیم. لی جبر چند ارائه به محاسبه بدون جا این در .٧ . ۴ . ١ مثال
دارد. نیاز منیفلد هندسه از اطلاعاتی به و نیست پیچیده ی چندان کار مماسی فضاهای یافتن از

عبارت به می باشد. n × n مربعی ماتریس های مجموعه ی GL(n,R) عام خطی گروه لی جبر الف)
دیگر

TInGL(n,R) =M(n× n,R).

یعنی می باشد، صفر اثر با n× n ماتریس های مجموعه ی SL(n,R) خاص خطی گروه لی جبر ب)

TISL(n,R) = {A ∈M(n× n,R) : trA = ٠}.

هستند. حقیقی اعداد S١ دایره لی جبر پ)

است. Rn خود Rn اقلیدسی فضای لی جبر ت)

را exp : G → G نگاشت صورت این در می گیریم. نظر در را G لی جبر و G لی گروه .٨ . ۴ . ١ تعریف
exp آنگاه باشند، e ∈ G همسایگی یک V و ٠ ∈ G همسایگی یک U هرگاه می گوییم، نمایی نگاشت

می کند. برقرار V و U بین دیفئومورفیسم یک



١۵ لی جبرهای .۴ . ١

V١, . . . , Vk ∈ G هر برای آنگاه باشد. G لی جبر با همبند لی گروه یک G کنیم فرض .٩ . ۴ . ١ قضیه
که معنا بدین می باشد. نمایی نگاشت های ضرب صورت به بیان قابل g مثل G عضو هر

g = exp(V١) ◦ · · · ◦ exp(Vk).

[٢۵] برهان.

نمایی نگاشت های محاسبه ی با می توان لی جبر یک اعضای داشتن با که است آن فوق قضیه تعبیر
آورد. دست به را گروه تبدیل ضابطه ی هم در آن ها ضرب و عضو هر با متناظر

هر ازای به آنگاه می کند. عمل M روی که باشد، G لی جبر با لی گروه یک G هرگاه .١٠ . ۴ . ١ تعریف
می شود: محاسبه زیر صورت به p ∈M نقطه ی در V با متناظر V̂ کوچک بینهایت مولد V ∈ G

V̂p = dϕp(Ve).

.g → gp که طوری به می شود تعریف ϕp : G→M صورت به ϕ نگاشت

می کنیم. تعریف زیر ضابطه ی با را RP١ روی SL(٢) گروه عمل .١١ . ۴ . ١ مثال

p 7−→ ap+ b

cp+ d
, p ∈ RP١,

(
a b

c d

)
∈ SL(٢),

می شود. تولید زیر ماتریس های با جبر این بنابراین است. صفر اثر با ٢×٢ ماتریس های SL(٢) لی جبر

A١ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
, A٢ =

(
١ ٠
٠ −١

)
, A٣ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
.

A٣ و A٢ و A١ ماتریس های از یک هر با متناظر کوچک بینهایت مولدهای V٣ و V٢ و V١ اگر لذا
آنگاه باشند،

V١ = ∂p, V٢ = ٢p∂p, V٣ = −p٢∂p.





٢ فصل

دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار

بسیاری است. شده برده بکار لایبنیز١ توسط ١۶٧۶ سال در بار اولین برای دیفرانسیل معادلات اصطلاح
ریاضی بیان طبیعی ترین . . . و ستاره شناسی زیست شناسی، شیمی، فیزیک، در طبیعت عمومی قوانین از
به ریاضیات در همچنین دیفرانسیل معادلات کاربردهای می آبند. دیفرانسیل معادلات زبان در را خود
معادلات هستند. فراوان علوم دیگر زمینه های از بسیاری و اقتصاد و مهندسی در نیز و هندسه در ویژه
مختلف مقادیر با متغیر چند بین رابطه ای که هرگاه می دهند. رخ علوم پدیده های از بسیاری در دیفرانسیل
مختلف حالات یا مختلف زمان های در متغیرها تغییرات نرخ و دارد وجود مختلف زمان های یا حالت ها در
مکانیک، در مثال عنوان به کرد. بیان دیفرانسیل معادلات با را پدیده آن می توان است شده شناخته
به نیوتون٢ معادلات و می شود. توصیف مختلف زمان های در آن مکان و سرعت وسیله ی به جسم حرکت
می توانیم شرایطی چنین در می دهند را جسم بر وارد نیروهای و شتاب و سرعت و مکان بین رابطه ی ما
است، زمان از تابعی جسم نامشخص مکان آن در که دیفرانسیل معادله ی یک قالب در را جسم حرکت

کرد. بیان

جبری معادلات تقارن های ٢ . ١

مفهوم از مختصری توضیح به که است لازم دیفرانسیل معادلات تقارنی گروه های به پرداختن از قبل
بپردازیم. جبری معادلات دستگاه تقارنی گروه های

صورت به جبری معادلات از دستگاه یک .٢ . ١ . ١ تعریف

Fν(x) = ٠, ν = ١,٢, . . . , l, (٢ . ١)

مقدار حقیقی توابعی M منیفلد به متعلق x نقطه هر ازای به Fl(x), . . . , F١(x) آن در که می شود تعریف
،ν = ١,٢, . . . , l برای که طوری به است x٠ ∈M مانند نقطه ی (٢ . ١) برای جواب یک می باشند.

١Leibniz
٢Newton

١٧



١٨ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

Fν(x٠) = ٠,

باشند: M هموار منیفلد روی هموار و مقدار حقیقی توابع ξk, . . . , ξ١ کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ تعریف

تابع یک و x از U همسایگی x ∈ M هر برای اگر می شوند نامیده تابعی وابسته ξk, . . . , ξ١ •
داشته وجود است، صفر مخالف Rk از باز زیرمجموعه ی هر روی که F (z١, . . . , zk) مقدار حقیقی

که: طوری به باشد

∀x ∈ U F
(
ξ١(x), . . . , ξk(x)

)
= ٠.

شوند تحدید U ∈ M باز زیرمجموعه ی هر به اگر می شوند نامیده تابعی مستقل ξk, . . . , ξ١ •
باشیم: داشته x ∈ U ⊂M هر برای اگر دیگر عبارت به نباشند. تابعی وابسته

F
(
ξ١(x), . . . , ξk(x)

)
= ٠,

F (z١, . . . , zk) ≡ ٠ است) U تصویر حاوی (که Rk از باز مجموعه ی زیر هر در z هر برای سپس
باشد.

گروه یک را می کند، عمل M منیفلد روی که G مانند تبدیلات از موضعی گروه یک .٢ . ١ . ٣ تعریف
اگر دیگر، عبارت به ببرد. دیگر جواب های به را جواب ها هرگاه می گوییم (٢ . ١) معادلات برای تقارن
دیگر جواب یک g.x آنگاه شود تعریف g.x که باشد تقارن گروه عضو یک g و (٢ . ١) جواب یک x

است. (٢ . ١) معادله ی

می کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعی گروه یک G کنیم فرض .۴ . ٢ . ١ تعریف
g.x که طوری به g ∈ G و x ∈ O هر ازای به هرگاه می گوییم G-ناوردا را O ⊂ M زیرمجموعه ی

می گوییم. O از تقارنی گروه را G .g.x ∈ O آنگاه شود، تعریف

انتقالات از یک-پارامتری گروه یک Gc کنیم فرض .۵ . ٢ . ١ مثال

(x, y) 7−→ (x+ cε, y + ε), ε ∈ R,

که می باشند، Gc-ناوردا ،x = cy + d خط های که دید می توان سادگی به باشد. دلخواه ثابت یک c و
هستند. Gc از مدارهای

باشد تبدیلات از موضعی گروه یک G و باشند، هموار منیفلد دو N و M کنیم فرض .۶ . ٢ . ١ تعریف
به g ∈ G و x ∈M هر برای اگر می گوییم G-ناوردا را F :M → N تابع می کند. عمل M روی که

آنگاه باشد، شده تعریف g.x که طوری

F (g.x) = F (x).

تابع یک ξ(x, y) = x − cy تابع می گیریم. نظر در را ۵ . ٢ . ١ مثال انتقالات گروه .٢ . ١ . ٧ مثال
،ε هر برای زیرا است، Gc-ناوردا



١٩ جبری معادلات تقارن های .٢ . ١

ξ(x+ cε, y + ε) = ξ(x, y).

حقیقی تابع می کند. عمل M روی که باشد همبند تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض .٢ . ١ . ٨ قضیه
،V ∈ G و p ∈M هر برای اگر تنها و اگر است ناوردا G گروه عمل تحت I :M → R مقدار

Vp(I) = ٠.

[٢۴] برهان.

و یک-پارامتری تابع یک u = I(x) هرگاه

V = ξ١(x)
∂

∂x١ + · · ·+ ξm(x)
∂

∂xm

بنابراین .V (I) = ٠ باید باشد ناوردا G تحت I آنکه برای باشد، کوچک بینهایت مولد یک

ξ١(x)
∂u

∂x١ + · · ·+ ξm(x)
∂u

∂xm
= ٠.

می کنیم: حل را زیر مشخصه ی معادلات دستگاه I یافتن برای حال

dx١

ξ١(x)
=

dx٢

ξ٢(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
. (٢ . ٢)

نوشت: زیر صورت به توان می را (٢ . ٢) رابطه ی عمومی جواب های

u١ (x١, . . . , xm
)
= c١, . . . , u

m−١ (x١, . . . , xm
)
= cm−١.

به بنابراین هستند. ci−ها از مستقل ui−ها توابع هستند. انتگرال گیری ثابت های cm−١, . . . , c١ که
جواب هر و هستند، (٢ . ٢) برای تابعی مستقل جواب های um−١, . . . , u١ توابع که می شود دیده راحتی

باشد. um−١, . . . , u١ حسب بر تابعی باید (٢ . ٢) برای دیگر ناوردای

می کنیم: تعریف زیر صورت به متغیره سه فضای روی را SO(٢) گروه عمل .٢ . ١ . ٩ مثال

(x, y, z) 7−→
(
x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t,

sin t+ z cos t

cos t− z sin t

)
.

می باشد: زیر صورت به عمل این از حاصل کوچک بینهایت مولد

V = −y∂x + x∂y + (١ + z٢)∂z.

مشخصه ی دستگاه حل به حال

dx

−y
=

dy

x
=

dz

١ + z٢ ,
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می آوریم. دست به را ناورداها و می پردازیم V برداری میدان نظیر

dx

−y
=

dy

x
=⇒ xdx = −ydy

=⇒ c =
√
x٢ + y٢,

dy

x
=

dz

١ + z٢ =⇒ dy√
c٢ − y٢

=
dz

١ + z٢

=⇒ arcsin
y

c
= arctan z + k

=⇒ k = arcsin
y√

x٢ + y٢
− arctan z

=⇒ k = arctan
y

x
− arctan z

=⇒ k =
xz − y

yz + x
.

از: عبارت اند ناوردا توابع بنابراین

r =
√
x٢ + y٢, ω =

xz − y

yz + x
,

دیفرانسیل معادلات و گروه ها ٢ . ٢

فرم به دیفرانسیل معادلات دستگاه یک .٢ . ٢ . ١ تعریف

∆
(
x, u(n)

)
= ٠,

جواب است. u = (u١, . . . , uq) وابسته متغیر q و x = (x١, . . . , xp) مستقل متغیر p شامل که است
آن در که می باشد u = f(x) فرم به تابعی دستگاه، این

uα = fα
(
x١, . . . , xp

)
, α = ١, . . . , q,

می باشد. x = (x١, . . . , xp) مستقل متغیرهای از هموار تابعی

روی مختصات دستگاه یک U و X = Rp روی مختصات دستگاه یک x کنیم فرض .٢ . ٢ . ٢ تعریف
وابسته و مستقل متغیرهای از متشکل که E = X × U ≃ Rp+q اقلیدسی فضای به باشد. U = Rq

شود. می گفته ∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه نظیر کامل فضای می باشد، u و x

وابسته و مستقل متغیرهای همه ی اقلیدسی فضای E = X ×U ≃ Rp+q کنیم فرض .٢ . ٢ . ٣ تعریف
شکل: به E فضای روی دیفئومورفیسم های تبدیلات، رایج بسیار انواع از یکی باشد.

(x̄ , ū) = g.(x , u) = (φ(x , u), ψ(x , u)),

را تبدیلات این از ساده ای نوع می شوند. ساخته آن کمک به نقطه ای(هندسی) تبدیلات که می باشد
شکل: به و می کند اثر مستقل متغیرهای بر تنها که می نامیم پایه ای تبدیلات
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(x̄ , ū) = g.(x , u) = (φ(x ), u),

صورت به که نقطه ای تبدیلات از دیگری خاص نوع می باشد.

(x̄ , ū) = g.(x , u) = (φ(x ), ψ(x , u)),

گویند. تار(تصویری) حافظ تبدیلات را می شود تعریف

موضعی گروهی ،∆ = ٠ دیفرانسیل معادلات دستگاه برای تقارن گروه یک از منظور .۴ . ٢ . ٢ تعریف
هر که طوری به نموده عمل O مانند E از باز زیرمجموعه ی یک روی که می باشد G مانند تبدیلات از
یک نمودن عمل نحوه ی بیان به ادامه در می کند. تبدیل دیگری جواب به را ∆ = ٠ دستگاه از جواب
فرض لی گروه یک G تبدیلات گروه پس این از پرداخت. خواهیم تابع یک روی g ∈ G مانند تبدیل

می شود.

گراف با را u = f(x) تابع

Γf =
{
(x, f(x)) : x ∈ Ω

}
,

را g تبدیل اکنون می گیرد. قرار f تابع تعریف دامنه ی درون Ω مجموعه  ی آن در که می گیریم، نظر در
شکل به f تابع گراف روی

g.Γf =
{
(x̄, ū) : g.(x, u) ∈ Γf

}
,

عمل هموار طور به G هرگاه اما باشد. جدید تابعی گراف خود g.Γf ندارد لزومی که می کنیم، تعریف
تبدیل که دید می توان Ω مناسب دامنه ی انتخاب با دارد، نگه ثابت را f گراف ،G همانی عنصر و کرده

که معنا این به می دارد، نگه ناوردا را f تابع گراف G همانی عنصر حول موضعاً g

g.Γf = Γf̄ .

است. g تبدیل تحت f یافته تبدیل همان بالا رابطه در f̄ از منظور که داشت توجه باید البته
کنیم: فرض کلی حالت در

(x̄, ū) = g.(x, u) = (φg(x, u), ψg(x, u)) ,

صورت به f̄ تابع گراف مختصات آنگاه باشند. هموار ψg و φg که

x̄ = φg(x, f(x)) = φg ◦ (Id× f)(x), x ∈ Ω, (٢ . ٣)

ū = ψg(x , f(x)) = ψg ◦ (Id× f)(x), x ∈ Ω,
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ازای به کرد. حذف (٢ . ٣) از را x باید f̄ یافتن برای است. X روی همانی تابع Id که می شود تعریف
که است واضح g = e

φe ◦ (Id× f) = Id,

استفاده با بنابراین و است تکین غیر φg ◦ (Id× f) ژاکوبین e همانی عضو نزدیک عضو یک ازای به
ضمنی تابع قضیه از

x =
[
φg ◦ (Id× f)

]−١
(x̄), (۴ . ٢)

داریم: f̄ در (۴ . ٢) جایگزینی با حال

f̄ = g.f =
[
ψg ◦ (Id× f)

]
◦
[
φg ◦ (Id× f)

]−١
,

شکل به f̄ ضابطه φg کردن وارون و x حذف با لذا

ū = f̄(x̄) = f(φ−١
g (x̄)) = f(φg−١(x̄)),

می شود. ساخته

به G تبدیلات باشد X × U = R٢ روی دوران ها گروه عمل G = SO(٢) کنیم فرض .۵ . ٢ . ٢ مثال
می شود. داده نمایش زیر صورت

(x̄, ū) = θ. (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ) .

وسیله ی به f روی SO(٢) گروه است. Γf ⊂ X × U آن گراف باشد تابع یک u = f(x) کنیم فرض
اگر اما بود. نخواهد دیگری تابع گراف θ.Γf آنگاه باشد بزرگ θ اگر می کند. عمل آن دوران گراف
تعریف خوش تابع گراف θ.Γf نباشد، بزرگ خیلی |θ| و باشد شده تعریف [a, b] متناهی بازه روی f(x)
می گیریم. درنظر را u = f(x) = ax + b خطی تابع می باشد. Γf̄ = θ.Γf که بود خواهد ū = f̄(x̄ )

حال بود. خواهد دیگر مستقیم خط یک θ زاویه با آن دوران بنابراین است. مستقیم خط یک f گراف
می یابیم. را (f̄ θ(یعنی تحت f تبدیل

(x̄, ū) = θ.(x, ax+ b) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ) ,

کنیم. حذف بالا معادلات جفت از را x بایستی ū = f̄(x̄) کردن پیدا برای

x̄ = x cos θ − (ax+ b) sin θ

⇒ x =
x̄+ b sin θ

cos θ − a sin θ
,
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داریم، cotθ ̸= ٠ فرض با

ū = f̄(x̄) = x sin θ + (ax+ b) cos θ

=
x̄+ b sin θ

cos θ − a sin θ
sin θ +

(
a

x̄+ b sin θ

cos θ − a sin θ
+ b

)
cos θ

...

=
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̄+

b

cos θ − a cos θ
.

است. خطی تابعی دوباره θ تحت f تابع که می بینیم

دهی امتداد ٢ . ٣

دارد دیفرانسیل معادلات نظریه ی هندسی تبیین در اساسی نقش که جت فضای معرفی به بخش این در
f(x) = f(x١, . . . , xp) ضابطه با f : X −→ R مانند هموار مقدار حقیقی تابع یک می پردازیم.

دارای می شود، تعریف

pk =
(
p+k−١

k

)
,

اندیس یک J = (j١, . . . , jk) اگر می باشد. متغیرهایش به نسبت k مرتبه ی از متمایز جزئی مشتق
صورت به J به نسبت f تابع جزئی مشتق آنگاه باشد f تابع متغیرهای از چندگانه

∂Jf(x) =
∂kf(x)

∂xj١ · · · ∂xjk
,

چند که است آن بیان گر می دهیم، نشان ♯J ≡ k با که را J چندگانه اندیس مرتبه ی می شود. داده نمایش
گرفته ایم. مشتق تابع از بار

ضابطه با مقداری q متغیره p تابع یک f : X −→ U کنیم فرض

u = f(x) =
(
f١(x), . . . , f q(x)

)
,

با را n−ام مرتبه ی تا تابع این جزئی مشتقات تمام فضای باشد.

U (n) := U × U١ × . . .× Un, (۵ . ٢)

مرتبه ی از جزئی مشتقات فضای بیان گر i = ١, . . . , n ازای به Ui−ها که طوری به می دهیم، نمایش
با: است برابر (۵ . ٢) فضای بعد که داد نشان می توان سادگی به است. i−ام

q + qp١ + qp٢ + · · ·+ qpn = q
(
p+n
n

)
:= qp(n).

qp(n) دارای u(n) بنابراین می دهیم، نشان u(n) صورت به را U (n)در نقطه هر بعد به این از نمایید توجه
با چندگانه اندیس یک J = (j١, · · · , jk) و α = ١, · · · , q که می باشد، uαJ شکل به متمایز متغیر

می باشد. ٠ ≤ k ≤ p و ١ ≤ jk ≤ p شرایط
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فضای به کنیم اضافه U (n) به را مستقل متغیرهای فضای اگر .٢ . ٣ . ١ تعریف

Jn = X × U (n) (۶ . ٢)

فضای بعد که است واضح می شود. گفته X × U فضای n−ام مرتبه ی جت فضای آن به که می رسیم
با: است برابر جت

p+ qp(n).

می گیریم. نظر در را است وابسته متغیر یک و مستقل متغیر دو شامل که u = f(x, y) تابع .٢ . ٣ . ٢ مثال
بنابرین: بنویسیم. دوم مرتبه ی تا را فوق تابع جزئی مشتقات که است کافی J٢ یافتن برای

J٢ = {(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)} ≃ R٨.

تا تابع امتداد آن، مستقل متغیرهای منهای تابع یک n−ام مرتبه ی جت فضای به .٢ . ٣ . ٣ تعریف
می دهیم. نمایش u(n) = f (n)(x) صورت به را آن و می گوییم n−ام مرتبه ی
با: است برابر f تابع دوم مرتبه ی امتداد ٢ . ٣ . ٢ مثال در مثال، عنوان به

f (٢)(x, y) = {(f ; fx, fy; fxx, fxy, fyy)}.

با می خواهیم اکنون شد، بیان دیفرانسیل معادلات دستگاه از دقیقی چندان نه تعریف قبل بخش در
دهیم. ارائه دیفرانسیل معادلات دستگاه از دقیق تری تعریف جت فضای مفهوم از استفاده

صورت به تابعی ∆ مانند n مرتبه ی از دیفرانسیل l-معادله ی دستگاه یک .۴ . ٢ . ٣ تعریف

∆ : J (n) −→ Rl, (٢ . ٧)

ضابطه ی با

∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, . . . , l, (٢ . ٨)

صورت به (٢ . ٨) نوشتن با است.

∆ν

(
x, u(n)

)
=
(
∆١(x, u

(n)), . . . ,∆l(x, u
(n))
)
,

مشتقات با دیفرانسیل l-معادله ی دستگاه یک (٢ . ٧) که می بینیم ∆ν(x, u
(n)) هموار تابع هر ازای به

دستگاه یک p = ١ برای که است واضح است. وابسته q-متغیر و مستقل p-متغیر با (PDE) جزئی
می باشد. (ODE) معمولی دیفرانسیل معادله ی

تابع حسب بر معادله ضابطه ی هرگاه می گوییم خطی را دیفرانسیل معادله ی دستگاه یک .۵ . ٢ . ٣ تعریف
است. خطی غیر صورت این غیر در باشد، خطی آن مشتقات و مجهول

صورت به خطی معادلات کلی فرم
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a١(x)
∂u

∂x١ (x) + · · ·+ an(x)
∂u

∂xn
(x) + b(x)u(x) = k(x),

می باشند. مقدار حقیقی و هموار همگی k(x) و an(x), . . . , a١(x) توابع که می باشد.
است. خطی غیر uxx + uyy = sin u و خطی ux + uy = ٠ معادله ی مثال عنوان به

به است u = f(x) مانند هموار تابعی (٢ . ٨) معادلات دستگاه از هموار جواب یک .۶ . ٢ . ٣ تعریف
که طوری

∆ν

(
x, f (n)(x)

)
= ٠, ν = ١, . . . , l.

لاپلاس معادله ی برای جواب یک f(x, y) = x٣ −٣xy٢ تابع ۶ . ٢ . ٣ تعریف با مطابق مثال، برای
است. uxx + uyy = ٠

بیان k مرتبه ی جت فضای از منیفلدی زیر عنوان به می توان را معادلات دستگاه که است ذکر شایان
گیرد. قرار معادله تعریف فضای در کاملا جواب فضای که طوری به کرد

مختصات با ٧−بعدی منیفلد زیر یک uxy = F (x, y, ux, uy) دیفرانسیل معادله ی .٢ . ٣ . ٧ مثال

(x, y;u;ux, uy;uxx, uyy),

می کنیم، تعریف است. J٢(R٢,R) جت فضای از

∆ : (x, y;u;ux, uy;uxx, uyy) 7−→
(
x, y;u;ux, uy;uxx, uxy = F (x, y, ux, uy), uyy

)
.

آنگاه، باشد معادله از جوابی f ∈ C∞(R٢,R) اگر حال

∂٢f

∂x∂y
− F (x, y, f(x, y)) = ٠.

آنگاه باشد f تابع گراف Γf = {(x, f(x))} اگر .٢ . ٣ . ٨ تعریف

Γ
(n)
f =

{
(x, f (n)(x))

}
,

می باشد. Jn از p-بعدی زیرمنیفلد یک که می گویند. f گراف n-ام مرتبه ی امتداد را

کامل فضای از باز زیرمجموعه ی یک روی که باشد تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض .٢ . ٣ . ٩ تعریف
تابع یک عنوان به g گرفتن نظر در با آنگاه باشد، G گروه از تبدیل یک g اگر می کند. عمل O مانند E

صورت به را O روی آن n-ام مرتبه ی امتداد ،g : O → O صورت به

g(n) : Jn(O) → Jn(O),

g(n).(x٠, u
(n)
٠ ) = (x̄٠, ū

(n)
٠ ),

می شود. تعریف (x٠, u
(n)
٠ ) ∈ Jn(O) دلخواه نقطه ی ازای به و
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این اکنون می گیریم. درنظر ۵ . ٢ . ٢ مثال همانند E = R٢ روی را SO(٢) گروه عمل .٢ . ٣ . ١٠ مثال
یک u = f(x) اگر .J١(E) = R×R(١) ≃ R٣ حالت این در می دهیم. امتداد یک مرتبه ی تا را عمل

٢ . ٣ . ٣ تعریف طبق آنگاه باشد E روی تابع

f (١)(x) = (f(x), f ′(x)),

باشد. SO(٢) از تبدیلی θ و J١(E) از نقطه ای (x٠, u٠, u٠
x) کنیم فرض است. f اول مرتبه ی امتداد

تبدیل می خواهیم

θ(١).(x٠, u٠, u٠
x) = (x̄٠, ū٠, ū٠

x),

چندجمله ای کنیم. پیدا را

f(x) = u٠ + u٠
x(x− x٠) = u٠

xx+ (u٠ − u٠
xx

٠) (٢ . ٩)

f یافته ی تبدیل ،(٢ . ٩) تابع به توجه با .f ′(x٠) = u٠
x و f(x٠) = u٠ که طوری به می گیریم نظر در را

خطی تابع θ زاویه ی تحت

f̄(x̄) = θ.f(x) =
sin θ + u٠

x cos θ

cos θ − u٠
x sin θ

x̄+
u٠ − x٠u٠

x

cos θ − u٠
x sin θ

, u٠
x ̸= cot θ, (٢ . ١٠)

بنابراین می باشد.

x̄٠ = x٠ cos θ − u٠ sin θ,

نتیجه در و

ū٠ = f̄(x̄٠) = x٠ sin θ + u٠ cos θ.

داریم: ū٠ از مشتق گیری بار یک با حال

ū٠
x = f̄ ′(x̄٠) =

sin θ + u٠
x cos θ

cos θ − u٠
x sin θ

.

شکل به می توان را J (١) روی SO(٢)(١) گروه عملگر اول مرتبه ی امتداد ضابطه بنابراین

θ(١)(x, u, ux) =

(
x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,

sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)
,

.|θ| < |arccotux| که طوری به نوشت

O روی برداری میدان یک V و E = X ×U از باز زیرمجموعه ی یک O کنیم فرض .٢ . ٣ . ١١ تعریف
میدان یک می دهیم، نشان V (n) با که را V n−ام مرتبه ی امتداد باشد. exp(εV ) یک-پارامتری گروه با
می گوییم. [exp(εV )](n) یک-پارامتری گروه کوچک بینهایت مولد آن به که است Jn(O) روی برداری

که: معنی بدین

V (n)
∣∣
(x,u(n))

=
d

dε

∣∣
ε=٠[exp(εV )](n)(x, u(n)), (x, u(n)) ∈ J (n)(O). (٢ . ١١)



٢٧ دهی امتداد .٢ . ٣

بینهایت مولد می گیریم. نظر در ۵ . ٢ . ٢ مثال مطابق را R٢ روی SO(٢) گروه عمل .٢ . ٣ . ١٢ مثال
کوچک

V = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

یک-پارامتری گروه عمل نظیر

exp(εV )(x, u, ux) = (x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε) ,

با: است برابر آن اول مرتبه ی امتداد بنابراین می باشد.

[exp(εV )](١)(x, u, ux) =

(
x cos ε− u sin ε, x sin ε+ u cos ε,

sin ε+ ux cos ε

cos ε− ux sin ε

)
.

گروه عمل اول مرتبه ی امتداد نظیر کوچک بینهایت مولد که دید می توان (٢ . ١١) فرمول به توجه با
با: است برابر SO(٢)

V (١) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١ + u٢

x)
∂

∂ux
. (٢ . ١٢)

کنیم فرض .٢ . ٣ . ١٣ تعریف

∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, . . . , l,

آن ژاکوبین ماتریس اگر است ماکسیمال رتبه ی از دستگاه این باشد. دیفرانسیل معادلات دستگاه یک

J∆(x, u(n)) =
(∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
m×(p+qp(n))

,

باشد. l رتبه از

کنیم فرض .١۴ . ٢ . ٣ قضیه

∆ν(x, u
(n)) = ٠ , ν = ١, . . . , l,

باشد. O مانند E از باز زیرمجموعه ی یک روی ماکسیمال رتبه ی از دیفرانسیل معادلات دستگاه یک
باشد، آن کوچک بینهایت مولد یک V و کرده عمل O روی که باشد تبدیلات از موضعی گروه G اگر

اگر: می پذیرد تقارن گروه یک عنوان به را G ،∆ν(x, u
(n)) = ٠ آنگاه

V (n)(∆) = ٠, هرگاه ∆ = ٠.

[٢۵] برهان.

تحت دیفرانسیل معادلات دستگاه ناوردایی و تقارنی گروه های بین ارتباط نحوه ی ١۴ . ٢ . ٣ قضیه ی
می کند. بیان را کوچک بینهایت مولدهای

n ∈ N هر برای آنگاه باشند. O ⊂ E روی برداری دومیدان W و V کنیم فرض .١۵ . ٢ . ٣ قضیه
برقرارند: زیر ویژگی های



٢٨ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

a, b ∈ R, (aV + bW )(n) = aV (n) + bW (n) .١

[V,W ](n) = [V (n),W (n)] .٢

[٢۴] برهان.

شده تعریف ماکسیمال رتبه ی از دیفرانسیل معادلات دستگاه یک ∆ = ٠ کنیم فرض .١۶ . ٢ . ٣ نتیجه
میدان های از لی جبر یک دستگاه این کوچک بینهایت تقارن های تمام مجموعه ی باشد. O ⊂ E روی
دستگاه این تقارن های گروه باشد، متناهی بعد با لی جبر این اگر علاوه به می دهد. تشکیل O روی برداری

است. O روی تبدیلات از موضعی لی گروه یک

نسبت F کامل مشتق باشد. n مرتبه ی از دیفرانسیل تابع یک F (x, u(n)) کنیم فرض .٢ . ٣ . ١٧ تعریف
به که است. (n + ١) مرتبه ی از دیفرانسیل تابع یک می دهیم، نشان DiF (x, u

(n+١)) با که را xi به
کند: صدق زیر شرط در u = f(x) هموار تابع هر ازای

DiF (x, f
(n+١)(x)) =

∂

∂xi
[
F (x, f (n)(x))

]
.

مشتق محاسبه ی برای صریحی فرمول می شود نتیجه مشتق زنجیره  ی قاعده ی از مستقیماً که زیر لم
می دهد. ارائه کامل

J = (j١, . . . , jk) هرگاه می گیریم. نظر در Jn(O) جت فضای روی را F (x, u(n)) تابع .٢ . ٣ . ١٨ لم
آنگاه: باشد، uαJ,i = ∂uαJ/∂x

i و چندگانه اندیس یک

DiF =
∂F

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂F

∂uαJ
.

آنگاه: باشد، F : Jn → R و E ≃ R٢ × R کنیم فرض .٢ . ٣ . ١٩ مثال

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxy

∂F

∂uy
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ · · · ,

DyF =
∂F

∂y
+ uy

∂F

∂u
+ uxy

∂F

∂ux
+ uyy

∂F

∂uy
+ uxxy

∂F

∂uxx
+ · · · .

آنگاه F = xuuxy اگر بنابراین

DxF = uuxy + xuxuxy + xuuxxy,

DyF = xuyuxy + xuuxyy.

می دهد. ارائه را برداری میدان های امتداد محاسبه ی نحوه ی که می کنیم بیان را قضیه ی ادامه در حال



٢٩ دهی امتداد .٢ . ٣

کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٠ قضیه

V =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα(x, u)
∂

∂uα
,

شکل به V برداری میدان n−ام مرتبه ی امتداد باشد. O ⊂ E باز زیرمجموعه ی روی برداری میدان یک

V (n) = V +

q∑
α=١

∑
J

φJ
α(x, u

(n))
∂

∂uαJ
, (٢ . ١٣)

فرمول با (٢ . ١٣) در φJ
α ضرایب که می باشد Jn(O) روی

φJ
α(x, u

(n)) = DJ

(
φα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i, (١۴ . ٢)

می شود. ساخته

[٢٨] برهان.

V برداری میدان مشخصه ی را (١۴ . ٢) در Qα = φα −
∑p

i=١ ξ
iuαi عبارت است ذکر شایان

می نامیم.

کلی برداری میدان E = R× R کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢١ مثال

V = ξ(x, u)
∂

∂x
+ φ(x, u)

∂

∂u
,

تابع V برداری میدان مشخصه ی می گیریم. نظر در را M = R٢ بر

Q(x, u, ux) = φ(x, u)− ξ(x, u)ux,

اگر تنها و اگر است ناوردا V توسط شده تولید یک-پارامتری گروه تحت u = f(x) تابع می باشد.
میدان یک V دوم مرتبه ی امتداد صدق کند. ξ(x, u)ux = φ(x, u) معمولی دیفرانسیل معادله ی در

صورت به J٢ بر برداری

V (٢) = ξ(x, u)
∂

∂x
+ φ(x, u)

∂

∂u
+ φx(x, u(١))

∂

∂ux
+ φxx(x, u(٢))

∂

∂uxx
,

صورت به φxx، φx ضرایب می باشد.

φx = DxQ+ ξuxx

= φx + (φu − ξx)ux − ξuu
٢
x,

φxx = D٢
xQ+ ξuxxx

= φxx + (٢φxu − ξxx)ux + (φuu − ٢ξxu)u٣
x,



٣٠ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

کوچک بینهایت مولد دوم مرتبه ی امتداد مثال برای می شود. محاسبه

V = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
,

می باشد. زیر صورت به

V (٢) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١ + u٢

x)
∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
.

می شوند. محاسبه زیر صورت به آن ضرایب که

φx = DxQ+ ξuxx

= φx +Dx(x+ uux)− uuxx

= ١ + u٢
x,

φxx = D٢
xQ+ ξuxxx

= D٢
x(x+ uux)− uuxxx

= ٣uxuxx.

تابع دیفرانسیلی ناوردای یک باشد. نقطه ای تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض .٢ . ٣ . ٢٢ تعریف
که: طوری به است I : Jn(M) → R مانند دیفرانسیلی

I(g(n).(x, u(n))) = I(x, u(n)).

صفر مرتبه ی دیفرانسیلی ناوردای ٢ . ٣ . ٢٢ تعریف به توجه با می گردیم. بر ٢ . ١ . ٩ مثال به .٢ . ٣ . ٢٣ مثال
کرد بررسی می توان کند. صدق I(g.(x, u)) = I(x, u) شرط در که می باشد I : E → R مانند تابعی
معمولی یا صفر مرتبه ی دیفرانسیلی ناوردای یک r بنابراین است. نظر مورد تابع r =

√
x٢ + u٢ که

شد. پرداخته آن به ٢ . ١ . ٩ مثال در که است
توابع ترتیب همین به

κ =
uxx

(١ + u٢
x)

٣/٢ , ω =
xux − u

x+ uux
,

می باشند. دوم و اول مرتبه ی ناورداهای ترتیب به

این می دهد. ارائه دیفرانسیل معادلات تقارن های کردن پیدا برای کارآمد روش یک ١۴ . ٢ . ٣ قضیه
معادله ی نظیر کامل فضای روی که برداری میدان از φα(x, u) و ξi(x, u) ضرایب گرفتن نظر در با روش
صفر با برابر و معادلات دستگاه روی V (n) دادن اثر با سپس می شود. آغاز φJ

α یافتن با شده تعریف
آن به که PDE خطی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک معادلات طرف دو در uαJ−ها ضرایب دادن قرار
φα−ها و ξi−ها ضرایب دستگاه این حل با می آید. بدست می شود، گفته کننده تعیین معادلات دستگاه
که مشهورند، لی یا نقطه ای تقارن های به می آیند دست به روش این با که تقارن های می آیند. دست به
مثال چند ارائه ی با حال می باشند. کاربرد پر بسیار و می گیرند بر در را تقارن ها از وسیعی دسته ی

می کنیم. بررسی را معادلات) دیفرانسیل(دستگاه معادله ی یک تقارن های یافتن روش گوناگون



٣١ دهی امتداد .٢ . ٣

گرما معادله .٢۴ . ٢ . ٣ مثال

ut = uxx, (١۵ . ٢)

می کند. توصیف شده داده دامنه ی یک در را دما) اختلاف (یا حرارت توزیع که است خطی معادله ای
است دوم مرتبه ی معادله چون است. شده تعریف E ≃ R٢ × R کامل فضای روی گرما معادله ی

برداری، میدان که است لازم بنابراین

V = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ φ(x, t, u)

∂

∂u
,

قضیه ی به که ١۴ . ٢ . ٣ قضیه ی از استفاده با و داده امتداد دوم مرتبه ی تا می شود تعریف E روی که را
به گرما معادله ی دوم مرتبه ی جت فضای بیابیم. را تقارن ها است مشهور دیفرانسیل معادلات ناوردایی

می باشد. زیر صورت

J٢ =
{(
x, t;u;ux, ut;uxx, uxt, utt

)}
.

می شوند. تعریف زیر صورت به (x, t, u) چارت روی کامل مشتقات

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ uxt

∂

∂ut
+ uxxx

∂

∂uxx
+ uxxt

∂

∂uxt
+ uxtt

∂

∂utt
,

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ uxt

∂

∂ux
+ utt

∂

∂ut
+ uxxt

∂

∂uxx
+ uxtt

∂

∂uxt
+ uttt

∂

∂utt
.

با: است برابر V دوم مرتبه ی امتداد (٢ . ١٣) فرمول مطابق

V (٢) = V + φx ∂

∂ux
+ φt ∂

∂ut
+ φxx ∂

∂uxx
+ φxt ∂

∂uxt
+ φtt ∂

∂utt
,

ضرایب است Q = φ− ξux − τut ،V برداری میدان مشخصه ی اینکه و (١۴ . ٢) فرمول از استفاده با
می آوریم. بدست زیر در را φtt و φxt، φxx، φt، φx یعنی V (٢)

φx = Dx(φ− ξux − τut) + ξuxx + τuxt

= Dxφ− uxDxξ − utDxτ

= φx + (φu − ξx)ux − τxut − ξuu
٢
x − τuuxut,

φt = Dt(φ− ξux − τut) + ξuxt + τutt

= Dtφ− uxDtξ − utDtτ

= φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t ,



٣٢ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

φxx = D٢
x(φ− ξux − τut) + ξuxxx + τuxxt

= D٢
xφ− uxD

٢
xξ − utD

٢
xτ − ٢uxxDxξ − ٢uxtDxτ

= φxx + (٢φxu − ξxx)ux − τxxut + (φuu − ٢ξxu)u٢
x − ٢τxuuxut − ξuuu

٣
x

− τuuu
٢
xut + (φu − ٢ξx)uxx − ٢τxuxt − ٣ξuuxuxx

− τuutuxx − ٢τuuxuxt,

φxt = DxDt(φ− ξux − τut) + ξuxxt + τuxtt

= φxt + (φut − ξxt)ux + (φxu − τxt)ut − ξutu
٢
x − τxuu

٢
t + (φuu − ξxu − ξut)uxut

− ξuuu
٢
xut − τuuuxu

٢
t − ξtuxx + (φu − ξx − τt)uxt

− ξuuxxut − ٢ξuuxuxt − ٢τuutuxt − τxutt − τuuxutt,

φtt = D٢
t (φ− ξux − τut) + ξuttt + τuxtt

= φtt + (٢φut − ξtt)ut − ξttux + (φuu − ٢τut)u٢
t

− ٢ξutuxut − τuuu
٢
t − ξuuuxu

٢
t + (φu − ٢τt)utt

− ٢ξtuxt − ٣τuututt − ξuuxutt − ٢ξuutuxt.

داریم: گرما معادله ی بر V (٢) اثر با حال

φt = φxx. (١۶ . ٢)

داریم: (١۶ . ٢) در امتداد ضرایب جایگذاری با

φt − ξtux + (φu − τt)uxx − ξuuxuxx − τuu
٢
xx = φxx + (٢φxx − ξxx)ux − τxxuxx

+ (φuu − ٢ξxu)u٢
x − ٢τxuuxuxx − ξuuu

٣
x

− τuuu
٢
xuxx + (φu − ٢ξx)uxx − ٢τxuxt

− ٣ξuuxuxx − τuu
٢
xx − ٢τuuxuxt.

می رسیم. زیر خطی PDE دستگاه به و می دهیم قرار هم مساوی را جت مختصات ضرایب حال

τu = τx = τuu = ξuu = ٠, φuu = ٢ξxu, ξu = ٢τxu + ٣ξu,

φu − τt = −τxx + φu − ٢ξx, φt = φxx, −ξt = ٢φxu − ξxx.

می آیند. دست به زیر صورت به φ و τ و ξ مقادیر دستگاه این حل با

ξ = c١ + c۴x+ ٢c۵t+ ۴c۶xt,

τ = c٢ + ٢c۴t+ ۴c۶t
٢,

φ = (c٣ − c۵x− ٢c۶t− c۶x
٢)u+ α(x, t),



٣٣ دهی امتداد .٢ . ٣

داریم: V در φ و τ ،ξ دادن قرار با

V = c١∂x + c٢∂t + c٣u∂u + (x∂x + ٢t∂t)c۴ + (٢t∂x − xu∂u)c۵,

+ (۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)u∂u)c۶ + α(x, t)∂u.

از: عبارت اند گرما معادله ی تقارن های گروه لی جبر مولدهای بنابراین

V١ = ∂x,

V٢ = ∂t,

V٣ = u∂u,

V۴ = x∂x + ٢t∂t,

V۵ = ٢t∂x − xu∂u,

V۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)u∂u,

Vα = α(x, t)∂u.

Vα شدن اضافه با و می باشد. گرما معادله ی تقارن های گروه شش-بعدی لی جبر {V١, · · · , V۶} پس
است. گرما معادله ی برای نامتناهی بعد با لی جبر یک آن به

[،] V١ V٢ V٣ V۴ V۵ V۶

V١ ٠ ٠ ٠ V١ −V٣ ٢V۵

V٢ ٠ ٠ ٠ ٢V٢ ٢V١ ۴V۴ − ٢V٣

V٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
V۴ −V١ −٢V٢ ٠ ٠ V۵ ٢V۶

V۵ V٣ −٢V١ ٠ −V۵ ٠ ٠
V۶ −٢V۵ ٢V٣ − ۴V۴ ٠ −٢V۶ ٠ ٠

گرما خطی معادله ی تقارن های لی جدول :٢ . ١ جدول

را {V١, · · · , V۶} مولدهای لی کروشه های بین ارتباط است معروف لی جدول به که (٢ . ١) جدول
می کند. اثبات را آن ها ساختن لی جبر ادعای و داده نشان



٣۴ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

بود. خواهد زیر صورت به Vi توسط شده تولید Gi یک-پارامتری گروه های

G١ : (x, t, u) → (x+ ε, t, u),

G٢ : (x, t, u) → (x, t+ ε, u),

G٣ : (x, t, u) → (x, t, eεu),

G۴ : (x, t, u) → (eεx, e٢εt, u),

G۵ : (x, t, u) → (x+ ٢εt, t, u. exp(−εx− ε٢t)),

G۶ : (x, t, u) →
( x

١ − ۴εt,
t

١ − ۴εt, u
√

١ − ۴εt exp
( −εx٢

١ − ۴εt
))
,

Gα : (x, t, u) → (x, t, u+ εα(x, t)).

می باشد. تقارنی گروه یک Gi گروه هر

می شوند. محاسبه مشابه طور به گروه ها بقیه ی می کنیم. محاسبه را V۵ با متناظر گروه نمونه برای

dt

dε
= ٠ =⇒ dt = ٠ =⇒ t = c١,

dx

dε
= ٢t =⇒ dx = ٢c١dε =⇒ x = ٢c١ε+ c٢,

du

dε
= −xu =⇒ du

u
= −(٢c١ε+ c٢)dε =⇒ lnu = −(٢c١ε

٢ + c٢ε) + ln c٣

=⇒ u = c٣ exp(−٢c١ε
٢ − c٢ε).

بنابراین،

G۵ =
(
٢c١ε+ c٢, c١, c٣ exp(−٢c١ε

٢ − c٢ε)
)
.

داریم: ε = ٠ ازای به

G۵ = (x, t, u) = (c٢, c١, c٣).

از: است عبارت V۵ با متناظر گروه بنابراین

G۵ =
(
٢tε+ x, c١, u exp(−٢tε٢ − xε)

)
.

جواب جواب، این از استفاده با نمونه برای باشد. گرما معادله ی جواب یک u = f(x, t) کنیم فرض
می شوند. محاسبه مشابه طور به دیگر گروه های با متناظر جواب های می کنیم. محاسبه را G۶ با متناظر

داریم:

G۶ : (x, t, u) −→ (x̄, t̄, ū) =
( x

١ − ۴εt,
t

١ − ۴εt, u
√

١ − ۴εt exp
( −εx٢

١ − ۴εt
))
,



٣۵ دهی امتداد .٢ . ٣

بنابراین،

t̄ =
t

١ − ۴εt =⇒ t =
t̄

١ + ۴εt̄ ,

x̄ =
x

١ − ۴εt =⇒ x = x̄− ۴ε t̄

١ + ۴εt̄ =⇒ x =
x̄

١ + ۴εt̄ ,

ū = u
√

١ − ۴εt exp
( −εx٢

١ − ۴εt
)
=⇒ ū =

u√
١ + ۴εt̄

exp
( −εx̄٢

١ + ۴εt̄
)

=⇒ u = ū
√

١ + ۴εt̄ exp−١
( −εx̄٢

١ + ۴εt̄
)
.

داریم: u = f(x, u) در جایگذاری با

ū
√

١ + ۴εt̄ exp−١
( −εx̄٢

١ + ۴εt̄
)
= f

( x̄

١ + ۴εt̄ ,
t̄

١ + ۴εt̄
)

=⇒ū =
١√

١ + ۴εt̄
exp

( −εx̄٢

١ + ۴εt̄
)
f
( x̄

١ + ۴εt̄ ,
t̄

١ + ۴εt̄
)
.

از: است عبارت G۶ با متناظر جواب u و t ،x قراردهیم ترتیب به ū و t̄ ،x̄ جای به اگر

u =
١√

١ + ۴εt
exp

( −εx٢

١ + ۴εt
)
f
( x

١ + ۴εt,
t

١ + ۴εt
)
.

می باشند. گرما معادله ی جواب های نیز زیر توابع بنابراین

u(١) = f(x− ε, t),

u(٢) = f(x, t− ε),

u(٣) = eεf(x, t),

u(۴) = f(e−εx, e−٢εt),

u(۵) = e−εx+ε٢tf(x− ٢εt, t),

u(۶) =
١√

١ + ۴εt
exp

( −εx٢

١ + ۴εt
)
f
( x

١ + ۴εt,
t

١ + ۴εt
)
,

u(α) = f(x, t) + εα(x, t).

یک با را معادله جواب یک اگر و باشد. می تواند معادله دیگر جواب هر α(x, t) و حقیقی عدد هر ε که
می آید. بدست معادله دیگر جواب یک باز کنیم جمع دیگر جواب

داریم: u(۶) در دادن باقرار که می باشد. u = c ثابت جواب گرما معادله ی بدیهی جواب یک

u =
c√

١ + ۴εt
exp

( −εx٢

١ + ۴εt
)
.

(x٠, t٠) = (١−,٠/۴π) نقطه ی در بنیادی جواب یک آنگاه c =
√
ε/π دهیم قرار اگر خاص حالت در

می آید. بدست زیر صورت به

u =
١√

١ + ۴εt
exp

(−x٢

۴t
)
.
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ضابطه ی دارای که را ٣KdV معادله ی .٢۵ . ٢ . ٣ مثال

ut + uxxx + uux = ٠,

ابتدا در که است، سه مرتبه ی غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادله ی یک معادله این می گیریم. نظر در است
شاخه های از بسیاری در آن کاربرد بعدها و شد بیان آب سطح روی بلند دامنه ی با امواج توصیف برای
کوچک بینهایت مولد می شود. تعریف E ≃ R٢ × R کامل فضای روی معادله این شد. آشکار فیزیک

صورت به KdV معادله ی با متناظر

V = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ φ(x, t, u)

∂

∂u
,

از معادله چون دهیم. امتداد را V کوچک بینهایت مولد باید ابتدا تقارن ها آوردن بدست برای می باشد.
بنابراین دهیم. امتداد سه مرتبه ی تا را V باید پس است سه مرتبه ی

V (٣) = V + φx ∂

∂ux
+ φt ∂

∂ut
+ φxx ∂

∂uxx
+ φxt ∂

∂uxt
+ φtt ∂

∂utt
+ φxxx ∂

∂uxxx

+ φxxt ∂

∂uxxt
+ φxtt ∂

∂uxtt
+ φttt ∂

∂uttt
.

داریم: ناوردایی قضیه ی از استفاده با می باشد. Q = φ− ξux − τut ،V برداری میدان مشخصه ی

V ٣(ut + uxxx + uux
)
= ٠.

از: است عبارت ناوردایی شرط لذا و

φt + φxxx + uφx + uxφ = ٠.

می باشند. زیر صورت به φxxx و φx ،φt ضرایب که

φx = Dx(φ− ξux − τut) + ξuxx + τuxt = Dxφ− uxDxξ − utDxτ,

φt = Dt(φ− ξux − τut) + ξuxt + τutt = Dtφ− uxDtξ − utDtτ,

φxxx = D٣
x(φ− ξux − τut) + ξuxxxx + τuxxxt

= D٣
xφ− uxD

٣
xξ − utD

٣
xτ − ٣uxxD٢

xξ − ٣uxtD٢
xτ − ٣uxxxDxξ − ٣uxxtDxτ.

ضرایب کردن، ساده و ناوردایی شرط در φxxx و φt ،φx برای آمده دست به مقادیر قراردادن با بنابراین
بدست PDE دیفرانسیل معادلات دستگاه یک کار این با می دهیم. قرار برابر را متشابه جمله ی های چند

از: عبارت اند φ و τ ،ξ ضرایب دستگاه این حل با که می آید

ξ = c١ + c٣t+ c۴x, τ = c٢ + ٣c۴t, φ = c٣ − ٢c۴u.

٣Korteweg de vries
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مولد در φ و τ ، ξ برای آمده دست به مقادیر دادن قرار با هستند. دلخواه ثابت های c۴ و c٣ ،c٢ ،c١ که
داریم: V کوچک بینهایت

V = (c١ + c٢t+ c۴x)
∂

∂x
+ (c٢ + ٣c۴t)

∂

∂t
+ (c٣ − ٢c۴u)

∂

∂u

= c١
∂

∂x
+ c٢

∂

∂t
+ c٣

(
t
∂

∂x
+

∂

∂u

)
+ c۴

( ∂
∂x

+ ٣t ∂
∂t

− ٢u ∂
∂u

)
.

می شوند. تولید زیر برداری میدان چهار وسیله ی به KdV معادله ی لی تقارن های بنابراین

V١ = ∂x,

V٢ = ∂t,

V٣ = t∂x + ∂u,

V۴ = x∂x + ٣t∂t − ٢u∂u.

است. KdV معادله ی برای ۴−بعدی لی جبر یک {V١, V٢, V٣, V۴} پس

[،] V١ V٢ V٣ V۴

V١ ٠ ٠ ٠ V١

V٢ ٠ ٠ V١ ٣V٢

V٣ ٠ −V١ ٠ −٢V٣

V۴ −V١ −٣V٢ ٢V٣ ٠

KdV معادله ی تقارن های لی جدول :٢ . ٢ جدول

می باشند. زیر صورت به Vi توسط شده تولید Gi یک-پارامتری گروه های

G١ : (x, t, u) −→ (x+ ε, t, u),

G٢ : (x, t, u) −→ (x, t+ ε, u),

G٣ : (x, t, u) −→ (x+ tε, t, u+ ε),

G۴ : (x, t, u) −→ (xeε, te٣ε, ue−٢ε).

می باشد. معادله جواب نیز زیر توابع آنگاه باشد KdV معادله ی جواب یک u = f(x, t) اگر مثال برای

u(١) = f(x− ε, t),

u(٢) = f(x, t− ε),

u(٣) = f(x− εt, t) + ε,

u(۴) = e−٢εf(e−εx, e−٣εt).

باشد. می تواند حقیقی عدد هر ε که
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یافته توسعه امتداد ۴ . ٢

چند یا یک دارای که می پردازیم دیفرانسیلی معادلات دستگاه تقارنی گروه های بررسی به بخش این در
داد. ارائه را ارز هم تبدیلات روش کار این برای ۴ اوسیانکوف ١٩٨٢ سال در می باشند. دلخواه تابع

.[۴] می کنند حفظ را معادلات دستگاه دیفرانسیلی ساختار ارز هم تبدیلات
صورت به را جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه مسئله کلیت از کاستن بدون

∆ν(x, u
(n), F ) = ٠, ν = ١, . . . ,m, (٢ . ١٧)

F = (F١, . . . , Fl) دلخواه تابع l و وابسته متغیر p مستقل، متغیر q دارای دستگاه این می گیریم. نظر در
باشد. آنها مشتقات و وابسته متغیرهای یا مستقل متغیرهای به وابسته است ممکن دلخواه توابع است.

صورت به (٢ . ١٧) دستگاه کوچک بینهایت مولد

V =

q∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

p∑
j=١

ηj(x, u)
∂

∂uj
+

l∑
α=١

µα(x, u, F )
∂

∂F α
, (٢ . ١٨)

توابع که است،

ξi = ξi(x, u), ηj = ηj(x, u), µα = µα(x, u, F ),

نامیده یافته توسعه امتداد (٢ . ١٨) برداری میدان امتداد روش این در هستند. برداری میدان ضرایب
می دهند. نشان Ṽ با را آن و می شود

تصفیه، خطی غیر جزئی دیفرانسیل معادله ی .١ . ۴ . ٢ مثال

vt = h(vx)vxx, (٢ . ١٩)

نیوتنی غیر سیالات تصفیه ی فرایند مطالعه ی برای مدلی عنوان به معادله این از می گیریم. نظر در را
تابع معادله این در می شود. برده بکار اقیانوس اعماق شوری و دما نوسانات توصیف برای همچنین و
زیر کوچک بینهایت مولد تصفیه معادله ی تقارن های کردن پیدا برای می گویند. تصفیه ضریب را h(vx)

می گیریم. نظر در (٢ . ١٩) معادله ی با متناظر را

V = ξ(x, t, v)
∂

∂x
+ τ(x, t, v)

∂

∂t
+ η(x, t, v)

∂

∂v
+ µ(x, t, v, h)

∂

∂h
. (٢ . ٢٠)

نوشت. می توان (٢ . ١٩) معادله ی ناوردا یی شرط به توجه با

vt = hvxx, ht = hx = hv = hvt = ٠. (٢ . ٢١)

۴Ovsiannikov
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می دهیم. امتداد دوم مرتبه ی تا را (٢ . ٢٠) کوچک بینهایت مولد معادله، تقارن های کردن پیدا برای
بنابراین

Ṽ = V + ηx
∂

∂vx
+ ηt

∂

∂vt
+ ηxx

∂

∂vxx
+ ηxt

∂

∂vxt
+ ηtt

∂

∂vtt
+ µx ∂

∂hx
+ µt ∂

∂ht

+ µv ∂

∂hv
+ µvx

∂

∂hvx
+ µvt

∂

∂hvt
+ µxx ∂

∂hxx
+ µxt ∂

∂hxt
+ µxv ∂

∂hxv
+ µxvx

∂

∂hxvx

+ µxvt
∂

∂hxvt
+ µtt ∂

∂htt
+ µtv ∂

∂htv
+ µtvx

∂

∂htvx
+ µtvt

∂

∂htvt
+ µvv ∂

∂hvv

+ µvvx
∂

∂hvvx
+ µvvt

∂

∂hvvt
+ µvxvx

∂

∂hvxvx
+ µvxvt

∂

∂hvxvt
+ µvtvt

∂

∂hvtvt
.

داریم: بنابراین می دهیم. اثر (٢ . ٢١) بر را V (٢) ناوردا یی قضیه ی به توجه با

ηt − hηxx − µvxx = ٠, (٢ . ٢٢)

µt = µx = µv = µvt = ٠. (٢ . ٢٣)

از: عبارت اند می شوند تعریف (x, t, v) روی که کاملی مشتقات

Dt =
∂

∂t
+ vt

∂

∂v
+ vtt

∂

∂vt
+ vtx

∂

∂vx
,

Dx =
∂

∂x
+ vx

∂

∂v
+ vtx

∂

∂vt
+ vxx

∂

∂vx
.

می کنیم. محاسبه زیر صورت به را ηxx و ηt ،ηx ضرایب

ηx = Dx(η − τvt − ξvx) + τvxt + ξvxx = Dx(η)− vtDx(τ)− vxDx(ξ),

ηt = Dt(η − τvt − ξvx) + τvtt + ξvtx = Dt(η)− vtDt(τ)− vxDt(ξ),

ηxx = Dxx(η − τvt − ξvx) + τvxxt + ξvxxx = Dx(η
x)− vxtDx(τ)− vxxDx(ξ),

متغیرهای روی وابسته دیفرانسیلی متغیر عنوان به را h می دهیم. تعمیم (t, x, v, vt, vx) به را فضا حال
مشتقات و می گیریم نظر در h و vx ،vt ،v ،x ،t از تابعی را µ همچنین و (t, x, v, vt, vx) مستقل

بنابراین می آوریم. بدست را (t, x, v, vt, vx) فضای روی کامل

D̃t =
∂

∂t
+ ht

∂

∂h
+ htt

∂

∂ht
+ htx

∂

∂hx
+ htv

∂

∂hv
+ htvt

∂

∂hvt
,

D̃x =
∂

∂x
+ hx

∂

∂h
+ hxt

∂

∂hx
+ hxx

∂

∂hx
+ hxv

∂

∂hv
+ hxvt

∂

∂hvt
,

D̃v =
∂

∂v
+ hv

∂

∂h
+ hvt

∂

∂ht
+ hvx

∂

∂hx
+ hvv

∂

∂hv
+ hvvt

∂

∂hvt
,

D̃vt =
∂

∂vt
+ hvt

∂

∂h
+ htvt

∂

∂ht
+ hxvt

∂

∂hx
+ hvvt

∂

∂hv
+ hvtvt

∂

∂hvt
.

(٢۴ . ٢)
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بنابراین، می کنیم. محاسبه را µvt و µv ،µx ،µt کامل مشتقات این از استفاده با

µt = D̃t(µ− τht − ξhx − ηhv − ηthvt − ηxhvx) + τhtt + ξhxt + ηhvt + ηthtvt + ηxhtvx

= D̃t(µ)− htD̃t(τ)− hxD̃t(ξ)− hvD̃t(η)− hvtD̃t(η
t)− hvxD̃t(η

x),

µx = D̃x(µ− τht − ξhx − ηhv − ηthvt − ηxhvx) + τhtx + ξhxx + ηhxv + ηthxvt + ηxhxvx

= D̃x(µ)− htD̃x(τ)− hxD̃x(ξ)− hvD̃x(η)− hvtD̃x(η
t)− hvxD̃x(η

x),

µv = D̃v(µ− τht − ξhx − ηhv − ηthvt − ηxhvx) + τhtv + ξhxv + ηhvv + ηthvvt + ηxhvvx

= D̃v(µ)− htD̃v(τ)− hxD̃v(ξ)− hvD̃v(η)− hvtD̃v(η
t)− hvxD̃v(η

x),

µvt = D̃vt(µ− τht − ξhx − ηhv − ηthvt − ηxhvx) + τhtvt + ξhxvt + ηhvvt + ηthvxvt + ηxhvxvt

= D̃vt(µ)− htD̃vt(τ)− hxD̃vt(ξ)− hvD̃vt(η)− hvtD̃vt(η
t)− hvxD̃vt(η

x).

مشتقات می توان نیست وابسته hvt ، . . . ،hx مشتقات به µ اینکه و (٢ . ٢١) معادلات به توجه با
داد. کاهش زیر جزئی مشتقات صورت به را (٢۴ . ٢)

D̃t =
∂

∂t
, D̃x =

∂

∂x
, D̃v =

∂

∂v
, D̃vt =

∂

∂vt
.

نوشت. زیر صورت به می توان را (٢ . ٢٣) معادله ی نیستند، وابسته h به ηx و ηt ،η ،ξ توابع چون

∂µ

∂t
− hvx

∂ηx

∂t
= ٠, ∂µ

∂x
− hvx

∂ηx

∂x
= ٠,

∂µ

∂v
− hvx

∂ηx

∂v
= ٠, ∂µ

∂vt
− hvx

∂ηx

∂vt
= ٠.

کرد. تبدیل زیر دستگاه دو به می توان را بالا معادلات پس هستند، مستقل جبری طور به hvx و h چون

∂µ

∂t
= ٠, ∂µ

∂x
= ٠, ∂µ

∂v
= ٠, ∂µ

∂vt
= ٠, (٢۵ . ٢)

∂ηx

∂t
= ٠, ∂ηx

∂x
= ٠, ∂ηx

∂v
= ٠, ∂ηx

∂vt
= ٠. (٢۶ . ٢)

که می شود نتیجه (٢۵ . ٢) معادله ی از

µ = µ(vx, h). (٢ . ٢٧)

جایگذاری با

ηx = ηx + vxηv − vtτx − vtvxτv − vxξx − v٢
xξv,



۴١ یافته توسعه امتداد .۴ . ٢

داریم: (٢۶ . ٢) معادله ی در

ηxt + vtxηv + vxηtv − vttτx − vtτtx − vttvxτv − vtvtxτv − vtvxτtv

− vxtξx − vxξtx − ٢vxvtxξv − v٢
xξtv = ٠,

ηxx + vxxηv + vxηxv − vxtτx − vtτxx − vxtvxτv − vtvxxτv − vtvxτxv

− vxxξx − vxξxx − ٢vxvxxξv − v٢
xξxv = ٠,

ηxv + vxηvv − vtτxv − vtvxτvv − vxξxv − v٢
xξvv = ٠,

− τx − vxτv = ٠.

بدست معادلات از انتگرال گیری با سپس و بالا معادلات در جمله ی ها تک ضرایب قراردادن صفر برابر با
می آیند. بدست زیر صورت به η و ξ ،τ آمده

τ = τ(t), ξ = A١(t)x+ c١v + A٢(t), η = A٣(t)v + c٢x+ A۴(t), (٢ . ٢٨)

در (٢ . ٢٨) و (٢ . ٢٧) جایگذاری با می باشند. دلخواه ثابت های ci−ها و دلخواه توابعی Ai−ها که
می شود. حاصل زیر صورت به (٢ . ٢٣) و (٢ . ٢٢) مشخصه ی معادلات عمومی جواب (٢ . ٢٢)

τ = c١t+ c٢, ξ = c٣x+ c۴v + c۵,

η = c۶x+ c٧v + c٨, µ = (٢c۴vx + ٢c٣ − c١)h.
(٢ . ٢٩)

می آیند. بدست زیر صورت به تصفیه معادله ی لی تقارن های (٢ . ٢٠) در (٢ . ٢٩) جایگذاری با

V١ =
∂

∂t
, V٢ =

∂

∂x
, V٣ =

∂

∂v
, V۴ = t

∂

∂t
− h

∂

∂h
,

V۵ = x
∂

∂x
+ ٢h ∂

∂h
, V۶ = v

∂

∂x
− ٢vxh

∂

∂h
, V٧ = x

∂

∂v
, V٨ = v

∂

∂v
.

مولد چون است. {V١, V٢, · · · , V٨} صورت به ٨−بعدی لی جبر یک دارای تصفیه معادله ی بنابراین
بنابراین دهیم. اول مرتبه ی امتداد را آن باید پس است vx مشتق شامل V۶ کوچک بینهایت

V۶ = v
∂

∂x
− v٢

x

∂

∂vx
+ ٢vxh

∂

∂h
.

می باشند. زیر صورت به Vi توسط شده تولید Gi یک-پارامتری گره های

G١ : (t, x, v, h) −→ (t+ ε, x, v, h),

G٢ : (t, x, v, h) −→ (t, x+ ε, v, h),

G٣ : (t, x, v, h) −→ (t, x, v + ε, h),

G۴ : (t, x, v, h) −→ (teε, x, v, he−ε),

G۵ : (t, x, v, h) −→ (t, xeε, v, he٢ε),

G۶ : (t, x, v, h) −→ (t, x+ εv, v, (١ + εvx)
٢h),

G٧ : (t, x, v, h) −→ (t, x, v + εx, h),

G٨ : (t, x, v, h) −→ (t, x, veε, h).
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دیفرانسیل، معادلات دستگاه .٢ . ۴ . ٢ مثال

ut = f(u)− (ucx)x,

ct = −g(c, u),
(٢ . ٣٠)

می گیریم. نظر در را می کنند صدق زیر شرایط در و هستند دلخواه توابعی g(c, u) و f(u) که

f(u) > ٠, gc(c, u) > ٠, gu(c, u) > ٠.

که کوچکی بینهایت مولد می شود. برده بکار بدخیم تومورهای توصیف برای زیست شناسی در دستگاه این
صورت به می شود تعریف دستگاه این روی

V = τ(t, x, u, c)
∂

∂t
+ ξ(t, x, u, c)

∂

∂x
+ η(t, x, u, c)

∂

∂u
+ µ(t, x, u, c)

∂

∂c

+φ(t, x, u, c, f, g)
∂

∂f
+ ψ(t, x, u, c, f, g)

∂

∂g
,

(٢ . ٣١)

نوشت، می توان (٢ . ٣٠) دستگاه ناوردایی شرط به توجه با می باشد.

ut − f + uxcx + ucxx = ٠, ct + g = ٠, ft = fx = fc = gt = gx = ٠. (٢ . ٣٢)

بنابراین، آوریم. دست به را دوم مرتبه ی امتداد باید پس است دوم مرتبه ی دستگاه چون

Ṽ = V + ηt
∂

∂ut
+ ηx

∂

∂ux
+ µt ∂

∂ct
+ µx ∂

∂cx
+ φt ∂

∂ft
+ φx ∂

∂fx
+ φc ∂

∂fc
+ φu ∂

∂fu

+ ψt ∂

∂gt
+ ψx ∂

∂gx
+ ψc ∂

∂gc
+ ψu ∂

∂gu
+ ηtt

∂

∂utt
+ ηtx

∂

∂utx
+ ηxx

∂

∂uxx

+ µtt ∂

∂ctt
+ µxt ∂

∂cxt
+ µxx ∂

∂cxx
+ φtt ∂

∂ftt
+ φtx ∂

∂ftx
+ φtc ∂

∂ftc
+ φtu ∂

∂ftu

+ φxx ∂

∂fxx
+ φxc ∂

∂fxc
+ φxu ∂

∂fxu
+ φcc ∂

∂fcc
+ φcu ∂

∂fcu
+ φuu ∂

∂fuu

+ ψtt ∂

∂gtt
+ ψtx ∂

∂gtx
+ ψtc ∂

∂gtc
+ ψtu ∂

∂gtu
+ ψxx ∂

∂gxx
+ ψxc ∂

∂gxc

+ ψxu ∂

∂gxu
+ ψcc ∂

∂gcc
+ ψuu ∂

∂guu
.

داریم: بنابراین می دهیم، اثر ٢ . ٣٠ دستگاه بر را V (٢) ناوردایی قضیه ی از استفاده با حال

ηt − φ+ cxη
x + uxµ

x + cxxη + uµxx = ٠, µt + ψ = ٠, (٢ . ٣٣)

φt = φx = φc = ψt = ψx = ٠. (٣۴ . ٢)



۴٣ یافته توسعه امتداد .۴ . ٢

از: عبارت اند جت ضرایب که

ηt = Dt(η)− utDt(τ)− uxDt(ξ),

ηx = Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ),

µt = Dt(µ)− ctDt(τ)− cxDt(ξ),

µx = Dx(µ)− ctDx(τ)− cxDx(ξ),

µxx = uxxµu + cxxµc + (ux)
٢µuu + ٢uxcxµuc + (cx)

٢µcc

− ٢ctxDx(τ)− ٢cxxDx(ξ)− ctD
٢
x(τ)− cxD

٢
x(ξ).

همچنین و

φt = D̃t(φ)− fuD̃t(η) = φt − fuηt,

φx = D̃x(φ)− fuD̃x(η) = φx − fuηx,

φc = D̃c(φ)− fuD̃c(η) = φc − fuηc,

ψt = D̃t(ψ)− guD̃t(η)− gcD̃t(µ) = ψt − guηt − gcµt,

ψx = D̃x(ψ)− guD̃x(η)− gcD̃x(µ) = ψx − guηx − gcµx.

بترتیب که

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ ct

∂

∂c
,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ cx

∂

∂c
,

همچنین و معمولی، کامل مشتقات

D̃t =
∂

∂t
, D̃x =

∂

∂x
, D̃c =

∂

∂c
+ gc

∂

∂g
,

،φx ،φt برای آمده دست به مقادیر دادن قرار با می باشند. (٢ . ٣٠) دستگاه برای جدید کامل مشتقات
داریم: (٣۴ . ٢) معادله ی در ψx و ψt ،φc

φt − fuηt = ٠, φx − fuηx = ٠, φc − gcφg − fuηc = ٠,

ψt − gcµt = ٠, ψx − gcηx = ٠.

می شود نتیجه بالا دستگاه از بنابراین هستند، دلخواه توابعی gc و gu ،fu نتیجه در و g و f توابع چوان
که

φt = φx = φc = φg = ψt = ψx = ηt = ηx = ηc = µt = µx = ٠.
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نتیجه، در

φ = φ(u, f), ψ = ψ(u, c, f, g), η = η(u), µ = µ(u, c).

داریم: (٢ . ٣٣) معادلات در جت ضرایب جایگذاری با

Dt(η)− utDt(τ)− uxDt(ξ) + cx
[
Dx(η)− utDx(τ)− uxDx(ξ)]− φ+ ux

[
Dx(µ)

− ctDx(τ)− cxDx(ξ)
]
+ ηcxx + u

[
uxxµu + cxxµc + (ux)

٢µuu + ٢uxcxµuc + (cx)
٢µcc

− ٢ctxDx(τ)− ٢cxxDx(ξ)− ctD
٢
x(τ)− cxD

٢
x(ξ)

]
= ٠,

Dt(µ)− ctDt(τ)− cxDt(ξ) + ψ = ٠.

می شوند. حاصل زیر صورت به V برداری میدان ضرایب معادلات این حل با سرنجام

τ = k١ + ٢k٣t, ξ = k٢ + (k٣ + k۵)x, η = k۶u,

µ = k۴ + ٢k۵c, φ = (k۶ − ٢k٣)f, ψ = ٢(k۵ − k٣)g.

بر آن ها کردن مرتب و V برداری میدان در بالا مقادیر جایگذاری با هستند. دلخواه ثابت های ki−ها که
است. زیر مولدهای با ۶-بعدی لی جبر یک دارای (٢ . ٣٠) دستگاه که می شود نتیجه ki−ها حسب

V١ =
∂

∂t
, V٢ =

∂

∂x
, V٣ = ٢t ∂

∂t
+ x

∂

∂x
− ٢f ∂

∂f
− ٢g ∂

∂g
,

V۴ =
∂

∂c
, V۵ = x

∂

∂x
+ ٢c ∂

∂c
+ ٢g ∂

∂g
, V۶ = u

∂

∂u
+ f

∂

∂f
.

معمولی دیفرانسیل معادلات از انتگرال گیری ۵ . ٢

می باشد. معمولی دیفرانسیل معادلات حل در آن ها بردن کار به لی گروه های نظریه ی مهم کاربردهای یکی از
معمولی دیفرانسیل معادله ی یک تقارن های از بزرگ کافی اندازه به گروه یک داشتن بر نظریه این اساس
معادلات برای را روش این ابتدا ادامه در کرد. حل را آن می توان انتگرال گیری از استفاده با که می باشد،
دیفرانسیل معادلات حل برای شده بیان روش از سپس می بریم کار به اول مرتبه ی معمولی دیفرانسیل

می باشد. معادلات مرتبه ی کاهش بر مبتنی روش این می کنیم. استفاده بالاتر مراتب معمولی

اول مرتبه ی معادلات ١ . ۵ . ٢

اول مرتبه ی دیفرانسیل معادله ی با ابتدا
du

dx
= F (x, u), (٣۵ . ٢)

آنگاه باشد، ناوردا تبدیلات از یک-پارامتری گروه یک تحت معادله این اگر می کنیم. شروع را کار
یک-پارامتری گروه یک G کنیم فرض آورد. دست به را آن جواب پی  درپی انتگرال گیری های با می توان

اگر می کند. عمل O ⊂ E ≃ R٢ باز زیرمجموعه ی روی که تبدیلات از



۴۵ معمولی دیفرانسیل معادلات از انتگرال گیری .۵ . ٢

V = ξ(x, u)
∂

∂x
+ φ(x, u)

∂

∂u
,

برداری میدان آن اول مرتبه ی امتداد آنگاه باشد، آن نظیر کوچک بینهایت مولد

V (١) = ξ
∂

∂x
+ φ

∂

∂u
+ φx ∂

∂ux
,

آن در که می باشد

φx = Dxφ− uxDxξ

= φx + (φu − ξx)ux − ξuu
٢
x.

،(٣۵ . ٢) معادله ی بر V (١) دادن اثر با ناوردایی قضیه ی به توجه با

V (١)
(du
dx

− F (x, u)
)
= ٠,

معادله ی

∂φ

∂x
+
(∂φ
∂u

− ∂ξ

∂x

)
F − ∂ξ

∂u
F ٢ = ξ

∂F

∂x
+ φ

∂F

∂u
, (٣۶ . ٢)

یک-پارامتری تقارن یک (٣۶ . ٢) جزئی معادله ی از φ(x, u) و ξ(x, u) جواب هر که می شود. حاصل
(٣۶ . ٢) معادله ی جواب های کردن پیدا مواقع بعضی در البته می دهد. بدست (٣۵ . ٢) معادله ی برای
می باشد. روش این اساسی ایرادهای از یکی این و می باشد. (٣۵ . ٢) معادله ی حل از مشکل تر بسیار
گوناگونی روش های شد. خواهد جواب به رسیدن به منجر حتما که است آن روش این قوت نقطه اما

دارد. وجود تقارن ها کمک به (٣۵ . ٢) معادله ی از انتگرال گیری برای
اگر ١ . ٣ . ١١ قضیه کمک به .V |(x٠,u٠) ̸= ٠ و باشد تقارن یک V کنیم فرض

y = η(x, u), w = ζ(x, u), (٢ . ٣٧)

به را V برداری میدان می توان (y, w) مختصات در باشند. (x٠, u٠) نقطه ی حول مختصات دستگاه
شکل

V =
∂

∂w
,

آن اول مرتبه ی امتداد که نوشت

V (١) = V =
∂

∂w
,

مقدماتی معادله ی هم ارز (٣۵ . ٢) معادله ی جدید مختصات در بنابراین می باشد.

dw

dy
= H(y),
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شکل به انتگرال گیری بار یک با آن جواب و است. اول مرتبه ی پذیر جدای معادله ی یک که است،

w =

∫
H(y)dy + c,

معادله ی  برای جواب یک که می رسیم u = f(x) تابع به معادله در (٢ . ٣٧) جایگذاری با می شود. حاصل
ناوردا توابع کردن پیدا با کار این می باشد. (٢ . ٣٧) مختصات کردن پیدا اصلی مسئله ی است. (٣۵ . ٢)
قضیه از استفاده با V برداری میدان کنیم فرض است. پذیر امکان شده بیان فصل همین اول بخش در که
دیفرانسیل معادلات در (٢ . ٣٧) مختصات بنابراین است. شده تبدیل ∂/∂w برداری میدان به ١ . ٣ . ١١

خطی جزئی

V (η) = ξ
∂η

∂x
+ φ

∂η

∂u
= ٠, (٢ . ٣٨)

V (ζ) = ξ
∂ζ

∂x
+ φ

∂ζ

∂u
= ١, (٢ . ٣٩)

مشخصه ی معادله ی از η تابع که می کند. صدق

dx

ξ(x, u)
=

du

φ(x, u)
,

متغیر تغییر (٢ . ٣٩) معادله ی از ζ تابع کردن پیدا برای می آوریم. بدست

χ(x, u, v) = v − ζ(x, u),

برای ناوردا یک χ اگر تنها و اگر می کند صدق (٢ . ٣٩) دستگاه در ζ دیگر، عبارت به می بریم. بکار را
که می کند ایجاب ناوردا این بنابراین باشد. W = V + ∂v = ξ∂x + φ∂u + ∂v برداری میدان

W (χ) = ξ
∂χ

∂x
+ φ

∂χ

∂u
+
∂χ

∂v
= ٠.

مشخصه ی معادلات دستگاه ζ کردن پیدا برای نتیجه در

dx

ξ(x, u)
=

du

φ(x, u)
=

dv

١ ,

می کنیم. حل را

معادله ی .١ . ۵ . ٢ مثال

du

dx
= xm−١F

( u

xm

)
, (۴٢ . ٠)

تبدیل تحت معادله این است. اول مرتبه ی معمولی دیفرانسیل معادله ی یک دهند نشان

G : (x, u) 7−→ (λx, λmu), λ > ٠,



۴٧ معمولی دیفرانسیل معادلات از انتگرال گیری .۵ . ٢

معادله ی برای بالا تبدیل با متناظر تقارن یک V = x∂x +mu∂u که دید می توان بنابراین است. ناوردا
(٢ . ٣٧) معادلات که دید می توان شد داده توضیح بالا در که مختصاتی تغییر کمک با است. (۴٢ . ٠)

از: عبارت اند

y =
u

xm
, w = ln x,

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده بکارگیری با

wy =
dw

dy
=

dw/dx

dy/dx

=
١/x

(uxxm −mxm−١u)/x٢m

=
xm

xux −mu

=
١

(ux/xm−١)−m(ux/xm)

=
١

F (y)−my
.

بنابراین

dw

dy
=

١
F (y)−my

,

جواب دارای که می باشد،
w =

∫
dy

F (y)−my
+ c,

است.
مثال برای

du

dx
=
u٢ + ٢xu

x٢ =
(u
x

)٢
+ ٢u

x
,

داریم: y = u/x و w = ln x مختصات های در سپس می گیریم. نظر در را

dw

dy
=

١
y٢ + y

,

آن جواب که

w = − ln(١ +
١
y
) + c,

اصلی متغیرهای حسب بر یا

lnx = − ln
(

١ +
x

u

)
+ c, (۴٢ . ١)

صورت به را u می توان (۴٢ . ١) معادله ی از که می باشد.
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u =
x٢

c̃− x
,

.c̃ = ec که طوری به آورد. دست به

با می توان را du/dx = F (u/x) شکل به اول مرتبه ی همگن دیفرانسیل معادله ی هر .٢ . ۵ . ٢ نتیجه
را آن جواب انتگرال گیری بار یک با و کرد تبدیل پذیر جدایی معادله ی یک به u = xy متغیر تغییر

آورد. بدست

یک-پارامتری گروه یک تحت اول مرتبه ی دیفرانسیل معادلات حل برای متداول روش های از یکی
شکل به را (٣۵ . ٢) معادله ی می توان است. انتگرال فاکتور از استفاده

P (x, u)dx+Q(x, u)du = ٠, (۴٢ . ٢)

(۴٢ . ٢) معادله ی به را ،∂P/∂u = ∂Q/∂x بودن، دقیق شرط اگر .F = −P/Q که طوری به نوشت
که طوری به کرد پیدا T (x, u) = c شکل به ضمنی جواب می توان آنگاه کنیم، اضافه

∂T

∂x
= P,

∂T

∂u
= Q.

در اگر که کنیم پیدا طوری R(x, u) مانند انتگرال فاکتور یک باید نباشد دقیق (۴٢ . ٢) معادله ی اگر
شود. تبدیل دقیق معادله ی یک به شود ضرب (۴٢ . ٢)

بالاتر مراتب با دیفرانسیل معادلات ٢ . ۵ . ٢

می پردازیم. بالاتر مراتب دیفرانسیل معادلات جواب محاسبه ی به تقارنی گروه های کمک به حال
کنیم فرض

∆(x, u(n)) = ∆(x, u, ux, . . . , un) = ٠, (۴٢ . ٣)

که دهیم نشان می خواهیم .un = dnu/dxn آن در که باشد، n−ام مرتبه ی دیفرانسیل معادله ی یک
کاهش واحد یک را (۴٢ . ٣) معادله ی مرتبه ی می توان یک-پارامتری تقارنی گروه یک داشتن با چگونه
کرده اصلاح را نظر مورد تقارن w = χ(x, u) و y = η(x, u) مختصات دستگاه از استفاده با ابتدا داد.
x به نسبت u مشتقات مشتق، زنجیره ی قاعده از استفاده با حال می نویسیم. V = ∂/∂w شکل به و

داریم: δk مانند تابعی ازای به بنابراین می نویسیم. w و y حسب بر را

dku

dxk
= δk

(
y, w,

dw

dy
, . . . ,

dkw

dyk

)
,

معادله ی به (۴٢ . ٣) معادله ی در جایگذاری با که

∆̄(y, w(n)) = ∆̄(y, w, wy, . . . , wn) = ٠, (۴۴ . ٢)

اما می پذیرد. را آن تقارن های گروه پس است، هم ارز (۴٢ . ٣) معادله ی با بالا معادله ی چون می رسیم.
باشد. برقرار زیر شرط باید باشد (۴۴ . ٢) معادله ی برای تقارن یک V آنکه برای
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V (n)
(
∆̄(y, w(n))

)
=
∂∆̄

∂w
= ٠, هرگاه ∆̄(y, w(n)) = ٠,

مانند ∆̄ = ٠ برای هم ارز معادله ی (۴۴ . ٢) به توجه با بنابراین

∆̃
(
y,

dw

dy
, . . . ,

dnw

dyn

)
= ٠,

معادله ی آنگاه z = dw/dy دهیم قرار معادله این در اگر حال می باشد. w از مستقل که دارد وجود
−n)−ام ١) مرتبه ی

∆̃
(
y, z,

dz

dy
, . . . ,

d(n−١)z

dy(n−١)

)
= ∆̃(y, z(n−١)) = ٠, (۴۵ . ٢)

جوابی w =
∫
h(y)dy + c آنگاه باشد، (۴۵ . ٢) معادله ی از جوابی z = h(y) اگر می شود. حاصل

(۴٢ . ٣) معادله ی از جوابی به w و y جای به u و x جایگزینی با پس می باشد. (۴۴ . ٢) معادله ی برای
کرد. خواهیم پیدا دست

دوم مرتبه ی معادله ی .٣ . ۵ . ٢ مثال

∆(u, ux, uxx) = ٠, (۴۶ . ٢)

x−ها محور راستای در انتقال تحت معادله این که است بدیهی می گیریم. نظر در را است x فاقد که
قرار ∂/∂w برداری میدان به تقارن این تبدیل برای است. آن تقارن یک ∂/∂x بنابراین است. ناوردا

آنگاه w = x و y = u می دهیم

du

dx
=

١
wy

,
d٢u

dx٢ = −wyy

w٣
y

.

داریم: (۴۶ . ٢) در جایگذاری با بنابراین

∆

(
y,

١
wy

,−wyy

w٣
y

)
= ٠,

به معادله صورت شود فرض z = wy اگر حال

∆̃(y, z, zy) =
(
y,

١
z
,−zy

z٣
)
= ٠,

می کند. پیدا کاهش
معادله ی مثال برای

uxx − ٢uux = ٠, (۴٢ . ٧)

اول مرتبه ی معادله ی به z = wy اینکه و w = x و y = u مختصات تغییر گرفتن نظر در با

−zy
z٣ − ٢y

z
= ٠,
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که دید می توان آسانی به است. پذیر جدایی معادله ی یک معادله این می آبد. کاهش

z =
١

y٢ + c
,

آنگاه c = c′٢ > ٠ اگر بنابراین است. معادله جواب

w =

∫
zdy =

١
c′
arctan

y

c′
+ c̃.

جواب به u و x متغیرهای جایگذاری با حال

u = c′ tan(c′x+ d), d = −c̃c′,

است. اصلی معادله ی برای جواب یک که می رسیم،

دوم مرتبه ی همگن خطی دیفرانسیل معادله ی .۴ . ۵ . ٢ مثال

uxx + p(x)ux + q(x)u = ٠, (۴٢ . ٨)

بنابراین است ناوردا (x, u) → (x, λu) تبدیل تحت معادله این که است بدیهی می گیریم. نظر در را
شکل به معادله تقارن (u ̸= ٠) ،w = ln u و y = x مختصات تغییر با است. آن تقارن V = u∂u

داریم: زنجیره ی قاعده از استفاده با می شود. اصلاح V = ∂w

u = ew, ux = wxe
w, uxx = (wxx + w٢

x)e
w,

معادله ی به معادله این (۴٢ . ٨) معادله در جایگذاری با بنابراین

wxx + w٢
x + p(x)wx + q(x) = ٠,

معادله ی به (۴٢ . ٨) معادله ی z = wx = ux/u دهیم قرار اگر حال است. w از مستقل که می شود تبدیل

zx + p(x)z + q(x) + z٢ = ٠,

است. ریکاتی معادله ی از خاصی حالت که می آبد، کاهش

کرده عمل O ⊂ R٢ باز مجموعه ی زیر روی که باشد تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض .۵ . ۵ . ٢ گزاره
آنگاه باشد. آن n−ام مرتبه ی دیفرانسیلی ناوردای دو w = ζ(x, u(n)) و y = η(x, u(n)) و

dw

dy
=

dw/dx

dy/dx
=
Dxζ

Dxη
,

است. G تبدیلات گروه عمل برای +n)−ام ١) مرتبه ی دیفرانسیلی ناوردای یک

[٢۴] برهان.
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باز زیرمجموعه ی یک روی که باشد یک-پارامتری تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض .۶ . ۵ . ٢ نتیجه
ناورداهای از کامل مجموعه ی یک w = ζ(x, u, ux) و y = η(x, u) هرگاه می کند. عمل O ⊂ R٢

آنگاه باشد، G(١) گروه عمل تابعی مستقل دیفرانسیلی

y, w,
dw

dy
, . . . ,

dn−١w

dyn−١ ,

است. ١ ≤ n ازای به G(n) برای تابعی مستقل ناورداهای از کامل مجموعه ی یک

به توجه با می گیریم. نظر در را ٢ . ١ . ٩ مثال SO(٢) دوران  گروه دوم مرتبه ی ناورداهای .٧ . ۵ . ٢ مثال
مشتق و w و y ،۶ . ۵ . ٢ نتیجه

dw

dy
=

dw/dx

dy/dx
=

√
x٢ + u٢

(x+ uux)٣

[
(x٢ + u٢)uxx − (١ + u٢

x)(xux − u)
]
,

بدان این می دهند. تشکیل (SO(٢))(٢) برای تابعی مستقل دیفرانسیلی ناورداهای از کامل مجموعه  ی
بنیادی ناورداهای از خطی ترکیب دیگر دوم مرتبه ی تابعی مستقل دیفرانسیلی ناوردای هر که است معنی
می توان را ،κ = uxx/(١ + u٢

x)
٣/٢ خم، یک خمیدگی ناوردای مثال برای می باشد. dw/dy و w ، y

شکل به قبلی بنیادی ناورداهای از خطی ترکیب صورت به

κ =
wy

(١ + w٣/٢(٢ +
w

y(١ + w١/٢(٢ ,

نوشت.

O ⊆ R٢ باز زیرمجموعه ی روی که باشد تبدیلات از موضعی گروه یک G کنیم فرض .٨ . ۵ . ٢ قضیه
و کرده عمل O(n) باز زیرمجموعه ی روی نیم-منظم طور به G(n) کنیم فرض همچنین می کند. عمل

η١(x, u(n)), . . . , ηk(x, u(n)),

دیفرانسیلی معادله ی آنگاه باشند. تابعی مستقل n−ام مرتبه ی دیفرانسیلی ناورداهای از کامل مجموعه ی
معادله ی یک اگر تنها و اگر می پذیرد تقارنی گروه یک عنوان به را G ،∆(x, u(n)) = ٠ n−ام مرتبه ی

مانند هم ارز

∆̃
(
η١(x, u(n)), . . . , ηk(x, u(n))

)
= ٠,

گروه یک G اگر بخصوص باشد. G(n) دیفرانسیلی ناورداهای از تابعی که طوری به باشد داشته وجود
تقارن گروه عنوان به را G که n−ام مرتبه ی دیفرانسیلی معادله ی هر باشد تبدیلات از یک-پارامتری

−n)−ام ١) مرتبه ی دیفرانسیلی معادله ی ارز هم می پذیرد

∆̃

(
y, w,

dw

dy
, . . . ,

dn−١w

dyn−١

)
= ٠,

هستند. G(١) دیفرانسیلی ناورداهای w = ζ(x, u, ux) و y = η(x, u) آن در که می باشد



۵٢ دیفرانسیل معادلات هندسی ساختار .٢

است. ۶ . ۵ . ٢ نتیجه ی و ۵ . ۵ . ٢ گزاره از نتیجه ی برهان.

عنوان به را SO(٢) که دومی و اول مرتبه معمولی دیفرانسیلی معادلات تمام مثال برای .٩ . ۵ . ٢ مثال
باشد ناوردا SO(٢) تحت که اول مرتبه ی دیفرانسیلی معادله هر می کنیم. بندی طبقه می پذیرد تقارن گروه
این حل با است. شده محاسبه ٢ . ٣ . ٢٣ مثال در آن دیفرانسیلی ناورداهای که است معادله ی ارز هم

شکل به معادله ی w به نسبت معادلات
xux − u

x+ uux
= H(

√
x٢ + u٢),

آن ناوردا، دوم مرتبه ی معادلات مشابه طور به است. ناوردا SO(٢) گروه عمل تحت که می شود ساخته
خمیدگی و w و y ناورداهای شامل که هستند معادلات از دسته

κ =
uxx

(١ + u٢
x)

٣/٢ ,

می شوند. نوشته زیر شکل به معادلات این بهتر بیان به هستند،

uxx = (١ + u٢
x)

٣/٢H
(√

x٢ + u٢,
xux − u

x+ uux

)
.

دوم مرتبه ی دیفرانسیل معادله ی .١٠ . ۵ . ٢ مثال

x٢uxx + xu٢
x = uux, (۴٢ . ٩)

که دید می توان است. ناوردا G : (x, u) 7→ (λx, λu) تبدیل تحت معادله این می گیریم. نظر در را
اینکه به توجه با است. معادله تقارن یک V = x∂x + u∂u

y =
u

x
, w = ux,

dw

dy
=

x٢uxx
xux − u

,

انتگرال گیری (۴٢ . ٩) معادله ی از شده بیان قبلا که روشی به هستند. V تقارن دوم مرتبه ی ناورداهای
معادله ی w و y جدید مختصات حسب بر معادله یافته ی کاهش صورت می کنیم.

(w − y)
dw

dy
+ w٢ = yw,

دو جواب ها این در u و x مختصات دادن قرار با است. آن جواب های w = ce−y و w = y که است،
اول مرتبه ی معادله ی

du

dx
=
u

x
, یا du

dx
= ce−

u
x ,

و چپ سمت معادله ی جواب u = kx تابع می شود. ∫حاصل
dy

ce−y − y
= ln x+ k,

می شود. مطرح (۴٢ . ٩) معادله ی عمومی جواب عنوان به که می باشد راست سمت معادله ی جواب



٣ فصل

متشابه و گروه-ناوردا جواب های

یافتن می رسد ذهن به که چیزی مهمترین و اولین جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با مواجه هنگام
با می شود. ارائه متشابه جواب های کردن پیدا برای روشی فصل این در است. معادله آن دقیق جواب های
ناورداهای برخی توسط جواب ها این کرد. پیدا را جواب ها از وسیعی دسته ی می توان روش این از استفاده
بحث این در که بنیادی قضیه می گردند. مشخص دیفرانسیل معادلات دستگاه توسط شده تولید خاص
که مطالعه مورد دستگاه جواب های از دسته آن که می باشد اصل این بر مبتنی کرد، اشاره آن به می توان
دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حل با می توان را می باشد ناوردا r−پارامتری تقارنی گروه یک تحت
تعداد هرگاه خصوص، به آورد. دست به است کمتر اصلی دستگاه مرتبه ی از واحد r آن مرتبه ی که
جواب های کلیه ی آنگاه ،r = p− ١ باشد، مستقل متغیرهای تعداد از کمتر یکی تقارن گروه پارامترهای
موارد برخی در حتی می گردند. حاصل معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حل با گروهی ناوردای
می باشند دقیقی جواب های همان حقیقت در می شوند، پیدا که گروهی جواب های از دسته آن دید می توان
محاسبه ی نحوه ی به فصل، این در می باشند. جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حل نهایی هدف که

می پردازیم. گروهی جواب های

گروه-ناوردا جواب های ساختن ٣ . ١

جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه

∆(x, u(n)) = ٠,

نظر در را وابسته و مستقل متغیرهای فضای از O ⊂ X × U ≃ Rp × Rq باز زیر مجموعه ی روی را
u = f(x) جواب می کند. عمل O روی که باشد موضعی تبدیلات از گروه یک G کنیم فرض می گیریم.
لاپلاس معادله ی مثال، برای باشد. ناوردا گروه، تبدیلات تحت اگر می گوییم G−ناوردا را بالا دستگاه از

بعدی دو

uxx + uyy = ٠,

۵٣



۵۴ متشابه و گروه-ناوردا جواب های .٣

جواب این است. لاپلاس معادله ی برای بنیادی جواب یک u = ln(x٢ + y٢) تابع می گیریم. نظر در را
یک-پارامتری گروه تحت

SO(٢) : (x, y, u) 7−→ (x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ, u),

معادلات دستگاه یک از G−ناوردا جواب یک را u = f(x) جواب دیگر، عبارت به است. ناوردا
O از G−ناوردا زیر مجموعه ی یک موضعاً Γf = {(x, f(x))} آن گراف اگر می گوییم جزئی دیفرانسیل

باشد.
از یک هر می توان آنگاه باشد، ∆ = ٠ جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه از تقارنی گروه G اگر
این آورد. دست به دیفرانسیل معادلات یافته ی کاهش دستگاه باحل را ∆ = ٠ G−ناوردای جواب های
است اصلی دستگاه به نسبت کمتری متغیرهای دارای که می دهیم، نشان ∆/G با را یافته کاهش دستگاه

.[١٠]
(x, u) ∈ E و g ∈ G اگر یعنی باشد، O روی تصویری تبدیلات از موضعی گروه یک G کنیم فرض

صورت این در باشد
(x̄, ū) = g.(x, u) = (ϕg(x), ψg(x, u)).

باز زیر مجموعه ی روی که می دهیم، نمایش x̄ = g.x = ϕg(x) صورت به را عمل این سادگی برای
p = s حالت p(در > s که طوری به باشد، عمل این مدارات بعد s کنیم فرض می شود. تعریف Ω ⊂ E

قضیه بنابه صورت این در ندارد). وجود G−ناوردای تابع هیچ s > p اگر که حالی در است، بدیهی نتیجه
گروه از yp−s = ηp−s(x), . . . , y١ = η١(x) مانند تابعی مستقل ناوردای p − s ،[٢۴] مرجع ٢.١٧
هستند. ناوردا O روی توابع این از یک هر دارد. وجود Ω ⊂ X باز زیر مجموعه ی روی تصویری تبدیلات
vq = ζq(x, u), . . . , v١ = ζ١(x, u) شکل به O روی G عمل از دیگر ناوردای q می توان علاوه، به
G برای تابعی مستقل ناوردای p+ q − s از کامل مجموعه ی یک ηi ناورداهای همراه به که کنیم، پیدا

صورت به را ناورداها این مجموعه ی می سازد. O روی

y = η(x), v = ζ(x, u), (٣ . ١)

v−ها و جدید مستقل متغیرهای عنوان به را y−ها یافته کاهش دستگاه در بعد به این از می دهیم. نشان
p − s به مستقل متغیرهای تعداد که کنید توجه می گیریم. نظر در جدید وابسته متغیرهای عنوان به را

می آبد. کاهش yp−s, . . . , y١ متغیر
شامل ،v = h(x) دلخواه توابع و u = f(x) G−ناوردای توابع بین یک به یک تناظر یک حال
با y = η(x) دستگاه برای را ضمنی تابع قضیه ی تناظر این یافتن برای می کنیم. پیدا جدید متغیرهای
x̃ = (xi١ , . . . , xip−s) با yp−s, . . . , y١ جایی به را جدید متغیرهای این می بریم. بکار متغیر p − s

جواب بنابراین می دهیم. نشان x̂ = (xj١ , . . . , xjs) با را دیگر مانده باقی متغیر s و می دهیم، نشان
با می توان را دستگاه

x̃ = γ(x̂, y), (٣ . ٢)
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و اصلی متغیرهای را ،x̃ نخست، متغیر p− s است. تعریف خوش تابع یک γ که طوری به داد، نشان
زیر ماتریس یک بنابراین می گیریم. نظر در پارامتری متغیرهای عنوان به را ،x̂ دیگر، باقی مانده متغیر s

مانند ژاکوبین دستگاه از −p)−بعدی s)× (p− s) پذیر ηj∂)وارون
∂x̃i

)
ij
,

حسب بر v = ζ(x, u) ناورداهای دستگاه حل برای ضمنی تابع قضیه ی بکارگیری با دارد. وجود
نوشت: می توان x̂ پارامتری متغیرهای و (x, u) متغیرهای جایی به (y, v) متغیرهای

u = δ̃(x, v) = δ̃(x̂, γ(x̂, y), v) ≡ δ(x̂, y, v). (٣ . ٣)

شکل به O روی را G−ناوردا توابع (٣ . ٣) و (٣ . ١) آنگاه باشد، هموار تابع یک v = h(y) اگر

u = f(x) = δ
(
x̂, η(x), h(η(x))

)
, (۴ . ٣)

تابعی که دید می توان سادگی به آنگاه باشد، O روی هموار تابعی u = f(x) اگر برعکس می کنند. تولید
معادلند. موضعاً (۴ . ٣) با متناظر تابع و f که طوری به دارد وجود v = h(x) مانند

این دهند. کاهش را دیفرانسیل معادله ی یک مرتبه ی می توانند G−ناوردا توابع چگونه که دیدیم
داد. تعمیم نیز نقطه ا ی تبدیلات به را آن می توان اما دارد اختصاص تصویری تبدیلات به روش

جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه G−ناوردای جواب های می خواهیم اکنون

∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١ . . . , l, (۵ . ٣)

یک v = h(y) تابع با متناظر (۴ . ٣) تابع موقع چه ببینیم می خواهیم دیگر، عبارت به کنیم. بررسی را
کردن پیدا برای کنیم. پیدا را v = h(y) تابع باید ابتدا کار این برای است؟ (۵ . ٣) دستگاه برای جواب
است لازم بنابراین داد. قرار معادلات دستگاه در و کرد مشتق گیری x به نسبت (٣ . ٣) از باید تابع این
را u = f(x) G−ناوردای تابع با آن بودن متناظر به توجه با v = h(y) تابع از مشتق گیری روش که

داریم: (۴ . ٣) از مشتق گیری با آنگاه y = η(x) کنیم فرض بدانیم.

∂u

∂x
=

∂

∂x
[δ(x̂, y, v)] =

∂δ

∂x̂
+
∂δ

∂y

∂η

∂x
+
∂δ

∂v

∂v

∂y

∂η

∂x
.

بنابراین نوشت. x̂ پارامتری متغیرهای و y حسب بر را ∂η/∂x می توان (٣ . ٢) از استفاده با بعلاوه،
شکل به معادله

∂u

∂x
= δ١

(
x̂, y, v,

∂v

∂y

)
,

مرتبه ی مشتقات ،v و y حسب بر x به نسبت u مانند G−ناوردا تابع هر اول مرتبه ی مشتقات حسب بر
از استفاده و مشتق گیری ادامه با آمد. خواهد بدست x̂ پارامتری متغیرهای همراه به y به نسبت v اول

کلی فرمول به (٣ . ٢) به توجه با و مشتق زنجیره ی قاعده

u(n) = δ(n)
(
x̂, y, v(n)

)
,

حسب بر v مشتقات و y حسب بر x به نسبت n−ام مرتبه ی تا u مشتقات تمام حسب بر که می رسیم
می باشد. x̂ پارامترهای و n−ام مرتبه ی تا y
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یک-پارامتری تجانس گروه .٣ . ١ . ١ مثال

(x, t, u) 7−→ (λx, λt, u), λ ∈ R+,

است منظم O = {t : t > ٠} زیر مجموعه ی روی عمل این می گیریم. نظر در E = X × U روی را
می توان بگیریم، نظر در y از تابعی را v اگر می باشند. آن بنیادی ناوردای دو v = u و y = x/t و
متغیر با همراه y به نسبت v از مشتقاتی و v و y حسب بر را t و x به نسبت u مشتقات برای فرمولی
زنجیره ی قاعده از استفاده با گرفت. نظر در t متغیر همان می توان را پارامتر این که کرد، بیان پارامتری

آنگاه u = v = v(y) = v(x/t) اگر مشتق

ux = uyyx =
١
t
vy, ut = uyyt = − x

t٢
vy = −y

t
vy.

داریم: بالاتر مراتب مشتقات برای ترتیب همین به و

uxx =
∂

∂x

(vy
t

)
=

١
t

∂

∂x
(vy) =

١
t٢
vyy,

uxt =
∂

∂t

(vy
t

)
=

١
t

∂

∂t
(vy)−

١
t٢

(vy)

= − x

t٢
vyy −

١
t٢
vy

= − ١
t٢

(yvyy + vy) ,

vtt =
∂

∂t

(
−y
t
vy

)
=

١
t٢
yvy −

١
t

(
− x

t٢
vy −

x

t٢
yvyy

)
=

١
t٢
yvy +

١
t٢
yvy +

y٢

t٢
vyy

=
١
t٢
(
٢yvy + y٢vyy

)
.

بنابراین داد. کاهش را دستگاه مرتبه ی می توان معادلات دستگاه در آمده دست به مشتقات جایگذاری با
اگر

∆ν

(
x, u(n)

)
= ٠, ν = ١, . . . , l,

معادلات دستگاه آنگاه باشد، آمده بدست G−ناوردای تابع v = h(y) و باشد جزئی معادلات دستگاه
جزئی

(
∆/G

)
ν

(
y, v(n)

)
= ٠, ν = ١, . . . , l,

می نامیم. یافته کاهش دستگاه را
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تجانس تبدیل تحت معادله این می گیریم. نظر در را utt − uxx = ٠ خطی موج معادله ی .٣ . ٢ . ١ مثال
داریم: ٣ . ١ . ١ مثال در آمده بدست uxx و utt مقادیر دادن قرار با است. ناوردا ٣ . ١ . ١ مثال

١
t٢
(y٢vyy + ٢yvy − vyy) = ٠.

معادله ی با هم ارز معادله این
(y٢ − ١)vyy + ٢yvy = ٠,

جواب به آن حل با لذا است. دوم مرتبه ی خطی معمولی دیفرانسیل معادله ی یک که است،

v = c ln
∣∣ y − t

y + ١
∣∣+ c′,

معادله ی در u = v و y = x/t جایگذاری با حال هستند. دلخواه ثابت های c′ و c آن در که می رسیم،
تابع بالا

u = c ln
∣∣x− t

x+ t

∣∣+ c′,

می باشد. موج معادله ی برای ناوردای جواب که می آید، بدست

گرما معادله ی تقارن های .٣ . ٢ . ٢ مثال
ut = uxx,

بعدی بینهایت تقارن یک نیز و ۶-بعدی تقارن یک دارای معادله این شد. بررسی ٢۴ . ٢ . ٣ مثال در
دهیم. کاهش آن مولدهای به نسبت را گرما معادله ی می خواهیم است.

تبدیل (الف)
(x, t, u) 7−→ (x+ cε, t+ ε, u), ε ∈ R,

در که می باشد. ∂t + c∂x کوچک بینهایت مولد دارای تبدیل این می گیریم. نظر در را گرما معادله ی از
که می دهد نشان محاسبه می باشد. موج انتشار سرعت دهنده نشان و ثابت یک c آن

y = x− ct, v = u, (۶ . ٣)

داریم: زنجیره ی قاعده از استفاده با حال می باشند. تبدیل این بنیادی ناوردای دو

ut = −cvy, ux = vy, uxx = vyy,

یافته ی کاهش معادله ی به گرما معادله ی در باجایگذاری

−cvy = vyy,
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جواب معادله این حل با است. اول مرتبه ی خطی معادله ی یک که می رسیم،

v = ke−cy + l, (٣ . ٧)

داریم: (٣ . ٧) در (۶ . ٣) دادن قرار با می آید. بدست

u = ke−c(x−ct) + l,

است. گرما معادله ی جواب یک که
خطی ترکیب (ب)

V۴ + aV٣ = x∂x + ٢t∂t + ٢au∂u, a ∈ R,

تجانس گروه دارای تقارن این می گیریم. نظر در را گرما معادله ی تقارن های از

(x, t, u) 7−→ (λx, λ٢t, λ٢au), λ ∈ R+,

تبدیل این بنیادی ناوردای دو می باشد.

y =
x√
t
, v =

١
ta
u,

داریم: u = tav = tav(y) = tav(x/
√
t) اگر زنجیره ی قاعده از استفاده با می باشد.

ux = uyyx = ta
١√
t
vy = ta−

١
٢vy,

uxx = (ux)yyx = ta−
١
٢vyy

١√
t
= ta−١vyy,

ut = uyyt = ata−١v + ta−١vt = ata−١v + ta−١ x

٢
√
t
vy = ta−١

(
av − ١

٢yvy
)
.

یافته ی کاهش معادله ی به گرما معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

ta−١vyy = ta−١
(
−١

٢yvy + av

)
,

معادل طور به یا می رسیم.

vyy +
١
٢yvy − av = ٠,

می باشد. سهمی گون استوانه ی توابع معادله این جواب های است. دوم مرتبه ی خطی غیر معادله ی یک که
اگر واقع در

w = v exp

(
١
٨y

٢
)
,

دیفرانسیل معادله ی در w آنگاه باشد.

wyy =
[(
a+

١
۴
)
+

١
١۶y

٢
]
w,
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معادله این عمومی جواب می کند. صدق

w(y) = kU
(
٢a+ ١

٢ ,
y√
٢
)
+ k̃V

(
٢a+ ١

٢ ,
y√
٢
)
,

اسکالر ناوردای جواب بنابراین هستند. سهمی گون استوانه ی توابع V (b, z) و U(b, z) آن در که می باشد،
می باشد. زیر شکل به گرما معادله ی عمومی

u(x, t) = tae−
x٢
٨t

[
kU
(
٢a+ ١

٢ ,
x√
٢t
)
+ k̃V

(
٢a+ ١

٢ ,
x√
٢t
)]
.

کوچک بینهایت مولد وسیله ی به گالیله ی حرکت پارامتری یک گروه (پ)

V۵ = ٢t∂x − xu∂u,

بنیادی ناوردای دو دارای t > ٠ ازای به می شود. تولید

y = t, v = u exp

(
x٢

۴t

)
, (٣ . ٨)

بنابراین است.

ut =

(
vy +

x٢

۴t٢v
)
e−

x٢
۴t , uxx =

(
x٢

۴t −
١
٢t

)
ve−

x٢
۴t ,

آن از انتگرال گیری بار یک با که می رسیم یافته  کاهش معادله ی یک به گرما معادله ی در جایگذاری با
داریم:

٢yvy + v = ٠,

جواب معادله این حل با است. اول مرتبه ی خطی غیر معادله ی یک معادله این

v =
k
√
y
, (٣ . ٩)

زیر صورت به عمومی گالیله ی ناوردای جواب (٣ . ٩) در (٣ . ٨) جایگذاری با بنابراین می شود. حاصل
می باشد.

u(x) =
k√
t
e−

x٢
۴t .

معادله این کردیم مشاهده که همانطور می گیریم. نظر در را ٢۵ . ٢ . ٣ مثال KdV معادله ی .٣ . ٢ . ٣ مثال
ضابطه ی با PDE معادله ی یک

ut + uxxx + uux = ٠,

مولد تقارن ها، این از یکی است. ۴-بعدی تقارنی گروه یک دارای که است،

V = x∂x + ٣t∂t − ٢u∂u.
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مولد، این نظیر تبدیل می باشد.

(x, t, u) 7−→ (λx, λ٣t, λ−٢u),

ناوردای دو دارای تبدیل این t > ٠ ازای به می باشد.

y = t−
١
٣x, v = t

٢
٣u,

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با است.

ux =
١
t
vy, uxxx = t−

۵
٣vyyy, ut = −١

٣t
− ۵

٣ (yvy + ٢v).

می آبد. کاهش زیر سوم مرتبه ی ODE معادله ی به KdV معادله ی بنابراین

vyyy + vvy −
١
٣yvy −

٢
٣v = ٠.

تبدیل تحت ولی نیست. پذیر امکان ممکن روش های با معادله این حل

v = wy −
١
۶w

٢,

معادله ی به فوق معادله ی

wyyy −
١
۶w

٢wy −
١
٣ywy −

١
٣w = ٠,

معادله ی به انتگرال گیری بار یک با می شود. تبدیل

wyy −
١
١٨w

٣ − ١
٣yw − k = ٠,

می سازد. را تبدیل این نظیر ناوردای جواب های آن حل و است حل قابل که می آبد کاهش

نظر در را ٢ . ۴ . ٢ مثال در (٢ . ٣٠) دیفرانسیلی معادلات دستگاه مثال آخرین عنوان به .۴ . ٣ . ٢ مثال
کنیم فرض می گیریم.

f(u) = αu, g(c, u) = ue−c,

داریم: (٢ . ٣٠) دستگاه در جایگذاری با صورت این در utباشد. = αu− (ucx)x,

ct = −ue−c,
(٣ . ١٠)

کوچک بینهایت مولد

V =
∂

∂t
+

∂

∂c
+ u

∂

∂u
,
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.[١۵] می باشد (٣ . ١٠) دستگاه برای تقارن یک
مولد این نظیر تبدیل

(t, x, u, c) 7−→ (ε+ t, x, ueε, ε+ c),

است. زیر ناوردای سه دارای تبدیل این که می دهد نشان محاسبات می باشد.

x, y = c− t, v = ue−t.

شکل به ناوردا جواب های بنابراین

c = t+ y(x), u = v(x)et, (٣ . ١١)

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با می باشد.

ut = v(x)et, ux = v′(x)et, ct = ١, cx = y′(x), cxx = y′′(x).

داریم: (٣ . ١١) معادلات در مشتقات این جایگذاری با حال

v(x)et = αv(x)et − y′(x)v′(x)et − v(x)y′′(x)et,

١ = −v(x)e−y(x).

دیگر: عبارت به یا

(١ − α)v(x) + y′(x)v′(x) + v(x)y′′(x) = ٠, (٣ . ١٢)

v(x) = −ey(x). (٣ . ١٣)

یافته ی کاهش معادله ی به (٣ . ١٢) معادله ی در (٣ . ١٣) معادله ی جایگذاری با

y′′(x) + (y′(x))٢ + (١ − α) = ٠,

جواب های معادله این حل با است. دوم مرتبه ی از غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادله ی یک که می رسیم،
می آیند. دست به زیر

،α = ٠ برای •

y(x) = ln |A٢(x+ A١)|, (١۴ . ٣)

،α > ١ برای •

y(x) = x
√
α− ١ + ln

∣∣∣A٢

(
١ ± e٢

√
α−١(A١−x)

)∣∣∣, (١۵ . ٣)



۶٢ متشابه و گروه-ناوردا جواب های .٣

،α < ١ برای •

y(x) = ln
∣∣∣A٢ cos

(√
١ − α(A١ − x)

)∣∣∣. (١۶ . ٣)

معادله ی در آمده دست به y(x) برای که جواب های جایگذاری با هستند. دلخواه ثابت های A٢ و A١

(٣ . ١١) معادلات در جواب ها این جایگذاری با بنابراین می آیند. بدست نیز v(x) جواب های (٣ . ١٣)
از: عبارت اند (٣ . ١٠) دستگاه جواب های

،α = ١ برای •

c(t, x) = t+ ln |A٢(x+ A١)|,

u(t, x) = −et|A٢(x+ A١)|.

،α > ١ برای •

c(t, x) = t+ x
√
α− ١ + ln

∣∣∣A٢

(
١ ± e٢

√
α−١(A١−x)

)∣∣∣,
u(t, x) = −et+x

√
α−١
∣∣∣A٢

(
١ ± e٢

√
α−١(A١−x)

)∣∣∣.
،α < ١ برای •

c(t, x) = t+ ln
∣∣∣A٢ cos

(√
١ − α(A١ − x)

)∣∣∣,
u(t, x) = −et

∣∣∣A٢ cos
(√

١ − α(A١ − x)
)∣∣∣.



۴ فصل

سه-بعدی معادلات گروهی بررسی
کودریاشف-سینلشیکوف

مقدمه ١ . ۴

حباب دار مایع یک در امواج توصیف سیالات، مکانیک در جزئی دیفرانسیل معادلات کاربردهای از یکی
کودریاشف- سه-بعدی معادلات از استفاده با که ،[١٨] می باشد گاز) نوع یک با شده مخلوط (مایعات
در .[٢١ ،١٢ ،٢٣] می گیرد قرار تحلیل و بررسی مورد مایع نوع یک در امواج انتشار سینلشیکوف١

خطی غیر دیفرانسیل معادله ی سینلشیکوف و کودریاشف ٢٠١٠ سال

ut + αuux + uxxx − (uuxx)x − βuxuxx = ٠, (١ . ۴)

همچنین است. مایع چسبندگی و گرما انتقال نمونه ی و چگالی تابع u معادله این در دادند. ارائه را
این می شود. گفته کودریاشف-سینلشیکوف معادله ی (١ . ۴) معادله ی به هستند. حقیقی اعداد β و α
به توجه با ظرف یک درون گازی حباب های و مایع از ترکیبی در امواج فشار توصیف برای معادله
،KdV معادله ی به می توان را (١ . ۴) معادله ی می شود. برده بکار گرما انتقال و مایع چسبندگی میزان
زیادی پژوهشگران داد. تعمیم معادله، خود دقیقاً نه اما کاماس-هولم٣، معادله ی مشابه ٢BKdVو

سه-بعدی معادله  ی کلی تر حالت در داده اند. قرار مطالعه مورد گوناگون روش های به را (١ . ۴) معادله ی
صورت به کودریاشف-سینلشیکوف

(ut + uux + uxxx − χuxx)x +
١
٢(uyy + uzz) = ٠, (٢ . ۴)

بکار حباب دار مایع یک در خطی غیر امواج فیزیکی ویژگی های توصیف برای که .[١۴] می شود مطرح
کمیت زمان، مختصات t فضا، مختصات z و y و x حباب دار، مایع چگالی دهنده نشان u می شود. برده

١Kudryashov-Sinelshchikov
٢Korteweg de vries-Burger
٣Camassa-Holm

۶٣



۶۴ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

جزئی مشتقات دهنده نشان پایین اندیس های و حباب دار مایع چسبندگی دهنده نشان χ حقیقی اسکالر
هستند.

کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی تقارن های ٢ . ۴

متغیر چهار دارای معادله این است. چهار مرتبه خطی غیر PDE دیفرانسیل معادله ی یک (٢ . ۴) معادله ی
E = X ×U ≃ R۴ ×R کامل فضای روی بنابراین است. u وابسته متغیر یک و (x, y, z, t) مستقل

با: است برابر E روی جت فضای بعد می شود. تعریف

dimJ۴ = p+ qp(n) = p+ q
(
p+n
n

)
= ٧۴.

می شود. تعریف زیر صورت به جت فضای همچنین

J۴ =
{(
t, x, y, z;u;ut, ux, uy, uz;utt, utx, uty, utz, uxx, uxy, . . . , uzzzz

)}
≃ R٧۴.

می شوند. تعریف زیر صورت به (t, x, y, z, u) چارت روی کامل مشتقات

Dt =
∂

∂t
+ ut

∂

∂u
+ utt

∂

∂ut
+ utx

∂

∂ux
+ uty

∂

∂uy
+ utz

∂

∂uz
+ · · ·+ utzzzz

∂

∂uzzzz
,

Dx =
∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ utx

∂

∂ut
+ uxx

∂

∂ux
+ uxy

∂

∂uy
+ uxz

∂

∂uz
+ · · ·+ uxzzzz

∂

∂uzzzz
,

Dy =
∂

∂y
+ uy

∂

∂u
+ uty

∂

∂ut
+ uxy

∂

∂ux
+ uyy

∂

∂uy
+ uyz

∂

∂uz
+ · · ·+ uyzzzz

∂

∂uzzzz
,

Dz =
∂

∂z
+ uz

∂

∂u
+ utz

∂

∂ut
+ uxz

∂

∂ux
+ uyz

∂

∂uy
+ uzz

∂

∂uz
+ · · ·+ uzzzzz

∂

∂uzzzz
.

بینهایت تبدیلات از یک-پارامتری لی گروه یک ابتدا (٢ . ۴) معادله ی تقارن های کردن پیدا برای
کوچک

x̄ = x+ εξ(x, y, z, t, u) + o(ε٢),

ȳ = y + εη(x, y, z, t, u) + o(ε٢),

z̄ = z + εµ(x, y, z, t, u) + o(ε٢),

t̄ = t+ ετ(x, y, z, t, u) + o(ε٢),

ū = u+ εϕ(x, y, z, t, u) + o(ε٢),

تعریف E روی که بالا تبدیلات گروه با متناظر برداری میدان می گیریم. نظر در ε << ١ پارامتر با
شکل به می شود

V = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ µ

∂

∂z
+ τ

∂

∂t
+ ϕ

∂

∂u
, (٣ . ۴)



۶۵ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی تقارن های .٢ . ۴

(٢ . ١٣) فرمول با مطابق دهیم. امتداد چهارم مرتبه تا را V برداری میدان است لازم پس می باشد.
با: است برابر V چهارم مرتبه ی امتداد

V (۴) = V + ϕx ∂

∂ux
+ ϕy ∂

∂uy
+ ϕz ∂

∂uz
+ ϕt ∂

∂ut
+ ϕxx ∂

∂uxx
+ ϕxy ∂

∂uxy
+ ϕxz ∂

∂uxz

+ ϕxt ∂

∂uxt
+ ϕyy ∂

∂uyy
+ ϕyz ∂

∂uyz
+ ϕyt ∂

∂uyt
+ ϕzz ∂

∂uzz
+ ϕzt ∂

∂uzt
+ ϕtt ∂

∂utt

+ ϕxxx ∂

∂uxxx
+ ϕxxy ∂

∂uxxy
+ ϕxxz ∂

∂uxxz
+ ϕxxt ∂

∂uxxt
+ ϕxyy ∂

∂uxyy
+ ϕxzz ∂

∂uxzz

+ ϕxtt ∂

∂uxtt
+ ϕxyz ∂

∂uxyz
+ ϕxyt ∂

∂uxyt
+ ϕxzt ∂

∂uxzt
+ ϕyyy ∂

∂uyyy
+ ϕyyz ∂

∂uyyz

+ ϕyyt ∂

∂uyyt
+ ϕyzz ∂

∂uyzz
+ ϕytt ∂

∂uytt
+ ϕyzt ∂

∂uyzt
+ ϕzzz ∂

∂uzzz
+ ϕzzt ∂

∂uzzt

+ ϕztt ∂

∂uztt
+ ϕttt ∂

∂uttt
+ ϕxxxx ∂

∂uxxxx
+ ϕxxxy ∂

∂uxxxy
+ ϕxxxz ∂

∂uxxxz

+ ϕxxxt ∂

∂uxxxt
+ ϕxxyy ∂

∂uxxyy
+ ϕxxzz ∂

∂uxxzz
+ ϕxxtt ∂

∂uxxtt
+ ϕxxyz ∂

∂uxxyz

+ ϕxxyt ∂

∂uxxyt
+ ϕxxzt ∂

∂uxxzt
+ ϕxyyy ∂

∂uxyyy
+ ϕxzzz ∂

∂uxzzz
+ ϕxttt ∂

∂uxttt

+ ϕxyyz ∂

∂uxyyz
+ ϕxyyt ∂

∂uxyyt
+ ϕxyzz ∂

∂uxyzz
+ ϕxytt ∂

∂uxytt
+ ϕxztt ∂

∂uxzzt

+ ϕxztt ∂

∂uxztt
+ ϕxyzt ∂

∂uxyzt
+ ϕyyyy ∂

∂uyyyy
+ ϕyyyz ∂

∂uyyyz
+ ϕyyyt ∂

∂uyyyt

+ ϕyyzz ∂

∂uyyzz
+ ϕyytt ∂

∂uyytt
+ ϕyyzt ∂

∂uyyzt
+ ϕyzzz ∂

∂uyzzz
+ ϕyttt ∂

∂uyttt

+ ϕyzzt ∂

∂uyzzt
+ ϕyztt ∂

∂uyztt
+ ϕzzzz ∂

∂uzzzz
+ ϕzzzt ∂

∂uzzzt
+ ϕzztt ∂

∂uzztt

+ ϕzttt ∂

∂uzttt
+ ϕtttt ∂

∂utttt
.

بنابراین می دهیم. اثر (٢ . ۴) معادله ی بر را V (۴) ،١۴ . ٢ . ٣ قضیه از استفاده با

uxxϕ+ ٢uxϕx + ϕxt + uϕxx +
١
٢(ϕ

yy + ϕzz)− χϕxxx + ϕxxxx = ٠. (۴ . ۴)

و (١۴ . ٢) فرمول کمک به می باشند. V (۴) ضرایب ϕxxxx و ϕxxx ،ϕzz ،ϕyy ،ϕxx ،ϕxt ،ϕx ،ϕ توابع
،V برداری میدان مشخصه ی اینکه

Q = ϕ− ξux − ηuy − µuz − τut,



۶۶ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

می آوریم. دست به را ضرایب این است،

ϕx = Dxϕ− uxDxξ − uyDxη − uzDxµ− utDxτ,

ϕxt = DtDxϕ− uxtDxξ − uxDtDxξ − uxxDtξ − uytDxη − uyDtDxη − uxyDtη

− uztDxµ− uzDtDxµ− uxzDtµ− uttDxτ − utDtDxτ − uxtDtτ,

ϕxx = D٢
xϕ− ٢uxxDxξ − uxD

٢
xξ − ٢uxyDxη − uyD

٢
xη − ٢uxzDxµ− uzD

٢
xµ

− ٢uxtDxτ − utD
٢
xτ,

ϕxxx = D٣
xϕ− ٣uxxxDxξ − ٣uxxD٢

xξ − uxD
٣
xξ − ٣uxxyDxη − ٣uxyD٢

xη − uyD
٣
xη

− ٣uxxzDxµ− ٣uxzD٢
xµ− uzD

٣
xµ− ٣uxxtDxτ − ٣uxtD٣

xτ − utD
٣
xµ,

ϕxxxx = D۴
xϕ− ۴uxxxxDxξ − ۶uxxxD٢

xξ − ۴uxxD٣
xξ − uxD

۴
xτ − ۴uxxxyDxη

− ۶uxxyD٢
xη − ۴uxyD٣

xη − uyD
۴
xη − ۴uxxxzDxµ− ۶uxxzD٢

xµ

− ۴uxzD٣
xµ− uzD

۴
xµ− ۴uxxxtDxτ − ۶uxxtD٢

xτ − ۴uxtD٣
xτ − utD

۴
xτ,

ϕy = Dyϕ− uxDyξ − uyDyη − uzDyµ− utDyτ,

ϕyy = D٢
yϕ− ٢uxyDyξ − uxD

٢
yξ − ٢uyyDyη − uyD

٢
yη − ٢uyzDyµ

− uzD
٢
yµ− ٢uytDyτ − utD

٢
yτ,

ϕz = Dzϕ− uxDzξ − uyDzη − uzDzµ− utDzτ,

ϕzz = D٢
zϕ− ٢uxzDzξ − uxD

٢
zξ − ٢uyzDzη − uyD

٢
zη − ٢uzzDzµ

− uzD
٢
zµ− ٢uztDzτ − utD

٢
zτ,

قرار برابر و ،(۴ . ۴) ناوردایی، شرایط در آمده دست به V (۴) ضرایب برای که مقادیری جایگذاری با
PDE دستگاه یک و χ = ٠ حالت برای PDE دستگاه یک مختلف جمله ی های یک ضرایب دادن

می آید. بدست ϕ و τ ،µ ،η ،ξ حالت ها این از یک هر حل با می آید. دست به χ ̸= ٠ حالت برای

:١ حالت

معادله ی به (٢ . ۴) معادله ی بنابراین ،χ = ٠ کنیم فرض

uxt + u٢
x + uuxx + uxxxx +

١
٢(uyy + uzz) = ٠, (۵ . ۴)

می رسیم. زیر کنند تعیین معادلات دستگاه به (۵ . ۴) معادله ی حل با می شود. تبدیل

ξ = −١
٢c١x− F ′

١(t)y − F ′
٢(t)z + F٣(t), η = −c١y − c٣z + F١(t),

µ = −c١z + c٣y + F٢(t), ϕ = c١u, τ = −٣
٢c١t+ c٢.

(۶ . ۴)
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استفاده با هستند. دلخواه ثابت های c٣ و c٢ ،c١ و t از دلخواه توابعی F٣(t) و F٢(t) ،F١(t) توابع
جایگذاری با می آوریم. بدست را (۵ . ۴) معادله  ی کوچک بینهایت مولدهای لی تقارنی تحلیلی روش از

داریم: V برداری میدان در کننده تعیین معادلات دستگاه

V =
(
− ١

٢c١x− F ′
١(t)y − F ′

٢(t)z + F٣(t)
) ∂
∂x

+
(
− c١y − c٣z + F١(t)

) ∂
∂y

+
(
− c١z + c٣y + F٢(t)

) ∂
∂z

+
(
c١u
) ∂
∂u

+
(
− ٣

٢c١t+ c٢

) ∂
∂t

=
(
− ١

٢x
∂

∂x
− y

∂

∂y
− z

∂

∂z
− ٣

٢t
∂

∂t
+ u

∂

∂u

)
c١ + c٢

∂

∂t
+
(
− z

∂

∂y
+ y

∂

∂z

)
c٣

+
(
− F ′

١(t)y
∂

∂x
+ F١(t)

∂

∂y

)
+
(
− F ′

٢(t)z
∂

∂x
+ F٢(t)

∂

∂z

)
+ F٣(t)

∂

∂x
.

از: عبارت اند (۵ . ۴) معادله ی نظیر لی تقارن های از یک-پارامتری لی گروه هر مولدهای بنابراین

V١(F١) = −F ′
١y

∂

∂x
+ F١

∂

∂y
,

V٢(F٢) = −F ′
٢z

∂

∂x
+ F٢

∂

∂z
,

V٣(F٣) = F٣
∂

∂x
,

V۴ = −١
٢x

∂

∂x
− y

∂

∂y
− z

∂

∂z
− ٣

٢t
∂

∂t
+ u

∂

∂u
,

V۵ = −z ∂
∂y

+ y
∂

∂z
,

V۶ =
∂

∂t
.

معادله ی تقارن های گروه برای بعدی بینهایت لی جبر یک {V١(F١), V٢(F٢), V٣(F٣), V۴, V۵, V۶} پس
زیرا: می باشد، (۵ . ۴)

[V١, V۴] =
١
٢F

′
١y

∂

∂x
+

١
٢F

′
١xy

∂٢

∂x٢ + F ′
١y

٢ ∂٢

∂x∂y
+ F ′

١yz
∂٢

∂x∂z
+

٣
٢F

′
١yt

∂٢

∂x∂t

− F ′
١yu

∂٢

∂x∂u
− ١

٢F١x
∂٢

∂x∂y
− F١

∂

∂y
− F١y

∂٢

∂y٢ − F١z
∂٢

∂z∂y
− ٣

٢F١t
∂٢

∂y∂t

+ F١u
∂٢

∂y∂u
− ١

٢F
′
١xy

∂٢

∂x٢ − F ′
١y

٢ ∂٢

∂x∂y
− F ′

١y
∂

∂x
− F ′

١yz
∂٢

∂x∂z
− ٣

٢F
′′
١ yt

∂

∂x

− ٣
٢F

′
١ty

∂٢

∂t∂x
+ F ′

١uy
∂٢

∂u∂x
+

١
٢F١x

∂٢

∂y∂x
+ F١y

∂٢

∂y٢ + F١z
∂٢

∂y∂z

=
(
− ١

٢F
′
١y −

٣
٢F

′′
١ yt
) ∂
∂x

+
(
− F١ +

٣
٢F

′
١t
) ∂
∂y

= V١
(
− F١ +

٣
٢F

′
١t
)
.
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[V١, V٢] = V١(V٢)− V٢(V١)

= V١(−F ′
٢z

∂

∂x
+ F٢

∂

∂z
)− V٢(−F ′

١y
∂

∂x
+ F١

∂

∂y
)

= F ′
١F

′
٢yz

∂٢

∂x٢ − F١F
′
٢z

∂٢

∂x∂y
− F ′

١F٢y
∂٢

∂x∂z
+ F١F٢

∂٢

∂y∂z

− F ′
١F

′
٢zy

∂٢

∂x٢ + F ′
١F٢y

∂٢

∂z∂x
+ F١F

′
٢z

∂٢

∂y∂x
− F١F٢

∂٢

∂z∂y

= ٠.

[V١, V۵] = F ′
١yz

∂٢

∂x∂y
− F١z

∂٢

∂y٢ − F ′
١y

٢ ∂٢

∂x∂z
+ F١y

∂٢

∂y∂z
+ F١

∂

∂y

− F ′
١z

∂

∂x
− F ′

١zy
∂٢

∂y∂x
+ F ′

١y
٢ ∂٢

∂x∂z
+ F١z

∂٢

∂y٢ − F١y
∂٢

∂y∂x

= −F ′
١z

∂

∂x
+ F١

∂

∂z

= V٢(F١).

مولدهای و لی کروشه های بین ارتباط زیر لی جدول می آیند. دست به دیگر لی کروشه های مشابه طور به
می کند. اثبات را آن ها ساختن لی جبر ادعای و داده رانشان {V١(F١), V٢(F٢), V٣(F٣), V۴, V۵, V۶}

[،] V١ V٢ V٣

V١ ٠ ٠ ٠
V٢ ٠ ٠ ٠
V٣ ٠ ٠ ٠
V۴ −V١(−F١ +

٣
٢tF

′
١) −V٢(−F٢ +

٣
٢tF

′
٢) −V١−)٣

٢F٣ +
٣
٢tF

′
٣)

V۵ −V٢(F١) −V٣(yF
′
٢) ٠

V۶ V١(F
′
١) V٢(F

′
٢) V٣(F

′
٣)

[،] V۴ V۵ V۶

V١ V١(−F١ +
٣
٢tF

′
١) V٢(F١) V١(−F ′

١)

V٢ V٢(−F٢ +
٣
٢tF

′
٢) V٣(yF

′
٢) V٢(−F ′

٢)

V٣ V١−)٣
٢F٣ +

٣
٢tF

′
٢) ٠ V٣(−F ′

٣)

V۴ ٠ −V۵
٣
٢V۶

V۵ V۵ ٠ ٠
V۶ −٣

٢V۶ ٠ ٠

(۵ . ۴) معادله ی تقارن های لی جدول :١ . ۴ جدول

:٢ حالت



۶٩ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی تقارن های .٢ . ۴

معادله ی به (٢ . ۴) معادله ی بنابراین ،χ ̸= ٠ کنیم فرض

uxt + u٢
x + uuxx + uxxxx − χuxxx +

١
٢(uyy + uzz) = ٠, (٧ . ۴)

می رسیم. زیر کنند تعیین معادلات دستگاه به معادله این حل با می شود. تبدیل

ξ = −F ′
١(t)y − F ′

٢(t)z + F٣(t), η = −c٢z + F١(t),

µ = c٢y + F٢(t), ϕ = ٠, τ = c١.
(٨ . ۴)

استفاده با هستند. دلخواه ثابت های c٢ و c١ همچنین ،t از دلخواه توابعی F٣(t) و F٢(t) ،F١(t) توابع
جایگذاری با می آوریم. بدست را (٧ . ۴) معادله ی  کوچک بینهایت مولدهای لی تقارنی تحلیلی روش از

داریم: V برداری میدان در کننده تعیین معادلات دستگاه

V = (−F ′
١y − F ′

٢z + F٣)
∂

∂x
+ (−c٢z + F١)

∂

∂y
+ (c٢y + F٢)

∂

∂z
+ c١

∂

∂t

= c١
∂

∂t
+ c٢(−

∂

∂y
+ y

∂

∂z
) + (−F ′

١y
∂

∂x
+ F١

∂

∂y
) + (−F ′

٢z
∂

∂x
+ F٢

∂

∂z
) + F٣

∂

∂x
.

از: عبارت اند (٧ . ۴) معادله ی نظیر لی تقارن های از یک-پارامتری لی گروه هر مولدهای بنابراین

V١(F١) = −F ′
١y

∂

∂x
+ F١

∂

∂y
,

V٢(F٢) = −F ′
٢z

∂

∂x
+ F٢

∂

∂z
,

V٣(F٣) = F٣
∂

∂x
,

V۴ = −z ∂
∂y

+ y
∂

∂z
,

V۵ =
∂

∂t
.

معادله ی تقارن های گروه برای بعدی بینهایت لی جبر یک {V١(F١), V٢(F٢), V٣(F٣), V۴, V۵} پس
آورد. بدست را برداری میدان های این بین لی کروشه ی می توان ١ حالت مشابه طور به می باشد. (۵ . ۴)

[،] V١ V٢ V٣ V۴ V۵

V١ ٠ ٠ ٠ V٢(F١) −V١(F١)

V٢ ٠ ٠ ٠ −V١(F
′
٢) −V٢(F٢)

V٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
V۴ −V٢(F١) V١(F

′
١) ٠ ٠ ٠

V۵ V١(F١) V٢(F٢) ٠ ٠ ٠

(٧ . ۴) معادله ی تقارن های لی جدول :٢ . ۴ جدول

جبر ادعای و داده نشان را مولدها این لی کروشه های بین ارتباط برداری میدان های این لی جدول
می کند. اثبات را آن ها ساختن لی



٧٠ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی مرتبه ی کاهش ٣ . ۴

عبارت به دهیم. کاهش تقارنی تحلیل از استفاده با را (٢ . ۴) معادله  ی مرتبه ی می خواهیم بخش این در
مشخصه ی، معادلات ابتدا کار این برای دهیم. کاهش را (٢ . ۴) معادله ی متغیرهای تعداد دیگر،

dx

ξ
=

dy

η
=

dz

µ
=

dt

τ
=

du

ϕ
, (٩ . ۴)

بدست را دیفرانسیلی ناورداهای آن حل با سپس می گیریم. نظر در را (٣ . ۴) برداری میدان با متناظر
بدست را (٢ . ۴) معادله ی در موجود مشتقات مشتق، زنجیره ی قاعده از استفاده با آخر در می  آوریم.

آید. دست به یافته کاهش معادله ی تا می  کنیم جایگذاری معادله در و آورده

(χ = ٠) ١ حالت در کودریاشف-سینلشیکوف معادله ی مرتبه ی کاهش ٣ . ١ . ۴

و F٣ و ،F٢ ،F١ توابع که حالت ها برخی در ،(χ = ٠) ١ حالت برای را مرتبه کاهش بخش این در
انجام باشند صفر غیر یا صفر (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه در موجود c٣ و c٢ ،c١ ثابت های
اصلی متغیرهای و (X,Y, Z, U) متغیرهای بین متفاوت رابطه های ایجاد به منجر کار این می دهیم.

می شود. (x, y, z, u)

١ حالت

دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،c١ = c٣ = F١ = F٢ = ٠ و c٢ = F٣ = ١ کنیم فرض
می شوند. حاصل زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات

ξ = τ = ١, η = µ = ϕ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

١ =
dt

١ .

می شود. حاصل زیر ناوردای دو دیفرانسیلی معادله ی این حل با

u = U(X, y, z), X = x− t. (١٠ . ۴)

بنابراین می آوریم. بدست را (۵ . ۴) معادله ی در موجود مشتقات مشتق، زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = UXXx = UX , ut = UXXt = −UX , uxt = (UX)t = (UX)XXt = −UXX ,

uxx = UXX , uyy = Uyy, uzz = Uzz, uxxxx = UXXXX .



٧١ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی مرتبه ی کاهش .٣ . ۴

معادله ی به (۵ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

− UXX + U٢
X + UUXX + UXXXX +

١
٢(Uyy + Uzz) = ٠, (١١ . ۴)

پیدا کاهش z و y، X متغیر سه به چهار از مستقل متغیرهای تعداد که می کنیم مشاهده می شود. تبدیل
است. کرده

٢ حالت

در مقادیر این جایگذاری با ،F٣ = c و F٢ = b ،F١ = a و c١ = c٢ = c٣ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه

ξ = c, η = a, µ = b, ϕ = τ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

c
=

dy

a
=

dz

b
.

می آید. دست به زیر ناورداهای دستگاه این حل با

u = U(X, Y, t), X = y − a

c
x, Y = z − b

c
x.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ut = Ut,

ux = UXXx + UY Yx = −a
c
UX − b

c
UY ,

uy = UXXy + UY Yy = UX ,

uz = UXXz + UY Yz = UY ,

uxt = (−a
c
UX − b

c
UY )t = −a

c
UXt −

b

c
UY t,

uxx = (−a
c
UX − b

c
UY )XXx + (−a

c
UX − b

c
UY )Y Yx

= a٢c٢UXX + ٢ab
c٢UXY +

b٢

c٢
UY Y ,

uyy = (UX)XXy + (UX)Y Yy = UXX ,

uzz = (UY )XXz + (UY )Y Yz = UY Y ,



٧٢ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

uxxxx = ((
a٢

c٢UXX + ٢ab
c٢UXY +

b٢

c٢
UY Y )XXx)x

+ ((
a٢

c٢UXX + ٢ab
c٢UXY +

b٢

c٢
UY Y )Y Yx)x

= (−a
٣

c٣UXXX − ٢a
٢b

c٣ UXXY − ab٢

c٣ UXY Y − a٢b

c٣ UXXY − ٢ab
٢

c٣ UXY Y

− b٣

c٣UY Y Y )XXx + (−a
٣

c٣UXXX − ٢a
٢b

c٣ UXXY − ab٢

c٣ UXY Y

− a٢b

c٣ UXXY − ٢ab
٢

c٣ UXY Y − b٣

c٣UY Y Y )Y Yx,

=
a۴

c۴UXXXX + ۴a
٣b

c۴ UXXXY + ۶a
٢b٢

c۴ UXXY Y + ۴ab
٣

c۴ UXY Y Y +
b۴

c۴UY Y Y Y ,

یافته ی کاهش معادله ی ،(۵ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

− ٢ac٣UXt − ٢bc٣UY t + ٢a٢c٢U٢
X + ۴abc٢UXUY + ٢b٢c٢U٢

Y + ٢a٢c٢UUXX

+ ۴abc٢UUXY + ٢b٢c٢UUY Y + ٢a۴UXXXX + ٨a٣bUXXXY + ١٢a٢b٢UXXY Y

+ ٨ab٣UXY Y Y + ٢b۴UY Y Y Y + c۴UXX + c۴UY Y = ٠,

است. t و Y ،X مستقل متغیر سه دارای معادله این می شود. حاصل

٣ حالت

معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F١ = ١ و c١ = c٣ = F٢ = F٣ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل

ξ = µ = ϕ = ٠, η = ١, τ = c٢.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dy

١ =
dt

c٢
.

می آید. دست به زیر ناورداهای دستگاه این حل با

u = U(x, Y, t), Y = −c٢y + t.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = Ux, uy = −c٢UY , uz = Uz, ut = UY , uxx = Uxx,

uyy = c٢
٢UY Y , uzz = Uzz, uxt = UxY , uxxxx = Uxxxx.



٧٣ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی مرتبه ی کاهش .٣ . ۴

یافته ی کاهش معادله ی ،(۵ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

UxY + U٢
x + UUxx + Uxxxx +

١
٢(c

٢
٢UY Y + Uzz) = ٠, (١٢ . ۴)

است. t و Y ،x مستقل متغیر سه دارای معادله این می شود. حاصل

۴ حالت

دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F١ = F٢ = c٣ = ١ و c١ = c٢ = F٣ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات

ξ = ϕ = τ = ٠, η = ١ − z, µ = ١ + y.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dy

١ − z
=

dz

١ + y
.

می آید. دست به زیر ناورداهای دستگاه این حل با

u = U(x, Y, t), Y = −y − y٢

٢ + z − z٢

٢ .

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = Ux, uy = (−١ − y)UY , uz = (١ − z)UY ,

ut = Ut, uxt = Uxt, uxx = Uxx, uxxxx = Uxxxx,

uyy = −UY + (١ + y)٢UY Y , uzz = −UY + (١ − z)٢UY Y .

می آید. دست به زیر یافته ی کاهش معادله ی ،(۵ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

Uxt + U٢
x + UUxx + Uxxxx + UY Y − Y UY Y − UY = ٠. (١٣ . ۴)

۵ حالت

دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،c١ = F١ = F٢ = ٠ و c٢ = c٣ = F٣ = ١ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات

ξ = ١, η = −z, µ = y, τ = ١, ϕ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

١ =
dy

−z
=

dz

y
=

dt

١ .



٧۴ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, Y, Z), X = y٢ + z٢, Y = x+ arctan
(y
z

)
, Z = −t+ arctan

(y
z

)
.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = UXXx + UY Yx + UZZx = UY ,

uY = UXXy + UY Yy + UZZy = ٢yUX +
z

X
UY +

z

X
UZ ,

uz = UXXz + UY Yz + UZZz = ٢zUX − y

X
UY − y

X
UZ ,

ut = UXXt + UY Yt + UZZt = −UZ ,

uxx = (UY )XXx + (UY )Y Yx + (UY )ZZx = UY Y ,

uxt = (UY )XXt + (UY )Y Yt + (UY )ZZt = −UY Z ,

uyy = (٢yUX +
z

X
UY +

z

X
UZ)XXy + (٢yUX +

z

X
UY +

z

X
UZ)Y Yy

+ (٢yUX +
z

X
UY +

z

X
UZ)ZZy

= ۴y٢UXX − ٢ yz
X٢UY + ۴yz

X
UXY − ٢ yz

X٢UZ

+ ۴yz
X
UXZ +

z٢

X٢UY Y + ٢ z
٢

X٢UY Z +
z٢

X٢UZZ ,

uzz = (٢zUX − y

X
UY − y

X
UZ)XXz + (٢zUX − y

X
UY − y

X
UZ)Y Yz

+ (٢zUX − y

X
UY − y

X
UZ)ZZz

= ۴z٢UXX + ٢ yz
X٢UY − ۴yz

X
UXY + ٢ yz

X٢UZ

− ۴yz
X
UXZ +

y٢

X٢UY Y + ٢ y
٢

X٢UY Z +
y٢

X٢UZZ ,

uxxxx = (UY Y )xx =
[
(UY Y )XXx + (UY Y )Y Yx + (UY Y )ZZx

]
x

= (UY Y Y )x = (UY Y Y )XXx + (UY Y Y )Y Yx + (UY Y Y )ZZx

= UY Y Y Y .

بنابراین می دهیم. قرار (۵ . ۴) معادله ی در را مشتقات این

− UY Z + U٢
Y + UUY Y + UY Y Y Y +

١
٢(۴(y

٢ + z٢)UXX +
١
X٢ (y

٢ + z٢)UY Y

+
٢
X٢ (y

٢ + z٢)UY Z +
١
X٢ (y

٢ + z٢)UZZ) = ٠.

متغیر سه دارای که می رسیم زیر یافته ی کاهش معادله ی به بالا معادله ی در X = y٢ + z٢ جایگذاری با
است. Z و Y ،X مستقل

−٢XUY Z + ٢XU٢
Y + ٢XUUY Y + ٢XUY Y Y Y + ۴X٢UXX + UY Y + ٢UY Z + UZZ = ٠.



٧۵ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی مرتبه ی کاهش .٣ . ۴

۶ حالت

دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F١ = c١ = c٣ = ٠ و c٢ = F٢ = F٣ = ١ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات

ξ = µ = τ = ١, η = ϕ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

١ =
dz

١ =
dt

١ .

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, y, Z), X = −x+ z, Z = −x+ t.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = −UX − UZ , uy = Uy, uz = UX , ut = UZ

uxt = −UXZ − UZZ , uxx = UXX + ٢UXZ + UZZ , uyy = Uyy, uzz = UXX ,

uxxxx = UXXXX + ۴UXXXZ + ۶UXXZZ + ۴UXZZZ + UZZZZ .

می آید. دست به زیر یافته ی کاهش معادله ی ،(۵ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

− UXZ − UZZ + U٢
X + ٢UXUY + U٢

Z + UUXX + ٢UUXZ + UUZZ + UXXXX

+ ۴UXXXZ + ۶UXXZZ + ۴UXZZZ + UZZZZ +
١
٢(Uyy + UXX) = ٠.

٧ حالت

معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،c٣ = ١ و c١ = c٢ = F١ = F٢ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل

ξ = F٣, η = −z, µ = y, ϕ = τ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

F٣
=

dy

−z
=

dz

y
.

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, Y, t), X = y٢ + z٢, Y = x+ F٣ arctan(
y

z
).



٧۶ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ut = Ut, ux = UY , uy = ٢yUX + F٣
z

X
UY ,

uz = ٢zUX − F٣
y

X
UY , uxt = UY t, uxx = UY Y ,

uyy = ۴y٢UXX − ٢F٣
yz

X٢UY + ۴F٣
yz

X
UXY + F ٢

٣
z٢

X٢UY Y ,

uzz = ۴z٢UXX + ٢F٣
yz

X٢UY − ۴F٣
yz

X
UXY + F ٢

٣
y٢

X٢UY Y ,

uxxxx = UY Y Y Y .

می آید. دست به زیر یافته ی کاهش معادله ی ،(۵ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

٢XUY t + ٢XU٢
Y + ٢XUUY Y + ٢XUY Y Y Y + ۴X٢UXX + F ٢

٣UY Y = ٠.

٨ حالت

دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F٢ = F٣ = c٣ = ١ و c١ = c٢ = F١ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات

ξ = ١, η = −z, µ = ١ + y, ϕ = τ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

١ =
dy

−z
=

dz

١ + y
.

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, Y, t), X = ٢y + y٢ + z٢, Y = x+ arctan
(١ + y

z

)
.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = UY , uy = (٢ + ٢y)UX +
z

١ +X
UY , uz = ٢zUX − ١ + y

١ +X
UY ,

ut = Ut, uxx = UY Y , uxt = UY t, uxxxx = UY Y Y Y ,

uyy = (۴ + ٨y + ۴y٢)UXX − ٢ z + yz

(١ +X)٢UY + ۴z + yz

١ +X
UXY +

z٢

(١ +X)٢UY Y ,

uzz = ۴z٢UXX + ٢ z + yz

(١ +X)٢UY − ۴z + yz

١ +X
UXY +

١ + ٢y + y٢

(١ +X)٢ UY Y .

بنابراین می دهیم. قرار (۵ . ۴) معادله ی در مشتقات این

UY t + U٢
Y + UUY Y + UY Y Y Y +

١
٢
(

۴(١ + ٢y + y٢ + z٢)UXX

+
١ + ٢y + y٢ + z٢

(١ +X)٢ UY Y

)
= ٠.



٧٧ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی مرتبه ی کاهش .٣ . ۴

می رسیم. زیر یافته ی کاهش معادله ی به بالا معادله ی در X = ٢y + y٢ + z٢ جایگذاری با

٢UY t + ٢XUY t + ٢U٢
Y + ٢XU٢

Y + ٢UUY Y + ٢XUUY Y + ٢UY Y Y Y + ٢XUY Y Y Y

+ ۴UXX + ٨XUXX + ۴X٢UXX + UY Y +XUY Y = ٠.

(χ ̸= ٠) ٢ حالت در کودریاشف-سینلشیکوف معادله ی مرتبه ی کاهش ٣ . ٢ . ۴

و F٣ و ،F٢ ،F١ توابع که حالت ها برخی در ،(χ ̸= ٠) ٢ حالت برای را مرتبه کاهش بخش این در
انجام باشند صفر غیر یا صفر (۶ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات دستگاه در موجود c٣ و c٢ ،c١ ثابت های

می دهیم.

١ حالت

دیفرانسیل معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F١ = F٢ = c٢ = ٠ و c١ = ١ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (٨ . ۴) جزئی

ξ = F٣(t), η = µ = ϕ = ٠, τ = ١.

داریم: (١٠ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

F٣(t)
=

dt

١ .

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, y, z), X = x−
∫
F٣(t)dt.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ut = UXXt = −UX

∫
F ′

٣(t)dt = −UXF٣(t), ux = UX , uy = Uy,

uz = Uz, uxx = UXX , uyy = Uyy, uzz = Uzz, uxxx = UXXX ,

uxxxx = UXXXX , uxt = (UX)XXt = −UXX

∫
F ′

٣(t)dt = −UXXF٣(t).

می آید. دست به زیر یافته ی کاهش معادله ی (٧ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

− UXXF٣(t) + U٢
X + UUXX + UXXXX − χUXXX +

١
٢(Uyy + Uzz) = ٠. (١۴ . ۴)

٢ حالت



٧٨ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

دیفرانسیل معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با c١ = F١ = F٢ = ٠ و c٢ = ١ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (٨ . ۴) جزئی

ξ = F٣, η = −z, µ = y, ϕ = τ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

F٣
=

dy

−z
=

dz

y
.

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, Y, t), X = y٢ + z٢, Y = x+ F٣ arctan
(y
z

)
.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = UY , uy = ٢yUX + F٣
z

X
UY , uz = ٢zUX − F٣

y

X
UY ,

ut = YtUY , uxx = UY Y , uxt = YtUY Y ,

uyy = ۴y٢UXX − ٢F٣
yz

X٢UY + ۴F٣
yz

X
UXY + F ٢

٣
z٢

X٢UY Y ,

uzz = ۴z٢UXX + ٢F٣
yz

X٢UY − ۴F٣
yz

X
UXY + F ٢

٣
y٢

X٢UY Y ,

Uxxx = UY Y Y , uxxxx = UY Y Y Y .

می آید. دست به زیر یافته ی کاهش معادله ی ،(٧ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

٢XYtUY Y +٢XU٢
Y +٢XUUY Y +٢XUY Y Y Y −٢χXUY Y Y +۴X٢UXX +F ٢

٣UY Y = ٠.

٣ حالت

دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F٣ = c و F٢ = b ،F١ = a و c١ = c٢ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (٨ . ۴) جزئی دیفرانسیل معادلات

ξ = c, η = a, µ = b, ϕ = τ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

c
=

dy

a
=

dz

b
.

می آید. دست به زیر ناورداهای دستگاه این حل با

u = U(X,Y, t), , X = y − a

c
x, Y = z − b

c
x.



٧٩ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی مرتبه ی کاهش .٣ . ۴

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ut = Ut, ux = −a
c
UX − b

c
UY , uy = UX ,

uz = UY , uxx =
a٢

c٢UXX + ٢ab
c٢UXY +

b٢

c٢
UY Y ,

uxt = −a
c
UXt −

b

c
UY t, uyy = UXX , uzz = UY Y ,

uxxx = −a
٣

c٣UXXX − ٣a
٢b

c٣ UXXY − ٣ab
٢

c٣ UXY Y − b٣

c٣UY Y Y ,

uxxxx =
a۴

c۴UXXXX + ۴a
٣b

c۴ UXXXY + ۶a
٢b٢

c۴ UXXY Y + ۴ab
٣

c۴ UXY Y Y +
b۴

c۴UY Y Y Y .

یافته ی کاهش معادله ی ،(٧ . ۴) معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

− ٢ac٣UXt − ٢bc٣UY t + ٢a٢c٢U٢
X + ۴abc٢UXUY + ٢b٢c٢U٢

Y + ٢a٢c٢UUXX

+ ۴abc٢UUXY + ٢b٢c٢UUY Y + ٢a۴UXXXX + ٨a٣bUXXXY + ١٢a٢b٢UXXY Y

+ ٨ab٣UXY Y Y + ٢b۴UY Y Y Y + ٢a٣cχUXXX + ۶a٢bcχUXXY + ۶ab٢cχUXY Y

+ ٢b٣cχUY Y Y + c۴(UXX + UY Y ) = ٠,

است. t و Y ،X مستقل متغیر سه دارای معادله این می شود. حاصل

۴ حالت

معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F١ = F٢ = ٠ و c١ = c٢ = F٣ = ١ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (٨ . ۴) جزئی دیفرانسیل

ξ = ١, η = −z, µ = y, τ = ١, ϕ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dx

١ =
dy

−z
=

dz

y
=

dt

١ .

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, Y, Z), X = y٢ + z٢, Y = x+ arctan
(y
z

)
, Z = −t+ arctan

(y
z

)
.



٨٠ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = UY , uY = ٢yUX +
z

X
UY +

z

X
UZ , uz = ٢zUX − y

X
UY − y

X
UZ ,

ut = −UZ , uxx = UY Y , uxt = −UY Z , uxxx = UY Y Y , uxxxx = UY Y Y Y ,

uyy = ۴y٢UXX − ٢ yz
X٢UY + ۴yz

X
UXY − ٢ yz

X٢UZ + ۴yz
X
UXZ +

z٢

X٢UY Y

+ ٢ z
٢

X٢UY Z +
z٢

X٢UZZ ,

uzz = ۴z٢UXX + ٢ yz
X٢UY − ۴yz

X
UXY + ٢ yz

X٢UZ − ۴yz
X
UXZ +

y٢

X٢UY Y

+ ٢ y
٢

X٢UY Z +
y٢

X٢UZZ .

می آبد. کاهش زیر صورت به معادله بنابراین می دهیم. قرار (٧ . ۴) معادله ی در را مشتقات این

− ٢XUY Z + ٢XU٢
Y + ٢XUUY Y + ٢XUY Y Y Y − ٢χXUY Y Y + ۴X٢UXX

+ UY Y + ٢UY Z + UZZ = ٠.

۵ حالت

معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،c٢ = F٢ = F٣ = ١ و c١ = F١ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (٨ . ۴) جزئی دیفرانسیل

ξ = ١, η = −z, µ = ١ + y, ϕ = τ = ٠.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با
dx

١ =
dy

−z
=

dz

١ + y
.

از: عبارت اند ناورداها دستگاه این حل با

u = U(X, Y, t), X = ٢y + y٢ + z٢, Y = x+ arctan
(١ + y

z

)
.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = UY , uy = (٢ + ٢y)UX +
z

١ +X
UY , uz = ٢zUX − ١ + y

١ +X
UY ,

ut = Ut, uxx = UY Y , uxt = UY t, uxxx = UY Y Y , uxxxx = UY Y Y Y ,

uyy = (۴ + ٨y + ۴y٢)UXX − ٢ z + yz

(١ +X)٢UY + ۴z + yz

١ +X
UXY +

z٢

(١ +X)٢UY Y ,

uzz = ۴z٢UXX + ٢ z + yz

(١ +X)٢UY − ۴z + yz

١ +X
UXY − ١ + ٢y + y٢

(١ +X)٢ UY Y .



٨١ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی دقیق جواب های .۴ . ۴

می آبد. کاهش زیر صورت به معادله بنابراین می دهیم. قرار (٧ . ۴) معادله ی در مشتقات این

٢UY t + ٢XUY t + ٢U٢
Y + ٢XU٢

Y + ٢UUY Y + ٢XUUY Y + ٢UY Y Y Y + ٢XUY Y Y Y

− ٢χUY Y Y − ٢χXUY Y Y + ۴UXX + ٨XUXX + ۴X٢UXX + UY Y +XUY Y = ٠.

۶ حالت

معادلات دستگاه در مقادیر این جایگذاری با ،F١ = c٢ = ١ و c١ = F٢ = F٣ = ٠ کنیم فرض
می باشند. زیر صورت به V برداری میدان ضرایب (٨ . ۴) جزئی دیفرانسیل

ξ = ϕ = τ = ٠, η = ١ − z, µ = y.

داریم: (٩ . ۴) مشخصه ی معادلات در مقادیر این دادن قرار با

dy

١ − z
=

dz

y
.

می آید. دست به زیر ناورداهای دستگاه این حل با

u = U(x, Y, t), Y = −١
٢(y

٢ + z٢) + z.

داریم: مشتق زنجیره ی قاعده از استفاده با

ux = Ux, uy = −yUY , uz = (١ − z)UY , ut = Ut, uxx = Uxx,

uyy = y٢UY Y , uzz = (١ − z)٢UY Y , uxt = Uxt, uxxx = Uxxx, uxxxx = Uxxxx.

می آبد. کاهش زیر صورت به معادله بنابراین می دهیم. قرار (٧ . ۴) معادله ی در را مشتقات این

Uxt + U٢
x + UUxx + Uxxxx − χUxxx − Y UY Y +

١
٢UY Y = ٠.

کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادله ی دقیق جواب های ۴ . ۴

آوریم. بدست را ،(٢ . ۴) کودریاشف-سینلشیکوف، معادله ی دقیق جواب های می خواهیم بخش این در
معادله ی به نسبت کودریاشف-سینلشیکوف یافته ی کاهش معادله ی جواب های یافتن که است بدیهی
(١٣ . ۴) ،(١١ . ۴) یافته ی کاهش معادلات دقیق جواب های مثال برای است. آسان تر آن (١+٣)−بعدی
(١٣ . ۴) و (١١ . ۴) معادلات برای را مناسب متغیر تغییر ابتدا کار این برای می آوریم. بدست را (١۴ . ۴) و
کاهش را معادلات مرتبه ی آن از استفاده با و می گیریم، نظر در متغیر ضرایب با (١۴ . ۴) معادله ی برای و



٨٢ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

ریکاتی۴ معادله ی روش گیری کار به با سپس می رسیم. ODE دیفرانسیل معادله ی یک به که می دهیم.
.[١١ ،٣۶] می آوریم دست به را یافته کاهش معادلات جواب

سیار موج متغیر تغییر (١١ . ۴) معادله ی مرتبه ی کاهش برای

U(X, y, z) = v(w), w = kx+ ly +mz, (١۵ . ۴)

قاعده  از استفاده با هستند. دلخواه ثابت های m و l ،k ضرایب و X = x − t که می بریم. کار به را
داریم: مشتق زنجیره ی

UX =
dv

dw

∂w

∂X
= kv′, UXX =

∂UX

∂X
=

d(kv′)

dw

∂w

∂X
= k٢v′′,

Uy =
dv

dw

∂w

∂y
= lv′, Uyy =

∂Uy

∂y
=

d(lv′)

dw

∂w

∂y
= l٢v′′,

Uz =
dv

dw

∂w

∂z
= mv′, Uzz =

∂Uz

∂z
=

d(mv′)

dw

∂w

∂z
= m٢v′′,

UXXX =
∂UXX

∂X
=

d(k٢v′′)

dw

∂w

∂X
= k٣v′′′,

UXXXX =
∂UXXX

∂X
=

d(k٣v′′′)

dw

∂w

∂X
= k۴v(۴).

زیر خطی غیر معمولی دیفرانسیل معادله ی به معادله این (١١ . ۴) معادله ی در بالا مشتقات جایگذاری با
می آبد. کاهش است w مستقل متغیر یک دارای که

−k٢v′′ + k٢(v′)٢ + k٢vv′′ + k۴v(۴) +
١
٢
(
l٢ +m٢)v′′ = ٠.

داریم: انتگرالی ثابت های کردن فرض صفر و بالا معادله ی از انتگرال گیری با

−k٢v′ + k٢vv′ + k۴v′′′ +
١
٢
(
l٢ +m٢)v′ = ٠.

بنابراین می کنیم. فرض صفر را انتگرالی ثابت های و می گیریم انتگرال نیز معادله این از

− k٢v +
١
٢k

٢v٢ + k۴v′′ +
١
٢
(
l٢ +m٢)v = ٠. (١۶ . ۴)

شکل به (١۶ . ۴) دیفرانسیل معادله ی جواب های کنیم فرض

v =
n∑

i=٠
aiφ

i, (١٧ . ۴)

ریکاتی معادله ی در φ و دلخواه ثابت های ai−ها که باشند.

φ′ = φ٢ + r, (١٨ . ۴)
۴Riccati
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با خطی جمله ی دادن قرار تراز با (١۶ . ۴) معادله ی در حال است. ثابت یک r که می کند. صدق
زیر صورت به را n می توان توان مرتبه ی بزرگ ترین با خطی غیر جمله ی و مشتق مرتبه ی بزرگ ترین

آورد. بدست
n+ ٢ = ٢n =⇒ n = ٢.

بنابراین

v(w) = a٠ + a١φ+ a٢φ
٢. (١٩ . ۴)

داریم: φ′′ = ٢rφ+ ٢φ٣ و φ′ = φ٢ + r اینکه و (١٩ . ۴) معادله ی از مشتق گیری با

v′(w) = a١r + ٢a٢rφ+ a١φ
٢ + ٢a٢φ

٣,

v′′(w) = ٢a٢r
٢ + ٢a١rφ+ ٨a٢rφ

٢ + ٢a١φ
٣ + ۶a٢φ

۴.

معادله ی φ از توان های حسب بر آن کردن مرتب و (١۶ . ۴) معادله ی در v′′ و v′ ،v مقادیر جایگذاری با
می آید. دست به زیر جبری

− k٢a٠ +
١
٢k

٢a٢
٠ + ٢k۴a٢r

٢ +
١
٢ l

٢a٠ +
١
٢m

٢a٠

+
(
− k٢a١ + k٢a٠a١ + ٢k۴a١r +

١
٢ l

٢a١ +
١
٢m

٢a١
)
φ

+
(
− k٢a٢ +

١
٢k

٢a٢
١ + k٢a٠a٢ + ٨k۴a٢r +

١
٢ l

٢a٢ +
١
٢m

٢a٢
)
φ٢

+
(
k٢a١a٢ + ٢k۴a١

)
φ٣ +

(١
٢k

٢a٢
٢ + ۶k۴a٢

)
φ۴ = ٠.

می رسیم. زیر جبری معادلات دستگاه به (i = ٠,١,٢,٣,۴) φi−ها ضرایب قراردادن صفر برابر با حال

−k٢a٠ +
١
٢k

٢a٢
٠ + ٢k۴a٢r

٢ + ١
٢ l

٢a٠ +
١
٢m

٢a٠ = ٠

−k٢a١ + k٢a٠a١ + ٢k۴a١r +
١
٢ l

٢a١ +
١
٢m

٢a١ = ٠

−k٢a٢ +
١
٢k

٢a٢
١ + k٢a٠a٢ + ٨k۴a٢r +

١
٢ l

٢a٢ +
١
٢m

٢a٢ = ٠

k٢a١a٢ + ٢k۴a١ = ٠
١
٢k

٢a٢
٢ + ۶k۴a٢ = ٠

بدست زیر صورت به r و m ،k برحسب l و a٢ ،a١ ،a٠ برای جواب حالت دو دستگاه این حل با
می آید.

١ حالت

a٠ = −۴k٢r, a١ = ٠, a٢ = −١٢k٢, l = ±
√

−٨k۴r + ٢k٢ −m٢. (٢٠ . ۴)

٢ حالت

a٠ = −١٢k٢r, a١ = ٠, a٢ = −١٢k٢, l = ±
√

٨k۴r − ٢k٢ −m٢. (٢١ . ۴)
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می باشد. زیر جواب های دارای (١٨ . ۴) ریکاتی معادله ی

φ =


−
√
−r tanh

(√
−rw

)
, r < ٠

− ١
w
, r = ٠

√
r tan

(√
rw
)
, r > ٠

(٢٢ . ۴)

.w = kX + ly +mz که
مشابه و دقیق جواب های برخی (٢٢ . ۴) و (٢٠ . ۴) ،(١٩ . ۴) ،(١۵ . ۴) ،(١٠ . ۴) روابط ترکیب با

می باشد. زیر صورت به کودریاشف-سینلشیکوف معادله ی

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r < ٠ اگر •

u(x, y, z, t) = U(X, y, z) = v(w) = a٠ + a١φ+ a٢φ
٢

= −۴k٢r + ١٢k٢r tanh٢ [√−r(kx− kt+ ly +mz)
]
.

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r = ٠ اگر •

u(x, y, z, t) = −۴k٢r − ١٢k٢r

(kx− kt+ ly +mz)٢ .

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r > ٠ اگر •

u(x, y, z, t) = −۴k٢r − ١٢k٢r tan٢ [√r(kx− kt+ ly +mz)
]
.

هستند. ثابت m و k ،r ،l = ±
√
−٨k۴r + ٢k٢ −m٢ که

معادله ی دیگر مشابه جواب های برخی (٢٢ . ۴) و (٢١ . ۴) ،(١٩ . ۴) ،(١۵ . ۴) ،(١٠ . ۴) ترکیب با
می باشد. زیر صورت به کودریاشف-سینلشیکوف

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r < ٠ اگر •

u(x, y, z, t) = −١٢k٢r + ١٢k٢r tanh٢ [√−r(kx− kt+ ly +mz)
]
.

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r = ٠ اگر •

u(x, y, z, t) = −١٢k٢r − ١٢k٢r

(kx− kt+ ly +mz)٢ .

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r > ٠ اگر •

u(x, y, z, t) = −١٢k٢r − ١٢k٢r tan٢ [√r(kx− kt+ ly +mz)
]
.
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هستند. ثابت m و k ،r ،l = ±
√

٨k۴r − ٢k٢ −m٢ که

متغیر تغییر کار این برای کنیم. محاسبه را (١٣ . ۴) معادله ی مشابه و دقیق جواب های می خواهیم
می گیریم. نظر در را زیر سیار موج

U(x, Y, t) = v(w), w = ρ(t)x+ σ(t)Y + c(t), Y = −y − y٢

٢ + z − z٢

٢ . (٢٣ . ۴)

داریم: مشتق زنجیره  ی قاعده  از استفاده با هستند. دلخواه توابعی c(t) و σ(t) ،ρ(t) که

Ux =
dv

dw

∂w

∂x
= ρ(t)v′, UXX =

∂Ux

∂x
=

d(ρ(t)v′)

dw

∂w

∂x
= ρ٢(t)v′′,

UY =
dv

dw

∂w

∂Y
= σ(t)v′, UY Y =

∂UY

∂Y
=

d(σ(t)v′)

dw

∂w

∂Y
= σ٢(t)v′′,

Ut =
dv

dw

∂w

∂t
=
(
ρ′(t)x+ σ′(t)Y + c′(t)

)
v′,

Uxt =
∂Ux

∂t
=

d(ρ(t)v′)

dw

∂w

∂t
= ρ(t)

(
ρ′(t)x+ σ′(t)Y + c′(t)

)
v′′,

Uxxx =
∂Uxx

∂x
=

d(ρ٢(t)v′′)

dw

∂w

∂x
= ρ٣(t)v′′′,

Uxxxx =
∂Uxxx

∂x
=

d(ρ٣(t)v′′′)

dw

∂w

∂x
= ρ۴(t)v(۴).

زیر خطی غیر معمولی دیفرانسیل معادله ی به معادله این (١٣ . ۴) معادله ی در بالا مشتقات جایگذاری با
می آبد. کاهش w مستقل متغیر با

ρ۴v(۴) +
(
ρρ′x+ ρσ′Y + ρc′ − σ٢ − σ٢Y )v′′ + ρ٢vv′′ + ρ٢(v′)٢ − σv′ = ٠. (٢۴ . ۴)

صورت به بالا معادله ی جواب های کنیم فرض است. شده گرفته مشتق w به نسبت v از معادله این در که

v =
n∑

i=٠
ai(t)φ

i,

قرار تراز با می کند. صدق (١٨ . ۴) ریکاتی معادله ی در φ و دلخواه توابعی ai(t)−ها آن در که باشند
معادله ی در توان مرتبه ی بزرگ ترین با خطی غیر جمله ی و مشتق مرتبه ی بزرگ ترین با خطی جمله ی دادن

کرد. محاسبه زیر صورت به را n می توان (٢۴ . ۴)

n+ ۴ = ٢n+ ٢ =⇒ n = ٢.

بنابراین

v(w) = a٠(t) + a١(t)φ+ a٢(t)φ
٢. (٢۵ . ۴)
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می کنیم. مرتب φ از توان های به نسبت و کرده جایگذاری (٢۴ . ۴) در را (٢۵ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات

می آید. بدست جبری معادلات دستگاه یک کار این با می دهیم. قرار صفر برابر را φi−ها ضرایب سپس
می آیند. بدست زیر جواب های دستگاه این حل با

a٠ =
−٣ρρ′′(t)Y + ٩(Y − ١)(ρ′(t))٢ − ρρ′(t)x− ٨ρ۴r − ρc′(t)

ρ٢ ,

a١ = ٠, a٢ = −١٢ρ٢, σ(t) = ٣ρ′(t). (٢۶ . ۴)

هستند. t از دلخواه توابعی c(t) و σ(t) ،ρ(t) ،Y = −y − y٢

٢ + z − z٢

٢ که
برای دیگری مشابه ی و دقیق جواب های (٢۶ . ۴) و (٢۵ . ۴) ،(٢٣ . ۴) ،(٢٢ . ۴) روابط ترکیب با

می ید. بدست زیر صورت به کودریاشف-سینلشیکوف معادله ی

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r < ٠ اگر •

u(x, y, z, t) =
−٣ρρ′′(t)Y + ٩

(
Y − ١

)(
ρ′(t)

)٢ − ρρ′(t)x− ٨ρ۴r − ρc′(t)

ρ٢

+ ١٢ρ٢r tanh٢ [√−r
(
ρ(t)x+ ٣ρ′(t)Y + c(t)

)]
.

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r = ٠ اگر •

u(x, y, z, t) =
−٣ρρ′′(t)Y + ٩

(
Y − ١

)(
ρ′(t)

)٢ − ρρ′(t)x− ٨ρ۴r − ρc′(t)

ρ٢

− ١٢ρ٢(
ρ(t)x+ ٣ρ′(t)Y + c(t)

)٢ .

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r > ٠ اگر •

u(x, y, z, t) =
−٣ρρ′′(t)Y + ٩

(
Y − ١

)(
ρ′(t)

)٢ − ρρ′(t)x− ٨ρ۴r − ρc′(t)

ρ٢

− ١٢ρ٢r tan٢ [√r(ρ(t)x+ ٣ρ′(t)Y + c(t)
)]
.

هستند. t از دلخواه توابعی c(t) و σ(t) ،ρ(t) ،Y = −y − y٢

٢ + z − z٢

٢ که
کنیم فرض سادگی برای می آوریم. دست به را (١۴ . ۴) معادله ی دقیق جواب های مثال آخرین برای

سیار موج متغیر تغییر معادله این برای .F٣ = ١

U(X, y, z) = v(w), w = kX + ly +mz, (٢٧ . ۴)

از استفاده با هستند. ثابت m و l ،k نیز و X = x − t که می بریم. بکار آن مرتبه ی کاهش برای را
داریم: مشتق زنجیره  ی قاعده 

UXX = k٢v′′, Uyy = l٢v′′, Uzz = m٢v′′, UXXX = k٣v′′′, UXXXX = k۴v(۴).
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می رسیم. زیر یافته ی کاهش معادله ی به بالا معادله ی در مشتقات این جایگذاری با

−k٢v′′ + k٢(v′)٢ + k٢vv′′ + k۴v(۴) − χk٣v′′′ +
١
٢(l

٢ +m٢)v′′ = ٠.

از انتگرال گیری بار دو با است. w مستقل متغیر با خطی غیر ODE دیفرانسیل معادله ی یک که
داریم: w به نسبت فوق معادله ی

− k٢v +
١
٢k

٢v٢ + k۴v′′ − χk٣v′ +
١
٢(l

٢ +m٢)v = ٠. (٢٨ . ۴)

صورت به فوق معادله ی جواب کنیم فرض

v =
n∑

i=٠
aiφ

i,

قرار تراز با می کند. صدق (١٨ . ۴) ریکاتی معادله ی در φ و دلخواه ثابت های ai−ها آن در که باشند،
معادله ی در توان مرتبه ی بزرگ ترین با خطی غیر جمله ی و مشتق مرتبه ی بزرگ ترین با خطی جمله ی دادن

کرد. محاسبه زیر صورت به را n می توان (٢٨ . ۴)

n+ ٢ = ٢n =⇒ n = ٢.

بنابراین

v(w) = a٠ + a١φ+ a٢φ
٢. (٢٩ . ۴)

می کنیم. مرتب φ از توان های به نسبت و کرده جایگذاری (٢٨ . ۴) در را (٢٩ . ۴) و (١٨ . ۴) معادلات

می آید. بدست جبری معادلات دستگاه یک کار این با می دهیم. قرار صفر برابر را φi−ها ضرایب سپس
می آیند. بدست زیر جواب حالت دو دستگاه این حل با

١ حالت

a٠ =
٢k٢ − ٢۴k٢r − l٢ −m٢

٢k٢ ,

a١ = ٢۴
√
−rk٢, a٢ = −١٢k٢, χ = ١٠k

√
−r. (٣٠ . ۴)

٢ حالت

a٠ =
٢k٢ − ٢۴k٢r − l٢ −m٢

٢k٢ ,

a١ = −٢۴
√
−rk٢, a٢ = −١٢k٢, χ = −١٠k

√
−r. (٣١ . ۴)

.r ⩽ ٠ که می کنیم مشاهده
برای دیگری مشابه ی و دقیق جواب های (٣٠ . ۴) و (٢٩ . ۴) ،(٢٧ . ۴) ،(٢٢ . ۴) روابط ترکیب با

می ید. بدست زیر صورت به کودریاشف-سینلشیکوف معادله ی



٨٨ کودریاشف-سینلشیکوف سه-بعدی معادلات گروهی بررسی .۴

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r = ٠ اگر •

u(x, y, z, t) =
٢k٢ − ٢۴k٢r − l٢ −m٢

٢k٢ − ٢۴
√
−rk٢

kx− kt+ ly +mz

− ١٢k٢

(kx− kt+ ly +mz)٢ .

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r < ٠ اگر •

u(x, y, z, t) =
٢k٢ − ٢۴k٢r − l٢ −m٢

٢k٢ + ٢۴k٢r tanh
[√

−r(kx− kt+ ly +mz)
]

+ ١٢k٢r tanh٢ [√−r(kx− kt+ ly +mz)
]
.

هستند. ثابت m و l ،k ،r که

برای دیگری مشابه ی و دقیق جواب های (٣١ . ۴) و (٢٩ . ۴) ،(٢٧ . ۴) ،(٢٢ . ۴) روابط ترکیب با
می ید. بدست زیر صورت به کودریاشف-سینلشیکوف معادله ی

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r = ٠ اگر •

u(x, y, z, t) =
٢k٢ − ٢۴k٢r − l٢ −m٢

٢k٢ +
٢۴

√
−rk٢

kx− kt+ ly +mz

− ١٢k٢

(kx− kt+ ly +mz)٢ .

از: است عبارت مشابه جواب آنگاه r < ٠ اگر •

u(x, y, z, t) =
٢k٢ − ٢۴k٢r − l٢ −m٢

٢k٢ − ٢۴k٢r tanh
[√

−r(kx− kt+ ly +mz)
]

+ ١٢k٢r tanh٢ [√−r(kx− kt+ ly +mz)
]
.

هستند. ثابت m و l ،k ،r که
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Heat equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرما معادله ی

Laplace equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس معادله ی

Integral curve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال منحنی

Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد.

Topological manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژیک منیفلد

Grassmann manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرسمن منیفلد

Smooth manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار منیفلد

Locally Euclidean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسی موضاً

Infinitesimal generator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوچک بینهایت مولد

Vector field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری میدان

Invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا

Left invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ناوردای

Differential invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی ناوردای

Right-invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ناوردای

�Adjoint map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج نگاشت

Exponential map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی نگاشت

Inversion map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون ساز نگاشت

Smooth map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار نگاشت

Adjoint representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحاقی نمایش

Inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون

Equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم ارز

Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند

Pathwise connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیری همبند

Smooth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار



فارسی به انگلیسی واژه نامه

Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمل

�Adjoint map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج نگاشت

Adjoint representation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحاقی نمایش

Adjoint vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحاقی بردار

Adjoint action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الحاقی عمل

Affine group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آفین گروه

Antisymmetric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پادمتقارن

Atlas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اطلس

Bijective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوسویی.

Bilinear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوخطی

Burgers’ equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برگر معادله ی

Chain rule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زنجیره ی قاعده ی

Characteristic system . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه دستگاه

Classification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بندی طبقه

Commutator table . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجاگر جدول

Conjugate subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مزدوج زیرگروه

Conjugation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری مزدوج

Connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همبند

Coordinate chart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختصاتی چارت

�Dependent variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته متغیر

Derivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق

Diffeomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفئومورفیسم

Differential invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلی ناوردای

��Dimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد

Effective action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مؤثر عمل



٩٨ فارسی به انگلیسی واژه نامه

Embedding . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایمبدینگ

Equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم ارز

Euler equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر معادلات

Euclidean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسی

Exponential map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمایی نگاشت

Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شار

Functionallay independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابعی مستقل

Fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بنیادی.

General linear group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عام خطی گروه

Graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف

Grassmann manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرسمن منیفلد

Group invariant solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروهی ناوردای جواب های

Heat equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرما معادله ی

Immersed submanifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایمرژن. زیرمنیفلد

Immersion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایمرژن

Independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل

Infinitesimal generator . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوچک بینهایت مولد

Invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا

Invariant function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا تابع

Integral curve . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال منحنی

Integral factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال. فاکتور

Inverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون

Inversion map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون ساز نگاشت

Jacobi identity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبی. اتحاد

Jacobian matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ژاکوبین ماتریس

Jet space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جت. فضای

Laplace equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس معادله ی

Left invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ناوردای

Left multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چپ ضرب

Lie algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی جبر

Lie bracket . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی کروشه ی

Lie derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی مشتق



٩٩ فارسی به انگلیسی واژه نامه

Lie group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی گروه

Lie series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی سری

Lie subalgebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی زیرجبر

Lie subgroup . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی زیرگروه

Lie symmetry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لی تقارن

Local coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی مختصات

Locally Euclidean . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اقلیدسی موضاً

Manifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد.

Maximal rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال رتبه ی

Nonlinear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی غیر

One-parameter group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یک-پارامتری گروه

Open submanifold . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز زیرمنیفلد

Orbit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدار

Ordinary differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معمولی دیفرانسیل معادله ی

Orthogona group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد گروه

Partial differential equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئی دیفرانسیل معادله ی

Partial equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئی مشتق

Pathwise connected . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیری همبند

Point transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه ای تبدیل

Prolongation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دهی امتداد

Push-forward . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیش برنده

Quadrature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال گیری.

Rank . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رتبه

Regular action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم عمل

Riccati equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریکاتی معادله ی

Right action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست. عمل

Right-invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راست ناوردای

Rotation group . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوران گروه

Scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجانس
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Aabstract

One of the application of differential equations is in engineering sciences. A geometrical
structure is defined on physical phenomena by a coordinate chart will be defined on the
considered structure. One of the important differential equations in fluid mechanics is
three dimension Kudryashov-Sinelshikov equation which is describing the pressure waves
in a mixture liquid and gas bubbles taking into consideration the viscosity of liquid and
the heat transfer, it is generalization of the KdV and the BKdV equation and similar
but not identical to the Camassa-Holm equation. In this thesis we apply Lie theory of
differential equation for finding some exact solution of the equation.

key words: Differential equation, Lie Group, Lie algebra, Lie symmetry, Invariant, In-
finitesimal generator, Three-dimensional Kudryashov-Sinelshchikov equation, Group in-
variant solutions.
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