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චاری... ণپاس໋�
کوشندگان، و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را سپاسخدای
وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك خاندان و محمد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق
را عزیزم مادر و پدر بندگانش، مهربان�ترین دستان الطافش، از سپاس نشانه به است. وجودشان وامدار

می�زنم. بوسه
او، شائبه�ی بی زحمات از قدردانی مقام در که است آن از اجل معلم، منزلت و جایگاه شک بدون
است انسانی از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با
بر تضمین؛ سپرده�اند، دستش به که را امانت�هایی سلامت و می�کند تامین را آفرینش غایت و هدف که
بزرگوارم، استاد از ”جل و عز اله یشکر لم المخلوقین من المنعم یشکر لم من ” باب از و وظیفه حسب
غفلت�هایم کنار از کریمانه و کشیده عفو قلم من، درشتی و کوتاهی بر همواره که آرشی محمد دکتر جناب

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد . دارم را تشکر کمال گذشته�اند،
دریغشان بی کمک�های با رساله این انجام در که مهربانم و عزیز دوستان از که می�دانم لازم هچنین

آرزومندم. را بهترین�ها آن�ها برای و کنم تشکر دادند، قرار خود توجه و لطف مورد مرا

ਣඇඌࣹی ণیدهඵ෠বرا
৘඼ෙ७ور۱۳۹۴



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی حسینی بصیرا سیده اینجانب
نرمال توزیع در بیزی دیدگاه از چند�بعدی مقیاس�گذاری عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد آرشی محمد دکتر راهنمایی تحت ، متغیره چند

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ਣඇඌࣹی ণیدهඵ෠বرا
৘඼ෙ७ور۱۳۹۴

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
روش از استفاده با باشیم، داشته را شهر یک مختلف ادارات و فرمانداری شهرداری، فاصله�ی اگر
ماتریس از یعنی کنیم. رسم بعدی دو صفحه�ی یک در را مکان�ها این می�توانیم چند�بعدی، مقیاس�گذاری
برسیم. است، ناچیز بسیار آن خطای که تقریبی بطور بلکه دقیق به�طور نه مشاهدات، ماتریس به فاصله
یافتن منظور به فقط و دارد. کاربرد موضوعات و زمینه�ها از بسیاری در چند�بعدی مقیاس�گذاری روش
هر می�توانند داده�ها می�رود. کار به نیز متغیرها بعد کاهش برای بلکه نمی�باشد شهرها نقشه�ی یا مکان
سپس و می�شود تشکیل فاصله ماتریس یک شده مشاهده داده�ها�ی براساس روش این در باشند. چیزی

می�آید. به�دست کمتر بعد در نظر مورد پیکره
بصری�سازی مسئله�ی به که است چند�متغیره داده�های تحلیل از روش چندین شامل چند�بعدی، مقیاس�گذاری
متری است ممکن که متغیرها بین فواصل درباره�ی را اطلاعاتی تحلیل، این می�پردازد. اقلیدسی فضای در

نیستند. اقلیدسی الزاما فواصل آن در که می�دهد به�دست باشند، غیرمتری یا
پیکره تشکیل که است چند�بعدی مقیاس�گذاری جدید روش��های از یکی بیزی، چندبعدی مقیاس�گذاری
را بیزی چند�بعدی مقیاس�گذاری روش پایان�نامه این در می�کند. بررسی بیزی دیدگاه از را کمتر بعد در
برتری راستا این در و داده قرار بررسی مورد مشاهدات فاصله برای آمیخته و نرمال پیشین توزیع�های با

می�دهیم. قرار مطالعه مورد واقعی مثال و شبیه�سازی قالب در کلاسیک روش بر را روش این

توزیع آمیخته، نرمال بیزی، چند�بعدی مقیاس�گذاری چند�بعدی، مقیاس�گذاری کلیدی: کلمات
اقلیدسی. فاصله �شباهت، عدم پسین،



ح

ൈঠ�அتار
به شباهت عدم یا شباهت داده�های از استفاده با که است روشی ، (MDS) چند�بعدی مقیاس�گذاری
از یکی می�پردازد. داده�ها، واقعی بعد از کمتر بعدی با اقلیدسی، الزاما نه فضای در اشیا پیکره بازیابی

است. مناسب بعد یافتن چند�بعدی مقیاس�گذاری در مهم جنبه�های
بیزی دیدگاه از بوده مقیاس�گذاری انواع از یکی که را کلاسیک چند�بعدی مقیاس�گذاری پایان�نامه این در
استفاده با است، برخوردار بسزایی اهمیت از مناسب بعد تعیین آنجایی�که از می�دهیم. قرار بررسی مورد
را BDIM و MDSIC بیزی بعد انتخاب معیار دو بیزی، چند�بعدی مقیاس�گذاری از حاصل نتایج از

می�دهیم. قرار بررسی مورد
از: عبارتند مختصر طور به فصل هر مطالب که می�باشد پیوست پنج و فصل چهار شامل مجموعه این

بیشتر، آشنایی و ضرورت به بنا و شده آورده مقیاس�گذاری از تاریخچه�ای و مقدمه اول، فصل در •
شده�� ذکر مناسب بعد تعیین برای استرس معیار همچنین و آن انواع و مقیاس�گذاری از تعاریفی

است.

داده�ایم قرار بررسی مورد نرمال پیشین با بیزی دیدگاه از را چند�بعدی مقیاس�گذاری دوم، فصل در •
با انتها در می�دهیم. ارائه MDS از برآورد���شده پیکره براساس را MDSIC بعد انتخاب معیار و

می�پردازیم. بیزی و کلاسیک مقیاس�گذاری مقایسه به شبیه�سازی یک انجام

معیار و داده� قرار بررسی مورد را آمیخته پیشین با بیزی چند�بعدی مقیاس�گذاری سوم، فصل در •
مقایسه به شبیه�سازی یک در و معرفی مناسب بعد انتخاب برای را BDIM بیزی بعد انتخاب

پرداخته�ایم. MDSIC معیار با آن

کلاسیک چند�بعدی مقیاس�گذاری بررسی و مقایسه به واقعی داده�های به�کارگیری با چهارم، فصل در •
برای پیشنهاد�هایی انتها در می�پردازیم. مناسب بعد انتخاب شده�ی ارائه معیار�های و بیزی، و

گردیده�اند. مطرح آینده در کار ادامه�ی

پایان�نامه این در رفته بکار روابط بهتر درک منظور به ماتریس�ها جبر بر مقدمه�ایی پیوست١، در •
است. گردیده مطرح

می�کنیم. یادآوری را رفته کار به آماری توابع برخی ،٢ پیوست در •

پرداخته�ایم. (١٣.٢) رابطه اثبات به ،٣ پیوست در •

است. شده داده MCMC روش و بیزی استنباط درباره�ی مختصر توضیحاتی ،۴ پیوست در •

است. گردیده ارائه R نرم�افزار با کامپیوتری برنامه�های ،۵ پیوست در •



اختصاری علائم و نمادها نشانه�ها، فهرست

بعدی m اقلیدسی فضای ℜm

ستون n و سطر m با A ماتریس A(m× n)

تصادفی ماتریس X

تصادفی بردار x
m بعد با همانی ماتریس Im

کوواریانس - واریانس ماتریس Σ

A ماتریس ترانهاده�ی AT

A ماتریس معکوس A−١

A ماتریس دوم ریشه�ی A
١
٢

A قطری ماتریس diag(A)

A دترمینان |A|
پیکره iام شی xi

اشیا پیکره jام و iام شی دو بین فاصله�ی dij

اقلیدسی فاصله δij

β و α پارامترهای با معکوس گامای توزیع IG(α, β)

β و α پارامترهای با گاما توزیع G(α, β)

β و α پارامترهای با بتا توزیع Beta(α, β)

σ و µ پارامترهای با نرمال توزیع N(µ, σ٢)

استاندارد نرمال توزیع چگالی تابع ϕ(.)

استاندارد نرمال تجمعی توزیع تابع Φ(.)

Σ کواریانس ـ واریانس ماتریس و µ میانگین بردار با متغیره p نرمال توزیع Np(µ,Σ)

چند�بعدی مقیاس�گذاری MDS

کلاسیک چند�بعدی مقیاس�گذاری CMDS

بیزی چند�بعدی مقیاس�گذاری BMDS

بیزی بعد انتخاب معیار BDIM

MDS اطلاع معیار MDSIC

مارکفی زنجیره� کارلوی مونت MCMC

برابر تقریبا ≈

خ





مطالب فهرست

س تصاویر لیست

ص جداول لیست

١ چندبعدی مقیاس�گذاری ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ٢.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MDS روش معرفی ٣.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاورت داده�های مدل�های ١.٣.١
۵ . . . . . . چند�بعدی مقیاس�گذاری مجاورت�ها: برای فضایی مدل�های ٢.٣.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسیک چند�بعدی مقیاس�گذاری ۴.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحلیلی محاسبات ١.۴.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتری چند�بعدی مقیاس�گذاری ۵.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنش ۶.١

٢١ نرمال پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل معرفی ٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشین توزیع ٣.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسین توزیع ۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی محاسبات ۵.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC الگوریتم ١.۵.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مناسب بعد انتخاب ٢.۵.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی ٣.۵.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ۶.٢

٣۵ آمیخته پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری ٣
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

ذ



ر مطالب فهرست

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری مدل ٢.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشین توزیع ٣.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسین توزیع ۴.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی محاسبات ۵.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC الگوریتم ١.۵.٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی ٢.۵.٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نتیجه�گیری ۶.٣

۴۵ کاربردی مثال�های ۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده و پیشنهادات ٢.۴

۵٣ اولیه مفاهیم آ�
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه آ�.١
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس�ها جبر آ�.٢

۵٧ آماری توزیع�های ب
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آماری توزیع�های برخی ب.١
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره یک توزیع�های ب.١.١

۵٩ اثبات پ
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٣.٢) رابطه�ی اثبات پ.١

۶١ MCMC و بیزی استنباط از مقدماتی ت
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیزی استنباط از مقدمه�ای ت.١
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیز اصل ت.٢
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کارلو مونت ت.٣
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارکف زنجیره ت.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مانا توزیع ت.۵
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MCMC شبیه�سازی روش ت.۶
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستینگز ـ متروپلیس ت.٧
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیبز نمونه�گیر الگوریتم ت.١.٧
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم ت.٢.٧

۶٧ R نرم�افزار با کامپیوتری برنامه�های ث
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴ فصل به مربوط کدهای ث.١



ز مطالب فهرست

٧٧ مراجع

٨١ انگلیسی به فارسی واژه�نامه
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١ فصل

چندبعدی مقیاس�گذاری

مقدمه ١.١

داده�ها بعد از کمتر بعدی با ( (نقشه٢ طرح یک تولید برای روشی ،(MDS) ١ چند�بعدی مقیاس�گذاری
به معروف (ماتریس�های X چند�متغیره داده�های ماتریس روی از که فاصله ماتریس از استفاده با که بوده
شباهتجفت�های مورد در محقق قضاوت�های جمله از گوناگون روش�های به که ۴ عدم�شباهت یا ٣ شباهت
اشیا این می�شود. حاصل می�آید، به�دست می�شود) تولید موضوعات و محرک�ها افراد، ، ۵ اشیا از یکسان
از ملموس غیر (موارد ٧ محرک و حیوانات) یا (مردم ۶ افراد دلستر)، (بطری بی�جان اجسام به معمولا
برای هم و شباهت داده�های برای هم ٨ مجاورت اصطلاح اغلب دارد. اشاره دلستر) مزه و طعم جمله

می�شود. برده کار به �شباهت عدم داده�های
جمله از زمینه�ها از بسیاری در شده مشاهده اشیا جفت بین شباهت عدم یا شباهت شامل داده�های
اطلاعات بازیابی محیطی، تحقیقات جامعه�شناسی، روانشناسی، کالا، ستد و داد بازار در علمی تحقیقات

دارد. کاربرد داده�ها پایگاه دیگر و وب
MDS دیگر عبارتی به کرد؛ ارائه را MDS از را دیگر تعبیری می�توان حال فوق، ساده تعریف به توجه با
در (٩ اشیا (پیکره اشیا مکان بازیابی به �شباهت عدم یا شباهت داده�های از استفاده با که است روشی
خوبی به فضا در اشیا بین فاصله به�طوری�که می�پردازد واقعی بعد از کوچکتر بعدی با اقلیدسی فضای

شود. حفظ

١Multidimensional scaling
٢Map
٣Similarity
۴Dissimilarity
۵Objects
۶Subjects
٧Stimuli
٨Proximity
٩Object configuration



٢ چندبعدی مقیاس�گذاری .١

نمایش روش هر نهایت در که می�باشد متغیره چند داده�های تحلیل روش چندین برگیرنده در ،MDS روش
طوری�که به است مجسم�سازی MDS کاربردهای از یکی مثلا می�دهد؛ ارائه را داده�ها از اشیا گرافیکی
روابط از مفیدی اطلاعات و باشد آسان�تر مشاهده برای که صورتی به را شباهت�ها از پیچیده مجموعه�ای

می�کند. فراهم را بهتر تحلیل امکان و می�دهد ارائه را شود حاصل داده�ها بین
به را MDS می�توان چندمتغیره، داده�های نوع و مجاورت داده�های تحلیل روش�های انواع به توجه با
اساس بر کلی طور به کرد. خواهیم عنوان ١.٣.١ زیربخش در که کرد تقسیم�بندی مقیاس�گذاری انواع

می�شود. دسته�بندی ١١ نامتری و ١٠ متری دسته دو به MDS مجاورت، داده�های بودن کیفی یا کمی
از مستقیم صورت به را اشیا پیکره که است متری مقیاس�گذاری انواع از یکی کلاسیک MDS روش
در که حالی در می�کند بازیابی می�دهند، نشان D با را آن معمولا که شباهت) (عدم فاصله ماتریس
بخش�های در می�گیرد. قرار استفاده مورد پیکره بازیابی در داده�ها �شباهت عدم رتبه نامتری، روش�های

می�پردازیم. مقیاس�گذاری دو این بررسی به ١.۵ و ١.۴
بر که دارد فیزیک و روانشناسی بین روابط علم در خاص به�طور و روانشناسی در ریشه MDS روش
در گسترده به�طور همچنین است. فاصله هندسی مفهوم و روانشناسی در شباهت مفهوم بین مقایسه پایه
(روان�سنجی) هوش موضوع با زیادی ومقالات بوده استفاده مورد اجتماعی دیگر مسایل و رفتاری علوم
MDS روش کاربرد خصوص در مقدمه ابتدای در که مواردی بر علاوه است. شده چاپ راستا این در
،١٢ همکاران و (تیبشیرانی زمین�شناسی مانند موضوعاتی در آن کاربرد به می�توان شد، اشاره آن�ها به
، ١۴ بازاریابی ،(١٩٩٧ سیلورستین١٣، و (اسچوتز داده�ها پایگاه دیگر و وب اطلاعات بازیابی ،(١٩٩٩
کرد اشاره ١٩ علمی بصری�سازی و ١٨ فیزیک سایکو ، ١٧ اطلاعات علم ، ١۶ بوم�شناسی ، ١۵ داده�کاوی

ببینید). را ۴٢ ،٣٩ ،٣١ ،٢٨ ،١١ ،٨ ،۶،۴ مراجع، بیشتر گاهی آ (برای
صفت�هایی یافتن یعنی است، فضا در (مفید) مناسب بعد یافتن ، MDS اصلی کاربردهای از یکی
در MDS کاربرد مثال، عنوان به دارند. معنی�داری نقش شباهت�ها عدم یا شباهت�ها بیان در که
صفاتی پایه بر که هستند فردی قضاوت�های شامل داده�ها بگیرید. نظر در را سیاسی کاندید�های انتخاب
شکل کاندید ... و سیاسی حزب در عضویت سن، تحصیلات، سطح تولد، محل قبیل از (متغیرهایی)
دارند، شباهت فوق (متغیر�های) صفات منظر از کاندید دو آیا که ببیند بخواهد فردی اگر لذا گرفته�اند.
تعیین برای بررسی مورد متغیر�های تعداد اگر راستا، این در کند. استفاده MDS روش از می�تواند
�شباهت�ها عدم یا شباهت�ها این پیکره ساختار تفسیر باشد زیاد کاندید�ها بین �شباهت�ها عدم یا شباهت�ها

١٠Metric
١١Nonmetric
١٢Tibshirani
١٣Schutze and Silverstein
١۴Marketing
١۵Data mining
١۶Ecology
١٧Science information or Information technology
١٨Psycho-physics
١٩Scientific visualization



٣ تاریخچه .٢.١

بود. خواهد مشکل
دست از پیکره ساخت در تاثیر�گذاری و مهم صفات است ممکن باشد کم خیلی تعداد این چنانچه طرفی از
درستی به را پیکره بالایی حد تا بتواند (متغیرها) صفات تعداد کمترین با که مناسب بعد تعیین لذا برود.

است. برخوردار MDS در سزایی به اهمیت از کند (ترسیم) تعیین
بعد تعداد و پیکره ساخت و داده�ها روی بر MDS روش پیاده�سازی از پس دیگر، مهم موضوع آخر، در
می�باشد. پیکره رسم برای داده�ها) واقعی بعد از کمتر بعد (در جدید متغیر�های مقادیر تعیین مناسب،

تاریخچه ٢.١

می�کنیم. بررسی اخیر مطالعات و تحقیقات تا ابتدا از را چند�بعدی مقیاس�گذاری تاریخچه بخش این در
مطرح (١٩٣۵) ٢٠ اسچوینبرگ توسط بار اولین اقلیدسی فاصله اساس بر واقعی مختصات یافتن روش
اقلیدسی یکفضای در نقاط بین فاصله ماتریس با چطور که دادند نشان (١٩٣٨) ٢١ هولدر و یانگ و شد
چندبعدی مقیاس�گذاری آن از پس یافت. شوند، حفظ فاصله�ها طوری��که به را نقاط مختصات می�توان

شد. داده توسعه (١٩۵٢) تورگوسون٢٢ توسط کلاسیک

به را چندبعدی مقیاس�گذاری روش (١٩۶۴) ٢۴ کروسکال و (١٩۶٢) ٢٣ شپارد همچون افرادی
دادند. توسعه می�سازد، شباهت عدم رتبه�بندی مبنای بر را نقاط مختصات که الگوریتمی

از پس که می�دهد ارائه را مقیاس�������������گذاری داده�های انواع از کلی طبقه�بندی یک (١٩۶۴) ٢۵ کامبس
تحلیل�های انواع طبقه�بندی همچنین و داده�ها طبقه�بندی ٢۶ عربی و کارول توسط ١٩٨٠ سال در آن

شد. به�روز چندبعدی مقیاس�گذاری
آفریقای کشور شهرهای نقشه� کردن بروز برای چند�بعدی مقیاس�گذاری از (١٩٨٢) ٢٧ آندرهیل و گریناکر

کردند. استفاده جنوبی آفریقای شهرهای فرودگاه�های بین پرواز زمان اساس بر جنوبی،
نوشته (١٩٧٨) سال در ٢٨ ویش و کروسکال توسط چندبعدی مقیاس�گذاری درباره مقدماتی کتاب اولین
(١٩٨٣) ٣٠ دیویسون ، (١٩٨١) همکاران و ٢٩ اسچیفمن تحقیقات در می�توان را بیشتری مطالعات شد.

٢٠Schoenberg
٢١Young and Householder
٢٢Torgerson
٢٣Shepard
٢۴Kruskal
٢۵Coombs
٢۶Carroll, Arabie
٢٧Greenacre and Underhill
٢٨Kruskal and Wish
٢٩Schiffman
٣٠Davidson



۴ چندبعدی مقیاس�گذاری .١

دید. (١٩٩٧) ٣۴ گرونن و برگ ، (١٩٩٢) ٣٣ مید ، (١٩٨٧) ٣٢ یانگ ، (١٩٨۴) ٣١ گاور ،
٣۵ کاکس و کاکس تلاش حاصل �است، شده نوشته چندبعدی مقیاس�گذاری زمینه در که کتاب جدیدترین

می�باشد. (٢٠٠١) سال در
و تاکانه ، (١٩٨٢) ٣۶ رامسی توسط ماکسیمم درستنمایی پایه بر چندبعدی مقیاس�گذاری روش�های
و اُه است. گرفته قرار بررسی مورد (١٩٩۵) همکاران و گرونن و (١٩٩٣) گرونن ، (١٩٨١) ٣٧ کارول
آن از پس کردند. بررسی بیزی دیدگاه از را چندبعدی مقیاس�گذاری بار اولین برای (٢٠٠١) ٣٨ رافتری

�است. بوده ایران از خارج در فوق�الذکر تحقیقات تمامی داد. تعمیم را مطالعات (٢٠١٢) اُه
آماری روش� کاربرد عنوان با قاضی�نوری سپهر و علی�احمدی علی�رضا مطالعات به می�توان تنها ایران در

کرد. اشاره جهان کشور�های فرهنگی و اقتصادی دسته�بندی در چند�بعدی مقیاس�گذاری

MDS روش معرفی ٣.١

عدم و می�شود بررسی بوده اشیا شامل که O مانند مجموعه�ای روی بر چند�بعدی مقیاس�گذاری روش
و امین i بین واقعی شباهت عدم می�شود. تعریف O × O دکارتی حاصلضرب مجموعه روی شباهت

می�دهیم. نمایش i, j ∈ O ازای به δij نماد با را است) مجهول (که شی jامین

ϕ(i) = xi نقشه مثلا است. اقلیدسی) فضای (یک E به O از دلخواه نگاشت یک ϕ کنید فرض
مجموعه X = {xi : i ∈ O} کنید فرض است. نقطه مکان دهنده نشان ، xi ∈ E و i ∈ O آن در که
می�دهند. نمایش dij با را می�باشد) مشاهدات پایه بر (که X در xj و xi نقاط بین فاصله باشد. تصاویر

طوری�که به است فضا در نقاط مجموعه یک یافتن پی در MDS متر

dij ≈ f(δij)

f تابع است. برابر تقریبا نشان�دهنده (≈) نماد و پیوسته یکنواخت پارامتری تابع یک (.)f آن در که
کند، تبدیل مجاورت اندازه�گیری برای فاصله یک به را شباهت عدم که تابعی یا همانی تابع یک می�تواند

باشد.
باشد. f(δij) با برابر تقریبا i, j ∈ O همه�ی برای که است dij برای ϕ مانند نگاشت یک یافتن هدف

٣١Gower
٣٢Young
٣٣Mead
٣۴Borg and Groenen
٣۵Cox and Cox
٣۶Ramsay
٣٧Takane and Carroll
٣٨Oh and Raftery



۵ MDS روش معرفی .٣.١

مجاورت داده�های مدل�های ١.٣.١

دادن نمایش شدن، روشن به تا می�شوند داده برازش ٣٩ مجاورت داده�های به مقیاس�گذاری مدل�های
مجموعه در که محاسبه�شده مجاورت اندازه�های یا مشاهدات بین احتمالی الگوهای یا ساختارها فهم و

کنند. کمک نمی�شوند، ظاهر آسانی به عددی مقادیر
خاص�تر مجاورت�ها داده�های از مجموعه یک تحلیل در نهایی هدف روان�شناسی، ویژه به حوزه�ها برخی در
داوری�های بین �شباهت�ها عدم و شباهت�ها بتوانیم تا هستیم نظریه�هایی به�دنبال که معنی بدین است.
پاسخی یافتن برای تلاش مجاورت، داده�های مدل�بندی از هدف دقیق�تر عبارت به کنیم. توجیح را افراد
برسند؟ نظر به متفاوت برخی و شبیه چیزها برخی که می�شود باعث عاملی چه که است پرسش این به

می�شوند: طبقه�بندی اصلی رده سه به مجاورت داده�های تحلیل برای مدل�ها خلاصه طور به

۴٠ فضایی مدل�های •

۴١ درختی مدل�های •

۴٢ (تلفیقی) رگه دو مدل�های •

همان مجاورت�ها از منظور ادامه در می�پردازیم. فضایی مدل�های رده بررسی به فقط پایان�نامه این در ما
است. مجاورت داده�های

چند�بعدی مقیاس�گذاری مجاورت�ها: برای فضایی مدل�های ٢.٣.١

بعدی p (۴٣ (مختصات نقطه n از مجموعه یک شامل مجاورت،� ماتریس یک از فضایی نمایش یک
برای نظر مورد مختصات کلی به�طور می�دهند. نمایش را داده�ها در واحد n از یکی کدام، هر که می�باشد
مجاورت�های و مختصات از که فاصله�هایی بین برازش از اندازه چند کردن مینیمم با پیکره�ها ساخت
فاصله�ی چه هر علاقه�مندیم هندسی مدل یک در ساده، زبان به می�آید. به�دست شده�اند، نتیجه شده مشاهده
نمایش نقاط باشد، کمتر) (شباهت بیشتر واحد دو بین �شباهت عدم یا بزرگتر نقاط بین شده مشاهده

باشند. جداتر هم از مدل، در آن�ها دهنده�ی
مقیاس�گذاری می�شود. فرض اقلیدسی فضایی، مدل در نقاط بین فاصله�ی منحصرا) نه (اما کلی به�طور
روش�ها، این از بسیاری هدف که می�باشد متغیره چند داده�های تحلیل از روش چندین شامل چند�بعدی،
اندازه به که ،p بعد کاهش و نقاط) مختصات� یافتن (یعنی مختصات از برازش بهترین مجموعه یافتن
از اشیا گرافیکی نمایش روش هر نهایت در و است باشد، شباهت�ها عدم یا شباهت�ها بیانگر کافی
دو ایده�آل حالت در شود. کوچک p یعنی داده�ها بعد که علاقه�مندیم می�دهد. ارائه را چند�متغیره داده�های

٣٩Proximity data
۴٠Spatial models
۴١Tree models
۴٢Hybrid models
۴٣Coordinate
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شود. رسم آسانی به شده گرفته نظر در فضایی پیکره به�طوری�که شد، خواهد سه یا
فاصله بین تطابق ارزیابی چگونگی در زیاد تفاوت دلیل به چند�بعدی مقیاس�گذاری روش�های تنوع

می�باشد. (δrs) شده مشاهده ومجاورت�های (drs) برازش�شده
کرد: اشاره زیر موارد به می�توان مقیاس�گذاری انواع از

۴۴ کلاسیک مقیاس�گذاری •

۴۵ کریتچلی متوسط مقیاس�گذاری •

۴۶ نامتری مقیاس�گذاری •

۴٧ تک�بعدی مقیاس�گذاری •

دوم۴٨ توان�های کمترین متری مقیاس�گذاری •

۴٩ بیزی مقیاس�گذاری •

پایان�نامه این اصلی موضوع می�گیرد، قرار بررسی مورد بیزی نظریه دیدگاه از که مقیاس�گذاری آخر نوع
مقاله دو تنها پایان�نامه این در است. MDS بیزی، مقیاس�گذاری پایه که است ذکر به لازم می�باشد.
مقیاس�گذاری جزئی�تر بررسی به ادامه در می�دهیم. قرار مطالعه و بررسی مورد را زمینه این در نوشته�شده

می�پردازیم. نامتری و کلاسیک

کلاسیک چند�بعدی مقیاس�گذاری ۴.١

هندسی مدل یا نقشه یک وسیله�ی به� را مجاورت ماتریس یک که است درصدد کلاسیک مقیاس�گذاری
هدف می�شود. داده نشان بعد p در x١, x٢, . . . , xn نقاط از مجموعه یک با مدلی چنین دهد. ارائه ساده
برازش یک مدل، که طوری به است x١, x٢, . . . , xn بعدی pمختصات n و مدل از pمناسب بعد تعیین

دهد. نتیجه را شده مشاهده مجاورت�های برای خوب
فاصله�ها و مجاورت�ها بین تطابق میزان شاخص�ها این که می�شود داوری شاخص چند با اغلب برازش،
بزرگ�تر )dij( شده�ی مشاهده شباهت عدم یک برای ساده�تر عبارت به می�گیرند. اندازه را هندسی مدل در

باشند. جدا هم از بیشتر )δij( مدل در آن�ها نمایشگر نقاط باید
ماتریسمجاورت از x١, x٢, . . . , xn مختصات مقادیر و p چگونه که است این پیشمی�آید که سوالی حال

کنیم؟ برآورد را شده مشاهده

۴۴Classical scaling
۴۵Critchley intermediate
۴۶Nonmetric scaling
۴٧Unidimensional scaling
۴٨Metric least squares scaling
۴٩Bayesian MDS
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را شهرها موقعیت می�توانیم آیا باشیم، داشته را ایران شهرهای بین فواصل اگر شهودی، مثالی عنوان به
را سوال این پاسخ (CMDS) کلاسیک چند�بعدی مقیاس�گذاری کنیم؟ تعیین بعدی دو نقشه یک روی

می�دهد. درستی به

تحلیلی محاسبات ١.۴.١

ازای به xi = (xi١, . . . , xip) آن در که n× p اندازه در X = (xT
١ , . . . , x

T
n )

T اولیه داده�های ماتریس
دهیم، نشان dij با را jام و iام مشاهده�های بین اقلیدسی فاصله اگر بگیرید. نظر در را i = ١, . . . , n

داریم آنگاه

dij = d(xi, xj)

= ||xi − xj||

= [(xi − xj)
′(xi − xj)]

١
٢

=
√

(xi١ − xj٢(١ + . . .+ (xip − xjp)٢

می�شود: حاصل زیر صورت به Dn×n اقلیدسی فاصله�های ماتریس صورت این در

D =


d١١ d١٢ . . . d١n

d٢٢ . . . d٢n
. . . ...

dnn



=


d(x١, x١) d(x١, x٢) · · · d(x١, xn)

d(x٢, x٢) · · · d(x٢, xn)
. . . ...

d(xn, xn)

 .

ماتریس کنید فرض حال،� است. متقارن D فاصله�های ماتریس ، dij = dji که جایی آن از است بدیهی
شده ساخته X اولیه�ی n× p داده�ی ماتریس روی از که باشد، مجاورت ماتریس D اقلیدسی فاصله�های
فاصله با یعنی می�باشد فوق حالت عکس با رابطه در اساسا کلاسیک چندبعدی مقیاس�گذاری است.

کنیم. بازیابی را X می�توانیم چگونه D داده�شده
داده�های بتوانیم و باشد p از کمتر آن بعد که است Xای مختصات یافتن هدف، که است ذکر به لازم
بازسازی را اولیه پیکره و بزنیم تخمین بالایی دقت با می�باشند، فاصله جنس از که را، واقعی مجاورت
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را Bn×n ماتریس باشد، معلوم X کنید فرض ابتدا منظور این برای کنیم.

B = XX ′ (١.١)
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آن در که

B =


x١١ x١٢ . . . x١p

x٢١ x٢٢ . . . x٢p
... ... . . . ...

xn١ xn٢ . . . xnp




x١١ x٢١ . . . xn١

x١٢ x٢٢ . . . xn٢
... ... . . . ...

x١p x٢p . . . xnp



=


b١١ b١٢ . . . b١n

b٢١ b٢٢ . . . b٢n
... ... . . . ...
bn١ bn٢ . . . bnn

 .

می�باشند: زیر صورت به B عناصر بنابراین

bij =

p∑
k=١

xikxjk. (٢.١)

شوند: محاسبه زیر صورت به B عناصر برحسب می�تواند X سطرهای بین اقلیدسی فاصله دوم توان

d٢ij = d٢(xi, xj)

= (xi١ − xj١)
٢ + . . .+ (xip − xjp)

٢

=

p∑
k=١

x٢ik +

p∑
k=١

x٢jk − ٢
p∑

k=١
xikxjk

=

p∑
k=١

xikxik +

p∑
k=١

xjkxjk − ٢
p∑

k=١
xikxjk

= bii + bjj − ٢bij (٣.١)

تجزیه�ی با می�تواند لازم مختصات مقادیر آنگاه آیند، به�دست (٣.١) معادله در dها برحسب ها b اگر
هیچ شود، اعمال داده�ها روی مکانی محدودیت یک این�که بدون اما شود. حاصل (١.١) صورت به B
طوری به می�شود داده قرار مبدا در x̄i نقاط مرکز معمولا منظور، این برای نمی�شود. حاصل یکتایی جواب
سطر هر در عبارات مجموع ،(٣.١) رابطه در محدودیت این اعمال با .

∑n
i=١ xik = ٠ ، k هر برای که

دو هر روی نهایت در و j و i روی (٣.١) در شده داده روابط کردن جمع با نتیجه در باشد. صفر باید B
می�رسیم. زیر معادلات به

n∑
i=١

d٢ij = T + nbjj,
n∑

j=١
d٢ij = T + nbii,

n∑
i=١

n∑
j=١

d٢ij = ٢nT

اقلیدسی فاصله مجذور برحسب را B عناصر حال می�باشد. B ماتریس اثر T =
∑n

i=١ bii آن در که
نوشت زیر صورت به می�توان

bij = −١
٢(d

٢
ij − d٢i. − d٢.j + d..٢)
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آن در که

d٢i. =
١
n

n∑
j=١

d٢ij, d٢.j =
١
n

n∑
i=١

d٢ij, d٢.. =
١
n٢

n∑
i=١

n∑
j=١

d٢ij

آوریم. دست به مقادیر یافتن برای را آن تجزیه کافیست اقلیدسی، فاصله حسب بر B عناصر داشتن با
بگیرید: نظر در زیر صورت به را B ۵٠ طیفی تجزیه

B = V ΛV ′

درآن که

Λ = diag(λ١, . . . , λn) =



λ١

λ٢ ٠
λ٣

. . .

٠ λn


شده نرمال متناظر ویژه��ی بردارهای ماتریس V = (v١, . . . , vn) و B ویژه�ي مقادیر قطری ماتریس
λ١ ⩾ λ٢ ⩾ . . . ⩾ λn > ٠ ترتیب به ویژه مقادیر کنیم فرض علاوه به .viv′i = ١ که طوری به است،
پس باشد. p باید B رتبه�ی آنگاه می�شود گرفته n × p کامل رتبه�ی ماتریس یک از D وقتی باشند.

کرد: بازنویسی زیر صورت به می�توان را B بنابراین شد. خواهد صفر آن آخر ویژه�ی مقدار n− p

B = V١Λ١V
′
١

مختصات مقادیر بنابراین هستند. صفر غیر ویژه مقدار p شامل Λ١ و اول ویژه بردار p شامل V١ آن در که
از عبارتند لازم

X = V١Λ
١
٢
١

کردیم. بازیابی XX ′ از را X لذا .Λ ١
٢ = diag

(
λ

١
٢
١ , . . . , λ

١
٢
p

)
آن در که

اولیه اقلیدسی فاصله ماتریس کامل بازیابی به منجر بعد p همه�ی از استفاده که داشت دقت باید اما
فرض بنابراین هستیم. بعد کاهش دنبال به و نمی�باشد بعد p از استفاده ما هدف که حالی در شد خواهد
بزرگتر ویژه مقدار m با متناظر B ویژه�ی بردار m وسیله�ی به برازش بهترین (m < p) بعد m می�کنیم
٠٫ ٨ مساوی یا بزرگتر Pm مقادیر که طوری به می�شود داوری زیر معیار وسیله به m بودن مناسب باشد.

آن در که می�کنند، پیشنهاد را معقول برازش یک

Pm =

∑m
i=١ λi∑p
i=١ λi

Xمحاسبه داده�های ماتریس از که اقلیدسی فاصله شامل مجاورت، داده�های ماتریس که است ذکر به لازم
می�باشد. است، شده

می�توانیم مجاورت) ماتریس (همان شهرها بین فواصل داشتن با ، CMDS روش از استفاده با بنابراین
(چنانچه کنیم ترسیم بعدی دو نقشه یک و آوریم به�دست را واقعی) داده�های (ماتریس شهرها موقعیت

۵٠Spectral decomposition
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مثبت معین B ماتریس نباشد، اقلیدسی شده مشاهده مجاورت ماتریس وقتی باشد). مناسب دو بعد
مقادیر از برخی متناظر طور به و شد خواهند منفی B ویژه مقادیر از برخی مواردی چنین در نیست.
وجود کوچک منفی مقادیر از کمی تعداد تنها ،B این وجود با اگر می�شوند. مختلط اعداد مختصات
مقدار m با مرتبط ویژه�ی بردارهای از استفاده با مجاورت ماتریس از مفید نمایش یک باشند، داشته

می�شود: ارزیابی زیر معیار دو از یکی با بعد این بودن مناسب است. امکان�پذیر بزرگتر مثبت ویژه

P (١)
m =

∑m
i=١ |λi|∑n
i=١ |λi|

P (٢)
m =

∑m
i=١ λ

٢
i∑n

i=١ λ
٢
i

زیر برازش اندازه که صورتی در و می�کنند؛ ارائه را خوب برازش یک ٠٫ ٨ بالای مقادیر هم این�جا در
است بهترین (m < p) بعدی m اصلی مختصات جواب شود، مینیمم

S =
n∑

i=١

n∑
j=١

(d٢ij − (d
(m)
ij )٢)

محاسبه متناظر فاصله�ی d(m)
ij و اولیه متغیر p مقادیر اساس بر j و i بین اقلیدسی فاصله dij آن در که

تعداد خصوص در تصمیم�گیری برای دقیق�تر مقدار دو تنها نهایت در می�باشد. اصلی mبعد مقادیر از شده
شده مشاهده مجاورت�های از مناسب نمایشی به دستیابی منظور به فضایی مدل�های در مناسب ابعاد

از: عبارتند معیار دو این دارد. وجود
مثبت ویژه�ی مقادیر مجموع که کنید انتخاب طوری را مناسب) (بعد مختصات تعداد : ۵١ اثر معیار

باشد. ویژه�ها مقادیر تمام مجموع با مساوی تقریبا
بپذیرید. را است بزرگتر منفی ویژه مقدار بزرگترین از آن�ها اندازه که ویژه�ای مقادیر تنها : ۵٢ بزرگی معیار
حاصل کلاسیک مقیاس�گذاری باشد، داشته منفی ویژه مقادیر ملاحظه�ای قابل تعداد B ماتریس اگر
مثال طور به مقیاس�گذاری دیگر روش�های برخی و نباشد مناسب است ممکن مجاورت ماتریس از

باشد. بهتر است ممکن ببینید) بعد بخش (در نامتری مقیاس�گذاری

جونده (یک ۵٣ آبی ـ صحرایی موش�های جمعیت پیرامون که تحقیقاتی طی ١٩٧٠ سال در .١.۴.١ مثال
سپیداس گونه�ی دو دارای و است ۵۴ آرویکوال خانواده زیر کوتاه، دم همیسترهای خانواده�ی از آبزی نیمه
مطالعات، این انجام از هدف شد. انجام همکارانش و ۵٧ کربرت توسط می�باشد) ۵۶ ترستریس و ۵۵

وجود امکان خصوص در تحقیق و اروپایی کشورهای سایر با انگلستان در حیوانات این جمعیت مقایسه
وجود عدم یا وجود از مشاهداتی شامل اصلی داده�های بود. انگلستان در مذکور موش گونه یک از بیش

۵١Trace criterion
۵٢Magnitude criterion
۵٣Water voles
۵۴Arvicola
۵۵Sapidus
۵۶Terrestris
۵٧Corbet
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و انگلستان کشور از منطقه شش از ناشی آبی، صحرایی- موش�های جمجمه ٣٠٠ درباره ویژگی سیزده
�شده داده ١.١ جدول در داده�ها این فاصله ماتریس هستند. اروپایی، کشورهای بقیه از منطقه هشت

می�بریم. به�کار داده�ها این برای را کلاسیک مقیاس�گذاری ادامه در است.
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بردیم. به�کار را (۵ ١(پیوست کد کلاسیک مقیاس�گذاری بردن کار به برای
از: عبارتند حاصل ویژه مقادیر

[1] 7.359910e-01 2.626003e-01 1.492622e-01 6.990457e-02 2.956972e-02
[6] 1.931184e-02 1.387779e-16 -1.139451e-02 -1.279569e-02 -2.849924e-02
[11] -4.251502e-02 -5.255450e-02 -7.406143e-02 -1.097833e-01

یک که مناسب بعد تعیین برای لذا هستند. منفی ویژه مقادیر برخی می�شود، مشاهده که همان�طور
محاسبه را P (٢)

m و P (١)
m معیارهای مقادیر �باشیم، داشته�� را شده مشاهده فاصله�ی ماتریس از خوب نمایش

(۵ پیوست در ٢ (کد می�کنیم
:P (١)

m مقادیر

[1] 0.4605000 0.6248056 0.7181970 0.7619353 0.7804367 0.7925199 0.7925199
[8] 0.7996493 0.8076554 0.8254870 0.8520881 0.8849708 0.9313100 1.0000000

:P (٢)
m مقادیر

[1] 0.8179213 0.9220468 0.9556875 0.9630662 0.9643865 0.9649496 0.9649496
[8] 0.9651457 0.9653929 0.9666193 0.9693486 0.9735191 0.9818014 1.0000000

مشاهده فاصله�های ماتریس از خوب نمایش یک برای دو بعد تعداد P (٢)
m معیار مقادیر به توجه با

پیشنهاد خوب نمایش برای را بعد چهار حتی و سه تعداد P (١)
m معیار مقادیر اما می�باشد. مناسب شده

را دو بعد لذا است، داده�ها بهتر نمایش و کوچکتر بعد به دستیابی MDS هدف آنجایی�که از اما می�کند.
صورت به بعدی دو نقشه یک در را نظر مورد پیکره می�توانیم لذا می�کنیم. انتخاب مناسب بعد عنوان به
صحرایی-آبی موش�های جمعیت که می�رسد نظر به نمودار به توجه با (۵ پیوست در ٣ (کد کنیم ترسیم زیر
از و I پیرنه نروژ، آلمان، یوگسلاوی، آلپ، در موش�ها این جمعیت به نزدیک انگلستان منطقه شش در
از و هم به نزدیک II پیرنه و جنوبی و شمالی اسپانیای در موش�ها این جمعیت و بوده ترستریس نوع

می�باشند. سپیداس نوع

نامتری چند�بعدی مقیاس�گذاری ۵.١

بر بشری اهداف به مربوط مجاورت ماتریس�های بازاری، تحقیقات در و روان�شناسی مطالعات برخی در
انسانی قضاوت�های عبارتی به می�باشند. اشیا شباهت�های عدم یا شباهت�ها درباره�ی داوری�ها پایه�ی
ممکن نوع، این از داده�هایی روی بر تحلیل و آوری جمع هنگام می�سازند. را مجاورت ماتریس درایه�های
بگیرد. نظر در را اشیا خصوص در خود داوری�های برای ترتیبی می�تواند تنها که کند احساس محقق است



١۴ چندبعدی مقیاس�گذاری .١

آبی صحرایی- موش�های فاصله�ی ماتریس برای چند�بعدی مقیاس�گذاری از دو�بعدی نمایش :١.١ شکل

اطمینان، از درصدی با باشیم، قادر تنها است ممکن رنگ�ها، از مجموعه�ای مقایسه�ی هنگام مثال طور به
برای مقداری بخواهیم که این اطمینان مراتب به اما است، دیگری از روشن�تر رنگ یک که کنیم مشخص

بود. خواهد کم بگیریم، نظر در است روشن�تر چقدر که این
تنها که چندبعدی مقیاس�گذاری روش یک برای تحقیقی ١٩۶٠ سال در که شد منجر بررسی�هایی چنین
عبارت به شود. انجام می�کند، استفاده آن�ها از فضایی نمایش یک تولید برای تقریب�ها مرتبه�ی ترتیب از
اگر مثال، طور به باشد. ثابت مشاهده�شده، مجاورت ماتریس از یکنوا تبدیلات تحت که روشی دیگر،
حاصل مختصات و نکند تغییر آن�ها رتبه�های ترتیب کنند، تغییر شده مشاهده مجاورت�های عددی مقادیر

بماند. باقی تغییر بدون طور همان
دهنده نشان dij کنیم فرض ابتدا شویم، متوجه بهتر را مقیاس�گذاری نوع این در کار روش این�که برای
نظر در شده مشاهده مجاورت عنوان به که باشد xj و xi مشاهدات بین شده مشاهده اقلیدسی فاصله
اصلی ایده می�دهیم. نشان δij با را است مجهول عمل در که متناظر واقعی مجاورت فاصله می�گیریم.

شود. رعایت dها بین در تقریبا ترتیب این باشد برقرار δها بین ترتیب یک اگر که است این
همچنان که بیابیم طوری کمتر بعد با فضایی در را اقلیدسی فاصله�های می�توانیم آیا که است این سوال حال
(فضای یافته تقلیل فضای در اقلیدسی فاصله�های ادامه در است. مثبت پاسخ شود. رعایت ترتیب این
آن�ها می�کنیم سعی یکنوا رگرسیون به�کارگیری و یکنوایی قید اعمال با و داده نشان d̂ با را کمتر) بعد با

از: عبارتست خلاصه طور به نامتری مقیاس�گذاری هدف بنابراین بیابیم. را
(ترتیب) رتبه�بندی که قسمی به مشاهدات، واقعی بعد از کوچکتر دربعد مشاهدات از پیکره�ای ساخت

باشد. (منطبق) یکی واقعی ماتریس درایه�های ترتیب با تقریبا پیکره این در آن�ها فواصل
می�شوند dij شده برازش فاصله تولید به منجر شده، مشاهده مجاورت�های فضایی نمایش در مختصات�ها
d̂ij با و نامیده ۵٨ اختلافات را آن که اعداد از مجموعه یک به وابسته زیر فرمول طبق فاصله�ها این که

۵٨Disparities
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تنش مقدار برازش
Sm ≥ ٢٠٪ ضعیف
Sm = ١٠٪ معقول
Sm ≤ ۵٪ خوب
Sm = ٠ عالی

تنش معیار اساس بر برازش میزان :٣.١ جدول

هستند: می�دهیم، نشان
dij = d̂ij + ϵij,

فرمول�بندی، این با دارند. فوق هدف در تقریبا کلمه به اشاره خطاها این هستند. عباراتخطا ϵij آن در که
است. مشاهدات واقعی بعد از کمتر بعد با فضایی در d̂ij به دستیابی نامتری مقیاس�گذاری هدف

شده، انتخاب بعدهای خاص تعداد در پیکره یک با فاصله�ها نبودن متناظر دلیل به انحرافی خطا�های
مانند محدودیت، این خاطر به و است یکنوا شده مشاهده مجاورت�های با انحرافات است. شده ایجاد
ضعیف یکنوایی محدودیت یک تنها کلی طور به می�باشند. دقیق ممکن حد تا شده برازش فاصله�های
زیر صورت به بیشترین به کمترین از δij شده مشاهده شباهت�های عدم اگر بنابراین است. رفته کار به

شوند مرتب
δi١j١ < δi٢j٢ < . . . < δiN jN

داریم آنگاه ، N = ١
٢n(n− ١) آن در که

d̂i١j١ < d̂i٢j٢ < . . . < d̂iN jN

مشاهده شباهت�های عدم فضایی نمایش در لازم مختصات سپس و رفته بکار اختلافات یافتن برای
فرهادی، بیشتر گاهی آ (برای می�کنیم استفاده یکنوا رگرسیون از می�دهیم، نشان X̂ یا X̂n×m با که شده
در که می�کنیم مینیمم می�دهیم، نشان S با که را ۵٩ تنش نام به معیاری روش این در ببینید). را ١٣٩٣

آن

S(X̂) = min

∑
i<j(d̂ij − dij)

٢∑
i<j d

٢
ij

مشاهده شباهت�های عدم رتبه�ی ترتیب با شده برازش فاصله�های رتبه�ی ترتیب که را حدی تنش�ها واقع در
نمایش در مقیاس تغییرات حذف دلیل به کسر مخرج فوق فرمول در می�دهند. نمایش است، مخالف شده
که پیکره�ای فضایی، پیکره در ،m بعدهای تعداد از مقدار هر ازای به است. شده اضافه نهایی فضایی
به برازش داوری معیار و می�شود نامیده Sm ،m بعد در برازش بهترین پیکره دارد را تنش کوچکترین
رتبه�ی ترتیب با شده برازش فاصله�های رتبه�ی ترتیب اگر تنها عالی برازش است. ٢.١ جدول صورت

است. نادر خیلی عمل در البته که می�افتد اتفاق باشد، سازگار شده مشاهده شباهت�های عدم

۵٩Stress
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بستگی متخصص نظر به (که خاص مقدار چند تا یک از ،(m) بعد هر ازای به ساده�تر عبارت به
می�شود. مشخص برازش mمیزان هر ازای به ٢.١ جدول اساس بر و می�کنیم محاسبه را Sm کمیت دارد)

تنش ۶.١

باقی�مانده�ها دوم توان مجموع از تنش می�کنیم. مطرح را ساختارش تنشو از دقیق�تر تعریفی بخش این در
S مقدار چه هر است؛ تاثیر�گذار بعد کاهش در و می�دهند، نمایش S نماد با را آن که می�آید به�دست

کرد. بیان درصد صورت به را تنش می�توان و بوده مثبت S مقدار است. بهتر باشد کوچکتر
δij = δji فرضمی�کنیم و می�دهیم نشان δij با را jام و iام شی دو بین شباهت عدم شد گفته که همان�طور
مشاهده عدم�شباهت�های حال داریم. عدم�شباهت n(n− ٢/(١ تعداد شی n برای بنابراین .δii = ٠ و

می�کنیم: رتبه�بندی صعودی صورت به را δij شده

δi١j١ < δi٢j٢ < . . . < δiN jN

x١, . . . , xn را نقاط منظور این برای دهیم؛ نمایش بعدی m فضای در نقطه n با را شی n می�خواهیم
را پیکره که داریم بعدی m فضای در نقطه n پس می�دانیم. را m مقدار می�کنیم فرض و گرفته نظر در
یکنواخت دنباله�ای را d̂ij حال بیابیم. را است بهتر داده�ها نمایش برای که پیکره�ای علاقه�مندیم می�سازد.

می�کنیم: تعریف زیر صورت به است ها dij با برابر تقریبا که

d̂i١j١ ≤ d̂i٢j٢ ≤ . . . ≤ d̂imjm

کرد: محاسبه زیر صورت به می�توان را تنش ،dij شده برازش مقادیر با بنابراین

S∗ =
∑
i<j

(dij − d̂ij)
٢

کشیدگی انعکاس)، انتقال، (دوران، پیکره رفتارهای تحت و بوده مطلوب خواص فاقد فوق تنش فرمول
به پیکره کنیم کشیده k عامل وسیله به را x١, . . . , xn پیکره اگر مثال برای نیست. ثابت آن چولگی و
تبع (به می�کند تغییر (kx١١, . . . , kxip) به (xi١, . . . , xip) نقطه هر یعنی می�شود تبدیل kx١, . . . , kx٢
رفع برای که است روشن می�کند. تغییر k٢S∗ به S∗ از تنش نتیجه در می�کند). تغییر نیز d̂ij مقدار آن
را مقیاس فاکتور منظور این برای کرد، تقسیم مقیاس فاکتور یک بر را فوق تنش فرمول باید عیب این
مطلوب خواص همه�ی زیرا است برازش اندازه بهترین S∗/T ∗ بنابراین می�گیریم. نظر در T ∗ =

∑
d٢ij

مانند نهایت در است. ثابت آن چولگی و کشیدگی پیکره، رفتارهای تغییر به نسبت علاوه به داشته را S∗

به را دوم ریشه�ی فرمول، در دوم توان اثر بزرگی کاهش برای واریانس از استاندارد انحراف محاسبه
می�گیریم: نظر در زیر صورت

Stress = S =

√
S∗

T ∗ =

√√√√∑i<j(dij − d̂ij)
٢∑

i<j d
٢
ij



١٧ تنش .۶.١

صورت به محاسبات در را تنش نهایت در داریم، بهتری برازش باشد کمتر تنش مقدار چه هر که آن�جا از
می�کنیم: لحاظ زیر

S(x١, . . . , xn) = min

√√√√∑i<j(dij − d̂ij)
٢∑

i<j dij
٢

داشته را تنش کمترین که است مطلوب پیکره�ای است واضح داریم. را پیکره هر ارزیابی کمی روش حال،
.( ١٩۶۴ باشد(کروسکال، حداقل تنش که می�دهد رخ زمانی پیکره برازش بهترین و

عدم از فضایی نمایش یک به دستیابی برای را نامتری مقیاس�گذاری روش مثال این در .١.۶.١ مثال
دوم جهانی جنگ زمان در برجسته مداران سیاست و جهان رهبران از تعدادی مکتب در داوری�ها تشابه

است. �شده داده ٣.١ جدول در فاصله ماتریس می�بریم. کار به فکری پیکره یک تشکیل برای



١٨ چندبعدی مقیاس�گذاری .١

T
it

C
h
m

T
rm

M
T

D
G
I

F
rn

A
tt

S
tl

E
sn

C
h
r

M
ss

H
it

H
it
le
r

٠
٣

۴
٧

٣
٨

٣
۴

٨
٩

۴
٧

M
u
ss
ol
in
i

٣
٠

۶
٨

۵
٩

٢
۴

٩
٩

۵
٨

C
h
u
rc
h
il
l

۴
۶

٠
۴

۶
٣

۵
٣

٨
۵

۵
٢

E
is
en

h
ow

er
٧

٨
۴

٠
٨

٨
٧

۵
٩

۴
۴

۴
S
ta
li
n

٣
۵

۶
٨

٠
٩

۶
۶

۶
٧

٧
٧

A
tt
le
e

٨
٩

٣
٩

٨
٠

٧
۵

٩
٨

٢
٨

F
ra

n
co

٣
٢

۵
٧

۶
٧

٠
۴

٨
٨

٢
٣

D
eG

a
u
ll
e

۴
۴

٣
۵

۶
۵

۴
٠

٧
۴

۵
٢

M
a
oT

se
−

T
u
n
g

٨
٩

٨
٩

۶
٩

٨
٧

٠
۴

٩
۴

T
ru

m
a
n

٩
٩

۵
۴

٧
٨

٨
۴

۴
٠

۵
۵

C
h
a
m
be
rl
in

۴
۵

۵
۴

٧
٢

٢
۵

٩
۵

٠
٧

T
it
o

٧
٨

٢
۴

٧
٨

٣
٢

۴
۵

٧
٠

وم
ند

جها
گ
جن

سی
سیا

ان
هبر

یر
ها
اده�
هد
صل
فا
س
تری
ما
:۵
.١

ول
جد



١٩ تنش .۶.١

ترتیب به ٩ و ١ مقیاس نقاط که معنی بدین اند. شده انجام نقطه�ای ٩ مقیاس یک بر�پایه داوری�ها
زیر نتایج نامتری چند�بعدی مقیاس�گذاری انجام با هستند. نامشابه خیلی و مشابه خیلی (افکار) نشانگر

( ۵ پیوست در ١.۶.١ مثال می�شوند(کد حاصل

initial value 20.400713
iter 5 value 15.219311
iter 5 value 15.207733
iter 5 value 15.207733
final value 15.207733
converged
$points
$stress
[1] 15.20773

رهبران فکری پیکره نقشه می�توان است، کافی نظر مورد پیکره ترسیم برای بعد دو آن�جایی�که از
کرد. رسم ٢.١ شکل صورت به را دوم جهانی جنگ سیاسی

دوم جهانی جنگ سیاسی رهبران فکری پیکره نقشه :٢.١ شکل

عمل انگلیسی وزیران نخست همانند فاشیست رهبران گروه سه که است واضح نمودار به توجه با
همچنین است. رهبران دیگر از جدای ۶١ مااوتیسیتونگ و ۶٠ استالین فکری-سیاسی دیدگاه کرده�اند.

۶٠Stalin
۶١Mao Tse Tung



٢٠ چندبعدی مقیاس�گذاری .١

به باشد. وابسته ۶٣ ترومن خود ریس�جمهور از بیشتر انگلیسی دولت به ۶٢ هاور ایزن که می�رسد نظر به
است. گرفته قرار MDS جواب مرکز در ۶۴ دی�گول جالب طور

۶٢Eisenhower
۶٣Truman
۶۴de Gualle



٢ فصل

نرمال پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری

مقدمه ١.٢

یکچارچوب در را مناسب بعد و اشیا پیکره تعیین یعنی متری، MDS در اصلی مسئله�ی دو فصل این در
خطای یک و معرفی اقلیدسی فاصله مدل یک منظور این برای می�دهیم. قرار بررسی و مطالعه مورد بیزی
مونت الگوریتم یک مدل این تحت می��������������گیریم. نظر در شباهت�ها عدم برای (نرمال) گوسی اندازه�گیری
پیشنهاد اشیا پیکربندی برای بیزی جواب یک آوردن به�دست برای را (MCMC) ١ مارکوفی زنجیر کارلو
مناسب بعد انتخاب برای را (MDSIC) ،٢ MDS اطلاع معیار یک شده برآورد پیکره اساس بر و کرده

می�دهیم. ارائه
نتایج (BMDS) بیزی MDS روش که است آن از حاکی شده� ارایه شبیه�سازی نتایج فصل پایان در
فصل این در آن�چه می�کند. فراهم اشیا پیکره برای (CMDS) کلاسیک MDS روش به نسبت بهتری
رافتری و اُه مقاله از برگرفته فصل این مطالب می�باشد. متری MDS از بیزی تحلیل یک می�دهیم انجام

می�باشند. (٢٠٠١)

مدل معرفی ٢.٢

اقلیدسی، فاصله�ی که آن�جا از و می�آیند، به�دست مختلفی روش�های از شباهت عدم داده�های می�دانیم
مجهول بعد که مواردی در است، غیرحساس فاصله، اندازه�های دیگر با مقایسه در بعد انتخاب به نسبت
فرض ترتیب بدین .(١٩٨٣ (دیوسن، است آسان آن کارگیری به و گرفته قرار استفاده مورد بیشتر است
صورت به است، اقلیدسی فضای یک در j و i اشیا بین فاصله نشان�دهنده که δij شباهت عدم اندازه کنید

١Markov Chain Monte Carlo
٢MDS information criterion

٢١



٢٢ نرمال پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری .٢

شود محاسبه زیر

δij =

√√√√ p∑
k=١

(xik − xjk)٢ (١.٢)

نشده مشاهده مقدار دهنده نشان ،xik و بوده وابسته اشیا نشده مشاهده صفت p به δij شباهت عدم که
که است X اشیا پیکره شی iامین صفت kامین

X =



x١١ x١٢ · · · x١k · · · x١p

x٢١ x٢٢ · · · x٢k · · · x٢p
... ... ... ... ... ...
xi١ xi٢ · · · xik · · · xip

... ...
xj١ xj٢ · · · xjk · · · xjp

... ...
xn١ xn٢ · · · xnk · · · xnp


= (X١, · · · , Xn)

T

که می�کنیم فرض بنابراین دارد وجود مشاهدات در اندازه�گیری خطای اغلب واقعیت در .Xi ∈ ℜp و
است اندازه�گیری خطای یک اضافه به δij درست اندازه با برابر dij شده مشاهده شباهت عدم اندازه

باشد). مثبت همیشه شده مشاهده شباهت عدم اندازه باید که است ذکر به (لازم
می�گیریم: نظر در زیر صورت به δij, σ٢ پارامترهای با شده بریده نرمال را dij مدل دقیق�تر، طور به

dij ∼ N(δij, σ
٢)I(dij > ٠), i ̸= j, i, j = ١,٢, · · · , n. (٢.٢)

می�آید: به�دست زیر صورت به σ٢ و X = {xi} مجهول پارامترهای درستنمایی تابع نتیجه در

L(X, σ٢|D) =
n∏

i̸=j
i,j=١

١
σ
ϕ(

dij−δij
σ

)

١− Φ(
−δij
σ

)

=
n∏

i̸=j
i,j=١

(
١√
٢πσ٢

) exp

{
− ١
٢σ٢ (dij − δij)

٢
}

١
١− Φ(− δij

σ
)

= (
١√
٢πσ٢

)
n(n−١)

٢ exp

{
− ١
٢σ٢

∑
(dij − δij)

٢
}

١∏n
i̸=j
i,j=١

(١− Φ(− δij
σ
))

= (
١√
٢π

)
n(n−١)

٢

(
(
١
σ٢

)
١
٢

)n(n−١)
٢

exp

{
− ١
٢σ٢ (

∑
(dij − δij)

٢)

}
١∏n

i̸=j
i,j=١

Φ(
δij
σ
)

∝ (σ٢)−
m
٢ exp

{
− ١
٢σ٢SSR

}
exp

log

(∏
i>j

Φ(
δij
σ
)

)−١


∝ (σ٢)−
m
٢ exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i̸=j

log Φ(
δij
σ
)

}
(٣.٢)



٢٣ پیشین توزیع .٣.٢

SSR =
∑

i>j(dij− شباهت�ها، عدم mتعداد = n(n−١)/٢ مشاهدات، نشان�دهنده ٣ D آن در که
تجمعی توزیع و احتمال چگالی توابع ترتیب به Φ(.) و ϕ(.) مانده�ها، باقی دوم توان�های مجموع δij)٢

می�باشند. استاندارد نرمال
مشاهدات به δijها که آن�جایی از و می�باشند σ٢ و xi مشاهدات نظر مورد پارامترهای که است ذکر به لازم

نوشتیم. σو٢ δij برای را درستنمایی تابع هستند، وابسته

پیشین توزیع ٣.٢

برای کنیم. مشخص را σ٢ و X پارامترهای ۴ پیشین توزیع که است لازم بیزی تحلیل یک انجام برای
می�کنیم فرض منظور این

x١, · · · , xn ∼ Np(٠,Λ) (۴.٢)

آن در که

Λ = diag(λ١, . . . , λp) =



λ١

λ٢ ٠
λ٣

. . .

٠ λp


.

می�کنیم فرض ،p مفروض بعد با Λ = Diag(λ١, . . . , λp) پارامتر ابر برای و

λj ∼ IG(α, βj) j = ١, · · · , p

عبارتی به باشد b/a+ ١ مد با معکوس گامای توزیع دارای σ٢ مولفه می�کنیم فرض نهایت در

σ٢ ∼ IG(a, b).

σ٢ ، Λ و X توام پیشین�های علاوه به

π(Λ) و π(σ٢) ، π(X) ، π(X, σ٢,Λ) اگر صورت این در می�گیریم. نظر در یکدیگر از مستقل را
باشند، Λ و σ٢ ،X حاشیه�ای پیشین توزیع ، X, σ٢,Λ توام پیشین توزیع�های نشان�دهنده ترتیب به

می�شود: حاصل زیر صورت به مدل پارامترهای همه�ی توام پیشین (توزیع) چگالی

π(X, σ٢,Λ) = π(X|Λ)π(Λ)π(σ٢).

٣Data
۴Prior distribution



٢۴ نرمال پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری .٢

پسین توزیع ۴.٢

استفاده با آن�گاه باشد. داده�ها شرط به مدل پارامترهای پسین چگالی نشان�دهنده�ی π(X, σ٢,Λ|D) اگر
به مدل پارامترهای همه�ی توام ۵ پسین چگالی تابع پارامترها، توام پیشین توزیع و درستنمایی تابع از

می�شود: نتیجه زیر صورت

π(X, σ٢,Λ|D) ∝ L(X, σ٢|D)π(X, σ٢,Λ)

∝ L(X, σ٢|D)π(σ٢)π(Λ)π(X)

∝ (σ٢)−
m
٢ exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}
× ba

Γa
(σ٢)−a−١ exp

{
− b

σ٢

}

×
p∏

j=١

βα
j

Γα
λ−α−١
j exp

{
−βj

λj

}
×

n∏
i=١

١
|Λ| ١٢

exp

{
−١
٢x

′Λ−١x

}

∝ exp

− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)
− b

σ٢
− ١
٢

n∑
i=١

x′
iΛ

−١xi −
p∑

j=١

βj

λj


× (σ٢)−(m٢ +a+١)

 p∏
j=١

λj

−n
٢−α−١

. (۵.٢)

به�دست را پارامترها کامل شرطی توزیع�های می�توان ،X, σ٢,Λ توام پسین توزیع از استفاده با بنابراین
می�شود: نتیجه زیر صورت به فوق روابط از استفاده با λj حاشیه�ایی پسین چگالی آورد.

π(λj|X, σ٢, D) ∝ π(xi|λj)π(λj)L(X, σ٢|D)

∝
n∏

i=١

١
|Λ| ١٢

exp

{
−١
٢x

′Λ−١x

}
×

p∏
j=١

βα
j

Γα
λ−α−١
j exp

{
−βj

λj

}

× (σ٢)−
m
٢ exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}

∝

 p∏
j=١

λj

−n
٢−α−١

exp

−١
٢

n∑
i=١

x′
iΛ

−١xi −
p∑

j=١

βj

λj


∝

 p∏
j=١

λj

−n
٢−α−١

exp

−١
٢

n∑
i=١

p∑
j=١

x٢ij
λj

−
p∑

j=١

βj

λj


∝

 p∏
j=١

λj

−n
٢−α−١

exp


p∑

j=١
− ١
λj

(
Sj

٢ + βj)


۵Posterior distribution



٢۵ پسین توزیع .۴.٢

آن در که

Sj =
n∑

i=١
x′x =

n∑
i=١

x٢ij (۶.٢)

و α + n/٢ پارامترهای با معکوس گامای λjها حاشیه�ایی پسین توزیع گرفت نتیجه می�توان بنابراین
عبارتی به است. βj + Sj/٢

π(λj|X, σ٢, D) ∼ IG(α +
n

٢ , βj +
Sj

٢ )

می�آید: به�دست زیر صورت به ،xi کامل شرطی چگالی

π(xi|σ٢,Λ, D) ∝ L(xi, σ
٢|D)π(xi|Λ)

∝ (σ٢)−
m
٢ exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}

×
n∏

i=١

١
|Λ| ١٢

exp

(
−١
٢x

′Λ−١x

)

∝ exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ(
δij
σ
)− ١

٢
∑
i>j

Λ−١x′x

}
(٧.٢)

می�شود: نتیجه زیر صورت به σ٢ پسین چگالی همچنین

π(σ٢|X,Λ, D) ∝ L(X, σ٢|D)π(σ٢)

∝ (σ٢)−
m
٢ exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}
× ba

Γa
(σ٢)−a−١ exp

{
− b

σ٢

}
∝ (σ٢)−

m
٢ −a−١ exp

{
− ١
٢σ٢SSR− b

σ٢

}
∝ (σ٢)−(m٢ +a)−١ exp

{
− ١
σ٢

(
SSR

٢ + b

)}

SSR/٢+b a+٢/mو پارامترهای با معکوس گامای توزیع ،σ٢ حاشیه�ایی پسین توزیع که است واضح
عبارتی به است،

π(σ٢|X,Λ, D) ∼ IG(
m

٢ + a,
SSR

٢ + b)



٢۶ نرمال پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری .٢

را p مقادیر تمام برای پیشین احتمال و گرفته نظر در مجهول متغیر یک عنوان به را p بعد چنانچه و
می�باشد: زیر صورت به p علاوه به پارامترها همه�ی توام پسین آنگاه کنیم، فرض pmax با برابر

π(X, σ٢,Λ, p|D) ∝ L(X, σ٢, p|D)π(X|Λ)π(σ٢)π(Λ|p)π(p)

= (σ٢)−
m
٢

(
١√
٢π

)n(n− ١)
٢ exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}

×
n∏

i=١

p∏
j=١

١
(٢π)n

٢ |Λ| ١٢
exp

{
−١
٢x

′Λ−١x

}
βα
j

Γα
(λj)

−α−١ exp

{
−βj

λj

}
× ba

Γa
(σ٢)−a−١ exp

{
− b

σ٢

}
pmax

= (٢π)−m
٢ σ٢(

−m
٢ ) exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}

× (٢π)−np
٢

p∏
j=١

λ
−n

٢
j exp

−
p∑

j=١

n∑
i=١

١
٢λj

x′x


× Γ(a)−١ba(σ٢)−(a+١) exp

{
− b

σ٢

}
× Γ(α)−p

p∏
j=١

βα
j λ

−(α+١)
j exp

{
−βj

λj

}
pmax

= A(p)h(σ٢, X)g(Λ, X, p)

آن در که

A(p) = (٢π)−
(m+np)

٢ Γ(a)−١baΓ(α)−p

p∏
j=١

βα
j pmax (٨.٢)

h(σ٢, X) = (σ٢)−(m٢ +a+١) × exp

{
−
(SSR٢ + b)

σ٢
−
∑
i>j

log Φ(
δij
σ
)

}
(٩.٢)

g(Λ, X, p) =

p∏
j=١

λ
−(n٢+α+١)
j exp

{
−

Sj

٢ + βj

λj

}
(١٠.٢)

زیر صورت به می�رود، به�کار مناسب بعد انتخاب در که ،(X, p) حاشیه�ایی پسین توزیع چگالی بنابراین
می�شود: حاصل

π(X, p|D) = cA(p)

∫
h(σ٢, X)dσ٢

∫
g(Λ, X, p)dΛ

≈ cA∗(p)(
SSR

m
)−

m
٢ +١ ×

p∏
j=١

(
Sj

٢ + βj

)−(n٢+α)

(١١.٢)
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کرده�ایم: استفاده زیر روابط از آن محاسبه� در که

∫
g(Λ, X, p)dΛ =

∫
· · ·
∫ ∫ p∏

j=١
λ
−(n٢+α+١)
j exp{−

Sj

٢ + βj

λj

}dλ١, · · · , dλp

=

p∏
j=١

(
Γ(n٢ + α)

(
Sj

٢ + βj)
n
٢+α

)

= Γp(
n

٢ + α)

p∏
j=١

(
Sj

٢ + βj)
−(n٢+α) (١٢.٢)

و
A∗(p) = A(p).(٢π) ١٢Γp(

n

٢ + α)(
m

٢ )−
١
٢ exp{−m

٢ }

∫و
h(σ٢, X)dσ٢ ≈ (٢π) ١٢ (m٢ )−

١
٢ ×

(
SSR

m

)−m
٢ +١

exp{−m

٢ } (١٣.٢)

است. آمده پیوست در (١٣.٢) رابطه�ی اثبات

عددی محاسبات ۵.٢

می�دهیم. شرح را بهینه بعد تعیین و MCMC الگوریتم به مربوط عددی محاسبات جزئیات بخش این در

MCMC الگوریتم ١.۵.٢

یا آن�ها از داده تولید لذا ندارند، بسته�ایی صورت پسین توزیع�های برخی دیدیم قبل بخش در که همانطور
(تکنیک) روش از استفاده با بخش این در لذا نیست. امکان�پذیر واقعی مثال یک در آن�ها از استفاده
کنیم. تعیین پیکربندی برای را مناسب بعد و کرده تولید داده پسین، توزیع�های از می�کنیم سعی MCMC
بیزی چارچوب یک در را کمتر بعد در اشیا پیکره بیزی، بعدی چند مقیاس�گذاری گفتیم که همان�طور

می�کند. بازیابی
چگالی�های و کردیم تعریف را مناسب پیشین توزیع�های مجهول پارامترهای برای قبل بخش�های در
نیازمند پارامترها، بیزی برآوردهای به دستیابی برای حال آوردیم. به�دست را آن�ها با متناظر پسین
الگوریتم یک از ،(۵.٢) پسین چگالی تابع پیچیده صورت دلیل به اما هستیم عددی انتگرال�گیری به
را X, σ٢,Λ جدید مقادیر نظر مورد الگوریتم می�کنیم. استفاده (١٩٩۶ ،۶ همکاران و (گیلکز MCMC
(برای می�کند. تکرار همگرایی از درجه�ای به رسیدن تا را فرآیند این و کرده تولید فعلی مقادیر شرط به

ببینید). را ۴ پیوست بیشتر گاهی آ
روند ابتدا بنابراین کنیم. تعیین را پارامترها اولیه مقادیر باید MCMC الگوریتم یک پیاده�سازی برای

می�کنیم. مطرح را است، لازم MCMC الگوریتم برای که مجهول پارامترهای اولیه مقداردهی

۶Gilks
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می�گیریم. نظر در xiها اولیه مقدار عنوان به را آمده به�دست کلاسیک مقیاس�گذاری یک از که ،x(٠)
i مقدار

ماتریس یک که شود تبدیل طوری طیفی تجزیه با سپس و شده مرکزی مبدا در می�تواند حاصل X

شده اصلاح های x
(٠)
i از باشیم. داشته را (۴.٢) شده ذکر پیشین مطابق قطری، نمونه�ای کوواریانس

σ(٠)٢ از و کرد، محاسبه را σ(٠)٢ = SSR(٠)/m و SSR(٠) باقی�مانده�ها دوم توان�های مجموع می�توان
ماتریس قطر روی عناصر همچنین می�کنیم. استفاده الگوریتم در σ٢ برای اولیه مقدار یک عنوان به

می�شوند. گرفته نظر در λj اولیه مقادیر عنوان به شده اصلاح X کواریانس ـ واریانس
λj جدید مقدار یک تکرار، هر در می�دهیم. شرح را MCMC الگوریتم از نمونه تولید جزییات حال،
زدن قدم الگوریتم از σ٢ و Xi تولید برای می�کنیم. تولید دیگر مجهولات شرط به شرطی پسین توزیع از
تولید برای پیشنهادی چگالی می�کنیم. استفاده (١٩٧٠ ، ٨ (هستینگز ٧ هستینگز ـ متروپلیس تصادفی
به توجه با نرمال، پیشنهادی چگالی این واریانس انتخاب برای می�کنیم. فرض نرمال را xi از نمونه

می�کنیم،� فرمول��بندی زیر صورت به را (٧.٢)، xi پسین چگالی

π(xi|D) ∝ exp

−١
٢(Q١ +Q٢)−

n∑
j ̸=i,
j=١

log Φ

(
δij
σ

)
تابع n − ١ تعداد به ، Q١ آنجایی�که از .Q٢ = x′

iΛ
−١xi و Q١ = ١

σ٢

∑n
i ̸=j,
j=١

(δij − dij)
٢ آن در که

درجه عبارت یک تنها Q٢ حالی�که در دارد را ((δij − dij)
٢/σ٢) ،١/σ٢ ضریب با xiها از دوم درجه

و زده تقریب σ٢/n − ١ با را xi پسین واریانس و گرفته نظر در را Q١ تنها دارد، Λ ضریب با دوم
می�کنیم. انتخاب σ٢/n− ١ از ثابت مضربی صورت به را نرمال پیشنهادی چگالی واریانس

خوبی به σ٢ شرطی چگالی تابع که دادند نشان مقدماتی عددی مطالعه یک با (٢٠٠١) رافتری و اُه
قدم الگوریتم بنابراین شود. زده تقریب IG(m/٢ + a, SSR/٢ + b) چگالی تابع وسیله به می�تواند
توزیع واریانس با متناسب واریانس با نرمال پیشنهادی چگالی با را هستینگز ـ متروبولیس تصادفی زدن

می�گیریم. نظر در IG(m/٢+ a, SSR/٢+ b)

مجهول پارامترهای پسین توزیع از نمونه یک طولانی، زمان یک صرف با ،{λj} و σ٢ ،{Xi} تولید تکرار
یک آن�جایی�که از آورد. به�دست را پارامترها بیزی برآورد می�توان نمونه این از استفاده با که می�کند فراهم
تحت باید {Xi} پسین نمونه�های گرفتیم، نظر در δij شباهت عدم اندازه مدل برای را اقلیدسی فاصله
همگرایی تایید برای بنابراین باشد. پایا کلاسیک، MDS همانند مبدا، حول انعکاس و دوران تبدیل،
استفاده ،X همگرایی عدم صورت در زیرا شود. بررسی X از پیش δij همگرایی است لازم MCMC
وقتی حتی X از MCMC نمونه�های چون نیست، درست بیزی برآورد عنوان به نمونه میانگین�های از
نکردن استفاده و مشکل این کردن برطرف برای باشند. ناپایدار است ممکن هستند، پایدار δij فواصل
بیزی برآورد یک عنوان به را X از پسین مد تقریب یک بیزی، برآورد عنوان به نمونه میانگین�های از
را ها Xi از متناسب موقعیت�های پسین مد می�گیریم. نظر در اشیا، پیکربندی BMDS جواب ،X از

می�کند. فراهم پسین چگالی ماکسیمم با متناظر

٧Random walk Metropolise-Hastings
٨Hastings
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مناسب بعد انتخاب ٢.۵.٢

صفت�هایی یافتن عبارتی به فضاست. در مناسب بعد یافتن ،MDS دیگر هدف می�دانیم که همان�طور
تفسیر می�توانند باشند زیاد صفات تعداد اگر دارند. معنی�داری نقش شباهت عدم یا شباهت بیان در که
دست از به منجر می�توانند باشند کم خیلی صفات تعداد اگر طرفی از کنند. مشکل را داده�ها ساختار
امکان، صورت در که است مهم بعدی تعیین بنابراین شوند؛ شباهت عدم اساسی و مهم صفات رفتن
کاربردها از بسیاری در بعد که زیادی اهمیت وجود با اما کند. حفظ را مهم صفات تعداد، کمترین با
شکستگی یک یافتن روش از استفاده وجود این با است. نشده انجام آن روی زیادی تحقیقات دارد،
است رایج�تر می�کند، تغییر شباهت عدم سطح یا برازش اندازه آن در که نقطه�ایی یعنی آرنج) خم (شبیه
نظر در را این است. مشکل آرنج) (خم شکستگی یافتن اغلب البته، ببینید). را ١٩۵٨ (تورگوسون،
مقیاس به اغلب آن ظاهر چون باشد کننده گمراه است ممکن نمودار یک بصری جنبه که باشید داشته
ببینید) را ١٩٩٧ همکاران، و برگ ،١٩٨٣ دیوسن، ،١٩٧۴ ، ٩ جراف و (اسپنس دارد بستگی محورها
BMDS از آمده به�دست پیکره اساس بر مناسب بعد انتخاب برای ساده بیزی معیار یک بخش این در

می�دهیم. ارائه را MDSIC اختصاری نام با
یعنی p (برای ،p′ و p ابعاد اساس بر شده برآورد پیکره ،p′ و p بعد دو بین مناسب بعد انتخاب برای
بعدی و می�کنیم بررسی را آمده) BMDSبه�دست روش از که Xایی برای π(X, p|D) حاشیه�ایی پسین

می�کنیم. انتخاب دهد نتیجه را پسین مقدار بزرگترین که را
حاشیه�ایی پسین

π(x, p|D) =

∫
π(x, p, σ٢|D)dσ٢

=

∫
L(x, p, σ٢|D)π(σ٢)dσ٢

حاشیه�ایی پسین ∫و
π(X,Λ, p|)dΛ ≈ cL(X, p|D)π(X, p)

L(X, p|D) و ،p و X از مستقل ثابت یک c آن در که شده�اند) محاسبه پسین توزیع�های بخش (در
pافزایش با بگیرید. نظر در را است (X, p) حاشیه�ایی پیشین π(X, p) و (X, p) حاشیه�ایی درستنمایی
حاشیه�ایی درستنمایی نتیجه در و کوچک SSR مقدار نتیجه در و می�شود بازیابی بیشتری دقت با پیکره

میابد. کاهش حاشیه�ایی پیشین و افزایش
فاصله یک برای که است این� آن و دارد، وجود یکمشکل (x(p+١), p+١) و (x(p), p) بعد دو مقایسه در
بهبود در چندانی تاثیر p به نسبت p+١ بعد که حالی در دارد پیکره از خوبی بازیابی p بعد معین، اقلیدسی
(واریانس Sj و نزدیکتر مبدا Xبه مختصات p+١ به p از بعد افزایش با طرفی از اما ندارد پیکره بازیابی
در
∏p

j=١(Sj/٢ + βj)
−(n/٢+α) عبارت به توجه با که می�شود. کوچکتر (X jام، مختصات نمونه�ای

٩Spence and Graef
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حالی در می�شود p + ١ بعد انتخاب و حاشیه�ایی پسین مقدار شدن بزرگ به منجر حاشیه�ایی، پسین
به وابسته حاشیه�ایی پسین عبارتی به است. نگرفته صورت پیکره بازیابی در بهینه�ایی تغییر هیچ که
فاصله با بعدی یک فضای یک در {−١,١} نقطه دو برای اقلیدسی فاصله مثال برای Xاست. مقیاس
دو مساوی و برابر بعدی دو فضای یک در (−١/

√
١−,٢/

√
٢) و (١/

√
٢,١/

√
٢) بین اقلیدسی

دو به یک از بعد افزایش با اما است یکسان دو هر برای اقلیدسی فاصله می�بینید که همان�طور می�باشد.
واریانس که شده کوچکتر بعدی دو فضای در هم واریانس نتیجه در شده�اند نزدیکتر مبدا به مختصات�ها
است. ثابت فاصله که چه اگر می�شود؛ بالاتر بعد انتخاب نتیجه در و بزرگتر پسین یک به منجر کوچکتر
منظور، بدین کند. مقایسه یکسان بعد در را Xها باید بعد انتخاب معیار یک مشکل، این رفع برای
مساوی آخر مختصات و X(p) اول مختصات p که بعدی p + ١ فضای در X∗(p+١) = (X(p) : ٠)
X(p) مانند یکسان برازش و یکسان اقلیدسی فضای X∗(p+١) واقع در که می�گیریم نظر در را باشد صفر
خواهد X∗(p+١) بعد p + ١ فضای در بهینه جواب آنگاه باشد، درست p اگر ایده�آل حالت در می�دهد.
چگالی که می�کنیم انتخاب بعد عنوان به صورتی در را p و مقایسه را X(p+١) و X∗(p+١) بنابراین بود.
نسبت بهتر مقایسه برای حال باشد. بزرگتر X(p+١) حاشیه�ای پسین چگالی از X∗(p+١) حاشیه�ای پسین

می�گیریم: نظر در زیر صورت به را Rp حاشیه�ای پسین

Rp ≡
π(X(p+١), p+ ١|D)

π(X∗(p+١), p+ ١|D)

= {SSRp+١
SSR∗

p+١
}−

m
٢ +١{

p+١∏
j=١

Sj

٢ + βj

S∗
j

٢ + βj

}(−
n
٢+α)

= {SSRp+١
SSRp

}−
m
٢ +١{

p∏
j=١

S
(p+١)
j

٢ + βj

S
(p)
j

٢ + βj

}(−
n
٢+α)

× {
s
(p+١)
p+١
٢ + βp+١

βp+١
}(−

n
٢+α)

و داده�ها شرط به بعد p + ١ با p و X حاشیه�ایی پسین چگالی π(X(p+١), p + ١|D) آن در که
داده�ها شرط به صفر برابر آخر ستون و بعد p با X و p حاشیه�ایی پسین چگالی π(X∗(p+١), p+ ١|D)

هیچ هنگامی�که است. Λ از βj و α ابرپارامترهای انتخاب به وابسته Rp نسبت است واضح می�باشند.
می�تواند بعد p+ ١ فضای در (α, βj) برای معقول انتخاب یک نداریم، پارامترها از قوی پیشین اطلاع
پیشین یک این که کرد استدلال (١٩٩٩) رافتری باشد. βj = ١

٢S
(p+١)
j /n و α = ١

٢ انتخاب�های
می�باشد. است، دسترس در کمی پیشین اطلاعات که موقعیت�هایی تقریب برای معقول مناسب

داریم درنتیجه

Rp = (
SSRp+١
SSRp

)−
m
٢ +١


p∏

j=١

r
(p+١)
j (n+ ١)
(n+ r

(p+١)
j )


− (n+١)

٢

× (n+ ١)−
(n+١)

٢
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نوشت: می�توان صورت این در . r(p+١)j = S
(p+١)
j /S

(p)
j آن در که

LRp ≡ −٢ logRp

= (m− ٢) log(SSRp+١
SSRp

) (١۴.٢)

+

(n+ ١)
p∑

j=١
log

[
r
(p+١)
j (n+ ١)
(n+ r

(p+١)
j )

]
+ (n+ ١) log(n+ ١)

 (١۵.٢)

چه هر (چون می�باشد منفی معمولا که است درستنمایی لگاریتم نسبت تقریبا LRp در (١۴.٢) عبارت
نتیجه در و کوچکتر SSR مقدار لذا کرد بازیابی می�توان بیشتر دقت با را پیکره باشد بالاتر بعد تعداد
( log(SSRp+١/SSRp) = logSSRp+١ − logSSRp < ٠ بنابراین و بوده کوچکتر log SSRp+١

لگاریتم منفی و بزرگ درسنتمایی کوچک، SSR بعد افزایش (با می�شود زیاد همواره بعد افزایش با و
به�دنبال طرفی از اما است بهتر کنیم بیشتر را بعد تعداد چه هر بنابراین می�شود). بزرگ نیز درستنمایی
نابجا افزایش برای را جریمه نقش (١۵.٢) عبارت بنابراین هستیم کوچک بعد در پیکره مناسب بازیابی
را، LRp مقدار شود بیشتر بعد هرچه که می�کند عمل صورت بدین جریمه عبارت دارد. فوق عبارت
چندانی تاثیر p+١ به p افزایش اگر می�کند. کم باشد، نداشته X بازیابی در تاثیری بعد افزایش چنانچه
فوق عبارت مقدار در کاذب افزایش نگیریم نظر در را جریمه این چنانچه باشد، نداشته X بازیابی در
نداشته X بازیابی در معناداری تغییر هیچ p + ١ به p از بعد افزایش هرگاه است. نادرست که داریم

می�شود. (n+ ١) log(n+ ١) تقریبی طور به جریمه عبارت و r(p+١)j ≈ ١ آن�گاه باشد،
مناسب�تر p+١ بعد باشد منفی LRp چنانچه و می�دهیم ترجیح p+١ به را p بعد مثبت، LRp ازای به
می�دهد. نتیجه را مثبت LRP مقدار که کرد انتخاب را بعدی می�توان خلاصه طور به بنابراین، است. p از
کرد: تعریف زیر صورت به می�توان مناسب بعد انتخاب برای را (MDSIC) MDS اطلاع معیار لذا

MDSIC١ = (m− ٢) log SSR١ (١۶.٢)

MDSICp = MDSIC١ +

p−١∑
j=١

LRj

شود. مینیمم MDSICp آن در که است بعدی بهینه بعد نهایت در

شبیه�سازی ٣.۵.٢

می�کنیم. مقایسه CMDS روش با را BMDS روش عملکرد شبیه�سازی از استفاده با بخش این در
و صفر میانگین با (p = ١٠) متغیره چند نرمال توزیع از تصادفی نمونه n = ۵٠ تعداد منظور این برای
اشیا جفت شباهت عدم اندازه�ی برای و .(X ∼ N٠)١٠, I)) می�کنیم تولید همانی) (ماتریس I واریانس
یک از را dij مشاهده�شده�ی فاصله ،δij از استفاده با و می�بریم، کار به را اقلیدسی فاصله مدل xj و xi

مقدار�دهی برای می�کنیم. تولید ٠٫ ٣ استاندارد انحراف و δij میانگین با صفر در بریده�شده نرمال توزیع
۵ پیوست در را مربوطه کردیم(کد استفاده CMDS نتایج از شد، داده توضیح پیش�تر که همان�طور اولیه،

است. شده داده ١.٢ جدول در حاصل نتایج ببینید).



٣٢ نرمال پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری .٢

MDSIC جریمه LRT BMDS تنش CMDS تنش بعد
١٣٠١١ ٢۶٧/٣ −٧٩١/٨٠٢٧۴ ٠/۶۵٢٣٩۴۶٨ ٠/٩٧٧٩٣ ١
١٢٢٠١ ٢٣٨/٢ −٧١٩/۴٨٠۴٢ ٠/۵٧۵۵٨٧۴ ٠/٩٠٧٩٣ ٢
١١٣٩۴ ٢٣۴/۶ −٧۵٩/٣۶۴۴٠ ٠/٣٢٢٧٩٠٣١ ٠/۶٠٣۴١ ٣
١٠۶١٩ ٢٣٩/٧ −۵۵٧/۴۶٢٧١ ٠/١٩٠٩٠۶٨٩ ٠/٣٩٨۵٠ ۴
١٠١۶٠ ٢۴٠/۵ −۴٠٣/١٧۶٠۵ ٠/١۴٩٠٨۶٨٣ ٠/٢٧۵٧٢ ۵
٩۴١٢ ٢۴١/٣ −١۶٩/۴٠٣٧٠ ٠/٠٩٠٣٧١٠٧ ٠/١٨٠٢٣ ۶
٩٠٢٩ ٢۵٢/٣ −١٢٧/۶٧١٠٩ ٠/٠٧١٠٧۶۴۴ ٠/١١٧٢٧ ٧
٩١٣۶ ٢۵١/۴ −۴۶/٣١٢١١ ٠/٠٧٨٧٣٣۴٠ ٠/٧٢۵۵٨ ٨
٩٣٨٠ ٢۵٠/٢ −٣١/٩١٣۴٩ ٠/٠٧٩١١٠٣١ ٠/٧٣٨٩٢ ٩
٩١٧٧ ٢۵٠/۴ −١۴/٨٢٧٣٢ ٠/٠٨۶۴٩٠٠۶ ٠/٩٠٣٧٧ ١٠
٩١٨۵ ٢۵١/٣ −١٢/۴٢۴۴٣ ٠/٠٨٧٧١١۵۵ ٠/٩٠٣٠٨ ١١
٩٣٢١ ٢۵١/۵ −۵/٧۵٩٢۴ ٠/٠٨۶١۶۴٩٨ ٠/٩٠۴۶١ ١٢
٩٩۶٩ ٢۵٢/٣ −۴/۴۶۶٧۴ ٠/٠٨۵۶١٩٧٩ ٠/٩٠٧١٧ ١٣
١٠١٧٩ ٢۵١/١ −٣/۵١٣٠١ ٠/٠٩٢٩۶٣٩٣ ٠/٩٠٩٢٣ ١۴

Ni(٠, I) از شده تولید داده�های شبیه�سازی تحلیل :١.٢ جدول

می�کند، عمل بهتر کوچک�تر تنش یک با BMDS روش می�شود مشخص ١.٢ جدول از که همان�طور
ولی میابد کاهش یکنواخت طور به هفت تا بعد افزایش با LRT درستنمایی لگاریتم نسبت همچنین
مناسب بعد عنوان به را هفت بعد MDSIC معیار نهایت در نمی�کند. ملاحظه�ای قابل تغییر آن از بعد

می�کند. انتخاب

نتیجه�گیری ۶.٢

بعد انتخاب معیار یک و ،(BMDS) MDS در اشیا پیکره تعیین برای بیزی روش یک فصل این در
مشاهده شباهت�های عدم اندازه�ی دادیم. قرار بررسی مورد را ،BMDS از حاصل نتایج اساس بر بیزی،
کردیم. مدل�بندی خطا جمله یک اضافه�ی به اقلیدسی) (فواصل δij درست اندازه�ی با برابر را dij شده

خطا اضافه به اقلیدسی فواصل از خطی غیر تابع یک با برابر �شباهت�ها عدم نامتری، مقیاس�گذاری در
می�شود: گرفته نظر در زیر صورت به dij مدل دقیق�تر طور به و می�شوند، مدل�بندی

dij ∼ N(g(δij), σ
٢)I(dij > ٠) i ̸= j, i, j = ١, · · · , n

ممکن مجددا MCMC از استفاده با بیزی استنباط است. یکنواخت اما غیرخطی تابعی g(.) آن در که
شود. بیزی نامتری بعدی چند مقیاس�گذاری به منجر است

مزدوج صورت یک تقریبی طور به که بردیم، کار به مشاهده�شده فاصله� برای را بریده�شده نرمال توزیع
به می�توان غیر�مرکزی کای�دو و لگ�نرمال مانند دیگر توزیع�های از داد. نتیجه را X پیشین توزیع برای
متروپلیس الگوریتم روند در کوچک تغییر یک صورت این در که کرد، استفاده بریده�شده نرمال توزیع جای



٣٣ نتیجه�گیری .۶.٢

١٩۶٩ ، ١١ رامسای و ١٩۶٣ ، ١٠ زینس و ساپس بیشتر گاهی آ است(برای Xلازم تولید برای هستینگز
CMDS به نسبت بهتری خیلی برازش که است این BMDS اصلی مزیت�های از ببینید). را ١٩٧٧ و
پیکره روی را می�شود، محاسبه آسانی به که ،MDSIC بعد انتخاب معیار فصل این در می�دهد. ارائه

کردیم. تعریف BMDS از حاصل
میابد، افزایش بعد وقتی که است این BMDS اصلی ویژگی یک CMDS با BMDS مقایسه در
همیشه پایین�تر بعد یک برای مختصات CMDS در که حالی در کرده تغییر پایین بعدهای برای مختصات
بعد انتخاب یک الزاما پایین�تر بعدهای از آمده به�دست مختصات است. بالاتری�ها از مجموعه زیر یک
عملکرد بر بدی تاثیر است ممکن بالاتر ابعاد در آن�ها داشتن نگاه و نیست میابد افزایش بعد وقتی بهینه،

باشد. داشته CMDS

١٠Suppes and Zinnes
١١Ramsay





٣ فصل

پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری
آمیخته

مقدمه ١.٣

می�دهیم ارائه را MDS در مناسب بعد انتخاب برای ١ BDIM بیزی کارآمد و ساده روش فصل این در
یک دو، فصل مشابه فصل این در می�کنیم. مقایسه قبل فصل در شده ارائه MDSIC روش با را آن و
بررسی مورد را مجاورت داده�های آماری مدل برای اقلیدسی فاصله یک گرفتن نظر در با بیزی MDS
می�کنیم. ارزیابی MCMC روش از استفاده با را اشیا بیزی پیکربندی قبل فصل همانند می�دهیم. قرار
از آمیخته پیشین یک راستا، این در می�باشد. پیشین توزیع انتخاب در قبل فصل با فصل این تفاوت
هر حاشیه�ایی پسین توزیع بنابراین می�گیریم. نظر در مدل پارامتر�های برای پیوسته توزیع یک و صفر
همانند آمیخته، پسین توزیع پارامتر�های برآورد برای آمد. خواهد بدست آمیخته توزیع یک نیز پارامتر
می�باشد. (٢٠١٢) اُه مقاله از برگرفته فصل این مطالب می�کنیم. استفاده MCMC روش از قبل، فصل

آماری مدل ٢.٣

لذا می�باشد، دوم فصل در MDSIC برای شده ارائه آماری مدل با مشابه کاملا فصل این در آماری مدل
.dij ∼ N(δij, σ

٢)I(dij > ٠) ، i ̸= j, i, j = ١, · · · , n ازای به می�کنیم فرض بخش(٢.٢) همانند
می�شود. رابطه�ی(٣.٢)حاصل همانند x, σ٢ درستنمایی تابع بنابراین

١Bayesian dimension

٣۵



٣۶ آمیخته پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری .٣

پیشین توزیع ٣.٣

منظور این برای کنیم. مشخص را مجهول پارامترهای پیشین توزیع باید بیزی، تحلیل یک انجام برای
باشد: زیر صورت به پیشین توزیع Xدارای ستونی بردار kامین ،Xk = (x١k, . . . , xnk)

′ می�کنیم� فرض

Xk|λk, w ∼ wI(Xk = ٠) + (١− w)I(Xk ̸= ٠)N(Xk;٠, λ−١
k In) (١.٣)

با متغیره n نرمال توزیع Nn(Xk;٠, λ−١
k In) و مشخصه تابع I(.) وزن، (٠ ≤ w ≤ ١) ،w آن در که

می�باشد. λ−١
k In کوواریانس ـ واریانس ماتریس و صفر میانگین بردار

می�کنیم: فرض k = ١, · · · , p ،λk پارامتر ابر برای

λk ∼ G(a, bk).

مقدار اگر بنابراین می�شود. تعریف است، Xk ̸= ٠ که زمانی فقط λk پارامتر ابر که داشت دقت باید
صفر در تباهیده توزیع یک می�توان و نداشته نقشی پیشین توزیع در λk پارامتر ابر آنگاه باشد، Xk = ٠
λk پارامتر ابر آنگاه ، Xk ̸= ٠ اگر اما گرفت. نظر در پیشین توزیع عنوان به را w > ٠ مثلا وزن با
می�توان لذا بود. خواهد پیشین توزیع دارای نیز آن خود همچنین و شده ظاهر پیشین توزیع ساختار در
نهایت در گرفت. نظر در پیشین توزیع عنوان به را Np(٠, λ−١

k In)G(a, bk) توزیع Xk ̸= ٠ حالت در
توزیع صورت به پیشین توزیع بگیریم نظر در تواما را Xk ̸= ٠ و Xk = ٠ حالات بخواهیم چنانچه

بود: خواهد زیر آمیخته

f(Xk, λk|w) = wI(xk = ٠) + (١− w)I(xk ̸= ٠)N(xk;٠, λ−١
k In)G(λk; a, bk)

می�کنیم فرض باشد، تصادفی مقدار یک می�تواند نیز ٠ ≤ w ≤ ١ آنجایی�که از و

w ∼ B(aw, bw).

دیگر عبارتی به است؛ β/α+ ١ مد با معکوس گامای توزیع دارای σ٢ مولفه�ی می�کنیم فرض نهایت در

σ٢ ∼ IG(α, β).

می�گیریم. نظر در یکدیگر از مستقل را w و σ٢ ،(X ،λ) توام پیشین�های فوق فرضیات بر علاوه
توزیع نشان�دهنده ترتیب به π(w) و π(X,λ|w) و π(σ٢) و π(X, σ٢, λ, w) اگر صورت این در
همه توام پیشین توزیع باشند w و (X,λ ،(sigma٢ حاشیه�ایی پیشین توزیع�های و X, σ٢, λ, w توام

می�شود: حاصل زیر صورت به مدل پارامتراهای

π(X, σ٢, λ, w) = π(σ٢)π(X,λ|w)π(w)



٣٧ پسین توزیع .۴.٣

پسین توزیع ۴.٣

می�آوریم. بدست را پسین چگالی توابع درستنمایی، تابع و پیشین توزیع�های از استفاده با بخش این در
می�باشد: زیر صورت به مدل پارامترهای همه توام پسین چگالی تابع

π(X, σ٢, λ, w|D) ∝ L(X, σ٢|D)π(σ٢)π(X, σ٢, λ, w)

π(X, σ٢, λ, w|D) ∝ L(X, σ٢|D)π(σ٢)π(X,λ|w)π(w)

∝ L(X, σ٢|D)π(σ٢)π(w)

p∏
k=١

π(xk, λk|w)

∝ (σ٢)(−
m
٢ )exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}
βα

Γα
(σ٢)−α−١exp{− β

σ٢
}

× Γ(aw + bw)

ΓawΓbw
waw−١)١− w)bw−١

×
p∏

k=١
{wI(Xk = ٠) + (١− w)I(Xk ̸= ٠)N(٠, λ−١

k In)G(a, bk)}

∝ (σ٢)−
m
٢ −α−١ ١∏

i>j Φ(
δij
σ
)
waw−١)١− w)bw−١exp{− ١

٢σ٢SSR− β

σ٢
}

× w
∑p

k=١ I(Xk=٠){(١− w)N(٠, λ−١
k In)G(a, bk)}

∑p
k=١ I(Xk ̸=٠).

را پارامترها حاشیه�ایی پسین توزیع�های می�توان X, σ٢, λ, w توام پسین توزیع از استفاده با بنابراین
می�آید: بدست زیر صورت به w حاشیه�ایی پسین توزیع آورد. بدست

π(w|X, σ٢, λ,D) ∝ L(X, σ٢|D)π(σ٢)π(w)π(X,λ|w)

∝ (σ٢)(−
m
٢ )exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}
π(w)

p∏
k=١

π(xk, λk|w) ∝ (σ٢)(−
m
٢ )exp

{
− ١
٢σ٢SSR−

∑
i>j

log Φ

(
δij
σ

)}
Γ(aw + bw)

Γ(aw)Γ(bw)
waw−١)١− w)bw−١

×
p∏

k=١
{wI(Xk = ٠) + (١− w)I(Xk ̸= ٠)N(٠, λ−١

k In)G(a, bk)}

∝ waw−١)١− w)bw−١w
∑p

k=١ I(Xk=٠){(١− w)N(٠, λ−١
k In)G(a, bk)}

∑p
k=١ I(Xk ̸=٠)

∝ waw+
∑p

k=١ I(xk=٠)−١)١− w)bw+
∑p

k=١ I(xk ̸=١−(٠

عبارتی، به است، بتا حاشیه�ایی پسین توزیع دارای w گرفت نتیجه می�توان که

w|X, σ٢, λ ∼ Beta(aw +

p∑
k=١

I(xk = ٠), bw +

p∑
k=١

I(xk ̸= ٠)).
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از عبارتست σ٢ شرطی پسین توزیع

π(σ٢|X,w, λ,D) ≈ π(σ٢)L(X, σ٢|Data)

= IG(σ٢, α, β)
(σ٢)−

m
٢ exp[− ١

٢σ٢SSR]∏n
i>j Φ(

δij
σ
)

معکوس�ها گامای تعداد مجموع α و �شباهت�ها عدم تعداد m)است α از بزرگتر m = n(n−١)
٢ اغلب

پسین چگالی لذا است. غالب (σ٢)−
m
٢ e

− ١
٢σ٢

SSR جمله σ٢ شرطی پسین چگالی در بنابراین است).
زد. تقریب IG(m٢ ,

SSR
٢ ) چگالی تابع با خوبی به می�توان را σ٢

بنابراین می�شود. زده تقریب خوبی به نرمال توزیع با معکوس گامای توزیع باشد، بزرگ m اگر همچنین
کرد. استفاده σ٢ تولید برای هستینگز ـ متروپلیس تصادفی زدن قدم الگوریتم از می�توان

می�شود: حاصل زیر صورت به (xk, λk) شرطی پسین چگالی (xk, λk) تولید برای نهایت در

π(xk, λk|w, σ٢, D) ≈ π(xk, λk|w).L(X, σ٢|Data)

= [wI(xk = ٠) + (١− w)I(xk ̸= ٠)ϕ(xk;٠, λ−١
k In)g(λ; a, bk)]

(σ٢)−
m
٢ exp[− ١

٢σ٢SSR]

Πn
i>jΦ(

δij
σ
)

عددی محاسبات ۵.٣

(گاتردو MCMC الگوریتم از استفاده با را پسین حاشیه�ایی توزیع�های از نمونه تولید فرآیند قسمت این در
می�دهیم. شرح ببینید) را ٢٠٠٨ ، ٢ رافتری و

MCMC الگوریتم ١.۵.٣

شده�� تشکیل (xk, λk) برای پیوسته توزیع یک و نقطه�ای جرم یک از آمیخته� پیشین توزیع آنجایی�که از
MCMC الگوریتم یک به�کارگیری با لذا تکی�است. توزیع�های از آمیخته�ایی نیز توام پسین توزیع �است،
ابتدا می�کنیم. تولید را Xk, σ

٢, λ, w از پسین نمونه�های مکررا نظر مورد توزیع�های آمیخته�های برای
می�توان شد مطرح ٢.۵.١ بخش در که همان�طور می�دهیم. شرح را σ٢ برای نمونه تولید و الگوریتم روند
و کرد استفاده هستینگز ـ متروپلیس تصادفی زدن قدم الگوریتم از σ٢ تولید برای نیز قسمت این در
پیشنهادی توزیع عنوان به را IG(m٢ ,

SSR
٢ ) توزیع واریانس با متناسب واریانس با نرمال توزیع یک

در که ، IG(σ٢old, cvar) از σ٢new جدید نمونه یک ،σ٢old فعلی نمونه به توجه با ترتیب بدین برد. بکار

٢Gottardo and Raftery
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می�کنیم. تولید را است، (IG(
m

٢ ,
SSR

٢ توزیع( (واریانس var = ٢SSR٢/((m− ٢(٢(m− ۴)) آن
و بخشیده سرعت را MCMC الگوریتم ثابت از استفاده که دادند نشان (١٩٩۶) همکارانش و ٣ گلمن
ـ متروپلیس الگوریتم در σ٢new جدید نمونه پذیرش احتمال .c = ٢/٣٨٢ می�کند. کم را آن اجرای زمان

می�شود: بررسی زیر معیار از استفاده با هستینگز

α = min

{
١, π(σ

٢
new|else)

π(σ٢old|else)

}
می�کنیم. تولید نمونه IG(σ٢old, cvar) از دوباره صورت این غیر در می�شود پذیرفته σ٢new ،αاحتمال با
از نمونه تولید پسین، چگالی ساختار به توجه با می�کنیم. تولید نمونه (xk, λk) از σ٢ از نمونه تولید از پس
می�کنیم. استفاده هستینگز ـ متروپلیس تصادفی زدن قدم الگوریتم از لذا و نبوده ساده مستقیم به�طور آن
پیکره یک از θ(١)k = (x

(١)
k , λ

(١)
k ) اولیه مقدار تولید برای حالت این در θk = (xk, λk) می�کنیم فرض

زیر، فرمول با ، θ(٢)k |θ(١)k توزیع از را θ(٢)k = (x
(٢)
k , λ

(٢)
k ) جدید مقدار سپس می�کنیم. استفاده CMDS

می�کنیم. تولید

q(θ
(٢)
k |θ(١)k ) ∼ ٠٫ ۵I(x(٢)

k = ٠٫+(٠ ۵I(x(٢)
k ̸= ٠)ϕ(x(٢)

k ; x
(١)
k , τ−١In)g(λ

(٢)
k ; a+

n

٢ , bk+
S
(٢)
k

٢ )

ـ واریانس ماتریس و x
(١)
k میانگین پارامترهای با نرمال چگالی تابع ϕ(x(٢)

k ;x
(١)
k , τ−١In) آن در که

a+n/٢ پارامترهای با گاما چگالی تابع g(λ(٢)
k ; a+ n

٢ , bk+
S
(٢)
k

٢ ) و x(٢)
k نقطه�ی در τ−١In کوواریانس

برای می�شود دیده که همان�طور اما S(٢)
k =

∑n
i=١(x

(٢)
ik )٢ آن در که است ،λ(٢)

k نقطه�ی در bk + S
(٢)
k و

می�کنیم: عمل زیر روش به منظور این برای داریم. x(٢)
k و λ(٢)

k تولید به نیاز θ(٢)k تولید
x
(٢)
k = اگر می�کنیم. تولید ٠٫ ۵I(x(٢)

k = ٠٫+(٠ ۵I(x(٢)
k ̸= ٠)ϕ(x(٢)

k ;x
(١)
k , τ−١In) از را x(٢)

k ابتدا

تولید g(λ(٢)
k ; a+ n

٢ , bk +
S
(٢)
k

٢ ) از را λ(٢)
k باشد x(٢)

k ̸= ٠ٰ اگر و نیست λ(٢)
k تولید به نیازی دیگر ،٠

ϕ(xk;٠, λk
−١In)g(λk; a, bk)برای تقریبخوبی g(λk; a+

n
٢ , bk+

S
(٢)
k

٢ ) که باشید داشته توجه می�کنیم.
است.

احتمال با را θ(٢)k جدید مقدار حال،
α(θ

(١)
k , θ

(٢)
k ) = min{١, α∗(θ

(١)
k , θ

(٢)
k )}

آن در که می�پذیریم

α∗(θ
(١)
k , θ

(٢)
k ) =

π(θ
(٢)
k |else)q(θ(١)k |θ(٢)k )

π(θ
(١)
k |else)q(θ(٢)k |θ(١)k )

.

برای کنیم. محاسبه x(٢)
k و x(١)

k مختلف مقادیر ازای به را α∗(θ
(١)
k , θ

(٢)
k ) مقدار است لازم قسمت این در
می�کنیم: فرض ابتدا منظور، این

∆kSSR = SSR(xk = x
(٢)
k )− SSR(xk = x

(١)
k )

داریم: زیر مختلف حالت�های در را α∗(θ
(١)
k , θ

(٢)
k ) مقدار ادامه در

α∗(θ
(١)
k , θ

(٢)
k ) = ١ آنگاه x(١)

k = x
(٢)
k = ٠ اگر (i)

٣Gelman
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آنگاه x(١)
k = ٠, x(٢)

k ̸= ٠ اگر (ii)

α∗(θ
(١)
k , θ

(٢)
k ) = exp

{
− ١
٢σ٢∆kSSR

}∏
i>j

ϕ( δ(١)ij

σ
)

ϕ(
δ
(٢)
ij

σ
)

× (١− w)

w

ϕ(x
(٢)
k ;٠, λ−(٢)

k In)

ϕ(x
(٢)
k ;٠, τ−١In)

× g(λ
(٢)
k ; a, bk)

g(λ
(٢)
k ; a+ n

٢ , bk +
S
(٢)
k

٢ )

آنگاه x(١)
k ̸= ٠, x(٢)

k = ٠ اگر (iii)

α∗(θ
(١)
k , θ

(٢)
k ) = exp

{
− ١
٢σ٢∆kSSR

}∏
i>j

ϕ( δ(١)ij

σ
)

ϕ(
δ
(٢)
ij

σ
)

× w

(١− w)

ϕ(x
(١)
k ;٠, τ−١In)

ϕ(x
(١)
k ;٠, λ−(١)

k In)

×
g(λ

(١)
k ; a+ n

٢ , bk +
S
(١)
k

٢ )

g(λ
(١)
k ; a, bk)

آنگاه x(١)
k ̸= ٠, x(٢)

k ̸= ٠ اگر (iv)

α∗(θ
(١)
k , θ

(٢)
k ) = exp

{
− ١
٢σ٢∆kSSR

}∏
i>j

ϕ( δ(١)ij

σ
)

ϕ(
δ
(٢)
ij

σ
)

× ϕ(x
(٢)
k ;٠, λ−(٢)

k In)

ϕ(x
(١)
k ;٠, λ−(١)

k In)

× ϕ(x
(١)
k ; x

(٢)
k , τ−١In)

ϕ(x
(٢)
k ; x

(١)
k , τ−١In)

× g(λ
(٢)
k ; a, bk)

g(λ
(١)
k ; a, bk)

×
g(λ

(١)
k ; a+ n

٢ , bk +
S
(١)
k

٢ )

g(λ
(٢)
k ; a+ n

٢ , bk +
S
(٢)
k

٢ )

مجهول پارامتر�های برای حاشیه�ایی پسین توزیع�های از نمونه�هایی ، {xk}, {λk}, σ٢, w تولید تکرار با
بود. خواهد امکان�پذیر نمونه�ها این اساس بر بیزی استنباط و شده تولید

با باشد، (p بعد (معنی�داری ستونی بردار kامین معنی�داری γk = p(xk ̸= ٠|Data)ٰ مقداراحتمال اگر
می�توان باشد بزرگتر می�گیرد نظر در محقق که مقداری از مقدار این چنانچه ،k هر ازای به ، (γ̂) γ برآورد

می�کنیم. چشم�پوشی آن از صورت این غیر در است معنی�دار ستونی بردار kامین گفت
کلاسیک MDS پیکره یک از ، MCMC در λk = ١/var(xk) و σ٢ = SSR/m ،X اولیه مقدار برای

می�کنیم. استفاده
برای N(٠, λ−١

k In) پسین، توزیع آنگاه باشد دلخواه X نمونه کواریانس ماتریس جهت و مرکز اگر
کرده پردازش دوباره را تکرار هر از بعد شده تولید MCMC نمونه�های لذا بود. نخواهد مناسب xk ̸= ٠
Dx و ها Xi نمونه میانگین X̄ آن در که ،Xi = D′

x(Xi− X̄) تبدیل از استفاده با تکرار هر در را X و
نمونه�ای کواریانس ماتریس ویژه بردارهای آن ستون�های که است ماتریسی

Sx =
١
n

n∑
i=١

(Xi − X̄)(Xi − X̄)′

کواریانس ماتریس و ٠ نمونه�ای میانگین دارای xiها تبدیل، این از استفاده با می�کنیم. تصحیح می�باشد
می�باشد. پیشین مشخصات با متناظر که هستند قطری
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شبیه�سازی ٢.۵.٣

n = ۵٠ تعداد به می�کنیم. مقایسه هم با را MDSIC و BDIM عملکرد شبیه�سازی یک با بخش این در
مختصات دومین (٠,١)Nو از x∗

i١ شی امین iمختصات اولین که ترتیب بدین می�کنیم، تولید مستقل شی
صفر از x∗

٢ پراکندگی اندازه ٠ < ρ < ١ آن در (که N(٠, ρ٢) از ، x∗
i١ مستقل) طور به ) شی امین i

اشیا از جفت هر برای را اقلیدسی فاصله ، i = ١,٢, . . . ,۵٠ ازای به حال می�کنیم. تولید را است)
می�کنیم: محاسبه زیر صورت به X∗ = (x∗

i١, x
∗
i٢)

δ∗ij =
√
(x∗

i١ − x∗
j١)

٢ + (x∗
i٢ − x∗

j٢)
٢

مقدار یک که است ذکر به لازم می�کنیم. تولید N(δ∗ij, σ
٢)I(dij ⩾ ٠) از را شباهت عدم داده�های سپس

بزرگ خطایی باعث که بیفتد تاخیر به شباهت عدم اندازه از واقعی X∗ بازیابی می�شود موجب بزرگ σ
σ یک برای پیچیده مدل�های در است کافی مشکل این کردن برطرف برای می�شود، X پیکره برآورد در
از ناشی بد اثر کاهش می��گیریم(برای نظر در یک قسمت این در که کنیم انتخاب کوچک را بعد بزرگ

می�دهیم) کاهش را بعد می�شود پیکره نادرست بازیابی به منجر که واریانس، بزرگی
در σ برای را ٠٫ ٣,٠٫ ۵,٠٫ ٧ مقادیر و ρ برای را ٠٫ ١,٠٫ ٢, . . . ,٠٫ ۵ مقادیر ، σ و ρاثرات بررسی برای
، (ρ, σ) ترکیب هر برای و بررسی خطا اندازه مقادیر ρ هر برای می�گیریم. نظر در شبیه�سازی فرآیند این
برای را آن عبارتی (به نگرفته نظر در را اول نمونه ۵٠٠٠ شبیه�سازی در می�بریم. به�کار را BDIM روش

برآورد برای بعدی نمونه ۵٠٠٠٠ از و می�سوزانیم) همگرایی سرعت افزایش
γk = P (xk ̸= ٠|Data) k = ١, . . . ,۵

� اگر k هر برای می�کنیم. استفاده
γ̂k = P̂ (xk ̸= ٠|Data) > ٠٫ ۵

تکرار بار صد تعداد به (ρ, σ) ترکیب هر برای را شبیه�سازی این است. مناسب بعد بعد، امین k آنگاه
به می�کنیم. انتخاب بهینه بعد عنوان به را p∗ ،p∗ = ١, . . . ,۵ ازای به فروانی�ها محاسبه با می�کنیم،
سپس می�بریم. بکار تکرار ٣۵٠٠ با MDSIC روش برای را شبیه�سازی این همچنین مقایسه، منظور

می�کنیم: محاسبه زیر فرمول از استفاده با MDSIC برای را تنش

STRESS =

√√√√∑i>j(dij − δij)٢∑
i>j d

٢
ij

می�کنیم. مقایسه روش دو هر در را σ مختلف مقادیر ازای به ρ مقابل در p∗ = ١ فراوانی نمودار ادامه در
p∗ = ١ مقدار باشد کوچک ρ چنانچه ، σ معین مقدار ازای به روش، دو هر در ،١.٣ شکل به توجه با
به همچنین می�باشد. معنی�دار است، p∗ = ٢ اینجا در که ، p∗ ̸= ١ مقدار باشد بزرگ ρ چنانچه و
است ذکر به لازم دارند. p∗ = ١ انتخاب به میل روش دو هر بزرگ، های σ برای ثابت ρ مقدار ازای
در که همانطور است. محسوس�تر خیلی MDSIC به نسبت BDIM روش در σ به نسبت p تغییر که
تغییر یک MDSIC خلاف بر BDIM به مربوط نمودار است، ١.٣مشخص شکل نمودار دو مقایسه
اندازه در خطا وجود احتمال BDIM روش در عبارتی به می�دهد. نشان را σ افزایش با معنی�داری جهت
BDIM در دیگر عبارت به است. بیشتر MDSIC به نسبت اشیا پیکره در خطا بنابراین و شباهت عدم
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MDSIC و BDIM روش برای ترتیب به راست از ρمقابل در p∗ = ١ فراوانی :١.٣ شکل

برای می�باشد. محتمل�تر است بزرگ σ وقتی ρ معین مقدار برای MDSIC به نسبت p∗ = ١ انتخاب
٣٠ با فقط MDSIC روش و درصد ٩٠ حدود BDIM روش ρ = ٠٫ ٣, σ = ٠٫ ٧ که هنگامی مثال
اثر دارای و موثرند بعد انتخاب در σ و ρ بنابراین می�کند. انتخاب بهینه بعد عنوان به را p∗ = ١ درصد
روش دو هر برای را σ/ρ مقابل در p∗ = ١ فراوانی ٢.٣ شکل در حال می�باشند. نیز یکدیگر بر متقابل
σ/ρ افزایش با p∗ = ١ فراوانی روش دو هر در می�بینیم ٢.٣ شکل در که همانطور می�کنیم. مقایسه
فاصله در خطی افزایش یک و شکل S ناهموار منحنی یک BDIM روش شکل این در می�یابد. افزایش
ترکیب ٣.٣ شکل می�دهد. نشان را قاعده�تر بی الگو یک MDSIC مقابل در و ،١٫ ۵ < σ/ρ < ٣
MDSIC فراوانی نمایش مثلث و BDIM فراوانی نمایش نقطه�ها که است نمودار یک در نمودار دو
است ذکر به لازم هستند مشابه روش دو مورد ٣ در جز که می�شویم متوجه روش دو مقایسه با می�باشد.
بزرگی تفاوت که موردی سه کارتراست. محافظه کمی p∗ = ١ انتخاب در MDSIC به نسبت BDIM
هستند. (σ, ρ) = (٠٫ ٣,٠٫ ٢), (٠٫ ٧,٠٫ ۴), (٠٫ ٧,٠٫ ٣) راست به چپ از می�دهد نشان روش دو در را
MDSIC روش حالیکه در مورد ٢٠ در BDIM روش σ = ٠٫ ٣, ρ = ٠٫ ٢ که هنگامی مثال برای
همان با σ = ٠٫ ۵,٠٫ ٧ برای نتیجه می�کند. انتخاب مناسب بعد عنوان به را p∗ = ١ مورد ۶٠ حدود
کوچکی تفاوت MDSIC اما می�دهد نشان σ افزایش با را بزرگ تفاوت یک BDIM روش ρ = ٠٫ ٢

می�دهد. نشان را

نتیجه�گیری ۶.٣

معیار یک و کردیم استفاده اشیا پیکره تعیین جهت BMDS یک از دوم، فصل مانند هم فصل این در
دادیم. قرار بررسی مورد BMDS از حاصل نتیجه�ی اساس بر را BDIM بیزی بعد انتخاب

با پیوسته توزیع و نقطه�ایی چگالی یک از پیشین آمیخته یک ،X اشیا پیکره از ستونی بردار هر برای
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BDIM و MDSIC ترتیب به راست از σ/ρمقابل در p∗ = ١ فراوانی :٢.٣ شکل

را اشیا پیکره MCMC روش�های از استفاده با و آوردیم. بدست را متناظر پسین چگالی و فرض w وزن
نتیجه�ی در که پرداختیم ،MCMC کردن پردازش دوباره به اشیا پیکره آوردن بدست برای کردیم. بازیابی
نیازی و بوده کافی بردار هر حاشیه�ایی پسین توزیع بررسی لذا متعامدند، Xحاصل برداری ستون�های آن،

می�کند. ساده�تر بسیار را بعد انتخاب این، که نمی�باشد ستون�ها همه�ی توام توزیع بررسی به
اگر مثال برای به�کاربرد. می�توان آسانی به MCMC الگوریتم در کوچک تغیر یک با نیز را گمشده داده�های
N(δij, σ

٢)I(dij ≥ ٠) از dij ،MCMC الگوریتم در گام یک کردن اضافه با باشد ما گمشده داده dij
می�کنیم. تولید معین σ٢ و X برای



۴۴ آمیخته پیشین با بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری .٣

روش دو برای σ/ρمقابل در p∗ = ١ فراوانی :٣.٣ شکل



۴ فصل

کاربردی مثال�های

مقدمه ١.۴

قرار بررسی مورد واقعی مثال چند قالب در را بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری عملکرد فصل این در
می�دهیم.

اصلی شهر ٣٠ بین هوایی فواصل ،(١٩٧۵) ١ هارتیگان شهر�ها). بین هوایی (فواصل .١.١.۴ مثال
بعدی سه صورت به زمین سطح روی شهر�ها نمود. ارائه است، شده داده نشان ٣.۴ جدول در که را جهان
هوایی فواصل بنابراین می�کنند. حرکت کره) یک سطح (روی زمین سطح بالای در هواپیماها و گرفته قرار

باشد. ٣ و ٢ بین xiها بعد که باشیم داشته انتظار است ممکن و نیستند اقلیدسی فواصل دقیقا
١.۴ جدول در حاصل نتایج بردیم. بکار را بیزی و کلاسیک مقیاس�گذاری هوایی، فواصل داده�های برای

اند. شده ارائه
CMDS روش از کوچکتر BMDS روش از حاصل استرس داشتیم انتظار که همان�طور می�کنید مشاهده
مناسب از حاکی این که یافته افزایش دوباره چهار بعد از و یافته کاهش سه بعد تا سریع خیلی و می�باشد

می�باشد. سه بعد بودن
مناسب بعد کننده تعیین MDSIC مقدار کمترین دادیم، شرح ٢ فصل در MDSIC درباره�ی که همان�طور

می�باشد. مناسب بعد سه، بعد لذا دارد. را MDSIC مقدار کمترین سه بعد این�جا در که است،
نقاط که می�باشد شده برآورد اقلیدسی فواصل مقابل در شده مشاهده هوایی فواصل نمودار ١.۴ شکل
آبی رنگ به CMDS روش به برازش از حاصل نقاط و قرمز رنگ به BMDS روش به برازش از حاصل
حاصل درجه ۴۵ خط یک راستای در کامل برازش می�بینید شکل در که همان�طور است. شده داده نشان
۴۵ خط به هستند، بزرگ فواصل به مربوط که نقطه چند جز به BMDS از حاصل نقاط که می�شود
از دور شهر�ها وقتی چون نمی�شود حاصل خوبی برازش می�شود بزرگ�تر فاصله (وقتی نزدیک�ترند درجه
بیانگر این که دارد)، وجود بعد سه در اقلیدسی فاصله و هوایی فاصله بین بزرگ اختلاف یک هستند هم

است. BMDS روش برتری
١Hartigan

۴۵



۴۶ کاربردی مثال�های .۴

MDSIC جریمه LRT CMDS تنش BMDS تنش بعد
٩١٣٠/١٠٧ ١/١٣٧٠۶٠٧ −۴٩/٨٢٩٣٧۴ ٠/٨٧٢٧۶٩ ٠/۶٣٣٩۵٨٧ ١
٩٢۶۶/٠٣٠ ٠/١٣٧۴۶٨۴ ١٨١/٧٨٩۴٨٣ ٠/۵٢۴٣٧٩ ٠/٢٢٩٩۵٢١ ٢
٩٠٠٢/۴٧۴ ٠/٨٨٠٨۴۵۵ −٢٧/٢١٩٣٣۴ ٠/۴٠٩۵۴٢ ٠/١٣١٣۵٩۵ ٣
٩٢٣١/٩٩۴ ٢/٧٣٧٢٧١۴ −١/۶۵١٨٢٣ ٠/۵۵٧۵٨١ ٠/١۴٣۵٢٠٣ ۴
٩٢٣٩/١٨۶ ٠/۶١١٣۴۵٠ ٢/۵١۶۵٠٣ ٠/۵۶٢۶٢٧۵ ٠/١۵١٩۵٠٠ ۵

شهرها فاصله�ی تحلیل جدول :١.۴ جدول

و BMDS روش دو برای شده برآورد فواصل مقابل در شده مشاهده هوایی فواصل :١.۴ شکل
CMDS

که کرد مشاهده می�توان می�دهد. نمایش را سه بعد با BMDS روش از حاصل شهر�ها، مکان ٢.۴ شکل
بازیابی خوبی به شهرها مکان و گرفته�اند قرار زمین شعاع با کره یک سطح روی تقریبی طور به شهرها

شده�اند.

BMDS روش از استفاده با شهرها مکان برآورد :٢.۴ شکل



۴٧ مقدمه .١.۴
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۴٨ کاربردی مثال�های .۴

dim (prob)

١ ١
٢ ٠٫ ۴
٣ ٠٫ ١٣
۴ ٠٫ ١٢
۵ ٠٫ ١٠
۶ ٠٫ ٠٨
٧ ٠٫ ٠٠۵
٨ ٠٫ ٠٠۴
٩ ٠٫ ٠٠٢
١٠ ٠٫ ٠٠٢
١١ ٠٫ ٠٠٢
١٢ ٠٫ ٠٠١

مختلف بعد�ها ازای به BDIM از حاصل احتمال�های :۴.۴ جدول

و طعم بو، نظر از دلستر نوع نوزده باواریا، و هولستن شرکت در میلادی، ١٩٩۴ سال در .٢.١.۴ مثال
گرفت. قرار بررسی مورد نامتری بعدی چند مقیاس�گذاری از استفاده با مزه

یک عدد که می�باشد دلستر نوع ١٩ با رابطه در را بویایی ویژگی یازده وجود عدم یا وجود ۵.۴ جدول
است. دلستر آن در ویژگی وجود دهنده نشان

می�دهد. نشان را مزه و طعم ویژگی�های و بوده ۵.۴ جدول مشابه ۶.۴ جدول
ویژگی ١٢ و بویایی ویژگی ١١ برای مناسب بعد انتخاب برای را MDSIC و BDIM روش مثال این در

بردیم. بکار دلستر نوع ١٩ برای مزه و طعم
داده شرح سه فصل در که همان�طور است. شده� گرفته نظر در ٠.۵ مناسب بعد تعیین برای آستانه مقدار
با را احتمال�ها این مقدار و محاسبه مختلف بعد�های ازای به را پسین احتمال�های BDIM روش شد
احتمال�های مقایسه با می�کنید، مشاهده ۴.۴ جدول در که همان�طور این�جا در می�کند. مقایسه ٠.۵ آستانه
،٠.۴ احتمال با دو بعد برای می�رسد(البته نظر به مناسب بعد عنوان به یک بعد آستانه، با شده حاصل

کرد). رعایت را احتیاط جانب بعد انتخاب در باید
بعد عنوان به دو بعد روش این در لذا می�شود. حاصل دو بعد برای مقدار کمترین MDSIC روش در

می�شود. انتخاب مناسب



۴٩ مقدمه .١.۴

Characteristics

Potable ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢
Glenburgie ١ ١ ١
Strathisla ١
Balblair ١ ١
Clyrielisli ١ ١

RoyalBrackla ١ ١ ١ ١
Teaninich ١ ١ ١

GlenGarioch ١ ١
Glenturret ١ ١ ١

Obari ١ ١
Bladnoch ١ ١ ١
Littlernill ١ ١ ١
Ardbeg ١ ١

Bowrnore ١ ١ ١
Lagavulin ١ ١ ١
Laphroaig ١ ١ ١

HighlandPark ١ ١
IsleofJura ١ ١
Toberriiory ١ ١ ١
Bushmills ١ ١ ١

دلستر ١٩ بویایی ویژگی�های :۵.۴ جدول



۵٠ کاربردی مثال�های .۴

Characteristics

Potable ١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢ ١٣ ١۴
Glenburgie ١ ١
Strathisla ١
Balblair ١ ١
Clyrielisli ١ ١

RoyalBrackla ١ ١ ١ ١
Teaninich ١ ١

GlenGarioch ١
Glenturret ١

Obari ١
Bladnoch ١ ١
Littlernill ١
Ardbeg ١ ١

Bowrnore ١ ١ ١
Lagavulin ١ ١
Laphroaig ١ ١

HighlandPark ١ ١ ١
IsleofJura ١ ١
Toberriiory ١ ١ ١
Bushmills ١

دلستر ١٩ مزه و طعم ویژگی�های :۶.۴ جدول



۵١ تحقیق آینده و پیشنهادات .٢.۴

دلستر داده�های برای BDIM روش در بعد هر برای معنی�دار احتمال :٣.۴ شکل

دلستر داده�های برای بعد هر ازای به MDSIC مقادیر :۴.۴ شکل

تحقیق آینده و پیشنهادات ٢.۴

تحقیقات بیزی بعدی چند مقیاس�گذاری زمینه در متاسفانه شد، بحث گذشته فصول در که همان�طور
پی�بردیم سه و دو فصل�های در شده ارائه مطالب به توجه با طرفی از است. نگرفته صورت زیادی
را تقریب�هایی و فرضیات قسمت، هر در و بوده سخت MCMC روش از استفاده با پسین نمونه تولید
روی بر آینده در می�توان توضیحات این به توجه با گرفتیم. نظر در شبیه�سازی الگوریتم پیاده�سازی برای

کرد: مقایسه پایان�نامه این روش�های با را آن�ها نتایج و کرده کار زیر پیشنهادی موضوعات



۵٢ کاربردی مثال�های .۴

بعدی دو فضای در دلستر�ها اشیا پیکره :۵.۴ شکل

استیودنت tـ مانند پهن�تر دم توزیع یک از سه فصل در xk ̸= ٠ حالت برای نرمال توزیع جای به .١
الگوریتم همگرایی سرعت t-استیودنت، توزیع در مختلف آزادی درجات ازای به و کرده استفاده
با را مناسب بعد تشخیص میزان رابطه می�توان راستا این در کنیم. مقایسه نرمال با را MCMC

داد. قرار بررسی مورد استیودنت -t توزیع آزادی درجه

روش�های از بتوان شاید ندارد بسته�ایی صورت سه و دو فصل�های در درستنمایی تابع ساختار چون .٢
پسین توزیع�های از نمونه تولید در MCMC الگوریتم جای به (ABC) ٢ تقریبی بیزی محاسباتی

کرد. استفاده

معلوم و ثابت پارامترهای با معکوس گامای را λj پارامتر ابر پیشین توزیع سه، و دو فصول در .٣
سلسله بیز یا ٣ تجربی بیز روش�های به را پارامترها این می�توانیم دیگر تحقیقی در گرفتیم. نظر در

بگیریم. نظر در آن�ها برای معنی�دارتری مقادیر و کرده برآورد ۴ مراتبی

قطری ماتریس یک سه، و دو فصل دو هر در X اشیا پیکره کواریانس ـ واریانس ماتریس آخر، در .۴
ـ واریانس ماتریس می�توان بیشتر، مطالعه�ی منظور به پیشنهادی عنوان به شد. گرفته نظر در
پیشین عنوان به را معکوس ویشارت توزیع و گرفته نظر در ۵ ساختار بدون را X کوواریانس

برد. کار به آن برای مطالعات، در مناسب

٢Approximate Bayesian computation
٣Empirical Bayse
۴Hierarchical Bayse
۵Unstructured



آ� پیوست

اولیه مفاهیم

مقدمه آ�.١

مورد محاسبات همچنین و توزیع�ها ماتریس�ها، جبر از اولیه مفاهیم و تعاریف سری یک پیوست این در
می�کنیم. بیان را پایان�نامه این در استفاده

ماتریس�ها جبر آ�.٢

این می�کنیم. بیان را ماتریس�ها جبر از پایان�نامه، این در نیاز مورد قضایای و تعاریف بخش این در
آندرسن جمله از یافت. متغیره چند تحلیل کتاب�های یا و خطی جبر کتاب�های اکثر در می�توان را مطالب

ببینید. را (٢٠٠٠) ٢ ناگار و گوپتا و (٢٠٠٣) ١

آن�گاه باشد p× p اندازه در مربع ماتریس یک A = (aij) کنید فرض آ�.١.٢. تعریف

ازای به اگر می�شود داده نشان diag(a١١, · · · , app) نماد با و است ٣ قطری ماتریس یک A .i
.aij = ٠ ، i ̸= j

.A = A′ دیگر عبارت به ؛ aij = aji ، i ̸= j ازای به اگر است ۴ متقارن ماتریس یک A .ii

.AA′ = A′A = Ip اگر است ۵ متعامد ماتریس یک A .iii

نشان (A ≥ ٠) A > ٠ نماد با و است ( ٧ مثبت معین (نیمه ۶ مثبت معین ماتریس یک A .iv
١Anderson
٢Gupta and Nagar
٣Diagonal matrix
۴Symmetric matrix
۵Orthogonal
۶Positive definite

۵٣



۵۴ اولیه مفاهیم آ�.

x′Ax > ٠ باشیم، داشته xp×١ صفر غیر بردار هر برای و باشد متقارن A اگر می�شود داده
.(x′Ax ≥ ٠)

ماکسیمم رتبه�ی دارای A این�صورت در ،p < n آن در که باشد p رتبه� دارای An×p اگر آ�.٢.٢. تعریف
برابر n × p ماتریس یک ممکن ماکسیمم رتبه�ی کلی، طور به گوئیم. کامل رتبه�ی با را آن و است

است. min(n, p)

معادله�ی ریشه�های آن�گاه باشد، p× p ماتریس A کنید فرض آ�.٣.٢. تعریف
det(A− λIp) = ٠

می�شوند. نامیده A ماتریس ٨ ویژه مقادیر

آن�گاه باشند، A(p×p) ماتریس ویژه�ی مقادیر λ١, · · · , λp کنید فرض آ�.٢.۴. قضیه

.det(A) =
∏p

i=١ λi .i

.tr(A) =
∑p

i=١ λi .ii

Aاست. ماتریس صفر مخالف ویژه�ی مقادیر تعداد برابر A رتبه�ی .iii

مثبت آن ویژه�ی مقادیر همه�ی اگر تنها و اگر است مثبت) معین (نیمه مثبت معین A ماتریس .iv
باشند. (نامنفی)

هرگاه می�نامند، متعامد٩ را bn×١ و an×١ بردار دو آ�.٢.۵. تعریف
a′b = a١b١ + a٢b٢ + · · ·+ anbn = ٠.

متعامد بردارهای آن ستون�های هرگاه است، متعامد A = (c١, c٢, · · · , cp) ماتریس آ�.٢.۶. تعریف
می�باشند. ستونی بردارهای i = ١, · · · , p ازای به ciها آن در که باشند،

متعامد ماتریس آن�گاه باشد. متقارن ماتریس یک A(p×p) کنید فرض (١٠ طیفی (تجزیه آ�.٧.٢. قضیه
طوری�که به دارد وجود H

A = HDH ′

Aاست. ماتریس ویژه�ی مقادیر آن قطر روی درایه�های که است قطری ماتریس D و

آن�گاه: باشد، λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با مثبت) معین (نیمه مثبت معین An×n اگر آ�.٨.٢. قضیه
می�باشند. (aii ⩾ ٠) aii > ٠ اصلی قطر عناصر (١)

است. ناویژه A (٢)
است. مثبت معین A−١ (٣)

.i = ١,٢, · · · , n برای λi > ٠, (λi ⩾ ٠) (۴)
٧Positive semidefinite
٨Eigenvalues
٩Orthogonal
١٠Spectral decomposition



۵۵ ماتریس�ها جبر آ�.٢.

است. n× p ماتریس یک A کنید فرض آ�.٩.٢. قضیه
است. مثبت معین A′A آن�گاه ،rank(A) = p اگر (١)

است. مثبت معین نیمه A′A آن�گاه ،rank(A) < p اگر (٢)





ب پیوست

آماری توزیع�های

آماری توزیع�های برخی ب.١

اختصار به را پایان�نامه این در استفاده مورد متغیره چند و متغیره یک توزیع�های از برخی بخش این در
می�کنیم. معرفی

متغیره یک توزیع�های ب.١.١

و است β و α پارامتر�های با بتا توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم بتا). (توزیع ب.١.١. تعریف
می�نویسیم

X ∼ B(α, β)

باشد: زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر

f(x) =
١

B(α, β)
xα−١)١− x)β−١, ٠ ≤ x ≤ ١, β ≥ ٠

صورت این در
E(X) =

α

α+ β
, V ar(X) =

αβ

(α + β)(α + β + ٢(١

پارامترهای با متغیره یک گامای توزیع دارای X تصادفی متغییر گوییم گاما). (توزیع ب.٢.١. تعریف
باشد: زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر است، b و a

f(x) =
ba

Γ(a)
xa−١exp{−bx}, x > ٠, a > ٠, b > ٠

نماد با و
X ∼ G(a, b)

صورت این در می�شود. داده نشان
E(X) =

a

b
, V ar(X) =

a

b٢
.

است. آزادی درجه�ی n با کی�دو توزیع دارای X آن�گاه باشد b = ١/٢ و a = n/٢ اگر

۵٧



۵٨ آماری توزیع�های ب.

متغیره یک معکوس گامای توزیع دارای W تصادفی متغیر (١ معکوس گامای (توزیع ب.٣.١. تعریف
باشد: زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر است، σ و α پارامترهای با

f(w) =
σα

Γ(α)
w−α−١exp{−σ

w
}, w > ٠, α > ٠, σ > ٠.

نماد با و
W ∼ IG(α, σ)

صورت این در می�شود. داده نشان
E(X) =

σ

α− ١ , α > ١,Mod(X) =
σ

α + ١ .

تعریف مثبت مقدار با متغیرها روی تنها که است پارامتری دو و پیوسته توزیعی معکوس، گامای توزیع
پیشین توزیع عنوان به است نا�معلوم نرمال توزیع واریانس که زمانی بیزی مدل�سازی در و می�شود

می�گیرد. قرار استفاده مورد حاشیه�ایی

با شده بریده نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم شده). بریده نرمال (توزیع ب.١.۴. تعریف
باشد: زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر است σ٢ و µ پارامترهای

f(x;µ, σ, a, b) =
١
σ
ϕ(x−µ

σ
)

Φ( b−µ
σ
)− Φ(a−µ

σ
)
, a ≤ x ≤ b

است. نرمال تجمعی توزیع Φ(.) و استاندارد، نرمال توزیع احتمال چگالی تابع ϕ آن در که
آنگاه باشد b = ∞ اگر

Φ(
b− µ

σ
) = ١

آنگاه باشد a = −∞ اگر مشابه طور به و
Φ(

a− µ

σ
) = ٠.

بردار با متغیره -p نرمال توزیع دارای X تصادفی بردار متغیره٢) چند نرمال (توزیع ب.١.۵. تعریف
می�دهیم) نشان X ∼ Np(µ,Σ) نماد با را (آن است Σ کوواریانس واریانس- ماتریس و µ میانگین

است زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع اگر

fX(x) =
١

(٢π) p
٢ |Σ| ١٢

exp

{
−(x− µ)′Σ−١(x− µ)

٢

}
.x, µ ∈ Rp×p,Σ > ٠ آن در که

و شده تعریف X مجموعه یک روی که است، مشخصه تابع یک نشانگر). (تابع ب.١.۶. تعریف
می�دهد: نشان زیر صورت به را X از (A) مجموعه زیر یک در را عضویت

IA : X −→ {٠,١}

IA(X) =

١ if x ∈ A

٠ if x /∈ A

١Inverse Gamma distribution
٢Multivariate normal



پ پیوست

اثبات

صورت به انتگرال�هایی محاسبه�ی برای تقریب نوع این لاپلاس). (تقریب پ.٧.٠. تعریف

I =

∫
f(θ)dθ

یا
I =

∫
g(θ)exp{−nh(θ)}dθ

بار سه حداقل که هستند همواری توابع h : ℜp −→ ℜ و g : ℜp −→ ℜ آن در که است مناسب
مشتق�پذیرند.

می�زند تقریب زیر صورت به را I لاپلاس روش می�کند. کمینه را h که است θ از مقداری θ̂ کنید فرض

Î = g(θ̂)

(
٢π
n

) p
٢

|Σ̂|
١
٢ exp{−nh(θ̂)}

آن در که

Σ̂ =

[
∂٢h(θ̂)

∂θ∂θT

]−١

(١٣.٢) رابطه�ی اثبات پ.١

بگیرید: نظر در را زیر رابطه

h(σ٢, X) = (σ٢)−(m٢ +a+١) × exp{−
(SSR٢ + b)

σ٢
−
∑
i>j

log Φ(
δij
σ
)}

منجر ،m = n(n− ٢/(١ مقدار بودن بزرگ موارد بیشتر در نیست. آسان h(σ٢, X) انتگرال محاسبه
با متناسب تقریبی طور به را h(σ٢, X) می�توانیم بنابراین می�شود درستنمایی عبارت شدن غالب به

بگیریم. نظر در درستنمایی عبارت

L(X, σ٢) ≡ (σ٢)−
m
٢ exp

{
−SSR

٢σ٢ −
∑
i>j

logΦ

(
δij
σ

)}

۵٩



۶٠ اثبات پ.

تقریب نرمال چگالی تابع یک با می�توان را L(σ٢, X) درستنمایی عبارت بزرگ، m دلیل به علاوه به
زد.

داریم: L(σ٢, X) انتگرال برای لاپلاس تقریب از استفاده با ∫حال،
h(σ٢, X)dσ٢ ≈ (٢π)١/٢H−١/٢L(X, σ̂٢)

ببینید). را ٢٠٠١ رافتری، و اُه بیشتر گاهی آ (برای می�باشد. پایان�نامه این حد از فراتر اثبات ادامه�ی



ت پیوست

MCMC و بیزی استنباط از مقدماتی

بیزی استنباط از مقدمه�ای ت.١

بیزی، روش�های در می�گیرند. قرار استفاده مورد بیزی و کلاسیک عمده الگو دو آماری های استنباط� در
آن به که تابع یک توسط آن تغییرات و است تصادفی متغیر یک خود که می�گیریم نظر در کمیتی را θ
از استفاده جواز بیزی، رویکردهای خوب شهرت دلایل از یکی می�شود. توجیه می�گویند پیشین توزیع
مسئله این است، تصمیم�گیری مسئله و استنباط اعمال در راه�حل�هایی آوردن بدست در پیشین اطلاعات
در را علمی فرضیه�های ترکیب بیزی روش�های باشد. محدود نمونه اطلاعات که است ارزشمندتر زمانی

می�سازد. ممکن پیشین) توزیع از استفاده (با تحلیل

بیز اصل ت.٢

را π که می�شود، گرفته نظر در π(θ) احتمال توزیع با تصادفی متغیر یک عنوان به θ بیزی، روش در
می�نامند. پیشین توزیع

با و شده، فرض ثابت θ ∈ Θ آن در که است X تصادفی متغیر از شرطی احتمال چگالی تابع f(x|θ)
می�شود: محاسبه زیر صورت به X و θ توام چگالی تابع نتیجه در است، θ توزیع π این�که به توجه

f(x, θ) ≈ π(θ)f(x|θ).

آزمایشگر تجربیات و باورها اعتقادات، قبلی، اطلاعات اساس بر پیشین، توزیع که است ذکر به لازم
پیشین توزیع می�گردد، تصحیح پیشین توزیع جامعه، از شده جمع�آوری نمونه اساس بر می�گردد. تعیین
آمده بدست مشاهدات از حاصل اطلاعات از ترکیبی عبارتی به می�نامند. پسین توزیع را شده تصحیح
پارامتر برآوردگر تعیین برای پسین توزیع معیار بعنوان را پیشین توزیع و درستنمایی) (تابع جامعه از

می�برند. بکار نامعلوم

۶١



۶٢ MCMC و بیزی استنباط از مقدماتی ت.

کارلو مونت ت.٣

این در نمی�باشند. محاسبه قابل مستقیم صورت به که است انتگرال�هایی تقریب برای روشی کارلو مونت
حاصلضرب صورت به را h(x) بتوان اگر

∫ b

a
h(x)dx مانند پیچیده�ایی انتگرال محاسبه برای خصوص

در کرد تجزیه می�شوند تعریف (a, b) فاصله روی که π(x) احتمال چگالی تابع یک در f(x) تابع یک
نوشت می�توان صورت ∫این b

a

h(x)d(x) =

∫ b

a

f(x)π(x)d(x) = Eπ(x)[f(x)]

داریم: π(x) چگالی از Xt نمونه تولید با ∫حال b

a

h(x)d(x) = Eπ(x)[f(x)] ≈
١
n

n∑
t=١

f(xt)

افزایش با هستند، مستقل {Xt} نمونه�های وقتی است. معروف کارلو مونت گیری انتگرال به روش این
کارلو مونت برآوردگر و بود خواهد برخوردار بالاتری دقت از تقریب ، ١ بزرگ اعداد قانون به توجه با n

همگراست. f(x) ریاضی امید به
٢ مهم نقاط از نمونه�گیری متغیرها، تبدیل نظیر مختلفی تکنیک�های ، π(x) از نمونه�ها تولید برای
تولید مستقلی نمونه�های روش�ها، همه تقریبا که می�شوند گرفته و…بکار ٣ وپذیرش رد نمونه�گیری ،

می�کنند.

مارکف زنجیره ت.۴

توزیع که طوری به است {X٠, X١, . . .} ۴ گسسته زمان تصادفی فرآیند یک {Xt} مارکف زنجیره یک
،A هر برای یعنی دارد بستگی Xt−١ به فقط X٠, X١, . . . , Xt−١ فرآیند، گذشته مقادیر شرط به Xt

P [Xt ∈ A|X٠, X١, . . . , Xt−١] = P [Xt ∈ A|Xt−١]

ندارد. بستگی (زمان) t به و می�شود نامیده زنجیر ۵ انتقال هسته P [.|.] که

مانا توزیع ت.۵

P = (Pij)وضعیت تغییر احتمال�های ماتریس با {Xt : t ⩾ مارکف{٠ زنجیر مانای توزیع را π توزیع
باشیم: داشته j هر ازای به گاه هر گوییم

π(j) =
∑
i

π(i)Pij ∀j

١Law of large numbers
٢Importance sampling
٣Acceptance - rejection sampling
۴Discrete time
۵Transition Kernel



۶٣ MCMC شبیه�سازی روش ت.۶.

بود. خواهند توزیع همین دارای نیز ها Xt تمام پس آن از باشد، صورت این به فرآیند توزیع اگر یعنی
آغازین توزیع مشابه زنجیر، توزیع آنگاه کن، شروع آغازین توزیع با مارکف زنجیر اگر دیگر عبارت به

: که است آن یکتا مانای توزیع یک وجود برای کافی شرط یک بود. خواهد زنجیر

π(i)Pij = π(j)Pji

.

MCMC شبیه�سازی روش ت.۶

پیچیده توزیع�های از مستقیم غیر نمونه�گیری برای (MCMC) مارکفی زنجیره کارلوی مونت روش�های
اگر می�گیریم. نظر در را می�شود ۶ هدف توزیع که ، π(X) مانند توزیعی روش این در می�شود. استفاده
توزیع که E، حالت فضای با مارکف زنجیره یک کرد، نمونه�گیری آن از نتوان که باشد پیچیده آنقدر π
فراموش را خود آغازین حالت که نماییم تولید n طول به زنجیری اگر می�سازیم. باشد π(X) آن مانای
نمونه�ای عنوان به می�تواند {Xt : t = m + ١, . . . , n} شده، شبیه�سازی تولید نمونه m از بعد کند
می�توان گیرد.حال قرار استفاده مورد π مهم خصوصیات توصیف برای و کند رفتار هدف توزیع از همبسته
استفاده است π(X) توزیع دارای X آن در که E[f(X)] برآورد برای زنجیر، در باقی�مانده نمونه�های از
سوزاندن به که می�شوند گذاشته کنار هستند زنجیر آغازین نقطه تاثیر تحت چون اول نمونه m) کرد.

است.) معروف

هستینگز ـ متروپلیس ت.٧

ما هدف می�کنیم فرض می�باشد. ٧ هستینگز ـ متروپلیس نمونه�گیری روش MCMC روش متداولترین
وممکن می�شود نامیده نرمال��ساز ثابت k و π(X) = f(X)

k
آن در که باشد π(X) توزیع از نمونه انتخاب

این مشاهدات از زنجیری هستینگز ـ متروپلیس الگوریتم باشد. دشوار آن محاسبه یا معلوم نا است
می�کند: تولید زیر صورت به را توزیع

می�کنیم. آغاز f(x٠) > ٠ که x٠ ٨ اولیه دلخواه مقدار با .١

q(x١, x٢)
٩ جهش توزیع یک از x∗ پیشنهادی نقطه یک ، (x٠) x موجود مقدار از استفاده با .٢

مقدار آنکه شرط به x٢ حالت به رفتن احتمال از است عبارت توزیع این که می�کنیم. نمونه�گیری
باشد. x١ قبلی

۶Target
٧Metropolis - Hastings
٨Initial
٩Jump



۶۴ MCMC و بیزی استنباط از مقدماتی ت.

می�کنیم: محاسبه xt−١ نقاط در را زیر نسبت ،x∗ پیشنهادی نقطه داشتن با .٣

α(xt−١, x
∗) =

π(x∗)q(x∗, xt−١)

π(xt−١)q(xt−١, x∗)
=

f(x∗)q(x∗, xt−١)

f(xt−١)q(xt−١, x∗)

بر�می�گردیم. ٢ گام به و xt = x∗ می�دهیم قرار و می�پذیریم را x∗ پیشنهادی نقطه ، α ⩾ ١ اگر .۴
پیشنهادی نقطه ١−α احتمال با و می�پذیریم را پیشنهادی نقطه α احتمال با صورت این غیر در

بر�می�گردیم. دو گام به و کرده رد را

کنیم: خلاصه زیر صورت به می�توانیم را هستینگز ـ متروپلیس نمونه�گیری
ابتدا

α(xt−١, x
∗) = min

(
f(x∗)q(x∗, xt−١)

f(xt−١)q(xt−١, x∗)
,١
)

تصادفی نقطه یک کار این برای می�پذیریم. α احتمال با را پیشنهادی نقطه آنگاه و کرده محاسبه را
و می�پذیریم را پیشنهادی نقطه باشد α > u اگر آنگاه می�کنیم. انتخاب (٠,١) یکنواخت توزیع از u
که می�کند، تولید را x٠, x١, . . . , xk. . . . مارکف زنجیره یک روند این می�کنیم. رد صورت این غیر در
یک از پس ندارد. بستگی x٠, x١, . . . , xt−١ به و دارد بستگی xt به تنها xt+١ به xt از انتقال احتمال
خواهد π(X) از xm+١, xm+٢, . . . , xn نمونه و می�رسد مانا حالت به زنجیر تایی m ١٠ سوختگی دوره
α(x, y) احتمال با را انتقال آنگاه و گرفته نمونه q(x, y) از هستینگز، ـ متروپلیس الگوریتم تحت بود.

بنابراین می�پذیریم.

P (x → y) = q(x, y)α(x, y) = q(x, y)min

(
π(y)q(y, x)

π(x)q(x, y)
,١
)

دارد. بسزایی تاثیر زنجیر همگرایی سرعت و سوختگی دوره طول در جهش توزیع انتخاب روش این در

گیبز نمونه�گیر الگوریتم ت.١.٧

الگوریتم برده�اند. کار به را MCMC الگوریتم روش�های عمده�ای به�طور آمارشناسان اخیر، سال�های در
برای شبیه�سازی ابزار یک گیبز نمونه�گیر روش است. شناخته�شده روش�های بهترین از یکی گیبز، نمونه�گیر
پسین توزیع�های �آوردن به�دست در گیبز نمونه�گیری می�باشد. پیچیده توأم چگالی�های از نمونه�هایی یافتن
گسترده کاربرد در محدودیت�ها از یکی .(١٩٩٢ همکاران، و (کسلا می�باشد بیزی مدل�های در کناری١١،
بالا ابعاد با تابع�هایی از انتگرال�گیری نیازمند اغلب که است، کناری پسین توزیع یافتن بیزی، روش�های
است، چندبعدی پارامتر بردار وقتی معمولا می�باشد. پیچیده بسیار محاسبات مستلزم نیز این و بوده
نباشند. مفید انتگرال�هایی چنین حل برای است ممکن هم مستقیم انتگرال�گیری عددی روش�های حتی

شود. واقع مؤثر جایگزین روش یک به�عنوان می�تواند گیبز نمونه�گیر روش از استفاده �صورت، این در

١٠Burn-in period
١١Marginal Posterior Distribution



۶۵ هستینگز ـ متروپلیس ت.٧.

دومرحله�ای گیبز گیر نمونه

فرض اگر می�کند. ایجاد زیر به�صورت توأم، توزیع از را مارکوف زنجیر یک دو�مرحله�ای گیبز نمونه�گیر
p(y|x) و p(x|y) شرطی چگالی�های با p(x, y) توأم چگالی تابع دارای Y و X تصادفی متغیرهای کنیم
می�کند: تولید زیر به�صورت را (X(t), Y (t)), t = ١,٢, · · · مقادیر گیبز دومرحله�ای نمونه�گیر هستند،

می�کنیم: تولید t = ٠,١,٢, · · · برای X٠ = x٠ فرض با

Y (t+١) ∼ p(y|x(t)) .١

X(t+١) ∼ p(x|y(t+١)) .٢

آسان الگوریتم اجرای باشد، ساده آن�ها از نمونه تولید و ساده مرحله دو هر در شبیه�سازی �که �صورتی در
سادگی به شبیه�سازی باشند، داشته بسته�ای فرم شرطی چگالی�های �که �صورتی در دیگر، به�عبارت یا است.
کارلو مونت تقریب�های نباشد، انجام قابل مستقیم نمونه�گیری که صورتی در بنابراین، می�شود. انجام
در باشد، p(x, y) توزیع از (X(t), Y

(t)) اگر که می�یابیم در �راحتی به بگیرد. قرار استفاده مورد می�تواند
زنجیر، این مانای توزیع دیگر �عبارت� به بود. خواهد p(x, y) توزیع از نیز (X(t+١), Y

(t+١))صورت� این
است. p(x, y)

چندمرحله�ای گیبز نمونه�گیر

،m > ١ برای که کنید فرض است. دومرحله�ای گیبز نمونه�گیر از تعمیمی چندمرحله�ای گیبز نمونه�گیر
یا بعدی تک است ممکن Yi مؤلفه�های �شود. نوشته Y = (Y١, · · · , Ym) به�صورت Y تصادفی متغیر

کرد: شبیه�سازی زیر به�صورت i = ١,٢, · · · ,m برای می�توان باشند. بعدی چند

Yi | y١, y٢, · · · , yi−١, yi+١, · · · , ym ∼ pi(yi | y١, y٢, · · · , yi−١, yi+١, · · · , ym)

کردن فرض با و t = ١,٢, · · · تکرار با Y (t+١) به Y (t) از انتقال تحت گیبز نمونه�گیر الگوریتم
می�شود: تولید زیر گام�های طی y(t) = (y

(t)
١ , y

(t)
٢ , · · · , y(t)m )

Y
(t+١)
١ ∼ p١(y١ | y(t)٢ , · · · , y(t)m ) .١

Y
(t+١)
٢ ∼ p٢(y٢ | y(t+١)١ , y

(t)
٣ , · · · , y(t)m ) .٢

...

Y
(t+١)
m ∼ pm(ym | y(t+١)١ , · · · , y(t+١)m−١ ) .m

است این گیبز نمونه�گیر یکخصوصیت می�شوند. نامیده کامل١٢ شرطی چگالی p١, · · · , pm چگالی�های
را بالا ابعاد با مسئله�ای حتی بنابراین، می�گیرند. قرار استفاده مورد شبیه�سازی برای چگالی�ها تنها که
می�آید. حساب به گیبز نمونه�گیری روش مزیت این که کرد تقسیم کوچکتر بعدهای با مسئله چند به می�توان

١٢Full Conditional Density



۶۶ MCMC و بیزی استنباط از مقدماتی ت.

گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم ت.٢.٧

به کرد، شبیه�سازی به�سادگی نتوان را کامل شرطی چگالی�های از برخی �که صورتی در را گیبز نمونه�گیر
p١, · · · , pm کامل شرطی چگالی�های از مجموعه یک تحت اگر داد. تعمیم می�توان تنظیماتی با آسانی
کار به را گیبز تحت متروپلیس راهکار �که صورتی در گیبز نمونه�گیر نتایج باشند، غیرمتداول piها از برخی

از شبیه�سازی کنید فرض مثلا نمی�افتد. مخاطره به بگیریم،

Y
(t+١)
i ∼ pi(yi|y(t+١)١ , · · · , y(t+١)i−١ , y

(t)
i+١, · · · , y

(t)
m )

نمونه�گیری مراحل از مرحله یک (در آن از نمونه تولید برای می�توان حالت این در باشد. مشکل
آن مانای توزیع که MH الگوریتم یک با گام این حالت این در کرد. استفاده MH الگوریتم از گیبز)
دو از ترکیبی الگوریتم نوع این می�شود. جایگزین است، p(yi|y(t+١)١ , · · · , y(t+١)i−١ , y

(t)
i+١, · · · , y

(t)
m )

که حالتی در گویند. گیبز تحت متروپلیس-هستینگز الگوریتم آن به که است MH و گیبز الگوریتم
از مختلفی مراحل ترتیب همین به می�توان باشد، مشکل کامل شرطی چگالی یک از بیشتر شبیه�سازی

کرد. ترکیب MH الگوریتم�های با را گیبز نمونه�گیر
خودکار به�طور (٢٠١٣ فینلی، و (اندرو OpenBUGS و ١۴WinBUGS ،١٣JAGS نرم�افزارهای
چگالی�های و می�دهند انجام گیبز MHتحت یا گیبز نمونه�گیری روش با را پسین توزیع�های از نمونه تولید

راببینید). ١٣٩۴ کیهانی بیشتر گاهی آ (برای می�کنند. شبیه�سازی را کامل شرطی

١٣Just Another Gibbs Sampler
١۴Win Bayesian inference Using Gibbs Sampler



ث پیوست

R نرم�افزار با کامپیوتری برنامه�های

است. آمده Rنرم�افزار با جداول و شکل�ها رسم برای نیاز مورد دستورهای تمام پیوست این در

کد١: :١.۴.١ مثال به مربوط برنامه

> data("watervoles", package = "HSAUR2")
> voles_mds <- cmdscale(watervoles, k = 13, eig = TRUE)
Warning message:
In cmdscale(watervoles, k = 13, eig = TRUE) :
only 7 of the first 13 eigenvalues are > 0

کد٢:

> cumsum(abs(voles_mds$eig))/sum(abs(voles_mds$eig))

> cumsum((voles_mds$eig)^2)/sum((voles_mds$eig)^2)

کد٣:

> x <- voles_mds$points[,1]
> y <- voles_mds$points[,2]
> plot(x, y, xlab = "Coordinate 1", ylab = "Coordinate 2",
+ xlim = range(x)*1.2, type = "n")
> text(x, y, labels = colnames(watervoles), cex = 0.7)

۶٧



۶٨ R نرم�افزار با کامپیوتری برنامه�های ث.

کد١: :١.۶.١ به مربوط برنامه

> Htl = c(0, 3, 4, 7, 3, 8, 3, 4, 8, 9, 4, 7)
> Mss = c(3, 0, 6, 8, 5, 9, 2, 4, 9, 9, 5, 8)
> Chr = c(4, 6, 0, 4, 6, 3, 5, 3, 8, 5, 5, 2)
> Esn = c(7, 8, 4, 0, 8, 9, 7, 5, 9, 4, 4, 4)
> Stl = c(3, 5, 6, 8, 0, 8, 6, 6, 6, 7, 7, 7)
> Att = c(8, 9, 3, 8, 9, 0, 7, 5, 9, 8, 2, 8)
> Frn = c(3, 2, 5, 7, 6, 7, 0, 4, 8, 8, 2, 3)
> DGl = c(4, 4, 3, 5, 6, 5, 4, 0, 7, 4, 5, 2)
> MT = c(8, 9, 8, 9, 6, 9, 8, 7, 0, 4, 9, 4)
> Trm = c(9, 9, 5, 4, 7, 8, 8, 4, 4, 0, 5, 5)
> Chm = c(4, 5, 5, 4, 7, 2, 2, 5, 9, 5, 0, 7)
> Tit = c(7, 8, 2, 4, 7, 8, 3, 2, 4, 5, 7, 0)
> WWIIleaders = cbind(Htl, Mss, Chr, Esn, Stl, Att, Frn, DGl, MT, Trm, Chm, Tit)
> rownames(WWIIleaders) = c('Hitler', 'Mussolini', 'Churchill', 'Eisenhower', 'Stalin', 'Attlee', 'Franco', 'De Gaulle', 'Mao Tse-Tung', 'Truman', 'Chamberlin',
'Tito')

> (WWII_mds <- isoMDS(WWIIleaders))
initial value 20.400713
iter 5 value 15.219311
iter 5 value 15.207733
iter 5 value 15.207733
final value 15.207733
converged
$points

[,1] [,2]
Hitler -2.6142309 -1.7379740
Mussolini -3.9069970 -1.2052278
Churchill 0.3240108 1.4415523
Eisenhower 3.0235774 2.8142761
Stalin -1.4970418 -3.7542676
Attlee -2.0361086 5.0863312
Franco -2.8641212 0.1038147
De Gaulle 0.6474253 -0.2385760
Mao Tse-Tung 4.0870170 -4.6631954



۶٩ ۴ فصل به مربوط کدهای ث.١.

Truman 4.4895837 0.2057644
Chamberlin -2.1052548 2.7707306
Tito 2.3601946 -1.0613770

$stress
[1] 15.20773

> plot(WWII_mds$points[,1], WWII_mds$points[,2],
+ type="n",xlab="Coordinate 1",ylab="Coordinate 2",
+ xlim=c(-6,6), ylim=c(-6,6))
> text(WWII_mds$points[,1], WWII_mds$points[,2],
+ labels=rownames(WWIIleaders))

۴ فصل به مربوط کدهای ث.١
> F<-function(D){
+
+ SSR<-function(X1,sigma){
+ X1<-as.matrix(X1)
+ p<-dim(X1)[2];n<-dim(X1)[1]
+ s<-d<-matrix(0,n,n)
+ for(ii in 1:n) for(jj in 1:n){
+ ss<-0; for( k in 1:p) ss<-ss+(X1[ii,k]-X1[jj,k])^2
+ s[ii,jj]=sqrt(ss)
+ d[ii,jj]=rnorm(1,s[ii,jj],sigma)
+ if(d[ii,jj]<0)d[ii,jj]=0 }
+ s1<-(d-s)^2;s2<-d^2
+ s11<-0->s22;for(ii in 1:n) for(jj in 1:i) {
+ s11=s11+s1[ii,jj]}
+ s11}
+
+ dd<-D
+ n<-dim(as.matrix(dd))[1]
+ sigma<-CMDS.STRESS<-BMDS.STRESS<-rep(0,n)
+ XX<-array(0,c(n,n,n))
+ P=which(cmdscale(D,k =(n-1),eig=TRUE)$eig<0)[1]-1



٧٠ R نرم�افزار با کامپیوتری برنامه�های ث.

+ for( i in 1:P){
+ X1<-cmdscale(D, k = i, eig = TRUE)$points
+ CMDS.STRESS[i]<-sqrt((sum((D-dist(X1))^2)/sum(dist(X1)^2)))
+ p1<-dim(X1)[2];n1<-dim(X1)[1]
+ for( r in 1:1000){
+ Cx<-scale(X1)
+ Vax<-eigen(Cx%*%t(Cx))$values[1:p1]
+ Vex<-eigen(Cx%*%t(Cx))$vectors[,1:p1]
+ if(i==1) Xa<-as.matrix(Vex)*(Vax^.5) else Xa<-Vex%*%(diag(Vax)^.5)
+ SSR<-sum((D-dist(Xa))^2)
+ m<-n1*(n1-1)/2;sigma[i]<-SSR/m
+ if(i==1) landa0<-Vax else landa0<-diag(Vax)
+ x2<-mvrnorm(n1,rep(0,i),landa0)
+ X1<-x2}
+ for(ii in 1:10) for(jj in 1:i) XX[ii,jj,i]<-X1[ii,jj]
+ BMDS.STRESS[i]=sqrt((sum((D-dist(X1))^2)/sum(dist(X1)^2)))}
+
+ sigma<-sigma[1:P];XX<-XX[,,1:P]
+ RR<-SS<-array(0,c(1,n,P))
+ for(ii in 1:P) { SS[,,ii]<-apply(XX[,,ii]^2,2,sum)
+ if(ii>1) RR[,,ii]<-SS[,,ii]/SS[,,ii-1]}
+ LRT<-Penalty<-MDSIC<-rep(0,(P-1))
+ for( i in 1:(P-1)){
+ LRT[i]<-(m-2)*log(SSR(XX[,1:(i+1),(i+1)],sigma[i+1])/SSR(XX[,1:i,i],sigma[i]))
+ DF<-0;for(j in 1:i) DF<-DF+log((RR[1,j,i+1]*(n1+1))/(n1+RR[1,j,i+1]))
+ Penalty[i]<-DF
+ if(i==1) MDSIC[1]=(m-2)*log(SSR(XX[,1,1],sigma[1]))
+ else MDSIC[i]=sum(LRT[1:(i-1)])+ sum(Penalty[1:(i-1)])+(m-2)*log(SSR(XX[,1,1],sigma[1]))}
+ Dim<-1:(P-1);CMDS.STRESS<-CMDS.STRESS[1:(P-1)];BMDS.STRESS<-BMDS.STRESS[1:(P-1)]
+ cbind(Dim,CMDS.STRESS,BMDS.STRESS,LRT,Penalty,MDSIC)}

ها داده کردن وارد
١ شماره دلستر به مربوط های داده X١
٢ شماره دلستر به مربوط های داده X٢

شهرها فاصله مربوط های داده X٣

> x1<-matrix(scan(),19,12)
1: 1 1 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0
20: 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
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39: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0
58: 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
77: 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
96: 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1
115: 0 0 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1
134: 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0
153: 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
172: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
191: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
210: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
229:
Read 228 items
> D1<-dist(X1)
>
> x1<-matrix(scan(),19,14)
1: 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
20: 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
39: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
58: 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
77: 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
96: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
115: 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
134: 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
153: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1
172: 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
191: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
210: 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0
229: 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
248: 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
267:
Read 266 items
>
> D2<-dist(x2)
> D2<-dist(x2)
> x3<-matrix(scan(),30,30,T)
1: 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
31: 39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
61: 22 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
91: 59 20 39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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121: 54 81 74 93 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
151: 33 8 18 27 73 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
181: 57 49 60 51 43 45 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
211: 32 64 44 81 56 61 85 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
241: 89 63 71 48 104 71 88 74 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
271: 73 84 73 80 76 88 115 43 38 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
301: 29 10 11 30 76 8 52 55 69 81 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
331: 46 61 46 69 77 63 103 23 51 28 55 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
361: 16 25 6 45 69 22 60 40 75 72 16 44 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
391: 83 49 61 32 111 57 75 81 16 53 57 59 67 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
421: 120 81 99 61 72 87 64 97 35 55 91 81 105 39 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
451: 45 81 61 97 46 77 85 17 75 38 71 32 56 88 84 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
481: 24 58 37 75 56 54 79 8 77 49 48 26 33 82 104 23 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
511: 32 16 10 31 84 18 63 50 61 70 11 46 16 51 90 67 44 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
541: 36 72 51 89 49 68 83 8 77 42 62 29 46 87 93 9 14 58 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
571: 25 60 40 78 53 56 78 7 80 50 50 29 35 85 104 21 3 47 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
601: 38 78 59 97 33 71 70 23 90 53 68 45 53 103 90 15 25 67 16 22 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
631: 16 24 5 44 69 20 58 41 76 75 14 47 2 67 104 57 34 16 48 36 54 0 0 0 0 0 0 0 0 0
661: 43 69 62 83 12 61 38 53 116 83 64 76 57 113 82 48 51 72 48 48 33 57 0 0 0 0 0 0 0 0
691: 21 18 7 38 69 13 52 48 76 80 9 53 9 65 99 64 41 15 55 43 59 7 57 0 0 0 0 0 0 0
721: 50 75 57 84 64 75 103 19 58 24 67 15 54 70 79 19 25 59 19 26 33 56 66 63 0 0 0 0 0 0
751: 57 88 78 100 7 80 49 53 98 69 81 73 72 109 70 41 54 88 45 51 31 72 18 74 59 0 0 0 0 0
781: 46 69 51 77 69 68 102 17 57 27 61 9 48 67 82 23 23 52 21 24 37 50 69 57 7 64 0 0 0 0
811: 72 44 51 31 122 52 81 70 19 49 49 49 57 12 50 80 70 42 77 73 93 57 113 57 61 117 57 0 0 0
841: 121 83 100 63 73 90 69 92 33 51 93 77 106 39 4 81 100 90 89 100 88 105 84 101 74 71 77 49 0 0
871: 73 52 56 42 114 60 92 63 16 39 56 40 60 19 51 70 65 47 69 68 84 61 115 61 52 107 48 11 48 0
901:
Read 900 items
>
> D3<-as.dist(x3)

library(MCMCpack)
library(MASS)

SSR<-function(X1,sigma){
X1<-as.matrix(X1)
p<-dim(X1)[2];n<-dim(X1)[1]
s<-d<-matrix(0,n,n)
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for(ii in 1:n) for(jj in 1:n){
ss<-0; for( k in 1:p) ss<-ss+(X1[ii,k]-X1[jj,k])^2
s[ii,jj]=sqrt(ss)
d[ii,jj]=rnorm(1,s[ii,jj],sigma)
if(d[ii,jj]<0)d[ii,jj]=0 }
s1<-(d-s)^2;s2<-d^2
s11<-0->s22;for(ii in 1:n) for(jj in 1:i) {
s11=s11+s1[ii,jj]}
s11}

STRESS<-function(x,sigma){
p<-dim(x)[2];n<-dim(x)[1]
s<-d<-matrix(0,n,n)
for(i in 1:n) for(j in 1:n){
ss<-0; for( k in 1:p) ss<-ss+(x[i,k]-x[j,k])^2
s[i,j]=sqrt(ss)
d[i,j]=rnorm(1,s[i,j],sigma)
if(d[i,j]<0)d[i,j]=0 }
s1<-(d-s)^2;s2<-d^2
s11<-0->s22;for(i in 1:n) for(j in 1:i) {
s11=s11+s1[i,j];s22<-s22+s2[i,j]}
sqrt(s11/s22)}

F<-function(D){
dd<-D
n<-dim(as.matrix(dd))[1]

P=which(cmdscale(D,k =(n-1),eig=TRUE)$eig<0)[1]-1

XX<-array(0,c(n,P,P))
sigma<-CMDS.STRESS<-BMDS.STRESS<-rep(0,P)
for( i in 1:P){
X1<-cmdscale(D, k = i, eig = TRUE)$points
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CMDS.STRESS[i]<-sqrt((sum((D-dist(X1))^2)/sum(dist(X1)^2)))
p1<-dim(X1)[2];n1<-dim(X1)[1]
for( r in 1:10){
Cx<-scale(X1)
Vax<-eigen(Cx%*%t(Cx))$values[1:p1]
Vex<-eigen(Cx%*%t(Cx))$vectors[,1:p1]
if(i==1) Xa<-as.matrix(Vex)*(Vax^.5) else Xa<-Vex%*%(diag(Vax)^.5)
SSR1<-sum((D-dist(Xa))^2)
m<-n1*(n1-1)/2;sigma[i]<-SSR1/m
if(i==1) landa0<-Vax else landa0<-diag(Vax)
x2<-mvrnorm(n1,rep(0,i),landa0)
X1<-x2}
for(ii in 1:n1) for(jj in 1:i) XX[ii,jj,i]<-X1[ii,jj]
BMDS.STRESS[i]=STRESS(X1,sigma[i])}

RR<-SS<-array(0,c(1,n1,n1))
for(ii in 1:P) { SS[,1:p1,ii]<-apply(XX[,,ii]^2,2,sum)[1:p1]
if(ii>1) RR[,,ii]<-SS[,,ii]/SS[,,ii-1]}
LRT<-Penalty<-MDSIC<-rep(0,(P-1))
for( i in 1:(P-1)){
LRT[i]<-(m-2)*log(SSR(XX[,1:(i+1),(i+1)],sigma[i+1])/SSR(XX[,1:i,i],sigma[i]))
DF<-0;for(j in 1:i) DF<-DF+log((RR[1,j,i+1]*(n1+1))/(n1+RR[1,j,i+1]))
Penalty[i]<-DF
if(i==1) MDSIC[1]=(m-2)*log(SSR(XX[,1,1],sigma[1]))
else MDSIC[i]=sum(LRT[1:(i-1)])+ sum(Penalty[1:(i-1)])+(m-2)*log(SSR(XX[,1,1],sigma[1]))}
Dim<-1:(P-1);CMDS.STRESS<-CMDS.STRESS[1:(P-1)];BMDS.STRESS<-BMDS.STRESS[1:(P-1)]
T=cbind(Dim,CMDS.STRESS,BMDS.STRESS,LRT,Penalty,MDSIC)
colnames(T) <- c("Dim","CMDS STRESS","BMDS STRESS","LRT","Penalty","MDSIC")
list(X=XX,Table=T)}

X4<-rnorm(50,0,1)
for( i in 1:10) X4=cbind(X4,rnorm(50,0,1))
D4=dist(X4)
F(D4)$Table[1:14,]
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Aabstract

If we know the distances between municipality and offices within a city, we can
draw the locations on a 2D map using multi-dimensional scaling Approximately
distance matrix can approach to observation matrix. This approach has been tra-
ditionally used in a host of different applications. Not only can it be used for
finding the location of cities but also for reducing variants dimensions. This ap-
proach works based on the observed data, a distance matrix is formed from which
the designated configuration can be achieved in a lower dimension. multidimen-
sional scaling include several methods from analyzing multi variable data that
deals with observable Euclidian space. This method provides data on distances
between variables that could be either metric or nonmetric. Such distances should
not necessarily be Euclidian. Bayesian multidimensional scaling is one of the most
recent of multidimensional scaling that At this thesis the method which retrieves
the configuration in a lower dimension from a Bayesian perspective. In this thesis
examinedis Bayesian multidimensional scaling method with prior distribution nor-
mal and mixed ,and in this regard, a simulation studey compares the superiority
proposed method over classical method .

keywords: multidimensional scaling, Bayesian multidimensional scaling, mixed
normal, prior distribution, Euclidean distance, dissimilarity.
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