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مقدمه

هستند. مالی ریاضیات ویژه به و تصادفی آنالیز در فرایندها مهمترین و پرکاربردترین دیفیوژن فرایندهای

است. شده پرداخته آن به ٣ و ٢ فصول در نامه پایان این در که است برآونی فرایند فرایندها، این جمله از
فرایندهای به دوم فصل در و بیان فصول سایر در نیاز مورد مقدماتی تعاریف و مفاهیم اول فصل در
آخر فصل در و است شده پرداخته برآونی فرایند خواص و گاوسی فرایند برآونی، فرایندهای و دیفیوژن

است. شده ارائه آن برای کاربردهایی

١





١ فصل

آنالیز مفاهیم و تعاریف

مقدمه

و تعاریف ابتدا منظور این برای می�پردازیم. رساله این در نیاز مورد مفاهیم و تعاریف به فصل این در
مواردی جز به بخش این در شده ارائه مطالب می�کنیم. بیان احتمال نظریه و اندازه نظریه از مفاهیمی
فضای یک V کنید فرض شده�اند. گرفته [١۵] [٩]و ،[١١] مراجع از است شده مشخص روشنی به که

هر�گاه گوییم V روی نرم یک را ∥ · ∥ : V → R تابع باشد، R روی برداری

،∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ V هر برای .١

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ R و x ∈ V هر برای .٢

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .٣

.x = ٠ اگر فقط و ∥x∥اگر = ٠ ، x ∈ V هر برای .۴

باشد، تام متریک فضای d(x, y) = ∥x − y∥ متر با V هر�گاه می�گوییم. نرمدار فضای (V, ∥ · ∥) به
می�گوییم. باناخ فضای آن به

پذیری اندازه و اندازه ١.١

و ناتهی ای مجموعه X کنیم فرض می�باشد. [١۴] مرجع از آمده بعد بخش و بخش این در که مفاهیمی
باشد. X های مجموعه زیر از ناتهی ای دسته C

تفاضل و بسته متناهی اشتراک�های تحت C اگر Xگوییم های مجموعه زیر از حلقه یکنیم را C .١
باشد. C مجزای دوبدو اعضای از متناهی اجتماعی با برابر C عضو دو هر

بسته تفاضل و متناهی اجتماع�های تحت C اگر گوییم X مجموعه�های زیر از حلقه یک را C .٢
باشد.

٣



۴ آنالیز مفاهیم و تعاریف .١

متناهی اشتراک�های تحت C اگر گوییم X مجموعه�های زیر از جبر) (نیم میدان نیم یک را C .٣
باشد. C مجزای دوبدو اعضای از متناهی اجتماعی برابربا عضو هر مکمل و بسته

مکمل و شمارش�پذیر اجتماع�های تحت C اگر گوییم X های مجموعه زیر از σ-میدان یک را C .۴
باشد بسته

الگوهای اقلیدسی فضاهای سایر در آنها دکارتی حاصلضرب�های و R در بازه�ها از گوناگون های دسته
منظور باشد ها مجموعه زیر از دلخواه و ناتهی ای دسته C کنیم فرض هستند. حلقه نیم برای مناسبی

کند. صدق زیر شرایط در که بطوری است C دامنه با µ مانند تابعی C روی اندازه یک از

،٠ ≤ µ(A) ≤ ∞ ،C در A هر برای (١

طوری به باشد C مجزای دوبدو اعضای نامتناهی)از یا (متناهی ای دنباله ،{An, n ≥ ١} هرگاه (٢
.µ(∪∞

n=١An) =
∑∞

n=١ µ(An) آنگاه (∪∞
n=١An) ∈ C که

-σ کوچکترین شمول) رابطه�ی باشد.(برحسب X مجموعه�های زیر از دلخواه ای دسته Cکنیم فرض
نشان σ(C)صورت به و می�نامیم Cتوسط شده تولید σ-میدان را X مجموعه�های زیر از C شامل میدان
(یا X = R کنیم فرض Cاست. شامل σ-جبرهای تمام اشتراک σ(C) که است ذکر به لازم می�دهیم.
نشان B وبا گوییم σ-جبربورل را C توسط شده تولید σ-جبر باشد. ها بازه تمام دسته�ی C و (Rn

هستندویا گویا اعداد a, b آن در که (a, b) یا [a, b] یا [a, b) صورت به ها بازه تمام دسته�ی . می�دهیم
Bاند. مولد همگی باشند گویا اعداد آنها انتهای و ابتدا که شعاع�هایی مجموعه�ی

مجموعه�های توسط شده تولید σ-میدان توپولوژیکی فضای یک در کلی بطور الف) .١.١.١ ملاحظه
می�دهیم. نشان B وبا می�نامیم بورل راσ-میدان باز

است. باز مجموعه�های همه�ی حاوی که است σ-میدانی کوچکترین بورل، مجموعه�های دسته�ی ب)

ای اندازه µ Xو مجموعه�های زیر میدان)از یا حلقه میدان، نیم حلقه، (نیم سازه�ای C کنیم فرض
σ-متناهی و µ(A) < ∞ ،C در A هر برای هرگاه گوییم متناهی ،C روی را µ اندازه باشد. C روی
X = ∪∞

n=١An که طوری به باشد داشته وجود C اعضای از {An, n ≥ ١} مانند دنباله�ای هرگاه گوییم
X های مجموعه زیر از حلقه�ای نیم H و ناتهی مجموعه�ای X کنید فرض .µ(An) < ∞ ،n هر برای و
به را A خارجی اندازه X از A دلخواه مجموعه�ی زیر برای باشد. H روی σ-متناهی ای اندازه µ و

می�کنیم تعریف زیر صورت
µ∗(A) = inf{

∑
n≥١

µ(In) : In ∈ H, A ⊂ ∪n≥١In}

µ∗(I) = µ(I) ،I ∈ H برای الف) .٢.١.١ ملاحظه

آنگاه باشد دلخواه دنباله�ای {An}n≥١ اگر ب)
µ∗(∪n≥١An) ≤

∑
n≥١

µ∗(An).



۵ پذیری اندازه و اندازه .١.١

باشیم داشته H در I هر برای اگر گوییم، اندازه�پذیر (µ (یا µ∗ به نسبت را X از A مجموعه�ی زیر
µ(I) = µ∗(I ∩ A) + µ∗(I − A)

اندازه�پذیراند. H توسط شده تولید حلقه�ی عضو هر و H عضو هر الف) .٣.١.١ ملاحظه

داریم X از B دلخواه مجموعه زیر هر برای آنگاه باشد، اندازه�پذیر µ∗ به نسبت A اگر ب)
µ∗(B) = µ∗(B ∩ A) + µ∗(B − A).

ناتهی مجموعه یک از متشکل که ،(X,A) زوج از است عبارت پذیر اندازه� فضای یک از منظور
پذیر اندازه مجموعه�ی یک را A عضو هر می�باشد. X مجموعه�های زیر از A σ-میدان و X مانند
و اندازه�پذیر فضای یک (X,A) که است (X,A, µ) سه�تایی اندازه، فضای یک از منظور می�نامیم.
(X,A, µ) اندازه�ی فضای اعضای تمام برای که خاصیتی گوییم است. Aمیدان-σ روی اندازه یک µ
آن دارای که نقاطی مجموعه�ی اگر وتنها اگر است برقرار (a.e.) یا ١ جا همه تقریبا است، شده تعریف
اندازه�پذیر فضای یک (X,A) کنید فرض باشند. صفر µ اندازه�ی دارای و پذیر اندازه نیستند، خاصیت
داشته ،u ∈ B هر برای هرگاه گوییم اندازه�پذیر -A یا اندازه�پذیر را f : (X,A) → (Rn, B) تابع باشد،

باشیم

f−١(U) := {x ∈ X; f(x) ∈ U} ∈ A.

-σ کوچکترین ،Y توسط شده تولید FY �میدان -σ بگیرید. نظر در را Y : (Ω, F ) → (Rn, B) تابع
های مجموعه شامل Ω روی میدان

Y −١(B); B ∈ B,

دیگر عبارت به می�باشد،

FY = {Y −١(B); B ∈ B}.

است. اندازه�پذیر ،FY به نسبت Y وضوح به

انتگرال

می�دهیم نشان χA با را A مجموعه��ی مشخصه�ی تابع باشد، A σ-میدان از دلخواه ای مجموعه A اگر
می�کنیم تعریف زیر صورت به و

χA(x) =

١ x ∈ A

٠ o.w.

کنیم فرض است. متناهی مقادیرش تعداد که حقیقی، مقادیر و دلخواه دامنه با است تابعی ساده تابع
نوشت باشد.می�توان a١, a٢, . . . , an متمایز مقادیر با (X,A, µ) اندازه فضای روی ساده تابعی φ

١Almost everywhere



۶ آنالیز مفاهیم و تعاریف .١

هستند. مجزا ها Ai که است روشن Ai = {x ∈ X : φ(x) = ai} آن در که φ =
∑n

i=١ aiχAi

به را µ اندازه�ی به نسبت φ انتگرال اندازه�پذیراند. Aiها بگوییم اینکه با است معادل φ پذیری اندازه
می�کنیم تعریف زیر ∫صورت

X

φdµ =
n∑

i=١
aiµ(Ai).

نامنفی و پذیر اندازه تابعی fو اندازه فضای یک (X,A, µ) می�کنیم فرض .٠×∞ = ٠ می�کنیم قرارداد
می�کنیم تعریف زیر صورت به را A ∈ A هر روی f انتگرال ∫باشد.

A

fdµ = sup{
∫
A

φdµ : φ ≤ f},

است. نامنفی و ساده تابعی φ آن در که

احتمال نظریه ٢.١

نمونه، فضای را Ω ،P (Ω) = ١ که طوری به (Ω,F , P ) اندازه�ی فضای از است عبارت احتمال فضای
هرگاه می�نامیم P-�پوچ را A ∈ F مجموعه�ی می�نامیم. احتمال اندازه را P و پیشامد را F اعضای
زیر�مجموعه�های تمام شامل F هر�گاه می�نامیم تام یا کامل را (Ω,F , P ) احتمال فضای .P (A) = ٠
کردن اضافه با می�توان را (Ω,F , P ) احتمال فضای هر روشنی، به باشد. P-�پوچ مجموعه�ی هر
با A پیشامد می�گوییم P (A) = ١ اگر نمود. کامل F به P-�پوچ مجموعه�ی هر مجموعه�های زیر
، . . . ،(Ω٢,F٢) ،(Ω١,F١) کنید فرض می�دهد. رخ ٢ یقین به قریب A یا می�دهد رخ ١ احتمال
Ω١×Ω٢× . . .Ωn از F١×F٢× · · · ×Fn های مجموعه زیر باشند. پذیر اندازه فضاهای (Ωn,Fn)

،. . . ، F٢ ∈ F٢،F١ ∈ F١ برای و گوشه راست Fn ⊆ Ωn .و . . ،F٢ ⊆ Ω٢ ،F١ ⊆ Ω١ رابرای
میدان نیم یک پذیر، اندازه راست�گوشه�های دسته�ی می�نامیم. پذیر اندازه گوشه�ی راست Fn ∈ F
میدان نیم توسط Ω١ × Ω٢ × · · · × Ωn در تولیدشده σ-میدان است. Ω١ × Ω٢ × · · · × ×Ωnروی
می�دهیم. نشان F١⊗F٢⊗· · ·⊗Fn نماد وبا نامیده حاصلضربی σ-میدان را اندازه�پذیر راست�گوشه�های
اندازه�پذیر گوشه�های راست حلقه نیم روی P اندازه باشد، Fi روی اندازه یک Pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر

می�شود تعریف زیر صورت به
P (F١ × F٢ × · · · × Fn) = P١(F١)× P٢(F٢)× · · · × Pn(Fn).

σ-میدان�ها از دسته این الحاقی σ-میدان Fباشد. زیرσ-میدان�های از ای دسته {Uα, α ∈ I} گیریم
می�شود تعریف زیر صورت ∨به

α∈I

Uα = σ(
∪
α∈I

Uα)

اقلیدسی فضاهای روی مفروض توپولوژی و احتمال فضای (Ω, F, P ) از منظور جا همه پس، این از
σ-میدان نشانگر نماد B و است بورل میدان -σ آنها روی مفروض میدان -σ و استاندارد توپولوژی

است. R روی بورل
٢almost surely



٧ احتمال نظریه .٢.١

گوییم پیوسته مطلقا µ٢ اندازه به نسبت را µ١ اندازه Aباشند. روی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض
هرگاه ،µ١ ≪ µ٢ می�نویسیم و

∀A ∈ A(µ٢(A) = ٠ ⇒ µ١(A) = ٠).

باشند (X,A) روی σ-متناهی اندازه دو µ٢ و µ١ کنید فرض ٣ نیکودیم). رادن مشتق ) ١.٢.١ قضیه
و f ≥ ٠ که دارد وجود X روی f µ٢-�انتگرال�پذیر و A-�اندازه�پذیر تابع .µ١ ≪ µ٢ که طوری به

∀A ∈ A, µ١(A) =

∫
A

f µ٢.

ریاضی تصادفی-امید متغیر ١.٢.١

مفروض σ-میدان و استاندارد توپولوژی اقلیدسی فضاهای روی مفروض توپولوژی رساله این سراسر در
روی پذیر اندازه و حقیقی تابع هر باشد، احتمال فضایی (Ω,F ,P)اگر است. بورل σ-میدان آنها روی

می�شود. نامیده تصادفی متغیر (Ω,F)

می�کنیم. استفاده X,Z, U, . . . مثل لاتین بزرگ حروف از تصادفی متغیرهای دادن نشان برای معمولا
احتمال فضای آن دامنه�ی که اندازه�پذیر است تابعی ،X = (X١, X٢, . . . , Xn) n-بعدی تصادفی بردار

داریم A ∈ Bn هر برای یعنی است Rn در آن مقادیر و (Ω,F ,P)

{ω : X(ω) ∈ A} = {(X١, X٢, . . . , Xn) ∈ A} ∈ F ,

تولید باشد،σ-میدان تصادفی متغیر یک X کنیم فرض است. Rn روی بورل σ-میدان ،Bn آن در که
می�شود. تعریف زیر صورت به می�شود داده نشان FX یا σ(X) بانماد که X توسط شده

FX = σ(X) = {X−١(A) : A ∈ B},

نشان FX با را آن که X توزیع تابع باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی تصادفی متغیری X اگر
می�شود. تعریف زیر صورت به ،x حقیقی عدد هر برای می�دهیم،

FX(x) = PX(−∞, x] = P{X ≤ x}.

فرض می�شود. نامیده تصادفی متغیر توزیع که است B روی X توسط القاشده اندازه�ی PX آن در که
ریاضی امید را

∫
Ω
XdP باشد. (Ω,F , P ) احتمال فضای روی انتگرال�پذیر تصادفی متغیر Xیک کنیم

بطور g(X) مثل تصادفی، متغیر یک از تابعی ریاضی امید می�دهیم. نشان E(X) نماد با و می�گوییم X
می�شود تعریف طبیعی

E(g(X)) =

∫
Ω

g(X)dP.

می�کنیم. تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان σ٢(X) با را X تصادفی متغیر واریانس

σ٢(X) = E
[
(X − E(X))٢

]
.

٣Radon-Nikodym Derivation



٨ آنالیز مفاهیم و تعاریف .١

آن�گاه
∫
Ω

|f (X(ω)) |P (ω) < ∞ و باشد اندازه�پذیر f : R → R اگر کلی طور به

E [f(X)] :=

∫
Ω

f (X(ω)) P (ω) =

∫
R

f(x)PX(x).

کواریانس باشند یکی متغیر دو (اگر می�نامیم. کواریانس را تصادفی متغیر دو هماهنگ تغییرات اندازه
E[Y ] = ν E[X]و = µ آنها ریاضی امید که Y Xو تصادفی متغیرهای برای شد) واریانسخواهد برابر

با است برابر کواریانس هستند
cov(X,Y ) = E[(X − E(X))− (Y − E(Y ))] = E[(X − µ)(Y − ν)]

کواریانس خواص می�شود. صفر آنها کواریانس باشند ناهمبسته تصادفی متغیر دو چنانکه

cov(X,X) = var(X) .١

cov(X, Y ) = cov(Y,X) .٢

a, b, c, d ∈ R هر برای .٣

cov(X, a) = ٠ (آ)

cov(aX, bY ) = abcov(X, Y ) (ب)

cov(X + a, Y + b) = cov(X, Y ) (ج)

را است) طبیعی عدد یک r (که E(Xr) آنگاه باشد fX(x) احتمال تابع با تصادفی متغیر یک X اگر
می�گوییم. مبدا پیرامون rام مرتبه گشتاور

MX(t) علامت با را X گشتاور مولد تابع باشد fX(x) احتمال تابع با تصادفی متغیر یک X اگر
می�کنیم. تعریف زیر صورت به و می�دهیم نشان

MX(t) = E(etX)

هرگاه است Ω,F)مستقل , P ) مفروض احتمال فضای از B و A پیشامد دو

P (A ∩B) = P (A) · P (B).

توسط شده تولید σ-�میدان�های هر�گاه گوییم مستقل را X, Y : (Ω, F, P ) → (R, B) تصادفی متغیر دو
باشیم داشته B ∈ FY و A ∈ FX هر برای که معنا این به باشند، مستقل FY و FX یعنی Y و X

P (A ∩B) = P (A) · P (B),

(FX = {X−١(B) : B ∈ β})

صورت این در باشند، مستقل تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض
E(XY ) = E(X)E(Y ).



٩ احتمال نظریه .٢.١

تصادفی فرآیند ٢.٢.١

فضاهای مفروضروی میدان -σ همچنین ,Ω)است. F, P مفروض( احتمال بخشفضای این سراسر در
مشترک احتمال فضای روی تصادفی متغیر�های از {Xt}t∈I خانواده�ی است. بورل میدان -σ اقلیدسی
شمارش یا پذیر شمارش می�تواند I گذار اندیس (مجموعه�ی می�نامیم تصادفی فرآیند را (Ω, F, P )

مسیر یک را t → Xt(ω) نگاشت ،ω ∈ Ω هر برای و ، {Xt} تصادفی فرایند برای باشد). ناپذیر
s ≤ t هر برای هرگاه می�نامیم فیلتر را F میدان�های -σ زیر از F = {Ft, t ≥ ٠} خانواده�ی می�نامیم.

هر�گاه می�کند صدق معمول شرایط در F فیلتر گوییم .Fs ⊆ Ft باشیم داشته

باشد، پوچ -P مجموعه�های تمام شامل F٠ •

.Ft = ∩u>tFu یعنی باشد، پیوسته راست از F •

هر�گاه می�گوییم سازگار � F فیلتر به نسبت را {Xt}t≥٠ تصادفی فرآیند باشد. فیلتر یک F کنید فرض
فیلتر دو G و F کنید فرض باشد. �اندازه�پذیر -Ft ،Xt تصادفی متغیر یعنی Xt؛ ∈ Ft ،t ≥ ٠ هر برای

هر�گاه ،F ⊂ G می�نویسیم و است بزرگ�تر F فیلتر از G فیلتر می�گوییم باشند.
∀t, Ft ⊂ Gt.

که می�گیریم F = {Ft, t ≥ ٠} مانند فیلتر کوچکترین را ،{Xt}t≥٠ تصادفی فرآیند طبیعی فیلتر
Ft = ،t ≥ ٠ هر برای و ) است سازگار آن به نسبت {Xt}t≥٠ و می�کند صدق معمول شرایط در

.(σ(Xs; ٠ ≤ s ≤ t)

شرطی امید ٣.٢.١

تصادفی، متغیری Y و F از �میدانی -σ زیر D کنید فرض و باشد احتمال فضایی (Ω, F, P ) کنید فرض
است (Ω,F) روی �اندازه�پذیر -D تصادفی متغیر یک D شرط به Y امید باشد. انتگرال�پذیر و نامنفی

داریم و می�دهیم نشان E(Y |D) با را آن که

∀D ∈ D,

∫
D

E(Y |D)P =

∫
D

Y P.

می�شود. تعریف زیر صورت به شرطی امید دلخواه، انتگرال�پذیر تصادفی متغیر برای

E(Y |D) = E(Y +|D)− E(Y −|D),

.Y −(ω) = max{−Y (ω),٠} و Y +(ω) = max{Y (ω),٠} ،ω هر برای آن در که
شرطی امید خواص

.a.s. ،E(X|D) ≥ ٠ آن�گاه X ≥ ٠ اگر -١

.E(X + Y |D) = E(X|D) + E(Y |D), a.s. -٢



١٠ آنالیز مفاهیم و تعاریف .١

a ∈ R هر برای -٣
E(aX|D) = aE(X|D), a.s.

آنگاه D = {Ω, ∅} اگر -۴
E(X|D) = E(X), a.s.

D١ ⊆ D٢ اگر -۵
E(E(X|D٢)|D١) = E(X|D١), a.s.

-۶
E(E(X|D)) = E(X), a.s.

.

مارکف فرایند ٣.١

هرگاه گویند مارکف را تصادفی فرایند یک هستند، تصادفی های فرایند از مهم رده�ای مارکف های فرایند
می�گوییم. بی�حافظه فرایند را آن اصطلاحا و باشد نداشته بستگی آن گذشته به فرایند آینده

کرد. بیان زیر صورت به می�توان T = {٠,١,٢, . . . } برای را مارکف شرط
P (Xn+١ = j|Xn = in, Xn−١ = in−١, . . . , X٠ = i٠) = P (Xn+١ = j|Xn = in)

در j به i از وضعیت تغیر احتمال آن به که احتمال این .i٠ و . . . و in−و١ i و j و n مقدار هر برای
دارد. بستگی n به کلی حالت در می�شود، گفته ای) مرحله یک انتقال احتمال (یا گام یک

مارتینگل ۴.١

هرگاه می�نامیم مارتینگل۴ F = {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفی فرایند

،E(|Xn|) < ∞ ،n هر برای یعنی باشد؛ انتگرال�پذیر Xn ،n هر برای (i

باشد، سازگار F فیلتر به نسبت {Xn}n∈Z+ (ii

.a.s. ،E(Xn+١|Fn) = Xn ،n هر برای (iii

،n ∈ N هر برای هرگاه گوییم ۵ پیش�بینی قابل {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت را {Xn}n∈Z+ تصادفی فرآیند
زمان (یا توقف زمان را τ : Ω → Z+ ∪ {∞} نگاشت باشد. �اندازه�پذیر -Fn−١ ،Xn تصادفی متغیر

باشیم داشته n ∈ Z+ هر برای هرگاه گوییم F = {Fn}n∈Z+ فیلتر به نسبت مارکوف)

{τ ≤ n} ∈ Fn.

۴Martingale
۵Predictable



١١ مارتینگل .۴.١

تنها و اگر است توقف زمان یک τ صورت این در .τ : Ω → Z+ ∪ {∞} کنید فرض .١.۴.١ گزاره
باشیم داشته n ∈ Z+ هر برای اگر

{τ = n} ∈ Fn.

کنید. مراجعه [١۵] به برهان.

،n ≥ ١ هر برای هرگاه می�نامیم موضعی دنباله�ی یک را توقف زمان�های از {Tn}n∈Z+ دنباله�ی
مارتینگل {Xt : ٠ ≤ t ≤ T} تصادفی فرایند گوییم .a.s. ،limn→∞ Tn = ∞ و Tn ≥ Tn−١

مارتینگل یک {Xt∧Tn , t > ٠} که باشد موجود Tn ↑ T توقف زمان�های از دنباله�ای اگر است موضعی
باشد.

۶ اختیاری) (توقف .٢.۴.١ قضیه
فیلتر همان به نسبت توقف زمان یک τ و {Fn}n فیلتر به نسبت مارتینگلی {Xn}n∈Z+ کنید فرض

باشیم داشته که طوری به باشد

،P (τ ∈ Z+) = ١ -١

باشد، پذیر انتگرال تصادفی متغیر Xτ -٢

.n → ∞ که وقتی E(Xnχ{τ>n}) → ٠ -٣
داشت خواهیم صورت این در

E(Xτ ) = E(X٠)

کنید رجوع [١٣] به برهان.

۶Option Stopping theorem





٢ فصل

دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند

دیفیوژن فرایند ١.٢

ارائه آن برای مثالی آخر در و می�پردازیم آن خواص از ای پاره و دیفیوژن فرایند معرفی به بخش این در
می�دهیم.

دیفیوژن فرایند تعریف ١.١.٢

باشد. موجود آن در زیر حدهای هرگاه می�نامیم دیفیوژن١ فرایند را X = {Xt; t > ٠} مارکف فرایند
x ∈ R و s ≥ ٠ و ϵ > ٠ هر برای

.١
lim
t↓s

١
t− s

∫
|x−y|>ϵ

P (s, x; t, y)dy = ٠

.٢
lim
t↓s

١
t− s

∫
|y−x|<ϵ

P (s, x; t, y)dy = α(s, x)

.٣
lim
t↓s

١
t− s

∫
|y−x|<ϵ

(y − x)٢P (s, x; t, y)dy = β٢(s, x)

نیست. پذیر مشتق لزوما ولی است پیوسته همیشه دیفیوژن فرایند •

می�شود. نامیده x موقعیت و s زمان در دیریفت α(s, x) پارامتر •

می�شود. نامیده x موقعیت و s زمان در دیفیوژن ضریب β٢(s, x) پارامتر •
١Diffusion Process

١٣



١۴ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

دیفیوژن فرایند از مثالی عنوان به می�توان را پرداخت خواهیم آن به ادامه در که برآونی فرایند .١.١.٢ مثال
گرفت. نظر در β(s, x) = ١ دیفیوژن پارامتر و α(s, x) = ٠ دیریفت با

بپردازیم دیگر های زمینه در آن کاربردهای و خواص و برآونی فرایند به داریم سعی ادامه در

نرمال توزیع ٢.٢

زیرمجموعه�های از σ،F-میدانی و ناتهی مجموعه�ای Ω یعنی باشد احتمال فضای یک (Ω,F , P ) گیریم
توزیع دارای یا نرمال را X : (Ω,F , P ) → (R, B) تصادفی متغیر است آن روی احتمال اندازه P و Ω

باشد زیر چگالی دارای X توزیع اگر می�نامیم N (m,σ٢) نرمال

f(x) =
١

σ
√
٢π

e
−
(x−m)٢

٢σ٢

F (x) =
١

σ
√
٢π

∫ x

−∞
e
−
(y −m)٢

٢σ٢ dy

داد نشان می�توان راحتی به هستند X میانگین و واریانس ترتیب به m و σ > ٠ آن در که

E[X] =

∫
Ω

XdP =

∫
R

xf(x)dx = m,

همچنین و

V ar(X) = E[(X −m)٢] =

∫
R

(x−m)٢f(x)dx = σ٢.

سپس می�دهیم نشان N (٠,١) نماد با را استاندارد نرمال توزیع ،σ٢ = ١ و m = ٠ که زمانی همچنین
داریم

θ(x) =
١√
٢π

e
−
(x)٢

٢

Θ(x) =
١√
٢π

∫ x

−∞
e
−
(y)٢

٢ dy

است. زیر صورت به نرمال توزیع گشتاور مولد تابع ،X ∼ N (m,σ٢) دهید قرار

MX(s) = E(esX)

=

∫ ∞

−∞
esxf(x)dx

= e
sm+s٢

σ٢

٢ , −∞ < s < ∞



١۵ نرمال توزیع .٢.٢

X ∼ اگر برعکس است. N (m,σ٢) توزیع دارای X = σZ + m سپس Z ∼ N (٠,١) اگر

است. استاندارد نرمال توزیع دارای Z =
(X −m)

σ
سپس N (m,σ٢)

آنگاه X ∼ N (m,σ٢) اگر اساس، براین

F (x) = P (X ≤ x) = Θ

(
(x−m)

σ

)

MZ(s) = E(esZ)

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞
esxe

−x٢

٢ dx

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e

−(x٢ − ٢sx)
٢ dx

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞

e

−(x− s)٢

٢ e

s٢

٢

 dx

= e

s٢

٢ ١√
٢π

∫ ∞

−∞
e

−(x− s)٢

٢ dx

= e

s٢

٢

٢ مرکزی حد قضیه .١.٢.٢ قضیه
متناهی میانگین با (i.i.d.) مستقل و توزیع هم تصادفی متغیرهای از ای خانواده {Xi : i ≥ ١} اگر

آنگاه باشد، σ٢ متناهی واریانس و m

Zn =
١

σ
√
n

(
n∑

i=١
Xi − nm

)
d→ N (٠,١), n → ∞;

که معناست این به اخیر عبارت یعنی است توزیع در همگرایی نشانگر نماد d→ آن در که

lim
n→∞

P (Zn ≤ x) = Θ(x), x ∈ R.

آنگاه σ٢ = ١ و m = ٠ اگر
١√
n

n∑
i=١

Xi
d→ N(٠,١)

،c ̸= ٠ هر برای علاوه به
cN (٠,١) = N (٠, c٢)

٢central limit theorem



١۶ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

است. بودن معادل نشانگر نماد = آن در که
آنگاه σ٢ = ١ و m = ٠ اگر

c
١√
n

n∑
i=١

Xi
d→ N(٠, c٢)

ساده متقارن تصادفی زدن قدم از برآونی فرایند ساختار ٣.٢

آن در که بگیرید نظر در را {Rn}n≥٠ ٣ ساده متقارن تصادفی زدن قدم
R٠ = ٠

Rn = ∆١ + · · ·+∆n =
n∑

i=١
∆i, n ≥ ١,

داریم آنها برای و هستند (i.i.d.) توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای i∆ها

P (∆i = −١) = P (∆i = ١) = ١
٢ , i ≥ ١,

نتیجه در
.E(∆) = ٠ , V ar(∆) = ١.

با گام این و می�شود برداشته nام دقیقه�ی در که است حرکت nام گام Rn ،n ≥ ١ برای حقیقت در

شد. خواهد برداشته عقب به ١٢ احتمال با و جلو به ١٢ احتمال
گام برداشتن زمان و کوتاهتر ها گام اندازه�ی و شود انتخاب بزرگ کافی اندازه به ،k > ١ عددصحیح اگر

صورت این در برداریم. گام Rnها، گام ١√
k
اندازه�ی به و دقیقه ١ام

k
هر در یعنی شود، سریعتر بعدی

می�دهیم قرار ،n > ١ ،t = n

k
برای اگر

Bk(t) =
١√
k

tk∑
i=١

∆i,

می�کنیم.) جایگزین آن از کمتر صحیح عدد بزرگترین با را آن نباشد، صحیح عدد tk اگر قرارداد (طبق
به همگرا {Bk(t) : t ≥ ٠} فرایند نهایت در و زنجیره به تبدیل کوچک های گام ،k → ∞ که زمانی

می�نامند. ۴ برآونی فرایند را آن که شد خواهد پیوسته نموهای با {B(t) : t ≥ ٠} فرایند
عبارت ثابت، k هر برای

Bk(t)−Bk(s) =
١√
k

tk∑
i=sk

∆i, ٠ < t,

دارد. بستگی t− s طول به تنها آن توزیع که می�شود نامیده (s, t] زمانی بازه در فرایند نمو
توزیع به {Bk} فرایند نمو توزیع و هستند توزیع هم و مستقل تصادفی متغیرهای i∆ها اینکه به توجه با
فرایند که می�رود انتظار طور این k → ∞ که زمانی ({Bk})فرایند این حد از بنابراین دارد بستگی آنها

٣Simple symmetric random walk
۴Brownian Motion



١٧ بعدی یک برآونی فرایند تعریف .۴.٢

زمانی بازه طول به فقط B(t)−B(s) نمو هر توزیع که معنی این به باشد. داشته ثابتی نموهای حاصل،
باشد. داشته بستگی t− s

نموهای ، (٠ ≤ t١ < t٢ < t٣ < t۴) . . . ،(t٣, t۴] ،(t١, t٢] نامتداخل زمانی های بازه برای بنابراین
بود. خواهند مستقل زیر

Bk(t۴)−Bk(t٣) =
١√
k

t۴k∑
i=t٣k

∆i, ٠ < t,

Bk(t٢)−Bk(t١) =
١√
k

t٢k∑
i=t١k

∆i, ٠ < t,

از می�توان مستقیما نهایت در ،V ar(Bk(t)) =
[tk]

k
→ t و E(Bk(t)) = ٠ داریم دیگر طرف از

که گرفت نتیجه ،n = tk,m = ٠, σ٢ = ١, c =
√
t دادن قرار با مرکزی حد قضیه

Bk(t) =
√
t

(
١√
kt

tk∑
i=١

∆i

)
d→ N (٠, t),

واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای B(t) ،t > ٠ هر برای که گرفت نتیجه می�توان همچنین
B(t) − B(s) که گیریم می نتیجه مستقل، و ثابت نمو خاصیت از استفاده با مشابه، طور به است. t
،t٠ = ٠ < t١ < t٢ < · · · < tn اگر یعنی است. t − s واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع

و داشت خواهیم آنگاه
B(ti)−B(ti−١) ∼ N (٠, ti − ti−١), i ∈ {١, . . . , n}.

X(t)−X(s) نموهای داد نشان می�توان و X(t) ∼ N (mt, σ٢t) آن�گاه X(t) = σB(t) +mt اگر
هستند. σ٢(t− s) واریانس و m(t− s) میانگین با نرمال توزیع دارای

می�گوییم. استاندارد برآونی فرایند را حاصل فرایند m = ٠ و σ٢ = ١ که زمانی

بعدی یک برآونی فرایند تعریف ۴.٢

مجموعه�ی با که است تصادفی متغیرهای از خانواده�ای یعنی است، تصادفی فرایند یک براونی فرایند
احتمال فضای یک روی آن تصادفی متغیرهای همگی و است شده گذاری اندیس نامنفی حقیقی اعداد
مارتینگلی گاوسی، مارکفی، خاصیت دارای فرایند این که دید خواهیم ادامه در شده�اند. تعریف مشترک
هر در مشتق�ناپذیری و مسیرها پیوستگی خاصیت دارای همچنین است. مستقل و ایستا نمونه�های با

می�باشد. نقطه
هر�گاه گوییم ۵ استاندارد برآونی فرآیند یک را B = {Bt}t∈R+ فرآیندتصادفی

B٠ = ٠ الف)

باشد، t− s واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای s ≤ t برای Bt −Bs ب)

۵Standard Brownian motion



١٨ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

B(tn)−B(tn−١), . . . , B(t٣)−B(t٢), B(t٢)−B(t١) تصادفی متغیرهای ج)
نموهای دارای B(t) گوییم حالت این (در باشند مستقل t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn،t ∈ R هر برای

است.) مستقل

می�گوییم. نیز ۶ وینر فرآیند را استاندارد برآونی فرایند

.١.۴.٢ ملاحظه
است؛ t واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای Bs+t − Bs که، می�شود نتیجه (ب) از .١

داریم A بورل مجموعه هر برای بنابراین

P (Bs+t −Bs ∈ A) =
١√
٢πt

∫
A

e−x٢/٢t x.

با نرمال توزیع دارای Bt هر که می�شود نتیجه (ب) از پس ،Bt = B٠+t −B٠ داریم که آنجا از
است. t واریانس و ٠ میانگین

نمو�های از گردآیه هر که می�دهد نتیجه (ج) ویژگی .٢

Bt١ −Bs١ , Bt٢ −Bs٢ , . . . , Btn −Bsn ,

.٠ ≤ s١ < t١ < s٢ ≤ t٢ < · · · ≤ sn < tn آن در که هستند مستقل هم از

برآونی فرآیند یک را (R (در Bn
t ،. . . ،B١

t مستقل برآونی فرآیند�های از (B١
t , . . . , B

n
t ) nتایی

می�گوییم. ( در nبعدی وینر (فرایند Rn در n-�بعدی

گاوسی فرایند ۵.٢

شود. تعبیر نیز متغیره چند نرمال توزیع از بعدی بی�نهایت تعمیم عنوان به می�تواند ٧ گاوسی فرایند مفهوم
انتخاب [٠, T ] بازه�ی از که زمان از افرازی هر برای که است تصادفی� فرایند Xt, t ≥ ٠ گاوسی فرایند

تصادفی متغیرهای مجموعه�ی ، ٠ ≤ t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn = T ،t١, t٢, . . . , tn مانند می�شود
X(t١), X(t٢), . . . , X(tn)

باشند. نرمال توزیع دارای

میانگین تابع کمک به آن دترمینان آنگاه باشد، گاوسی فرایند Xt, t ≥ ٠ اگر .١.۵.٢ ملاحظه
m(t) = E(X(t))

صورت به آن کواریانس تابع و
cov(s, t) = E(X(s)−m(s)).(X(t)−m(t))

۶Wiener process
٧Gaussian process



١٩ گاوسی فرایند عنوان به برآونی فرایند .۶.٢

آمد. خواهد بدست زیر صورت به X(t١), . . . , X(tn) توام چگالی تابع چنین هم می�آید. بدست

P{X(t١) ∈ dx١, . . . , X(tn) ∈ dxn}

=
١

(٢π)
n

٢√detΣ

exp{−١
٢(x−m(t)).Σ−١.(x−m(t))T}

بود. خواهد زیر صورت به کواریانس ماتریس و

Σ =


cov(t١, t١) cov(t١, t٢) . . . cov(t١, tn)

cov(t٢, t١) cov(t٢, t٢) . . . cov(t٢, tn)

. . . . . . . . . . . .

cov(tn, t١) cov(tn, t٢) . . . cov(tn, tn)


u = [u١, u٢, . . . , un] باشد، [t١, t٢, . . . , tn] فرم به سطری بردار t ،[x١, x٢, . . . , xn]سطری بردار x اگر

بود. خواهد زیر فرم به گشتاور مولد تابع آنگاه ،m(t) = [m(t١),m(t٢), . . . ,m(tn)] و

E exp

{
n∑

k=١
ukX(tk)

}
= exp{u.m(t)T +

١
٢u.Σ.u

T}.

گاوسی فرایند عنوان به برآونی فرایند ۶.٢

پیشامد چون است. متغیره چند نرمال توزیع دارای (B(t١), . . . , B(tn)) بردار

{B(t١) = x١, . . . , B(tn) = xn}

کرد. بازنویسی زیر صورت به می�توان را

{B(t١) = x١, B(t٢)−B(t١) = x٢ − x١, . . . , B(tn)−B(tn−١) = xn − xn},

با است برابر (B(t١), . . . , B(tn)) توام چگالی تابع نتیجه در

f(x١, x٢, . . . , xn) = ft١(x١)ft٢−t١(x٢ − x١) . . . ftn−tn−١(xn),

درآن که

ft(x) =
١
٢πte

−
x٢

٢t

خواهد پیوسته مسیرهای با گاوسی فرایند از مثالی برآونی فرآیند نتیجه در است، N (٠, t) چگالی تابع
بود.

تعیین آن پارامترهای کواریانس و میانگین توسط کامل طور به متغیره چند نرمال توزیع که آنجا از
کواریانس تابع و میانگین توسط کامل طور به گاوسی فرایند که گیریم می نتیجه می�شود،

m(t) = E(X(t)) و a(s, t) = cov(X(s), X(t)), ٠ ≤ s ≤ t.



٢٠ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

می�شود، تعیین
و a(s, t) = s ،m(t) = ٠ داریم: استاندارد برآونی فرایند برای که

cov(B(s), B(t)) = cov(B(s), B(s) +B(t)−B(s))

= cov(B(s), B(s)) + cov(B(s), B(t)−B(s))

= var(B(s)) + ٠

= s.

و m(t) = mt با گاوسی فرایندی X(t) = σB(t) +mt فرایند برآونی، فرایند مشابها
است. a(s, t) = σ٢min{s, t}

برآونی فرایند برخورد زمان ٧.٢

دهید قرار بگیرید. نظر در را {a,−b} عضوی دو مجموعه و b > ٠ و a > ٠ مقدار دو
τ = min{t ≥ ٠ : B(t) ∈ {a,−b}},

بود. خواهد a, b نقطه دو یک هر با ٨ براونی فرایند برخورد زمان اولین τ
شروع (با a نقطه به برخورد احتمال و برگردیم ،{Rn}n ساده�ی متقارن تصادفی زدن قدم مسأله�ی به اگر

داشت خواهیم بنامیم pa را ( −b نقطه به برخورد از (قبل ،(R٠ = ٠ از

pa =
b

a+ b

نتیجه در
τ = min{n ≥ ٠ : Rn ∈ {a,−b}|R٠ = ٠},

برخورد −b از قبل a به {Bk(t) : t ≥ ٠} برآونی فرایند اینکه برای روشنی به .pa = P (Rτ = a) و
کند. برخورد −b از قبل a به زیر تصادفی تصادفی زدن قدم باید کند

R(k)
n =

١√
k

n∑
i=١

∆i, n ≥ ٠

داشت: خواهیم بنابراین

pa =
b
√
k

a
√
k + b

√
k
=

b

a+ b
.

خواهیم −b از قبل a به برآونی فرایند برخورد احتمال به کند میل ∞ سمت به k اگر اخیر عبارت در
رسید.

آنگاه ، τ = min{t ≥ ٠ : B(t) ∈ {a,−b}|B(٠) = ٠} که pa = P (B(τ) = a) دهیم قرار اگر

R(k)
n =

١√
k

n∑
i=١

∆i, n ≥ ٠

٨Hitting times for Brownian motion



٢١ برخورد زمان مورد در بیشتر نتایج .٨.٢

بیفتد اتفاق a در −b از قبل برخورد اولین اینکه احتمال استاندارد، برآونی فرایند برای .١.٧.٢ گزاره
با است برابر

pa =
b

a+ b
, a > ٠, b > ٠

پس E(B(τ)) = E(B(٠)) = ٠ داریم مارتینگل�ها برای اختیاری توقف قضیه به توجه با برهان.
.pa =

a

a+ b
نتیجه در و ،apa − b(١− pa) = ٠

τ = min{t ≥ ٠ : B(t) ∈ {a,−b}|B(٠) = ٠} اگر استاندارد، براونی فرایند برای .٢.٧.٢ گزاره
داشت خواهیم آن�گاه

E(τ) = ab.

حرکت B(t) استاندارد برآونی فرایند قاعده�ی با خط یک روی که بگیرید نظر در را ذره�ای .٣.٧.٢ مثال
از ،t = ۶ در آن موقعیت واریانس و t = ۶ لحظه�ی در ذره انتظار مورد موقعیت تحلیل برای می�کند.
این از است V ar(B(t)) = t واریانس و E(B(t)) = ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای B(t) که آنجا

بود. خواهد ۶ موقعیت آن واریانس و صفر ،t = ۶ در انتظار مورد موقعیت رو

برخورد زمان مورد در بیشتر نتایج ٨.٢

است. ،x > ٠ ،x نقطه به برخورد زمان Tx . Tx = min{t ≥ ٠ : B(t) = x|B(٠) = ٠} دهید قرار
E(Tx) = ∞ اما ، P (Tx < ∞) = ١ داریم انتظار تصادفی زدن قدم مورد در ما دانسته�های به توجه با

.B(s) = x که (s < t) دارد وجود sای آن�گاه ،Tx < t اگر است روشن
حفظ را خود گاوسی مستقل و ثابت نموهای خاصیت x نقطه به برخورد از بعد برآونی فرایند اما

داد. خواهند رخ ١٢ احتمال با زیر پیشامد دو هر (x به (نسبت تقارن به توجه با و کرده

{B(t) < x|Tx ≤ t} و {B(t) > x|Tx ≤ t}

.P (B(t) = x) = ٠ داریم دارد، پیوسته توزیع B(t) که آنجا از
توزیع دارای B(t) که یعنی این و B(t) = x+B(t)−B(s) آنگاه ،Tx = s < t اگر دقیق�تر، عبارت به

.{B(t) > x|Tx ≤ t} =
١
٢ بنابراین است) متقارن x به نسبت روشنی به (که است. N (x, t− s)

داشت خواهیم مجموع در P{B(t) > x|Tx > t} = ٠ دیگر طرف از

P (B(t) > x) = P (B(t) > x|Tx ≤ t)P (Tx ≤ t) + P (B(t) > x|Tx > t)P (Tx > t)

= P (B(t) > x|Tx ≤ t)P (Tx ≤ t) + ٠

=
١
٢P (Tx ≤ t).

یا

P (Tx ≤ t) = ٢P (B(t) > x) =
٢√
٢πt

∫ ∞

x

e
−
y٢

٢t dy,



٢٢ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

داریم. را زیر گزاره u =
y√
t
متغیر تغییر با .B(t) ∼ N (٠, t) چون

داشت خواهیم باشد، صفر مخالف که x ثابت هر برای و استاندارد برآونی فرایند برای .١.٨.٢ گزاره

P (Tx ≤ t) = ٢P (B(t) > x) =
٢√
٢π

∫ ∞

x√
t

e

−y٢

٢ dy = ١)٢−Θ(
x√
t
)), t ≥ ٠.

. P (Tx < ∞) = ١ آن در که
داریم t → ∞ وقتی چون P (Tx < ∞) = ١

P (Tx < ∞) = ٢(١−Θ(٠)) = ١)٢− ٠٫ ۵) = ١.

.E(Tx) = ∞ ، باشد صفر مخالف که x ثابت هر برای و استاندارد برآونی فرایند برای .٢.٨.٢ نتیجه

داریم برهان.

E(Tx) =

∫ ∞

٠
P (Tx > t)dt.

داریم دیگر طرف از

P (Tx > t) = ١− P (Tx ≤ t) =
٢√
٢π

∫ x√
t

٠
e

−y٢

٢ dy

 .

می�توانیم ندارد نامتناهی یا متناهی اولیه تابع آوردن بدست در نقشی هیچ ٢√
٢π

ثابت ضریب که ازآنجا

که دهیم نشان است کافی پس می�گذاریم. کنار را آن کار، سادگی ∫برای ∞

٠

∫ x√
t

٠
e
−
y٢

٢ dydt = ∞.

داریم

∫ ∞

٠

∫ x٢

y٢

٠
e
−
y٢

٢ dtdy =x٢
∫ ∞

٠

١
y٢

e

−y٢

٢ dy

≥x٢
∫ ١

٠

١
y٢

e

−y٢

٢ dy

≥x٢e

−١
٢
∫ ١

٠

١
y٢

dy

=∞.

بازه�ی روی را خود مینیمم مقدار e
−
y٢

٢ کاهشی تابع که می�شود نتیجه واقعیت این از دوم نامساوی
می�گیرد. y = ١ درنقطه�ی (٠,١]



٢٣ دیریفت برآونی فرایند برخورد زمان .٩.٢

به توجه با می���کنیم. تعریف t زمان تا برآونی فرایند مقدار ماکسیمم را Mt = max
٠≤s≤t

(B(t)) عبارت
می�گیریم نتیجه ،Tx ≤ t اگر تنها و اگر Mt ≥ x اینکه

P (Mt ≥ x) = P (Tx ≤ t)

داریم. را زیر نتیجه�ی بنابراین

داریم ،t ≥ ٠ ثابت هر برای و استاندارد برآونی فرایند برای .٣.٨.٢ نتیجه

P (Mt > x) =
٢√
٢π

∫ ∞

x√
t

e

−y٢

٢ dy

 = ١)٢−Θ(
x√
t
)), x ≥ ٠.

دیریفت برآونی فرایند برخورد زمان ٩.٢

منفی ٩ دیریفت با برآونی فرایند ،t ≥ ٠ ،Xt یعنی m < ٠ کنید فرض ،Xt = σB(t) + mt برای
{Rn} نموهای که زمانی یعنی است، منفی دیریفت با ساده تصادفی زدن قدم به شبیه گفته باشد.این

هستند. زیر توزیع دارای

P (∆ = ١) = p, P (∆ = −١) = q = ١− p

.q > p آن در که
داشت خواهیم صورت این در

pa =

١− (
p

q
)b

(
p

q
)−a − (

p

q
)b
.

محاسبه را نرود a از فراتر هرگز تصادفی زدن قدم اینکه احتمال ،b → ∞ اینکه فرض با بنابراین و
داشت خواهیم یعنی می�کنیم.

P (max
n≥٠

Rn ≥ a) = lim
b→∞

pb = (
p

q
)a.

است. ١− p

q
”موفقیت” احتمال با هندسی توزیع دارای تصادفی زدن قدم ماکسیمم نتیجه در

داریم (Xt = σB(t) +mt, m < ٠) منفی، دیریفت با برآونی فرایند برای .١.٩.٢ گزاره

pa =
١− e−αb

eαa − e−αb
,

داریم ،b → ∞ وقتی بنابراین .α =
٢|m|
σ٢

که زمانی

P (M > a) = e−αa, a ≥ ٠,

٩drift



٢۴ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

.α−١ =
σ٢

٢|m|
میانگین با نمایی توزیع دارای M می�گیریم نتیجه و

است. زیر صورت به pa فرمول ،m < ٠ یا m > ٠ که کلی حالت در

pa =
١− e

(
٢m
σ٢

)b

e
−(
٢m
σ٢

)a
− e

(
٢m
σ٢

)b

.

می�کنیم. تحقیق را حکم درستی زیر، فرم به نمایی مارتینگل یک از استفاده با برهان.

Yt = e
λX(t)−(λm+

١
٢λ٢σ٢)t

, t ≥ ٠.

Yt توان در دوم جمله ،λ = α = −٢m
σ٢

انتخاب با است. مارتینگل یک λ مقدار هر برای ،t ≥ ٠ ،Yt

می�رسیم. زیر مارتینگل به و می�رود، بین از
U(t) = eαX(t).

اختیاری توقف قضیه به توجه با ،τ = min{t ≥ ٠ : X(t) ∈ {a,−b}|X(٠) = ٠} برای پس
داشت خواهیم

eαapa + e−αb(١− pa) یا E(Y (τ)) = ١

است. روشن حکم درستی نتیجه در و

اگر (m ̸= ٠ و X(t) = σB(t) +mt) دیریفت، با برآونی فرایند برای .٢.٩.٢ گزاره
τ = min{t ≥ ٠ : X(t) ∈ {a,−b}|X(٠) = ٠}

آنگاه

E(τ) =
a(١− e

٢mb

σ٢ ) + b(١− e

−٢ma

σ٢ )

m(e

−٢ma

σ٢ − e

٢mb

σ٢ )

یعنی نمی�کند. برخورد x به برآونی فرایند ،x > ٠ برای که دانیم می باشد منفی دیریفت اگر
P (Tx = ∞) = P (M < x) > ٠

می�کند. برخورد x به مطمئنا باشد، مثبت دیریفت اگر اما

اگر ،m > ٠ ،X(t) = σB(t) +mt یعنی مثبت، دیریفت با برآونی فرایند برای .٣.٩.٢ گزاره
Tx = min{t ≥ ٠ : X(t) = x|X(٠) = ٠}

آنگاه
E(Tx) =

x

m
, x > ٠.

در را E(Tx) = ∞ مورد در قبلی محاسبات با این و E(Tx) → ∞ داریم m → ٠ وقتی بنابراین
می�کند. تایید بود، صفر m که حالتی



٢۵ مارکف فرایند یک عنوان به برآونی فرایند .١٠.٢

مارکف فرایند یک عنوان به برآونی فرایند ١٠.٢

که می�دهد نتیجه نموها استقلال خاصیت آنگاه باشد، استاندارد برآونی فرایند B اگر

B(s) و (B(s+ t)−B(s))

که می�دهد نتیجه همچنین ها نمو استقلال خاصیت مستقلند. هم از
می نتیجه بنابراین است. مستقل {B(u) : ٠ ≤ u < s} ، از یعنی گذشته از (B(s+ t)−B(s))

هستند، توزیع هم نیز آن نموهای همچنین که آنجا از است مارکف خاصیت دارای برآونی فرایند که گیریم
است. همگن مارکف فرایند یک برآونی فرایند که گیریم می نتیجه

که ازآنجا باشد، B(s) = x شرط با B(s+ t) احتمال چگالی تابع دهنده نشان p(x, t, y) اگر

B(s+ t) = x+ (B(s+ t)−B(s))

بود خواهد نیز x+ (B(s+ t)−B(s)) چگالی تابع p(x, t, y) پس
ولی

x+B(s+ t)−B(s) = y

اگر تنها و اگر

B(s+ t)−B(s) = y − x

داشت خواهیم پس

p(t, x, y) = ft(y − x) =
١√
٢πt

exp(−(x− y)٢

٢t )

است. زیر چگالی تابع با مارکف فرایند یک X(t) = σB(t) +mt کلی حالت در

p(t, x, y) =
١

σ
√
٢πt

exp(−(x− y −mt)٢

٢σ٢t )

مارتینگل عنوان به برآونی فرایند ١١.٢

داریم یعنی است. مارتینگل یک استاندارد برآونی فرایند

E(B(t+ s)|B(u);٠ ≤ u ≤ s) = B(s), t ≥ ٠, s ≥ ٠,

برابر ،s زمان از پس آینده، در زمانی هر در برآونی فرایند شرطی امید که است واقعیت این بیانگر که
اینکه به توجه با و می�شود منتج نموها استقلال خاصیت از این البته .s زمان در آن مقدار با است

B(s+ t) = B(s) + (B(s+ t)−B(s)),



٢۶ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

داریم

E(B(t+ s)|B(u) : ٠ ≤ u ≤ s) = E(B(t+ s)|B(s)) مارکف) (خاصیت

= E(B(s) + B(t+ s)−B(s)|B(s))

= B(s) + E(B(t+ s)−B(s)|B(s))

= B(s) + E(B(t+ s)−B(s)), نموها) (استقلال

= B(s) + ٠

= B(s).

است؛ گسسته زمان در مارکوف) زنجیر یک (و است مارتینگل یک ساده متقارن تصادفی زدن قدم
E(Rn+k|Rn, . . . , R٠) = E(Rn+k|Rn) = Rn, k ≥ ٠, n ≥ ٠,

چون

Rn+k = Rn +
k∑

i=١
∆n+i,

است. صفر میانگین دارای و است مستقل Rn از
k∑

i=١
∆n+i و

داشت. را زیر لم می�توان نتیجه در

داریم باشد. استاندارد برآونی فرایند B = {Bt} کنیم فرض .١.١١.٢ لم

است. مارتینگل B برآونی فرایند .١

است. مارتینگل {B٢
t − t} فرایند .٢

Zکه = {Zt} فرایند ،θ ∈ R ثابت هر برای .٣

Zt = exp {θBt −
١
٢θ

٢t}

شود. می گفته نمایی مارتینگل آن به که است مارتینگل

کنیم،داریم تحقیق مارتینگل تعریف در را (iii) ویژگی درستی است کافی .١ برهان.
B٢

t = B٢
s + (Bt −Bs)

٢ + ٢Bs(Bt −Bs)

بنابراین

E(B٢
t − t|Fs) =E(B٢

s − t|Fs) + E((Bt −Bs)
٢|Fs)

+ ٢E(Bs(Bt −Bs)|Fs) + s− t

= B٢
s − s+ (t− s) + ٢BsE(Bt −Bs) + s− t

= B٢
s − s.



٢٧ برآونی فرایند مسیرهای ناپذیری مشتق .١٢.٢

آنگاه ،٠ ≤ s ≤ t کنیم فرض .٢

E[Z(t)|F(s)] = E

[
exp{−θ(B(t)−B(s) + B(s))− ١

٢θ
٢((t− s) + s)} | F(s)

]
= E

[
Z(s) exp{−θ(B(t)−B(s))− ١

٢θ
٢(t− s)} | F(s)

]
= Z(s)E

[
exp{−θ(B(t)−B(s))− ١

٢θ
٢(t− s)}

]
= Z(s) exp

{
١
٢(−θ)٢var(B(t)−B(s))− ١

٢θ
٢(t− s)

}
= Z(s).

برآونی فرایند مسیرهای ناپذیری مشتق ١٢.٢

است. مشتق�پذیر جا هیچ t → Bt(ω) مسیر یک، احتمال با .١.١٢.٢ قضیه

در f شده�ی داده تابع اگر می�گیریم. نظر در را β > ٠ ثابت .٠ ≤ t < ١ می�کنیم فرض ابتدا برهان.
داشت: خواهیم آنگاه ،f ′(s) ≤ β باشیم داشته و باشد f ′(s) آن مشتق و مشتق�پذیر s نقطه�ی

|f(t)− f(s)| ≤ ٢β|t− s|

باشد) نزدیک s به کافی اندازه به t (اگر است کوچک کافی اندازه به |t− s| آن در که
کنید فرض بنابراین

An = {ω : ∃s ∈ ٠,١) : |Bt(ω)−Bs(ω)| ≤ ٢β|t− s|, when ever |t− s| ≤ ٢
n
}

از نقطه�ای در t → Bt(ω) تابع که است Ω از ωهایی تمام شامل ∪nAn و An ⊂ An+١ روشنی به
مثبتی δی شده داده s برای و f برای کنید فرض است. β مساوی یا کمتر مقدار با مشتقی دارای [٠,١)

که باشد داشته وجود
|f(t)− f(s)| ≤ ٢β|t− s|, (١.٢)

داریم آنگاه .k
n
≤ s که باشد صحیحی عدد بزرگترین k و n ≥ ١

δ
کنید فرض .(|t− s| ≤ ٢δ (وقتی

max{|f(k + ٢
n

)− f(
k + ١
n

)|, |f(k + ١
n

)− f(
k

n
)|, |f(k

n
)− f(

k − ١
n

)|} ≤ ۶β
n

(٢.٢)

داریم نتیجه در و (k − ١
n

<
k

n
≤ s <

k + ١
n

<
k + ٢
n

آن در (که

|f(k + ٢
n

)− f(
k + ١
n

)| ≤ |f(k + ٢
n

− f(s)|+ |f(s)− f(
k + ١
n

)|

≤٢β|k + ٢
n

− s|+ ٢β(s− k + ١
n

)

≤۶β
n



٢٨ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

و

|f(k + ١
n

)− f(
k

n
)| ≤ |f(k + ١

n
− f(s)|+ |f(s)− f(

k

n
)|

≤٢β|k + ١
n

− s|+ ٢β(s− k

n
)

≤٢β
n

داریم و

|f(k
n
)− f(

k − ١
n

)| ≤ |f(k
n
− f(s)|+ |f(s)− f(

k − ١
n

)|

≤٢β|k
n
− s|+ ٢β(s− k − ١

n
)

≤۶β
n

می�کند. ثابت را ٢.٢ نامساوی که
کنید. فرض شده، داده ی ω برای

gk(ω) = max{|Bk + ٢
n

(ω)−Bk + ١
n

(ω)|, |Bk + ٢
n

(ω)−Bk + ١
n

(ω)|, |Bk + ٢
n

(ω)−Bk + ١
n

(ω)|}

کنید فرض و

Cn = {ω : gk(ω) ≤
۶β
n

for some k ≤ n− ٢}

و بوده پذیر مشتق sای در Bt(ω) آنگاه ω ∈ An اگر حال

|Bt(ω)−Bs(ω)| ≤ ٢β|t− s|

که است صحیحی عدد بزرگترین k (وقتی gk(ω) ≤
۶β
n

که است معنا آن به این .(|t− s| ≤ ٢
n
(اگر

.An ⊂ Cn بنابراین و ω ∈ Cn بنابراین (
k

n
≤ s

داریم سپس

Cn = ∪n−٢
k=١{ω : gk(ω) ≤

۶β
n
}

بنابراین و

P (Cn) ≤
n−٢∑
k=١

P (gk ≤
۶β
n
)



٢٩ برآونی فرایند مسیرهای ناپذیری مشتق .١٢.٢

داریم دیگر طرف از

P (gk ≤
۶β
n
) =P (max{|Bk + ٢

n

−Bk + ١
n

|,

|Bk + ١
n

−Bk

n

|, |Bk

n

−Bk − ١
n

|} ≤ ۶β
n
)

= P (max{|Bk + ٢
n

−Bk + ١
n

| ≤ ۶β
n
}

∩ {|Bk + ١
n

−Bk

n

| ≤ ۶β
n
} ∩ {|Bk

n

−Bk − ١
n

| ≤ ۶β
n
)}

= P (max{|Bk + ٢
n

−Bk + ١
n

| ≤ ۶β
n
})

× (P{|Bk + ١
n

−Bk

n

| ≤ ۶β
n
})P ({|Bk

n

−Bk − ١
n

| ≤ ۶β
n
)}),

= (

√
n

٢π

∫ ۶β
n

−
۶β
n

exp {−n
x٢

٢ }dx)٣

≤ (

√
n

٢π
١٢β
n

)٣

= Cn
−
٣
٢ ,

بنابراین است. n از مستقل C آن در که

P (Cn) ≤ nCn
−
٣
٢ = Cn

−
١
٢ n→∞−−−→ ٠

بنابراین و (n ≥ j) Aj ⊂ An ،j ثابت برای حال
P (Aj) ≤ P (An) ≤ P (Cn)

n→∞−−−→ ٠

.P (∪Aj) = ٠ نتیجه در و P (Aj) = ٠ آنجا از و
اگر حال نیست. β از کمتر مشتق مقدار با و پذیر مشتق [٠,١) از s نقطه�ی هیچ در Bt یعنی این و
تکرار Bt + j برای Bt بجای را قبل های گام و بگیریم نظر در را (j ∈ Z+) [j, j + ١) واحد بازه�ی
نیست. β از کمتر مشتق مقدار با و مشتق�پذیر [٠,١) از sای هیچ در Xt که می�رسیم نتیجه این به کنیم
احتمال با بنابراین است. s + j در Bt � بودن مشتق�پذیر معنای به s در Xt بودن مشتق�پذیر که آنجا آز

نیست. β از کمتر مشتق مقدار با و مشتق�پذیر [j, j + ١) از ای نقطه هیچ در Bt یک
دهیم قرار اگر



٣٠ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

Dj = {ω : است. β مساوی یا کمتر آن مقدار و بوده مشتق�پذیر s مانند ای نقطه در Bt(ω)}
داریم

P (Dj) = ٠

نتیجه در و
P (∪j∈Z+Dj) = ٠,

یا کمتر مقدارمشتق با مشتق�پذیر R+ از ای نقطه هیچ در Bt یک، احتمال با که معناست آن به واین
نیست. β مساوی

است. روشن حکم درستی ترتیب به

برآونی فرایند اصول ١٣.٢

می�کنیم فرض اینجا در می�کنیم. بیان را برآونی فرایند از مثال�ها و ها توزیع اولیه اصول ما بخش این در
است. ٠ شروع نقطه با استاندارد برآونی فرایند B = {Bt}

یک، احتمال با . ١٠ بزرگ اعداد قانون .١
lim
t→∞

Bt

t
= ٠.

که W = {Wt} فرایند ،c > ٠ ثابت هر برای . گذاری مقیاس .٢

Wt =
١√
c
Bct

است. ٠ شروع نقطه با استاندارد برآونی فرایند

که است ٠ نقطه با استاندارد برآونی فرایند W = {Wt} فرایند . زمان معکوس .٣

Wt =


tB١

t

t > ٠

٠ t = ٠

مکرر لگاریتم قانون ١۴.٢

می� ،E(X٢
i ) < ∞ و E(Xi) = ٠ که باشد (i.i.d.) تصادفی متغیرهای از ای دنباله {Xi}∞i=١ گاه هر

است. بزرگ اعداد قانون از تر قوی ای نتیجه که ١
nα

n∑
i=١

Xi
a.s→ ٠ ،α >

١
٢ هر برای که کرد ثابت توان

α <
١
٢ هر ازای به آنگاه ،E(X٢

i ) > ٠ اگر که می�کند ایجاب بزرگ اعداد ضعیف قانون دیگر طرف از
داریم

١√
n

n∑
i=١

Xi,
١
nα

n∑
i=١

Xi
P→ ٠

١٠Law of Large Numbers



٣١ پایایی اصل .١۵.٢

Sn دنباله�ی طول در اگر ولی است، √n بزرگی مرتبه از متوسط طور به |Sn| آنگاه Sn =
n∑

i=٠
Xi اگر

،α > ٠ هر ازای به و می�کند اختیار √n از بزرگتر مرتبه از مقادیری |Sn| گاهی که می�بینیم کنیم حرکت

| Sn√
n(log n)α

| a.s.→ ٠.

بگیریم. را آن دوم ریشه و n لگاریتم باید بفهمیم را |Sn|√
n
مقادیر بزرگترین دقیق مجانبی رفتار اینکه برای

می�کند. میل نهایت بی سمت به ، n → ∞ که وقتی مقدار این واقع در

است. برقرار برآونی فرایند برای زیر روابط ١ احتمال با ١١ لگاریتم قانون .١

lim sup
t→٠

B(t)√
٢t log log(١

t
)

= ١, lim inf
t→٠

B(t)√
٢t log log(١

t
)

= −١

lim sup
t→∞

B(t)√
٢t log log t

= ١, lim inf
t→∞

B(t)√
٢t log log t

= −١

با W = {Wt} فرایند ،τ متناهی توقف زمان هر برای ١٢ مارکف قوی احتمال .٢
Wt = Bt+τ −Bτ

است. {Bs : ٠ ≤ s ≤ τ} از مستقل W بعلاوه است. ٠ شروع نقطه با برآونی فرایند

پایایی اصل ١۵.٢

همگرایی از قوی�تری نوع اینجا در است. متناهی بعد های توزیع از تر قوی Bn(t) → B(t) همگرایی
می�کنیم. معرفی را مرکزی حد قضیه یا پایایی اصل نام به

f, g ∈ برای فضا این معمولی متر می�گیریم. نظر در متریک فضای یک عنوان به را C[٠,∞) فضای
می�شود. تعریف زیر صورت به ،C[٠,∞)

ρ(f, g) =
∞∑
n=١

١
٢n (١ ∧ sup

٠≤t≤n
|f(t)− g(t)|)

،k هر برای اگر تنها و اگر ρ(fn, f٠) → ٠ ،n ≥ ١ که fn ∈ C[٠,∞) برای بنابراین
lim
n→∞

sup
٠≤t≤n

|fn(t)− f٠(t)| = ٠

را فرایند که برآنیم اکنون نیست. پیوسته شد تعریف قبلا که {Bn(t) : t ≥ ٠} فرایند که می�کنیم توجه
باشند. C[٠,∞) به متعلق یافته تغییر مسیرهای که دهیم تغییر ای گونه به

می�کنیم تعریف t ≥ ٠ هر برای هدف این با

Bc
n(t) =

١√
n
S[nt] +

١√
n
(nt− [nt])χ[nt]+١

١١Law of Iterated Logarithm
١٢Strong Markov property



٣٢ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

نقاط کردن وصل از تابع این

{( j
n
,
Sj√
n
) : j ≥ ٠}

که T : C[٠,∞) → R حقیقی تابع هر برای واقع در است. آمده دست به [٠,∞) × R صفحه در
داریم. باشد، پیوسته آن برد عنوان به R و آن دامنه عنوان به C[٠,∞) متریک فضای به نسبت

T (Bc
n) → T (B).

ها مثال ١۶.٢

آنگاه باشد توقف زمان Tb و باشد. ٠ شروع نقطه با استاندارد برآونی فرایند یک B کنید فرض مثال١
از است عبارت α ≥ ٠ هر برای Tb لاپلاس تبدیل

E[e−αTb ] = exp {−
√
٢αb}

نمایی مارتینگل گرفتن نظر در با دلخواه θ هر برای زیرا

X(t) = exp{−θB(t)− ١
٢θ

٢t}

سپس . ٠ ≤ Xt∧Tb
≤ exp θb داریم t > ٠ هر برای

E[XTb
] = E[X٠] = ١.

آنجا از و BTb
= b می�شود مشاهده ،θ =

√
٢α دهیم قرار اگر

١ = E[XTb
] = E exp {

√
٢αb− αTb},

داریم معادل طور به یا و
E exp{−αTb} = exp{−

√
٢αb}

و −a < ٠ < b و باشد ٠ شروع بانقطه استاندارد برآونی Bفرایند کنید فرض مثال٢
T = inf{t ≥ ٠ : Bt /∈ (−a, b)}.

می�آید. بدست زیر صورت به P (BT = −a), P (BT = b) آنگاه
همچنین .−a ≤ Bt ∧ T بعلاوه است. مارتینگل یک خود برآونی فرایند می�دانیم

داریم پس .E[BT ] = ٠
E[BT ] = −aP (BT = −a) + bP (BT = b)

و
P (BT = −a) + P (BT = b) = ١

می�آید دست به زیر رابطه اخیر، معادله دو حل از

P (BT = −a) =
b

b+ a
, P (BT = b) =

a

b+ a



٣٣ ها مثال .١۶.٢

کنید فرض یعنی بگیرید نظر در را m دیریفت با {Xt}t برآونی فرایند ٣ مثال
Xt = Bt +mt

داریم بگیریم نظر در را قبل مثال مفروضات اگر ،m ̸= ٠ و است ثابت m ∈ R که

P (XT = −a) =
١− exp (٢mb)

exp (٢ma)− exp (−amb)
.

بگیرید نظر در را زیر نمایی مارتینگل برهان.

Yt = exp{θBt +
θ٢t

٢ } = exp{θXt − θ(θ + ٢m)
t

٢}.

روشنی به و بود خواهد مارتینگل Yt = exp{−٢mXt} فرایند ،θ = −٢m اگر خاص حالت در
اختیاری توقف قضیه کمک به بنابراین است. کراندار یکنواخت طور به ،Yt+T t ≥ ٠ هر برای

E[YT ] = E[Y٠] = ١.

داریم یعنی
exp{−٢mb}P (XT = b) + exp{٢ma}P (XT = −a) = ١.

که آنجا از
P (XT = b) + P (XT = −a) = ١,

داریم

P (XT = b) =
exp (٢ma)− ١

exp (٢ma)− exp (−٢mb)

نتیجه در و
P (XT = −a) =

١− exp (٢mb)

exp (٢ma)− exp (−٢mb)
.

یعنی باشد m منفی دیریفت با برآونی فرایند X کنید فرض ۴ مثال
Xt = Bt +mt

می�آید. بدست زیر صورت به M توزیع M = sup{Xt : t ≥ ٠} اگر
حال ( a → ∞ (وقتی است قبل مثال نتایج از استفاده M توزیع کردن پیدا راههای از یکی

که می�کنیم مشاهده
P (M ≥ b) = lim

a→∞
P (XT = b) = exp{٢mb}

است. −٢m نرخ با نمایی M بنابراین
تعریف زیر صورت به که است Y = {Yt} مارتینگل از Mاستفاده توزیع آوردن بدست دیگر روش

می�شود.
Yt = exp{−٢mXt}.

توقف زمان حال
Tb = inf{t ≥ ٠ : Xt = b}



٣۴ دیفیوژن فرایندهای و برآونی فرایند .٢

داریم اختیاری توقف قضیه از استفاده با . ٠ ≤ Yt∧Tb
≤ exp{−٢mb} که بگیرید نظر در را

E[YTb
] = E[Y٠] = ١

بزرگ اعداد قانون از گیری بهره با اما
lim
t→∞

Yt = −∞.

بنابراین
E[YTb

] = E[YTb
١{Tb<∞}] = exp{−٢mb}P (Tb < ∞),

و
= P (M ≥ b) = P (Tb < ∞) = exp{٢mb}

می�شود. حاصل نتیجه و



٣ فصل

ایتو انتگرال

ایتو انتگرال ١.٣

اقلیدسی فضاهای روی مفروض σ-میدان�های و (Ω,F , p)مفروض احتمال فضای فصل این سراسر در
است.) استاندارد توپولوژی اقلیدسی، فضای روی مفروض است.(توپولوژی بورل σ-میدان

به زمان به نسبت را می�کند حرکت جوی یک آب سطح در که ذره�ای حرکت معادله مقدمه:می�خواهیم
و باد وزش که ضرباتی دلیل به (T > ٠) و t ∈ [٠, T ] ،t لحظه در ذره مکان که آنجا از آوریم. دست
خواهد زیر صورت به آن معادله است)، (تصادفی نیست مشخص می�کند وارد آن به آب های مولکول

بود.
dXt

dt
= b(t,Xt) + σ(t,Xt)(نوفه) (١.٣)

است، Zt مانند تصادفی فرایند نوفه، و هستند (٠,∞) × Ω روی شده داده حقیقی توابع b, σآن در که
می�کند، صدق زیر شرط سه در

باشند، هم از مستقل Zt٢ و Zt١ است t١ ̸= t٢ که ،t١, t٢ ∈ [٠, T ] هر برای .١

بستگی t به t١ ≤ t٢ ≤ · · · ≤ tn ≤ T ،Zt١+t
, . . . , Ztn+t تصادفی متغیرهای توام توزیع .٢

باشد، نداشته

.E(Zt) = ٠ ، t ∈ (٠, T ] هر برای .٣

فرمول سازی گسسته با ,٠]باشد. T ] فاصله از افرازی ٠ = t٠ < t١ < · · · < tm = T کنید فرض
داریم ١.٣

Xtk+١ −Xtk = b(tk, Xtk)∆tk + σ(tk, Xtk)∆tkZK .

نوشت می�توان لذا است. برآونی فرایند است پیوسته مسیرهای دارای که بالا ویژگی�های با فرایندی تنها

Xt = X٠ +
k−١∑
j=٠

b(tj, Xj)∆tj +
k−١∑
j=٠

σ(tj, Xj)∆Bj

٣۵



٣۶ ایتو انتگرال .٣

داشت باشدخواهیم داشته وجود ∆t → ٠ وقتی بالا عبارت راست طرف حد اگر

Xt = X٠ +

∫ t

٠
b(s, ω)ds+

∫ t

٠
σ(s, ω)dBs,

هستیم زیر فرم به انتگرال�های محاسبه از ناگزیر {Xt} فرایند پیداکردن برای روشنی به ∫بنابراین T

s

f(t, ω)dBt(ω)

رسیدن است.برای [٠,∞) × Ω روی حقیقی تابعی f و استاندارد بعدی یک برآونی فرایند Bt(ω) که
برمی�داریم. را زیر گام�های هدف این به

یعنی ×(∞,٠]باشد Ω روی ابتدایی١ تابعی ϕ : [٠,∞)× Ω → R کنیم فرض
ϕ(t, ω) = X(ω)I(a,b](t), a, b ∈ [٠,∞)

می�کنیم تعریف صورت ∫دراین t

a

ϕ(s, ω)dBs =

∫ t

a

X(ω)χ[a,b)(s)dBs(ω) = X(ω)[Bb∧t(ω)−Ba∧t(ω)]

.x ∧ y = min{x, y} ،x, y ∈ R برای آن در که
یعنی باشد. [٠,∞)× Ω روی ٢ ساده تابعی f کنیم فرض

f =
n∑

j=٠
ϕi,

می�کنیم تعریف صورت این در هستند. ابتدایی توابع �ϕiها ∫که t

a

fdBs =
n∑

j=٠

∫ t

a

ϕidBs. (٢.٣)

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را توابع از P٢ رده�ی

آنگاه باشد ساده تابع یک f اگر .١.١.٣ گزاره

است، مارتینگل یک {Xt =
∫ t

a
f(s, ω)dBs,Ft}t≥٠ الف)

نتیجه در و است مارتینگل یک {(Xt)
٢ −

∫ t

a
f٢(s)dBs,Ft}t≥٠ ب)

E((

∫ t

a

f(s, ω)dBs)
٢) = E(

∫ t

a

f٢(s)ds)

است. پذیر اندازه Fa ،f(t, ω) = X(ω)χ(a,b)(ω)کنیم الف)فرض برهان.

Xt =

∫ t

a

X(ω)χ(a,b)(ω)dBs = X(ω)[Bb(ω)−Ba(ω)]

E(Xt+١|Ft) = E(Xω[Bb(ω)−Ba(ω)]|Ft) = X(ω)E([Bb(ω)−Ba(ω)]|Ft)

= X(ω)[Bb(ω)−Ba(ω)] = Xt

می�شود. ثابت اول قسمت مشابه دوم ب)قسمت

١Elementary function
٢simple function



٣٧ ایتو فرمول .٢.٣

است. زیر ویژگی�های با توابع از رده�ای ،[٠,∞)× Ω مجموعه�ی روی f(t, ω) توابع از P٢ رده�ی

باشد، اندازه�پذیر -B × F ،(t, ω) → f(t, ω) تابع •

باشد، اندازه�پذیر -Ft ،f(t, ·) تابع ،t هر ازای به •

.E
[∫ T

٠ f٢(s, ω)ds
]
< ∞ ،T ≥ ٠ هر برای •

آن�گاه باشد، ابتدایی و کراندار ϕ(t, ω) تابع اگر ایتو). ایزومتری (لم ٢.١.٣ لم

E

[(∫ T

S

ϕ(t, ω)dBt(ω)

)٢]
= E

[∫ T

S

ϕ٢(t, ω)dt

]
.

کنید. مراجعه [٩] به برهان.

که به�طوری دارد وجود ساده توابع از {ϕn} دنباله�ی آن�گاه ،f ∈ P٢ اگر .٣.١.٣ لم

E

[∫ T

٠
|ϕ(s)− fn(s)|٢ds

]
n→∞−−−→ ٠.

کنید. مراجعه [٩] به برهان.

به باتوجه ،f ∈ P٢ برای زیرا می�کنیم تعریف f ∈ P٢ هر برای را
∫ T

s
f(t, ω)dBt می�توانیم اکنون

می�توان می�کند.پس میل f به L٢ نرم در که است موجود {ϕn} مانند ابتدایی توابع از دنباله�ای قبل لم
کرد ∫تعریف T

٠
fdBt = lim

n→∞

∫ T

٠
ϕndBt.

می�نامیم. ایتو انتگرال را اخیر انتگرال

ایتو فرمول ٢.٣

یک- تصادفی انتگرال یک باشد. (Ω,F , P ) روی استاندارد برآونی حرکت یک (Bt)t≥٠ کنید فرض
که طوری به و است (Ω,F , P ) روی Xt تصادفی فرآیند یک بعدی،

Xt(ω) = X٠(ω) +

∫ t

٠
u(s, ω)ds+

∫ t

٠
v(s, ω)dBs(ω),

شده�اند. داده u, v : [٠,∞)× Ω → R u, v توابع آن در که
dXt = udt+ vdBt,

می�شود. بیان

،در Yt = g(t,Xt) و dXt = udt+ vdBt کنید فرض .( ایتو٣ بعدی یک- فرمول ) ١.٢.٣ قضیه
صورت این

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

∂g

∂x
dXt +

١
٢
∂٢g

∂x٢
(t,Xt)(dXt)

٢,

٣Ito



٣٨ ایتو انتگرال .٣

داریم
(dB)٢ = dt, dt · dt = dt · dBt = dBt · dt = ٠.

لذا .g(t, x) = ١
٢x

٢ صورت این در ،Yt = g(t, Bt) =
١
٢B

٢
t کنید فرض .٢.٢.٣ مثال

∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂x
= x,

∂g

∂x٢
= ١,

داریم ایتو فرمول از استفاده با

dYt = BtdBt +
١
٢t.

و بعدی -n تصادفی انتگرال یک dXt = udt + vdBt کنید فرض ایتو). کلی (فرمول ٣.٢.٣ قضیه
صورت این در باشد. C٢ نگاشت یک g : [٠,∞)× R٢ → R٢

Y (t, ω) = g(t,Xt),

داریم و است تصادفی انتگرال یک

dYt =
∂g

∂t
(t,Xt)dt+

n∑
i=١

∂g

∂xi

dXi +
١
٢
∑
i,j

∂٢g

∂xixj

(t,Xt)dXidXj,

داریم
dBi · dBj = δijdt, dt = dt · dBi = dBi · dt = ٠.

لذا .g(t, x) = x٢١ + x٢٢ آن�گاه ،Xt = B٢
١(t) + B٢

٢(t) اگر .۴.٢.٣ مثال
∂g

∂t
= ٠, ∂g

∂xi

= ٢xi,
∂g

∂xi∂xj

= ٢δij.

بنابراین

dXt =
٢∑

i=١
٢BidBi +

١
٢

٢∑
i,j

٢δijdBidBj = ٢(B١dB١ +B٢dB٢ + dt).

داشته θ ∈ R هر برای اگر باشد پذیر F-اندازه ، X و σ-جبر یک ζ ⊂ F کنید فرض .۵.٢.٣ گزاره
باشیم

E(eiθX|ζ) = e
−θ٢

σ٢

٢ .

است. σ٢ واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع دارای X و است مستقل σ-جبر ،ζ به نسبت X آنگاه

A ∈ ζ هر برای برهان.

E(eiθX١A) = E(e
−θ٢

σ٢

٢ ١A)

= e
−θ٢

σ٢

٢ E(١A)

= e
−θ٢

σ٢

٢ P (A).



٣٩ ایتو فرمول .٢.٣

و صفر میانگین با نرمال X بنابراین و E(eiθX) = e
−θ٢

σ٢

٢ داریم A = Ω برای خاص حالت در
.تابع P (A) > و٠ A ∈ ζ می�کنیم فرض است، ζاز مستقل X می�دهیم نشان حال است. σ٢ واریانس

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را F روی Q احتمال

Q(b) =
P (B ∩ A)

P (A)
=

E(١A١B)

P (A)

و است احتمال اندازه یک Q حال

EQ(e
iθX) =

∫
Ω

eiθXdQ

=

∫
Ω

eiθX
dp

P (A)

=
E(eiθX١A)

P (A)

= e
−θ٢

σ٢

٢ .

توزیع تابع نشان�دهنده ϕ اگر اینرو از است. σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع X بنابراین
x ∈ R هر برای باشد، استاندارد نرمال

Q(X ≤ x) = ϕ(
x

σ
) =⇒ P ({X ≤ x} ∩ A)

p(A)
= ϕ(

x

σ
) = P (X ≤ x)

=⇒ P ({X ≤ x} ∩ A)

p(A)
= P (X ≤ x)P (A)

است. بدیهی P (A) = ٠ با A ∈ ζ هر برای رابطه این و .P (A) ̸= ٠ با A ∈ ζ هر برای
ζ از A که معانست بدین این و است برقرار A ∈ ζ تمام برای که کنیم گیری نتیجه می�توانیم ما بنابراین

است. مستقل

(Doob L٢-martingale representation theorem) دوبمارتینگل) -Lنمایش٢ (قضیه

و f ∈ KT که دارد وجود فردی به منحصر f سپس X ∈ L٢(Ω, FT , P ) دهید قرار .۶.٢.٣ قضیه
که طوری αبه = E(X)

X = α +

∫ T

٠
f(s, ω)dWs

کنید. رجوع [١۵] به برهان.

( Levey martingle chareterizationلوی مارتینگل مشخصه قضیه )

باشد martingle ،{B٢
t − t} و B٠ = ٠ و باشد L٢−martingle ،{Bt} کنیم فرض .٧.٢.٣ قضیه

است. براونی فرایند {Bt} آنگاه



۴٠ ایتو انتگرال .٣

که طوری به� دارد وجود B ∈ KT ، قضیه٢.٣.۶ بنابر برهان.

Xt =

∫ t

٠
B(s, ω)dWs

ایتو فرمول طبق انگاه dXt = udt+ vdWt اگر حال
df(t,Xt) = ∂tf(t,Xt)dt+

١
٢∂xxf(t,Xt)dXtdXt + ∂xf(t,Xt)dXt.

و ∂xf = ٢x و ∂tf = ٠ ,f(t.داریم x) = x٢ و u = ٠ می�دهیم قرار dXtdXt = v٢dt طرفی از
نتیجه در ∂xxf = ٢

d(X٢
t ) = ٠+ dXtdXt︸ ︷︷ ︸

v٢dt

+٢xdXt

سپس

X٢
t = X٢

٠ +

∫ t

٠
٢XsdXs +

∫ t

٠
v٢ds

داریم می�کنیم. محاسبه را dXs اکنون
dXs = uds+ vdWs = ٠+ dWs

پس است مارتینگل یک Xs و

X٢
t = X٢

٠ +

∫ t

٠
٢XsvdWs︸ ︷︷ ︸

Zt=مارتینگل

+

∫ t

٠
v٢ds︸ ︷︷ ︸

Btصعودی افزایشی فرایند

به منحصر فرضیه از ترتیب همین به و d(X٢
t ) = dZt + B٢dt می�گیریم نتیجه بالا محاسبات از اکنون

داریم f(t, x) = eiθxمی�دهیم قرار می�کند. پیروی دوب-میر تجزیه فردی
∂tf = ٠, ∂xf = iθeiθx, ∂xxf = −θ٢eiθx

،dX = BdW داریم f(t,Xt) ایتو فرمول طبق

d(eiθXt) = −١
٢θ

٢eiθXt dXtdXt︸ ︷︷ ︸
B٢dt=dt

+iθeiθXt dXt︸︷︷︸
BdW

بنابراین

eiθXt − eiθXs = −١
٢θ

٢
∫ t

s

eiθXudu+ iθ

∫ t

s

eiθXuBdWu

آنگاه
eiθ(Xt−Xs) − ١ = −١

٢θ
٢
∫ t

s

eiθ(Xu−Xs)du+ iθ

∫ t

s

eiθ(Xu−Xs)BdWs (٣.٣)

راست سمت دوم معادله حال است. مارتینگل یک Yt پس Yt =
∫ t

٠ e
iθXuBdWu می�دهیم قرار

با است برابر ٣.٣ رابطه
iθe−iθXs(Yt − Ys).

آنگاه می�گیریم Fs شرط با شرطی امید ٣.٣ رابطه از نتیجه در

E(eiθ(Xt−Xs)|Fs)− ١ = −١
٢θ

٢
∫ t

s

E(eiθ(Xu−Xs)|Fs)du



۴١ ایتو فرمول .٢.٣

داریم t ≥ s هر برای . φ(t) = E(eiθ(Xt−Xs)|Fs) می�دهیم قرار

φ(t)− ١ =
١
٢θ

٢
∫ t

s

φ(u)du

=⇒ φ′(t) = −١
٢θ

٢φ(t), φ(s) = ١

φ(t) = Ce
−(t−s)

θ٢

٢ .

با نرمال توزیع دارای X که بگیریم نتیجه می�توانیم باشیم داشته را بالا رابطه اگر ۵.٢.٣ گزاره بنابر حال
نتیجه به بنابراین می�دهد نتیجه را براونی فرایند خواص، این که است (t− s) واریانس و صفر میانگین

رسیدیم. مطلوب
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Aabstract

In this thesis, After investigatiang Markov processes and , Diffusion processes have
been introduce. next step, Brownian motion has been presented as an example of Diffusion
processes. In the last step some applications of Brownian motion have been presented.
Keywords: Maximum distribution, Diffusion process, Logarithmic law, Time to deal,
Brownian process.
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