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ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی تورانی اینجانبرسول
زمانی گسسته یافته توسیع سیستم�های کنترل عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه

: می�شوم متعهد طهرانی احسنی حجت دکتر راهنمایی تحت ، کسری مرتبه مشتق با خطی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
مورد آنها پايداري تحلیل و کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته سیستم�های پایان�نامه، این در
شرایط می�کنیم. معرفی را کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته سیستم�های مي�گيرند. قرار بررسي
از مانع تواند می که می�شود بیان پایداری عدم برای لازم شرط می�دهیم. ارائه پایداری برای را کافی و لازم
سیستم�ها این سازی پایدار مساله بعد مرحله در باشد. ناپایداری بررسی برای بزرگ ماتریس�های بررسی
شد. خواهد بررسی مثبت سیستم�های ادامه در و مبدا مرکز به دایره یک داخل در ویژه مقادیر تخصیص و

زمانی گسسته خطی، یافته، توسیع مشتق، کسری، کلیدی کلمات





مطالب فهرست

١ تصاویر لیست

٣ ها ماتریس و خطی جبر از مباحثی ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه بردار�های و ویژه مقادیر ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریسی های تجزیه برخی ٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل های نیاز پیش و تعاریف ٣.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری کنترل ۴.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری مشاهده ۵.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل سیستم�های پایداری ۶.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری تعاریف ٧.١

١٣ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتقات تعریف ٢.٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه سیستم�های دیفرانسیل معادلات ٣.٢
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تبدیل تابع ۴.٢
١٧ . . . . . . . کسری مرتبه تبدیل تابع از استفاده با آمده بدست حالت فضای مدل ۵.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانی گسسته کسری تفاضل عملگر ۶.٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانی گسسته کسری حالت فضای مدل ٧.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . کسری مرتبه زمانی ناوردای گسسته سیستم�های های ویژگی ٨.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری کنترل و دسترسی قابلیت ١.٨.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیری مشاهده ٩.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری تحلیل ١٠.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی پایداری ١.١٠.٢

٢٩ منظم مداد با خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
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ح مطالب فهرست

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی قضایای و تعاریف ٢.٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته توسیع خطی سیستم�های بودن مثبت ٣.٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم�های ١.٣.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . زمانی گسسته یافته توسیع سیستم�های ٢.٣.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . مثبت خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری ۴.٣
٣۶ . . . . . . . . . . . . . زمانی پیوسته سیستم�های مجانبی پایداری ١.۴.٣
٣٧ . . . . . . . . . . . . . زمانی گسسته سیستم�های مجانبی پایداری ٢.۴.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی وابسته سیستم�های تعمیم ۵.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . خطی وابسته زمانی پیوسته سیستم�های ١.۵.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . خطی وابسته زمانی گسسته سیستم�های ٢.۵.٣

۴١ خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت بررسی ۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت ٢.۴
۴١ . . . . . . . . . . . . . خطی زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم�های ١.٢.۴
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۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت معادلات تبدیل ٣.۴
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی زمانی پیوسته سیستم�های ١.٣.۴
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۵١ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل ۵
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله شرح ٢.۵
۵٣ پیشرو حالت پسخورد از استفاده با کسری زمانی گسسته یافته توسیع سیستم�های کنترل ٣.۵
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملی پایداری ۴.۵
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . تشابهی تبدیل یک کمک به حالت فضای تبدیل ۵.۵
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۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامنظم و منظم کرونکر ناورداهای ٨.۵
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشلون استاندارد فرم ٩.۵
۶١ . . . . . . . . . . . . . . عددی روش به اشلون استاندارد فرم آوردن دست به ١٠.۵
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ١.١٠.۵
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری همدم فرم ١١.۵
۶٣ . . . . . . . . . . . عددی روش به برداری همدم فرم آوردن به�دست ١.١١.۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . (M,N) زوج روی مقدماتی ستونی و سطری عملیات ١٢.۵



خ مطالب فهرست

خورد پس ماتریس وسیله به ویژه مقادیر تخصیص و حالت فضای تشابهی تبدیلات ١٣.۵
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت
٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثال ١۴.۵

٧٩ گیری نتیجه ۶

٨٣ کامپیوتری برنامه�های آ�
٨٣ . . . کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته های سیستم کنترل مساله متلب کد آ�.١

٩١ مراجع

٩۵ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٩٧ فارسی به انگلیسی واژه�نامه





تصاویر لیست

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.١۴.۵) بسته حلقه و باز حلقه سیستم�های ١.١

٧٧ . . . . . . . . . . . . . (١.١۴.۵) مثال برای x١, x٢, x٣, x۴ حالت متغیرهای ١.۵
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١.١۴.۵) مثال برای کنترل تابع ٢.۵

١





١ فصل

ها ماتریس و خطی جبر از مباحثی

تعاریف که است ذکر به لازم می�پردازیم. جبر�خطی از قضایا و تعاریف مفاهیم، برخی به فصل این در
دکتر مدرن کنترل کتاب از کنترل به مربوط تعاریف و [٣] هافمن خطی جبر کتاب از جبر�خطی به مربوط

است. شده استخراج [٢] صدیق خاکی

ویژه بردار�های و ویژه مقادیر ١.١

جمله�ای چند ریشه�های مجموعه باشد. n× n ماتریس یک A کنیم فرض .١.١.١ تعریف
P (λ) = det(A− λI) (١.١)

می�دهند نشان Λ(A) نماد با و می�نامند A ١ماتریس طیف را است A ماتریس مشخصه جمله�ای چند که
A ماتریس ویژه مقدار یک λ دیگر بیان به می�گویند. A ٢ماتریس ویژه مقدار Λ(A) از عضو هر به و

: بطوریکه باشد موجود x ∈ Rn ناصفر بردار اگر فقط و اگر است
Ax = λx (٢.١)

می�گویند. λ ویژه مقدار با متناظر ٣ ویژه بردار را x بردار

های (ستون) سطر توسط شده تولید فضای زیر باشد، n×nماتریس یک A کنیم فرض .٢.١.١ تعریف
دارد. نام A (ستونی) سطری فضای ،A ماتریس

: گفت می�توان A ماتریس رتبه مورد در
می�نامند. A ماتریس ۴ رتبه را A سطری(ستونی) فضای بعد - الف

١Spectrum
٢Eigenvalue
٣Eigenvector
۴Rank

٣



۴ ها ماتریس و خطی جبر از مباحثی .١

باشد. خطی مستقل آن های ستون(سطر) هرگاه می�نامیم ستونی(سطری) کامل رتبه را A ماتریس - ب
باشد. ستونی کامل رتبه یا سطری کامل رتبه هرگاه نامند ۵ کامل رتبه را A ماتریس - ج

: هرگاه است پذیر معکوس A ∈ Rn×n ماتریس .٣.١.١ تعریف
det(A) ̸= ٠ (٣.١)

: هم�ارزند زیر گزاره�های آنگاه باشد، n× n ماتریس یک A کنیم فرض .۴.١.١ قضیه

det(A) ̸= ٠ - الف
rank(A) = n - ب

می�باشند. ناصفر A ماتریس ویژه�های مقادیر تمامی - ج

پایین نیز و صفر آن اصلی قطر زیر عناصر هرگاه گویند مثلثی بالا را A مربعی ماتریس .۵.١.١ تعریف
باشد. صفر آن اصلی قطر بالای عناصر هرگاه گویند مثلثی

۶می�گویند. متزلر ماتریس را است نامنفی اصلی قطر از غیر عناصر که حقیقی ماتریس .۶.١.١ تعریف

روی مقدماتی سطری عمل یک انجام از هرگاه گویند مقدماتی را A مربعی ماتریس .٧.١.١ تعریف
باشد. آمده بدست In ماتریس

بطوریکه باشد موجود T ∈ Rn×n نامنفرد ماتریس هرگاه است متشابه B و A ماتریس .٨.١.١ تعریف
:

T−١AT = B (۴.١)

ماتریسی های تجزیه برخی ٢.١

تبدیل جردن کانونیکال فرم به تواند می اساسی تغییر یک با A ∈ Rn×n ماتریس هر .١.٢.١ قضیه
: بطوریکه دارد وجود T ∈ Cn×n نامنفرد ماتریس شود.

T−١AT =


j١ ٠ . . . ٠
٠ j٢ . . . ٠
٠ ٠ . . . jr

 (۵.١)

: شود می تعریف زیر بصورت و می�باشد λi با متناظر جردن های ماتریس Ji های ماتریس که

Ji =


λ١ ١ . . . ٠
٠ λ٢ ١ ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . λi

 (۶.١)

است. برابر λi با متناظر خطی مستقل های ستون با Ji بعد و
۵Full Rank
۶Metzler



۵ ماتریسی های تجزیه برخی .٢.١

ATA متقارن ماتریس ویژه مقادیر دوم ریشه با برابر ،An×m ماتریس تکین مقادیر .٢.٢.١ تعریف
: داریم i = ١,٢, . . . , n برای بطوریکه می�باشد

σi =
√

λi (٧.١)

آنگاه باشد. rank(A) = r و A ∈ Rm×n کنید فرض (٧ تکین مقدار (تجزیه .٣.٢.١ قضیه
: بطوریکه دارند وجود V ∈ Rn×n و U ∈ Rm×m متعامد ماتریس�های

A = U

[
Σ ٠
٠ ٠

]
V T (٨.١)

: بطوریکه

Σ = diag(σ١, . . . σr)

σ١ ⩾ σ٢ ⩾ · · · ⩾ σr > ٠ (٩.١)

شکل به می�تواند A ∈ Rm×n ماتریس هر .۴.٢.١ قضیه

A = QR (١٠.١)

می�باشد. مثلثی بالا R ∈ Rm×n و یکه متعامد Q ∈ Rm×m آن در که شود تجزیه

دارد وجود Q متعامد ماتریس آنگاه ،A ∈ Rn×n کنید فرض حقیقی) شور (تجزیه .۵.٢.١ قضیه
: بطوریکه

QTAQ =


R١١ R١٢ . . . R١k

٠ R٢٢ . . . R٢k
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . Rkk

 (١١.١)

با ٢× ٢ یا و حقیقی ویژه مقدار یک با ١× ١ یا آن Rii بلوک هر و است مثلثی بالا بلوکی فرم در
می�باشد. A مختلط ویژه مقادیر زوج

نامیده A ماتریس ناوردای فضای زیر ،L ⊂ Rn فضای زیر : ناوردا٨) فضای (زیر .۶.٢.١ تعریف
: اگر می�شود

AL ⊂ L

بوجود A از ناوردا فضای زیر یک ،Aماتریس ویژه بردارهای از مرکب مجموعه هر که است ذکر قابل
می�آورد.

٧ Singular value decomposition
٨Subspace invariant



۶ ها ماتریس و خطی جبر از مباحثی .١

کنترل های نیاز پیش و تعاریف ٣.١

معادلات خطی، کنترل مبحث در

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) (١٢.١)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t) (١٣.١)

u ∈ Rm×١ حالت، بردار x ∈ Rn×١ زمان، متغیر t آن در که هستند ای متغیره چند سیستم�های بیانگر
ماتریس�های را D(t) و A(t), B(t), C(t) ماتریس�های است. خروجی بردار y ∈ Rp×١ و ورودی بردار

می�باشد. p×m و n× n, n×m, p× n ابعاد دارای ترتیب به که می�نامیم سیستم

آنگاه باشند، زمان از مستقل (١٣.١) (١٢.١)و معادلات سیستم ماتریس�های همه اگر .١.٣.١ تعریف
گویند. زمانی ناوردای کنترل سیستم یک را سیستم

این در چنانچه گوییم. زمانی پیوسته خطی سیستم یک را (١٣.١) و (١٢.١) سیستم .٢.٣.١ تعریف
: می�رسیم زیر بصورت زمانی گسسته سیستم به آنگاه دهیم، قرار را آن تقریبی مقدار ẋ(t) جای به سیستم

x(i+ ١)− x(i)

h
≈ Ax(i) + Bu(i)

x(i+ ١)− x(i) ≈ hAx(i) + hBu(i)

x(i+ ١) ≈ (hA+ ١)x(i) + hBu(i)

hB جای به و A مقدار (hA + ١) جای به فوق عبارت در اگر حال است. x(ti) = x(i) آن در که
: داریم آنگاه دهیم قرار را B مقدار

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i) (١۴.١)

می�گوییم. زمانی گسسته سیستم را (١۴.١) که

ماتریسی ضرایب با n مرتبه از جمله�ای چند یک شکل به n مرتبه از ماتریسی مداد یک .٣.٣.١ تعریف
: می�شود تعریف زیر صورت به

Γ(λ) = Anλ
n + An−١λ

n−١ + · · ·+ A١λ+ A٠ (١۵.١)

حالت در هستند. ناصفر Ai ماتریس�های همه و (i = ١,٢, . . . , n) Ai ∈ Cn×n ، λ ∈ C بطوریکه
A−λB ماتریسی مداد می�شود. داده نمایش (A,B) = A−λB صورت به خطی ماتریسی مداد خاص،

: اگر نامند منظم را
|A− λB| ̸= ٠ , λ ∈ C (١۶.١)

مشخصه جمله�ای چند ریشه�های مجموعه باشند. A,E ∈ Rn×n کنید فرض .۴.٣.١ تعریف
P (λ) := det(A− λE) (١٧.١)



٧ پذیری کنترل .۴.١

مقدار یک λ می�دهیم. نشان Λ(A,E) نماد با را طیف شود. می نامیده (A−λE) ماتریس مداد طیف
: بطوریکه باشد موجود x ∈ Rn صفر غیر بردار اگر فقط و اگر است (A− λE) مداد ویژه

Ax = λEx (١٨.١)

می�نامیم. λ ویژه مقدار با متناطر ویژه بردار را x بردار

و ورودی وجود عدم صورت در که است حالتی خطی، کنترل سیستم یک تعادل حالت .۵.٣.١ تعریف
گرفته نظر در صفر تعادل، حالت معمولا که بماند باقی حالت آن در خروجی ثابت، ورودی و اغتشاش

می�شود.

پذیری کنترل ۴.١
٩ زمانی ناوردای خطی سیستم .١.۴.١ تعریف

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١٩.١)

حالت ،t ∈ [t٠, t١] که u(t) ورودی هرگاه بگیرید. نظر در x(t٠) = x٠ اولیه حالت با t ⩾ t٠ ازای به را
اگر می�گوییم. پذیر کنترل t٠ زمان در را x٠ حالت نماید، منتقل تعادل حالت به t١ زمان در را x٠ اولیه
پذیر کنترل ساده بطور یا پذیر کنترل کاملا را سیستم باشند، پذیر کنترل t٠ هر ازای به x٠ مقادیر تمام

گوییم.

برای اگر تنها و اگر گوییم پذیر کنترل کاملا را (١٩.١) زمانی ناوردای خطی سیستم .٢.۴.١ تعریف
پذیری کنترل ماتریس

Q =
[
B AB A٢B . . . An−١B

]
(٢٠.١)

کافی و لازم شرط ،(m = باشد(١ ورودی یک فقط دارای سیستم اگر .rank(Q) = n باشیم داشته
باشد. نامنفرد Q ماتریس که است این سیستم پذیری کنترل برای

پذیری مشاهده ۵.١

سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) (٢١.١)

زمانی فاصله در y(t) مشاهده با را x(t٠) حالت هر بتوان اگر بگیرید. نظر در مذکور ماتریس�های با را
مشاهده کاملا سیستمی بنابراین گوییم. پذیر مشاهده کاملا را سیستم کرد، تعیین t٠ ⩽ t ⩽ t١ محدود

بگذارد. تاثیر خروجی بردار های درایه تمام بر انجام سر حالتی تغییر هر که است پذیر

٩Linear Time-Invariant



٨ ها ماتریس و خطی جبر از مباحثی .١

پذیری مشاهده ماتریس برای اگر تنها و اگر گوییم پذیر مشاهده کاملا را (٢١.١) سیستم .١.۵.١ قضیه
E =

[
CT ATCT . . . (AT )n−١CT

]
n×np

(٢٢.١)

.rank(E) = n باشیم داشته

کنترل سیستم�های پایداری ۶.١

است. لازم سيستم ديناميكي رفتار بيني پيش براي سيستم اجزای شناخت كنترل، سيستم طراحي در
خطي كنترل سيستم يك است. مطلق پايداري كنترل، هاي سيستم ديناميكي رفتار ي مشخصه مهم�ترين
تعادل حالت به آن به جديد ي اوليه شرط يك اعمال هنگام كه است پايدار صورتي در زماني ناورداي

برگردد. خود
در و يابد ادامه هميشه براي خروجي نوسانات هرگاه گوييم بحراني پايدار را خطي كنترل سيستم يك
شود. واگرا بيكران بطور خروجي آن، به جديد ي اوليه شرط يك اعمال هنگام كه است ناپايدار صورتي
ناوردای خطی کنترل سیستم پردازيم. مي كنترل هاي سيستم در پايداري رياضي مفهوم بررسي به حال

ورودی بردار با (١٩.١) زمانی
u(t) = Kx(t) (٢٣.١)

می�گیریم. نظر در است، شده انتخاب x(t) حالت بردار با متناسب u(t) آن در که کنترل قانون به موسوم
پس ماتریس را K ∈ Rm×n و حالت خورد پس با کنترل سیستم یک را کنترل سیستم صورت این در

نامند. حالت خورد
: يعني شود انتخاب y(t) خروجي بردار با متناسب u(t) چنانچه

u(t) = Ky(t) (٢۴.١)

خورد پس ماتریس را K ∈ Rm×p و خروجي خورد پس با كنترل سيستم يك را كنترل سيستم گاه آن
نامند. خروجي

باز حلقه کنترل سیستم�های را ندارد تاثیر کنترل عملکرد بر خروجی آنها در که سیستم�هایی .١.۶.١ تعریف
چراغ�هاي هستند. باز حلقه هاي سيستم مي�كنند كار زمانبندي اساس بر كه هايي سيستم ي همه گویيم.

باشند. مي ها سيستم اين از نمونه يك راهنمايي

کنترل از منظور نامیم. می بسته حلقه کنترل سیستم�های عموما را خوردی پس کنترل سیستم�های
است. پایداری به رسیدن و خطا کاهش برای خورد پس از استفاده بسته، حلقه

: آید می بدست زیر رابطه (٢٣.١) و (١٩.١) معادلات ترکیب با
ẋ(t) = (A+BK)x(t) (٢۵.١)

گوییم. باز حلقه سیستم ی ویژه مقادیر را آن ی ویژه مقادیر و باز حلقه ماتریس را Aماتریس رابطه این در
حلقه ی ویژه مقادیر را آن ویژه مقادیر و سیستم بسته حلقه ماتریس را (A + BK) ماتریس همچنین

(٩ صفحه (شکل می�نامیم. سیستم بسته



٩ پایداری تعاریف .٧.١

(١.١۴.۵) بسته حلقه و باز حلقه سیستم�های :١.١ شکل

سیستم ،x٠ ی اولیه حالت بردار هر ازای به باشد. n × n ماتریس یک A کنیم فرض .٢.۶.١ قضیه
زمانی ناوردای خطی

ẋ(t) = Ax(t) , x(t٠) = x٠

: می�باشد[٣] زیر صورت به فرد به منحصر جواب یک دارای

x(t) = eAtx٠

زیر صورت به را بسته حلقه سیستم جواب x٠ اولیه حالت بردار انتخاب و قضیه این از استفاده با
: آوریم می بدست

x(t) = e(A+BK)tx٠

: داریم آنگاه گیرند قرار مختلط صفحه چپ سمت در بسته حلقه ی ویژه مقادیر تمام چنانچه

lim
t→∞

x(t) = x٠ lim
t→∞

e(A+BK)t = ٠ (٢۶.١)

قسمت که می�شود برده تعادل حالت به صورتی در اولیه حالت هر زمان گذر با که می�کند بیان رابطه این
پايداري براي كافي و لازم شرط بنابراين باشند. منفی بسته حلقه ماتريس ی ویژه مقادیر تمام حقیقی
ماتريس ويژه مقادير همه كه است اي گونه به خورد، پس ماتريس وجود زماني، پيوسته خطي سيستم يك

گيرند. قرار مختلط صفحه چپ سمت در بسته حلقه

پایداری تعاریف ٧.١

زمان با پذیر تغییر خطی غیر سیستم یک با متناظر معادله ẋ(t) = f [x(t), u(t), t] دیفرانسیل معادله
متغیر نشانگر u(t) بعدی، n حالت بردار و زمان با تغییرپذیر ستونی بردار x(t) زمان، متغیر t است.

است. سیستم کننده توصیف خطی غیر تابع f و کنترل یا ورودی



١٠ ها ماتریس و خطی جبر از مباحثی .١

بگیرید: نظر در را ẋ(t) = f [x(t), u(t), t] سیستم .١.٧.١ تعریف
داشته وجود δ > ٠ ϵیک > ٠ هر و t٠ هر برای اگر گویند، لیاپانوف مفهوم به پایدار را xe تعادل نقطه
می�توان یعنی ∥ x(t٠) − xe ∥< ϵ باشیم: داشته t ⩾ t٠ برای ∥ x(t٠) − xe ∥< p ازای به که باشد
جلوگیری تعادل نقطه از حالت شدن دور از تعادل نقطه به نزدیک کافی اندازه به اولیه حالت انتخاب با
از ناشی سیستم پاسخ هرگاه گوییم، پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل حالت دیگر، عبارت به کرد.

نشود. دور تعادل نقطه از گاه هیچ باشد، xe به نزدیک که اولیه حالت هر
نزدیک بر علاوه پاسخ که است وقتی عملی�تر و قوی�تر صورت است، پایداری ضعیف صورت تعریف این

کند. میل نیز آن سمت به تعادل، حالت به ماندن

: اگر است، مجانبی پایدار تعادل نقطه .٢.٧.١ تعریف
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

t −→∞ هر برای و ∥ x(t٠) − xe ∥< ρ ازای به که دارد وجود ρ(t٠) > ٠ یک t٠ هر ازای به ب)
: باشد برقرار زیر رابطه

∥ x(t٠)− xe ∥−→ ٠ (٢٧.١)

نیز را تعادل نقطه به سیستم همگرایی لیاپانوف، مفهوم به پایداری بر علاوه مجانبی پایداری بنابراین
می�کند. تضمین

: اگر گویند، فراگیر مجانبی پایدار را ẋ(t) = f [x(t), t] دیفرانسیل معادله تعادل نقطه .٣.٧.١ تعریف
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)



١١ پایداری تعاریف .٧.١

: باشیم داشته t −→∞ هنگامیکه t٠ هر و x(t٠) هر برای ب)
∥ x(t٠)− x٠ ∥−→ ٠

به نهایتا دیگر پاسخ�های کلیه که است خاصیت این دارای فراگیر مجانبی پایدار تعادل نقطه پس
می�کنند. میل آن سمت

: بگیرید نظر در را زیر شده داده سیستم .۴.٧.١ قضیه
ẋ(t) = f(x, t)

f(٠, t) = ٠

: اگر باشد، پیوسته آن جزئی مشتقات که باشد داشته وجود V (x, t) اسکالر تابع نیز و
باشد. مثبت معین V (x, t) الف)
باشد. منفی معین V̇ (x, t) ب)

است. یکنواخت مجانبی پایداری دارای مبدأ تعادل حالت آنگاه

مجموعه توسط شده تعريف خطی کنترل سیستم برای ،K خورد پس ماتریس یافتن .۵.٧.١ تعریف
ویژه١٠ مقادیر تخصیص مساله را باشد مجانبی پایدار سیستم که گونه�ای به (٢٣.١) و (١٩.١) معادلات

گویيم.

١٠Eigenvalue assignment





٢ فصل

گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی
کسری مرتبه مشتق با زمانی

مقدمه ١.٢

پیوسته نوع ابتدا در می�پردازیم. کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته سیستم�های به فصل این در
می�نماییم. بررسی را سیستم این گسسته حالت کسری، مشتقات تعریف با سپس و کرده تعریف را آن
پذیری، کنترل مانند کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته سیستم�های ویژگی�های برخی همچنین
می�پردازیم. سیستم�ها این پایداری تحلیل به نهایت در می�کنیم. بیان را پذیری مشاهده و دسترسی قابلیت

توسط انتگرال و مشتق حساب که زمانی برمی�گردد. هفدهم قرن به دیفرانسیل معادلات تاریخ ابتدای
: کرد معرفی را زیر نماد لایبنیتز خاصی حالت در شد. کشف لایبنیتز و ١ نیوتن

D(n)f(x) (١.٢)

برای ظاهرا که ای رابطه چنین که داد گزارش ٢ هوپیتال می�شود. خوانده f تابع nام مرتبه مشتق که
مشتقات نام به نظریه این امروزه بود. خواهد دار معنی نیز باشد n = ١

٢ اگر باشد، می n ∈ N مرتبه
سال در بود. داده توضیح را ١

٢ درجه از مشتق معنی یادداشت این در وی می�شود. شناخته کسری مرتبه
لاگرانژ ١٧٧٢ سال در داد.[٧] قرار خود توجه مورد را کسری مرتبه مشتقات موضوع نیز ٣ اویلر ١٣٧٠
کسری مرتبه مشتق حساب به مستقیم غیر بطور و داد گسترش را دیفرانسیل عملگرهای مرتبه قانون
تعریف را کسری مرتبه مشتقات انتگرال، مفهوم تعریف با ١٨١٢ سال در نیز ۴ لاپلاس کرد. کمک
کرد. بیان دلخواه مرتبه هر برای را کسری مرتبه مشتقات ١٨٢٢ سال در ۵ فوریر همچنین .[٨] کرد

١Newton
٢Hopital
٣Euler
۴Lpalace
۵Fourier

١٣



١۴ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی .٢

رسانید. چاپ به ١٨٧٢ تا ١٨۶٨ های سال در موضوع همین مورد در را مقاله چندین نیز ۶ لتنیکوف
نقطه یک از قبل نقاط تمام به وابسته که است این کسری مرتبه (انتگرال) مشتقات با معادلات اهمیت
قبل نقاط اطلاعات ،xi نقطه در کسری انتگرال یا مشتق مقدار محاسبه برای یعنی می�باشد، دلخواه
(انتگرال) مشتقات با معادلات که رود می انتظار ترتیب بدین می�گردد. لحاظ محاسبات در نیز xi از
فقط موضوع این پیش قرن سه در باشند. داشته ها پدیده سازی مدل با بیشتری سازگاری کسری مرتبه
پزشکی مهندسی، های پژوهش از بسیاری در اخیر سال چند در اما شد، می درک ها ریاضی�دان توسط

.[٩] است گرفته قرار استفاده مورد نیز اقتصادی و

زمانی پیوسته حالت فضای نمایش می�کنیم. تمرکز زمانی پیوسته نمایش با سیستم�های روی ابتدا در
تابع از استفاده با حالت فضای معادلات نتایج است. شده گرفته کار به سیستم تحلیل در و گردیده معرفی
می�شود. بحث کسری مرتبه سیستم�های پایداری خصوص در نیز ادامه در و آید می بدست ٧ میتاج-لفلر

کسری مشتقات تعریف ٢.٢

بطوریکه بگیرید نظر در t ∈ R که را f(t) تابع دارد. وجود صحیح غیر مشتقات برای متفاوتی تعاریف
دینامیک سیستم�های با معمولا ما است. t مبدا نیز a و باشد پذیر انتگرال و پیوسته [a,∞] فاصله در
نظر در f(t) = ٠ آنگاه t < a اگر لذا .t ⩾ a و است t از تابعی که f(t) تابع نیز و داریم کار و سر
تعریف لتنیکوف .(m− ١) < α < m که بگیرید نظر در ای گونه به را m صحیح عدد می�شود. گرفته

: [٨] است داده ارائه صحیح غیر مشتق برای را زیر

L
a
Dα

t f(t) =
١

Γ(m− α + ١)

∫ t

a

(t− τ)(m−α)f (m+١)(τ)d(τ) +
m∑

k=٠

fk(a)(t− τ)(k−a)

Γ(k − α + ١)
(٢.٢)

: است زیر بصورت که باشد می گاما تابع Γ(β) بطوریکه

Γ(β) =

∫ ∞

٠
zβ−١e−zdz (٣.٢)

دیفرانسیل کافی اندازه به f تابع که کنید فرض (٢.٢) تعریف در باشد. می مختلط عدد یک ، z ∈ C و
: یعنی است. پذیر

fk(a) <∞, k = ٠,١, . . . ,m (۴.٢)

: دارد وجود زیر فرم به نیز صحیح غیر مشتق خصوص در لیوویل-ریمان-لتنیکوف نام به دیگری تعریف

L
a
Dα

t f(t) =
١

Γ(m− α)

∫ t

a

fm(τ)

(t− τ)α−m+١dτ (۵.٢)

که است این نیازمند کسری، مشتقات با دیفرانسیل معادلات با شده مدل فیزیکی سیستم طبیعی، بطور
وجود الزام به منجر (۵.٢) تعریف باشد.متاسفانه داشته فیزیکی تعبیر معادلات، نوع این اولیه شرایط

۶Letnikov
٧Mittag-Lefller



١۵ کسری مرتبه سیستم�های دیفرانسیل معادلات .٣.٢

: می�شود پیشنهاد زیر تعریف موضوع، این رفع می�شود.برای اولیه شرایط

C
a
Dα

t f(t) =
١

Γ(m− α)

∫ t

a

f (m)(τ)

(t− τ)α−m+١dτ (۶.٢)

: است زیر بصورت f(t) = c ثابت ناصفر تابع یک از (۵.٢) کسری مشتق که باشید داشته توجه

L
a
Dα

t f(t) =
Ct−α

Γ(١− α)
(٧.٢)

است. صفر برابر ثابت تابع یک از (۶.٢) کسری مشتق ولی

کسری مرتبه سیستم�های دیفرانسیل معادلات ٣.٢

موارد همه در بگیرید. نظر در را کسری مرتبه مشتق با زمانی ناوردای خروجی تک - وردی تک سیستم
: داریم را زیر معادلات .a = ٠ بطوریکه می�کنیم استفاده t = ٠ اولیه زمان با (۶.٢) از ما

na∑
i=١

aiD
αiy(t) =

nb∑
j=١

bjD
βju(t) (٨.٢)

است. سیستم خروجی y(t) ∈ R و سیستم ورودی u(t) ∈ R و αi, βj ∈ R+ و ai, bj ∈ R بطوریکه
: نوشت توان مي حالت اين در است. ديفرانسيل معادلات از سمت هر جملات تعداد na, nb ∈ N

na∑
i=١

aiD
iαy(t) =

nb∑
j=١

bjD
jαu(t) (٩.٢)

تبدیل تابع ۴.٢

برای می�کنیم. تعریف خروجی چند و ورودی چند با سیستم�های برای را تبدل تابع تر، کلی دیدگاهی با
: باشد می زیر بصورت حالت معادلات خروجی، m و ورودی r حالت، متغیر n با خطی سیستم یک

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(١٠.٢)

: بطوریکه

x(t) =


x١(t)

x٢(t)
...

xn(t)

 , u(t) =


u١(t)

u٢(t)
...

ur(t)

 , y(t) =


y١(t)

y٢(t)
...

ym(t)

 (١١.٢)

زمان میدان از (١٠.٢) معادلات تبدیل با باشد. می Dm×r و Cm×n ،Bn×r ،An×n معادلات این در
: داریم لاپلاس میدان به

sX(s)− x(٠) = AX(s) +Bu(s)

Y (s) = CX(s) +DU(s)
(١٢.٢)



١۶ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی .٢

: آن در که

U(s) = L{u(t)}

X(s) = L{x(t)}

Y (s) = L{y(t)}

: نوشت زیر صورت به توان می را (١٢.٢) معادلات است.
X(s) = (sI − A)−١((x٠) + BU(s))

Y (s) = C(sI − A)−١((x٠) +BU(s)) +DU(s)
(١٣.٢)

: می�شود تعریف x(٠) = ٠ فرض با زیر ماتریسی معادله از تبدیل تابع سیستم این برای

Y (s) = G(s)U(s) (١۴.٢)

می�شود: نتیجه است، x(٠) = ٠ اینکه به توجه با (١٣.٢) از معادله دومین با (١۴.٢) رابطه مقایسه از

G(s) = C(sI − A)−١B +D (١۵.٢)

است. m× r ماتریس صورت به ماتریسی رابطه یک (١۵.٢) و (١۴.٢) معادلات در G(s) تبدیل تابع
: نوشت زیر صورت به توان می را (١۴.٢) معادله

Y١(t)

Y٢(t)
...

Ym(t)

 =


G١١(s) G١٢(s) . . . G١r(s)

G٢١(s) G٢٢(s) . . . G٢r(s)
... ... . . .

...
Gm١(s) Gm٢(s) . . . Gmr(s)




U١(s)

U٢(s)
...

Ur(s)

 (١۶.٢)

رابطه از یعنی دارند. ارتباط سیستم ورودی r با تبدیل تابع r وسیله به سیستم های خروجی از یک هر
: می�شود نتیجه (١۶.٢)

Yi(s) = Gi١(s)U١(s)+Gi٢(s)U٢(s)+· · ·+Gir(s)Ur(s), (i = ١,٢, . . . ,m) (١٧.٢)

: کرد بیان هم زیر صورت به توان می را (١٧.٢) رابطه

Yi(s) =
r∑

j=١
Gij(s)Uj(s), (i = ١,٢, . . . ,m) (١٨.٢)

: اینکه به عنایت با و (١۵.٢) معادله در (sI − A)−١ عامل وجود به توجه با

(sI − A)−١ =
adj(sI − A)

det(sI − A)

معادله آن، دادن قرار صفر مساوی با که است det(sI − A) عبارت Gij تبدیل توابع تمامی مخرج لذا
آید. می بدست سیستم مشخصه



١٧ کسری مرتبه تبدیل تابع از استفاده با آمده بدست حالت فضای مدل .۵.٢

مرتبه تبدیل تابع از استفاده با آمده بدست حالت فضای مدل ۵.٢
کسری

: آید می بدست زیر تبدیل تابع (٨.٢) از صفر، اولیه شرایط فرض با لاپلاس تبدیل از استفاده با

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

∑nb

j=٠ bjs
βj∑na

i=٠ ais
αi

(١٩.٢)

: می�شود بازنویسی زیر بصورت (١٩.٢) آنگاه دهیم، نشان á٢k و á٢k+١ با ترتیب به را bj و ai اگر

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

á٠ + á٢s
β٢ + á۴s

β۴ + · · ·+ á٢ns
β٢n

١+ á١sα١ + á٣sα٣ + · · ·+ á٢n+١sα٢n+١
(٢٠.٢)

آوردن بدست برای .α١ ≤ α٢ ≤ · · · ≤ α٢n ≤ α٢n+١ و هستند کسری مراتب ها αi بطوریکه
: که می�کنیم تعریف ای بگونه را X(s) مانند واسط متغیر یک ابتدا (٢٠.٢)

G(s) =
Y (s)

X(s)

X(s)

U(s)
(٢١.٢)

: باشیم داشته توانیم می ادامه در

G(s) =
Y (s)

X(s)

X(s)

U(s)
=

(á٠ + á٢s
β٢ + á۴s

β۴ + · · ·+ á٢ns
β٢n)X(s)

(١+ á١sα١ + á٣sα٣ + · · ·+ á٢n+١sα٢n+١)U(s)
(٢٢.٢)

: داریم

X١(s) = X(s)

X٢(s) = sα١X(s) = sα١X١(s)

X٣(s) = sα٢X(s) = s(α٢−α١)X٢(s)
...

X٢n+١(s) = sα٢nX(s) = s(α٢n−α٢n−١)X٢n(s)

(٢٣.٢)

: داریم (٢٣.٢) و (٢٢.٢) از استفاده با

sα١X١(s) = X٢(s)

s(α٢−α١)X٢(s) = X٣
...

s(αi−αi−١)Xi(s) = Xi+١(s)
...

s(α٢n+١−α٢n)X٢n+١(s) =
١

á٢n+١
[U(s)−X١(s)− á١X٢(s)− · · · − á٢n−١X٢n(s)]

(٢۴.٢)



١٨ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی .٢

: نوشت توان می وارون لاپلاس تبدیل از استفاده با
Dα١x١(t) = x٢

D(α٢−α١)x٢(t) = x٣
...

D(αi−αi−١)xi(t) = xi+١
...

D(α٢n−α٢n−١)x٢n(t) = x٢n+١

D(α٢n+١−α٢n)x٢n+١(t) =
١

á٢n+١
[U(t)− x١(t)− á١x٢(t)− · · · − á٢n−١x٢n(t)]

(٢۵.٢)

: است زیر شکل به سیستم خروجی
y(t) = á٠x١(t) + ٠x٢(t) + á٢x٣(t) + · · ·+ ٠x٢n(t) + á٢nx٢n+١(t) (٢۶.٢)

: داریم حالت فضای معادلات دادن قرار برابر با
D[γ]x(t) = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠ (٢٧.٢)

حالت بردار بطوریکه
x(t) =

[
x١(t) x٢(t) . . . x٢n+١(t)

]T
(٢٨.٢)

به را انتقال تابع مدل یک که کند می ایجاب اولیه شرایط بودن صفر فرض باشد. می R٢n+١ فضای در
: کنیم تعریف زیر شکل

D[γ]x(t) =


Dγ١x١(t)

...
Dγ٢n+١x٢n+١(t)

 (٢٩.٢)

شکل به نیز خروجی معادله ،i = ٢, . . . ,٢n+ ١ که γi = (αi − αi−١) برای و γ١ = α١ بطوریکه
y(t) = Cx(t) +Du(t) (٣٠.٢)

: هستند زیر شکل به A,B,C,D های ماتریس باشد. می

A =



٠ ١ ٠ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... ... ... ... ...
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ . . . ١
−١
á٢n+١

−á١
á٢n+١

٠ −á٣
á٢n+١

٠ . . .
−á٢n−١
á٢n+١


, B =


٠
٠
...
١

á٢n+١

 , (٣١.٢)

C =
[
á٠ ٠ á٢ ٠ . . . á٢n

]
شکل به که α٢n = α٢n+١ حالتیکه در مگر است صفر ماتریس یک جا همه در ، D ماتریس برای نیز و

باشد. می D = [
á٢n
á٢n+١

]

گرفته قرار بررسی مورد خوبی به متعدد مقالات و کتب در نیر پذیری مشاهده و پذیری کنترل های ویژگی



١٩ زمانی گسسته کسری تفاضل عملگر .۶.٢

حالت این در می�کنیم. نامگذاری α را آنها باشند، یکسان همگی مشتقات مرتبه که موردی در است.
: داریم

D[α]x(t) =


Dαx١

Dαx٢
...

Dαxnd

 = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠ (٣٢.٢)

: داریم (٣٢.٢) برای لاپلاس تبدیل بکارگیری با دهیم. می نشان nd با را ٢n+ ١ که
X(s) = [sαI − A]−١[BU(s) + x(٠)] (٣٣.٢)

می زیر بصورت حالت جواب حالت، انتقال ماتریس با متناظر Φ(t) = L−١[sαI − A]−١ تعریف با
: باشد

x(t) = Φ(t)x(٠) +
∫ t

٠
Φ(t− τ)Bu(τ)dτ (٣۴.٢)

: [١۴] شود بیان زیر بصورت تواند می Φ(t)

Φ(t) =
∞∑
k=٠

Aktkα

Γ(١+ kα)
(٣۵.٢)

: دهد می نشان را لفلر - میتاج تابع زیر، معادله چپ سمت

Eα(t) ≜
∞∑
k=٠

Aktkα

Γ(١+ kα)
(٣۶.٢)

کسری، مرتبه با سیستم�های زمانی پیوسته حالت فضای نمایش پذیری مشاهده و پذیری کنترل شرایط
پذیری کنترل ماتریس رتبه اگر است کنترل قابل (٣٢.٢) سیستم لذا هستند. صحیح مرتبه مشابه

C =
[
B AB A٢B . . . And−١B

]
(٣٧.٢)

پذیری مشاهده ماتریس رتبه اگر تنها و اگر است پذیر مشاهده سیستم اساس همین بر باشد. nd برابر

Ω =



C

CA

CA٢

...
CAnd−١


(٣٨.٢)

باشد. nd برابر

زمانی گسسته کسری تفاضل عملگر ۶.٢

و (٢٧.٢) معادلات از پیوسته کسری حالت فضای مدل از شده گسسته نمایش یک قسمت این در
: بگیرید نظر در را صحیح مرتبه مشتقات با حالت فضای مدل دهیم. می ارائه را (۴۵.٢)

D١x(t) = Ax(t) +Bu(t) (٣٩.٢)



٢٠ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی .٢

: بطوریکه
x(t) =

[
x١(t) x٢(t) . . . xnd

(t)
]T
∈ Rnd (۴٠.٢)

بصورت D١x(t) ،kh ≤ t ≤ (k + ١)h برای لذا بگیرید. نظر در را h ساده تناوب باشد. حالت بردار
: می�شود زده تقریب زیر

D١x(t) ≈ △١x((k + ١)h) = x((k + ١)h)− x(kh)

h
(۴١.٢)

: نوشت توان می بنابراین
△١ x((k + ١)h) = Ax(kh) +Bu(kh) (۴٢.٢)

با توان می را D[α]x(t) کسری می�کنیم.مشتقات سازی گسسته را (٣٢.٢) یکسان، کسری مرتبه با
از استفاده بدون لتنیکوف - گراند کسری مشتق تقریب زد. تقریب لتنیکوف - گراند تعریف از استفاده

: باشد می زیر بصورت حد

D[α]f(x(t)) ≈ ١
hα

k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
f(k − j + ١) (۴٣.٢)

: آوریم می بدست را گسسته متناظر سیستم پیوسته، کسری سیستم در عملگر این جایگذاری با
١
hα

k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١ = Axk +Buk (۴۴.٢)

: نتیجه در
k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
xk−j+١ = (hαA)xk + (hαB)uk (۴۵.٢)

: داریم (۴۵.٢) راست سمت از hα فاکتورگیری با

D[α]x(t) ≈ △[α]
h x((k + ١)h) = ١

hα

k+١∑
j=٠

(−١)j
(
α

j

)
(x(k − j + ١)h) (۴۶.٢)

بصورت
(
α
j

)
جمله است. برداری نمونه دوره h ∈ R+ و فعلی زمان t کسری، مرتبه α ∈ R+ بطوریکه

: می�شود محاسبه )زیر
α

j

)
=

 ١ , j = ٠
α(α− ١) . . . (α− j + ١)

j!
, j > ٠

(۴٧.٢)

انتخاب که است ذکر به لازم آید. می α△بدست گسسته کسری تفاضل عملگر بگیریم، نظر در h = ١ اگر
خطا انتشار و تولید که دارد امکان باشد.چون کوچک خیلی نباید و است مهم خیلی h برداری نمونه دوره

نماید.

زمانی گسسته کسری حالت فضای مدل ٧.٢

می�رسیم: خطی زمانی گسسته کسری حالت فضای مدل یک به قبل، های قسمت در شده مطرح موارد از

△[α] x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) (۴٨.٢)



٢١ زمانی گسسته کسری حالت فضای مدل .٧.٢

از اساس همین بر است. مشابه xi(k) حالت متغیرهای تمام برای α مشتقگیری مرتبه مدل، این در
: داریم (۴٨.٢)

hα△[α] x(k + ١) = x(k + ١) +
k+١∑
j=١

(−١)j
(
α

j

)
x(k − j + ١) (۴٩.٢)

: داریم (۴٩.٢) و (۴٨.٢) جایگذاری با

x(k + ١) = Ãx(k)−
k+١∑
j=١

(−١)j
(
α

j

)
x(k − j + ١) + B̃u(k) (۵٠.٢)

زیر شکل به تواند می (۴٩.٢) آنگاه cj = (−١)j
(
α
j

)
اگر باشد. می B̃ = hαB و Ã = hαA بطوریکه

: شود بازنویسی

x(k + ١) = (Ã− c١Ind
)x(k)−

k+١∑
j=٢

cjx(k − j + ١) + B̃u(k) (۵١.٢)

کنیم تعریف اگر
A٠ = (Ã− c١Ind

) (۵٢.٢)

و
Aj = −cj+١Ind

, j > ٠ (۵٣.٢)

: می�شود نتیجه آنگاه
x(k + ١) = A٠x(k) + A١x(k − ١) + A٢x(k − ٢) + · · ·+ Akx(٠) + B̃u(k) (۵۴.٢)

: یابد تعمیم نیز مختلف کسری های مرتبه با سیستم�های به تواند می توصیف این
△[γ]

h x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k)

x(k + ١) = △[γ]
h x(k + ١) +

∑k+١
j=١ Ajx(k − j + ١)

: بطوریکه

△[γ]
h x(k + ١) =


hγ١ △γ١ x١(k + ١)

...
hγnd △γnd xnd

(k + ١)


: نوشت توان می لذا دهند. می نشان را کسری مرتبه ،(i = ١,٢, . . . ) ها γi که

A٠ = Ã+ diag{
(
γi
١

)
, i = ١,٢, . . . , nd} (۵۵.٢)

Aj = diag{−(−١)j+١
(

γi
j + ١

)
, i = ١,٢, . . . , nd}, j = ١,٢ . . . (۵۶.٢)

: آید می بدست زیر حالت معادله (۵۵.٢) از استفاده با

x(k + ١) =
k∑

j=٠
Ajx(k − j) + B̃u(k), x(٠) = x٠ (۵٧.٢)

B و A سطرهای نمایش ترتیب به Bi و Ai نيز و باشند مي B̃i = hγiBi و Ãi = hγiAi بطوریکه
هستند.



٢٢ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی .٢

عددی مثال

: بگیرید درنظر را زیر سیستم .١.٧.٢ مثال

△٠٫۵x(k + ١) =
[
١ ٢
٠ −١

]
x(k) +

[
١
٠

]
u(k)

توجه با است. شده گرفته نظر در صفر u و x اولیه بردار hو = ١ ،α =٠٫ ۵ فوق سیستم در بطوریکه
B̃ و Ã های ماتریس لذا است، یک برابر h مقدار نیز و باشد می B̃ = hαB و Ã = hαA اینکه به

: داریم ندارند. B و A های ماتریس با تفاوتی

△٠٫۵ x(k + ١) = A٠x(k)−
k+١∑
j=١

(−١)j
(
٠٫ ۵
j

)
x(k − j + ١) + Bu(k) (۵٨.٢)

قابل مشابه بطور و الگو طبق ها ماتریس و ضرایب بقیه می�کنیم. حساب را A٠ و c١ نمونه بعنوان
: داریم میباشند. محاسبه

c١ = (−١)١ ×
١
٢
١! = −

١
٢

A٠ = (A− c١I٢) =

[
١ ٢
٠ −١

]
+

١٢ ٠

٠ ١
٢

 =

٣٢ ٢

٠ −١٢


(۵٨.٢) معادله از که همانطور نوشت. را (۵٨.٢) معادله توان می ها، ماتریس و ضرایب بقیه محاسبه با
محدود را آن نمی�توانیم اول، نگاه در لذا یابد، ادامه بینهایت تا ذاتی بطور تواند می k مقدار پیداست،
مرحله�ای از توان می می�شود، کوچک ci ضرایب که زمانی داد خواهیم نشان بعد فصول در ولی سازیم.

برسیم. البعد متناهی سیستم یک به تا نمود نظر صرف آنها بقیه از بعد، به

کسری مرتبه زمانی ناوردای گسسته سیستم�های های ویژگی ٨.٢

پذیری کنترل و دسترسی قابلیت ١.٨.٢

معادله�ای می�کنیم. بحث (۵٧.٢) با شده مدل دینامیک سیستم�های برای پایه معادله یک پیرامون اینجا در
دلخواه حالت هر به اولیه حالت هر از سیستم حالت که کند می فراهم را این امکان آید، می بدست که
سیستم�هایی به ما می�کنیم. بررسی را پذیری٩ کنترل و دسترسی٨ قابلیت مفهوم ادامه در یابد. انتقال

هستند. دسترسی قابل و کنترل قابل کامل بطور که مندیم علاقه

دنباله یک اگر است کنترل قابل (۵٧.٢) با شده مدل خطی کسری زمانی گسسته سیستم .١.٨.٢ قضیه
برسد. دلخواه حالت یک به بتواند متناهی زمان یک در مبدا از بطوریکه شود یافت کنترل

٨Reachability
٩Controllability



٢٣ پذیری مشاهده .٩.٢

: می�کنیم تعریف را زیر موارد (۵٧.٢) با شده مدل کسری زمانی گسسته سیستم برای .٢.٨.٢ تعریف
: پذیری کنترل ماتریس ـ الف

Ck =
[
G٠B G١B G٢B . . . Gk−١B

]
(۵٩.٢)

است. Gi = Φ(i,٠) بطوریکه باشد می
: دسترسی قابلیت ـ ب

Wr(٠, k) =
k−١∑
j=٠

GjBBTGT
j (۶٠.٢)

: که است واضح

Wr(٠, k) = CkC
T
k =

[
G٠B G١B G٢B . . . Gk−١B

]


G٠B

G١B

G٢B

. . .

Gk−١B


(۶١.٢)

: است نامنفرد A٠ که دهد می نشان پذیری١٠ کنترل گرامیان ـ پ
Wr(٠, k) = G−١

k wr(٠, k)G−T
k , k ≥ ١ (۶٢.٢)

در نامنفرد را A٠ بنابراین کند. می الزام را A٠ بودن نامنفرد wr(٠, k) وجود و G١ = A٠ که کنید توجه
گیریم. می نظر

است دسترس قابل (۵٧.٢) با شده مدل کسری مرتبه با خطی زمانی گسسته سیستم .٣.٨.٢ قضیه
.rank(wr(٠, k)) = n یا rank(Gk) = n بطوریکه باشد موجود k متناهی زمان یک اگر تنها و اگر

ورودی دنباله بنابراین
Uk =

[
uT (k − ١) uT (k − ٢) . . . uT (٠)

]
(۶٣.٢)

: دهد انتقال زیر بصورت k = K در xf ̸= ٠ به k = ٠ در را x٠ = ٠
Uk = −CT

k C
−T
k W−١

c (٠, k)x٠ (۶۴.٢)

پذیری مشاهده ٩.٢

معادلات سیستم برای را پذیری مشاهده مفهوم تعمیم قسمت این در

x(k + ١) =
k∑

j=٠
Ajx(k − j) + B̃u(k)

y(k) = Cx(k) (۶۵.٢)

می�کنیم. بررسی

١٠Reachability Gramian



٢۴ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی .٢

k = ٠ زمان در (۶۵.٢) معادلات با شده مدل کسری مرتبه زمانی گسسته سیستم .١.٩.٢ قضیه
مشخص با k = ٠ لحظه در x٠ حالت بطوریکه باشد داشته وجود t > ٠ اگر تنها و اگر است مشاهده�پذیر

.[٣١] آید بدست یکتا بصورت (k ∈ [٠, t]) که yk و uk بودن

را زیر تعاریف (۶۵.٢) معادلات با شده مدل کسری مرتبه زمانی گسسته سیستم برای .٢.٩.٢ تعریف
: داریم

: پذیری مشاهده ماتریس - الف

Ωk =



CG٠

CG١

CG٠٢
...

CGk−١


(۶۶.٢)

: پذیری مشاهده گرامیان - ب

W٠)٠, k) =
k−١∑
j=٠

GT
j C

TCGj (۶٧.٢)

.W٠)٠, k) = ΩT
kΩk که است واضح

اگر است دسترس قابل (۵٧.٢) با شده مدل کسری مرتبه با خطی زمانی گسسته سیستم .٣.٩.٢ قضیه
: معادل بطور یا rank(Ωk) = n بطوریکه باشد موجود k متناهی زمان اگر تنها و

rank(W٠)٠, k)) = n

: است زیر صورت به k = ٠ در x٠ اولیه حالت بنابراین
x٠ = W−١

٠ (٠, k)ΩT
K [Λ̃K − ΠKΣ̃K ] (۶٨.٢)

: بطوریکه
Λ̃K =

[
uT (٠) uT (١) . . . uT (K − ١)

]T
Σ̃K =

[
yT (٠) yT (١) . . . yT (K − ١)

]T
و

ΠK =



٠ ٠ ٠ . . . ٠ ٠
CG٠B ٠ ٠ . . . ٠ ٠
CG١B CG٠B ٠ . . . ٠ ٠
CG٢B CG١B CG٠B . . . ٠ ٠

... ... ... . . .
... ...

CGK−٢B CGK−٣B CGK−۴B . . . CG٠B ٠


(۶٩.٢)

مشاهده ماتریس رتبه صحیح، مرتبه با سیستم�های برای که گرفت نتیجه توان می همیلتون - کیلی قضیه از
گسسته سیستم�های برای پذیری مشاهده شرط یابد. افزایش نمیتواند k ≥ n گام تعداد در Ωk پذیری
می�دهد نشان نتایج باشد. rank(Ωk) = n ،k = n در که است این (۵٧.٢) با شده مدل کسری زمانی

است. n از بزرگتر که برسد k = K به تواند می Ωk کامل رتبه که



٢۵ پایداری تحلیل .١٠.٢

پایداری تحلیل ١٠.٢

مجانبی پایداری ١.١٠.٢

: است زیر بصورت سیستم این جواب بگیرید. نظر در را (۵٧.٢) معادلات با شده مدل حالت فضای

x(k) = Gkx(٠) +
k−١∑
j=o

Gk−j−١Bu(j)

: بگیرید نظر در را زیر رابطه سیستم، مجانبی پایداری های ویژگی مطالعه برای

x(k + ١) =
k−١∑
j=٠

Ajx(k − j), x(٠) = x٠ (٧٠.٢)

داشته x٠ اولیه شرط هر و k ≥ ١ هر برای اگر است مجانبی پایدار (٧٠.٢) سیستم .١.١٠.٢ تعریف
: باشیم

lim
k→∞
||x(k)|| = ٠ (٧١.٢)

: داریم اقلیدسی نرم از استفاده با

||x(k)|| =

√√√√ n∑
i=١

x٢i (k) (٧٢.٢)

: است زیر بصورت x٠ اولیه شرط با (٧٠.٢) جواب هستند. x(k) های مولفه ها، xi(k) که
x(k) = Gkx٠, k ⩾ ٠, G٠ = In (٧٣.٢)

: اگر تنها و اگر است پایدار سیستم(٧٠.٢) که می�شود نتیجه
||Gk|| ⩽ ١ , k ⩾ ١ (٧۴.٢)

: است زیر بصورت تبدیل ماتریس برای اقلیدسی نرم

||Gk|| = λ
١
٢
max(GkG

T
k ) = σmax(Gk) (٧۵.٢)

حال باشد. می Gk ماکسیمال تکین مقدار و ماکسیمال ویژه مقدار ترتیب به σmax و λmax بطوریکه
X با و گرفته نظر در را x بردار های نمونه از نامتناهی دنباله یک می�کنیم. تعریف را S پسرو عملگر
بنابراین باشد. می صفر ،k < ٠ برای و است نهایت بی تا k = ٠ آن شروع بطوریکه دهیم می نمایش

: داریم
X = {. . . ,٠,٠, x(٠), x(١), x(٢), . . . , x(k), x(k + ١), . . . }

: کند می عمل زیر شکل به S عملگر

SX = S{. . . ,٠,٠, x(٠), x(١), x(٢), . . . , x(k), x(k + ١), . . . }

= {. . . ,٠,٠,٠,٠, x(٠), x(١), x(٢), . . . , x(k − ١), . . . }



٢۶ کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته سیستم�های پایداری و مدل�سازی .٢

تعریف زیر شکل به را ستونی دنباله اکنون می�باشد. X از عقب�تر گام یک SX که است ذکر قابل
می�کنیم:

X̃ =



...
٠

x(٠)
x(١)
...

x(k)
...


(٧۶.٢)

: شود بازنویسی زیر شکل به تواند می (۶۵.٢) معادلات نمایش، این با

X̃ = S̃ÃX̃ + S̃B̃ũ

ỹ = C̃X̃ (٧٧.٢)

: بطوریکه

ũ =



...
٠

u(٠)
u(١)
...

u(k)
...


, ỹ =



...
٠

y(٠)
y(١)
...

y(k)
...


, S̃ =



٠ ٠ ٠ . . . . . .

In ٠ . . . . . . . . .

٠ In ٠ . . . . . .

٠ ٠ In ٠ . . .
... ... ... ... ...



Ã =



A٠ ٠ ٠ ٠ . . .

A١ A٠ ٠ ٠ . . .

A٢ A١ A٠ ٠ . . .

A٣ A٢ A١ ٠ . . .
... ... ... ... ...


, B̃ =



B ٠ ٠ ٠ . . .

٠ B ٠ ٠ . . .

٠ ٠ B ٠ . . .

٠ ٠ ٠ B . . .
... ... ... ... ...


, C̃ =



C ٠ ٠ ٠ . . .

٠ C ٠ ٠ . . .

٠ ٠ C ٠ . . .

٠ ٠ ٠ C . . .
... ... ... ... ...


سیستم آنگاه ،As = S̃Ã دهیم قرار اگر .٢.١٠.٢ قضیه

X̃ = S̃ÃX̃ = AsX̃ (٧٨.٢)

به که است As عملگر طیفی شعاع ρ بطوریکه ،ρ(As) ≤ ١ اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی بطور
: می�شود تعریف زیر شکل

ρ(As) = lim
i→∞
||Ai

s||
١
i
∗ (٧٩.٢)



٢٧ پایداری تحلیل .١٠.٢

: بطوریکه
||Ai

s||
١
i
∗ = sup[I,J ]||Ai

s[I,J ]|| (٨٠.٢)

توان می روابط در ستاره بجای فوق عبارات در باشد. می Ai
s ماتریس ,I]ام J ] بلوک نمایش Ai

s[I,J ] که
برای است. مطلوب سیستم متناهی - زمان مشاهده یک روش این در نمود. استفاده مختلف های نرم از

می�کنیم. دنبال زیر شکل به را عملی پایداری مفهوم منظور، این

هر برای اگر است عملی پایدار Lh > ٠ متناهی زمان یک در (۶۵.٢) سیستم .٣.١٠.٢ تعریف
: باشد برقرار زیر نامساوی x٠ اولیه شرط هر و ١ ⩽ k ⩽ Lh

||x(k)|| ⩽ M ||x٠|| (٨١.٢)

(٧٠.٢) سیستم ،(٧٣.٢) سیستم جواب برای نتیجه در می��باشد. مثبت متناهی عدد یک M بطوریکه
: اگر تنها و اگر است پایدار عملی بطور

||Gk|| ⩽ M, ١ ⩽ k ⩽ L

: نوشت می�توان همچنین

AL
s =



G١ ٠ ٠ . . . . . . ٠
G٢ ٠ ٠ . . . . . . ٠
G٣ ٠ ٠ . . . . . . ٠
... ... ... ... ... ...

GLh
٠ ٠ . . . . . . ٠

× AL−h+١
٠ ٠ . . . . . . ٠

× × AL−h+٢
٠ ٠ . . . ٠

... ... ... ... ... ...
× × × × × ×


: می�کنیم تعریف زیر شکل به را ماتریسی بلوک

AL
sLh

=



G١ ٠ ٠ . . . . . . ٠
G٢ ٠ ٠ . . . . . . ٠
G٣ ٠ ٠ . . . . . . ٠
... ... ... ... ... ...

GLh
٠ ٠ . . . . . . ٠


: اگر تنها و اگر است پایدار عملی بطور (٧٠.٢) سیستم حالت که گرفت نتیجه توان می فوق موارد از

||AL
sLh
||∗ ⩽ M





٣ فصل

سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت
منظم مداد با خطی یافته توسیع

مقدمه ١.٣

با می�پردازیم. منظم مداد با گسسته و پیوسته خطی یافته توسیع سیستم�های بررسی به فصل این در
می�شود. واقع بحث مورد نیز آنها پایداری قضایا، بیان و مثبت خطی یافته توسیع سیستم�های تعریف

از بسیاری در خروجی و حالت پسخورد با ویژه مقادیر تخصیص و خطی یافته توسیع سیستم�های
محاسبه و متفاوت کسری های مرتبه با مثبت خطی سیستم�های گرفته�اند. قرار توجه مورد مقالات و کتب

گرفته�اند.[٣٢] قرار بحث مورد مختلفی مقالات در نیز منفرد مداد کرونکر متعارف فرم
و لازم شرایط است. شده بررسی یافته توسیع خطی سیستم�های پایداری و بودن مثبت فصل این در
قرار بحث مورد نیز زمانی پیوسته و زمانی گسسته خطی سیستم�های پایداری و بودن مثبت برای کافی

است. گرفته

مقدماتی قضایای و تعاریف ٢.٣

: بگیرید نظر در را زیر خطی زمانی پیوسته سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠ (١.٣)

می B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n و ورودی و حالت بردارهای u(t) ∈ Rm و x(t) ∈ Rn بطوریکه
باشند.

٢٩



٣٠ منظم مداد با خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت .٣

و x(t٠) = x(٠) ∈ Rn
+ اولیه شرط هر برای اگر نامند مثبت را (١.٣) سیستم .١.٢.٣ تعریف

: باشیم داشته ،t ≥ ٠ که u(t) ∈ Rm
+

x(t) ∈ Rn
+ (٢.٣)

: اگر تنها و اگر است مثبت (١.٣) سیستم .٢.٢.٣ قضیه

A ∈Mn, B ∈ Rn×m
+ (٣.٣)

[١۵] برهان.

. t ≥ ٠ و u(t) = ٠ اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی طور به (١.٣) مثبت سیستم .٣.٢.٣ تعریف

lim
t→∞

x(t) = ٠ ∀x٠ ∈ Rn
+ (۴.٣)

: چند�جمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی بطور (١.٣) مثبت سیستم .۴.٢.٣ قضیه

det[Ins− A] = sn + an−١s
n−١ + ...+ a١s+ a٠ (۵.٣)

باشند.[١۵] مثبت
: می�گیریم نظر در را زیر زمانی گسسته خطی سیستم اکنون

xi+١ = Axi +Bui, i ∈ Z+ (۶.٣)

می�باشد. B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n و ورودی و حالت بردارهای ui ∈ Rm و xi ∈ Rn بطوریکه

[١۵] برهان.

و x(ti) = x(i) ∈ Rn
+ اولیه شرط هر برای اگر نامند مثبت را (٢١.۴) سیستم .۵.٢.٣ تعریف

: باشیم داشته ،i ∈ Z+ که u(t) ∈ Rm
+

x(t) ∈ Rn
+ (٧.٣)

: اگر تنها و اگر است مثبت (٢١.۴) سیستم .۶.٢.٣ قضیه

A ∈ Rn×m
+ , B ∈ Rn×m

+ (٨.٣)

[١۵] برهان.

: (i ∈ Z+) ui = ٠ اگر نامند پایدار مجانبی طور به (٢١.۴) مثبت سیستم .٧.٢.٣ تعریف

lim
i→∞

xi = ٠ ∀x٠ ∈ Rn
+ (٩.٣)



٣١ یافته توسیع خطی سیستم�های بودن مثبت .٣.٣

چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی بطور (٢١.۴) مثبت سیستم .٨.٢.٣ قضیه

det[In(z + ١)− A] = zn + ān−١z
n−١ + ...+ ā١z + ā٠ (١٠.٣)

باشد. مثبت

[١۵] برهان.

یافته توسیع خطی سیستم�های بودن مثبت ٣.٣

١ زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم�های ١.٣.٣

بگیرید: نظر در را زیر مستقل زمانی پیوسته خطی یافته توسیع سیستم

Eẋ(t) = Ax(t), x(٠) = x٠ (١١.٣)

rank(E) < n که است مفروض باشند. می E,A ∈ Rn×n و حالت بردار x(t) ∈ Rn بطوریکه
: یعنی است منظم ماتریسی مداد دارای [Es− A] ماتریس و

det[Es− A] ̸= ٠, s ∈ C (١٢.٣)

داریم [Ec−A]−١ ماتریس با (١١.٣) ضرب با و det[Ec−A] ̸= ٠ بطوریکه s = c انتخاب با

Êẋ(t) = Âx(t) (١٣.٣)

: بطوریکه

Ê = [Ec− A]−١E , Â = [Ec− A]−١A (١۴.٣)

: داریم [٢۴] به ارجاع با
ÊÂ = ÂÊ (١۵.٣)

.Â = cÊ − In که می�دهیم نشان ابتدا (١۵.٣) رابطه چگونگی برای
cÊ = (cE − A)−١(cE) ⇒ cÊ − Â = (cE − A)−١(cE)− (cE − A)−١A

cÊ − Â = (cE −A)−١(cE −A) ⇒ cÊ − Â = In ⇒ Â = cÊ − In

: است بدیهی ماتریس دو جابجایی حال
ÂÊ = (cÊ − In)Ê = cÊ٢ − Ê = Ê(cÊ − In) = ÊÂ

١Continuse time descriptor systems



٣٢ منظم مداد با خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت .٣

: باشد برقرار زیر شرایط اگر است A ∈ Cn×n درزین٢ معکوس AD ماتریس .١.٣.٣ تعریف

AAD = ADA (١۶.٣)

ADAAD = AD (١٧.٣)

ADAq+١ = Aq (١٨.٣)

: که است نامنفی صحیح عدد کوچکترین q بطوریکه

rank(Aq) = rank(Aq+١) (١٩.٣)

: آنگاه باشد برقرار (١٩.٣) اگر .٢.٣.٣ لم

ÊDÂ = ÂÊD (٢٠.٣)

ÊÂD = ÂDÊ (٢١.٣)

ÊDÂD = ÂDÊD (٢٢.٣)

: است زیر شکل به (١٣.٣) معادله جواب .٣.٣.٣ قضیه

x(t) = eÊ
DÂtÊDÊv (٢٣.٣)

است.[٢۴] دلخواه v ∈ Rn بطوریکه

استاندارد سیستم برای .۴.٣.٣ قضیه
ẋ(t) = Āx(t) , x(٠) ∈ im(F̄ ) (٢۴.٣)

: داریم را زیر احکام

ĀF̄ = F̄ Ā (٢۵.٣)

و

x(t) = F̄ x(t), t ≥ ٠

: داریم ٢.٣.۵ لم و ١.٣.٣ تعریف از استفاده با برهان.

ĀF̄ = ÊDÂÊDÊ = ÊDÊÂÊD = ÊDÊÊDÂ = F̄ Ā (٢۶.٣)

٢Drazin inverse



٣٣ یافته توسیع خطی سیستم�های بودن مثبت .٣.٣

که آنجایی از و
ÊDÊeÊ

DÂt = eÊ
DÂtÊDÊ, ÊÊD = ÊD

: داریم
F̄ x(t) = ÊDÊeÊ

DÂtÊDÊv = eÊ
DÂtÊDÊÊDÊv = eÊ

DÂtÊDÊv = x(t) (٢٧.٣)

x(٠) ∈ im(F̂ ) و x(٠) ∈ Rn
+ تمام برای اگر است مثبت (١١.٣) یافته توسیع سیستم .۵.٣.٣ تعریف

.x(t) ∈ Rn
+ ،t ≥ ٠ و

: اگر تنها و اگر است مثبت (١١.٣) یافته توسیع زمانی پیوسته سیستم .۶.٣.٣ قضیه

ÊDÂ ∈Mn, im(ÊDÊ) ∈ Rn
+ (٢٨.٣)

تنها و اگر است مثبت مذکور استاندارد خطی زمانی پیوسته سیستم ٢.٢.٣ قضیه از استفاده با برهان.
معادل سیستم اگر تنها و اگر است مثبت (١١.٣) همچنین و (١٣.٣) یافته توسیع سیستم .Ā ∈Mn اگر

است. برقرار (٢٨.٣) صورت این در باشد مثبت آن استاندارد

بگیرید: نظر در را زیر های ماتریس با یافته توسیع سیستم .٧.٣.٣ مثال

E =


١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , A =


−١ ١ ٠
٠ −٢ ٠
٠ ٠ −١

 (٢٩.٣)

داریم: c = ١ برای و است منظم (٢٩.٣) مداد

[Ec− A]−١ =


٢ −١ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ١


−١

=


٠٫ ۵ ٠٫ ٢۵ ٠
٠ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١

 (٣٠.٣)

و

Ê = [Ec− A]−١E =


٠٫ ۵ ٠٫ ٢۵ ٠
٠ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١



١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 =


٠٫ ۵ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠



Â = [Ec− A]−١A =


٠٫ ۵ ٠٫ ٢۵ ٠
٠ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١



−١ ١ ٠
٠ −٢ ٠
٠ ٠ −١

 =


−٠٫ ۵ ٠ ٠
٠ −١ ٠
٠ ٠ −١


(٣١.٣)

داریم: [٢۴] مقاله در شده ارائه روش از استفاده با



٣۴ منظم مداد با خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت .٣

ÊD =


٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 (٣٢.٣)

و

Â = ÊDÂ =


−١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 , F̄ = ÊDÊ =


١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 (٣٣.٣)

با (١١.٣) سیستم همچنین و (٣١.٣) با (١٣.٣) یافته توسیع سیستم ۶.٣.٣ قضیه از استفاده با
است. مثبت (٢٩.٣)

زمانی گسسته یافته توسیع سیستم�های ٢.٣.٣

بگیرید: نظر در را زیر مستقل یافته توسیع خطی زمانی گسسته سیستم

E ′xi+١ = A′xi, i ∈ Z+ = {٠,١, ...} (٣۴.٣)

و rank(E ′) < n که است مفروض باشد. می E ′, A′ ∈ Rn×n و حالت بردار xi ∈ Rn بطوریکه
: یعنی است، منظم ماتریسی مداد دارای [E ′z − A′] ماتریس

det[E ′z − A′] ̸= ٠, z ∈ C (٣۵.٣)

داریم: [E ′c−A′]−١ ماتریس با (٣۴.٣) ضرب و det[E ′c−A′] ̸= ٠ بطوریکه z = c انتخاب با

Ê ′xi+١ = Â′xi (٣۶.٣)

: بطوریکه

Ê ′ = [E ′c− A′]−١E ′ (٣٧.٣)

و

Â′ = [E ′c− A′]−١A′ (٣٨.٣)

: نوشت توان می (١٣.٣) حالت مشابه

Ê ′Â′ = Â′Ê ′ (٣٩.٣)



٣۵ یافته توسیع خطی سیستم�های بودن مثبت .٣.٣

: [٢۴] است زیر فرم به (٣۶.٣) معادله جواب .٨.٣.٣ قضیه

xi = (Ê ′DÂ′)iÊ ′DÊ ′v (۴٠.٣)

است. دلخواه v ∈ Rn بطوریکه

: تفاضلی معادله جواب (۴٠.٣) که دهیم می نشان
xi+١ = Ā′xi (۴١.٣)

: بطوریکه باشد می

Ā′ = Ê ′DÂ′, F̄ ′ = Ê ′DÊ ′, xi = (Ā′)iF̄ ′v (۴٢.٣)

است. (۴١.٣) استاندارد سیستم با برابر (٣۶.٣) یافته توسیع سیستم لذا

: داریم را زیر احکام (۴١.٣) استاندارد سیستم برای .٩.٣.٣ قضیه
Ā′F̄ ′ = F̄ ′Ā′ (۴٣.٣)

و

xi = F̄ ′xi , i ∈ Z+ (۴۴.٣)

است. ۴.٣.٣ قضیه اثبات مشابه قضیه این اثبات

: اگر است مثبت (٣۴.٣) یافته توسیع سیستم .١٠.٣.٣ تعریف

xi ∈ Rn
+, ∀x٠ ∈ Rn

+;x٠ ∈ im(F̄ ′), i ∈ Z+ (۴۵.٣)

: اگر تنها و اگر است مثبت (٣۴.٣) یافته توسیع زمانی گسسته سیستم .١١.٣.٣ قضیه

Ê ′DÂ′ ∈ Rn×n
+ , im(Ê ′DÊ ′) ∈ Rn

+ (۴۶.٣)

است. ۶.٣.٣ قضیه اثبات مشابه قضیه این اثبات

: بگیرید نظر در را زیر های ماتریس با (٣۴.٣) یافته توسیع سیستم .١٢.٣.٣ مثال

E ′ =


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
−٢ −٢ ٠

 , A′ =


٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١
−١ −١ −٢

 (۴٧.٣)

: داریم c = ١ برای و است منظم (۴٧.٣) مداد

[E ′c− A′]−١ =


٣ ١ ٠٫ ۵
١ ١ ٠٫ ۵
٢ ١ ١

 (۴٨.٣)



٣۶ منظم مداد با خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت .٣

Ê ′ = [E ′c− A′]−١E ′ =


٣ ١ ٠٫ ۵
١ ١ ٠٫ ۵
٢ ١ ١



١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
−٢ −٢ ٠

 =


٢ ١ ٠
٠ ١ ١
٠ ٠ ٠

 (۴٩.٣)

Â′ = [E ′c− A′]−١A′ =


٣ ١ ٠٫ ۵
١ ١ ٠٫ ۵
٢ ١ ١



٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ١
−١ −١ −٢



١ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١

 (۵٠.٣)

: داریم [٢۴] در شده ارائه روش از استفاده با

Ê ′D =


٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 (۵١.٣)

و

Ā′ = Ê ′DÂ′ =


٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠



١ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ −١

 =


٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 (۵٢.٣)

F̄ ′ = Ê ′DÊ ′ =


٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠



٢ ١ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠



١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠

 (۵٣.٣)

(۴٧.٣) با (٣۴.٣) و (۵٠.٣) و (۴٩.٣) با (٣۶.٣) یافته توسیع سیستم ١١.٣.٣ قضیه از استفاده با
است. مثبت

مثبت خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری ۴.٣

زمانی پیوسته سیستم�های مجانبی پایداری ١.۴.٣

اگر است پایدار مجانبی بطور (١١.٣) و (١٣.٣) مثبت یافته توسیع سیستم .١.۴.٣ تعریف

lim
t→∞

x(t) = ٠ ∀x(٠) ∈ im(ÊDÊ), x(٠) ∈ Rn
+ (۵۴.٣)

ضرایب تمام اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی بطور (١١.٣) مثبت یافته توسیع سیستم .٢.۴.٣ قضیه
چندجمله�ای

det[Ins− ÊDÂ] = sp(sn−p + an−p−١s
n−p−١ + ...+ a١s+ a٠) (۵۵.٣)



٣٧ مثبت خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری .۴.٣

: بطوریکه باشند، مثبت

p = n− rankÊDÂ (۵۶.٣)

پایدار مجانبی بطور (١.٣) مثبت استاندارد زمانی پیوسته سیستم ۴.٢.٣ قضیه از استفاده با برهان.
(١.۴.٣) تعریف و واقعیت این از باشند. مثبت (۵.٣) چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و اگر است
ضرایب تمام اگر تنها و اگر است پایدار بطورمجانبی (١١.٣) مثبت یافته توسیع سیستم که می�شود نتیجه

باشند. مثبت (۵۵.٣) جمله�ای چند

: است زیر شکل به ÊDÂ ماتریس مورد این در ((٧.٣.٣) مثال (ادامه .٣.۴.٣ مثال

ÊDÂ =


−١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 (۵٧.٣)

: است زیر صورت به (۵۵.٣) مشخصه جمله�ای چند

det[I٣s− ÊDÂ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
s+ ١ ٠ ٠
٠ s ٠
٠ ٠ s

∣∣∣∣∣∣∣∣ = s٢(s+ ١) (۵٨.٣)

مجانبی بطور (٢٩.٣) ماتریسهای با مثبت یافته توسیع سیستم و است برقرار (١٣.٣) قضیه شرایط
است. پایدار

زمانی گسسته سیستم�های مجانبی پایداری ٢.۴.٣

: اگر است پایدار مجانبی بطور (٣۴.٣) مثبت یافته توسیع سیستم .۴.۴.٣ تعریف

lim
i→∞

xi = ٠,∀x٠ ∈ (Ê ′DÊ ′), x٠ ∈ Rn
+ (۵٩.٣)

ضرایب تمام اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی بطور (٣۴.٣) مثبت یافته توسیع سیستم .۵.۴.٣ قضیه
: چندجمله�ای

det[In(z + ١)− Ê ′DÂ′] = (z + ١)P̄ (zn−p̄ + ān−p̄−١z
n−p̄−١ + ...+ ā١z + ā٠) (۶٠.٣)

p̄ = n− rank(Ê ′DÂ′) (۶١.٣)

پایدار مجانبی بطور (٢١.۴) مثبت استاندارد زمانی گسسته سیستم (٨.٢.٣) قضیه از استفاده با برهان.
نتیجه ۴.۴.٣ و واقعیت این از باشند. مثبت (١٠.٣) چندجمله�ای ضرایب تمام اگر تنها و اگر است
چند ضرایب تمام اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی بطور (٣۴.٣) مثبت یافته توسیع سیستم که می�شود

باشد. مثبت (۶٠.٣) جمله�ای



٣٨ منظم مداد با خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت .٣

(٧.٣.٣ مثال (ادامه .۶.۴.٣ مثال
: است زیر شکل به Ê ′DÂ′ ماتریس حالت این در

Ê ′DÂ′ =


٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 (۶٢.٣)

: است زیر صورت به آن مشخصه جمله�ای چند و

det[I٣(z + ١)− Ê ′DÂ′] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
z + ٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠

٠ z + ١ ٠
٠ ٠ z + ١

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (z + ٢(١(z + ٠٫ ۵) (۶٣.٣)

(۴٧.٣) های ماتریس با (٣۴.٣) مثبت یافته توسیع سیستم و است برقرار (۵.۴.٣) قضیه شرایط
است. پایدار مجانبی بطور

خطی وابسته سیستم�های تعمیم ۵.٣

خطی وابسته زمانی پیوسته سیستم�های ١.۵.٣

: بگیرید نظر در را زیر خطی یافته توسیع زمانی پیوسته سیستم

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(٠) = x٠ (۶۴.٣)

می B ∈ Rn×m و E,A ∈ Rn×n و ورودی و حالت بردارهای u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn بطوریکه
است. برقرار (١٢.٣) شرط که است مفروض باشند

: [٢۴] است زیر شکل به (۶۴.٣) معادله جواب .١.۵.٣ قضیه

x(t) = eÊ
DÂtÊDÊv+

∫ t

٠
eÊ

DÂ(t−τ)ÊDB̂u(τ)dτ+

q−١∑
k=٠

(ÊDÊ−In)(ÊDÂD)kÂDB̂u(k)(t)

(۶۵.٣)
و هستند (١۴.٣) در شده تعریف های ماتریس Â و Ê بطوریکه

u(k)(t) =
dku(t)

dtk
, k = ٠,١, . . . , q − ١ (۶۶.٣)

و
B̂ = [Ec− A]−١B (۶٧.٣)

است. دلخواه v ∈ Rn و



٣٩ خطی وابسته سیستم�های تعمیم .۵.٣

: اگر نامند مثبت (۶۴.٣) یافته توسیع سیستم .٢.۵.٣ تعریف
x(t) ∈ Rn

+, t ≥ ٠ ∀x(٠) ∈ Rn
+, x(٠) ∈ im(F̄ ) (۶٨.٣)

.(t ≥ ٠) u(t) ∈ Rm
+ های ورودی تمام و

: اگر تنها و اگر است مثبت (۶۴.٣) یافته توسیع زمانی پیوسته سیستم .٣.۵.٣ قضیه

ÊDÂ ∈Mn, Ê
DB̂ ∈ Rn×m

+ , (ÊDÊ − In)(Ê
DÂD)kÂDB̂ ∈ Rn×m

+

(۶٩.٣)

و باشد می k = ٠,١, ..., q − ١ بطوریکه
im[H٠, H١, ..., Hq] ∈ Rn

+ (٧٠.٣)

: بطوریکه

Hk =

(ÊDÊ − In)(Ê
DÂD)kÂDB̂ k = ٠,١, ..., q − ١

ÊDÊ k = q
(٧١.٣)

مثبت (۶۴.٣) خطی استاندارد زمانی پیوسته سیستم E = In اگر که گفت توان می [٢۶] از برهان.
: که دهیم می نشان .B ∈ Rn×m

+ و A ∈Mn اگر تنها و اگر است

∫ t

٠
eÊ

DÂ(t−τ)ÊDB̂u(τ)dτ ∈ Rn
+ u(t) ∈ Rm

+ , t ≥ ٠ (٧٢.٣)

است مثبت (۶۴.٣) یافته توسیع سیستم بنابراین .ÊDB̂ ∈ Rn×m
+ و ÊDÂ ∈Mn اگر تنها و اگر

باشند. برقرار (٧٠.٣) و (۶٩.٣) شرایط اگر تنها و اگر

خطی وابسته زمانی گسسته سیستم�های ٢.۵.٣

: بگیرید نظر در را زیر خطی یافته توسیع زمانی گسسته سیستم

E ′xi+١ = A′xi +B′ui, i ∈ Z+ = {٠,١, ...} (٧٣.٣)

و E ′, A′ ∈ Rn×n و ورودی و حالت بردارهای ترتیب به ui ∈ Rm و xi ∈ Rn بطوریکه
است. برقرار (٣۵.٣) شرط و rank(E) < n که است مفروض باشند. می B′ ∈ Rn×m

: است زیر صورت به (٧٣.٣) معادله جواب .۴.۵.٣ قضیه

xi = (Ê ′DÂ′)iÊ ′DÊ ′v +
i−١∑
k=٠

(Ê ′DÂ′)i−k−١Ê ′DB̂′uk+

q−١∑
k=٠

(Ê ′DÊ ′ − In)(Ê
′Â′D)kÂ′B̂′ui+k (٧۴.٣)



۴٠ منظم مداد با خطی یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت .٣

باشند. می (٣٧.٣) در شده تعریف Ê ′ و Â′ بطوریکه

B′ = [E ′c− A′]−١B′ (٧۵.٣)

باشد. می دلخواه v ∈ Rn
+ و

: اگر است مثبت (٧٣.٣) یافته توسیع سیستم .۵.۵.٣ تعریف

xi ∈ Rn
+, i ∈ Z+ ∀x٠ ∈ Rn

+, x٠ ∈ im(F̄ ) (٧۶.٣)

.i ∈ Z+ که ui ∈ Rn
+ های ورودی تمام و

اگر تنها و اگر است مثبت (٧٣.٣) یافته توسیع زمانی گسسته سیستم .۶.۵.٣ قضیه

Ê ′DÂ′ ∈ Rn×n
+ , Ê ′DB̂′ ∈ Rn×m

+ , (Ê ′DÊ ′ − In)(Ê
′Â′D)kÂ′B̂′ ∈ Rn×m

+ (٧٧.٣)

و باشد می k = ٠,١, ..., q − ١ که
im[H ′

٠, H
′
١, ..., H

′
q] ∈ Rn

+ (٧٨.٣)

بطوریکه

H ′
k =

(Ê ′DÊ ′ − In)(Ê
′Â′D)kÂ′B̂′ k = ٠,١, ..., q − ١

Ê ′DÊ ′ k = q
(٧٩.٣)

مثبت (٧٣.٣) خطی استاندارد زمانی گسسته سیستم ،E ′ = In اگر که گفت توان می [٢۶] از برهان.
.B̂′ ∈ Rn×m

+ و Â′ ∈ Rn×n
+ اگر تنها و اگر است
: که دهیم می نشان

i−١∑
k=٠

(Ê ′DÂ′)i−k−١Ê ′B̂′uk ∈ Rn
+ ui ∈ Rm

+ , i ∈ Z+ (٨٠.٣)

مثبت (٧٣.٣) یافته توسیع سیستم بنابراین .Ê ′DB̂′ ∈ Rn×m
+ و Ê ′DÂ′ ∈ Rn×n

+ اگر تنها و اگر
باشد. برقرار (٧٨.٣) و (٧٧.٣) شرایط اگر تنها و اگر است

زمانی گسسته و زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت فصل این در
توسیع سیستم�های مجانبی پایداری و بودن مثبت برای کافی و لازم شرایط گردید. بررسی منظم مداد با
زمانی گسسته سیستم�های و عددی های مثال روی شد گفته که شرایطی کارایی شد. بیان نیز خطی یافته
توسیع و کسری یافته توسیع سیستم�های برای می�تواند فوق ملاحظات شد. داده نشان زمانی پیوسته و

یابد. تعمیم خطی یافته



۴ فصل

یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت بررسی
خطی

مقدمه ١.۴

نوع این گردید. مطرح کامل بطور سوم فصل در مثبت خطی یافته توسیع سیستم�های به مربوط تعاریف
فصل این در دارند. فراوان و...کاربرد داروسازی اجتماعی، اقتصادی، مهندسی، علوم در سیستم�ها از
خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت جهت کافی و لازم شرایط که شد خواهد گرفته کار به روشی

[٣٣] کرد. خواهد بررسی را زمانی پیوسته و زمانی گسسته

خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت ٢.۴

خطی زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم�های ١.٢.۴

: بگیرید نظر در را زیر خطی زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم
Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) , x(٠) = x٠ (١.۴)

y(t) = Cx(t) (٢.۴)

است منظم آنگاه باشد صفر غیر دترمینان دارای Es − A ماتریسی مداد یا (E,A) ماتریس زوج اگر
.(s ∈ C)

هر و x٠ ∈ Rn
+ نامنفی اولیه شرط هر برای اگر است مثبت (٢.۴) و (١.۴) سیستم .١.٢.۴ تعریف

: بطوریکه u(t) ∈ Rm
+ نامنفی ورودی

uk(t) =
dku(t)

dtk
∈ Rm

+ , k = ١, . . . , q − ١

: باشیم داشته
x(t) ∈ Rn

+ , y(t) ∈ Rp
+ , t > ٠

۴١



۴٢ خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت بررسی .۴

ما برای ابتدا از q اندیس که است ذکر به (لازم .[٣٣] باشد می (E,A) ماتریس زوج اندیس q و
می�گردد.) معلوم انتها در و نیست مشخص

خطی زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم�های .٢.٢.۴ قضیه

ẋ(t) = Āx(t) + B̄٠u(t) + B̄١u
(١)(t) + · · ·+ B̄q−١u

q−١(t) (٣.۴)

y(t) = Cx(t) (۴.۴)

: اگر تنها و اگر است مثبت
Ā ∈Mn , B̄k ∈ Rn×m

+ , k = ٠,١, . . . , q − ١ , C ∈ Rp×n
+ (۵.۴)

است. n× n متزلر های ماتریس مجموعه Mn بطوریکه

خطی زمانی گسسته یافته توسیع سیستم�های ٢.٢.۴

: بگیرید نظر در را زیر خطی زمانی گسسته یافته توسیع سیستم
Exi+١ = Axi +Bui, i ∈ Z+ (۶.۴)

yi = Cxi (٧.۴)

است. منظم Ez − A مداد که کنیم می فرض

هر و x٠ ∈ Rn
+ نامنفی اولیه شرط هر برای اگر نامند مثبت (٧.۴) و (۶.۴) سیستم .٣.٢.۴ تعریف

: باشیم داشته i ∈ Z+ بطوریکه ui ∈ Rm
+ ورودی

xi ∈ Rn
+, yi ∈ Rp

+ (i ∈ Z+) (٨.۴)

زمانی گسسته یافته توسیع سیستم .۴.٢.۴ قضیه
xi+١ = Āxi + B̄٠ui + B̄١ui+١ + · · ·+ B̄q−١ui+q−١ (٩.۴)

yi = Cxi, i ∈ Z+ (١٠.۴)

: باشیم داشته اگر تنها و اگر است مثبت
Ā ∈ Rn×n

+ , B̄ ∈ Rn×m
+ , (k = ٠,١, . . . , q − ١) ; C ∈ Rp×n

+ (١١.۴)

برهان.

xi = Āix٠ +
i−١∑
k=٠

Āi−k−١(B̄٠uk + B̄١uk+١ + · · ·+ B̄q−١uk+q−١) (١٢.۴)

ui ∈ Rm
+ و x٠ ∈ Rn

+ هر برای آنگاه باشد، برقرار (١١.۴) اگر که شود می نتیجه (١٠.۴) و (١٢.۴) از
: باشیم داشته ،i ∈ Z+ که

xi ∈ Rn
+ , yi ∈ Rp

+ (١٣.۴)



۴٣ حالت معادلات تبدیل .٣.۴

: داریم i = ٠ برای (١٠.۴) و (٩.۴) از آنگاه .ui = ٠ باشیم داشته i ∈ Z+ هر برای که بگیرید نظر در

x١ = Āx٠ ∈ Rn
+ , y٠ = Cx٠ ∈ Rp

+ (١۴.۴)

هستند). دلخواه x٠ بردار و C و Ā های (ماتریس

حالت معادلات تبدیل ٣.۴

خطی زمانی پیوسته سیستم�های ١.٣.۴

با نوشت. توان می (٣.۴) معادله صورت به Es − A منظم مداد و det(E) = ٠ با را (١.۴) معادله
: زیر ماتریسی چیدمان روی [٣] مقدماتی١ سطری عملیات انجام

E A B (١۵.۴)

: داریم (١.۴) معادله روی ارز هم بطور یا

E١ A١ B١

٠ A٢ B٢
(١۶.۴)

و
E١ẋ(t) = A١x(t) + B١u(t) (١٧.۴)

٠ = A٢x(t) +B٢u(t) (١٨.۴)

زمان به نسبت (١٨.۴) رابطه از گیری مشتق با هستند. خطی مستقل E١ ماتریس سطرهای بطوریکه
: داریم

A٢ẋ(t) = −B٢u̇(t) (١٩.۴)

: شوند بازنویسی زیر بصورت توانند می (١٩.۴) و (١٧.۴) معادلات

[
E١

A٢

]
ẋ(t) =

[
A١

٠

]
x(t) +

[
B١

٠

]
u(t) +

[
٠
−B٢

]
u̇(t) (٢٠.۴)

: داریم (٢٠.۴) حل با آنگاه باشد، نامنفرد
[
E١

A٢

]
ماتریس اگر

ẋ(t) =

[
E١

A٢

]−١([
A١

٠

]
x(t) +

[
B١

٠

]
u(t) +

[
٠
−B٢

]
u̇(t)

)
(٢١.۴)

: زیر های ماتریس چیدمان روی مقدماتی سطری عملیات با آنگاه باشد، منفرد
[
E١

A٢

]
ماتریس اگر

١Elementary row operations



۴۴ خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت بررسی .۴

E١ A١ B١ ٠
A٢ ٠ ٠ −B٢

(٢٢.۴)

: داریم
E٢ A٣ B٣ C١

٠ A۴ B۴ C٢
(٢٣.۴)

و
E٢ẋ(t) = A٣x(t) +B٣u(t) + C١u̇(t) (٢۴.۴)

٠ = A۴x(t) + B۴u(t) + C٢u̇(t) (٢۵.۴)

از گیری مشتق با .rank(E)٢ ⩾ rank(E)١ و باشد می خطی مستقل سطرهای دارای E٢ بطوریکه
: داریم زمان به نسبت (٢۵.۴)

A۴ẋ(t) = −B۴u̇(t)− C٢ü(t) (٢۶.۴)

: شوند بازنویسی زیر بصورت توانند می (٢۶.۴) و (٢۴.۴) ]معادلات
E٢

A۴

]
ẋ(t) =

[
A٣

٠

]
x(t) +

[
B٣

٠

]
u(t) +

[
C١

−B۴

]
u̇(t) +

[
٠
−C٢

]
ü(t) (٢٧.۴)

زیر ماتریسی چیدمان بطوریکه
E٢ A٣ B٣ C١ ٠
A۴ ٠ ٠ −B۴ −C٢

(٢٨.۴)

آورد.[٣٣] بدست (٢٢.۴) از توان می را
ماتریس ]اگر

E٢

A۴

]
(٢٩.۴)

(٣٠.۴) ماتریس اگر نمود. حل را (٢٧.۴) معادله ،(٢٠.۴) معادله مشابه توان می آنگاه باشد، نامنفرد
: رسیم می زیر نامنفرد ماتریس به مرحله q− ١ از بعد کنیم. می تکرار (٢٨.۴) برای را کار باشد، ]منفرد

Eq−١

Aq+١

]
(٣٠.۴)

و

ẋ(t) =

[
Eq−١

Aq+١

]−١([
Aq

٠

]
x(t) +

[
Bq

٠

]
u(t) +

[
Cq

٠

]
u̇(t) + · · ·+

[
٠
−Hq

]
u(q−١)(t)

)
(٣١.۴)

(E,A) زوج اندیس با برابر فوق، عبارت در q همچنین باشد. می u(k)(t) =
dku(t)

dtk
بطوریکه

.[٣٣] باشد می



۴۵ حالت معادلات تبدیل .٣.۴

عددی مثال

تبدیل (٢١.۴) معادله صورت به را زیر معادله قبل، قسمت در مذکور مراحل به توجه با .١.٣.۴ مثال
آورید. بدست را q اندیس و نموده

٠ ١ ٠
٠ −١ ٠
٠ ٠ ١

 ẋ(t) =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ١ ٠

 x(t) +


٠ ٠
−١ ٠
٠ ١

u(t) (٣٢.۴)

: داریم ابتدا در

E A B =

٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ −١ ٠ ٠ ١ ٠ −١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١

: داریم سه با دو سطر تعویض نیز و دو سطر در آن جایگذاری و یک و دو سطر جمع با

E١ A١ B١

٠ A٢ B٢
=

٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ −١ ٠

: [٣٣] داریم بعد مرحله در

E١ A١ B١ ٠
A٢ ٠ ٠ −B٢

=

٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠

]ماتریس
E١

A٢

]
=


٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
١ ١ ٠


: داریم (٢١.۴) از و است نامنفرد

ẋ(t) =

[
E١

A٢

]−١([
A١

٠

]
x(t) +

[
B١

٠

]
u(t) +

[
٠
−B٢

]
u̇(t)

)
(٣٣.۴)

=


−١ ٠ ٠
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

 x(t) +


٠ ٠
٠ ٠
٠ ١

u(t) +


١ ٠
٠ ٠
٠ ٠

 u̇(t)

باشد. می q = ٢ مثال این در



۴۶ خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت بررسی .۴

زمانی گسسته سیستم�های ٢.٣.۴

گسسته سیستم�های برای را آن توان می شود، می گفته زمانی پیوسته سیستم�های برای که روشی مشابه
: و رسیم می (١۶.۴) به ،(١۵.۴) روی مقدماتی سطری اعمال بکارگیری با نمود. اعمال نیز زمانی

E١xi+١ = A١xi +B١ui (٣۴.۴)

٠ = A٢xi +B٢ui (٣۵.۴)

: داریم (٣۵.۴) در i جای به i+ ١ جایگزینی با باشد. می خطی مستقل سطرهای دارای E١ بطوریکه

A٢xi+١ = −B٢ui+١ (٣۶.۴)

: شوند نوشته زیر بصورت توانند می (٣۶.۴) و (٣۴.۴) ]معادلات
E١

A٢

]
xi+١ =

[
A١

٠

]
xi +

[
B١

٠

]
ui +

[
٠
−B٢

]
ui+١ (٣٧.۴)

:[٣٣] آید بدست (١۶.۴) از تواند می زیر چیدمان

E١ A١ B١ ٠
A٢ ٠ ٠ −B٢

(٣٨.۴)

: داریم (٣٧.۴) حل از آنگاه باشد، نامنفرد
[
E١

A٢

]
ماتریس اگر

xi+١ =

[
E١

A٢

]−١([
A١

٠

]
xi +

[
B١

٠

]
ui +

[
٠
−B٢

]
ui+١

)
(٣٩.۴)

را (٢٣.۴) توانیم می ،(٣٨.۴) روی مقدماتی سطری عملیات با آنگاه باشد، منفرد
[
E١

A٢

]
ماتریس اگر

: و آوریم بدست

E٢xi+١ = A٣xi +B٣ui + C١ui+١ (۴٠.۴)

٠ = A۴xi +B۴ui + C٢ui+١ (۴١.۴)

i+ ١ جایگزینی با .rank(E٢) ⩾ rank(E١) و باشد می خطی مستقل سطرهای دارای E٢ بطوریکه
: داریم (۴١.۴) در i جای به

E۴xi+١ = −B۴ui − C٢ui+٢ (۴٢.۴)

: شوند نوشته زیر بصورت توانند می (۴٢.۴) و (۴٠.۴) معادلات



۴٧ حالت معادلات تبدیل .٣.۴

[
E٢

A۴

]
xi+١ =

[
A٣

٠

]
xi +

[
B٣

٠

]
ui +

[
C١

−B۴

]
ui+١ +

[
٠
−C٢

]
ui+٢ (۴٣.۴)

: [٣٣] داریم (٢٣.۴) از

E٢ A٣ B٣ C١ ٠
A۴ ٠ ٠ −B۴ −C٢

(۴۴.۴)

را کار باشد، منفرد اگر و آورد بدست (۴٣.۴) از را xi+١ توان می باشد، نامنفرد (٣٠.۴) ماتریس اگر
نامنفرد ماتریس مرحله q− ١ از بعد باشد، منطم مداد دارای اگر کنیم. می تکرار (۴۴.۴) ماتریس برای

: داریم را ]زیر
Eq−١

Aq+١

]
(۴۵.۴)

و

xi+١ =

[
Eq−١

Aq+١

]−١([
Aq

٠

]
xi +

[
Bq

٠

]
ui +

[
Cq

٠

]
ui+١ + · · ·+

[
٠
−Hq

]
ui+q−١

)
(۴۶.۴)

عددی مثال

تبدیل (٣.۴) معادله صورت به را زیر معادله قبل، قسمت در مذکور مراحل به توجه با .٢.٣.۴ مثال
آورید. بدست را q اندیس و نموده

١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
−٢ −٢ ٠

xi+١ =


١ ١ ٠
٠ ٠ ١
−٢ −٢ ٣

xi +


١ ٠
٠ ١
٢ ٠

ui (۴٧.۴)

: داریم را زیر چیدمان ابتدا در

E A B =

١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١
−٢ −٢ ٠ −٢ −٢ ٣ ٢ ٠

سوم سطر سپس و داده قرار سوم سطر جای به و کرده جمع دوم سطر با را سوم سطر اگر فوق چیدمان در
: داریم نماییم، جایگزین سوم سطر جای به و کرده جمع اول سطر برابر دو با را

E١ A١ B١

٠ A٢ B٢
=

١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −٢ ۴ ١



۴٨ خطی یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت بررسی .۴

: [٣٣] داریم بعد مرحله در

E١ A١ B١ ٠
−A٢ ٠ ٠ B٢

=

١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ۴ ٠

]ماتریس
E١

−A٢

]
=


١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠
٠ ٠ ٢


: داریم (٣٩.۴) از و است نامنفرد

xi+١ =

[
E١

A٢

]−١([
A١

٠

]
xi +

[
B١

٠

]
ui +

[
٠
−B٢

]
ui+١

)
(۴٨.۴)

=


١ ١ ٠
٠ ٠ ٠٫ ۵
٠ ٠ ٠

xi +


١ ٠
٠ ٠٫ ۵
٠ ٠

ui +


٠ ٠
٠ ٠
٢ ٠٫ ۵

 ui+١

باشد. می q = ١ مثال این در

: اگر تنها و اگر است مثبت (۴.۴) و (٣.۴) خطی زمانی گسسته یافته توسیع سیستم .٣.٣.۴ قضیه

[
Eq−١

Aq+١

]−١ [
Aq

٠

]
∈ Rn×n

+ ,

[
Eq−١

Aq+١

]−١ [
Bq

٠

]
∈ Rn×m

+ , . . . ,

[
Eq−١

Aq+١

]−١ [
٠
−Hq

]
(۴٩.۴)

.[٣٣] برهان.

عددی مثال

طبق (۴٧.۴) معادله با خطی زمانی گسسته یافته توسیع سیستم ((٢.٣.۴) مثال (ادامه .۴.٣.۴ مثال
: داریم زیرا است، مثبت فوق، قضیه

[
E١

A٢

]−١ [
A١

٠

]
=


١ ١ ٠
٠ ٠ ٠٫ ۵
٠ ٠ ٠

 ,

[
E١

−A٢

]−١ [
B١

٠

]
=


١ ٠
٠ ٠٫ ۵
٠ ٠


[
E١

−A٢

]−١ [
٠
B٢

]
=


٠ ٠
٠ ٠
٢ ٠٫ ۵





۴٩ حالت معادلات تبدیل .٣.۴

هستند. نامنفی های دارایه دارای فوق های ماتریس کنید، می ملاحظه که همانطور

گردید بررسی خطی زمانی گسسته و زمانی پیوسته یافته توسیع سیستم�های بودن مثبت بخش این در
شده گفته قضایای گرفتن بکار با نهایت در شد. ذکر سیستم�ها این بودن مثبت برای کافی و لازم شرایط و

شد. مطرح نیز عددی مثال چند بخش، این در





۵ فصل

حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل
گزاره�ای و پیشرو

مقدمه ١.۵

خطی زمانی گسسته کسری یافته توسیع سیستم یک برای را گزاره�ای و پیشرو پسخوردحالت فصل این در
می�دهیم. توضیح را روش این مثال ارائه با و می�کنیم معرفی

مسئله شرح ٢.۵

: بگیرید نظر در را زیر خطی زمانی گسسته کسری یافته توسیع سیستم

E∆αxk+١ = Axk +Buk , x(٠) = ٠, ٠ < α < ١ (١.۵)

ورودی بردار uk گیری، مشتق مرتبه α حالت، بردار xk ∈ Rn×١ منفرد، ماتریس E ∈ Rn×n بطوریکه
xk+١ αام مرتبه مشتق باشد. زمانی ناوردای های ماتریس ،B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n و کنترل

: می�شود تعریف زیر بصورت

∆αxk+١ =
k+١∑
i=٠

(−١)i
(
α

i

)
xk−i+١ (٢.۵)

(
α

i

)
=

١ i = ٠
α(α−١)...(α−i+١)

i!
i = ١,٢, . . .

: داریم (١.۵) در (٢.۵) جایگذاری با

E

(
k+١∑
i=٠

(−١)i
(
α

i

)
xk−i+١

)
= Axk +Buk (٣.۵)

۵١



۵٢ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

: نوشت می�توان (٣.۵) معادله به توجه با
Exk+١ = (A+ c١E)xk + c٢Exk−١ + · · ·+ ck+١Ex٠ +Buk , k = ٠,١, . . . (۴.۵)

: بطوریکه

ci = (−١)i+١
(
α

i

)
معادله ،∆αxk+١ تعریف طبق کرد. تبدیل بینهایت بعد با سیستمی بصورت می�توان را (١.۵) سیستم

: می�شود تبدیل زیر بصورت (٣.۵)

Exk+١ = (A+ αE)xk +
k+١∑
j=٢

(−١)j+١
(
α

j

)
Exk−j+١ +Buk (۵.۵)

= (A+ αE)xk +
k+١∑
j=٢

cjExk−j+١ +Buk.

فوق سیستم (L = ٠,١, ...)،cL+١ ≈ ٠ بزرگ Lهای ازای به و است نزولی ci ضرایب اینکه به توجه با
: می�گردد تبدیل زیر بصورت

Exk+١ = (A+ αE)xk +
L∑

j=٢
cjExk−j+١ +Buk. (۶.۵)

تغییر با حال

Ā =



A+ αE c١E c٢E . . . ck−L+١E

I ٠ ٠ . . . ٠
٠ I ٠ . . . ٠
... ... ... ... ...

٠ ٠ ... I ٠


, Uk = uk

Xk = [xk, xk−١, . . . , xk−L+١]
T , B̄ =



B

٠
٠
...
٠


, Ē =


E ٠ ٠ . . . ٠
٠ I ٠ . . . ٠
... ... . . . ... ...
٠ ٠ . . . ٠ I


: می�کنیم تعریف زیر صورت به (۶.۵) سیستم آنگاه

ĒXk+١ = ĀXk + B̄Uk (٧.۵)

Uk ∈ و حالت بردار Xk ∈ Rn(k+١)×١ و B̄ ∈ Rn(k+١)×١ ، Ē ∈ Rn(k+١)×n(k+١) و Ā بطوریکه
عمل در را ماتریس ابعاد اینکه دلیل (به نامیم. می عملی پایداری را این که می�باشد ورودی بردار Rm×١

کردیم.) متناهی



۵٣ پیشرو حالت پسخورد از استفاده با کسری زمانی گسسته یافته توسیع سیستم�های کنترل .٣.۵

استفاده با کسری زمانی گسسته یافته توسیع سیستم�های کنترل ٣.۵
پیشرو حالت پسخورد از

حالت پسخورد کنترل حال بگیرید. نظر در (٢.۵) رابطه و شده تعریف های ماتریس با (١.۵ سیستم(
: گیریم می نظر در زیر صورت به را پیشرو

uk = −kdXk+١ (٨.۵)

که آوریم بدست حالت پسخورد های روش از استفاده با را kd پیشرو حالت پسخورد باید ما بنابراین
برای و λi ∈ C آن در که {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه (٨.۵) و (١.۵) شده کنترل سیستم های قطب
استفاده جای به را پیشرو حالت پسخورد از استفاده برتری روش این باشد. λi ̸= ٠، i = ١,٢, . . . , n

می�دهد. نشان حالت پسخورد از

: می�کنیم تعریف را زیر های ماتریس .١.٣.۵ قضیه
N = A−١E , M = −A−١B (٩.۵)

{λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n } مجموعه که باشد حالتی پسخورد kd و باشد پذیر کنترل (A,B)زوج که کنیم فرضمی و

: باشند زیر بسته حلقه سیستم های قطب
ż(t) = Nz(t) +Mw(t) (١٠.۵)

w(t) = −kdz(t) (١١.۵)

: می�باشد زیر بسته حلقه سیستم از هایی قطب {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه ،kd پسخورد برای آنگاه
Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (١٢.۵)

u(t) = −kdx(t) (١٣.۵)

[٧] : اثبات برهان.

: بگیرید نظر در را زیر مفروضات

rank[Ē | B̄] = n(k + ١)
rank[Ā] = n(k + ١)
rank[B̄] = m

: بطوریکه دارد وجود kd ماتریس ،آنگاه rank[Ā] = n(k + ١) اگر که است واضح
rank[Ē + B̄kd] = n(k + ١) (١۴.۵)

اوقات، اغلب در که دلیل این به نمی�باشد. خوبی ،شرط (١۴.۵) شرط که کرد خواهیم بررسی ادامه در
در صادق که kd برای می�شود. محدود بسیار زمینه این در مسائل لذا و نیست کامل رتبه Ā ماتریس
: شود بازنویسی زیر صورت به می�تواند (١.۵) سیستم که می�گیریم نتیجه (٨.۵) از می�باشد، (١۴.۵)



۵۴ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

ĒXk+١ = ĀXk − B̄kdXk+١ (١۵.۵)

Xk+١ = (Ē + B̄kd)
−١ĀXk (١۶.۵)

در λ١, λ٢, . . . , λn با برابر ای ویژه مقادیر و rank(Z) = n با را Z ∈ Rn×n ماتریس .٢.٣.۵ لم
می�باشد. λ−١

١ , λ−١
٢ , . . . , λ−١

n با برابر Z−١ ویژه مقادیر آنگاه بگیرید. نظر

: که دارد وجود v ویژه بردار یک ،Z از λ ∈ {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه مقدار هر برای برهان.
Zv = λv

: داریم بنابراین .λ ̸= ٠ و است نامنفرد Z آنگاه ،rank(Z) = n که آنجایی از
v = Z−١λv ⇒ λ−١v = Z−١v

است. z−١ ویژه مقدار یک λ−١ بنابراین و

عملی پایداری ۴.۵

: می�گیریم نظر در زیر فرم به (٧.۵) سیستم برای را گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد کنترل
Uk = kdXk+١ + kpXk (١٧.۵)

: معادله بسته حلقه سیستم به را صفر غیر ویژه مقادیر که است حالتی پسخورد ماتریس kp آن در که

Qk+١ = ĀQk + B̄Vk (١٨.۵)

Vk = kpQk

پسخورد روش�های از استفاده با kd پیشرو پسخورد حالت آوردن دست به هدف لذا می�دهد. اختصاص
{λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه از و می�باشند دلخواه بطور (١٨.۵) و (١٧.۵) سیستم قطبهای که است حالت

: بگیرید نظر در را زیر مفروضات .λi ̸= ٠ ،i هر برای و λi ∈ C بطوریکه اند شده انتخاب

rank[Ē|B̄] = n(k + ١)

rank[B̄] = m

: که دارد وجود kd آنگاه باشد برقرار شرایط این اگر که است واضح
rank[Ē − B̄kd] = n(k + ١) (١٩.۵)

بازنویسی خطی بصورت می�تواند (٧.۵) سیستم که می�شود نتیجه (١٧.۵) از و (١٩.۵) در صادق kd از
: گردد

ĒXk+١ = ĀXk + B̄(kdXk+١ + kpXk), (٢٠.۵)

Xk+١ = (Ē − B̄kd)
−١(Ā+ B̄kp)Xk. (٢١.۵)



۵۵ تشابهی تبدیل یک کمک به حالت فضای تبدیل .۵.۵

بسته حلقه سیستم به را صفر ویژه مقادیر که باشد بگونه�ای kp اگر که گرفت نتیجه می�توان از(۵.٢١)
برابر آن قطب یک حداقل زیرا می�شوند، ناپایدار (١٧.۵) و (٧.۵) سیستم آنگاه دهد اختصاص (١٨.۵)
مقادیر کافیست فقط نیست، Ā بودن کامل رتبه به نیازی روش این در که است ذکر قابل باشد. می صفر

باشد. پذیر وارون سیستم تا بوده صفر غیر که گردد تنطیم طوری (١٨.۵) بسته حلقه سیستم ویژه

: بگیرید نظر در را زیر های ماتریس .١.۴.۵ قضیه
N = (Ā+ B̄kp)

−١Ē, M = −(Ā+ B̄kp)
−١B̄ (٢٢.۵)

{λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n(k+١)} مجموعه که باشد حالتی پسخورد kd و باشند پذیر کنترل (N,M)زوج فرضکنیم و

: باشند زیر بسته حلقه سیستم های ویژه مقدار

zk+١ = Nzk +MwK , (٢٣.۵)

wk = kdZk. (٢۴.۵)

از که باشند مشخصی ویژه مقادیر i = ١,٢, . . . , n(k + ١) هر برای λi ̸= ٠ و λi ∈ C بطوریکه
با (٧.۵) پذیر کنترل سیستم ویژه مقادیر {λ١, λ٢, . . . , λn(k+١)} مجموعه آنگاه اند، شده تعیین پیش

است. برقرار (١٩.۵) شرط همچنین و هستند (١٧.۵) گزاره�ای و مشتق حالت پسخورد

(٢٣.۵) سیستم که دارد وجود kd حالت پسخورد آنگاه باشند، پذیر کنترل (N,M) کنید فرض برهان.
: داریم (٢۴.۵) و (٢٣.۵) جایگذاری با بماند. باقی پذیر کنترل (٢۴.۵) حالت پسخورد با

Zk+١ = (N +Mkd)Zk (٢۵.۵)

از حال λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n(k+١) با برابرند ها ویژه مقدار فرض طبق و

N = (Ā+ B̄kp)
−١Ē, M = −(Ā+ B̄kp)

−١B̄, λi ̸= ٠

: داریم i = ١,٢, . . . , n(k + ١) برای

(N +Mkd)
−١ =

(
(Ā+ B̄kp)

−١(Ē − B̄kd)
)−١

= (Ē − B̄kd)
−١(Ā+ B̄kp) (٢۶.۵)

از ای ویژه مقادیر λ١, λ٢, . . . , λn(k+١) که می�شود نتیجه (٢.٣.۵) لم (٢۶.۵)و از حال
(Ē − B̄kd)

−١(Ā+ B̄kp)

تلفیق (١٧.۵) مشتق حالت پسخورد و (٧.۵) سیستم از هایی ویژه مقدار ها، ویژه مقدار این باشند. می
می�باشد. (٢١.۵) در شده

تشابهی تبدیل یک کمک به حالت فضای تبدیل ۵.۵

عضو z(t) و است شده تعریف Rn(k+١) فضای بر که باشد، تشابهی خطی تبدیل یک T می�کنیم فرض
(٢٢.۵) در شده تعریف بصورت N و M های ماتریس و باشد زیر سیستم حالت فضای از دلخواهی

باشند.
z(i+ ١) = Nz(i) +Mw(i), (٢٧.۵)



۵۶ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

حالت فضای در حالت بردار و شود تبدیل جدید فضای به T−١ ماتریس توسط سیستم حالت اگر
: یعنی باشد، ẑ(i) یافته تبدیل

ẑ(i) = T−١z(i), (٢٨.۵)

: داشت خواهیم رابطه(۵.٢٧) در آن جایگذاری و (٢٨.۵) رابطه�ی از z(i) محاسبه�ی با
T ẑ(i+ ١) = NT ẑ(i) +Mw(i), (٢٩.۵)

: داشت خواهیم T−١ در رابطه طرفین ضرب با
ẑ(i+ ١) = T−١NT ẑ(i) + T−١Mw(i), (٣٠.۵)

با M و T−١NT با N که تفاوت این با است (٢٧.۵) معادله نوع از معادله�ای (٣٠.۵) معادله�ی
: دهیم می قرار است. شده عوض T−١M

T−١NT = N̂ , T−١M = M̂,

: می�آوریم بدست یافته تبدیل فضای در را زیر حالت معادله�ی ترتیب این به
ẑ(i+ ١) = N̂ ẑ(i) + M̂w(i). (٣١.۵)

در توان می (٢٨.۵) رابطه به توجه با باشد تعادل حالت به آن رساندن و سیستم حالت کنترل هدف، اگر
حالت بردار که z(i) است بدیهی صورت این در رساند. تعادل به را ẑ(i) حالت بردار جدید حالت فضای
با (M,N) زوج با نظر مورد مسئله حل بیان، این با رسید. خواهد تعادل به نیز است اولیه فضای در

می�باشد. ارز هم (M̂, N̂) زوج با مسئله حل
زوج اینصورت در می�آوریم. دست به فرد به منحصر بصورت پذیری کنترل ماتریس روی از را T ماتریس
(M̂, N̂) فرم می�شود. تعیین فرد به منحصر طور به می�آید، دست به T و (M,N) روی از که (M̂, N̂)

می�نامند. اشلون استاندارد فرم را

Tتبدیل ماتریس آوردن دست به طریقه ۶.۵

داد قرار این با باشند، M ماتریس mام تا اول ستون�های ترتیب به m١,m٢, . . . ,mm می�کنیم فرض
: داد نشان زیر بصورت (٢٧.۵) سیستم برای را Q پذیر کنترل ماتریس می�توان

Q =
[
M,NM, . . . , Nn(k+١)−١M

]
(٣٢.۵)

Q̄ =
[
m١, . . . ,mM , Nm١, . . . , Nmm, . . . , N

n(k+١)−١m١, . . . , N
n(k+١)−١mm

]
, (٣٣.۵)

بدست طوری را Q ستون�های از اول ستون n(k + ١) می�توان پس است، پذیر کنترل سیستم آنجاکه از
که مستطیلی بلوک یک در را Q ماتریس ستون�های تر، آسان نمایش برای باشند. خطی مستقل که آورد

: می�دهیم نمایش زیر بصورت دارد، ستون m و سطر n(k + ١)

Q =


N٠m١ N٠m٢ . . . N٠mm

N١m١ N١m٢ . . . N١mm

... ... ... ...
Nn(k+١)−١m١ Nn(k+١)−١m٢ . . . Nn(k+١)−١mm

 (٣۴.۵)



۵٧ Tتبدیل ماتریس آوردن دست به طریقه .۶.۵

بلوک روی از ماتریس آوردن دست به می�باشد. Rn(k+١) فضای از بردار یک بلوک در واقع عضو هر که
: بود خواهد زیر بصورت (٣٢.۵)

ماقبل بردارهای با که بردارهایی پائین و راست طرف به (٣٢.۵) بلوک بالای چپ گوشه�ی از شروع با
نیز آن زیر در واقع بردارهای همه�ی شد، حذف برداری اگر و می�کنیم حذف بلوک از خطی�اند، وابسته
دست به خطی مستقل بردارهای تعداد که می�دهیم ادامه جایی تا را عمل این و می�شوند حذف بلوک از
حذف بلوک از را آمده بدست بردار n از غیر مانده باقی بردارهای همه حالت این در و باشد n برابر آمده
معکوس T آنگاه دهیم، قرار T ماتریس ستون�های ترتیب به را خطی مستقل بردار n این اگر می�کنیم.

می�آید. دست به نظر مورد تبدیل و بود حواهد پذیر
شود. حذف باید نیز آن زیر عناصر که کردیم اشاره می�شود، حذف بلوک از عضوی وقتی فوق، فرآیند در

است. آمده زیر گزاره در کار این دلیل

Ajbi بردارهای آنگاه باشد، خطی وابسته خودش ماقبل بردارهای با Akbi بردار اگر .١.۶.۵ گزاره
باشد. k از بزرگتر صحیح عدد هر j اگر هستند، خود ماقبل بردارهای از خطی ترکیب

: می�نویسیم زیر بصورت را آن متوالی سطر سه و می�گیریم نظر در دوباره را (٣٢.۵) بلوک برهان.

Ak−١b١, . . . , A
k−١bi−١, A

k−١bi, A
k−١bi+١, . . . , A

k−١bm,

Akb١, . . . , A
kbi−١, A

kbi, A
kbi+١, . . . , A

kbm,

Ak+١b١, . . . , A
k+١bi−١, A

k+١bi, A
k+١bi+١, . . . , A

k+١bm,

: نوشت می�توان فرض طبق

Akbi = [(c٠,١A
٠b١ + c٠,٢A

٠b٢ + · · ·+ c٠,mA
٠bm)

+ (c١,١A
١b١ + c١,٢A

١b٢ + · · ·+ c١,mA
١bm)

. . .

+ (ck−١,١A
k−١b١ + ck−١,٢A

k−١b٢ + · · ·+ ck−١,mA
k−١bm)

+ (ck,١A
kb١ + ck,٢A

kb٢ + · · ·+ ck,mA
kbm)]

: می�کنیم ضرب A در را رابطه این طرفین حال

Ak+١bi = [(c٠,١A
١b١ + c٠,٢A

١b٢ + · · ·+ c٠,mA
١bm)

+ (c١,١A
٢b١ + c١,٢A

٢b٢ + · · ·+ c١,mA
٢bm)

. . .

+ (ck−١,١A
kb١ + ck−١,٢A

kb٢ + · · ·+ ck−١,mA
kbm)

+ (ck,١A
k+١b١ + ck,٢A

k+١b٢ + · · ·+ ck,mA
k+١bm)]
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خود ماقبل بردارهای از خطی ترکیب یک بصورت Ak+١bi بردار که می�دهد نشان بوضوح رابطه این
گردد. حذف بلوک از باید و است

(٣٢.۵) بلوک از j > k آن در که N jmi بردارهای همه باید که داد نشان می�توان روش همین به
خواهد زیر بصورت است، شده اعمال آن روی فوق فرآیند که بلوکی یعنی مانده باقی بلوک گردند، حذف

: بود
N٠m١ N٠m٢ . . . N٠mi . . . N

٠mm

...
Np١−١m١ N٠m٢ . . . Np١−٢mi . . . N

pm−١mm

است. n بلوک این در واقع های بردار تعداد که

کرونکر ناورداهای ٧.۵

مربوط pi مانند صحیح عددی Mاست ماتریس از ستونی متناظر که بلوک از ستون هر به قبلی بخش در
: می�کند صدق زیر رابطه�ی در که می�شود

∀i, ١ ≤ i ≤ m, ١ ≤ pi ≤ n. (٣۵.۵)

ستون در واقع بردارهای کل تعداد پس است، بلوک ام i ستون در مانده باقی بردارهای تعداد pi طرفی از
: با است برابر بلوک های

p١ + p٢ + · · ·+ pm,

: لذا است، n برابر تعداد این طرفی از و
n = p١ + p٢ + · · ·+ pm (٣۶.۵)

است. آمده بدست (پوپوف-١٩٧٢)١ توسط رابطه این که

: می�شود تعریف زیر صورت به پذیری کنترل اندیس .١.٧.۵ تعریف
v = max{p١, p٢, . . . , pm}. (٣٧.۵)

حداکثر در می�توان را حالت فضای از صفری غیر بردار هر زیرا می�نامند، سیستم پذیری کنترل اندیس را v
شود.)[٣۴] صفر بسته حلقه ماتریس که توانی کوچکترین رساند.(یعنی تعادل حالت به تکرار v

مربوط M ماتریس از mi i = ٠,١, . . . ,m های ستون از هریک برای که pi اعداد .٢.٧.۵ تعریف
می�شوند. نامیده (M,N) زوج کرونکر ناورداهای می�شوند،

: می�کنیم بحث را کرونکر ناورداهای از حالت دو زیر در

١popof



۵٩ نامنظم و منظم کرونکر ناورداهای .٨.۵

: باشند برابر باهم همگی (M,N) زوج کرونکر ناورداهای که وقتی الف
p١ = p٢ = · · · = pm = v =

n

m
, (٣٨.۵)

: بود[٣۴] خواهد فرد به منحصر حالت پسخورد ماتریس آنگاه

پسخورد ماتریس و حالت ماتریس آنگاه نباشند، برابر هم با (M,N) زوج کرونکر ناورداهای وقتی ب
بود. نخواهد فرد به منحصر حالت

نامنظم و منظم کرونکر ناورداهای ٨.۵

بین اختلاف هرگاه می�نامند، منظم را (M,N) پذیر کنترل زوج کرونکر ناورداهای .١.٨.۵ تعریف
: باشد واحد برابر حداکثر آنها مینیمم و ماکزیمم

pmax − pmin ≤ ١. (٣٩.۵)

. [٣۴] می�نامند نامنظم را آنها نباشند، منظم (M,N) پذیر کنترل زوج کرونکر اگرناورداهای

کرونکر ناورداهای از خاصی حالت برابرند، باهم کرونکر ناورداهای که حالتی که می�شود ملاحظه
می�باشد. منظم

اشلون استاندارد فرم ٩.۵

به را دستگاه حالت معادله شده�است. تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهی تبدیل T که کنید فرض
می�گیریم: نظر در زیر صورت

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۴٠.۵)

یعنی: شود، تبدیل جدید فضای به T−١ تبدیل ماتریس توسط دستگاه حالت بردار می�کنیم فرض حال

x̂(t) = T−١x(t) یا x(t) = T x̂(t) (۴١.۵)

داشت: خواهیم (۴٠.۵) حالت معادله در (۴١.۵) جایگذاری با

T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) +Bu(t)

ˆ̇x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t)
(۴٢.۵)

داریم: (۴٢.۵) معادله در B̂ = T−١B و Â = T−١AT گرفتن نظر در با

ˆ̇x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t) (۴٣.۵)



۶٠ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

کرد. مشخص پذیری کنترل ماتریس از استفاده با منحصر�به�فردی به�صورت می�توان را T تبدیل ماتریس

می�دهیم. قرار T تبدیل ماتریس ستون�های را Q ماتریس خطی مستقل ستون n اولین که ترتیب به�این
: می�کنیم تعریف زیر صورت به را اشلون استاندارد فرم صورت این در

T = [b١ b٢ . . . bm . . . Aq−١b١ . . . A
q−١br Aq−١br+١ . . . A

q−١bm Aqb١ . . . A
qbr]

ماتریس اگر می�دهیم. تشکیل را است ستون n +m و سطر n دارای که ،[B,A] افزوده ماتریس
داشت: خواهیم دهیم، تشکیل را [T−١B, T−١AT ]

T−١[B,AT ] = T−١[b١ b٢ . . . bm Ab١ . . . A
qb١ . . . A

qbr Aqbr+١ . . . A
qbm Aq+١b١ . . . A

q+١br]

= T−١[T,Aqbr+١ . . . A
q+١br] = [I, T−١Aqbr+١ . . . T

−١Aq+١br] = [In×n, Vn×m]

(۴۴.۵)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را نظیر ستونی و سطری تشابهی تبدیلات اکنون

.١
r(i)←→ r(j) , c(i)←→ c(j)

.٢
r(i)←→ ar(i) , c(i)←→ ١

a
c(i)

.٣
r(i)←→ r(i) + kr(j) , c(j)←→ c(j)− kc(i)

افزوده ماتریس ابتدا نماییم، تبدیل [I, V ] اشلون استاندارد فرم به را (B,A) زوج بخواهیم که صورتی در
و Q ماتریس روی مقدماتی سطری عملیات از استفاده با سپس می�دهیم. تشکیل را Q = [B,A, I]

تبدیل I به را Q ماتریس اول ستون n مرحله، هر در حاصل A ماتریس روی نظیر مقدماتی ستونی
می�شود. تبدیل زیر صورت به Q̂ افزوده ماتریس این�صورت در می�کنیم.

Q̂ = [B̂, Â, T−١] = [In, Vn×m, T
−١] (۴۵.۵)

: هستند زیر صورت به B̂ و Â های ماتریس که

Â =



٠m×m ٠ . . . ٠m×r v(١)m×m

Im ٠ . . . ٠ v(٢)m×m

٠m×m Im . . . ٠ v(٣)m×m

... ... ... ...
٠ ٠ . . . ٠ v(q)m×m

٠r×m ٠r×m . . . Ir v(q+١)
r×m


, B̂ =



Im

٠m×m

٠m×m

...
٠m×m

٠r×m


(۴۶.۵)



۶١ عددی روش به اشلون استاندارد فرم آوردن دست به .١٠.۵

عددی روش به اشلون استاندارد فرم آوردن دست به ١٠.۵

باشد. دلخواه پذیر معکوس خطی تبدیل S و باشند پذیر کنترل (M,N) زوج که کنیم فرض

زیرا هستند. برابر (S−١M,S−١NS) زوج کرونکر ناورداهای با (M,N) زوج کرونکر ناورداهای اول
:

: باشد زیر بصورت (M,N) زوج پذیری کنترل ماتریس اگر
Q = [M,NM, . . . , Nn(k+١)−١M ],

: بود خواهد زیر بصورت (S−١M,S−١NS) زوج پذیری کنترل ماتریس آنگاه

Q = [S−١M, (S−١NS)S−١M, . . . , (S−١NS)n(k+١)−١S−١M ]

= [S−١M, (S−١NS)S−١M, . . . , ((S−١NS) . . . (S−١NS)︸ ︷︷ ︸
n(k+١)−١

)S−١M ]

= [S−١M,S−١NM, . . . , S−١Nn(k+١)−١M ]

= S−١[M,NM, . . . , Nn(k+١)−١M ]

= S−١Q.

S−١ چون و است برابر (S−١M,S−١NS) زوج پذیری کنترل ماتریس که می�شود ملاحظه
ستون n(k+١) تعیین با Q از خطی مستقل اول ستون n(k+١) تعیین لذا است، پذیر معکوس
باهم کرونکر ناورداهای که می�شود ثابت ترتیب این به نمی�کند. فرقی S−١Q از خطی مستقل اول

بود. خواهند برابر

ستون n(k+١) و دهیم نشان T با را Q از خطی مستقل ستون�های اولین از ستون n(k+١) اگر دوم
: که است بدیهی دهیم، نشان Ts با را S−١Q از خطی مستقل ستون�های اولین از

Ts = S−١T

آنگاه باشد، n(k + ١) مرتبه همانی ماتریس Ts ماتریس که آوریم دست به طوری را S اگر حال
وقتی که آوریم بدست S مانند پذیری معکوس ماتریس اگر دیگر، بیان به بود، خواهد T همان S

(S−١M,S−١NS) زوج پذیری کنترل ماتریس ستون�های اولین از خطی مستقل ستون n(k+١)
باشند، In(k+١) ستون n(k + ١) همان ترتیب به ستون n(k + ١) این اگر می�کنیم انتخاب را

: داشت خواهیم آنگاه
S = T

: زیرا است، آمده بدست نیز اشلون استاندارد فرم براین، علاوه و
S−١M = T−١M, S−١NS = T−١NT,

دست به مقدماتی های ماتریس از حاصلضربی بصورت را S که بود خواهد اینصورت به روش
می�آوریم.



۶٢ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

عددی مثال ١.١٠.۵

می�آوریم. به�دست را زیر خطی دستگاه در ،(B,A) زوج اشلون استاندارد فرم .١.١٠.۵ مثال

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

B =


١ ٢
١ ٠
٠ ٠

 , A =


٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣


حل.

Q =


١ ٢ ... ٠ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠

١ ٠ ... −٢ ٣ ٢ ... ٠ ١ ٠

٠ ٠ ... −٢ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(٢)−r(١)→r(٢) on(Q)−−−−−−−−−−−−→
c(١)+c(٢)→c(١) onA


١ ٢ ... ١ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠

٠ −٢ ... ٠ ٢ ٢ ... −١ ١ ٠

٠ ٠ ... −٣ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١



−١
٢ r(٢)→r(٢) on(Q)

−−−−−−−−−−−→
−٢c(٢)→c(٢) onA


١ ٢ ... ١ −٢ ٠ ... ١ ٠ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ ٢ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(١)−٢r(٢)→r(١) on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٢)+٢c(١)→c(٢) onA


١ ٠ ... ١ −۴ ٢ ... ٠ ١ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ −۴ ٣ ... ٠ ٠ ١



−١
٣ r(٣)→r(٣) on(Q)

−−−−−−−−−−−→
−٣c(٣)→c(٣) onA


١ ٠ ... ١ −۴ −۶ ... ٠ ١ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(١)−٢r(٣)→r(١) on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٣)+٢c(١)→c(٣) onA


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ۴ ... ٠ ٠ −١

٣

 = Q̂ = [I, V, T−١]



۶٣ برداری همدم فرم .١١.۵

برداری همدم فرم ١١.۵

بردار اکنون می�گیریم. نظر در را شده�است تعریف Rn فضای بر که S مانند تشابهی خطی تبدیل یک
به S−١ تبدیل ماتریس توسط آوردیم، در اشلون استاندارد فرم به را آن بخش۵.٩ در که دستگاه حالت

: می�گردد تبدیل جدید فضای

x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t) (۴٧.۵)

داریم: (۴٣.۵) معادله در فوق معادله جایگذاری با

S ˜̇x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t)

⇒ ˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t)
(۴٨.۵)

معادله در B̃ = S−١B̂ = S−١T−١B و Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS گرفتن نظر در با
داریم: (۴٨.۵)

˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (۴٩.۵)

(۴٩.۵) و (۴٠.۵) معادلات که آن�جایی از می�باشد. (B,A) زوج برداری همدم فرم ،(B̃, Ã) زوج
است. یکسان نیز آن�ها جواب هستند، یکدیگر هم�ارز

عددی روش به برداری همدم فرم آوردن به�دست ١.١١.۵

سطری و Â ماتریس روی مقدماتی ستونی عملیات از استفاده با باشد، نامنظم کرونکر ناوردا�های اگر
زیر صورت به را آن تبدیل ماتریس و برداری همدم فرم می�توان ،Q̂ ماتریس کل روی آن نظیر مقدماتی

: آورد به�دست

B̃ =


B٠m×m

. . . . . .

٠(n−m)×m

 (۵٠.۵)

Ã =


G٠m×n

. . . . . . . . .

I(n−m) ٠(n−m)×m

 (۵١.۵)

آورید. به�دست را برداری همدم فرم ،(١.١٠.۵) مثال برای .١.١١.۵ مثال

Q̂ =


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ۴ ... ٠ ٠ −١

٣





۶۴ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

c(٣)−۴c(١)→c(٣)−−−−−−−−−→
onA


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٠ ... ٠ ٠ −١

٣



r(١)+۴r(٢)→r(١)−−−−−−−−−−→
onQ̂


١ ٠ ... ۴ ٠ −٩ ... ٠ ١ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٠ ... ٠ ٠ −١

٢



c(٢)−۴
٣ c(١)→−−−−−−−→

onA


١ ٠ ... ۴ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١
٣



r(١)+۴
٣ r(٢)→r(١)

−−−−−−−−−−→
onQ̂


١ ۴

٣
... ۴ −٨

٣ −۵
... ٢

٣
١
٣ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١
٣



B̃ =


١ ۴

٣

٠ ١
٠ ٠

 Ã =


۴ −٨

٣ −۵
٠ ٢ ٣
١ ٠ ٠



S١T−١ =


٢
٣

١
٣ −١

١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ −١
٣


مشابه طور به و می�کنیم تعریف U(t) = Kx(t) صورت به را کنترل قانون ،(۴٠.۵) معادله برای
پسخورد ماتریس K̃ که می�شود تعریف U(t) = K̃x̃(t) صورت به کنترل قانون ،(۴٣.۵) معادله برای
x̃ جای به S−١T−١x(t) جایگذاری با است. برداری همدم فرم به شده تبدیل دستگاه معادله حالت

: داشت خواهیم

U(t) = K̃S−١T−١x(t) (۵٢.۵)

: می�گیریم نظر در

K = K̃S−١T−١ (۵٣.۵)

می�نامیم. (A,B) زوج اولیه پسخورد ماتریس را آن که
بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر نماییم، تعریف −B٠

−١G٠ صورت به را K̃ که صورتی در
است. صفر Γ̃p = Ã+ B̃K̃



۶۵ (M,N) زوج روی مقدماتی ستونی و سطری عملیات .١٢.۵

Γ̃p =


G٠m,n

. . . . . . . . .

In−m ٠n−m,m


n×n

+


B٠m,m

. . . . . .

٠n−m,m


n×m

(−B٠
−١G٠)

=


٠m×n

. . . . . . . . .

I(n−m) ٠(n−m)×m


n×n

صفر نیز Γ = A+BK حلقه�بسته ماتریس ویژه مقادیر تمامی Γ̃متشابه�اند، و Γ چون .٢.١١.۵ نتیجه
باشند. می

Γ̃ = S−١T−١ATS + S−١T−١BKTS = S−١T−١(A+BK)TS

= (TS)−١(A+BK)TS = (TS)−١ΓTS
(۵۴.۵)

(M,N) زوج روی مقدماتی ستونی و سطری عملیات ١٢.۵

: شود انجام (M,N) ماتریس روی زیر سطری عمل که می�کنیم فرض الف
کنید. جابجا jام سطر رابا (M,N) ماتریس iام سطر

[M,N ماتریس[ در چپ از می�باشد، پذیر معکوس که مقدماتی ماتریس یک واقع در دراینصورت
: از است عبارت حاصل ماتریس بنامیم، P−١

١ را ماتریس این اگر می�شود. ضرب
P−١
١ [M,N ] = [P−١

١ M,P−١
١ N ]

: کنیم اعمال P−١
١ N ماتریس راروی زیر ستونی عمل بلافاصله اگر

کنیم. جابجا آن jام ستون با را P−١
١ N ماتریس iام ستون

می�شود ضرب P−١
١ N در راست از است، P١ همان که مقدماتی ماتریس یک درواقع اینصورت در

: از است عبارت حاصل ماتریس و
P−١
١ NP١

آن متناظر ستونی عمل با بلافاصله و [M,N ] روی مقدماتی سطری عمل یک با ترتیب این به
: می�آید دست به زیر ماتریس N یافته تغییر ماتریس روی
[P−١

١ M,P−١
١ NP ]

: شود اعمال [M,N ] ماتریس روی زیر مقدماتی سطری عمل کنید فرض ب
شود ضرب a صفر غیر عدد در آن iام سطر

بنامیم، P−١
٢ را آن اگر که می�شود ضرب [M,N ] در چپ از پذیر معکوس ماتریس یک واقع در

: از است عبارت حاصل ماتریس
P−١
٢ [M,N ] = [P−١

٢ M,P−١
٢ N ]



۶۶ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

: کنیم اعمال P−١
٢ N ماتریس روی را زیر ستونی عمل بلافاصله اگر

کنیم. ضرب a−١ در را آن iام ستون
و می�شود ضرب P−١

٢ N در راست از است، P٢ همان که پذیر معکوس ماتریس یک واقع در
: از است عبارت حاصل ماتریس

P−١
٢ NP٢

آن متناظر ستونی عمل با بلافاصله و [M,N ] روی مقدماتی سطری عمل یک با ترتیب این به
: می�آید بدست زیر ماتریس N یافته تغییر ماتریس روی

[P−١
٢ M,P−١

٢ NP ].

شود. اعمال [M,N ] ماتریس روی زیر سطری عمل که کنید فرض ج
جایگزین jام سطر در را حاصل و می�کنیم جمع jام سطر با کرده ضرب a عدد در را iام سطر

می�کنیم.
بنامیم، P−١

٣ را آن اگر که می�شود ضرب [M,N ] در چپ از پذیر معکوس ماتریس یک واقع در
: از است عبارت حاصل ماتریس

P−١
٣ [M,N ] = [P−١

٣ m,P−١
٣ N ]

کنیم اعمال P−١
٣ N ماتریس روی را زیر ستونی عمل بلافاصله اگر

در را حاصل و می�کنیم جمع آن iام ستون با و کرده ضرب a−١ در را P−١
٣ N ماتریس jام ستون

می�کنیم جایگزین iام ستون
و می�شود ضرب P−١

٣ N در راست از است، P٣ همان که پذیر معکوس ماتریس یک واقع در
: از است عبارت حاصل ماتریس

P−١
٣ NP٣

ماتریس روی آن متناظر ستونی عمل با بلافاصله و [M,N ] روی سطری یکعمل با ترتیب این به
: می�آید بدست زیر ماتریس N یافته تغییر

[P−١
٣ M,P−١

٣ NP ]

ماتریس P١, P٢, P٣ های ماتریس یعنی شدند بیان «ج» و «ب» «الف»، بندهای در که هایی ماتریس
آمده�اند. دست به مقدماتی عمل یک با تنها همانی ماتریس روی از یعنی هستند، مقدماتی های

بند در که ستونی و سطری عملیات از متناهی دنباله�ای (M,N) مفروض زوج برای که کنید فرض حال
روی متوالی بطور عملیات این اعمال با که باشند موجود شده�اند، داده توضیح «ج» و «ب» «الف»، های
M یافته تغییر های ماتریس شد، داده توضیح که روشی به N های ستون و [M,N ] ماتریس سطرهای



۶٧ (M,N) زوج روی مقدماتی ستونی و سطری عملیات .١٢.۵

: باشند زیر فرم دارای ترتیب به N و

M =



١ ٠ . . . ٠
٠ ١ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . ١
٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ . . . ٠



(۵۵.۵)

N =



٠ ٠ . . . ٠ ٠
٠ I ٠ . . . ٠
٠ ٠ I . . . ٠
... ... . . .

... ...
٠ . . . ٠ I ٠


هستند. صفر غیر که است ماتریس از عناصری نشانگر × علامت

به P١, P٢, . . . , Pk مقدماتی ستونی و سطری عملیات از متناهی دنباله با (M,N) زوج که کنید فرض
: نوشت زیر بصورت می�توان را ماتریس دو این اینصورت در آمده�اند. در فوق فرم

P−١
k . . . P−١

٢ P−١
١ M = M̂,

P−١
k . . . P−١

٢ P−١
١ NP١P٢ . . . Pk = N̂ .

نامگذاری با اکنون
P١P٢ . . . Pk = S

: داشت خواهیم است بدیهی

P−١
k . . . P−١

٢ P−١
١ = S−١,

S−١M = M̂,

S−١NS = N̂ ,

دست به برای می�توان و است مقدماتی های ماتریس از حاصلضربی S و می�باشد مذکور فرم به M̂ پس
: کرد عمل صورت این به S−١ و S آوردن
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In(k+١) روی جداگانه نیز را سطری عملیات و کرده اعمال In(k+١) روی متوالی طور به را ستونی عملیات
روی ستونی عملیات اعمال با که ماتریسی آمدند، دست به N و M وقتی و می�کنیم اعمال متوالی بطور
آمده دست به In(k+١) روی سطری عملیات با که ماتریسی و S ماتریس است، آمده دست به In(k+١)

بود. خواهد S−١ ماتریس است،
این در کرد. خواهیم ارائه را S−١NS و S−١M و S−١ و S آوردن دست به الگوریتم بخش این انتهای در
های ماتریس با همزمان و می�آوریم دست به است مثلثی پائین ماتریسی که را S٠ ماتریس ابتدا الگوریتم
بالا ماتریس (S−١

٠ M,S−١
٠ NS٠) زوج روی از سپس و آیند می دست به S−١

٠ NS و S−١
٠ M و S−١

٠ و
S−١
١ S−١

٠ NS٠S١ و S−١
١ S−١

٠ M و S−١
١ های ماتریس آن با همزمان و می�آوریم دست به را S١ مثلثی

دهیم قرار است کافی می�آیند، دست به
S = S٠S١, S−١ = S−١

١ S−١
٠

و S−١
١ S−١

٠ M و S−١
١ های ماتریس آوردن دست به از پس بلافاصله که است این در روش این مزیت

زوج بودن پذیر کنترل صورت در و می�شود بررسی (M,N) زوج پذیری کنترل شرط S−١
١ S−١

٠ NS٠S١

S−١
٢ S−١

١ NS١S٢ و S−١
٢ S−١

١ M و S−١
٢ محاسبه به مربوط که الگوریتم بعدی های قسمت (M,N)

شد. خواهد اجرا می�شود

(الف) الگوریتم
کنید شروع و X = Y = In(k+١) و H = [M,N ] قراردهید

i؛ = ١ دهید قرار اول گام

j؛ = ١ دهید قرار دوم گام

M = max{||Hi,j||; i, j = ١, . . . , n(k + ١)} دهید قرار سوم گام
j؛ = j + ١ آنگاه M = |Hk,j| اگر

j؛ = j + ١ آنگاه M = ٠ اگر چهارم گام
ششم گام به برو اینصورت غیر در

سوم گام به برو j ≤ n(k + ١) +m اگر پنجم گام
پایان به برو اینصورت غیر در

آنگاه k ̸= i اگر ششم گام

Row(i)←→ Row(k٠), on H and X

Column(i)←→ Column(k٠) on Y

Column(i+m)←→ Column(k٠ +m) on H



۶٩ (M,N) زوج روی مقدماتی ستونی و سطری عملیات .١٢.۵

آنگاه Hi,j ̸= ١ اگر هفتم گام

Row(i)←→ Row(k٠)/Hi,j, on H and X

Column(i)←→ Column(k٠)×Hi,j on Y

Column(i+m)←→ Column(k٠ +m)Hi,j on H

آنگاه i < n اگر هشتم گام
k = i+ ١, . . . , n برای

Row(i)←→ Row(k)−Hk,j ×Row(i), on H and X

Column(i)←→ Column(i) +Hk,j × Column(k) on Y

Column(i+m)←→ Column(i+m)Hk,j × Column(k +m) on H

j = j + ١; i = i+ ١; نهم گام

سوم گام به برو i ≤ n(k + ١) +m اگر دهم گام
پایان.

به Y١ = S٠ و X١ = S−١
٠ و H١ = [S−١

٠ M,S−١
٠ N ] های ماتریس (الف) الگوریتم اجرای از بعد

می�آیند. دست
محل�های در ترتیب به (الف) الگوریتم فرآیند در محوری عناصر کنید فرض

(i(١), j(١)), . . . , (i(n٠), j(n٠))

.(n٠ ≤ n(k + باشند((١ گرفته قرار H ماتریس از
و X١ = S−١

٠ و H١ = [S−١
٠ M,S−١

٠ N ] های ماتریس روی زیر بصورت را (ب) الگوریتم اکنون
می�کنیم. اجرا Y١ = S٠

(ب) الگوریتم
i = i(٢), . . . , i(n٠) برای
j = j(٢), . . . , j(n٠) برای

بده انجام
k = i− ١, . . . ,١ برای

Row(i)←→ Row(k)−Hi,j ×Row(i), on H and X

Column(i)←→ Column(i) +Hi,j × Column(k) on Y

Column(i+m)←→ Column(i+m)Hi,j × Column(k +m) on H

و X٢ = S−١
١ S−١

٠ و H٢ = [S−١
١ S−١

٠ M,S−١
١ S−١

٠ NS٠S١] های ماتریس الگوریتم اجرای از بعد
ماتریس همراه به (M,N) زوج برای اشلون استاندارد فرم ترتیب این به و می�آیند دست به Y٢ = S٠S١
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می�شود. محاسبه S−١ = S−١
١ S−١

٠ و S = S٠S١ های
باشیم. داشته است ممکن را زیر حالت دو (الف) الگوریتم اجرای از بعد

واحد عناصر دارای است H ماتریس آخر ستون n(k + ١) همان که S−١
٠ NS٠ ماتریس -١ حالت

بالای یا اصلی قطر روی در بوده�اند) الگوریتم در محوری عناصر عنوان به که (عناصری محوری
می دنبال را مسئله حل بعدی قسمت و نیست پذیر کنترل (M,N) زوج اینصورت در باشد. آن

کنیم.

اینصورت در شوند، واقع S−١
٠ NS٠ ماتریس اصلی قطر زیر در محوری واحد عناصر اگر -٢ حالت

اشلون استاندارد فرم تا می�کنیم اجرا آن روی را (ب) الگوریتم و است پذیر کنترل (M,N) زوج
ماتریس آخر ستون n−m در صفر سطرهای حالت این در اگر آوریم. دست به را (M,N) زوج
با می�توان که نیست کامل رتبه دارای سیستم پذیری کنترل ماتریس که می�گیریم نتیجه شوند، ظاهر
وقتی داد. نشان را واقعیت این (S−١

٠ M,S−١
٠ NS٠) زوج برای پذیری کنترل ماتریس محاسبه

به زیر بصورت S−١
٠ NS٠ ماتریس روی از را N ′

n×n ماتریس باشد، پذیر کنترل (M,N) زوج که
می�آوریم دست

قرار S−١
٠ NS٠ ماتریس محوری عناصر با متناظر محل در که عناصری جز به را N ′ عناصر همه

S−١
٠ NS٠ ماتریس محوری عناصر با متناظر محل در Nکه ′ از درایه�هایی و گرفته صفر برابر دارند،

می�دهیم. قرار واحد برابر ندارند، قرار

ناورداهای می�توانیم ترتیب این به بود. خواهد ساده خیلی (S−١
٠ M,N ′) زوج کرونکر ناورداهای محاسبه

اگر آوریم. دست به را هستند برابر (S−١
٠ M,N ′) زوج کرونکر ناورداهای با که (M,N) زوج کرونکر

تعریف قابل کرونکر ناورداهای آنگاه باشد، آخر سطر n − m در صفری سطرهای یا سطر دارای N ′

نمی�توان نیز را (M,N) زوج پذیری کنترل اندیس اینصورت، در نیستند. محاسبه قابل نتیجه در و نبوده
تعریف N ′ ماتریس توان پوچ اندیس را (M,N) زوج پذیری کنترل اندیس علت این به کرد، تعیین

می�کنیم.

به ویژه مقادیر تخصیص و حالت فضای تشابهی تبدیلات ١٣.۵
حالت خورد پس ماتریس وسیله

آسانی به فرم این برای پسخورد ماتریس محاسبه که را (M,N) از خاصی صورت ابتدا بخش، این در
و می�کنیم بیان فرم این برای را پسخورد ماتریس آوردن دست به قاعده و می�کنیم بیان را است امکانپذیر
می�دهیم. توضیح باشد، دلخواه فرم به که (M,N) پذیر کنترل زوج برای را فرم این آوردن دست به سپس
(M,N) زوج اشلون استاندارد فرم روی از می�نامند برداری همدم فرم را آن که (M,N) از فرم این
باشد اشلون استاندارد فرم به خود (M,N) مفروض زوج که کرد خواهیم فرض پس است. محاسبه قابل
قابل سادگی به پارامتری بصورت پسخورد ماتریس آن کمک به که می�آوریم دست به قاعده�ای بالاخره و

باشد. محاسبه
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گونه�ای به است، (B,A) تبدیل فضای Kدر حالت خورد ماتریسپس یافتن سیستم، یک کنترل از هدف
بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که

Γ = A+BK (۵۶.۵)

خاصیت این با ٢ ویژه مقادیر طیف به موسوم Λ = {λ١, λ٢, . . . , λn} شده تعریف پیش از مجموعه در
را مساله این گیرند. قرار می�شوند، ظاهر مختلط مزدوج زوج�های صورت به یا و حقیقی�اند یا ها λi که،

گویند. ویژه مقادیر تخصیص
رابطه در که ی K یافتن برای

Pn(s) = det(sI − A−BK) (۵٧.۵)

داریم: را زیر روش باشد، فوق مجموعه در Γ بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که ای گونه به کند، صدق

مقادیر که بیابیم گونه�ای به را K̃ ماتریس (B̃, Ã) یافته تبدیل فضای در که است آن راه ترین ساده
بسته حلقه سیستم ویژه

Γ̃٠ = Ã+ B̃K̃ (۵٨.۵)

ماتریس سان بدین باشد. نظر مورد ویژه مقادیر همان

Γ̃٠ =

[
Om,n

In−m On−m,m

]
(۵٩.۵)

واقع در بگیرید. نظر در را
Γ̃ = Ã+ B̃K̃ (۶٠.۵)

قطری ماتریس اگر
D = diag{λ١, . . . , λn} (۶١.۵)

زیرا بود، خواهد D ویژه مقادیر همان مجموع ماتریس ویژه مقادیر که است بدیهی شود، جمع Γ٠ با D
Ṽ = Γ̃٠ +D (۶٢.۵)

طیف(مقادیر همان آن اصلی قطر روی درایه�های که است مثلثی پایین ماتریس یک (۶٢.۵) ماتریس
حال باشند. می Λ = {λ١, . . . , λn} مجموعه در نیز Ṽ ویژه مقادیر بنابراین، باشد. تواند می λi ویژه)

تشابهی عملیات اگر
Column(j) = Column(j)− λjColumn(i) (۶٣.۵)

آن، دنبال به و
Row(i) = Row(i) + λjRow(j) (۶۴.۵)

نظر از که شود می تبدیل Ãλ به دهیم، انجام Ṽ در j = n, n − ١, . . . ,m i = j −m ازای به را
: که معنی بدین است. Ã ارز هم ساختاری

Ãλ =

[
Gλ

In−m On−m,m

]
(۶۵.۵)

٢eigenvalue spectrum
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است بدیهی است، آمده دست به تشابهی عملیات از استفاده با Ṽ ماتریس از Ãλ ماتریس چون است.
این از است. Ṽ ماتریس ویژه مقادیر با برابر Ãλ ویژه مقادیر بنابراین، کنند. نمی تغییر ویژه مقادیر که

رو،
K̃ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ) (۶۶.۵)

است. (B̃, Ã) فضای در حالت خورد پس ماتریس
داریم، (B,A) فضای در حالت خورد پس ماتریس آوردن دست به برای
Kp = K̃T−١ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ)T
−١ (۶٧.۵)

پایه مبنای در که ای یافته تبدیل فضای از زیرا نامیم، می ٣ اولیه، حالت خورد پس ماتریس را آن که
است. آمده دست به اولیه حالت فضای به موسوم است،

عددی مثال ١۴.۵

دید. می�توان زیر مثال در را فوق پیشنهادی روش کارایی

: بگیرید نظر در زیر های ماتریس با α = ٠٫ ۵ با را (١.۵) سیستم .١.١۴.۵ مثال

E =

[
٠ ١
٠ ٠

]
, A =

[
١ ٠
٠ ١

]
, B =

[
٠
١

]
{−٠٫ ٠٫−,٢ ٠٫−,٣ ۴,−٠٫ ۵} مجموعه از پذیری کنترل برای مناسب، بسته حلقه قطب�های مثال این در

: داریم شده گفته Ci ضرایب و Ā, B̄, Ē برای فصل این در که فرمی به توجه با شده�اند. انتخاب

ci = (−١)i+١
(
α

i

)
: داریم لذا

c١ = (−١)٢
(١

٢
١

)
=

١
٢
١! =

١
٢

بدلیل ضریب سه این از محاسبات (در آید. می بدست c۴ = ١۵
٣٨۴ و c٣ = ٣

۴٨ ،c٢ = ١
٨ مشابه بطور

کنیم.) می نظر صرف بودن، کوچک
: داریم Ē و B̄ و Ā های ماتریس ساختار به توجه با

Ā =



A+ αE c١E c٢E . . . ck−L+١E

I ٠ ٠ . . . ٠
٠ I ٠ . . . ٠
... ... ... ... ...

٠ ٠ ... I ٠


=


١ ٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ۵
٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


٣primary state feedback matrix



٧٣ عددی مثال .١۴.۵

B̄ =


B

٠
...
٠

 =


٠
١
٠
٠



Ē =


E ٠ ٠ . . . ٠
٠ I ٠ . . . ٠
... . . .

. . . . . .
...

٠ ٠ . . . ٠ I

 =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١


داده تشکیل را Q = (B̄, Ā, In(k+١)) ماتریس نخست آوریم. می بدست را اشلون استاندارد فرم حال

رسیم. می Q̂ = (M̂, N̂ , T−١) ماتریس به تشابهی تبدیلات از استفاده با سپس و

Q = (B̄, Ā, In(k+١)) =


١ ٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ۵ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١


: کنیم می کم اول سطر از را سوم سطر Q ماتریس در حال


١ ٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ۵ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ −٠٫ ۵ ٠ −٠٫ ۵ ٠ −١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١


: کنیم می جمع هم با را سوم و اول ستون A ماتریس روی بر اکنون


١ ٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ۵ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ −٠٫ ۵ ٠ −٠٫ ۵ ٠ −١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١


رسیم می Q̂ = ( ˆ̄B, ˆ̄A, T−١) نهایی ماتریس به برویم پیش تشابهی تبدیل طبق فوق ماتریس در اگر حال

: داریم و

Q̂ = ( ˆ̄B, ˆ̄A, T−١) =


١ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ۵ ١ −٠٫ ۵ ٠ ١
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ −٠٫ ۵
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٢
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ −١


: باشد می زیر صورت به T−١ تبدیل ماتریس لذا
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T−١ =


١ −٠٫ ۵ ٠ ١
١ ٠ ٠ −٠٫ ۵
٠ ١ ٠ ٢
٠ ٠ ١ −١


ماتریس که همانگونه منظور این برای کنیم. می اقدام برداری همدم فرم آوردن بدست برای حال
تبدیل توسط را Q̂ ماتریس صورت همین به شد، تبدیل اشلون فرم به T خطی تشابهی تبدیل توسط Q

: داریم لذا کنیم. می تبدیل Q̃ برداری همدم فرم به S خطی تشابهی

Q̃ = ( ˜̄B, ˜̄A, S−١T−١) =


١ ٢ −١ ٠٫ ۵ ٠ ١ ٠ ٠٫ ۵ ٢
٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ −٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٣ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠٫ ٢۵ −٠٫ ۵ ٠


: است زیر بصورت S−١T−١ تشابهی تبدیل لذا

S−١T−١ =


١ ٠ ٠٫ ۵ ٢
٠ ٠ −٠٫ ۵ ٠
٠ ٠ ٣ ١
٠ ٠٫ ٢۵ −٠٫ ۵ ٠


: داریم زیر بصورت را G٠ و B٠ های ماتریس حال

B٠ =
[
١
]
, G٠ =

[
−١ ٠٫ ۵ ٠ ١

]
: داریم k̃ ماتریس آوردن بدست برای

k̃ = −B−١
٠ G٠ =

[
١ −٠٫ ۵ ٠ −١

]
kp = k̃S−١T−١ =

[
١ ٠ ١٫ ٧۵ −٢

]
واز Ā, B̄ مفروضات با می�کند. استفاده (٢٧.۵) کنترلی راهنمایی از مثال این در سیستم که می�دانیم

: داریم (٢٢.۵)

N = (Ā+ B̄kp)
−١Ē =



١ ٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ۵
٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

+


٠
١
٠
٠


[
١ ٠ ١٫ ٧۵ −٢

]


−١ 
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 =



٧۵ عددی مثال .١۴.۵


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٢٫ ١۵ −۶٫ ٧۵ −١٫ ٧٨
٠ ٢٫ ٠٩ −۴٫ ٢ −١٫ ٠۵


M = (Ā+ B̄kp)

−١B̄ =



١ ٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ۵
٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

+


٠
١
٠
٠


[
١ ٠ ١٫ ٧۵ −٢

]


−١ 
٠
١
٠
٠

 =


٠
٠

٠− ٢٫ ٩٨
−٢٫ ٠٩


با (٢۴.۵) و (٢٣.۵) حالت پسخورد با جدید بسته حلقه سیستم برای قطب�هایی (١.۴.۵) قضیه از

هستند (٢٢.۵) در شده داده M,N

λ−١
١ = −۵, λ−١

٢ = −٣٫ ٣٣, λ−١
٣ = −٢٫ ٢۵, λ−١

۴ = −٢

: است زیر بصورت برد می صفر به را ویژه مقادیر که Γ ماتریس

Γ = N +Mkp =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

−٢٫ ٩٨ ٢٫ ١۵ −١١٫ ٩۶ ۴٫ ١٨
−٢٫ ٠٩ ٢٫ ٠٩ −٧٫ ٨۵ ١١٫ ٩۶


F = B−١

٠ G٠S
−١T−١ =

[
٠٫ ۵٩٨۴ −٠.٫ ٣٧۵۵ ١٫ ١۴۵٢ ٠٫ ٠٣٠۵

]

Γ̃ = Ñ + M̃k̃ =


٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠


: کنیم تعریف زیر بصورت را D ماتریس اگر

D =


−۵ ٠ ٠ ٠
٠ −٣٫ ٣٣ ٠ ٠
٠ ٠ −٢٫ ٢۵ ٠
٠ ٠ ٠ −٢





٧۶ گزاره�ای و پیشرو حالت پسخورد با کسری سیستم�های کنترل .۵

: داریم

Ṽ = Γ̃ +D =


−۵ ٠ ٠ ٠
١ −٣٫ ٣٣ ٠ ٠
٠ ١ −٢٫ ٢۵ ٠
٠ ٠ ١ −٢


: داریم مذکور تشابهی تبدیلات روش از استفاده با

Ãλ =


−٨٫ ٣٣ −١۶٫ ۶۵ −٣۶٫ ۵۶٢۵ ٧٣٫ ١٢۵

١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠


Gλ =

[
−٨٫ ٣٣ −١۶٫ ۶۵ −٣۶٫ ۵۶٢۵ ٧٣٫ ١٢۵

]
k̃λ = B−١

٠ Gλ =

[
١
] [
−٨٫ ٣٣ −١۶٫ ۶۵ −٣۶٫ ۵۶٢۵ ٧٣٫ ١٢۵

]
=
[
−٨٫ ٣٣ −١۶٫ ۶۵ −٣۶٫ ۵۶٢۵ ٧٣٫ ١٢۵

]

kλ = k̃λS
−١T−١ =

[
−٠٫ ٠٢٣٧ ٠٫ ١٧۵۵ −٠٫ ٠٩٣٠۵ ٠٫ ٠٠٩٩

]
: با بود خواهد برابر kd نهایت در و

kd = F + kλ = [٠٫ ۵٧۴٧ − ٠٫ ٢ ٠٫ ٢١۴٧ ٠٫ ٠۴٠۴]

x(٠) = [١ ٠ ٠ ٠] اولیه شرط با (٢٠.۵) شده کنترل سیستم سازی شبیه نتایج بعد صفحه تصاویر
می مشاهده قابل وضوح به پایداری ها نمودار در است. نمایان مثال این در سادگی و قوت می�باشند.

گردد. می همگرا سیستم بعد به ای مرحله از بطوریکه باشد



٧٧ عددی مثال .١۴.۵

(١.١۴.۵) مثال برای x١, x٢, x٣, x۴ حالت متغیرهای :١.۵ شکل

(١.١۴.۵) مثال برای کنترل تابع :٢.۵ شکل





۶ فصل

گیری نتیجه

مورد کسری مرتبه مشتق با زمانی گسسته (منفرد) یافته توسیع سیستم�های پایداری نامه پایان این در
کسری مرتبه مشتق با (نامنفرد) معمولی سیستم یک به را سیستم این کار ابتدای در گرفت. قرار بحث
گشت. ساده�تر سیستم مرحله، یک هم باز کسری، مرتبه مشتق تعریف از استفاده با سپس نمودیم. تبدیل
و پیشرو پسخورد قانون و پیشرو پسخورد قانون : کردیم استفاده کنترل قانون نوع دو از آن، کنترل برای
ماتریس که بود این به نیاز اول، کنترل قانون در مستحضرند، محترم، خوانندگان که همانطور ای. گزاره
این که نبود قوی شرط این به نیازی ای گزاره و پیشرو کنترل قانون در ولی باشد کامل رتبه Ā ضرایب
فصل در عددی مثال است. منفرد Ā ضرایب ماتریس موارد غالب در که چون بود. نامه پایان قوت نقطه

می�باشد. روش این قوت و سادگی گویای آن، به مربوط تصاویر و آخر

٧٩





پیشنهاد

کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته سیستم�های به نامه پایان این در نمودید، مطالعه که همانطور
سیستم�های برای را عنوان همین که می�گردد پیشنهاد هستند علاقمند که خوانندگانی برای پرداختیم.
خطی غیر سیستم�های بررسی همچنین گیرند. بکار و کرده دنبال بعدی دو کسری مرتبه با زمانی گسسته
فصل�های در همچنین نیست. لطف از خصوصخالی این در کردن کار که است جالب بسیار مدل همین از
سیستم�ها از نوع این به علاقمندان به شد. صحبت مثبت یافته توسیع سیستم�های مورد در چهارم و سوم
نمایند. جستجو و تحقیق پنجم، فصل روش و سیستم مشابه آنها کنترل قانون مورد در که گردد می پیشنهاد

کامیابی و موفقیت امید به

تورانی رسول

٨١





آ� پیوست

کامپیوتری برنامه�های

با خطی زمانی گسسته های سیستم کنترل مساله متلب کد آ�.١
کسری مرتبه مشتق

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A
% This program obtains :
% (1)- The Standard form
% (2)- The primary vector companion form
% (3)- The feedback matrix F
% (4)- The transformation matrix T
% (5)- The Kronecker invariants
% **************************************************
t0=cputime;
disp(' This is the given plant matrix A') %line 1
disp(' ********************************') %line 2
A = [1 0;
0 1]
E = [0 1;
0 0]
B = [0;
1]
\alpha = 0.5
\bar{A} = A

٨٣



٨۴ کامپیوتری برنامه�های آ�.

% \bar{A} matrix is valueted in current example & it replace with A matrix.
A=[1.3800 -0.2077 6.7150 -5.6760;-0.5814 -4.2900 0 0.6750;
1.0670 4.2730 -6.6540 5.8930;0.0480 4.2730 1.3430 -2.1040]
%line 3
disp(' This is the given input matrix B') %line 4
disp(' ********************************') %line 5
B=[0 0; 5.6790 0;1.1360 -3.1460;1.1360 0]
%line 6
A=A'; %line 7
[V,D]=eig(A);
[V,D]
V1=V(:,[1 3 4 9])
Qp=gramsch(V1)
R=Qp'*A*Qp
E=Qp'*B
A=R'
B=-E
[n,m]=size(B);
r=n+m;
Q=[B,A];
T1=eye(n); %line 10
% The Echelon form of Q
% ----------------------
i=1;j=1; tol=1e-6;
while ( i<=n ) & ( j<=r )
[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;
if (q<=tol)
Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);
j=j+1;
else

if i~=k
Q([i,k],:)=Q([k,i],:);
T1([i,k],:)=T1([k,i],:);



٨۵ کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته های سیستم کنترل مساله متلب کد آ�.١.

Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]);
end

t=Q(i,j);
% if t~=0
Q(i,:)=Q(i,:)/t;
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t;
T1(i,:)=T1(i,:)/t;
% end

if i~=n
for k=i+1:n
t=Q(k,i);
if t~=0
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);
end
end
end
i=i+1 ;
j=j+1;
end
end
% **********************************************
% Now compute the Standard echelon form !
% ----------------------------------------------
s=1;
while s < n
i=s+1 ;
for j=i:r
if Q(i,j)~=0
for k=1:s
if Q(k,j)~=0



٨۶ کامپیوتری برنامه�های آ�.

t=Q(k,j);
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);
Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
end
end
break
end
end
s=s+1;
end
% *****************************************************************
for i=n:-1:m+1
for k=i:r
if Q(i,k)==1
for j=k+1:r
t=Q(i,j);
Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);
Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);
T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);
end
break
end
end
end
% ***************************************************************
Q
% ....................................................
disp(' This is the transformation matrix,T1')
disp(' ************************************')

T1
% ****************************************************
% The Feed-back matrix , F



٨٧ کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته های سیستم کنترل مساله متلب کد آ�.١.

B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])
B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)
G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;
Fp=F1*T1;
% **************************************************************
disp(' This is the primdry feedback law ')
disp(' ******************************** ')

Fp
% **************************************************************
gama=A+B*Fp
%**** **********************************************************
t0=cputime;
t1=cputime-t0;
% program for assigning eigenvalues,eigen.m
% *****************************************
D=[];
for j=1:n
landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);
end

for i=1:n
D(i,i)= landa(i);
end
Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1]
% The vector companion form
for i=n:-1:m+1



٨٨ کامپیوتری برنامه�های آ�.

for k=1:r
if Qc(i,k)==1
for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);
Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break
end
end
end
G2=Qc(1:m,m+1:r);
glanda=Qc(:,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;
disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')
Kp=newF+Fc
F=Qp*Kp';
disp(' with the closed-loop matrix ')
disp(' *************************** ')
gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')
F
% End of program for eigen
A=[-1.8501 -19.6291 9.5071;
0.2648 -0.8512 -11.8900;
0.2640 11.3640 -3.4170]



٨٩ کسری مرتبه مشتق با خطی زمانی گسسته های سیستم کنترل مساله متلب کد آ�.١.

X0=[1;1;1]
X=[]
for t=0:0.01:1
X=[X, expm(t*A)*X0]
end
plot3(X(1,:),X(2,:),X(3,:),X(3,:), '-o')
% End of program for plot3
**********************************
A=[1.38 -0.2077 6.7150 -5.6760
-0.5719 3.3739 0 0.6750
-6.0577 54.6589 -6.6540 5.8930
0.0499 5.8069 0 -2.1040]
X0=[1;1;1;1]
X=[]
for t=0:0.01:1
X=[X expm(t*A)*X0]
end
plot(X(1,:), '-o')
hold on
plot(X(2,:), '-o')
hold on
plot(X(3,:), '-o')
hold on
plot(X(4,:), '-o')
% End of program for plot
*********************************
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Abstract

The concepts of non-integer derivative and integral are the foundation of the fractional
calculus. Non-integer derivative has become nowadays a precious tool, currently used in
the study of the behavior of real systems in diverse fields of science and engineering.
Starting from the sixties, the research in this domain of interest has progressively put to
light important concepts associated with formulations using non-integer order derivative.
Indeed, non-integer order derivative revealed to be a more adequate tool for the under-
standing of interesting properties shown by various types of physical phenomena, that is,
fractality, recursivity, diffusion and/or relaxation phenomena.

Keyword Fractional, Derivative, Descriptor, Linear, Discrete time.
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