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 قدردانی وتشکر

با حمد سپاس فراوان از خداوند منان که به من 

توفیق آموختن پرتویی از دانش هستی وآشنایی 

 .ای از حقایق آفرینش را عطا فرمودبا گوشه

حال آنچه باقی می ماند قدردانی از استادان اینجانب 

از استاد بزرگوارم جناب آقای دکتر رحیمی که است.

با راهنمای های حکیمانه خود افق های تازه ای را برایم 

، دکتر احسنی طهرانیایجاد کردند و جناب آقای 

 .مشاور دلسوزم کمال قدردانی را دارم

همچنین از دوستانی که مرا در انجام این پایان نامه یاری 

 نمودند تشکر وقدردانی می کنم.
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 صنعتی شاهروددانشگاه  ریاضی دانشکده. ریاضی کاربردی رشته کارشناسی ارشددانشجوی دوره الهام علیمردانی  اینجانب

دکتر صادق رحیمی  راهنمائیتحت  آن خواص طیفی گراف و بررسی بعضی از کاربردهای نویسنده پایان نامه

 متعهد می شوم . شعرباف
 توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است . تحقیقات در این پایان نامه 

 . در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 ر هیچ جا ارائه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی د مطالب مندرج در پایان نامه

 نشده است .

   دانشگاه صنعتی » کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام

 به چاپ خواهد رسید .«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « شاهرود 

 پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از ایان نامهن نتایح اصلی پحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمد 

 رعایت می گردد.

 ( استفاده شده است ضوابط و اصول  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها

 اخلاقی رعایت شده است .

 که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی

  اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

                                                                                                                                                          02/3/31تاریخ:

 امضای دانشجو

 

 

 

 

 ان نامه وجود داشته باشد .یپا*  متن این صفحه نیز باید در ابتدای نسخه های تکثیر شده 

 

 تعهد نامه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر 

  ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار ها و کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج

در تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه. 
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 چکیده

زیرا طیف گراف ها نقش بسیار مهمی در  ،توجه زیادی به طیف گراف ها شده است در سال های اخیر

این  .شودبه مجموعه مقادیر ویژه گراف، طیف گراف گفته می  می کنند.ایفا  ساختار گراف شناختن

. از نظریه طیفی گراف ها، هم در شناخت موضوع بخشی از نظریه جبری گراف ها محسوب می شود

ساختار گراف ها وهم در سایر علوم مانند شیمی، فیزیک، علوم مهندسی برق، عمران وکامپیوتر 

 استفاده های فراوانی می شود.

 و ها مورد مطالعه قرار گیرد گراف موضوعات مربوط به طیف در این پایان نامه سعی شده است تا

 ماتریس ها مفاهیم اولیه اول تعاریف و . در فصلشودعلوم بررسی  سایر کاربردهای آن دربعضی از 

   مورد بررسی قرار  خواص طیفی گراف وکران های مجموعه طیفیفصل دوم  در .ارائه شده است

. شده استبیان  نشاندن طیفی گراف هاکاربردهای طیف گراف در مسئله سوم گرفته است. در فصل 

و  .گرفته استمورد بررسی قرار کاربرد طیف گراف در مسئله آنالیز مولفه های اصلی در فصل چهارم 

 . بررسی شده است نیز کاربرد طیف گراف در  مسئله تشخیص چهره فصل پنجم در

مقیاس گذاری چند بعدی،  هم طیفی، الگوریتم آنا لیز مولفه های اصلی، طیف گراف، کلمات کلیدی:

 .نیوگراف شاک، گراف دل
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 مقالات مستخرج از پایان نامه

کنفرانس ریاضی . گرافشعاع طیفی  کران برایتحقیق در کاربرد های مقادیر ویژه و تعیین چند  [1]

 9833سیستان بلوچستان اسفند 

 9831کنفرانس بین المللی ریاضی دانشگاه امیر کبیر اردیبهشت  –الگوریتم های ابتکاری  [2]
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 مقدمه

شد. در چهل سال اخیر نظریه ی طیفی گراف مطرح  9162 تا 9152 های نظریه طیفی گراف در سال

جبر  در گذشته، نظریه ماتریس ویافت. از یک گراف توسعه  9ماتریس لاپلاسبر مطالعه بر اساس 

خطی برای تجزیه وتحلیل ماتریس های گرافها مورد استفاده قرار می گرفت. یکی از اهداف اصلی در 

صلی وساختار یک گراف از طیف گراف مربوط به خود می باشد. مقادیر باط خواص اننظریه گراف، است

ها دارند. روشهای طیفی جدیدی پدیدار شده  مشخصه یک نقش اصلی در دانسته های بنیادی گراف

دراین زمینه مقالاتی از افرادی چون ها را دارند.  است که توانایی وانطباق خوبی برای بررسی گراف

 .]0 [و ]9 [ارائه شده است  5،سایدال4، ساچ8، داگ0بیگ

 است.بوده هندسی  به صورتها در نظریه طیفی گراف، اغلب فتدر ده سال گذشته، بسیاری از پیشر

بر پایه مقادیر مشخصه وخواص متساوی المحیط بودن  های گسترده ساختارهای گرافبه عنوان مثال 

انطباق خوبی  که توانایی و است شده ئهنیز اراروش های طیفی جدیدی شود. می بررسی ها  گراف

نظریه طیفی گراف وارد یک دوران جدید شده بدین ترتیب برای بررسی گرافهای معمولی را دارند. 

هیدرو کربن ها شمارش در و در ابتدا نظریه گراف کاربرد هایی در علم شیمی از دیدگاه تاریخی است. 

است. از  شدهاستفاده  ها پایداری مولکولویژه در مسئله بررسی مقادیر  همچنین از. [9] داشته است

مسئله پیچیدگی در شبکه ها و در آن کاربرد  و ها جبری گرافسایر کاربردها، تحقیق در خواص 

پردازش تصویر در  وتشخیص چهره و فیزیک کوانتوم کاربرد در در علوم کامپیوتر است.  ها الگوریتم

 .] 8و9 [ای طیف گراف استاز دیگر کاربرد هکامپیوتر 

                                                           
1 Laplacian matrix 
2 Biggs 
3Doob  
4 Sachs 
5 Seidel 
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      های طیفی گراف نظریهنظریه ی طیفی تغییرات جدیدی پیدا کرد و نتایج جدیدی در  9113در سال 

را منتشر های طیفی  تحقیقاتی در مورد گراف 6نام چانگه شخصی ب 9111در سال  .[4]دست آمد ه ب

مورد بررسی قرار  0228در سال  1شان توسط شخصی بنام هیمر ها توسط طیف تعیین گراف کرد.

ها بیشتر طیف را روی ماتریس های معین که بیشتر شامل لاپلاس و  نظریه ی طیفی گراف3گرفت. 

مورد 92و پینگ  1نظریه ی طیفی توسط ویلسون 0223در سال  .[5] شودمجاورت است مطالعه می 

  .بررسی قرار گرفت

های طیفی وجود دارد. از دیگر موارد  ری گرافهمچنین نوشته های زیادی روی وضعیت جبری از تئو

یک کاربرد طیف در شبکه ها و در هم آمیختن الگوریتم در علوم کامپیوتر است. نظریه ی طیفی گراف 

مقادیر ویژه  ،کاربردهای آن در شیمیدیگر از  .[6]ها بیان می شود مهارت مفید برای بیشتر گراف

فیزیک مربوط به کوانتوم در کامپیوتر تشخیص چهره، الگو، . در [1]وابسته به پایداری مولکول است 

له قطعه قطعه ئپردازش تصویر بکار برده می شود. نظریه ی طیفی گراف روشی است که بزرگترین مس

 .[5] کردن تصاویر را نشان می دهد

در این پایان نامه سعی شده است تا نتایج مقالات وتحقیقات ذکر شده برای گراف های مختلف مورد 

بررسی قرار گیرد. مطالب اصلی این پایان نامه شامل، تعیین کران هایی برای شعاع طیفی گراف 

از دو  )بزرگترین مقدار ویژه(، بررسی روش های نشاندن طیفی یک گراف برای کاهش ابعاد با استفاده

نظریه روش آنالیز مولفه های اصلی و مقیاس گذاری چند بعدی می باشد. همچنین نحوه استفاده 

چهره و بررسی گراف های شاک و دلونی می باشد. امید است مطالب تشخیص در مسئله  طیفی گراف

 این پایان نامه مورد استفاده محققان و دانشجویان قرار گیرد.

                                                           
6 Chang 
7 Himer 

8  
9 Vilson 
10 Ping 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

  فصل اول:

 تعاریف ومفاهیم اولیه ماتریس ها
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 مقدمه 1-1

گراف امری غیر قابل انکار است. اینن موضنوع از دو دیندگاه قابنل  نظریهها در  بکارگیری ماتریس

هنا و  بکنار گینری احکنام و قضنیهباشد. یک دیدگاه، جنبه تئوری مسئله است که شنامل  بررسی می

        ها در جبنر خطنی اسنت کنه قابنل اسنتفاده در تئنوری گنراف مسائل مطرح شده مربوط به ماتریس

هنا بنرای انجنام  تنوان از مناتریس باشد و بالعکس. دیدگاه دوم آن است که از لحنا  عملنی منی می

 ها ساده مود. در این رابطه ماتریسها استفاده ن محاسبات در جهت کاربرد تئوری گراف در سایر رشته

باشند. بدین ترتیب رابطه تئوری گراف بنا علنوم  ها به رایانه می ترین ابزار برای انتقال اطلاعات گراف

ها و مقنالات مربنوط بنه نظرینه  شود. شرح هر یک از این دو مبحث در کتاب کامپیوتر نیز روشن می

   اینجا ابتدا، تعناریف اولینه و مفهنوم گنراف مطنرح . در ]92،51و1[گراف و کاربردهای آن آمده است

ی به کار گیری آنها در تئوری گراف همراه با چند قضنیه  شود و سپس چند ماتریس مهم و نحوه می

 شود. می مطرح

 :]11[تعاریف اولیه -1-2

یک گراف EVG , زوج مرتبی چون EV Eای متناهی و ناتهی و  مجمو عه Vاست که در آن ,

 Gرا مجموعه رئوس گراف  Vاست. مجموعه Vهای دو عضوی ای از تمام زیر مجموعه زیر مجموعه

 نامند.  می Gهای گراف  را مجموعه یال Eو مجموعه 

را مرتبه گراف  Gدهند. تعداد رئوس گراف  نمایش می Vیا  GV)(رابا  Gمجموعه رئوس گراف 

 دهند.  نمایش می Pیا  Vرابا  نامندو آن می

  :]11 [ها و نحوه بکارگیری آنها در تئوری گراف ماتریس 1-3

که  طور  ن  ماتریسهما ده گفته شد  ف ها، سا گرا ت  طلاعا ل ا ی انتقا ر برا یانه  ترین ابزا را           ها، به 

   تئوری گراف که بوسیله رایانه انجامباشند. همچنین برای انجام محاسبات در مسائل کاربردی  می

 ها عبارتند از: ها استفاده نمود. بعضی ازکاربردهای کلی ماتریس توان از ماتریس گیرد، میمی 
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ترین مسیر، مسئله ارتباط دهی، تور  مسئله کوتاه :حل الگوریتمی مسائل کلاسیک مانند .1

 های مولد مینیمال و غیره.  اویلری، درخت

 .گراف که مرتبط با مقادیر ویژه می باشد مسائل طیفیبررسی  .2

ها با یکدیگر از لحا  یکریختی. )دو گراف یکریخت  مقایسه گرافبررسی نوع گراف ها و   .3

 های مجاورت یکسانی هستند.( دارای ماتریس

 پردازیم.های مورد استفاده در جبر خطی و تئوری گراف میاکنون به تعریف انواع ماتریس

کننده گراف، ماتریس مجاورت است که به صورت زینر تعرینف ین ماتریس توصیفتر ترین و مهمساده

 شود. می

 ، یك گراف11ماتریس مجاورت 1-3-1

فرض شود  EVG ,  یک گراف ساده، بدون جهت و بدون وزن باشد. به طنوری کنه مجموعنه

},,,{رئوس گنراف  21 pvvvV   باشند. مناتریس مجناورت ینک مناتریس مربعنی𝑝 × 𝑝  بصنورت

 ijaA  ( است. 9-9با مقادیر تعیین شده در رابطه ) pi ,...,2,1 وpj ,...,2,1 

(9-9) 











Evv

Evv
a

ji

ji

ij
0

1
 

  :ماتریس مجاورت دارای خواص زیر است

 قطر اصلی آن صفر است. -الف 

 س نظیر آن سطر است.أجمع درایه های هرسطر ) هر ستون ( برابردرجه ر -ب 

 ماتریس مجاورت متقارن است .-ج

                                                           
11 Adjacency matrix 
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هنای قطنر اصنلی آن صنفر باشند مناتریس ومتقارن که دراینه  هرماتریس با درایه های صفر ویک -د

  مجاورت یک گراف است.

( ترسیم 9-9س و چهار یال به همراه ماتریس مجاورت آن در شکل )أبا چهار ر Gگراف  :3-1مثال 

  شده است.

 





















0010

0011

1101

0110

A 

 و ماتریس مجاورت مربوط به آن 𝐺گراف  -9-9شکل

 کاربردهای ماتریس مجاورت -1-3-1

قابل انجام است. ترین شکل خواندن اطلاعات مربوط به یک گراف از طریق ماتریس مجاورت ساده

علاوه بر کاربردهای محاسباتی که در فوق به آن اشاره شد، کاربردهای استدلالی نیز دارد که دو نمونه 

 شود. از آن در قالب قضیه در ذیل آورده می

ماتریس مجاورت گراف  Aاگر : 1-3-1قضیه  EVG ,  باn  راس باشد. در این صورت گرافG 

به صورت زیر دارای هیچ عنصر صفر خارج از قطر اصلی   Cهمبند است اگر و تنها اگر هر ماتریس

 نباشد.

132 ...  nAAAAC                                                                         )0-9( 

ijaس دیگر مسیری وجود دارد. در این صورت عنصرأس به رأهمبند باشد، از هر ر A اگر: برهان

132حداقل در یکی از  ,...,,, nAAAA باشد. در نتیجه عنصر دارای مقدار غیرصفر میijc  برایji  

 .مخالف صفر خواهد بود Cدر ماتریس

dc

ba

dc

ba
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 :12ماتریس جایگشت 1-3-2

ک ماتریس جایگشت نامیده می شود اگرتنها یک عنصر یP ک ماتریس مربعی مخالف صفر مانند ی

 ین اگرابنابر صفر باشند. بقیه همگی برابر ستون یافت شود و هرسطر و رد مخالف صفر

(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) 1,2) یک جایگشت از,… , n) :باشد آنگاه 

 p = [

ea1

T

⋮
ean

T
]                                                                                             

𝑛از مرتبه I امین ستون ماتریس واحد  𝑒i ،iکه درآن  × 𝑛  51[ می باشد[. 

فقط همه مقادیر ویژه آن  مثبت است اگر و نیمه معین و  Aک ماتریس متقارنی :3-3-1قضیه 

 .]98[ مساوی صفر باشد  یا بزرگتر

  13ماتریس نرمال  لاپلاس 1-3-3

 دست می آیده ب (4-9)توسط فرمول این ماتریس 

 𝐿uv̂ = {

1              𝑢 = 𝑣

−
1

√dudv
,𝑢مجاور           𝑣 اگر

 درغیراینصورت                       0

                                                 ( 9-8 ) 

L̂همین طور از رابطه  = D−
1

2𝐿𝐷−
1

 .باشد حاصل می شود ، یک ماتریس نیمه معین ومثبت می 2

 .] 53 ،90،94و1[ مقادیر ویژه آن بزرگتر یا مساوی صفر می باشد

 

                                                           
12 Permutation matrix 
13 Normal laplacian matrix 
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 14ماتریس هت کرنل 1-3-4

وابسته به ماتریس نرمال  این ماتریس ،ارائه می دهداین ماتریس اطلاعات گراف را در رابطه با زمان 

 یعنی  .لاپلاس می باشد

 
𝛿Ht

𝛿t
= −𝐿 ̂Ht                                                                                                   ( 9-4 ) 

|𝑉| زمان می با شد. هت کرنل یک ماتریس  𝑡 و کرنل هت Htکه  × |V| وD  یک ماتریس قطری

Ht  می باشد. =  Φ 𝑒𝑥𝑝[−tD]ΦTرأس های برای 𝑢, 𝑣  از گراف𝐺، را بطه زیر  ی آن مولفه ها

 را نتیجه می دهند.

 𝐻𝑡(𝑢, 𝑣) = ∑ 𝑒𝑥𝑝[−𝜆𝑖𝑡]𝛷𝑖(𝑢)𝛷𝑖(𝑣)
|𝑉|
𝑖=1                                                   ( 9-5 ) 

Htبه صفر میل می کند، سپس  𝑡وقتی که  ≅ 𝐼 − 𝐿𝑡̂از  ، یعنی کرنل روی اتصال ساختار گراف

 بزرگ با شد، سپس  𝑡وابسته است. از طرف دیگر اگر  لحا  هندسی

 Ht ≅  𝑒𝑥𝑝[−𝑡𝜆𝑚]Φm(𝑢)𝛷𝑚
𝑇 (𝑣)                                                                 ( 9-6 ) 

زمان بزرگ بردار ویژه می باشد. و هنگامی که  Φmکوچکترین مقدار ویژه غیر صفر است و  𝜆𝑚که

 باشد می تواند روی ساختار کلی گراف اثر بگذارد.

 ماتریس توزیع طول مسیر  1-3-5

,DK(𝑢هت کرنل به توزیع طول مسیر در گراف وابسته است. اگر 𝑣)  تعدادی از مسیر های به طول

𝐾  رأس هایبین 𝑢, 𝑣  باشد سپس 

 𝐻𝑡(𝑢, 𝑣) = 𝑒𝑥𝑝[−𝑡]∑ Dk(𝑢, 𝑣)
𝑡𝑘

K!
 

|𝑉|2

𝑘=1                                                       ( 9-1 ) 

                                                           
14 Heat kernel 
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 توزیع طول مسیر به طیف ماتریس نرمال لاپلاس وابسته است. 

 Dk(𝑢, 𝑣) = ∑ (1 − 𝜆𝑖)
𝐾|V|

i=1 𝛷i(u)Φi(𝑣)                                                    ( 9-3 ) 

,Dk(𝑢بنابراین   𝑣) های به طول  های همه گردش مجموعه ای از وزن𝐾  از اتصال گره های𝑢, 𝑣 

 ]. 1[ است 

 ، یك گراف15ماتریس فاصله -1-3-6

),(فاصله vud  بین رئوسvu,  درگرافGترین مسیری است که رئوس ، کوتاهvu, هم ه را ب

کند. بر مبنای این مفهوم و مشابه ماتریس مجاورت، یک ماتریس مربعی بر حسب تعداد  متصل می

)(][های گراف به صورت  سأر ijdGD  است بطوریکه: 

(9-1) 
 مسیر وجود دارد

 مسیر وجود ندارد





0

),( ji

ij

vvd
d 

 

 ترسیم شده است. 0-9با هفت راس و شش یال در شکل شماره  Gگراف  7-3-1مثال 

 

 

 Gگراف -0-9شکل

                                                           
15 Distance matrix 

GGG
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 کاربردهای ماتریس فاصله: -1-3-7

ماتریس فاصله  GD ها در گراف  یک ماتریس متقارن است که شامل اطلاعاتی در مورد فاصله

G این  توان پارامترهای کمی را در گراف تعریف نمود که در توصیف گراف بسیار موثرند. است. می

باشند. بعضی از این پارامترها عبارتند از مرکز گراف،  پارامترها توسط ماتریس فاصله قابل محاسبه می

رح ذیل باشد. تعریف این مفاهیم با استفاده از مفهوم فاصله به ش شعاع، قطر و خروج از مرکزگراف می

 باشد.می

ی مرکز ف  16گریز که  uسی مانند أر Gگرا ی  طور max),(است به  vudVv  کمترین مقدار

س را از سایر رئوس اندازه گرفته, و از میان أممکن را داشته باشد. در حقیقت ماکزیمم فاصله هر ر

 شود. ها، مینیمم انتخاب می ماکزیمم مجموعه 

 (9-92) )}(|)(max{)( GVuuvdve  

 کنیم. ( تعریف می99-9، را به صورت رابطه )Gهمبند  17شعاع گراف 

(9-99) )}(|)(min{ GVvveradG  

 شود. ( تعریف می09-9، نشان داده و به صورت رابطه )diamG، را با Gهمبند 18قطر گراف 

                                                           
16 Eccentricity 
17 radius 
18 Diameter graph 

 



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
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
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
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

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







0123456
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7
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4

3

2

1

GD 3

3

3

3

3

3

3

3 































0123456

1012345

2101234

3210123

4321012

5432101
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7

6
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4

3

2

1

GD 33
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33
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(9-90) )}(|)(max{ GVvve  

)(ve  برای رأسvدار( گراف )یا گراف وزنG فاصله رأسv تا دورترین رأس ازv  است که به

 اشد.ب ( می92-9صورت رابطه )

 یك گراف 19ماتریس درجه -1-3-8

ماتریس مجاورت گراف  ] = ijaA[فرض شود که  EVG , درایه   باشد. اگر به جای هر یک از

س متناظر را قرار دهیم، ماتریس حاصل را ماتریس أ، مقدار درجه رAهای قطر اصلی در ماتریس 

 باشد. می (، به صورت ماتریس زیر8-9نامیم. ماتریس درجه گراف شکل ) Gدرجه گراف 

 




















1000

0200

0030

0002

D 

تعیین درجه رئوس گراف، تعیین کوچکترین و بزرگترین درجه  توان برای از ماتریس درجه می

 س گراف و محاسبه مجموع و میانگین درج های گراف استفاده کرد.أر

 یك گراف 21ماتریس لاپلاسین1-3-9

فرض شود که  ijaA  ماتریس مجاورت وD  ماتریس درجه گراف EVG ,  باشد. ماتریس

ADLحاصل از رابطه    را ماتریس لاپلاسین گراف EVG ,  نامیم. بنابراین ماتریس لاپلاسین

𝑝یک ماتریس مربعی  × 𝑝 بصورت ijaL  ( تعریف شده است.49-9است که با رابطه ) 

(9-89) 
















Evv

Evv

jid

a

ji

ji

ij

ij

0

1 

                                                           
19 Degree matrix 
20Laplacian matrix  
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 باشد.می  L( ، به صورت ماتریس8-9ماتریس لاپلاسین گراف شکل )

 




























1010

0211

1131

0112

L 

های هر سطر و هر ستون آن  ماتریس لاپلاسین این است که مجموع درایهیک خاصیت جالب در 

 صفر است.

توان برای داشتن تمام خواص و کاربردهای ماتریس مجاورت و ماتریس  از ماتریس لاپلاسین می

درجه، تعیین مقادیر ویژه ماتریس لاپلاسین و استفاده از آن برای مقایسه و بررسی گراف و تعیین 

ف با ر سازهماتریس سختی  ی استفاده نمود. ماتریس لاپلاسین و گرا ی فلز ی معمولی  سأها ها

 . ]92،96و1[دربسیاری از مسایل کاربردی، به کار گرفته شده است

 یك گراف 21ماتریس مسیر 1-3-11

فرض کنید  EVG ,  یک گراف باm مسیرmpppp ...,,, neeeeینال nو  321 ...,,, . باشند 321

از این گراف، ماتریس مسیر ماتریسی به صورت vو  uس أبرای هر دو ر ijuv PP  باشد.می 

 که به طوری 

(9-49) 











ij

ij

ij
pe

pe
p

0

1
 

 س گراف است.أمسیر تعیین مسیرهای مختلف بین هر دو ریکی از کاربردهای ماتریس 

                                                           
21 Path matrix 
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باشد و به عنوان مثال، مسیرمیزیر  (، به صورت ماتریس8-9ماتریس مسیر گراف شکل )

dceaebeP 3211  سأکه از رb های شود و با عبور از راسشروع میac,  21و یالهای ,ee و
5e  به

 شود با خطوط مشکی پررنگ نشان داده شده است.ختم می dراس

 

 





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












11021

01110

10101

10011

4

3

2

1

54321

p

p

p

p

P

eeeee

 

 

 و ماتریس مسیر مربوط به آن 𝐺گراف -8-9شکل 

 

ر دو  هر  که بین  فی است  گرا همبند،  ف  قل یک أگرا حدا ن  ه آ دلخوا داشته س  د  جو مسیر و

 ارزی است یعنی:س یک گراف، یک رابطه همأباشد.رابطه وجود مسیر بین دو ر

 س با مسیری ) به طول صفر ( با خودش رابطه دارد. ) خاصیت بازتابی(أهر ر -

دارد. )خاصنیت نینز مسنیری وجنود ,baمسیری وجود داشته باشد، آنگناه بنین ,abاگر بین  -

 تقارنی(

  

a

c

b

d

e3
e4

e5

e1a

c

b

d

e3
e4

e5

e1a

c

b

d

e3
e4

e5

e1a

c

b

d

e3
e4

e5

e1

e2
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 نیز مسیری وجود دارد. cبه  aمسیری وجود داشته باشدآنگاه از  cبه bو از bبه aاگر از -

 ) خاصیت تراگذری یا تعدی ( 

   هنا، کنلاسکند. در هر یک از اینن  افراز می کلاسهای هر گراف را به چند  سأرابطه وجود مسیر، ر

 دیگر متصل نیستند. کلاسهای  سأبه ر کلاسهای یک  سأر

 .باشد کلاسمی توان گفت، گراف ناهمبند همانند گرافی است که شامل چند پس

    که دارای تعداد یکسان سطر وستون باشد یک ماتریس مربعی نامیده  𝐴ماتریس:1-2-1تعریف

 .می شود

𝐴متقارن نامیده می شود اگر   𝐴ماتریس  :2-2-1 تعریف  = 𝐴𝑇 ] 51[. 

 ].51 [دو ماتریس مشابه هستند در صورتی که دارای مقادیر ویژه یکسان باشند :3-2-1 تعریف

مقادیر ویژه متمایز یک ماتریس مستقل خطی بردارهای ویژه وابسته به  :3-3-1قضیه 

  ].51[هستند

  ,Aدارای مقادیر ویژه یکسان هستند. یعنی مقادیر ویژه  مشابهدو ماتریس  :4-3-1قضیه

TA𝑇−1 های منفرد برای همه ماتریسT  51[یکسان هستند[. 

های مشخصه یکسان هستند و در  چند جمله ای دارای TA𝑇−1 و Aه نشان می دهیم ک اثبات :

 .نتیجه دارای مقادیر ویژه یکسان هستند



15 
 

det(  TA𝑇−1 − 𝜆𝐼) = det(T(𝐴 −  𝜆𝐼)𝑇−1)

= 𝑑𝑒𝑡𝑇. 𝑑𝑒𝑡(𝐴 −  𝜆𝐼). det(𝑇−1)

= 𝑑𝑒𝑡𝑇. det(𝑇−1). 𝑑𝑒𝑡(𝐴 −  𝜆𝐼) = det ( 𝑇. 𝑇−1). 𝑑𝑒𝑡(𝐴 −  𝜆𝐼)

= 𝑑𝑒𝑡(𝐴 −  𝜆𝐼) 

های مشخصه یکسان هستند و در نتیجه دارای مقادیر  دارای چند جمله ای A و TA𝑇−1 بنابراین

 .ویژه یکسان می باشند

فقط اگر همه مقادیر ویژه آن مثبت  مثبت است اگر و معین و A ماتریس متقارن: 5-3-1قضیه 

 .]98[ باشد
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 فصل دوم:

 وکران های بررسی خواص طیفی گراف

 مجموعه طیفی 
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 مقدمه: 1 -2

نمایش طیفی گراف را نموده و با توجه به اهمیت طیف گراف ابتدا طیف گراف را تعریف دراین فصل 

با بررسی طیف هر گراف می توان به بعضی از  در گرافهای بدون وزن و وزن دار بررسی می کنیم.

ی بودن و غیره پی برد. همچنین در این فصل خواص آن از قبیل، تعداد رأس های مجزا، دو بخش

 بعضی از قضایا و لم های مرتبط با کران بالا و کران پایین طیف گراف ارائه می گردد. 

به صورت  𝐺نگاه چند جمله ای مشخصه آباشد  𝐺ماتریس مجاورت گراف  𝐴(𝐺)اگر  :1-2تعریف 

  زیر تعریف می شود:

𝑃(𝐺, 𝑋) = det (𝑥𝐼 − 𝐴(𝐺)) 

 نامند. می این چند جمله ای  را مقادیر ویژه ماتریسریشه های 

ماتریس گراف همراه با مرتبه تکرار هر یک  ویژه مجموعه مقادیر 𝐺گراف  00طیف :1-2-2تعریف 

…،𝜆1،λ2ویژه را با  می باشد. حال اگر مقادیرازاین مقادیر ویژه  ،λK  ومرتبه تکرار هر یک را

…،𝑚(𝜆1)با  ،𝑚(𝜆𝑘)     نگاه طیف گراف آبه ترتیب نمایش دهیم𝐺  را به شکل 

 

 𝑆𝑝𝑒𝑐(𝐺) = (
𝜆1 … 𝜆𝐾

𝑚(𝜆1) … 𝑚(𝜆𝑘 )
)                                                           ( 0-9  ) 

 .]96 [نمایش می دهیم 

 

 داریم: 𝑘4: برای گراف کامل 9-0مثال 

                                                           
22 Spectral 
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𝐴(𝐾4) = [

0 1  1  1
1  0  1  1
1  1  0  1
1  1  1  0

]                    , Spec (𝑘4) = (
3 −1
1 3

)                       

 و بردارهای ویژه یك ماتریس  ،مقادیر ویژه ،چند جمله ای مشخصه1- 2

nیک ماتریس  𝐴فرض کنید  × n  .صفرهای چند جمله ای همان گونه که در تعریف آمد، باشد

pn (𝜆) مشخصه = det (𝐴 − 𝜆𝐼) ه مقادیر ویژ A   این نامیده می شود. که این تعریف معادل

 یافت شود بطوری 𝑋است اگر وفقط اگر یک بردار مخالف صفر 𝐴یک مقدار ویژه  λعبارت است که، 

𝐴𝑋که  = 𝜆𝑋که .  X  51[ یک بردار ویژه نامیده می شود[ .  

 :نمایش طیفی  گراف 2-1-1

= 𝐺گراف در  (𝑉, 𝐸) که 𝑉و  ها سأمجموعه رE ⊆ V × V اگر ، می باشد.ها مجموعه یال

,𝑖 اطلاعاتی در مورد رأس های 𝑥𝑖𝑗باشد بطوریکه عناصر   𝑋دلخواهی از یک گراف، ماتریس 𝑗  را نشان

𝑋دهد، تجزیه  = 𝛷𝐷𝛷𝑇 به صورت 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆|𝑉|)     که یک ماتریس قطری

𝛷با مقادیر ویژه می باشد و = (𝛷1|𝛷2| … |𝛷|𝑉|)   ماتریس بردارهای ویژه است که به صورت

به صورت بالا طیف حاصل می شود و به صورت یک  𝑋 . از تجزیه ماتریسستونی نمایش داده می شود

 مجموعه مرتب زیر نمایش می دهند.

S = {𝜆1, λ2, … , λ|V|}  ,             𝜆1 ≥  λ2 ≥ ⋯ ≥  λ|V| 

جهت متمایز کردن  یف گرافاستفاده می شود. ططیف گراف به طور گسترده از  تئوری گراف در

بیان و  برایگسترده ای نسبتاً  تنوعبکار می رود.  گراف ویژگی های گراف وکسب اطلاعات از ساختار

 ماتریس هایی که از آنها طیفشود. می نها طیف حاصل آگراف وجود دارد که از  های ارائه ماتریس
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مسیر            توزیع طول لاپلاس، هت کرنل وال لاپلاس، مجاورت، نرم :حاصل می شود عبارتند از گراف

 .[3،91و1] گراف دارد فیثیر زیادی روی طمی باشند. انتخاب ماتریس تأ

برمبنای شاخه ای از  آورد. این روشله شباهت گراف فراهم می اف روش دیگری را برای مسأتئوری گر

گراف با استفاده از بردارهای متمایز کردن ویژگی های ساختاری  دقیقاً مرتبط با ریاضیات است که

یکی از موفقیت های تئوری طیفی  می باشد. تی یا ماتریس لاپلاسیمقادیر ویژه ماتریس مجاور ویژه و

بندی  طبقهاری ویژه برای گروه بندی از طریق روش های برد گراف در تصویر کامپیوتری استفاده از

 . ]1[ به دو می باشد دو

یک مسئله اساسی در مقایسه گراف این است که رأس ها علامت گذاری یا مرتب شده نمی باشند. در 

نتیجه رأس ها ممکن است در ترتیب های مختلفی در دو گراف تحت مقایسه به نظر رسند حتی اگر 

ود. به یکریخت باشند. معمولاً انطباق بین رأس ها در دو گراف بایستی قبل از ارزیابی شباهت تعیین ش

وضوح مرتب کردن رأس ها برای ارائه و نمایش ماتریس در مسئله هم طیفی گراف تأثیر می گذارد، 

Ĺیکسان می باشندکه ماتریس جایگشت باشد دو گراف یکریخت دارای طیف 𝑃 اگر  = 𝑃𝐿𝑃𝑇 

است. ولی عکس آن درست نمی با شد زیرا دو گراف غیر یکریخت ممکن است در طیف مشابهی 

 .]1[اشندسهیم ب

 فاصله طیفی بین گراف ها فاصله اقلیدسی بین طیف ها می باشد.

Dλ(G1, 𝐺2) = √∑ (λi
(1)

− λi
(2)

)2
𝑖                                             ( 0-0  ) 

گیرد. برای مثال منطبق کردن دو روش های طیفی گراف برای آنالیز کردن مورد استفاده قرار می

 گراف با اندازه برابر از تجزیه ماتریس های مجاورت استفاده می شود. 

 : معایب طیف
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 دارای طیف یکسان باشند. دو گراف متمایز ممکن است  -9

 غییر کوچک ساختار گراف تغییر کند.طیف ممکن است با ت -0

گراف ها باشند، کارآمد  برای تحلیلثر ؤطیف یک گراف به طور کلی جهت اینکه تنها ابزار م -8

از درختان حاصل می شود. تقریباً همیشه  در بخش های بعدی که نخواهد بود، مثلاً نتایجی

یک همتا با طیف مشابه در درختان وجود دارد. بنابراین درختان به طور منحصر بفرد با طیف 

 . ]1[ نمی توانند تعریف شوند

  فرض کنید: 1-1-2قضیه 

𝐴 =

[
 
 
 
 
A11               A12 ⋯ A1K

                ⋱ ⋮
0                 A22 ⋯ A2K

⋮                     ⋮                  ⋮   
0                  0      …   AKK ]

 
 
 
 

        

,𝐴11طیف های  برابر اجتماع 𝐴آنگاه طیف یک ماتریس مربعی است.   Aii که در آن … , Akk      

 می باشد.

  داریم :اثبات

det(𝐴 − 𝜆𝐼) = det(𝐴11 − 𝜆𝐼) det(𝐴22 − 𝜆𝐼)…det (𝐴𝑘𝑘 − 𝜆𝐼)   

برابننر اجتمناع مجموعننه هنای صننفرهای            𝐴 بننابراین مجموعنه صننفرهای چنند جملننه ای مشخصنه

,𝐴kkچند جمله ای مشخصه  … , 𝐴11 75[ می باشد .[ 

 دار طیفی  گرا ف وزن 2-3

𝜑گراف بدون جهت  = (𝑉, 𝐸,𝑤) را در نظر بگیرید که در آن𝑉 = {𝑣1 , 𝑣2 , … , 𝑣𝑛}، 
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𝐸 = {𝑒1, … , 𝑒𝑛} ⊂ 𝑉 × 𝑉   و تابع وزن 𝑤:𝐸 →  𝐴 ماتریس مجاورت می باشند. آنگاه[0,1)

n ماتریس متقارن یک  𝜑 برای گراف × n ( می باشد:90-0رابطه )عناصر با 

𝐴𝑎𝑏 = {
1                 (𝑣𝑎, 𝑣𝑏) ∈ 𝐸      

)                                             درغیراین صورت                   0 0-90 ) 

د نها وزن دار باش اگر یالحال  ،فوق فقط، ساختار گراف را بیان می کند به عبارت دیگر ماتریس

  .تعریف می شود) 98-0(رابطهماتریس مجاورت به صورت 

𝐴𝑎𝑏 = {
𝜔(𝑣𝑎, 𝑣𝑏)                  (𝑣𝑎, 𝑣𝑏) ∈ 𝐸      

)                                         در غیراینصورت                         0 0-98 ) 

𝐿 حاصل از تفاضل ماتریس هایماتریس لاپلاس  = 𝐷 − 𝐴   در آن کهبه دست می آید  𝐷 یک

𝐷𝑎𝑎یس قطری با عناصر ماتر = ∑ 𝐴𝑎𝑏
𝑛
𝑏=1 .که عناصر آن شامل درجه رأس ها می باشد 

 بوده و 08نیمه معین مثبت زیرا است، ماتریس مجاورت تر از طیفی ماتریس لاپلاس مناسبآنالیز 

 رأس هابوسیله تناظر بین  φ2و φ1مقایسه دو گراف . مقادیر ویژه آن بزرگتر مساوی صفر می باشد

 با استفاده از نگاشت می باشد.

𝑓: 𝑉1 ∪ ∅ → 𝑉2 ∪ ∅                                                                          ( 0-94 ) 

 مقدار جادر این می شود.در یک مقیاس مطرح  یابد، به حداقل رساندن خطابهبود 𝑓 برای اینکه نگاشت

       داده  نمایش  𝛷 افزوده با هایرأس. گرفته می شوددو گراف شبیه به هم در نظر  برای مینیمم

بهینه سازی  روش ،لهبرای حل مسئ یا افزوده، تهی می شود که 04شود. تطابق رأس غیر اصلیمی

رأس  جایگشت مشخص می شود. رأس هاله نگاشت تناظر بین داده می شود. با استفاده از مسئتوسعه 

                                                           
2  Semidefinite                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    
24 Extraneous vertex 



21 
 

به دست     از ماتریس لاپلاس  قرار دارد، که مرتبه یکسانی رنسبت به گراف اول د دوم در گراف ها

 صدق می کند. (95-0 )ط شند ماتریس جایگشت در شر. اگر دو گراف یکریخت بامی آید

𝐿1 = PL2P
T                                                    ( 0-95 ) 

بین ماتریس برای فریبنیوس  ط برقرار نباشد دو گراف غیر یکریختند. از فاصلهدر صورتی که این شر

𝐿1‖  که به صورت 05وسیبنی. نرم فرشودمعیار درجه شباهت دو گراف استفاده می  − 𝑃𝐿2𝑃
𝑇‖   

 𝐽(𝑃𝑢)و  .آ یددست می ه ب (96 -0)  به وسیله رابطه ،که مینیمم کننده است  𝑃uوماتریس جایگشت

 مینیمم کننده است.

𝐽(𝑃𝑢) = ‖Pu A1Pu
T − A2‖                                                                       ( 0- 96 ) 

𝐴1که در آن  = 𝑈1𝐷1𝑈1
𝑇 ، 𝐴2 = 𝑈2𝐷2𝑈2

𝑇که 𝑈 ماتریس متعامد و 𝐷 ماتریس قطری است و

𝑈2𝑈1ماتریس جایگشت را توسط
𝑇   93[می زنندتقریب.[ 

 ماتریس طیف گراف: 1 -2-3

عناصر  در صورتی که. شودمطرح می  طیفی ماتریس مجاورت یا ماتریس های وابسته با طیف گراف

 د. روی قطر اصلی صفر باشند تجزیه طیفی ماتریس مجاورت دارای تعدادی مقادیر ویژه منفی می باش

  :یعنی یددست می آه ماتریس طیفی برای یک گراف از تجزیه ماتریس مجاورت ب

𝐴 = ∑ 𝜆𝑖𝑒𝑖𝑒𝑖
𝑇𝑛

𝑖=1                                                  ( 0-91 ) 

  𝐴  بردار ویژه متناطر با آن می باشد که از ماتریس متقارن  𝑒𝑖امین مقدار ویژه و 𝜆𝑖، 𝑖  در آن که

𝑒iیعنی  .و طول آن ها واحد می باشد هستند ویژه نرمال شده هایحاصل می شوند. بردار
Tei = 1. 

 دست می آید.ه ب( 93-0) رابطه سی طیفی توسطبردار ویژه ماتری

                                                           
25Norm frobenius 
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ф = (√𝜆1𝑒1
𝑇, √𝜆2𝑒2

𝑇, … ,√𝜆𝑛𝑒𝑛
𝑇)                                  ( 0-93 ) 

منفی باشند. ماتریس مجاورت  یژه ناوکه مقادیر  یک نمایش کامل از گراف در صورتی  фماتریس

 ساخته می شود. )91-0( توسط تابع ا  مجدداصلی 

 𝐴 = фф
𝑇

                                                         ( 0-91 ) 

 :هم طیفی 4 -2

به دو گراف هم طیف گفته می شود، در صورتی که دارای  مجموعه مقادیر ویژه)مجموعه طیفی( 

های هم  ثیر زیادی برای گرافأنمایش ماتریس انتخاب شده برای گراف ت . ارائه ویکسان باشند

 یکی از مسائل طیف گراف بررسی مسئله هم طیفی گراف است. طیف دارد.

 
 

 هم طیف با ماتریس مجاورت غیر یکریخت و های گراف9-0شکل 

 

 

  (، جدول0-0دراینجا به بررسی هم طیفی در مجموعه های درختی و گرافی بزرگ درشکل ) 

نشدنی است. ماتریس س أر 99ها با بیش از  هم طیفی گراف بررسی ( می پردازیم.0-0( و )0-9)

که در  است مناسب ترهای هم طیف دارد و ماتریس لاپلاس  مجاورت بدترین نمایش برای گراف

 .به این نتایج دست می یابیم ( ، 8( نمودار )0-0یک بررسی برای گراف های ارائه شده درشکل )

 99طیف با  در صدد گراف های هم 0/2ماتریس لاپلاس نرمال (8در نتیجه با توجه به نمودار)
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در  3/8، لاپلاس، مجاورت به ترتیب منحصر بفردهای لاپلاس  آورد. ماتریس س را بوجود میأر

بیشتر  06له هم طیفی با ترکیب کردنئمی آورد. مس در صد هم طیفی را بوجود 09درصد،  1صد، 

 ( نتایج ترکیب طیفی برای گراف ها نشان می دهد. که9-0از یک طیف عملی می باشد. جدول )

منجر به کاهش بزرگی در تعداد مجموعه های هم طیفی در مقایسه با طیف های  این ترکیب

( به این 0-0( و )9-0با توجه به جدول ) س می شود.أر 92های کمتر از  خاص برای انداز ه

س أر 92کمتر از که، ترکیب طیف نرمال لاپلاس با طیف دیگر برای گراف هاینتیجه می رسیم 

محاسباتی نشان داده  شبیه سازی .]1 [های هم طیف را نصف می کند  رافکما بیش تعداد گ

 99ماتریس مجاورت می رسند و برای در سأر 92درصد در  09ها به گراف 01است که هم طیفی

ساختارهای گراف دست آمده است ه ب (8س کمتر می باشد با توجه به نتایجی که از نمودار )أر

ساختار گراف مورد استفاده قرار می گیرد. برای مثال اخیراً جهت ارائه ارتباطات ساختاری، در 

 .]1[جهت ارائه شکل مورد استفاده قرار می گیرد 03های شاک گراف

ماتریس های مختلف در مجموعه های گرافی و درختی  به منظور ارائه مسئله هم طیفی به بیان

ثیر گردد و تأتفاده می ها اس بزرگ می پردازیم. از طیف جهت دسته بندی و طبقه بندی گراف

. نظریه طیفی گراف روش برده می شودفرمول بندی ماتریس ها برای نشان دادن میزان خطا بکار 

برای درختان طیف مشابه وجود دارد بنابراین نمی توان به  .له شباهت گراف استأدیگری برای مس

س رو رأ 99های کوچک هم طیفی کمتر از  برای گراف .دنطیف تعریف شو طرز منحصر بفردی با

 .[1]به کاهش می رود 

 

 

                                                           
26Combining  
27cospectral  
28Shock  
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 𝐴  های هم طیف ماتریس  مجاورت :درخت0نمودار  𝐿 های هم طیف ماتریس لاپلاس :درخت9نمودار 

 
 

 

  
 

 نرمال لاپلاسهای هم طیف ماتریس   :درخت4نمودار  های هم طیف گراف:8نمودار 

𝐿̂ 

 

  نرمال لاپلاس  ،لاپلاس ،مجاورت های ها با ماتریس هم طیفی درخت(  0-0 )شکل
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تعداد 

ها سأر  

ها تعدادگراف  𝐴&𝐿 𝐿&|𝐿| |𝐿|&𝐴 𝐿̂&𝐴 𝐿̂&𝐿 کل 

6 990 2 2 2 2 2 2 

1 358 2 96 2 2 2 2 

3 99991 2 080 2 6 2 2 

1 069232 30 4981 3 94 6 0 

92 99196519 98364 921385 92196 92039 92056 92904 

 های هم طیف گراف 9-0جدول

 

𝐴&𝐿 𝐿̂ 𝐿 𝐴 سهاأتعداد ر ها تعداد درخت 

2 2 2 231/2 08 3 

2 2406/2 2 098/2 41 1 

2 2811/2 2 215/2 926 92 

0 2599/2 2055/2 055/2 085 99 

0 2523/2 2921/2 096/2 559 90 

0 2482/2 2983/2 891/2 9829 98 

 92 2836/2 2215/2 010/2 8951 94 

  0 2894/2 2260/2 821/2 1149 95 

94 2049/2 2285/2 069/2 91802 96 

42 2919/2 2245/2 065/2 43601 91 
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83 2945/2 2291/2 091/2 908361 93 

64 2211/2 2294/2 098/2 891155 91 

943 2263/2 2223/2 911/2 308265 02 

984 2286/2 2225/2 963/2 0944525 09 

984 2206/2 22203/2 - 5608156 00 

984 2295/2 22291/2 - 94303214 08 

- - 22221/2 - 81011311 04 

- - 22221/2 - 924686312 05 

- - 22225/2 - 011110319 06 

 های هم طیف نتایجی از درخت 0- 0جدول

 تعیین کران بالا برای طیف گراف 2-5

ارائه شده  82در کتاب نظریه جبری گراف ها 9114در سال  01اولین لم این بخش توسط بیگز

 [. 91]است

  [91] باشد آنگاه 𝐺,  λ1(G)اگر بزرگترین مقدار ویژه گراف  :1-4-2لم 

 λ1(G) ≤ (
2𝑚(𝑛−1)

𝑛
)1/2 .                                           (0-02)  

λ1(G) فرض کنیم تعداد یال ها می باشد.  𝑚 :اثبات ≥ 𝜆2(𝐺) ≥  …  ≥ 𝜆𝑛(𝐺)  مقادیر ویژه

∑باشند که به شکل نزولی مرتب شده اند. چون  𝐺گراف  𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 = ∑و  0 𝜆𝑖

2𝑛
𝑖=1 = 2𝑚 با است ،

                                                           
29 Biggs 
30 Algabraic graph theory 
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,𝜆2)برای بردارهای  89شوارتز-کوشیدر نظر گرفتن نامساوی  … , 𝜆𝑛)  1,1)و,… به تعداد  (1,

𝑛 −  : خواهیم داشت 1

 λ1(G) ≤ (
2𝑚(𝑛 − 1)

𝑛
)1/2 

 .حکم ثابت است و

و همکاران او ارائه شده است را بیان    80توسط کینکار داس 0220اکنون کران هایی که در سال 

 .[91]می کنیم

 [53,91]باشد آنگاهبزرگترین مقدار ویژه آن λ1 گراف همبند و  𝐺اگر  :1-5-2قضیه 

 λ1(G) ≤ max {√
𝑇𝑇𝑖

𝑑𝑖
: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} .                                    (0-09)  

 که در آن داریم:

𝑇𝑖 = ∑ {𝑑𝑗: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)} = 𝑑 𝑖𝑚𝑖𝑗                                                        (0-00)  

𝑇𝑇𝑖 = ∑ {𝑇𝑗: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)} = ∑ {𝑑𝑗𝑚𝑗: 𝑣 𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑗𝑗                     (0-08)  

 می باشند . 𝑣 𝑖میانگین درجه رأس های مجاور با  𝑚𝑖و  𝑣 𝑖درجه راس   𝑑 𝑖و 

ماتریس قطری از درجه رئوس  𝐷(𝐺)را در نظر بگیرید که  𝐷(𝐺)−1𝐴(𝐺)𝐷(𝐺)ماتریس  اثبات:

, 𝑖)است. عنصر  𝑗)  ام از ماتریس𝐷(𝐺)−1𝐴(𝐺)𝐷(𝐺) :به شکل زیر است 

{

𝑑𝑗

𝑑𝑖
𝑣𝑖𝑣𝑗 باشد    ∈ 𝐸 اگر

در غیر این صورت     0
  

                                                           
31 Cauchy-Schwartz 
32 Kinkar ch. Das 
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𝑋اگر  = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇  بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه𝜆1  از ماتریس𝐷(𝐺)−1𝐴(𝐺)𝐷(𝐺) 

ا کمتر یا مساوی یک و دیگر مولفه ه می توان فرض کرد که یک مولفه از بردار ویژه یک باشدباشد. 

𝑥𝑖باشند. به عبارت دیگر  = 𝑥𝑘و  1 ≤  است. داریم: 𝑘برای هر  1

{𝐷(𝐺)−1𝐴(𝐺)𝐷(𝐺)}𝑋 = 𝜆1𝑋 .                                                                  (0-04)  

𝑖 ( عبارت است از: 04-0امین معادله از تساوی ) 

 λ1(G)𝑥𝑖 = ∑ {
𝑑𝑗𝑥𝑗

𝑑𝑖
: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑗 ,                                                          (0-05 )                                                              

 به عبارت دیگر  

 λ1(G) = ∑ {
𝑑𝑗𝑥𝑗

𝑑𝑖
: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑗                                                             

 ( عبارت است از:04-0امین معادله تساوی از ) 𝑗است. 

 λ1(G)𝑥𝑗 = ∑ {
𝑑𝑘𝑥𝑘

𝑑𝑗
: 𝑣𝑗𝑣𝑘 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑘                                                           (0-06)  

( در 06-0با ضرب طرفین تساوی )
𝑑𝑗

 𝑑𝑖
 خواهیم داشت:  𝑗و جمع بندی روی  

 λ1(G)2 = ∑ {
1

𝑑𝑖
∑ {𝑑𝑘𝑥𝑘: 𝑣𝑗𝑣𝑘 ∈ 𝐸(𝐺)}: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑘𝑗   

𝑥𝑘اکنون با توجه به  ≤  است داریم: 1

≤ ∑ {
1

𝑑𝑖
∑ {𝑑𝑘: 𝑣𝑗𝑣𝑘 ∈ 𝐸(𝐺)}: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑘𝑗                                          (0-01)  

 ( خواهیم داشت:00-0( و )09-0با استفاده از روابط )

= 1/𝑑i ∑ {𝑑𝑗𝑚𝑗: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}j =
𝑇𝑇𝑖

𝑑𝑖
                                                   (0-03)  
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  بنابراین حکم برقرار است.

 آنگاه  باشدبزرگترین مقدار ویژه آن  λ1(G) گراف همبند و  𝐺اگر : 1-5-2نتیجه 

 λ1(G) ≤ max{√𝑑𝑘𝑚𝑘: 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}                                                          (0-01)  

 .[02]است

𝑑𝑘𝑚𝑘اگر اثبات:  = max
𝑗

{𝑑𝑗𝑚𝑗: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}  و𝑣𝑘 ∈ 𝑉(𝐺) آنگاه از معادله      باشد 

 داریم:  0-01

 λ1(G) ≤ √𝑑𝑘𝑚𝑘  

 بنابراین نتیجه حاصل می شود.

 [93]آنگاه باشدبزرگترین مقدار ویژه آن  λ1(G) گراف ساده و  𝐺اگر : 2-5-2قضیه 

 λ1(G) ≤ max
𝑖

{min
𝑘

{
𝑘

2
+ √𝑇′

𝑖𝑘 +
𝑘2

4
: 𝑘 ≥ 0, 𝐷𝑘 > 0} : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}   (0-82)   

𝑇′𝑖𝑘است که در آن  = 𝑇′𝑖(𝑘−1) − 𝐷𝑘  و𝑘 = 1,… , (𝑑𝑖 − 𝑇′𝑖0است.  (1 = 𝑑𝑖𝑚𝑖  و𝐷𝑘 

 است. 𝑣𝑖همسایگی از راس  𝑘است که بیشتر یا مساوی  𝑣𝑖نیز تعداد همسایگی های رأس 

𝑋اگر اثبات:  = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇  بردار ویژه از مقدار ویژه λ1(G)  .می توان فرض کرد که یک باشد

𝑥𝑖مولفه از بردار ویژه یک باشد و دیگر مولفه ها کمتر یا مساوی یک باشد. به عبارت دیگر  = و  1

𝑥𝑘 ≤  است. داریم: 𝑘برای هر  1

𝐴(𝐺)𝑋 =  λ1(G)𝑋 .                                                                                   (0-89)  

𝑖 ( عبارت است از: 89-0امین معادله از تساوی ) 
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 λ1(G)𝑥𝑖 = ∑ {𝑥𝑗: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑗    

 به عبارت دیگر 

 λ1(G) = ∑ {𝑥𝑗: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑗 .                                                                 (0-80)  

 ( عبارت است از:80-0امین معادله از تساوی ) 𝑗است. 

 (0-88         ) λ1(G)𝑥𝑗 = ∑ {𝑥𝑘: 𝑣𝑖𝑣𝑘 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑘 .                                                       

 خواهیم داشت: 𝑗( روی 88-0با جمع بندی بر دو طرف تساوی )

 λ1(G)2 = ∑ {∑ {𝑥𝑘: 𝑣𝑖𝑣𝑘 ∈ 𝐸}: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)k }𝑗 . 

( λ1(G) − 𝑘) λ1(G) = ∑ {∑ {𝑥𝑘: 𝑣𝑖𝑣𝑘 ∈ 𝐸}: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)k }𝑗   

−𝑘 ∑ {𝑥𝑗: 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑗 . 

 به عبارت دیگر 

( λ1(G) − 𝑘) λ1(G) ≤ 𝑇′ik                                                                       (0-84)  

 به شکل زیر داده شده است: 𝑇′ikعدد صحیح غیر منفی و  𝑘که 

𝑇′𝑖0 = 𝑑𝑖𝑚𝑖  

𝑇′𝑖1 = 𝑇′𝑖0 − 𝐷1  

𝑇′𝑖2 = 𝑇′𝑖1 − 𝐷2  

………. 

𝑇′𝑖(𝑑𝑖−1) = 𝑇′𝑖(𝑑𝑖−2) − 𝐷(𝑑𝑖−1)  

 بنابراین  است. 𝑣𝑖همسایگی از رأس  𝑘است که بیشتر یا مساوی  𝑣𝑖تعداد همسایگی های رأس  𝐷𝑘و 
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 λ1(G) ≤
𝑘

2
+ √𝑇′𝑖𝑘 + 𝑘2/2 ,                                                            (0-85)  

 𝜆1(𝐺) ≤ 𝑚𝑖𝑛
𝑘

{
𝑘

2
+ √𝑇′

𝑖𝑘 +
𝑘2

4
: 𝑘 ≥ 0, 𝐷𝑘 > 0}   

 لذا نتیجه حاصل می شود.

 :[02]داریم آنگاه باشدبزرگترین مقدار ویژه آن  λ1(G) گراف ساده و  𝐺اگر  :2-5-2نتیجه 

 λ1(G) ≤ max{√𝑑𝑖𝑚𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} .                                               (0-86)  

𝑘با قرار دادن اثبات:  = λ1(G) ( ، 91-9در معادله ) 0 ≤ √𝑑𝑖𝑚𝑖  حاصل می شود. بنابراین به

 راحتی حکم نتیجه می شود.

 تعیین کران پایین برای طیف گراف 2-6

باشد. رأس های وابسته را به گروه هایی تقسیم می کنیم  رأس وابستهدارای  𝐺اگر گراف : 1-6-2لم 

به طوری که رأس های هر گروه دارای همسایگی های مشترک باشند. در هر گروه مولفه های بردار 

 .[00]ویژه متناظر با مقدار ویژه های غیر صفر برابر می باشند

𝑋اگر  اثبات: = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇  بردار ویژه از مقدار ویژهλ(G) همچنین اگر  شد.با𝑣1  و . . . ،𝑣𝑟 

𝑉(𝐺)های وابسته از مجموعه راس رأس = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}  با𝑟 < 𝑛  باشدکه مجاور با رأس𝑣𝑖 

 باشند. داریم: 

𝐴(𝐺)𝑋 = λ(G)X  

λ(G)𝑥𝑘 = ∑ {𝑥𝑗: 𝑣𝑘𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}𝑗       𝑘 = 1,… , 𝑛 . 

𝑘برای  = 1,… , 𝑟 : داریم 
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 λ(G)𝑥𝑘 = 𝑥𝑖.                                                                                   (0-81)  

𝑘با  𝑥𝑘( دیده می شود که 81-0غیر صفر است لذا از معادله ) λ(G)چون  = 1,… , 𝑟 حقیقی ،

 هستند.

اعداد  𝑥𝑛. . . و  𝑥1 ،𝑥2اعدا صحیح مثبت باشند و  𝑑𝑛. . . و  𝑑1 ،𝑑2فرض کنیم : 1-6-2لم 

 : [91]افزایش یابد آنگاه داریم 𝑥𝑖به  𝑑𝑖حقیقی مثبت باشند. اگر 

𝑑1𝑥1+𝑑2𝑥2+⋯+𝑑𝑛𝑥𝑛

𝑥1+𝑥2+⋯+𝑥n
≥

𝑑1+𝑑2+⋯𝑑n

n
 .                                                   (0-83)  

 

𝑣رأسی باشد و راس  𝑛درخت  𝑇فرض کنیم  :2-6-2لم  ∈ 𝑉  باشد که𝑒(𝑣) ≤  ، آنگاه 2

 𝜆1(𝑇) ≥ √𝑑 + 𝑚 − 1                                                                      (0-81)   

𝑣رأس درجه  dکه  ∈ 𝑉(𝐺)  است و𝑚  میانگین درجه راس های مجاور با𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) [09]است. 

. .  𝑑1 ،𝑑2باشند و درجه متناظر هر یک  𝑣راس های مجاور با  𝑣𝑑. . . و  𝑣1 ،𝑣2فرض کنیم اثبات: 

𝑒(𝑣)باشد. چون  𝑑𝑑. و  ≤ 𝑑1)مجاور با  𝑣𝑑. . . و  𝑣1 ،𝑣2است بنابراین  2 − 1) ،(𝑑2 − 1)  .

𝑑𝑑). . و  − ( می توان گفت که همه مولفه های 9-0-9رأس وابسته هستند. با استفاده از لم ) (1

𝑥𝑖 (𝑖برابر با  𝑣𝑖ی مجاور با بردار ویژه متناظر با رأس های وابسته  = 1,2,… , 𝑑)  هستند. بنابراین

 متناظر با بزرگترین مقدار ویژه به ترتیب عبارت است از: 𝑣𝑑. . . و  𝑣1 ،𝑣2مولفه های ویژه رأس های 

𝜆1𝑥1, 𝜆1𝑥2, … , 𝜆1𝑥𝑑   

 باشد.( داریم: 𝑣مولفه ویژه متناظر با رأس  𝑦) فرض کنیم  𝑣برای رأس 

𝜆1𝑦 = 𝜆1𝑥1 + 𝜆1𝑥2, +⋯+ 𝜆1𝑥𝑑     ,   𝑦 = ∑ 𝑥𝑖
𝑑
𝑖=1                            (0-42)  

 همچنین 
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𝜆1
2𝑥𝑖 = 𝑦 + (𝑑𝑖 − 1)𝑥𝑖              𝑖 = 1,2,… , 𝑑  

𝑦 = (𝜆1
2 − 𝑑𝑖 + 1)𝑥𝑖                 𝑖 = 1,2,… , 𝑑                                       (0-49)  

 ( داریم:81-0و استفاده از معادله ) 𝑖خیر روی با جمع بندی طرفین تساوی ا

𝑑 ∑ 𝑥𝑖
𝑑
𝑖=1 = 𝜆1

2 ∑ 𝑥𝑖
𝑑
𝑖=1 − ∑ 𝑑𝑖𝑥𝑖

𝑑
𝑖=1 + ∑ 𝑥𝑖

𝑑
𝑖=1   

𝜆1
2 = 𝑑 +

∑ 𝑑𝑖𝑥𝑖
𝑑
𝑖=1

∑ 𝑥𝑖
𝑑
𝑖=1

− 1 .                                                                        (0-40)  

 ( حکم نتیجه می شود.42-0است. پس با توجه به رابطه ) 𝑥𝑖متناسب با  𝑑𝑖(، 49-0از معادله )

 :[91]عبارت است از  𝐺از گراف  84هم رتبهو  88رتبه :1-6-2 تعریف 

𝑟(𝐺) = 𝑛 − 𝑐    ,   𝑠(𝐺) = 𝑚 − 𝑛 + 𝑐 

 .است  𝐺تعداد دورهای موجود در  𝑐ن آکه در 

,𝑥)فرض کنیم  :2-6-2تعریف  𝑦)  نشان دهنده ضرب داخلی دو بردار ستونی𝑥  و𝑦  باشد. برای

𝑛هر ماتریس حقیقی  × 𝑛  متقارن𝑋  و هر بردار غیر صفرn × تعریف می کنیم  𝑧ستونی  1

(𝑧, 𝑋𝑧)/(𝑧, 𝑧) و آن را خارج قسمت ریلی می نامیم. همچنین برای هر 𝑧 ≠  رابطه 0

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑋) ≥ 𝑅(𝑋; 𝑧) ≥ 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑋)  

 [.91برقرار است]

 [91] :1-6-2 قضیه

 نگاه آباشد  𝐺سی از أزیر گراف ر 𝐻اگر   (1

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐻) ≤ λmax(G)  ;   λmin(𝐻) ≥ λmin(G). 
                                                           
33 Rank 
34 Co-Rank 
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و  𝑘𝑚𝑎𝑥(𝐺)عبارت باشد از  𝐺سی از گراف أاگر بزرگترین و کوچکترین مقدار درجه ر (2

𝑘𝑚𝑖𝑛(𝐺) ،نگاه آ𝑘𝑚𝑎𝑥(𝐺) ≥ λmax(G) ≥ 𝑘𝑚𝑖𝑛(𝐺). 

دارای  𝐴(𝐺)برچسب گذاری شده اند. بنابراین ماتریس مجاورت  𝐺فرض کنیم راس های  (9 :اثبات

𝐴0𝒛𝟎کنیم که را طوری انتخاب می 𝒛𝟎. است Hاست که ماتریس مجاورت  𝐴0زیر ماتریس  =

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴0)𝒛𝟎  و(𝑧0, 𝑧0) = از صفرهای مجاور  |𝑉(𝐺)|بردار ستونی با سطرهای  𝒛 اگر .1

 :ند آنگاه داریموارد می شو 𝑧0که به  باشد تشکیل شده

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴0) = 𝑅(𝐴0; 𝒛𝟎) = 𝑅(𝐴(𝐺); 𝒛) ≤ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴(𝐺))  

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐻)که نشان می دهد ≤ λmax(G) . یگر نیز به همین روش عمل می مساوی دبرای نا

 .کنیم

𝑛است باشد. اگر  1+ن آبردار ستونی که هر مولفه  𝒖 اگر (9 = |𝑉(𝐺)|  و𝑘(𝑖)  ظرفیت هر

 : باشد، آنگاه داریم 𝑣𝑖س أر

𝑅(𝐴(𝐺); 𝒖) =
1

𝑛
∑ 𝑎𝑖,𝑗𝑖,𝑗 = 1/𝑛 ∑ 𝑘(𝑖)

𝑖 ≥ 𝑘𝑚𝑖𝑛(G) , 

;𝑅(𝐴(𝐺)از اینکه خارج قسمت ریلی  𝒖)  حداکثر𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐴(𝐺))  است بنابراین 

  𝜆𝑚𝑎𝑥(G) ≥ 𝑘𝑚𝑖𝑛(G). 

𝜆0یک بردار ویژه متناظر با مقدار ویژه  𝑋 حال اگر = 𝜆𝑚𝑎𝑥(G) و  باشد𝑥𝑗  بزرگترین مولفه مثبت

𝐴(𝐺)𝑋 چون باشد آنگاه 𝑥از  = 𝜆0𝑋  است قرار می دهیم∑ ′𝑥𝑖 = 𝜆0𝑥𝑗پس داریم ، : 

𝜆0𝑥𝑗 = (𝜆0𝑋)𝑗 = ∑ ′𝑥𝑖 ≤ 𝑘(𝑗)𝑥𝑗 ≤ 𝑘𝑚𝑎𝑥(𝐺)𝑥𝑗  

𝜆0. بنابراین است 𝑣𝑗مجاوربا  𝑣𝑖بندی روی رئوس  که جمع ≤ 𝑘𝑚𝑎𝑥(G) است. 
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𝑙گرافی با عدد رنگی  𝐺فرض کنیم  :3-6-2لم  ≥        سیأدارای یک زیرگراف ر Gنگاه آباشد.  2

𝑙- بحرانی به نام𝐻  است و هر راس𝐻 قلدارای درجه حدا 𝑙 −  .[3]است 1

غیر تهی است و شامل گراف هایی است که بعضی  Gسی از أمجموعه همه زیرگراف های ر :اثبات

هستند )مانند یک  𝑙رنگی ای غیر از  ( و بعضی دارای عددGمی باشند )مانند خود  𝑙دارای عددرنگی 

ها داشته  سأباشد و کمترین رابطه با تعداد ر 𝑙سی با عددرنگی أیک زیرگراف ر 𝐻 اگر سی ها(.أر

𝑣بحرانی است. اگر -𝐻 𝑙باشد. پس  ∈ 𝑉(G) گاه آن𝑉(G) − 𝑣 سی ازأیک زیرگراف ر𝐻  است و

𝑙رنگی  دارای عدد − 𝑙کمتر از  𝐻در  𝑣است. اگر درجه  1 − میزی را آنگاه می توان رنگ آباشد  1

𝜒(H)توسعه داد و لذا  𝐻برای  = 𝑙 بنابراین درجه است .𝑣 قلحدا 𝑙 −  است. 1

 : [09]بزرگترین مقدار ویژه آن باشد آنگاه داریم 𝜆1(𝑇) رأسی و  𝑛درخت  𝑇اگر : 2-6-2قضیه

 𝜆1(𝑇) ≥ √𝑑 + 𝑚 − 1  

𝑣بزرگترین درجه رأس  𝑑که  ∈ 𝑉(𝐺)  است و𝑚  میانگین درجه رأس های مجاور با𝑣 .است 

 ( به سادگی نتیجه حاصل می شود.9-0-9( و قضیه )8-0-9با استفاده از لم های )اثبات: 

 

 نتیجه گیری : 7 -1

 مجموعه مقادیر ویژه به دست آمده از ماتریس های وابسته گراف ، طیف گراف نامیده می شود. برای

به دست آوردن طیف گراف بیشتر از ماتریس های لاپلاس و مجاورت استفاده می کنیم. دو گراف 

یکریخت دارای طیف یکسان می باشند و عکس آن برقرار نمی باشد. زیرا ممکن است دو گراف دارای 

ند. طیف مشابه باشند اما یکریخت نباشند. درختان به طور منحصر بفرد با طیف نمی توانند تعریف شو

 از طیف برای دسته بندی وطبقه بندی گراف ها استفاده می کنیم.
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 در این فصل کران های ارائه شده به قرار زیر است:

i.  λ1(G) ≤ (
2𝑚(𝑛−1)

𝑛
)1/2 

ii.  λ1(G) ≤ max
𝑖

{min
𝑘

{
𝑘

2
+ √𝑇′

𝑖𝑘 +
𝑘2

4
: 𝑘 ≥ 0, 𝐷𝑘 > 0} : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛} 

iii.  𝜆1(𝑇) ≥ √𝑑 + 𝑚 − 1 

 

 

 

 

 

iv. 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝐻) ≤ λmax(G)  ;   λmin(𝐻) ≥ λmin(G) 

v. 𝑘𝑚𝑎𝑥(𝐺) ≥ λmax(G) ≥ 𝑘𝑚𝑖𝑛(𝐺) 

 درجه رأس است.  𝑘که در آن 
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 فصل سوم:

کاربردهای طیف گراف در مساله نشاندن 

 ها طیفی گراف
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 : مقدمه3-1

این . گراف در یک فضای برداری می پردازیم طیفی های نشاندن روش کاربرد دراین فصل به بررسی

بخش اول روش های نشاندن طیفی گراف می باشد. بخش دوم  فصل به چهار بخش تقسیم می شود:

فاصله در گراف را مورد بررسی قرار می دهیم. بخش سوم به معرفی گراف شاک می پردازیم ودر بخش 

 آخر به معرفی گراف دلونی وکاربردهای طیف گراف می پردازیم.

 دن گراف معرفی می کنیم:اینجا دو روش را برای نشاندر  

 های نشاندن طیفی گرافروش 3-2

وجود  86برداریدر یک فضای  85گراف توسط بردارهای ویژگی طیفی های مختلفی برای نشاندن روش

 .نشانده می شوندبا ابعاد کمتر  ،هایی از یک گراف در یک فضای اقلیدسیرأس  در این روش دارد.

بعد می باشند بردارهای  Nتوسط تجزیه ماتریس های وابسته طیفی گراف، از گراف هایی که دارای 

بعدی با کمک دو روش زیر دریک فضای  𝑁الگو طیفی استخراج می شود. این بردارهای الگو طیفی 

 .]91 [برداری در ابعاد کمتر نشانده می شوند.

  81آنالیز مؤلفه های اصلی روش اول :

  83مقیاس گذاری چند بعدی:  روش دوم

 ماتریس لاپلاس و تعریف کوواریانس3-2-1

                                                           
35 Feature vector 
36 Space vector 
37 Principal component analysis 
38 Multidimensional scaling 
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خودش حساب  کوواریانس همیشه بین دو بعد اندازه گیری می شود. اگر کوواریانس را بین یک بعد و

,X) کنید در واقع شما واریانس را حساب کرده اید. اگر شما یک سری داده سه بعدی Y, Z)  داشته

,𝑋کوورایانس را بین دو بعدمی توانید . باشید 𝑌  و بعدد X, Z و دو بعد𝑌, 𝑍  ندازه ا .حساب کنید

,𝑋 گیری کوواریانس بین 𝑋 یا 𝑌, 𝑌 و یا 𝑍, 𝑍  فرمول محاسبه  را می دهد ابعادواریانس  ترتیببه

توان مشابه  می را نیز . فرمول محاسبه واریانس کوواریانس بسیار شبیه فرمول محاسبه واریانس است

برای  اطلاعاتیداده ایم زیرا  جمله درجه دوم نشان داده شده را به دو بخش بسط این عبارت نوشت:

 . ]82[دهدمحاسبه کردن کوواریانس به ما می 

𝐶 = (
𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑋) 𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌)
𝐶𝑂𝑉(𝑌, 𝑋) 𝐶𝑂𝑉(𝑌, 𝑌)

)                      4-9               )                            ) 

𝐶𝑂𝑉(𝑋, 𝑌) =
∑ (𝑋𝑖−𝑋̅)(𝑌𝑖−𝑌̅)𝑁

𝑖=`1

n−1
                                                                        ( 4-0 ) 

 آنالیز مؤلفه های اصلی 3-2-1

 برداریگراف در یک فضای طیفی  81الگواز روشهای نشاندن بردارهای  یکی آنالیز مؤلفه های اصلی

بردارهای الگو طیفی به دست آمده که به صورت ستونی می  ها BNبرای کاهش ابعاد می باشد. 

 باشند، عبارتند از:

𝑆 = [𝐵1|𝐵2|⋯ |𝐵𝐾|⋯׀BN]                                              (8-9    )  

 ( به دست می آید. 0-8طبق رابطه )    𝑋 ماتریس و

                        𝑋 = |𝐵1 − 𝐵̅||B2 − B̅|⋯ |BN − B̅|   (8-0                                 )  

                                                           
39 pattern 
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ردار ویژگی برای سری داده هاست سپس ماتریس کوواریانس را برای عناصر ب میانگین   𝐵̅ در این جا

= Cبردارهای ویژگی با بکارگیری ماتریس  XXT    اصلی را با تجزیه  کنیم. مولفه هایمی محاسبه 

 ه دست می آوریم.ب 𝐶بر روی ماتریس کوواریانس 

 𝐶 = ∑ 𝜆𝑖𝑒𝑖𝑒𝑖
𝑇𝑁

𝑖=1                                                                          (8-8 )  

گراف  یژه جهت نمایشبردار و s می باشد، 𝑒𝑖متناظر با بردار ویژه مقدار ویژه  𝜆𝑖 ( 8-8معادله )در 

𝑆بکار برده می شود ) شده از تصاویرهای استخراج  ≤ 𝑁  که این بردارها متعامد می باشد و به ،)

𝑒 صورت  = (𝑒1, … , 𝑒𝑠) نمایش داده می شوند. حال برای به دست آوردن مختصات جدید  داده ها

k که ( استفاده می شود 4-8با ابعاد کمتر از رابطه )  = 1,2,… , N     08، 91،00و 3 [می باشد ،

04 [. 

  𝑦𝑘 = eT(BK − B̅)                                                                (8-4 )  

 مقیاس گذاری چند بعدی: 3-2-2

         دست آمده در یک ماتریس فاصله با ه داده های ب مجموعه روشی است که مقیاس گذاری چند بعدی

برای نشاندن گراف در یک فضای اقلیدسی با ابعاد کمتر از این  شود،فاصله های دو به دو تعیین می 

با محاسبه نرم بین  نیازمند هستیم.دو به دو بین گراف ها شده است. در ابتدا به فاصله روش استفاده 

رابطه به صورت نها فاصله آ i1 و 𝑖2 . برای دو گراف رهای الگو این فاصله به دست می آیدبردا ،طیف

 شود: می  محاسبه ( 8-5)

𝑑i1,i2 = (Bi1 − Bi2)
T
(Bi1 − Bi2)                                                 (8-5 )  

𝑁عنصر های ماتریس  𝑑i1,i2دست آمده توسط ه از فاصله ها ی دوتایی ب × 𝑁  که عناصر آن به 

 .یددست می آه تعریف می شود ب ( 6-8) رابطه  صورت
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𝑅i1,i2 = {
𝑑i1,i2 i1  اگر                      ≠ i2

0                              i1 = i2 
                                     (8-6 )  

 

و  rرا که عناصر آن با سطر Tمرحله برای نشاندن در یک فضای اقلیدسی با ابعاد کمتر ماتریس  ایندر

 .( حاصل می شود1-8) مشخص شده توسط فرمول  cستون 

𝑇𝑟𝑐 = −
1

2
[𝑑𝑟𝑐

2 − 𝑑̂𝑟.
2 − 𝑑̂.𝑐

2 + 𝑑̂..
2]                                       ( 8-1 ) 

 درآن که

( 8-3)                                                       𝑑r.̂ =
1

N
∑ drc

N
c=1  

 قرار دارد. امین ستون، cامین سطر و مقدار میانگین در  r مقدار میانگین در

𝑑.. =
1

𝑁2
∑ ∑ 𝑑𝑟𝑐

𝑁
𝑐=1

𝑁
𝑟=1  (8-1          )                                    

 .یددست می آه ب Rمیانگین سطرها و ستون ها از ماتریس  

  T ،K، اگر مرتبه yبا نشاندن مختصات  .یددست می آه بردارهای ویژه آن ب 𝑇 با آنالیز کردن ماتریس

𝐾باشد ≤ 𝑁 ،  سپسK شود.  می که به صورت نزولی آن را مرتب وجود دارد مقدار ویژه غیر صفر

 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝐾 > امین مقدار  𝜆i ،iکه  داده می شودنشان  𝑒iو بردار ویژه ها را توسط 0

 .] 01،05،06و 93[می باشد (92-8) رابطهویژه است و مختصات نشاندن برای گراف به صورت 

𝑦 = [√𝜆1𝑒1, √𝜆2𝑒2, … ,√𝜆𝑠𝑒𝑠]  (8-92    )                                      

 ] 03 ,01:[می باشد (99-8)به صورت رابطه 𝑗 نشاندن گراف با شاخص 

𝑦𝑗 = (𝑦𝑗1 , … , 𝑦𝑗𝑠)
𝑇  (8-99)                                                                                    
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 مسأله فاصله در گراف 3 -3

، فاصله گراف در واقع برابر با برای مشخص کردن فاصله بین دو گراف وجود داردروش های متعددی 

می باشد. فاصله ویرایش توسط  42فاصله ویرایش ،بهترین روش و منیمم وزن بین دو رأس می باشد

ریف می شود که شامل یال و رأس حذف شده و الحاقی می باشند،که باعث دنباله ای از عملگر ها تع

این روش بیشتر برای تطابق و خوشه بندی   گراف را به گراف دیگری تبدیل کنند.می شوند یک 

یک دنباله  مجموع با شند و هزینه کل ازبسته به هزینه میاین عملگر ها وا گراف ها استفاده می شود.

 . حاصل می شودیش اویر

ک گراف به گراف دیگر تبدیل ی است که از فاصله ویرایش بین دو گراف دنباله ای از هزینه مینیمال

  با اندازه یکسان بوجودرا  هایی گراف، هزینه ندارند که ییها فاصله طیفی رأس در .حاصل می شود

تغییر در ساختار یال اهمیت فقط برای  د. فاصله طیفینهزینه فاصله طیفی صفر می باش و ورند آ می

های  برای یالیک برابر با  ای ینهها است. هز فاصله طیفی متقارن با جانشین کردن گراف زیرادارد 

در واقع اگر طیف یک نمایش خوب از گراف باشد به یک فاصله شود، ذف شده تعیین می حالحاقی و

مجموعه داده های ها نیاز داریم. فاصله ویرایش را روی  طیفی وابسته به فاصله ویرایش بین گراف

مجموعه داده ها یک تطابق واقعی بین در این  ،شودبرای مقایسه فاصله طیفی استفاده می  حاصل

 ،89,80[فاصله گراف برای تطابق بین دو گراف وتشخیص الگو بکار می رود .وجود داردها  گراف

88،69 [. 

 فاصله ویرایش:  3-3-1

                                                           
40 Edite distance 
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𝐺𝑀 مدل گراف دو فاصله ویرایش بین = (𝑉𝑀, 𝐸𝑀) گراف داده و  𝐺𝐷 = (𝑉𝐷, 𝐸𝐷) .می باشد 

فاصله ویرایش بین دو گراف کوتاه ترین طول دنباله ای از عملگرهای ویرایش است که یک گراف را به 

عملگرهای ویرایش بیشتر شامل: حذف یا جانشین کردن رأس و یال در گراف دیگر تبدیل می کند. 

از  گراف می باشد،که بیشتر در مسأله کلاس بندی گراف با روش های مختلف است. به عنوان مثال

یا ترتیب گره ها . ]91[نشاندن گراف استفاده می شود برای  49نزدیکترین همسایگی- kطبقه بندی 

                        می باشد.( 90- 8رابطه )به صورت  ،دو گراف توسط یک گراف مدل رأس ها

𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥|𝑣𝑀|}                       8 -09   )                     ) 

                         می باشد. (98- 8رابطه ) گراف داده به صورتو 

𝑦 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦|𝑉𝐷|}                    8 -89   )                     ) 

رأس از  𝑓در واقع می خواهیم نگاشت  𝐺𝑀 و 𝐺𝐷 له تطبیق گراف بین دو گراف ئدر مس می باشد.

را طوری پیدا کنیم که یک معیار به نام فاصله دوگراف را حداقل نماید.  𝐺𝑀 رأس هایبه 𝐺𝐷  های

که فاصله دو گراف کمتر باشد دو گراف مطابقت بیشتری با هم دارند. سیستم تشخیص  اندازههر 

 ئهای آنها موجود است. پس از ورود تصویر ش دارای تعدادی مدل ذخیره شده است که گراف معمولاً

 محاسبه و تشکیل گراف آن، مقدار مطابقت گراف داده و با گراف های مدل موجود در آرشیو 40داده

می گردد. سپس گراف مدلی راکه دارای بیشترین مطابقت می باشد، درصورتی که مقدار مطابقت آن 

 .شده، برای شئ داده تعیین می کند بیشتر باشد بعنوان مدل تشخیص داده معیناز یک مقدار 

. در دو گراف داده و مدل با استفاده از ویرایش گراف سبت معکوس با فاصله دو گراف داردمطابقت ن

داده، آن را شبیه زیرگرافی از گراف مدل می کنند. با تشکیل ماتریس طیفی گراف مدل وگراف داده 

ویرایش شده بردارهای طیفی از ماتریس استخراج می شود و فاصله بین بردارهای طیفی گراف مدل 

                                                           
41 K -nearest neighbor 
42 Data 
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راف ویرایش شده را محاسبه می کنیم و یا با کمک پیداکردن کوتاه ترین مسیر بین دو رأس در وگ

به این نتیجه می رسیم که درصورتی که دارای  48گراف داده و مدل با استفاده از الگوریتم دایجسترا

راف منیمم فاصله ویا فاصله برابر باشد سیستم تشخیص می دهد که گراف داده ویرایش شده همان گ

تغییراتی در آنها صورت می گیرد  44مدل است. ویرایش در گراف داده بعضی از گراف ها در اثر اعوجاج

برای رفع این مشکل در مسأله تطابق دو گراف از عملگرهای ویرایش روی گراف داده انجام می دهیم 

افی از گراف داده زیرگر ماکسیمم ما دنبال اتا گراف داده شبیه به بخشی از گراف مدل شود، در اینج

 .هستیم که شبیه گراف مدل باشد

 

 فاصله ویرایش گراف زیر با استفاده از حذف کردن وجانشین کردن یال به دستمثال:  3-3-1

 .]88[ می آید  

 

𝑇  می کنیم برای اینکه یک مسیر له ای از فاصله ویرایش را مطرحئمس =< 𝛾1, ⋯ , 𝛾𝐿 گراف  از<

 بیان می کنیم.( 94-8رابطه )به صورت هر عنصر  پیدا کنیم.

𝛾𝐾 ∈ (𝑉𝐷 ∪ 𝜀) × (𝑉𝑀 ∪ ε) 8-94       )                                 ) 

                                                           
43 Dajestra 
44 Noise 
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 ویرایش در گراف 9 -8

 𝛾k ویرایش از مرحله گراف 45اتصال روی شبکه و می باشدگراف یک مسیر همبند روی ویرایش که  

 . گراف می باشدکه حرکت روی شبکه  𝛾k+1به

  .بیان می کنیم( 95- 8رابطه )توسعه  با ویرایش راهزینه مسیر 

𝑑(𝑋, 𝑌) = 𝑐(𝑇) = ∑ 𝑛(  𝛾k →ɣ𝐾∈𝑇 𝛾k+1) 8 -59   )                     ) 

𝑛(𝛾kهک → 𝛾k+1)  هزینه گذر بین مرحله های𝛾k = (𝑎, 𝑏) 𝛾k+1   = (𝑐, 𝑑) , باشد. می 

 بنابراین فاصله ویرایشباشد.  مسیر بهینه ویرایش یک مینیمم فاصله ویرایش در یک راستا می

𝑑(𝑋, 𝑌) = 𝑐(𝑇) ه بجستجوی کوتاه ترین مسیر  دنباله ویرایش با استفاده از الگوریتم دایجسترا

 .]93،84،85و 3 [یدآمی  دست

با کمک تجزیه ماتریس های  گراف های شاک و دلونی گراف های به دست آمده از تصویر می باشند،

 وابسته طیفی این دو گراف بردارهای الگو طیفی به دست می آیند. 

از خطوط میانی همبند می باشد که یک روش اصلی  مجموعه ای ،46اسکلت شکل :1-3-3تعریف 

برای تشخیص شکل است وهمچنین مجموعه ای از نقاط میانی )نماینده( بخش های مختلف شکل 

 .]60و81 [اشتن اسکلت یک شکل، اول مرز یا یالهایی از شکل استخراج می شودمی باشد. برای د

                                                           
45 lattice 
46 Shap skeleton 
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     به دست می آید. در بحث های بعدی نشان  41اسکلت شکل بیشتر با استفاده از الگوریتم باریک سازی

می دهیم با استفاده از تئوری شاک نقاط اصلی موجود در اسکلت به دست می آید و با داشتن نقاط 

اسکلت . ]93 [می توانیم نقاط انشعابی و انتهایی مشخص نمود و درخت شاک را ترسیم کرد    اصلی 

S  ،  𝑆، فرض کنید که می دهد به ما اطلاعاتی از نقاط اتصال شکل = {𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑁}  نقاط

𝑆iتعداد نقاط در اسکلت و  Nکه  همبند اسکلت می باشد، = (xi, yi) نمایش مختصات نقطه  𝑖  در

𝐺گراف  .اسکلت می باشد = (𝑉, 𝐸) به نقاط توجه با 𝑆i ∈ 𝑆   که یک رأس در گراف𝐺 (𝑉 =

𝑆)  و 𝑒ij ∈ 𝐸  های برای هر جفت از رأسمی آید ساخته می شود.    به حساب (ViوVj)   یک یال

ها را توسط فاصله  وزن یال ایجاد می شود. همبند رأس ها می باشد غیر جهت دار که ترکیب

 شود.اقلیدسی بین هر جفت از نقاط اسکلت محاسبه می 

𝑑(𝑠𝑖 , 𝑠𝑗) = √(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)
2 + (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)

2                                ( 8-94 ) 

𝑊 81,81[دهدهای بین رأس ها را نشان می  وزن یال.[ 

𝑊(i, j) = ωij = d(si, sj)                                                  ( 8-95 ) 

 : 48اسکلت بندی 4 -3

زیر بخش ها و اتصالات بین آن ها را : از جمله را  خصوصیات توپولوژی آن اسکلت بندی یک شکل،

حفظ کرده و همچنین خصوصیات هندسی شکل را نیز نمایش می دهد. علاوه بر این اسکلت در مقابل 

حذف یا اضافه شدن قسمت کوچکی در آن پایدار بوده و با چرخش یا  :جزیی شکل مانندتغییرات 

 .است"41محور میانی"یکی از انواع اسکلت  تغییر اندازه شکل توپولوژی آن تغییر نمی کند.

                                                           
47 thinning algorithm 
48 Skeleton 
49 Medial Axis 
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 محور میانی یک شکل، مرکز بزرگترین دایره هایی است که در شکل محاط :1-4-3تعریف 

 .]68,64[بدیل به محور میانی می کند می شود و اسکلت شکل را ت 

 سته تقسیم می گردند:د 4 الگوریتم های تشخیص اسکلت شکل بطور کلی به

  52باریک سازی (9

 59( نگاشت فاصله)  (0

  50ریخت شناسی ریاضیاتی (8

 یویروش های هندسی و نمودار ورون (4

اغلب  الگوریتم های متعددی برای افزایش بازده محاسبات این تبدیل پیشنهاد شده اند که (5

 .]60, 42[این الگوریتم ها از نوع الگوریتم های باریک ساز هستند

 اسکلت هرشکل باید دارای سه شرط زیر باشد: (6

 های شکل داشته باشد.   مرکزی باشد، یعنی تا جایی که ممکن است فاصلة یکسانی از لبه .1 (1

 به لحا  همبندی با شکل اولیه یکسان باشد. .2

 ممکن باشد. 58پیکسلشامل کمترین تعداد  .8

 نقاط اصلی در اسکلت شکل: -3-4-1 

دست آوردن اسکلت شکل باید آن را به ساختمان داده ای تبدیل نمود که به راحتی قابل هبعد از ب

پیمایش، جستجو و مقایسه باشد. به این منظور ابتدا نقاط اصلی را در اسکلت تشخیص داده سپس 

علاوه بر نقاط اسکلتی که از طریق تئوری شاک  .شود ذخیره میآنها را در ساختمان داده مناسبی 

اهمیت بالایی  دو دسته از نقاط از تعیین می گردند که در بخش بعدی به آن ها پرداخته می شود،

 برخوردارند:
                                                           
50 Thinning 
51 Distance map 
52 Morphology 
53 picxel 
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  : رأس هایی از اسکلت که نزدیک به لبه یا حاشیه شکل می باشند.54نقاط پایانی-9

 .اسکلت را تشکیل می دهندهای  شاخه:  55نقاط انشعابی-0

        زیرا اکثر این نقاط در نواحی حاشیه ای و  ،نقاط انشعابی را نقاط اساسی اسکلت شکل می نامند

مشخص است در بسیاری از موارد حذف برخی  (0-8)طور که در شکل قرار ندارند و همان 56یا لبه

 .]68 ,81 [ درا دچار خلل نمی کنروی این نقاط تأثیری نداشته و کلیت اسکلت  قسمت ها ی شکل،

 

 اهمیت نقاط انشعابی در صورت حذ ف قسمتی از شکل  0-8شکل 

 :الگوریتم اسکلت بندی -3-4-2

اسکلت شکل مجموعه ای از نقاط میانی بخش های مختلف شکل است. اسکلت بندی یک شکل 

زیر بخش ها و اتصالات بین آن ها و همچنین خصوصیات  :خصوصیات توپولوژی آن است از جمله

حذف  :هندسی شکل را نیز نمایش می دهد. علاوه بر این اسکلت در مقابل تغییرات جزئی شکل مانند

یا اضافه شدن قسمت کوچکی در آن پایدار بوده و با چرخش یا تغییر اندازه شکل توپولوژی آن تغییر 

 ] .81,60 [نمی کند

 ک:گراف شا 5 -3

                                                           
16 end 
17branch 
56 Adje 
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راه های مختلفی برای محاسبه  .از شکل مرزی منحنی وار می باشد گراف شاک یک نمایش فشرده

     که در حرکت مرزی بوجود ی می باشدشکل گراف وجود دارد. اسکلت مجموعه ای منحصر بفرد

ه برای مثال از شاخه ها و اتصالات اسکلتی ب روش های زیادی برای این منظور وجود دارد.. می آید

ریشه درخت در عمیق ترین نقطه ی شکل  ها و یال های یک درخت استفاده می کنند. رأسعنوان 

       به محض دسترسی به درخت . انتهایی بسیار به مرز نزدیک هستند رأس های قرار می گیرد. و

ول این شامل دایره مماس یا نسبت تغییر ط .ت مرز مرتبط نمود می توان آن را با تعدادی از خصوصیا

 ( دیده می شود.8-8است که در شکل )اسکلت یا طول مرز 

 

 

 شاک 8-8شکل 

حداقل یا  کاهش، افزایش، مرز را در نظر می گیرد و شعاع دایره مماس را ثابت، ،این ساختار تفکیکی

نیم مستقیماٌ فاصله ها و زوایای مختلف شکل را می توا .حداکثر به لحا  مکانی می توان در نظر گرفت

 ک مرتبط شود.ابه برچسب های ش حاصل از اسکلت همچنین ممکن است درخت با هم مقایسه کنیم.

هایی از یک درخت با استفاده از  رأس شود. با هر اتصال نقاط در اسکلت مشخص می رأس درخت

,𝑎)از کوچکترین دایره مماس از اتصال مرزها توصیف می شوند. برای یال  ɣr(a)  شعاع 𝑏) ،𝑦a,b  

,𝑎زاویه بین نقاط  𝑏  یعنی𝑦a,b = θ(a, b) خه های اسکلت نسبتاٌ مستقیم  ، چون بیشترین شا

 ای زاویه متناظر شاخه اسکلت است.هستند این یک تقریب بر
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روش های نشاندن طیفی آنها را در یک فضای برداری با درخت از اسکلت شکل  دست آوردنه بعد از ب

 ].49،40 و 42 [.با ابعاد کمتر طبقه بندی می شود

و از  داده می شودنمایش  𝑆𝐺که با . از فرایند تغییر شکل منحنی گراف ایجاد می شوددرخت شاک 

  شاک همبند درخت مؤلفه های ر. ساختاشده استدار روی محور میانی استفاده  های جهت گراف

باشد.  می به عنوان  نقطه شروع #شاک را نمایش می دهد،  درختزمان تشکیل شعاع  𝑡𝑖د. نش می با

𝐺 می شود با برچسب گذاری گراف  𝑆𝐺بعدی، 0گراف شاک از یک شکل  = (𝑉, 𝐸) نمایش   

 .می دهیم

𝑉رأس ها -9 = {1,2,… , 𝑛} 

,𝑖)های  یال -0 𝑗) ∈ 𝐸 ⊆ 𝑉 × 𝑉  رأس جهتدار𝑖  رأستوسط𝑖 ∪ 𝑗, 𝑡𝑖 ≥ 𝑡𝐽   𝑖 ≠ 𝑗 ⇔

𝐽  می باشند.صفحه همبند 

:ɣ  برچسب ها  -8 V → L که𝐿 ∈ {1,2, … , #ɸ} 

𝑗∀ توپولوژی  -4 ∈ 𝑉 باγ (𝑖) ≠ #   ،(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸  با∃ 𝑖 ∈ 𝑉 

اسکلت یابی فرایندی است که یک الگو تصویری را به مجموعه ای از خطوط و منحنی های باریک 

درخت گراف است تبدیل می کند. اسکلت به صورت مجموعه ای از نقاط به نام اسکلت که همان 

متعلق به شکل تعریف می شود که دست کم با دو نقطه از یال آن فاصله همبند داشته باشد. 

اسکلت یابی یکی از مراحل مهم در بسیاری کاربرد های پردازش تصویر و شناسایی الگو است و 

 ]. 42،48و81[رودبرای فشرده سازی داده ها بکار می 

ر به بازنمایی خصوصیات هندسی و توپولوژی شکل را به خوبی حفظ نموده و قاد 𝑆𝐺گراف شاک 

 شکل اصلی می باشد.
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 دسته تقسیم می گردند: 4در تئوری شاک نقاط اسکلتی به 

شان در حال : نقاطی هستند که شعاع بزرگترین دایره محاط در شکل در همسایگی9نقاط نوع 

 افزایش می باشد. کاهش یا

: شعاع بزرگترین دایره محاط در شکل ، در این نقاط به نسبت همسایگانش به حداقل 0نقاط نوع 

  .می رسد

 : شعاع بزرگترین دایره محاط در شکل در این نقاط و نقاط مجاورشان یکسان است. 8نقاط نوع 

سبت همسایگانش به حداکثر در این نقاط به ن : شعاع بزرگترین دایره محاط در شکل،4نقاط نوع 

 .]49,62[می رسد

 انواع نقاط مهم شاک 1 -3-5    

  

 0نوع  9نوع

  

 4نوع  8نوع 

 انواع نقاط مهم شاک 4-8شکل 

 

 تشکیل گراف براساس اسکلت  3-5-2

 با استفاده از الگوریتم زیر گراف شاک از اسکلت شکل استخراج می گردد
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 .در صف های جداگانه ای ذخیره می شوند ی اسکلتبنقاط پایانی و انشعا .9

در این مرحله نوع نقاط شاک در اسکلت تعیین می گردد. با وجود اینکه در تئوری شاک  .0

نوع  ولی در این الگوریتم عملا تنها از دو نوع آنها استفاده می شود، وجود داردچهار نوع نقطه 

، دو نوع دیگر اهمیت چندانی ندارند. برای به دست آوردن نوع این نقاط به این صورت 8و 9

شعاع بزرگترین دایره ای را که    که با شروع از یک نقطه پایانی روی اسکلت، شودعمل می 

 دسته توان به مرکز آن نقطه طوری رسم نمود که از محدوده شکل تجاوز نکند را بمی 

عمل را برای نقاط مجاور آن انجام می دهیم. اگر شعاع این دوایر  می آوریم و سپس همین 

علامت زده و در غیر این صورت شعاع بزرگترین دایره  8یکسان بود این نقطه را به عنوان نوع 

     9هی از نوع  از در شکل در حال افزایش یا کاهش است و این نقطه یک نقطه گلوگاجم

 می باشد.

بزرگترین دایره ای که به مرکز نقطه ای روی اسکلت با مختصات  دست آوردن شعاعه برای ب

(𝑖, 𝑗) ( 96-8و در داخل شکل محاط شده باشد از فرمول)  در این فرمول شوداستفاده می .

,𝑋)حداکثر مقداری است که به ازای آن تمامی نقاط   𝑌) دله صدقاکه در این نا مع 

  .داخل شکل قرار گیرند می کنند، 

(𝑋 − 𝑖)2 + (𝑌 − 𝑗)2 ≤ 𝑅2                   ( 8-96 ) 

نقاط مجاوری که از یک نوع هستند گروه بندی شده و برای آنها تنها یک نماینده در گراف  .8

 در نظر گرفته می شود.

نقاط اصلی اسکلت را  از آنجا که بررسی و مقایسه یک درخت بسیار سهل تر از گراف است ، .4

که  گیردرا به عنوان ریشه درخت قرار می  #ه نام در یک درخت ذخیره می نماییم،گره ای ب

 تنها فرزندان آن نقاط انشعابی باشند. 
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تا زمانی که کل صف خالی شود و هر بار  شودصف مربوط به نقاط انشعابی را پیمایش می  .5

، نقاط شوددر جای مناسب خود در گراف درج می  می شودنقطه ای را که از لیست خارج 

 .]60[داده می شودند به صف انتقال  اگر قبلاٌ به گراف اضافه نشده ا ،مجاور آن در اسکلت

 

 

 

 .] 42[( تشکیل درخت شاک را با استفاده از اسکلت شکل نشان داده می شود 5-8درشکل) 
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 دو شکل با اسکلت شان ودرخت شاک آنها  5-8شکل 

باید به صورت همزمان  قطعاًٌٌنکته ای که بسیار حائز اهمیت است این است که تمام نقاط انشعابی 

تا در هر مرحله یک نقطه ی انشعابی را  می شودپردازش شوند و به همین علت از صف استفاده 

بررسی کنیم،این گونه نیست که تمام شاخه های متصل به یک نقطه انشعابی را تا انتها بررسی کنیم و 

 م درجه می باشد.ریشه درخت شاک دارای ماکسیمبعد به انشعاب بعدی بپردازیم. 
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دست آمده را ه می توانید نمونه ای از گراف شاک که از اسکلت علامت مورد نظر ب( 6 -8 )در شکل

نقطه انشعاب وجود دارد که آنها را به عنوان  6طور که در شکل پیداست  همان مشاهده نمایید،

ایی که به آنها متصل اند را هفرزندان ریشه قرار داده و سپس با الگوریتمی که در بالا بیان شد گره 

           مشخص  (8( یا )9هایی که فرزند نقاط انشعابی هستند نوع آنها ) . در گرهشودمشخص می 

 .]60،49[می شود

  

 

 

 

 

 

 گراف شاک 6 -3شکل 

 انطباق دو گراف: 3-6

شکل است یکی از راه های مؤثر در توصیف اشکال دو بعدی استفاده از گراف متصلی به نام اسکلت 

،اسکلت شکل خواص مهم را به خوبی حفظ نموده و در مقابل تبدیلات هندسی مانند اتصال، چرخش 

  ،تغییر اندازه پایدار است. نتایج تجربی نشان می دهد که روش پیشنهادی براساس اسکلت شکل

ریاضی  ن تصویر،سایه روشن بود سریع تر و ساده تر بوده و در مقابل اختلالات مانند انحراف زاویه دید،

های احتمالی که ممکن است در محیط واقعی اتفاق بیفتد پایدار  اعوجاجو تغییر اندازه علائم و سایر 
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است به منطور استخراج اسکلت یک شکل می بایست نواحی مرزی شکل مشخص شود با استفاده از 

 ].49 [الگوریتم شاک تصویر می توان این مرز ها را مشخص نمود

 ورونوی نمودار  3-7

نمودار ورونویی مکان هندسی نقاطی است که در فاصله یکسان از دو یاچند مانع قرار دارند. گراف 

که هر مانع در مرکز یکی از ناحیه ها واقع است  حاصل فضا را به نواحی ای تقسیم می نماید بطوری

دایجسترا استفاده نمود. ترین مسیر می توان از یک جستجوی گراف مثلاٌ  همچنین جهت یافتن کوتاه

به علت پیچیدگی آن در فضای بالاتر  علیرغم کاربرد نمودار ورونویی در مسائل برنامه ریزی مسیر،

آن استفاده می شود. مثلث بندی دلونی نوع خاصی از تجزیه سلولی  عموماٌدر فضاهای دو بعدی از

ی هر مثلث رأس دیگری را در بر است که در آن فضا به گونه ای مثلث بندی می شود که دایره محیط

نگیرد می توان نشان داد که مثلث بندی دلونی دوگان نمودار ورونوی می باشد و با داشتن یکی از آنها 

ارتباط میان نمودار ورونویی و مثلث بندی دلونی را  (1-8دست آمدن است. شکل )ه ب ی قابلدیگر

ن و مرکز آف های مثلث دلونی متناظر با منص ودورونویی محل برخورد عم رأس هاینشان می دهد. 

 .] 44[می باشدنواحی ورونویی همان رئوس مثلث های دلونی 

)بزرگترین دایره که مرکزش  51پیدا کردن دور ترین نقطه از رأس ورونوییتعریف ورونویی:  1 -3-7

 ].45[ (روی رأس ورونویی است و هیچ رأس دیگری درون آن قرار ندارد

 

                                                           
57 Veronoi 
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 نمودار ورونویی 1- 8شکل

 تعریف مثلث بندی  3-7-2

به  پوشانی ندارند. تقسیم کردن یک چند ضلعی تنها با استفاده از قطرهایش به مثلث هایی که هم

  بیان دیگر رسم بیشترین قطر ممکن در چند ضلعی که قطرها همدیگر را قطع نکنند.

گر یکدیبرای  bو  aبه طوری که رئوس  ، است bو  aن یقطر پاره خط واصل ب ، ف مثلث بندییدر تعر

 ر واضح باشند.یت پذیرو

    دو رأس چند ضلعی در صورتی برای یکدیگر رویت پذیر واضح هستند که پاره خط واصل آنها در هیچ 

 نقطه ای چند ضلعی را قطع نکند یا بر آن مماس نباشد.

 اشند:ب مسائل هندسه می چند ضلعی ها در حقیقت به دلایل زیر بلوک های سازنده بسیاری از

 .] 46[می توانند بسیاری اشکال پیچیده را مدل سازی کنند انعطاف پذیری:
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 مثلث بندی 3-8

  )یك روش ابتدایی (: نحوه مثلث بندی چند ضلعی های ساده .1

ضلع آن کاملاً برروی اضلاع چند  0گوشه به مثلثی گویند که  : در چند ضلعی 53پیدا کردن یک گوشه

گوشه  0. هر چند ضلعی حداقل  منطبق بوده و ضلع دیگر آن درون چند ضلعی قرار می گیردضلعی 

تا  دارد. برداشتن گوشه از یک چند ضلعی )چند ضلعی حاصل همچنان یک چند ضلعی ساده است(

در آخر اضلاع درونی گوشه  ادامه پیدا می کنند. 0و  9که شکل حاصل یک مثلث شود مراحل  زمانی

 .لث بندی تلقی می شوندها خطوط مث

 :نحوه مثلث بندی چند ضلعی های محدب .2

 س قرار دارند پاره خطی می کشیم،أس به تمام رئوس دیگری که روی ضلع مشترک این رأاز یک ر

 می باشد. O(n)پیچیدگی زمانی این کار 

روش دیگری برای مثلث بندی چند ضلعی های ساده بوسیله مفهوم چند ضلعی های یکنوا وجود دارد 

 برخوردار است.  O(nlogn)که از پیچیدگی زمانی 

له نقاط ئدر این مس ال های آن است.ی: وزن مثلث بندی برابر طول همه ی مینیمم وزن مثلث بندی

 .] 46[ های مثلث بندی مینیمم شود طول یالداده شده طوری مثلث بندی می شوند که مجموع 

 59مثلث بندی دلونی1 -3-8

باشد که روش های  نی میویکی از مسائل قدیمی و کلاسیک هندسه محاسباتی مثلث بندی دل

نی، نوعی مثلث بندی است که در ومختلفی توسط محققان برای آن ارائه گردیده است. مثلث بندی دل

                                                           
58 ear 
59 Delauny Triangulation 
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 ، سی از رئوس مثلث های دیگر نباشد )شرط دایره محیطی(أهیچ رآن دایره محیطی هر مثلث شامل 

 واضح است که این نوع مثلث بندی یکتا خواهد بود.

 می باشد. O(nlogn)دگی زمانی مثلث بندی دلونی یچیپ : ضیهق

 فتعاری 8 -3

 ینودر مثلث بندی دل غیرمجازال یف یتعر 1 -3-8

 

 است اگر: مجازریغ i,jPال ی

            𝑚𝑖𝑛𝑎𝑖 < min𝑎𝑖́                    1 ≤ 𝑖 ≤ 6 

 

 61مثلث بندی مجاز دلونی 2 -3-8

ال یفاقد هرگونه  T(P)است که مجاز زمانی  T(P)با نام گذاری  Pاز چند ضلعی  مثلث بندیک ی

 .] 46,43,41[دباش غیرمجاز

 

 

                                                           
60 Legal Triangulation 
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 :بودن مثلث بندی دلونیغیرمجازا ی مجاز شیآزما 3 -3-8

از  Cره ین دایباشد و همچن lPjPiPو  kPjPiPن دو مثلث یمشترک ب ک ضلعی jPiPد یفرض کن

ره یداخل دا lPس أاست اگر و تنها اگر ر غیرقانونی jPiPال ی ،عبور می کند kPو  jPو  iPرئوس 

ل دهند و بر روی یک چهارضلعی محدب را تشکی lP و kPو  jPو  iPگر اگر رئوس یبه عبارت د ،فتدیب

 است. غیرقانونی   PjkP ای jPiPال های یکی از یقاً ین صورت دقایدر  ،رندیره قرار نگیک دایط یمح

 

 گیرند: می قرار زیر های دسته در عموماً مستقیم بصورت دلونی بندی مثلث برای مختلف، حلهای راه

 

 انجام نقاط برروی دلخواه بندی مثلث یک ابتدادر این روش  محلی: سازی بهینه روشالف(

 تغییر هستند مجاز غیر که هایی یال محل تهی دایره شرط بودن برقرار درجهت و بعد گیردمی

 .شوند می داده

 

 این گردد، می افزوده نقاط مجموعه به نقطه یک لحظه هر در روش نوع این در برخط: روشب(

 ضلعی چند گرفت، خواهد قرار قبلی شده ساخته های چندضلعی از یکی در جدید احتمالا نقطه

 برای تهی دایره شرط آید، می بوجود جدید ضلعی چند و شده است، تقسیم دربرگرفته را آن که

 .گردد می آمده کنترل بدست جدید ضلعی چند هر
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 برروی مرحله هر در کرده، شروع ضلعی چند یک از ها روش نوع این در افزایشی: روشپ(

 که اینصورت به کنیم، می اضافه جدید ضلعی چند یک قبلی چند ضلعی های یال    زا یکی

 .ارضاء نماید را تهی دایره شرط جدید ضلعی چند

 

منتقل می کند و E 𝑑+1 فضای  به را نقاط ها الگوریتم این بیشتر: ابعاد با تعبیه روشت(

 تصویر از استفاده با را نیودل بندی مثلث و کرده سپس پوش محدب نقاط را اضافه کرده محاسبه

 نوع این از ای دسته ... و بلوچی الگوریتم ،دست می آورنده بE 𝑑 برروی شده محاسبه نقاط این

 .باشد می ها الگوریتم

 به باشند، می عادی حل و تقسیم روش از برگرفته ها الگوریتم این تکرار: و تقسیم روشج(

 از یک هر برای بندی مثلث و شده تقسیم کوچکتر های دسته به مجموعه نقاط که صورت این

 حاصل نهایی بندی مثلث و شده ترکیب یکدیگر با ها راه حل سپس و شودمی انجام ها دسته این

 است ممکن ترکیب زمان در باشد چراکهمی ها حل راه ترکیب روش این مشکل تنها شود،می

 .]46[ نماید تغییر مرزها بندی مثلث

  ص مثلث بندی دلونی:یروش تشخ 3-8-4

کدام از چ یگری در هید نقطهچ یم. اگر هیرسم می کن طی تک تک مثلث ها رایره محاین دیکوچکتر

 ]. 30 [مثلث بندی دلونی است ،ره ها واقع نشودین دایا
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 Dg(p)گراف دلونی  3-8شکل 

 

 

 گراف دلونی 3-9

را به یکدیگر متصل  رأس هاگرافی که مجموعه خطوط در فضای آزاد است که گوشه های 

ترین مسیر گذرنده از  جستجوی گراف به تعیین کوتاهریق روش های طمی کند و می توان از 

ترین مسیر از نقطه شروع به  کوتاه، مسیر حاصل گراف از نقطه شروع به نقطه هدف پرداخت،

 .] 43و46[نقطه هدف است

 :1 -3لم 

𝑝𝑖𝑝𝑗̅̅فرض کنید یال ̅̅ pi𝑝𝑗 شامل مثلث ̅  𝑝𝐿 و  𝑝𝑖𝑝𝑗𝑝𝑘 و فرض کنید𝐶 دایره محیطی   

𝑝𝑘 , 𝑝𝑗 , 𝑝𝑖 می باشد یال 𝑝𝑖𝑝𝑗̅̅ ̅̅  𝐶غیر مجاز و درون𝑝𝐿 غیر مجاز می باشد اگر و فقط اگر نقطه  ̅
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𝑝𝑘باشد . اگر نقاط  , 𝑝𝑗 , 𝑝𝑖 های نادرست روی دایره یکی از یال𝑝𝑖𝑝𝑗̅̅ ̅̅ 𝑝𝑘𝑝𝐿̅̅و  ̅ ̅̅ یال غیر مجاز می  ̅̅

 .] 43و46[.باشد

 

 

 1-3قضیه 

 یک مجموعه نقاط در صفحه  𝑝فرض کنید 

 (𝑖 سه نقطهpiوpjوpk ∈ 𝑝  رأس هایی از گراف دلونی 𝐷𝑔(𝑝)اگر وفقط اگر دایره شامل 

𝑝𝑖 , 𝑝𝑗 , 𝑝𝑘 .و هیچ نقطه درونی نباشد 

 (𝑖𝑖 دو نقطهpiوpj ∈ 𝑝  ترکیب یک یال گراف دلونی𝐷𝑔(𝑝)  اگر و فقط اگر وجود داشته باشد

 نباشد. 𝑝نقاط دیگر های آن باشد و شامل روی کران 𝑝𝑖 ،𝑝𝑖دایره ای که شامل 

 

 الگوریتم مثلث بندی دلونی3-9-1

𝑝که  𝑝یک مجموعه از  +             نقطه روی صفحه را وارد می کنیم و خروجی مثلث بندی دلونی  1

 می باشد.

 باشد.𝑝 بزرگترین نقطه از   𝑝0فرض می کنیم -9
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ه ب ، 𝑝شامل 𝑝0𝑝−1𝑝−2و کافی است مثلث   𝑅2دو نقطه در p−1و𝑝−2فرض می کنیم  -0

 آوریم.  دست

 می شود 𝑝0𝑝−1𝑝−2شامل مثلث  𝑇 مثلث بندی -8

,𝑝1با یک جایگشت تصادفی  -4 … , 𝑝𝑛 از{𝑝0}   ،𝑝 .را محاسبه می کنیم 

𝑟تا  𝑛برای -5 → 1  

6-  𝑝𝑟در𝑇 . وارد می کنیم 

pkوpjوpiیک مثلث -1 ∈ 𝑇 شامل  که پیدا می کنیم 𝑝𝑟.می باشد 

 می باشد.  pkوpjوpiمثلثغیر مجاز باشد و درون 𝑝𝑟 اگر -3

 به سه مثلث می شود.  و تقسیم 𝑝ipjpkاضافه می کنیم به سه رأس  𝑝𝑟های  سپس یال -1

𝑝𝑟)یال های مجاز  -92 , 𝑝𝑖𝑝𝑗̅̅ ̅̅ ̅, 𝑇) 

𝑝𝑟)یال های مجاز  -99 , 𝑝𝑗𝑝𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑇) 

𝑝𝑟)یال های مجاز  -90 , 𝑝𝑘𝑝𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑇) 

𝑝𝑖𝑝𝑗̅̅غیر مجاز روی یال 𝑝𝑟 وگرنه  -98 ̅̅ ̅ 

𝑝𝑖𝑝𝑗̅̅از مثلث دیگر واقع بر  𝑝𝐿و سومین رأس اضافه می کنیم 𝑝𝑛به   𝑝𝑟یالی از -94 ̅̅ دو   ̅

𝑝𝑖𝑝𝑗̅̅مثلث واقع بر  ̅̅  در نتیجه دو نیم می کنیم و مثلث چهارم بوجود می آید. ̅

𝑝𝑟)های مجاز  یال -95 , 𝑝𝑖𝑝𝐿̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑇) 

𝑝𝑟)های مجاز  یال -96 , 𝑝𝐿𝑝𝑗̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑇) 

𝑝𝑟)های مجاز  یال -91 , 𝑝𝑗𝑝𝑘̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑇) 

,𝑝−2از -93 𝑝−1 های واقع از با همه یال 𝑇 دست می کشیم . 

 ].𝑇43[برمی گردیم به  -91
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 محاسبه مثلث دلونی 3-9-2
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 ثیر آن روی ساختارأت و 𝟏∆برمثلث  𝒑𝐫ثیروارد کردن أت 9– 3شکل 

 

 

 

  𝑝r یالهای مرکزی و واقع بر  11-3شکل   

 

 کاربرد طیف گراف در گراف دلونی وشاک 3-11

بندی کردن گراف ها استفاده می کنیم و تأثیر فرمول بندی ماتریس  از طیف برای دسته بندی وطبقه

( با استفاده از درخت ها، وگراف های 0-8( و )9-8گراف را بر میزان خطا نشان می دهیم. درجدول)

با استفاده از استخراج اسکلت اشکال و تغییر  .حاصل شده از شکل و داده ها به این نتایج می رسیم

حور میانی، درخت شاک شکل ها به دست می آید و رأس های گراف در نقاط شکل آنها بوسیله م

اتصال می باشد. وزن های یال توسط طول اسکلت تعیین می شوند. با استفاده از کلاس بندی بر 

    اساس مقادیر ویژه در یک فضای ویژگی گراف حاصل، با ماتریس های وابسته طیفی طبقه بندی 

کترین همسایگی برای کلاس بندی استفاده شده است. به عنوان مثال در نزدی - 8می شود. از روش 

بیان کننده این  مدهآدست ه نتایج ب( 9-8درخت شاک بررسی می شود. در جدول ) (99–8) شکل
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است که خطا کلاس بندی لاپلاس کمتر می باشد و درنتیجه ماتریس لاپلاس بهتر از روش های دیگر 

 ]. 3،41،65و 1[است

 

 

 از شکل ییاسکلت شان با استفاده از داده ها ها و شکل 99–8شکل 

 

 ماتریس               مرتبه  خطا کلاس بندی          تراکم خوشه ای   

56695/2 56468/2 𝐿 

56431/2 68065/2 𝐴 

41203/2 61846/2 𝐿̂ 

               41206/2 61846/2 𝐻t(𝑡 = 0.1) 

              51640/2 61831/2 𝐷k(𝑘 = 4) 

 

 خوشه بندی وکلاس بندی طیف گراف با استفاده از درخت شکل9-8جدول 
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 ید.دست می آه ب این نقاطو گراف از  شوداستخراج می  تصاویرنقاط ویژگی  ،برای هر تصویر از اشیاء

گراف  شودمی  حاصل گراف ناحیه مجاور از مثلث بندی دلونی ،توسط ساختن ورونوی از نقاط ویژگی

سایگی یال ها می باشد. با استخراج نقاط شامل همه نزدیکترین هم یک درخت پوشا است که دلونی

گوشه ای تصویر از الگوریتم گوشه یاب، نقاط تبدیل به گراف دلونی می شوند. برای خوشه بندی 

 ( نقاط گوشه ای توسط90-8طیفی، از گراف دلونی وشاک استفاده می کنند. از تصاویر شکل )

الگوریتم گوشه یاب استخراج می شود و سپس نمودار ورونوی نقاط را به دست می آوریم باکمک 

نزدیکترین همسایگی مجاور والگوریتم دلونی شروع به مثلث بندی می کنیم. منیمم درخت فراگیر 

نتیجه می گیریم که ( 0- 8ل)گراف دلونی با کمک خذف کردن یال ها به دست می آید. از جدو

 .] 3و1 [لاپلاس از ماتریس های دیگر برای طبقه بندی گراف دلونی بهتر است ماتریس

 

 آنهاتصویر هایی از اشیا وگراف دلونی 90-8شکل 
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 ماتریس             مرتبه خطا کلاس بندی         تراکم خوشه ای    

10511/2 85168/2 𝐿 

14030/2 81189/2 |𝐿| 

14421/2 44211/2 𝐷k(𝑘 = 2) 

14411/2 46503/2 𝐿̂ 

14508/2 46503/2 𝐻t(t = 0.1) 

11694/2 68540/2 𝐴 

 

 خوشه بندی وکلاس بندی طیف گراف دلونی 0- 8جدول 

 

 نتیجه گیری:  3-11

ازدو روش آنالیز مولفه های اصلی و مقیاس گذاری چند بعدی برای نشاندن طیفی گراف و کاهش 

فاصله طیفی وفاصله ویرایش می باشد که برای تطابق و ابعاد استفاده می کنیم. فاصله گراف شامل 

دسته بندی دوگراف به کار می رود. عملگرهای ویرایش بیشتر برای گراف هایی که در اثر اعوجاج 

تغییر شکل داده اند در مسئله تطابق بکار می روند. هزینه مسیر ویرایش با فرمول زیر به دست می 

 آید.

𝑑(𝑋, 𝑌) = 𝑐(𝑇) = ∑ 𝑛(  𝛾k →ɣ𝐾∈𝑇 𝛾k+1)  
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          دسته دست آوردن اسکلت شکل وتشخیص محور میانی با استخراج درخت ازآن به گراف شاک را با ب

که ما بیشتر ازنوع اول وسوم  دسته تقسیم می گردند 4در تئوری شاک نقاط اسکلتی به  می آوریم .

دست آوردن نقاط گوشه ای به طور تصادفی حاصل می شود. ه استفاده می کنیم. گراف دلونی از ب

محاسبات ونشاندن تصاویر در ، گراف شاک ودلونی از تصاویر استخراج می شوند برای کمتر شدن ابعاد

برای خوشه بندی وکلاس بندی گراف های شاک ودلونی از ماتریس های  یک صفحه بکار می روند.

 وابسته طیفی استفاده می کنیم.
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 فصل چهارم:

کاربرد طیف گراف در مسئله آنالیز مولفه های 

 اصلی
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 مقدمه 4-1

می پردازیم. طیف گراف درآن  کاربردبررسی  اصلی و مولفه هایدر این فصل به بیان الگوریتم آنالیز 

به اصلی  مولفه های الگوریتم آنالیز ارائهبه دو بخش تقسیم بندی شده است. بخش اول این فصل 

  .استخراج ویژگی از داده ها می باشد در گراف و الگوریتمکاربرد همراه مثال بخش دوم 

اصلی  مولفه های نالیزآن در یک فضای با ابعاد کمتر از الگوریتم آنشاندن  برای مقایسه دو گراف و

طیفی گراف ها استخراج شده است را با کمک آنالیز می شود. بردارهای طیفی که از ماتریس استفاده 

 مولفه های اصلی به یک فضای برداری با ابعاد کمتر به صورت خطی نگاشت داده می شود.

 2-4ریفاتع

 ، یک تبدیلتبدیل . ایندر فضای برداری است یک تبدیلاصلی  مولفه هایآنالیز  :1-1-4تعریف

را به دستگاه مختصات جدید می برد و غالباً برای کاهش ابعاد مجموعه  ها که داده است متعامد خطی

ه مقادیر ویژه ماتریس یشامل تجز آنالیز مولفه های اصلیمی گیرد.  داده ها مورد استفاده قرار

 .]82[ کوواریانس می باشد

  :اصلیمولفه های الگوریتم آنالیز  4-2

 .ها از گراف اطلاعات دریافت :گام اول

 .میانگین داده های هر بعد محاسبهگام دوم: 

X̅ =
∑ Xi

n
i=1

n
                                               Y̅ =

∑ Yi
n
i=1

n
 



77 
 

  .دو بعدی یداده ها ماتریس کوواریانس محاسبه گام سوم:

𝐶 = (
cov(x, x) cov(x, y)

cov(y, x) cov(y, y)
)                                                                        ( 4-9 ) 

 𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) =
∑ (𝑋𝑖−𝑋̅)(𝑌𝑖−𝑌̅)𝑁

𝑖=1

𝑛−1
                                                                        ( 4-0 ) 

 .مقادیر ویژه وبردارهای ویژه ماتریس کوواریانس را محاسبه می کنیم گام چهارم:

ز آن جا که ماتریس کوواریانس مربعی است ما می توانیم بردار های مشخصه و مقادیر ویژه را برای ا

این ماتریس حساب کنیم. بردار های مشخصه و مقادیر ویژه اطلاعات مفیدی درباره داده هایمان به ما 

داد خطوط به بردار مشخصه به ما نشان می دهد که چگونه این دو مجموعه اطلاعات در امت دهند.می 

 دیگری را می دهد که اهمیت کمتری دارد. راستایهم وابسته هستند. بردار مشخصه دوم به ما 

 

 PCAنمودار خطی  9-4شکل 

𝐶𝑋 = 𝜆𝑋                      ,                  det(𝐶 − 𝜆𝐼) = 0                          ( 4-8 ) 

 مترا کم سازی گام پنجم:
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که بردار های  می رسیم. به این نکته توجه شودو مقادیر ویژه در بخش قبلی  ویژگی اگر به بردار های 

 ویژگنیکنه بنردار  اینن نتیجنه حاصنل منی شنودارزش های کاملا متفاوتی دارنند. در واقنع،  ویژگی

زیرا در این حالت داده هنا دارای بیشنترین  بزرگترین مقدار ویژه جز اساسی مجموعه داده ها است. با

، سنرانجام مجموعنه شنودنظر  کمی از اجزا صرف تعداد ازاگر  واریانس وکمترین پراکندگی می باشند.

 باشندبعندی  n . اگر ابعاد اصنلی داده هناپیدا می کندداده ها ابعاد کمتری نسبت به داده های اصلی 

، مانتخناب کننی بنردار مشخصنه اول را  𝑝اگنر  شود. حال بردار مشخصه و مقدار ویژه حساب  𝑛 باید

 د.نبعد دار  𝑝سرانجام مجموعه داده ها فقط

 شکل گیری بردار ویژگی به صورت زیر می باشد.

=بردار ویژگی  (𝑒𝑖𝑔1, 𝑒𝑖𝑔2, 𝑒𝑖𝑔3, … , 𝑒𝑖𝑔𝑛) 

  .داده های جدید مجموعه به دست آوردن گام ششم : 

 وقتی که  .است اصلی است و هم چنین آسان ترین قسمت مولفه هایاین مرحله نهایی در آنالیز 

شکل یک بردار  برای حفظ داده ها آنها را به (ویژگی)بردار های  شدند،اصلی انتخاب  مولفه های

را در سمت چپ ترانهاده  آندهیم و به سادگی ترانهاده بردار را به دست آورده و می  ویژگی نشان

ترانهاده ماتریس  ،بردار ویژگی سطری .ضرب می کنیم میانگین کم شده اندز اکه مجموعه داده های 

که در آن  می باشد،پس یک ماتریس سطری از بردار های مشخصه  است. ویژگیستونی از بردار های 

مجموعه داده های نهایی با مجموع داده  بالا قرار دارند. قسمت پر اهمیت تر در ی بردار های مشخصه

های اصلی را به ازای بردار های اصلی به ما  داده منحصراً و و همراه ابعاد سطرها استها در ستون ها 

 .]89,59 [ خواهد داد

 

 



79 
 

 

 مثال:   4-2-1

 میک مجموعه دو بعدی داده را معرفی می کنی گام اول:

 

 

  .مهر داده را از میانگین کم می کنی گام دوم:

 

 

                                                                                                                          

                                           

     

           

  

 از که هایی داده= داده= 

 است شده کم میانگین

 داده= 
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  دست می آوریمه ب کوواریانس راماتریس  گام سوم :

 

 COV = [
0.61655556 0.61544444
0.61544444 0.716555556

] 

𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
1

9
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

10

𝑖=1

 

𝑥̅ =
1

10
∑𝑥𝑖

10

𝑖=1

= 1.81   ,    𝑦̅ =
1

10
∑𝑦𝑖

10

𝑖=1

= 1.91 

𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) =
1

9
∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)(𝑦𝑖 − 𝑦̅)

10

𝑖=1

 

=
1

9
((0.69 ∙ 0.49) + (−1.31 ∙ (−1.21)) + (0.39 ∙ 0.99) + 

(0.09 ∙ 0.29) + (1.29 ∙ 1.09) + (0.49 ∙ 0.79) + (0.19 ∙ (−0.31))

+ (−0.81 ∙ (−0.81)) + 

(−0.31 ∙ (−0.31))(−0.71 ∙ (−1.01))) = 0.61544              

  بردارهای ویژه ماتریس کوواریانس را محاسبه می کنیم ویژه و مقادیر گام چهارم :

= مقدار ویژه [
0.490833989
1.28102771

]        

بردارویژه = [
−0.73517856 −0.67787339
0.677873399 −0.677873399

] 
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. اینن بنرای آننالیز منی باشندینک  آنها ، طول هر دوویژگیبه این نکته توجه کنید که این بردار های 

 هستند.بر هم عمود  ویژگی بردار های ، و در نهایتاجزای اصلی بسیار مهم است

پراهمینت لفه داده ها از ؤمبدین ترتیب  مقادیر ویژه را از بزرگ به کوچک مرتب می کنیم.گام پنجم: 

  مولفه های کم اهمیت را حذف می کنیم. ،به کم اهمیت مرتب می شوند.که برای کاهش ابعاد

=  بردار  ویژ گی     [
−0.677873399
−0.735178656

] 

 .]59[  درترانهاده داده های نرمال شده ضرب می کنیم ترانهاده بردار ویژگی راگام ششم : 

داده  نها یی  =  ترانهاده داده های نرمال شده× ترانهاده بردار ویژگی

   92×9                 0×9                             92×0  

:داده های تغییر شکل یافته  

X=

 

 لفه های اصلیواستخراج ویژ گی برپایه آنالیز م 4-3

پایه گذاری شده است. هدف از  69براساس کارهای پیرسن اصلی مولفه هایآنالیز تحلیل عناصر اصلی 

( به گوننه ای اسنت )مرتب شده براساس درجه اهمیتتولید متغیرهای جدید  اصلی مولفه هایآنالیز 

 مولفنه هنایآنالیز  که تر کیب خطی از متغیرهای اولیه و بدون همبستگی باشند. به صورت هندسی،

را می توان دوران محورهای مختصات اولیه به محورهای عمودی جدید دانست به صنورتی کنه  اصلی

 براساس واریانس متغیرهای اولیه مرتب شده اند. 

                                                           
61 pirson 
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پیدا کردن گروه های کوچک تری از متغیرهنای اساسنی  اصلی مولفه هایآنالیز یکی از اهداف انجام  

نجام اینن کنار، بایند چنند عنصنر اصنلی اول بتواننند است که بتوانند داده ها را توصیف کنند. برای ا

پراکندگی زیادی از داده های اولیه را تشکیل دهند. کم کردن ابعاد داده ها به دلایلی کنه گفتنه شند 

به معنی رسیدن به داده هنای قابنل  اهمیت ویژه ای دارد. البته نمایش داده ها در ابعاد کوچکتر لزوماً

 تفسیر نیست. 

 . ]65,66 [ له عناصر اصلی رجوع کنیمأل وجود دارد که برای حل آن ناچاریم به مسحداقل سه مشک 

به گونه ای که  ،برای تولید متغیرهای جدیدی باشیم 𝐴 60ممکن است به دنبال تبدیل متعامد .9

 9188در سال  64از واریانس باشند. این روش براساس کار هتلینگ 68این متغیرها دارای مقادیر ایستا

 می باشد. 

 همبسته تولید کند.  شیم که متغیرهای نا ممکن است به دنبال تبدیل متعامدی با  .0

ممکن است نگاه هندسی به مساله داشته باشیم و به دنبال خطی باشیم که مجموع مربعات   .8

 فاصله های عمودی را کمینه کند. 

 

,  x1 ,x2ماتریس داده ها و  𝑋فرض کنید  … , xm    ای ( اولیهمجموعه متغیرهای ) ویژگی ه 𝑖 =

1,2, . . , 𝑚,𝑦i     .ترکیب خطی ازاین متغیرها باشند 

 

 𝑦𝑖 =  ∑ 𝑎𝑖𝑗xj
m
j=1  

یا                                                    ( 4-6)     

 𝑦 = 𝐴𝑇𝑋 

                                                           
62 0rthogonal 
63 stationary 
64 Hotelling 
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,𝑋که در آن  𝑌  با میانگین صفر و ( برداری از متغیرهای تصادفی𝐴 ماتریس ضرایب هستند) . 

 متغیر اول را ملاحظه کنید.  

         𝑦𝑖𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1 𝑥𝑖𝑗 = 𝑎1

T𝑋                                        ( 4-1   )  

𝑎1بردار   = (𝑎11, 𝑎12, … , 𝑎1𝑚)𝑇 را به گونه ای انتخاب می کنیم که با قید 

        ‖𝑎1‖
2 = a1

Ta1 = 1   

  :برابر 𝑦1د. واریانس کنیشینه ب 𝑦1 را

𝑉𝑎𝑟(y1) = 𝐸[𝑦1
2] 𝐸[𝑦1]

2 

=𝐸[𝑎1
𝑇𝑥𝑥𝑇𝑎1] − 𝐸[𝑎1

𝑇𝑥]𝐸[𝑥𝑇𝑎1]                                        ( 4-3 ) 

=𝑎1
𝑇(𝐸[𝑥𝑥𝑇] − 𝐸[𝑥]𝐸[𝑥𝑇])𝑎1 

  = 𝑎1
𝑇𝐶𝑎1  

می باشد. پیدا کردن مقدار ایستا بنرای  ریاضی نشانگر امید𝐸[𝑋] و  𝑋 ماتریس کوواریانس ،Cکه در 

  ‖𝑎1‖
2 = a1

Ta1 =  معادل پیدا کردن مقدار ایستای بدون قید برای  1

𝐹(𝑎1) = 𝑎1
𝑇𝐶𝑎1 − 𝑣𝑎1

𝑇𝑎1                                        (1-4 ) 

 ضریب لاگرانژ می باشد.  𝑣می باشد که درآن 

 و مساوی صفر قرار دادن آن داریم.  𝑎1با مشتق گیری از معادله فوق نسبت به المان های  

   𝐶𝑎1 − 𝑣𝑎1 = 0                                                                      ( 4-92 )  

و  𝑎1برای  𝐶یک جواب غیر بدهی ) جواب های غیر صفر  برای معادله فوق ، انتخاب بردارهای ویژه  

λm   مقدار ویژهm دارای 𝐶 است.  𝑢مقادیر ویژه آن برای     … λ2 λ1 بعضی از آنها  می باشد که
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𝜆1می توان آنها را به صورت  همچنینمی توانند تکراری یا صفر باشند،  ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λm  مرتب

 نمود. 

 به صورت:  𝑦1انتخاب می کنیم. دراین حالت چون واریانس  𝑢 یکی ازاین مقادیر را برای 

𝑎1
𝑇𝐶𝑎1 = 𝑣𝑎1

𝑇𝑎1 = 𝑣         (4-99 )                                    

و  𝜆1برابر بزرگترین مقدار ویژه  را 𝑣می باشد و ما می خواهیم این واریانس را بیشینه کنیم، بنابراین  

𝑎1 را برابر بردار ویژه مربوط به آن قرار می دهیم. اگر مقدار  𝑢  ریشه ای تکراری از معادله مشخصه

= 0 |𝐶 − uI|فرد نخواهد بود. متغیر بهمنحصراین بردار ویژه  ،باشد𝑦1 اولین عنصر اصلی         

,𝑥1 می باشد و بزرگ ترین واریانس را در بین ترکیب های خطی مقادیر اولیه  x2, …,   xm  .دارد

𝑦2دومین عنصر اصلی،  = 𝑎2
𝑇𝑋  با انتخاب ضرایب 𝑎2i , 𝑖 = 1,2,… ,𝑚  به صورتی که واریانس

𝑦2  با قید= 1  ‖𝑎1‖  بیشینه شود و𝑦2  با𝑦1  ناهمبسته می باشد به دست می آید. برای برقراری

 :دومین قید داریم

 𝐸[𝑦2𝑦1] − 𝐸[𝑦2]𝐸[𝑦1] = 0                                      ( 4-90 ) 

 یا 

𝑎2
𝑇𝐶𝑎1 = 0 

𝑎1𝑎2می باشد این رابطه معادل  Cیکی از بردارهای ویژه  1aوچون  
T =  𝑎2است که اینن یعننی  0

 عمود است.  𝑎1بر

 با استفاده دوباره از ضرایب نامعین لاگرانژ به دنبال بیشینه سازی بدون قید برای 

𝑎2
𝑇𝐶𝑎2 − µ𝑎2

𝑇𝑎2 − 𝜂𝑎2
𝑇𝑎1 = 0                                 ( 4-98 ) 

 و برابر صفر قرار دادن آن داریم:  𝑎2هستیم با مشتق گیری نسبت به عناصر بردار 
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2𝐶𝑎2 − 2𝜇𝑎2 − 𝜂𝑎1 = 0                                         ( 4-94 ) 

a1با ضرب کردن در 
Tداریم:  

𝜂 = 0                                                         ( 4-59 ) 

 ( داریم:98-4با استفاده از )

Ca2= 𝜇𝑎2  

خواهد شد. چون به دنبال بیشینه کردن وارینانس  𝑎1 و عمود بر  Cنیز یک بردار ویژه از 𝑎2بنابراین  

هستیم، باید بردار ویژه مربوط به بزرگ ترین مقدار وینژه بناقی ماننده را انتخناب کننیم. کنه دومنین 

 بزرگترین مقدار ویژه در کل است. 

𝑦𝑘امین عنصر اصنلی kاین بحث را می توان در مورد عناصر دیگر را نیز انجام داد.   = 𝑎𝑘
𝑇𝑥  ن در آ

𝑎𝑘  بردار ویژه مربوط به k امین مقدار ویژه بزرگتر𝐶  است. واریانسی برابر k .مقدار ویژه بزرگتر دارد

اگربعضی از مقادیر ویژه برابر باشند، جواب های به دست آمده برای بردارهای وینژه منحصنر بنه فنرد 

از بردارهای ویژه برای ینک مناتریس  65نخواهد بود ولی همواره می توان به یک مجموع متعامد نرمال

شکل معادله کلی بردارهنای ویژگنی بنه صنورت حقیقی متقارن با مقادیر ویژه نامنفی به دست آورد. 

 ( می باشد.96-4رابطه )

 با نمایش ماتریسی داریم:  

𝑦 = 𝐴𝑇𝑋                                                     (  4-96 ) 

                                                           
65 orthonormal 
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𝐴 که در آن  = [𝑎1, … , 𝑎𝑚]است که ستون های آن بردارهای ویژه  یماتریسC  است. تا اینجا در

مورد نحوه محاسبه عناصر اصلی با انجام یک جابجایی بردارهای ویژه مربوط به ماتریس متقارن مثبت 

𝐶  شد بحثو استفاده از این بردارهای ویژه به عنوان ضرایب ترکیب خطی از متغیرهای اصلی.  

 نحوه کاهش ابعاد می پردازیم. اکنون به بررسی

 محاسبه نمود: (91-4)مجموع واریانس های عناصر اصلی را می توان از رابطه  

 ∑ 𝑣𝑎𝑟(𝑦𝑖) = ∑ 𝜆𝑖
𝑚
𝑖=1

𝑚
𝑖=1                                          ( 4-19 ) 

برابر مجموع وارینانس داده هنای اولینه اسنت. بننابراین  𝐶مجموع مقادیر ویژه ماتریس در این رابطه 

 عنصر اصلی اول به کل واریانس داده ها از رابطه زیر بدست می آید:  𝑘نسبت واریانس 

       ∑ 𝜆𝑖 ⁄ ∑ 𝜆𝑖
𝑚
𝑖=1

𝐾
𝑖=1                                              ( 4-39 ) 

حال یک معیار برای کاهش ابعاد می تواند مشخص کردن این نسبت باشد یعنی تعیین کنیم که داده  

ینک معینار  𝑑سهم از کل واریانس را تشکیل دهند. بنابراین مقندار  𝑑های با ابعاد کمتر باید حداقل 

 ) بعد داده های جدید ( به حساب می آید.  𝑘برای طراحی 

∑𝜆𝑖 ≥ 𝑑 ∑𝜆𝑖 ≥

𝑚

𝑖=1

𝑘

𝑖=1

∑ 𝜆𝑖

𝑘−1

𝑖=1

 

𝑦𝑘دراین حالت داده جدید با تبدیل  = 𝐴𝑘
𝑇𝑥 

𝑦𝑘به دست می آید که در آن   = (𝑦1, … , 𝑦𝑘)و𝐴𝑘 = [𝑎1, … , 𝑎𝑘] یک ماتریس𝑚 × 𝑘 

 12تنا  12بین  𝑑انتخاب  پیشنهاد نمود. 𝑑روشی را برای انتخاب  66جولیف 9136در سال  .می باشد

با توصیه   61جکسون 9119در سال را نگه دارد.  𝑋موجود دردرصد می تواند بخش زیادی از اطلاعات 

                                                           
66 Jollife 
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دشوار است و تا حند زینادی بنه مسناله  𝑑ای این روند را رد نموده است. انتخاب مقدار مناسب برای 

 بستگی دارد. 

این روش استفاده از نمودار مقادیر ویژه است. ) رسم نزولی مقادیر ویژه (  𝑑روشی دیگر برای انتخاب  

نام دارد و نقطه ای را که نمودار افت شدیدی دارد ولنی هننوز در مقنادیر کوچنک  63سنگریزه امتحان

انتخاب می کند. در این روش عناصر اصلی را که مربوط به مقادیر ویژه  𝑑ثابت نشده است را به عنوان 

وینژه  نمودار هستند نگه می داریم ولی دربیشنتر منوارد مقنادیر 12یا نقطه گلویی 61قبل از نقطه قطع

 . ]65,66 [مقدار ویژه اول بخش کوچکی از واریانس را تشکیل می دهند ی دارند و چندکمتغییر 

 . دربحث آنالیز مولفه های اصلی نکات زیر باید مورد توجه قرار گیرد

) بخنش قبنل ( فنرض شنده اسنت کنه مناتریس درانجام آنالیز مولفه های اصنلینمونه برداری:  -9

مشخص است. درحالی که در اکثر موارد عملی ، تنها تخمینی از این ماتریس به کمنک  𝐶کوواریانس 

مجموعه ای از داده ها در دست است. در این حالت باید عناصر اصلی را با تخمین ماتریس کوواریانس 

به دست آوریم و درحقیقت از تخمینی از بردارهای ویژه ماتریس کوواریانس استفاده نماییم. همچنین 

ا به حال که کاهش ابعاد نیز ملاحظه گردید، چون مدلی را برای داده فنرض نکنردیم تعینین مقندار ت

 خوب بودن تخمین از عناصر اصلی کار دشواری است. 

عناصر اصلی به مقیاسی که متغیرهای اولیه با آن اندازه گیری شده انند  نرمالیزه کردن داده ها: -0

رها با یک واحد انجام شده باشد اما یکنی از متغیرهنا مقنادیر بستگی دارد. حتی اگر اندازه گیری متغی

 خیلی بزرگتر از بقیه داشته باشد باز هم انتظار داریم اولین عنصر اصلی در امتداد این متغیر باشد. 

اگر واحد اندازه گیری متغیرها متفاوت باشد ) برای مثال وزن و قد ( دراین حالت مقادیر ویژه به واحد 

در تحلیل عناصر  زیرایا فوت بستگی پیدا می کنند.  استفاده شده در قد، سانتی متر، متر اندازه گیری

                                                                                                                                                                          
67 Jackson 
68Scree test  
69 Cut off 
70elbow  
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اصلی فاصله عمودی بین داده ها معیار قرار می گیرد. یک روش عملی برای حل این مشکل نرمنالیزه 

برای همه متغیرهنای اولینه قاینل  یکسانر موجب می شود که اهمیت امداده ها می باشد. این  نکرد

 ویم. ش

د هند.  را نشان می 𝑋وماتریس مشاهدات  𝑦( رابطه عناصر اصلی  96-4معادله ) میانگین صفر: -8

دارای میانگین صفر نیست. برای این که عناصر اصلی دارای مینانگین صنفر شنوند از  𝑦  درحالت کلی

 .]65[رابطه زیر استفاده می شود

 𝑦 = 𝐴𝑇(𝑋 − µ)                                                    ( 4-91 ) 

 برنامه محاسبه آنالیز مولفه های اصلی: 4 -4

 
محیط نرم افزار متلب نوشته شده است ومحاسبات مربوط به اجرای  برنامه ارائه شده در ذیل در

,m ( را انجام می دهد. این برنامه دارای دو ورودی 0-4الگوریتم بخش ) n به ترتیب تعداد  است که

می باشد. خروجی برنامه داده های نهایی است که ابعاد آنها کاهش پیدا  𝐴وستونهای ماتریس سطرها

کرده است. در قسمت اول تعداد سطرها وستونهای داده های ورودی را وارد می کنیم. در قسمت دوم 

داده هایی که از میانگین هر ستون کم شده است به دست می آید. در قسمت سوم ماتریس 

س داده ها را محاسبه کرده و مقادیر و بردارهای متناظر را به دست می آوریم. در قسمت کوواریان

چهارم ماکسیمم مقادیر ویژه با بردار ویژه متناظر محاسبه می کنیم. و در آخر بردار ویژه متناظر با 

 ماکسیمم مقدار ویژه را در ترانهاده داده هایی که از میانگین کم شده اند ضرب می کنیم.

 

 
function[pc]=alimardani(m,n,A) 

  
    a=mean(A,1) 

  
b=zeros(m,n); 
for i=1:m 
    for j=1:n 
        w(i,j)=A(i,j)-a(j); 
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        b(i,j)=w(i,j); 
    end 
end 
w=b 
H=w'*w 
[v,d]=eig(H) 
max(max(d)) 
[x,y]=find(d==max(max(d))) 
V=v(:,y)' 
pc=V*w' 
g=(pc)'; 
pc=g 
end 

 

 

 :نتیجه گیری 5 -4

تولید متغیرهای جدید ) مرتب شده براساس درجه اهمیت ( بنه گوننه  آنالیز مولفه های اصلیهدف از 

آننالیز       ای است که تر کیب خطی از متغیرهای اولیه و بدون همبستگی باشنند. بنه صنورت هندسنی،

را می توان دوران محورهای مختصات اولیه به محورهای عمودی جدیند دانسنت بنه  اصلی مولفه های

اصلی که یکنی  مولفه هایباکمک آنالیز  2صورتی که براساس واریانس متغیرهای اولیه مرتب شده اند

از روش های طیفی نشاندن گراف می باشد. می توانیم با بهینه کردن محاسبات داده هایمان را فشرده 

 یک فضای برداری با ابعاد پایین نگاشت دهیم. کنیم ودر
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 فصل پنجم:

 کاربرد طیف گراف در مسأله تشخیص چهره
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 مقدمه5-1

این فصل شامل چهار بخش می باشد. در بخش اول به تعریف الگو می پردازیم. در بخش دوم الگوها 

می پردازیم. در  19بررسی مراحل تشخیص الگوهای الگو را بیان می کنیم. در بخش سوم  به  وکلاس

 پرداخته می شود. توسط طیف و آنالیز مولفه های اصلی له تشخیص چهرهئبه بیان مس چهارمبخش 

مسئله تشخیص چهره یکی دیگر از کاربردهای طیف گراف می باشد. نقاط ویژگی چهره را به دست 

 و طیفی را به دستهای وابسته، بردارهای الگآورده و گراف آن را استخراج می کنیم. با کمک ماتریس 

 .] 1,66[اصلی تصاویر را تبدیل به بردار می کنیم مولفه هایمی آوریم. توسط آنالیز 

 تشخیص الگو  5-2

تشخیص الگو روشی است علمی که هدف آن دسته بندی اشیاء به تعدادی موضوع با کلاس می باشد 

بسته به کاربرد این اشیاء می تواند عکس، سیگنال یا هر نوع اندازه گیری باشند که به دسته بندی نیاز 

تر در حد ، بیش9162دارند با اینکه تشخیص الگو دارای تاریخچه طولانی است ولی تا قبل از سال 

 .]65,66,[بوده استپژوهش های تئوری در علم آمار 

های عملی تشخیص ردهمانند بسیاری از علوم دیگری، پیشرفت کامپیوتر سبب افزایش نیاز به کارب

الگو و در نتیجه موجب گسترش پژوهش ها در این زمینه گردید. اتوماتیک کردن کارها و نقش 

باشد که موجب شده است تشخیص الگو  می ترین دلایلیتشخیص الگو در تحقق آن، یکی از مهم 
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     جایگاه ویژه ای در پژوهش های روز داشته باشد. در طراحی سیستم های تشخیص الگو نیاز به

که به خوبی اشیاء را توصیف کند. برای است داده هایی از اشیاء )که می خواهیم دسته بندی کنیم( 

نیم بین اشیاء مربوط به ا در نظر می گیریم که با آنها بتوااین منظور مشخصه هایی از آن اشیاء ر

های صوتی ضبط شده از  کلاس های مختلف تمایز قایل شویم برای مثال اگر بنا باشد از روی سیگنال

صدای چند مرد، مرد بودن یا زن بودن آنها را تشخیص دهیم با توجه به زیر بودن صدای زن نسبت به 

 که از سیگنال برای دسته بندی مفید به نظر می رسد.  است یاولین مشخصه ااین مرد، 

با استخراج داده ها  .به مشخصه هایی که برای تمایز کلاس ها انتخاب می شود ویژگی گفته می شود

وتشکیل گراف داده ها، ماتریس مربوط به گراف را به دست آورده و با کمک تجزیه ماتریس،  از اشیاء

داریم که می دانیم هر  ریک دسته داده در اختیا خراج می شود. در اینجابردارهای الگوی طیفی است

له تشخیص الگو به این صورت مطرح می شود که ئدر این حالت مس .کدام مربوط به کدام کلاس است

با داشتن این داده ها سیستمی طراحی می شود که داده ای که کلاس آن در دسترس نیست را 

 درست دسته بندی کند. 

توانایی انسان  .نقش اساسی را در شناسایی افراد و نمایش احساسات آنها در سطح جامعه دارد چهره

ده در طول عمرمان را ماننیم هزاران چهره ی یاد  تواما می .در تشخیص چهره ها قابل توجه است

ها جدایی تشخیص دهیم. این  تشخیص دهیم و در یک نگاه چهره های آشنا را حتی پس از سال

ت در مقابل تغییرات در شرایط دیداری مانند حالت چهره، سن و همچنین تغییراتی در عینک، مهار

ریش یا سبک مدل موها ایستادگی می کند. تشخیص چهره یک موضوع مهم در کاربردهایی همچون 

برای مثال قابلیت مدل کردن یک  .سیستم امنیتی، کنترل، کارت اعتباری و شناسایی مجرمان است

و تمیز دادن آن از یک تعداد فراوان از مدل های چهره ذخیره شده ، شناسایی مجرمان را  چهره خاص

 . ] 66, 65[ به صورت گسترده ای بهبود بخشید
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ها در تشخیص چهره توانا هستند اما نحوه ی شناسایی چهره ها در مغز  اگر چه درست است که انسان

رای بیش از بیست سال مورد مطالعه قرار گرفته تشخیص چهره ی انسان ب .انسان کاملاً آشکار نیست

است . توسعه ی یک مدل محاسباتی برای تشخیص چهره کاملاً دشوار است و دلیل آن پیچیدگی 

چهره ها و ساختار چند بعدی بینایی است. بنابراین تشخیص چهره یک فعالیت سطح بالا در بینایی 

مرحله ی اول تشخیص  .ینایی اولیه را در بر گیردکامپیوتر است و می تواند بسیاری از تکنیک های ب

ل بوجود می آید که أسویک آشکار از تصاویر چهره هاست در اینجا  های چهره انسان استخراج ویژگی

قابلیت اندازه گیری را دارند. بررسی های محققین در چندین سال  ،تا چه اندازه ویژگی های چهره

های خاصی از چهره برای شناسایی چهره ها توسط انسان  ژگیاشاره دارد که وی به این موضوعگذشته 

های بزرگ  تشخیص داده می شود. کلاس بندی و طبقه بندی دو کار مهم در تشخیص الگو در گراف

 ].65,66[می باشد

 مفاهیم تشخیص الگو 5-2-1

فرض  .یک مثال ساده بیان می کنیم آن، مسائل از برای آشنایی با تشخیص الگو و پیچیدگی بعضی 

بخش دسته بندی ماهی ، بخواهد جدا کردن دو نوع ماهی روی تسمه نقاله را به صورت خودکار  مکنی

این دو نوع ماهی صید شده که قرار است از هم جدا شوند ماهی سفید،  شودانجام دهد. فرض می 

و نوع د. سیستم باید طوری طراحی شود که بر اساس تجزیه و تحلیل عکس بتواند این دنکپور باش

دنبال مشخصات فیزیکی این دو نوع ماهی باشیم که ه ماهی را از هم جدا کند. بنابراین در اینجا باید ب

آنها را از هم متمایز نماید. این مشخصات می تواند طول، روشنی، پهنا، تعداد باله، موقعیت دهان و 

تشخیص چهره بر اساس  مانند اینها باشد. این مشخصات همان ویژگی هایی خواهند بود که سیستم

در عکس ها مانند  تغییرات اعوجاج یادر اینجا باید به  .آن این دو نوع ماهی را از هم جدا می کند

 . ] 65[دتغییر در نور، محل ماهی ها بر روی تسمه نقاله توجه نمو

 دو گونه ی اصلی تقسیم می شوند: بهعملیات تشخیص  1-0
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یص، شناسایی و دسته بندی الگوهای فضایی و تشخیص الگوهای اصلی: این فرایند تشخ -9

ی کارکترها، اثر انگشت، اشیاء یمثال هایی از الگوهای فضا .الگوهای زمانی را در بر می گیرد

در واقع تشخیص انسان  .فیزیکی و تصاویر هستند. الگوهای زمانی، سری زمانی و . .  هستند

از مجموعه های جمعیت های  یک تخمین زدن نسبی آن است که یک داده ورودی به یکی

بنابراین  .آماری شناخته شده که وابسته به تجربیات گذشته است می تواند مرتبط باشد

له تشخیص اختلاف داده ی ورودی با ئله تشخیص الگو ممکن است به عنوان یک مسئمس

جمعیت ها به وسیله ی جستجوی ویژگی ها یا صفات ثابت در میان اعضای یک جمعیت 

 ه قرار گیرد. مورد توج

الگوها و کلاس های الگوها: تشخیص الگو می تواند به عنوان دسته بندی داده های ورودی در  -0

تعریف شود.  شده کلاسهای شناخته شده بوسیله ی استخراج ویژگی های مهم یا صفات داده

یک کلاس الگو، یک دسته متمایز شده بوسیله ی برخی صفات و ویژگی های مشترک است. 

های یک کلاس الگو صفات نوعی هستند که بین همه ی الگوهای متعلق به آن کلاس ویژگی 

 لب به عنوان ویژگی های اصلی شناخته می شود. ویژگیغها ا مشترک هستند. این ویژگی

هایی که تفاوت بین کلاس های الگو را بیان می کنند یک الگو، توصیفی از یکی از اعضای 

معمولاً  ی طیفی س الگو می باشد. برای راحتی ، الگوهادسته است که ارائه کننده ی کلا

]=𝑋 :بوسیله یک بردار نمایش داده می شود. مانند

𝑥1

𝑥2

⋮
𝑥𝑛

یک ویژگی آن  𝑋𝑖که در آن عنصر [

الگو را ارائه می کند اغلب مفید است که یک بردار الگو به عنوان یک نقطه در فضای اقلیدسی 

n له اصلی ئبعدی دیده می شود به طور کلی طراحی یک سیستم تشخیص الگو چندین مس

 . ] 65[را در بر می گیرد
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چرا که  گرفته شود.اول از همه بایستی در مورد نمایش داده های ورودی تصمیم الف( 

بایستی اشیایی که قرار است مورد تشخیص قرار گیرند اندازه گیری شوند. هر کمیت اندازه 

     ی شده یک ویژگی الگو را توصیف می کند و مجموعه ی این ویژگی ها در یک بردار قرار گیر

می گیرند. این بردار الگو که داده ی ورودی را توصیف می کند بایستی قالب بندی شود. 

  بردارهای الگو همه یا بخشی از اطلاعات اندازه گیری شده موجود را در مورد الگو ها در بر

جموعه الگوهای متعلق به یک کلاس یکسان به گروهی از نقاط در یک فضای می گیرد. م

 اندازه گیری شده نگاشت می شود. 

له در تشخیص الگو استخراج ویژگی ها یا صفات خاصی از داده ی ورودی یافته ئدومین مسب( 

راج له ی پیش پردازش و استخأاین اغلب به عنوان مس .شده و کاهش ابعاد بردارهای الگو است

 می ها برای همه ی کلاس های الگو مشترک هستند و عناصر ویژگی .ویژگی معرفی می شود

داده های   های تشخیص را برای هر کلاس از توانند حذف شوند. اگر مجموعه ی کامل از ویژگی

تشخیص و دسته بندی الگو ها دشواری کمتری را در بر خواهد  ،اندازه گیری شده تعیین شود

های  یاری از مسائل تشخیص الگو در عمل تعیین یک مجموعه کامل از ویژگیدر بس .داشت

 تشخیص اگر غیر ممکن نباشد دشوار است. 

های تصمیم بهینه است که در فرآیند  شله سوم در طراحی سیستم تشخیص الگو تعیین روئمسپ( 

مختلف  های شناسایی و دسته بندی مورد نیاز واقع می شود . اگر سیستم قادر به شناسایی کلاس

یک کلاس را در بر  ناحیهناحیه باشد که هر  Mالگو باشد در این صورت فضای الگو می تواند شامل 

 Mلید کننده ی محدوده های تقسیم که می گیرد . مسئله ی تشخیص حالا می تواند به عنوان تو

به طور کلی این که در نظر گرفته شود  ،کلاس را روی بردارهای اندازه گیری از همدیگر جدا می کند

 . ] 65[توسط توابع تعیین می شود ،محدوده های تقسیم

 مراحل  تشخیص الگو 5-3
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اندازه ی تصویر گرفته شده به یک اندازه پیش فرض  مرحله بایداین در  نرمال سازی تصویر:  -9

این اندازه ی تصویر همان اندازه ی تصویری است که سیستم  .تغییر کند 903×903مانند 

 تشخیص چهره با آن کار می کند. 

 و معمولاً بر روی تصاویر خیلی تاریک یا خیلی روشن مرحله یکسان سازی هیستوگرام: این -0

تصویر را  . این مرحلهر و بهبود کارایی تشخیص چهره انجام می شودبرای بهبود کیفیت تصوی

 به عنوان نتیجه، برخی ویژگیهای مهم چهره آشکار تر می شود.  و اصلاح می کند

 ،: به منظور دست یابی به خود اطلاعات چهره پس زمینه ی چهرهحذف کردن پس زمینه -8

ای مهمتر است که اطلاعات  این موضوع برای سیستم های تشخیص چهره .قابل حذف است

که در حذف پس زمینه قادر به  شودموجود در کل تصویر استفاده می شود همچنین توجه 

 تعیین محدوده ی چهره باشیم. 

پس از انجام پیش پردازش اگر لازم بود تصویر چهره ی نرمال شده به  :72استخراج ویژگی -4

که قرار است برای دسته بندی از آنها استفاده شود به  اصلی های منظور پیدا کردن ویژگی

از آن  یک بردار ویژگی که به خوبی تصویر چهره را ارائه کند .قسمت ویژگی فرستاده شود

استخراج شود. این بردار ویژگی را می توان با تبدیل چهره به گراف و بوجود آوردن ماتریس 

 . گراف طیفی استخراج کرد

ویژگیهای استخراج شده از تصویر با آنهایی که در  ،یک دسته الگوبا کمک  دسته بندی: -5

پس از انجام این مقایسه تصویر چهره به  .پایگاه داده ی چهره ذخیره شده اند مقایسه می شود

 ناشناس دسته بندی می شود.  یاعنوان شناخته شده 
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  شد تصاویر چهره: پس از آنکه یک چهره بعنوان ناشناخته دسته بندی هپایگاه داده ی چهر -6

 .]  66,61 [می تواند با بردارهای ویژگی برای مقایسه های بعدی به پایگاه داده اضافه شود 

 

 73تشخیص چهره 5-4

این  .تشخیص چهره یک عمل تشخیص الگو است که به طور خاص بر روی چهره ها انجام می شود 

پس از مقایسه با چهره های  عمل عبارتست از دسته بندی یک چهره بعنوان شناخته شده و ناشناس

ذخیره شده ی افراد شناخته شده است. مدل محاسباتی تشخیص چهره بایستی پاسخگوی چندین 

که  بایستی به گونه ای ارائه شوند ،این سختی از آنجا ناشی می شود که چهره ها .له دشوار باشدئمس

    اطلاعات موجود در چهره را برای تشخیص یک چهره ی خاص از دیگر چهره ها به بهترین نحو 

چرا که همه ی چهره ها از آنجا  ،له ی دشوار می شوندئبکار برند. در این مورد چهره ها باعث یک مس

 .] 50,61[های یکسانی مانند چشمان، بینی، دهان دارند مشابه با یکدیگرند  که مجموعه ویژگی

 تشخیص چهره با کمك طیف گراف 5-5

در هر چهره مشخصات چانه، دهان، تشخیص چهره یکی از کاربردهای دیگر طیف گراف می باشد. 

بینی، چشم و پیشانی، منحصر به فرد هستند. اما برای تشخیص هویت از روی چهره برخی عوامل 

. از همین رو، سیستم باید ] 61[کنندمی مانند ریش و سبیل، عینک و زاویه تابش نور، کار را دشوار

های ثابت هر چهره متمرکز شود. افزون بر این، این اطلاعات قابل تغییر را حذف کرده و روی ویژگی

های کلیدی چهره با ویژگی. باید هنگام پردازش به حالت چهره )شاد، غمگین و ...( نیز توجه داشت

. از      گیردروی چهره قرار مییا گراف دلونی  شبکه کار یکبرای این آید.کمک گراف به دست می

گفته های بالا به این نتایج می رسیم که هرکدام از مشخصات اصلی روی چهره را بوسیله نقاط 
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مشخص می کنیم که این نقاط رأس گراف می باشند. هر کدام از این جفت رأس ها را با کمک یال به 

بکه روی چهره ایجاد شود. با محاسبه فاصله بین رئوس هم وصل می کنیم که باعث می شود یک ش

وزن هرکدام از یال ها را به دست می آوریم. با استفاده از ماتریس های وابسته طیفی مقادیر 

وبردارهای ویژه وابسته طیفی متناظر محاسبه می شود. این بردارها، بردارهای الگو طیفی چهره      

الگو طیفی آن را محاسبه می کنیم. به علت بالا بودن ابعاد این  می باشند. برای هر چهره بردارهای

لفه های اصلی ابعاد این بردارهای الگو طیفی مؤ بردارهای طیفی و زیاد شدن محاسبات با کمک آنالیز

 دهیم که درقسمت بعد چگونگی آن را توضیح می دهیم.را کاهش می

  کلی، به طور تصادفی در یک فضای بزرگ توزیعتصاویر چهره ها به خاطر شباهت در پیکر بندی  

ی اصلی نمی شوند و بنابراین به وسیله ی یک زیر فضای به نسبت کم بعد قابل توصیف هستند. ایده

اصلی پیدا کردن بردارهایی است که بهترین مقدار را برای توزیع تصاویر چهره در  لفه هایمؤآنالیز 

 زیر فضایی از تصاویر چهره را تعریف می کنند که ما فضای چهرهفضای تصویر کامل دارند. این بردارها 

 .]58,61[ممی نامی

گراف و طیفتشخیص چهره با کمک  9- 5شکل   
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 گراف دلونیتشخیص چهره با کمک  0- 5شکل 

 اصلی مولفه هایکاهش ابعاد چهره با استفاده ازآنا لیز  1- 5 -5

  M  نشان داد. فرض کنیم الگو طیفی بردارتصویر چهره دو بعدی را می توان به صورت یک 

ها مقادیر 𝑃N .باشندگر یک دستگاه از تصویر های نمونه گیری شده نمایان N،با اندازه  طیفیبردار

  .] 54,[پیکسل را نشان می دهند

𝑋𝑖 = [𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑁]                   , 𝑖 = 1,2,… ,𝑀 

 

 

      PCAکاهش ابعاد چهره باکمک   3 - 5شکل 

در مرکز  ها را تصویر ستون،هر  برایمیانگین  از با استفاده کم کردن می توان بردارهای الگو طیفی را 

 . داریمنشان دهنده میانگین تصویر است mداد. وقتی که قرار 

 𝑚 =
1

𝑀
∑ 𝑋𝒾

𝑀
𝒾−1                                                    ( 5-9 )                         

 کز تعریف می شود.قع شده در مر به عنوان تصویر وا  𝑊iو
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𝑊𝑖    = 𝑥𝑖 − 𝑚            

بزرگترین تجسم ممکن را بر روی هر کدام  هایی است که 𝑒𝑖 پیدا کردن مجموعه ای از در اینجاهدف 

 پیدا کنیم که برای هر کمیت  𝑒𝑖بردار متعامد  Mها داشته باشند. می خواهیم دستگاهی از  𝑊iاز 

    λ𝑖 = ∑ (𝑒𝑖
𝑇𝑀

𝑖=1 𝑤𝑛)2                                            (8-5 )  

                          ( می باشد.4-5به صورت رابطه )که ماکسیمم متعامد را 

𝑒L
Tek = δik                                                            ( 5-4  )   

. از کنار ها با استفاده از بردارها ومقادیر ویژه ماتریس کوواریانس داده می شوند 𝜆𝑖ها و  𝑒𝑖که درآن 

𝑊𝑖هم قرار گرفتن   تشکیل می گردد و داریم 𝑊ها، ماتریس   

C = WWT                                                            ( 5-5 ) 

یک  ،𝐶 ماتریس ر هم قرار دارند. اندازهدر ستونی که کنا𝑊i  ماتریسی متشکل از بردارهای  𝑊که 

یک  64×64تصویر هایی با اندازه  ،می باشد که می تواند بزرگ باشد. به عنوان مثالN×𝑁 ماتریس 

بردارهای  به دست آوردن را می سازند. حل مستقیم برای 4216×4216ماتریس کوواریانس به اندازه 

  𝜆𝑖 واسکالرهای   𝑒𝑖که بردارهای دادجبر خطی نشان با استفاده از قواعد  عملی نمی باشد. Cویژه 

 می باشد را از رابطه 𝑀×M ه دارای ابعادک، 𝑊𝑇𝑊 مقادیر ویژه ماتریس بردارهای ویژه و یعنی

 ( به دست آورد. 5-6) 

W𝑇  W  𝑑𝑖 = µ𝑖  d𝑖                                                        ( 5-6 ) 

 :در هر دو طرف تساوی داریم Wبا ضرب 
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𝑊𝑊𝑇(𝑊𝑑𝑖) = 𝜇𝑖(𝑊𝑑𝑖)                                         ( 5-1 )   

 

Mبه این معنی است که اولین − به ترتیب با  WWTماتریس 𝜆𝑖 مقادیر ویژه  و 𝑒𝑖 بردارهای ویژه  1

باید نرمال شود. تا زمانی که  𝑒i برای مساوی شدن با𝑊𝑑𝑖  .داده می شوند 𝜇𝑖 و 𝑊𝑑𝑖 استفاده از

درجه ماتریس کوواریانس نمی تواند از  ،را جمع کنیم  M،فقط تعداد محدودی از بردارهای تصویر

M − می باشد( بردارهای ویژه  m ناشی از کم کردن از بردار میانگین مقدار منهای یکتجاوز کند) 1

متناظر با مقادیر ویژه غیر صفر از ماتریس کوواریانس یک پایه متعامد برای زیر فضا به اندازه ای که 

تولید می کند بردارهای ویژه  ،بیشترین اطلاعات تصویر را بتوان با مقدار خطای کمی نمایش داد

به منظور انعکاس بردار ویژه  اند. ازبزرگترین تا کوچکترین مقادیر ویژه متناظرشان طبقه بندی شده

در نتیجه کوچکترین مقدار ویژه با بردار  د.باشبزرگترین واریانس در تصویر با بزرگترین مقدار ویژه می 

بنابراین این کاهش به صورت نمایی        و  ویژه ای که حداقل واریانس را داراست همراه می شود.

بردارهای طیفی  د اول ابعاد می باشد.در ص 92-5در صد واریانس کل در  12 یعنی تقریباً  می باشد.

 تجسم شود.  Ω( با محاسبه M  <) 𝑀́هره می تواند در ابعادچیک تصویر 

                        Ω = [𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑀́]T                                                (5-3)                          

      

vi  استviکه  = ei
TWi ، 𝑖 مختصات تصویر چهره در فضای جدید می باشد که یک امین       

بنابراین  .اطلاق نمود توان به عنوان تصویر نها را میآ ،تصویر می باشند  𝑒𝑖لفه اصلی است. بردارهایؤم

𝛺 پیدا کردن. هدف می دهد سهم هر چهره را شرح K  می باشد که بردار مربوط به  یک دسته چهره

 .حداقل برساندفاصله اقلیدسی را به 

𝐸𝑘 = ‖(Ω − Ω𝑘)‖                                                         ( 5-1  )  
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کمتر از  𝐸𝑘 چهره را نشان می دهد. اگر بردار امین دستهK برداری است که  𝛺𝑘(  1-5در رابطه )

 .]58,56و50[طبقه بندی می شود  دسته Kچهره در ، بردارهایباشد  𝜃𝑘ستانه از پیش تعریف شدهآ

 

 

 

 نتیجه گیری 5-6

اصلی، بررسی خواص طیف گراف وتعیین بعضی از کاربردهای  مباحث این پایان نامه شامل دو بخش

آن بود. در این رابطه ابتدا مبانی نظری موضوع طیف گراف بررسی شد. سپس نحوه کاربرد آن در 

درتعیین ساختار گراف ها مطرح گردید. قسمت عمده، این پایان نامه مربوط به بررسی کاربردهای 

اصلی و مسئله تشخیص چهره می باشد. اجرای مراحل  طیف گراف در مسئله آنالیز مولفه های

الگوریتم آنالیز مولفه های اصلی وارائه یک برنامه محاسباتی به کمک نرم افزار متلب از جمله مطالب 

 این پایان نامه می باشد. 

 امید است که مطالب ارائه شده مورد استفاده علاقمندان ودانشجویان قرار گیرد.
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                                                                                                   ب( منابع فارسی

نهادر آاهمیت وشیوه بکارگیری ماتریسها وکاربرد  " .(9831) ،صادق –رحیمی شعرباف  [57]   

 "تئوری گراف

کاربرد ماتریس لاپلاسین در تحلیل پایداری سازه های  "(   9831)    ،اعظم  –الیاسی گرجی  [58] 

   . دانشکده ریاضی"با تقارن به فرم دو وسه

انتشارات دانشگاه فردوسی  -"جبر خطی وکاربردها "  (9833)  ،کتاب داتا –فائزه توتونیان  [59] 

  .مشهد

تحقیق در کاربرد های مقادیر ویژه و "  (9833) ،  الهام علیمرد انی صادق رحیمی شعر باف ، [60]

دانشگاه  –چهارمین کنفرانس ریاضی کاربردی ایران  " تعیین چند کران برای شعاع طیفی گراف

 .زاهدان

استفاده از الگوریتم  "(9835) مشهدی، رجبی حبیب,بهروزثقفی خادم ,سیدعلیرضا سیدین  [61]

چهارمین " ژنتیک در حل مسئله تطبیق غیر دقیق زیر گراف به منظور استفاده در تشخیص شی ء

 فردوسی مشهد. -کنفرانس ماشین بینایی وپردازش تصویر ایران

تشخیص شناسه مصدوم در مسابقات روبا ت  ".(9833)  ،بنفشه اسدی ،الهام عبد نیکویی پور [62] 

 . "ار با استفاده از ا نطباق اسکلت شکلامدادگر خودک

یک روش اسکلت یابی منعطف برای استخراج  "(9836)  ،فتحی محمود مشکی، محسن [63] 

 انجمن ملی کنفرانس سیزدهمین  "پایین تفکیک سطحی دو اسکلت سطح خاکستری از تصاویر

 .  ایران فارس، خلیج کیش، جزیره ایران کامپیوتر
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برنامه ریزی مسیر روبات " (9836) ،گلناز حبیبی . محمد تقی بهشتی و الیپس مسیحی [64]  

 هشتمین"متحرک با استفاده از نامساویهای ماتریسی خطی و برنامه ریزی اعداد صحیح صفرو یک

  .مشهد فردوسی دانشگاه-هوشمند سیستمهای کنفرانس

 ."پردازش داده ها و تشخیص الگوروشهای پیش "(. 9834) سیدمحسن محمدی تاکانی، [65]

 "پردازش تصویر"(. 9835) –ترجمه مرتضی خادمی –ریچاردای –رافائل سی .گونز الس  [66] 

 .انتشارات دانشگاه فردوسی  

 با هویت بررسی برای SVM روش  سازی بهینه " .(9836)  ،محمدشهرام معین.ابراهیم روزگار[67]

 چهره تصویر از استفاده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 واژه نامه
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 واژه نامه فارسی به انگلیسی 

طیف 

...............................................................................................................  ..................

spectral                                                                                          

 ............................................................................................................هم طیفی ..........

cospectral                                                                                       

................ .........................................................................................شعاع طیفی 

radius spectral                                                                        

فاصله  

...............................................................................................................................  

distance                                                                                      

 ......................................................................................................فاصله ویرایش  

edite distance                                                                                        

 cost................................................................هزینه..............................................................................

 positive semidefinite ..........................................نیمه معین مثبت...........................................

 bound........................................................کران....................................................................................

  upper bound.......................................................کرن بالا................................................................

 ……lower bound.......................کران پایین.................................................................................

 …………...……………graph..................گراف......................................................................

 compont................................................................مولفه......................................................................
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 match.......................................................................تطابق....................................................................

 vertex..........................................س..................................................................................................أر

 degree................................................................................................................درجه.........................

 edge.................................................یال.................................................................................................

 path.................................................مسیر..............................................................................................

 combination .........................................ترکیب.................................................................................

 matrix  laplacian ..........................ماتریس لاپلاسین...................................................................

 matrix heat  kernal.... .............................................................ماتریس هت کرنل

 wight .........................................................................................................وزن

 permitation ..........................................جایگشت.............................................................................

 Euclidean distance .............فاصله اقلیدسی................................................................................

 Veronoi ...............................................ورونویی...................................................................................

 .….graph delauny..................................گراف دلونی....................................................................

 Delauny Triangulation ...........................مثلث بندی دلونی.....................................................

 isomorphic .....................................................یکریخت.....................................................................

 embedding ............................................................................................نشاندن

 Covariance matrix .........................................کوواریانس..............................................ماتریس 

 Legal Triangulation ..............................مثلث بندی مجاز.........................................................
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 topology .................................................توپولوژی.............................................................................

 dual..........................................................دوگان...................................................................................

 Adje .......................................................................................................................................................................لبه

 skeleton.................................................................................اسکلت..................................................

 gemetric..............................................................................هندسه....................................................

 Medial Axis .....................................................................محور میانی.............................................

 nearest neighbor ....................................................................همسایگی...................نزدیکترین 

 .……connect................................................................................................همبند.........................

 ..…………root...................................................................ریشه.......................................................

 Tangent ..............................................مماس......................................................................................

 graph shock..................................................................................................گراف شاک.................

 pattern...............................................................................................الگو............................................

 noise.........................................................................................نویز......................................................

 featur vector..........................................................................................................بردار ویژگی.......

 Face Recognition ..................................................................تشخیص چهره..............................

Combination………………………………….……………….………………………ترکیب 

Principal component analysis…………………..………………آنالیز مولفه های اصلی 

Multidimensional scaling…………………….………..……مقیاس گذاری چند بعدی 
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Branch………………………………………..………………………….…....………انشعاب 

Lattice……………………………………………………..…………..…….……..…… بکهش  

0rthogonal…....…………………………..………………..……………………….…متعامد 

 

 

 

 واژه نامه انگلیسی به فارسی

 spectral..…………………………………………………………………………طیف

 cospectral     .هم طیفی ......................................................................................................................

 radius spectral ……………………………….…………………………………شعاع طیفی

...........................................فاصله    ....................................................................................... distance 

 edite distance..……………………………….….…………………………فاصله ویرایش

 cost.………………………………………………………..……………………………هزینه

 positive semidefinite ……………….……………………..……………نیمه معین مثبت

 bound…………………………………………….………………………………………کران

 upper bound…………………………………..…………..………..………………کرن بالا

..................کران پایین................................................................................................. lower bound 

................گراف....................................................................................................................... graph 

............... مولفه.................................................................................................................. compont 
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 match…………………………………………….……..….……………………………تطابق

 Classification .………………………………….……..…………….…………کلاس بندی

سأر …………….…………….…………………………………………………………vertex 

 degree.…………………………………………………………..………………………درجه

 normalised .………………………………………………………..……………………نرمال

 path..………………………………………….…………………………………………مسیر

 combination………………………………..………….………………………………ترکیب

لاپلاسینماتریس  ……………………..………………………………….matrix  laplacian 

 matrix heat  kernal……………….………….….……………………ماتریس هت کرنل  

 wight…………………………………………………..…………………………………وزن

 permitation……………………………………………..…………………….……جایگشت

 Euclidean distance .……………………………………….…………….…فاصله اقلیدسی

 Veronoi …………………………………………………………….…………………ورونویی

...................................................گراف دلونی........................................................... graph delauny 

 Delauny Triangulation ……………..…………………………………مثلث بندی دلونی

 branch .…………………………………….……………………..……………………انشعاب

 embeding……………………….………………………………………………………نشاندن

 covarince……………………………………………………………………………کوواریانس
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 Legal Triangulation ……………………………...............……………مثلث بندی مجاز

 topology……………………………………..…..…………….……………………توپولوژی

 dual.………………………………………..…..………………………………………دوگان

 skeleton………………………………………………………………………………اسکلت

 gemetric………………………………………………………………………………هندسه

 Medial Axis ..……………………………………..……………………………محور میانی

 nearest neighbor ………………………………..……………………نزدیکترین همسایگی

 connect…………………………………………………………….……………………همبند

 root………………………………………….……………..…………..…..……………ریشه

  Tangent……..….……………………………………………….………………………مماس

 

 graph shock……….…………………………………..………….…..…………گراف شاک

 pattern……..…………………………………………..…………………………..………الگو

 noise.….……………………………..………………….…………..…….………………نویز

 Feature vector ….………………………………………….……………………بردار ویژگی

تشخیص چهره.............. …………………………………..………………Face Recognition 

Picxel........................................................................................پیکسل..................................................................... 

Adje...............................................................................................................................لبه......................................... 
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Abstract 

A great deal of attention has been paid to spectral graphs in recent years 

because spectral graphs play an important role in discovering the structure 

of graphs. The set of eigenvalue of graphs is named spectral graph. This 

subject is a part of  algebraic theory of graphs and is more related to linear 

and matrix algebra theoretically. The theory of spectral graphs has 

applications in discovering the structure of graphs as well as other sciences 

such as chemistry, physics, electrical engineering, development and 

computer. 

 In this thesis, it has been attempted to study the subjects related to spectral 

graphs, and to examine their application in computer science. In the first 

chapter, definitions and elementary concepts are dealt. In the second chapter, 

spectral characteristics of graphs and bounds of spectral sets are examined. 

In the third chapter, applications of spectral graphs in the subject of spectral 

embedding of graphs are examined. In the fourth chapter, application of 

spectral graph in the question of analysis principal components is examined. 

In the fifth chapter, application of spectral graph in face recognizing is 

examined. 
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