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චاری... ণپاس໋�
استاد از گذشته، دوره�های تمامی و تحصیلی دوره�ی این در گرامی اساتید از فراوان تشکر و تقدیر با
خود عنایت و لطف مورد مرا استادانه راهنمایی�های با که غزنوی دکتر آقای و فتحعلی دکتر آقای گرانقدر
منان خداوند از و دارم را تشکر و قدردانی کمال گردد، تدوین و گردآوری علمی کار این تا دادند قرار

خواستارم. زندگیشان مراحل همه�ی در آنها تمامی برای را افزون روز توفیقات

ख़مدخای ࢯ૱نख़۱۳۹۴مد
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رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ख़مدخای ࢯ૱نख़۱۳۹۴مد

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
و کوپر چارنز دوروش و می�شود پرداخته خطی-کسری برنامه�ریزی معرفی به نامه پایان ابتدای در

می�گردد. بیان مسئله این سازی خطی جهت بیچ دینکل
معکوس مسئله�ی از منظور می�باشد، خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس روی بر بیشتر ما تمرکز
هدف تابع در تغییراتی ایجاد با باشد، مفروض مسئله�ی برای شدنی جواب یک x٠ اگر که است این
نخست باشد. بهینه آن در x٠ که کنیم پیدا دست مسئله�ای به هردو یا و مسئله محدودیت�های یا و
معکوس برای موجود روش�های به سپس می�گیرد قرار مطالعه مورد خطی برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی
برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس برای جدید روش دو و می�شود پرداخته خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی
بیشتر تحقیقات و توسعه برای را عرصه که می�گردد بیان فرضیه�ای پایان در می�گردد. ارائه خطی-کسری

می�گذارد. باز علاقه�مندان برای مطلب، این
مسئله سازی، بهینه معکوس، تبدیل راست، سمت بردار هدف، تابع خطی-کسری، کلیدواژه:

معکوس.
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١ فصل

خطی-کسری برنامه�ریزی

مقدمه ١.١

[٣] افزار نرم کاربردهاو روش�ها، قضایا، خطی-کسری، برنامه�ریزی کتاب از برگرفته بخش این مطالب
می�باشد.

تشکیل محدودیت�ها مجموعه�ی و هدف تابع یک از که است مسئله�ای خطی-کسری، برنامه�ریزی مسئله�ی
خطی تابع یک آن مخرج و صورت که می�باشد کسری تابع یک صورت به هدف تابع آن در که است شده
بهینه�سازی محدودیت�ها به توجه با را هدف تابع مقدار هستند. خطی توابع نیز محدودیت�ها و است
برنامه�ریزی مسئله�ی برای شدنی جواب یک x٠ اگر که است این معکوس بهیه�سازی از منظور و می�نمایند
مسئله�ای به هردو یا و محدودیت�ها یا و هدف تابع در تغییراتی ایجاد با باشد، خطی-کسری یا و خطی

می�باشد. بهینه آن در x٠ که می�کنیم پیدا دست

تاریخچه ٢.١

زلزله پیش�بینی جهت نگاری لرزه در مسیر کوتاه�ترین مسئله معکوس بار نخستین ،[۴] ١ تواینت و بارتن
مسائل از بسیاری و معکوس سازی بهینه روی زیادی افراد بعد به آن از . دادند قرار بررسی مورد را

نمودند. ارائه را کاربردی برنامه�های و کردند کار معکوس
بر علاوه و کردند آوری جمع را معکوس خطی ریزی برنامه مسائل از تعدادی ابتدا [٢٠]در ٢ لیو و ژانگ

دادند. قرار بررسی مورد [٢١] در را ریزی برنامه مسائل معکوس آن
دادند. قرار مطالعه مورد را آن کاربردهای و خطی برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی [١١] ٣ لیو و هانگ
در کاربرد چندین و کردند آماده معکوس بهینه�سازی عرصه در را مختلفی مسائل [١] ۴ اورلین و آهوجا

١Burton & Toint
٢Zhang & Liu

٣Huang & Liu
۴Ahuja & Orlin

٣



۴ خطی-کسری برنامه�ریزی .١

. دادند توسعه را ترکیبی برهان�های درستی و نمودند تلفیق را یکه دستگاه با شبکه جریان مسائل
. دادند قرار بررسی مورد را معکوس مسئله�ی کاربردهای [٢] امروزنژاد و امین

صفحه الگوریتم یک [١٩] ۶ وانگ . کارکردند دوم درجه برنامه�ریزی مسئله�ی روی [٢٢] ۵ ژانگ و ژانگ
معکوس مسئله�ی بار نخستین [١٠] ٧ هلادیک . داد ارائه صحیح عدد ریزی برنامه مسئله�ی برای برشی
منابع تعدادی [١٢] ٨ آریا و جین داد. قرار بررسی مورد کلی حالت در خطی�کسری برنامه�ریزی برای را

. کردند آماده خطی�کسری برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی بخش در را
را افزار نرم و کاربردها روش�ها، قضایا، عنوان، تحت خطی-کسری برنامه�ریزی کتاب [٣] ٩ باجانیلو

کرد. تالیف
،[۵] ١٣ چادها ،[١٧] ١٢ سیول ساک و ناگاناسان ،[١٨] ١١ اس�وارپ ،[٧] ١٠ چارنز-کوپر

محققان از بسیاری و [١۵] ١۶ پریهار و منگال و جین ،[۶] ١۵ چادها و چادها ،[١٣] ١۴ منگال و جین
نمودند. ارائه خطی�کسری برنامه�ریزی مسئله�ی حل برای مختلفی روش�های

خطی-کسری برنامه�ریزی معرفی ٣.١

می�شود: فرمول�بندی زیر بصورت خطی-کسری برنامه�ریزی رایج مسئله
باشد. شده داده زیر بصورت هدف تابع کنید فرض

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

∑n
j=١ pjxj + p٠∑n
j=١ djxj + d٠

. (١.١)

کنیم: بهینه زیر شرایط تحت را هدف تابع باید حال
∑n

j=١ aijxj ≤ bi, i = ١,٢, . . . ,m١,∑n
j=١ aijxj ≥ bi, i = m١ + ١,m١ + ٢, . . . ,m٢,∑n
j=١ aijxj = bi, i = m٢ + ١,m٢ + ٢, . . . ,m.

(٢.١)

xj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n١. (٣.١)

این بر فرض می�شود گفته نامه پایان این ادامه�ی در که آنچه .n١ ≤ n و m١ ≤ m٢ ≤ m بطوریکه
که: است

∀x = (x١, x٢, . . . , xn) ∈ S, D(x) ̸= ٠,

بدست (٣.١) و (٢.١) قیود از که است شدنی جواب�های از مجموعه یک دهنده�ی نشان S آن در که
کنیم فرض می�توانیم مسئله کلیت از کاستن بدون ،∀x ∈ S, D(x) ̸= ٠ آنجائیکه از می�آید.

∀x ∈ S, D(x) > ٠ (۴.١)
۵Zhang & Zhang
۶Wang
٧Hladik
٨Jain & Arya
٩Bajanilov

١٠Charnes-Cooper

١١Swarup
١٢Naganathan & Sakthivl
١٣Chadha
١۴Jain & Mangal
١۵Chadha & Chadha
١۶Jain & Mangal & Parihar



۵ خطی برنامه�ریزی با خطی-کسری برنامه�ریزی روابط .۴.١

در را Q(x) هدف تابع از D(x) کسر مخرج و P (x) کسر صورت می�توانیم D(x) < ٠ که حالتی در
کنیم. ضرب (−١) یک

نماید. صدق (۴.١) شرط در که می�گیریم درنظر را خطی-کسری برنامه�ریزی نامه، پایان این ادامه�ی در
A = [aij]m×n ماتریس رتبه�ی و خطی�اند مستقل (٢.١) سیستم قیود همه�ی که می�کنیم فرض بنابراین

است. m با برابر
x = (x١, x٢, . . . , xn) بردار تصمیم متغیرهای یافتن خطی-کسری برنامه�ریزی در هدفمان خلاصه بطور

بطوریکه: است

شود. (کمینه) بیشینه Q(x) هدف تابع مقدار .١

نماید. صدق (٣.١) محدودیت و (٢.١) سیستم قیود از مجموعه�ای در .٢

بردار به کند، صدق (٣.١) و (٢.١) محدودیت�های در x = (x١, x٢, . . . , xn) بردار اگر .١.٣.١ تعریف
می�گوییم. (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی برای شدنی جواب یک x

مسئله�ی برای (کمینه) بیشینه شدنی جواب یک x = (x١, x٢, . . . , xn) بردار اگر .٢.٣.١ تعریف
بهینه جواب یک را x بردار باشد، S شدنی مجموعه�ی روی بر (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی

می�گوییم. (١.١)-(٣.١) مسئله�ی برای

کران دارای S روی Q(x) هدف تابع و S ̸= ∅ یعنی نباشد تهی S شدنی ناحیه�ی اگر .٣.٣.١ تعریف
خطی-کسری برنامه�ریزی سازی) (مینیمم سازی ماکزیمم مسئله�ی می�گوئیم باشد (پائین) بالا متناهی

است. حل�پذیر

خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله می�گوئیم ،S = ∅ یعنی باشد تهی شدنی ناحیه�ی اگر .۴.٣.١ تعریف
است. نشدنی

بالا متناهی کران (مینیمم�سازی)، ماکزیمم�سازی مسئله�ی یک در Q(x) هدف تابع اگر .۵.٣.١ تعریف
است. بیکران مسئله می�گوئیم باشد، نداشته (پائین)

خطی برنامه�ریزی با خطی-کسری برنامه�ریزی روابط ۴.١

خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی آنگاه d٠ = ١ و j = ١,٢, . . . , n برای dj = ٠ اگر که است واضح
می�گوئیم چرا اینکه برای است دلیل یک این می�شود. تبدیل خطی برنامه�ریزی مسئله�ی به (١.١)-(٣.١)
است. خطی برنامه�ریزی مسئله�ی یک از کلی�تری حالت (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی
می�شود: تبدیل خطی برنامه��ریزی یکمسئله�ی به خطی-کسری برنامه�ریزی یکمسئله�ی که خاصی حالات

خطی مسئله�ی یک به Q(x) هدف تابع آنگاه d٠ ̸= ٠ و j = ١,٢, . . . , n برای dj = ٠ اگر .١
می�شود: تبدیل

Q(x) =
n∑

j=١

pj
d٠
xj +

p٠
d٠

=
P (x)

d٠



۶ خطی-کسری برنامه�ریزی .١

می�شود: تبدیل زیر بصورت هدف تابع آنگاه j = ١,٢, . . . , n برای pj = ٠ اگر .٢

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

p٠∑n
j=١ djxj + d٠

،max Q(x) = min D(x) آنگاه p٠ > ٠ اگر
.max Q(x) = max D(x) آنگاه p٠ < ٠ اگر

یعنی باشند خطی وابسته�ی D = (d١, d٢, . . . , dn) و P = (p١, p٢, . . . , pn) بردارهای اگر .٣
می�شود: تبدیل زیر بصورت هدف تابع آنگاه P = µD بطوریکه باشد داشته وجود µ ̸= ٠

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

∑n
j=١ µdjxj + p٠∑n
j=١ djxj + d٠

=

∑n
j=١ µdjxj + p٠ + µd٠ − µd٠∑n

j=١ djxj + d٠
,

µ
(∑n

j=١ djxj + d٠

)
+ p٠ − µd٠∑n

j=١ djxj + d٠
= µ+

p٠ − µd٠∑n
j=١ djxj + d٠

. (۵.١)

max Q(x) = min D(x) آنگاه p٠ − µd٠ > ٠ اگر
max Q(x) = max D(x) آنگاه p٠ − µd٠ < ٠ اگر

هر ازای به است ثابت مقدار یک Q(x) یعنی این که Q(x) = µ آنگاه p٠ − µd٠ = ٠ اگر
.x ∈ S

به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی زیرا می�کنیم، نظر صرف زیر بدیهی حالت�های از نامه پایان این در
می�شود. تبدیل خطی برنامه�ریزی مسئله�ی

.١

P (x) = Const, ∀x ∈ S

.٢

D(x) = Const, ∀x ∈ S

.٣

Q(x) = Const, ∀x ∈ S



٧ خطی-کسری برنامه�ریزی اصلی شکل�های .۵.١

خطی-کسری برنامه�ریزی اصلی شکل�های ۵.١

آن قیدهای همه�ی اگر است استاندارد شکل به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک .١.۵.١ تعریف
یعنی باشند نامنفی آن متغیرهای و تساوی بصورت

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

∑n
j=١ pjxj + p٠∑n
j=١ djxj + d٠

−→ max(min)

s.t
n∑

j=١
aijxj = bi, i = ١,٢, . . . ,m,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n,

∀x ∈ S, D(x) > ٠.

قیدهای همه�ی اگر است، متعارفی شکل دارای خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک .٢.۵.١ تعریف
یعنی: باشند، نامنفی متغیرها همه�ی و نامساوی بصورت آن

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

∑n
j=١ pjxj + p٠∑n
j=١ djxj + d٠

−→ max(min)

s.t
n∑

j=١
aijxj ≤ bi, i = ١,٢, . . . ,m,

xj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n.

∀x ∈ S, D(x) > ٠

از خاصی موارد خطی-کسری برنامه�ریزی مسائل متعارفی و استاندارد شکل�های که است واضح
(٢.١) قیدهای در اگر است. (٢.١) قیدهای تحت (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی
آنگاه n١ = n و m١ = m٢ = ٠ دهیم قرار (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی برای
و m١ = m دهیم قرار اگر و داشت خواهیم را خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی استاندارد حالت

رسید. خواهیم خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی متعارفی حالت به آنگاه n١ = n

می�کنیم: معرفی را زیر نمادهای ماتریسی، بصورت خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک نوشتن برای

Aj = (a١j, a٢j, . . . , amj)
T , j = ١,٢, . . . , n,

b = (b١, b٢, . . . , bm)
T , A = (A١, A٢, . . . , An),

x = (x١, x٢, . . . , xn)
T , P = (p١, p٢, . . . , pn)

T ,

D = (d١, d٢, . . . , dn)
T .



٨ خطی-کسری برنامه�ریزی .١

است: زیر صورت به مسئله استاندارد شکل فوق، نمادهای از استفاده با

Q(x) =
pTx+ p٠
dTx+ d٠

−→ max,

s.t Ax = b,

x ≥ ٠,

D(x) = dTx+ d٠ > ٠, ∀x ∈ S.

نوشت: می�توان زیر صورت به را مسئله متعارفی شکل و

Q(x) =
pTx+ p٠
dTx+ d٠

−→ max,

s.t Ax ≤ b,

x ≥ ٠,

D(x) = dTx+ d٠ > ٠, ∀x ∈ S.

نمود. تبدیل یکدیگر به می�توان را ماکزیمم�سازی و مینیمم�سازی مسئله�ی که می�شویم متذکر اینجا در

min
x∈S

F (x) ≡ −max
x∈S

(−F (x))

روش به متغیر دو با خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی حل ۶.١
هندسی) (روش ترسیمی

با می�توان را متغیر دو با خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی هر چطور که می�دهیم توضیح اینجا در حال
کرد. حل هندسی ترسیم روش

بگیرید: درنظر را مجهول متغیر دو با خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی

Q(x) =
P (x)

D(x)
=
p١x١ + p٢x٢ + p٠
d١x١ + d٢x٢ + d٠

−→ max(min), (۶.١)

s.t ai١x١ + ai٢x٢ ≤ bi, i = ١,٢, . . . ,m, (٧.١)

x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, (٨.١)

فرد به منحصر بهینه جواب ١.۶.١

برای می�دهد. نشان را شده مشخص ١.١ شکل در که را شدنی ناحیه (٨.١) و (٧.١) قیود که کنیم فرض
است: زیر صورت به Q(x) = K معادله�ی K حقیقی مقدار هر

(p١ −Kd١)x١ + (p٢ −Kd٢)x٢ + (p٠ −Kd٠) = ٠



٩ هندسی) (روش ترسیمی روش به متغیر دو با خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی حل .۶.١

بهینه راس تنها :١.١ شکل

(ایزولاین) یا تراز خط آن وبه دارد قرار اول ناحیه�ی در که است راست خط یک معادله�ی معادله، این
نقطه�ی را است، شده مشخص ١.١ شکل در که F نقطه�ی می�گیرد. قرار S شدنی ناحیه در که می�گویند

می�آید. بدست زیر معادله�ی دستگاه حل واز می�نامند p١x١کانونی + p٢x٢ = −p٠,

d١x١ + d٢x٢ = −d٠.
(٩.١)

نخواهد صفر (٩.١) دستگاه دترمینان آنگاه نباشند هم موازی D(x) = ٠ و P (x) = ٠ خط�های اگر
موازی D(x) = ٠ و P (x) = ٠ خط�های اگر دیگر بعبارت دارد. فرد به منحصر جواب یک و بود
نقطه�ی یعنی این ندارد. جواب سیستم و شد خواهد صفر برابر (٩.١) دستگاه دترمینان آنگاه باشند هم
مسئله�ی یک به مسئله حالت این در و موازی�اند بایکدیگر تراز خط�های همه�ی و ندارد وجود کانونی
کسر مخرج باید ،Q(x) هدف تابع ماکزیمم�سازی برای حالت این در می�شود. تبدیل خطی برنامه�ریزی

ببینید). را (۵.١)) کنیم ماکزیمم یا مینیمم p٠ − µd٠ علامت به وابسته را D(x)

برمی�گردیم. نیستند موازی بایکدیگر تراز خط�های که حالتی به
می�گیریم. درنظر ١.١ شکل مانند را Q(x) = K تراز خط و و می�کنیم Kانتخاب برای دلخواه مقدار یک

کنیم بازنویسی زیر بصورت را Q(x) = K معادله�ی می�توانیم حال

x٢ = −p١ −Kd١
p٢ −Kd٢

x١ −
p٠ −Kd٠
p٢ −Kd٢

.

تابع در K مقدار به وابسته Q(x) = K تراز خط شیب k = −p١ −Kd١
p٢ −Kd٢

می�کنیم فرض اینجا در



١٠ خطی-کسری برنامه�ریزی .١

زیرا: است K بر یکنواخت تابع یک k طرفی از و باشد Q(x) هدف
dk

dK
=
d١p٢ − d٢p١
(p٢ −Kd٢(٢

بنویسیم: می�توانیم بنابراین نیست. K مقدار به وابسته dk

dK
علامت بنابراین

sign

{
dk

dK

}
= sign{d١p٢ − d٢p١} = const

ساعت) عقربه�های جهت (خلاف مثبت جهت Fدر کانونی نقطه�ی حول را تراز خط که زمانی یعنی این
پیدا کاهش یا افزایش (d١p٢ − d٢p١) عبارت علامت به وابسته Q(x) هدف تابع مقدار می�چرخانیم،
بیشترین x∗ نقطه�ی در هدف تابع که می�شود مشخص ١.١ شکل و شده داده توضیحات به باتوجه می�کند.

می�گیرد. را خود مقدار کمترین x∗∗ نقطه�ی در و مقدار

(دگرین) چندگانه بهینه�ی جواب�های ٢.۶.١

یال�های از یکی بر خود کانونی نقطه�ی حول تراز خط چرخاندن اثر بر که می�دهد رخ زمانی حالت این
بر x نقاط (همه�ی دارد بهینه جواب شمار بی مسئله حالت این در .(٢.١ (شکل شود منطبق شدنی ناحیه
شود. داده نشان زیر شکل به x∗∗∗ و x∗ نقاط از خطی ترکیب یک بصورت است ممکن که (e یال روی

x = λx∗ + (١− λ)x∗∗∗, ٠ ≤ λ ≤ ١

چندگانه بهینه جواب�های :٢.١ شکل



١١ هندسی) (روش ترسیمی روش به متغیر دو با خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی حل .۶.١

(مخلوط) آمیخته جواب�های ٣.۶.١

یال یک بر تراز خط کانونی، نقطه�ی حول تراز خط چرخاندن از بعد و باشد بی�کران S شدنی ناحیه اگر
بقیه و x∗ راس آنها از یکی که دارد بهینه جواب بی�نهایت مسئله آنگاه (٣.١ (شکل شود منطبق بی�کران

نیستند. راسی نقطه�ی کدام هیچ و می�باشند بی�کران یال روی نقاط
می�گوئیم چرا که است دلیلی این دارد. وجود هم بی�نهایت راسی، غیر نقاط این بین در که می�شویم متذکر
بی�نهایت جواب دارای هم و متناهی بهینه جواب دارای هم مسئله یعنی این و دارد. آمیخته جواب مسئله

است.

آمیخته جواب�های :٣.١ شکل

بی�نهایت) (جواب نامتناهی جواب ۴.۶.١

کانونی نقطه�ی حول تراز خط چرخاندن از بعد حالت این در باشد. بی�کران S شدنی ناحیه کنیم فرض
موازی بی�کران یال یک با و خارج شدنی ناحیه از تراز خط است ممکن بهینه، حالت به رسیدن برای
ماکزیمم ، lim

x→∞
x∈eQ(x) مقدار به وابسته یعنی دارد. نامتناهی بهینه�ی جواب مسئله صورت این در که شود

.(۴.١ (شکل باشد نامتناهی یا متناهی است ممکن هدف تابع مقدار (مینیمم)



١٢ خطی-کسری برنامه�ریزی .١

نامتناهی جواب� :۴.١ شکل

عددی مثال ٧.١

.١.٧.١ مثال

Q(x) =
۶x١ + ۶x٢ + ۶
۵x١ + ۵x٢ + ۵ −→ max(min),

s.t ۴x١ − ٢x٢ ≤ ٢٠,

٣x١ + ۵x٢ ≤ ٢۵,

x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠.

است مساله این شدنی نقاط تمام شامل که S محدب مجموعه�ی نماییم. رسم را شدنی ناحیه باید ابتدا
می�کنیم. پیدا را F کانونی نقطه�ی زیر سیستم حل با حال است. شده داده نشان ۵.١ شکل }در

P (x) = ٠,
D(x) = ٠.

⇒

{
۶x١ + ٣x٢ + ۶ = ٠,
۵x١ + ٢x٢ + ۵ = ٠.

حول تراز خط چرخاندن با حال می�آید. بدست F = (−١,٠) کانونی نقطه�ی بالا دستگاه حل از که
می�آید. بدست زیر اکسترمم نقاط کانونی نقطه�ی

A = (٠,۵), B = (۵,٠), C = (٠,٠).

با است برابر نقاط این در هدف تابع مقدار که

Q(A) =
٢١
١۵ , Q(B) =

١٨
١۵ , Q(C) =

١٨
١۵ .



١٣ عددی مثال .٧.١

تابع مینیمم مقدار که حالی در می�گیرد. A = (٠,۵) نقطه�ی در را خود مقدار ماکزیمم هدف تابع بنابراین
می�آید. بدست دونقطه این بین واصل خط پاره و C = (٠,٠) و B = (۵,٠) نقطه�ی دو در هدف

١.٧.١ مثال شکل :۵.١ شکل

.٢.٧.١ مثال

Q(x) =
١x١ − ٢x٢ + ١
١x١ + ١x٢ + ۴ −→ max(min),

s.t ١x١ + ١x٢ ≥ ٢,

١x١ − ٢x٢ ≤ ۴,

x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠.

نقطه�ی زیر سیستم حل از است. شده رسم ۶.١ شکل در مسئله این برای S شدنی جواب�های مجموعه
می�آوریم. بدست را }کانونی

١x١ − ٢x٢ = −١,
١x١ + ١x٢ = −۴.

کانونی نقطه�ی حول تراز خط چرخاندن با حال می�آید. بدست F = (−١−,٣) بالا دستگاه حل از که
(۴,٠) نقطه�ی در مساله این مقدار ماکزیمم که می�آوریم بدست را بهینه نقاط ساعت عقربه�های جهت در

یعنی می�دهد رخ بی�نهایت در مسئله این مقدار مینیمم و می�آید. بدست Q(x) = ۵
٨ هدف تابع مقدار با

یعنی می�شود، مینیمم هدف تابع مقدار (٠,∞) نقطه�ی در
min
x∈S

Q(x) = lim
x٢→∞

Q(٠, x٢) = −٢



١۴ خطی-کسری برنامه�ریزی .١

٢.٧.١ مثال شکل :۶.١ شکل



٢ فصل

برنامه�ریزی مسئله�ی تبدیل روش�های
خطی برنامه�ریزی مسئله�ی به خطی-کسری

و [٧] ١ کوپر و چارنز مقالات و [٣] خطی-کسری برنامه�ریزی کتاب از شده برگرفته بخش این مطالب
می�باشد. [٩] ٢ بیچ دینکل

توسط خطی برنامه�ریزی مسئله�ی به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی تبدیل برای مختلفی روش�های
می�کنیم. اشاره آن روش دو به نامه پایان این در ما که است شده ارائه مختلف ریاضی�دانان

چارنز-کوپر روش ١.٢

شدنی ناحیه یک با خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی هر که دادند نشان کوپر و چارنز ،١٩۶٢ سال در
نمود. تبدیل خطی برنامه�ریزی مسئله�ی یک به می�توان را کراندار

می�کنیم: تعریف را زیر جدید متغیرهای بگیرید. درنظر را (١.١) - (٣.١) رایج مسئله�ی

tj =
xj
D(x)

, j = ١,٢, . . . , n, t٠ =
١

D(x)
.

آن در که

D(x) =
n∑

j=١
djxj + d٠. (١.٢)

بصورت Q(x)را اصلی هدف تابع می�توانیم j = ١,٢, . . . , n برای tj جدید متغیرهای از استفاده با حال
کنیم: بازنویسی زیر

L(t) =
n∑

j=٠
pjtj −→ max(min) (٢.٢)

١Charnes & Cooper ٢Dinkelbeach

١۵



١۶ خطی برنامه�ریزی مسئله�ی به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی تبدیل روش�های .٢

در را (٣.١) و (٢.١) قیود همه�ی می�توانیم ،D(x) > ٠ ،x ∈ S هر ازای به کردیم فرض آنجائیکه از

داریم: لذا کنیم، ضرب ١
D(x)

−bit٠ +
∑n

j=١ aijtj ≤ ٠ i = ١,٢, . . . ,m١,

−bit٠ +
∑n

j=١ aijtj ≥ ٠ i = m١ + ١,m١ + ٢, . . . ,m٢,

−bit٠ +
∑n

j=١ aijtj = ٠ i = m٢ + ١,m٢ + ٢, . . . ,m,
(٣.٢)

tj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n١. (۴.٢)

مسئله�ی به را زیر آمده�ی بدست جدید محدودیت و کنیم ضرب ١
D(x)

مقدار در را (١.٢) معادله�ی اگر
شد. خواهد کامل tj جدید متغیرهای و xj اصلی متغیرهای بین رابطه�ی کنیم، اضافه جدید

n∑
j=٠

djtj = ١ (۵.٢)

بصورت (١.١)-(٢.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی با معادل خطی، برنامه�ریزی مسئله�ی
می�شود: بیان زیر

L(t) =
n∑

j=٠
pjtj −→ max(min)

s.t
n∑

j=٠
djtj = ١

− bit٠ +
n∑

j=١
aijtj ≤ ٠ i = ١,٢, . . . ,m١,

− bit٠ +
n∑

j=١
aijtj ≥ ٠ i = m١ + ١,m١ + ٢, . . . ,m٢,

− bit٠ +
n∑

j=١
aijtj = ٠ i = m٢ + ١,m٢ + ٢, . . . ,m,

tj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n١. (۶.٢)

به توجه با کانونی شکل و استاندارد شکل کردیم، تعریف (۵.١) بخش در که آنچه مشابه، طریق به
می�شود. تعریف فوق کلی مسئله�ی

.t٠ > ٠ آنگاه باشد (۶.٢) مسئله�ی شدنی جواب یک t = (t٠, t١, . . . , tn)
T بردار اگر .١.١.٢ لم

ترتیب به t′ = (t′٠, t
′
١, t
′
٢, . . . , t

′
n) و x′ = (x′١, x

′
٢, . . . , x

′
n) بردارهای می�کنیم فرض برهان.

باشند. (۶.٢) خطی مسئله�ی و (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی اصلی مسئله�ی شدنی جواب�های
شدنی جواب�های t′ و x′ بردارهای آنجائیکه از .t′ = (٠, t′١, t′٢, . . . , t′n) یعنی t′٠ = ٠ می�کنیم فرض

یعنی: می�کنند، صدق خود نظیر مسئله محدودیت�های در لذا هستند نظیرشان مسئله
∑n

j=١ aijx
′
j ≤ bi i = ١,٢, . . . ,m١,∑n

j=١ aijx
′
j ≥ bi i = m١ + ١,m١ + ٢, . . . ,m٢,∑n

j=١ aijx
′
j = bi i = m٢ + ١,m٢ + ٢, . . . ,m,

(٧.٢)



١٧ چارنز-کوپر روش .١.٢

x′j ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n١. (٨.٢)

و
∑n

j=١ aijt
′
j ≤ ٠ i = ١,٢, . . . ,m١,∑n

j=١ aijt
′
j ≥ ٠ i = m١ + ١,m١ + ٢, . . . ,m٢,∑n

j=١ aijt
′
j = ٠ i = m٢ + ١,m٢ + ٢, . . . ,m,

(٩.٢)

t′j ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n١. (١٠.٢)

i-امین به را آن سپس و ضرب λمثبت دلخواه مقدار یک در را (٩.٢) سیستم از محدودیت i-امین حال
ضرب λ همان در را (١٠.٢) نامعادله�ی از متغیر i-امین و می�کنیم اضافه (٧.٢) سیستم از محدودیت

داریم: آنگاه می�کنیم، اضافه (٨.٢) محدودیت�های از متغیر i-امین به و کرده
∑n

j=١ aij(x
′
j + λt′j ≤ bi i = ١,٢, . . . ,m١,∑n

j=١ aij(x
′
j + λt′j ≥ bi i = m١ + ١,m١ + ٢, . . . ,m٢,∑n

j=١ aij(x
′
j + λt′j = bi i = m٢ + ١,m٢ + ٢, . . . ,m,

(x′j + λt′j ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n١.

λ هر ازای به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی برای شدنی جواب یک x′j + λt′(j) بردار یعنی این و
بی�کران S شدنی ناحیه یعنی این و است) دلخواه λ (زیرا شود اختیار بزرگ خیلی λ شاید اما است مثبت
خلف فرض لذا است. متناقض کردیم، فرض کراندار مجموعه�ی یک را S اینکه فرض با این و است

است. ثابت حکم و باطل

آنگاه باشد (۶.٢) مسئله�ی برای بهینه جواب یک t∗ = (t∗٠, t
∗
١, . . . , t

∗
n) بردار اگر .٢.١.٢ قضیه

-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی اصلی مسئله�ی برای بهینه جواب یک x∗ = (x∗١, x
∗
٢, . . . , x

∗
n)

آن در که است (١.١)-(٢.١)

x∗j =
t∗j
t∗٠
, j = ١,٢, . . . , n. (١١.٢)

به مینیمم�سازی مسئله�ی برای و می�کنیم اثبات ماکزیمم�سازی مسئله�ی حالت برای را قضیه این برهان.
می�شود. اثبات مشابه طور

داریم: است (۶.٢) خطی مسئله�ی ماکزیمم�سازی، مسئله�ی برای بهینه جواب یک t∗ بردار آنجائیکه از
L(t∗) ≥ L(t), ∀t ∈ T (١٢.٢)

است. خطی برنامه��ریزی مسئله�ی شدنی جواب�های مجموعه�ی دهنده�ی نشان T که
بردار درنتیجه نباشد. بهینه خطی-کسری برنامه�ریزی ماکزیمم�سازی مسئله�ی برای x∗ بردار که کنیم فرض

داریم: همزمان بطور اما .Q(x′) > Q(x∗) بطوریکه دارد وجود x′ ∈ S مانند دیگری

Q(x∗) =

∑n
j=١ pjx

∗
j + p٠∑n

j=١ djx
∗
j + d٠

(١١.٢)
=

∑n
j=١ pj

t∗j
t∗٠

+ p٠∑n
j=١ dj

t∗j
t∗٠

+ d٠

,

=

∑n
j=١ pjt

∗
j + p٠t

∗
٠∑n

j=١ djt
∗
j + d٠t∗٠

(۵.٢)
=

∑n
j=١ pjt

∗
j + p٠t

∗
٠

١
(٢.٢)
= L(t∗).



١٨ خطی برنامه�ریزی مسئله�ی به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی تبدیل روش�های .٢

.Q(x′) > L(t∗) یعنی این و
آسانی به است، خطی-کسری برنامه�ریزی اصلی مسئله�ی برای شدنی جواب یک x′ بردار آنجائیکه از

j = ١,٢, . . . , n برای t′j =
x′j

D(x′)
و t′٠ =

١
D(x′)

که t′ = (t′٠, t
′
١, . . . , t

′
n) بردار که می�شود دیده

اینکه فرض با این و ،L(t′) > L(t∗) یعنی این و است خطی برنامه�ریزی مسئله�ی شدنی جواب یک
ثابت حکم و باطل خلف فرض لذا است. متناقض است، خطی برنامه�ریزی مسئله�ی بهینه�ی جواب t∗

است.

عددی مثال

.٣.١.٢ مثال

Q(x) =
٨x١ + ٩x٢ + ۴x٣ + ۴
٢x١ + ٣x٢ + ٢x٣ + ٧ −→ max,

s.t ١x١ + ١x٢ + ٢x٣ ≤ ٣,

٢x١ + ١x٢ + ۴x٣ ≤ ۴,

۵x١ + ٣x٢ + ١x٣ ≤ ١۵,

x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠, x٣ ≥ ٠.

می�آوریم: بدست را زیر مقادیر [٣] بالا خطی-کسری مسئله�ی حل از

x∗ = (١,٢,٠)T , P (x∗) = ٣٠, D(x∗) = ١۵, Q(x∗) = ٢.

می�کنیم: تبدیل خطی مسئله�ی یک به را بالا مسئله�ی چارنز-کوپر تبدیلات از استفاده با حال

L(t) = ۴t٠ + ٨t١ + ٩t٢ + ۴t٣ −→ max,

s.t ٧t٠ + ٢t١ + ٣t٢ + ٣t٣ = ١,

− ٣t٠ + ١t١ + ١t٢ + ٢t٣ ≤ ٠,

− ۴t٠ + ٢t١ + ١t٢ + ۴t٣ ≤ ٠,

− ١۵t٠ + ۵t١ + ٣t٢ + ١t٣ ≤ ٠,

tj ≥ ٠, j = ١,٢,٣.

داشت: خواهیم کنیم حل را بالا خطی مسئله�ی اگر

t∗ = (
١
١۵ ,

١
١۵ ,

٢
١۵ ,٠), L(t∗) = ٢

بنابراین

t∗٠ =
١
١۵ , t

∗
١ =

١
١۵ , t

∗
٢ =

٢
١۵ , t

∗
٣ =

٠
١۵



١٩ دینکل�بیچ الگوریتم .٢.٢

هدف، تابع مقادیر آن بر علاوه و معادلند هم با t∗ و x∗ که می�بینیم (١١.٢) تبدیل از استفاده با حال
نوشت: می�توان یعنی برابرند هم با L(t∗) و Q(x∗)

x∗١ =
t∗١
t∗٠

= ١, x∗٢ =
t∗٢
t∗٠

= ٢, x∗٣ =
t∗٣
t∗٠

= ٠, L(t∗) = Q(x∗) = ٢

دینکل�بیچ الگوریتم ٢.٢

است. ٣ دینکل�بیچ روش خطی) لزوما (نه کسری مسائل برای روش�ها عمومی�ترین و مشهورترین از یکی
مسائل جواب�های از دنباله یک به را مسئله جواب روش این است خطی-کسری برنامه�ریزی که حالتی در

می�کند. تبدیل خطی برنامه�ریزی
بطوریکه ،F (λ) = max{P (x)−λD(x)} تابع و (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی رایج مسئله

می�کند. بازی را دینکل�بیچ نظریه�ی اصلی نقش زیر قضیه�ی بگیرید. درنظر را λ ∈ R

تحت (١.١)-(٣.١) خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی بهینه�ی جواب یک x∗ بردار .١.٢.٢ قضیه
اگر تنها و اگر است (٢.٢) شرایط

F (λ∗) = max{P (x)− λ∗D(x)} = ٠ (١٣.٢)

که
λ∗ =

P (x∗)

D(x∗)
(١۴.٢)

آنگاه باشد، (١.١)-(٣.١) اصلی خطی-کسری مسئله�ی بهینه جواب یک x∗ بردار اگر برهان.
λ∗ =

P (x∗)

D(x∗)
≥ P (x)

D(x)
, ∀x ∈ S

: یعنی این و
P (x)− λ∗D(x) ≤ ٠, ∀x ∈ S

می�آوریم بدست (١۴.٢) معادله�ی گرفتن درنظر و x ∈ S روی گرفتن باماکزیمم
max
x∈S

{P (x)− λ∗D(x)} = ٠.

داریم: x = x∗ ازای به که
P (x∗)− λ∗D(x∗) = ٠

آنگاه باشد (١٣.٢) مسئله برای بهینه جواب یک x∗ بردار اگر عکس: به
P (x)− λ∗D(x) ≤ P (x∗)− λ∗D(x∗) = ٠, ∀x ∈ S

است. (١.١)-(٣.١) خطی-کسری مسئله�ی برای بهینه جواب یک x∗ بردار یعنی واین

است. آمده زیر جدول در که کرده ارائه الگوریتمی دینکل�بیچ ،(١.٢.٢) قضیه از استفاده با

٣Dinkelbach



٢٠ خطی برنامه�ریزی مسئله�ی به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی تبدیل روش�های .٢

دینکل�بیچ الگوریتم :١.٢ جدول

.k := ١ کنید فرض و λ(k) := P (x(٠))

D(x(٠))
دهید قرار و بگیرید درنظر را x(٠) ∈ S :٠ مرحله�ی

کنید. حساب را x(k) = arg max
x∈S

{P (x)− λ(k)D(x)} :١ مرحله�ی

کنید. توقف و است بهینه جواب یک x∗ = x(k) آنگاه F (x(k)) = ٠ اگر :٢ مرحله�ی

بروید. ١ مرحله�ی به و k := k + ١ بگذارید و λ(k+١) := P (x(k))

D(x(k))
دهید قرار :٣ مرحله�ی

شود. مراجعه [٩] مرجع به آن همگرایی نحوه�ی و الگوریتم این به راجع بیشتر اطلاعات جهت
می�کنیم. استفاده عددی مثال یک از الگوریتم، این بهتر تشریح برای حال

عددی مثال ٣.٢

.١.٣.٢ مثال

Q(x) =
P (x)

D(x)
=

x١ + x٢ + ۵
٣x١ + ٢x٢ + ١۵ −→ (max),

s.t ٣x١ + x٢ ≤ ۶,

٣x١ + ۴x٢ ≤ ١٢,

x١ ≥ ٠, x٢ ≥ ٠. (١۵.٢)

می�کند، صدق مسئله محدودیت�های همه�ی در x = (٠,٠)T بردار آنجائیکه از صفرم: مرحله�ی
λ(١) مقدار x(٠) = (٠,٠)T برای بنابراین می�گیریم. درنظر شروع نقطه�ی عنوان به را x(٠) ∈ S

می�آوریم: بدست را

λ(١) :=
P (x(٠))

D(x(٠))
=

۵
١۵ =

١
٣

کنیم: حل را زیر خطی برنامه�ریزی مسئله�ی باید حال اول: مرحله�ی

F (x) = P (x)− λ(١)D(x) = P (x)− ١
٣D(x) =

١
٣x٢ −→ max

می�آیند: بدست را زیر مقادیر فوق مسئله�ی حل از باشند. برقرار (١۵.٢) قیود بطوریکه
x(١) = (٠,٣)T , F (x(١)) = ١.

برویم. بعدی مرحله�ی به باید F (λ(١)) ̸= ٠ آنجائیکه از دوم: مرحله�ی

می�نمائیم محاسبه زیر صورت به را (λ(٢) (یعنی λ(k+١) و می�دهیم قرار k := k+١ حال سوم: مرحله�ی
میگردیم. باز اول مرحله�ی به و

λ(٢) :=
P (x(١))

D(x(١)
=

١× ٣+ ۵
٢× ٣+ ۵ =

٨
٢١



٢١ عددی مثال .٣.٢

می�کنیم حل را زیر خطی برنامه�ریزی مسئله�ی اول: مرحله�ی

F (x) = P (x)− λ(٢)D(x) =

(
١− ٨

٢١ × ٣
)
x١ +

(
١− ٨

٢١ × ٢
)
x٢ +

(
۵− ٨

٢١ × ١۵
)

= −١
٧x١ +

۵
٢١x٢ −

۵
٧ −→ max

داریم: فوق مسئله�ی حل از که باشند. برقرار (١۵.٢) محدودیت�های بطوریکه
x(٢) = (٠,٣)T , F (x(٢)) = ٠.

توقف و است نظر مورد بهینه جواب x∗ = x(٢) بردار ،F (x(٢)) = ٠ آنجائیکه از دوم: مرحله�ی
می�کنیم.

مقدار و x∗ = (٠,٣)T با است برابر خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی بهینه جواب الگوریتم، این بنابر

.Q(x∗) = ٨
٢١ هدف تابع بهینه�ی





٣ فصل

خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس

مورد در مقاله چندین می�پردازیم. خطی برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس به نامه پایان از فصل این در
برنامه�ریزی مسئله یک معکوس دوشکل، به عموما که دارد وجود خطی برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس
بهینه هدف تابع در که می�دهند را مسئله�ای از x٠ شدنی جواب مورد، دو هر در می�آورند. بدست را خطی
هدف) تابع (ضرایب فنی ضرایب که است این خطی برنامه�ریزی معکوس از هدف اول، مورد در نیست.
بردار و هدف تابع ضرایب دوم مورد در و [٢١ ،٢٠] شود بهینه هدف تابع در x٠ که دهیم تغییر طوری را

.[٨] شود بهینه جدید مسئله�ی در x٠ تا می�کنند تغییر همزمان راست سمت
مورد را آن دوم مورد سپس و می�پردازیم هدف تابع ضرایب تغییر فقط یعنی اول مورد بررسی به ابتدا

می�دهیم. قرار بحث

تابع ضرایب تغییر با خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس ١.٣
هدف

می�گردد. بیان [٢١ ،٢٠] مرجع به توجه با بخش این مطالب
است: زیر شکل به خطی برنامه�ریزی مسئله�ی یک استاندارد صورت

min{cx|Ax = b, x ≥ ٠}

شدنی جواب یک x٠ کنید فرض است. m × n ماتریس یک A و b ∈ Rm ،x ∈ Rn ،c ∈ Rn که
دهیم تغییر تغییرات، کمترین با را c ضرایب باید ما کند. صدق Ax = b, x ≥ شرایط٠ در یعنی باشد،

کنیم: تعریف اگر باشد. خطی برنامه�ریزی جدید مسئله برای بهینه جواب یک x٠ تا

F (x٠) = {c̃ ∈ Rn|min{c̃x|Ax = b, x ≥ ٠} = c̃x٠} (١.٣)

می�شود: تعریف زیر بصورت خطی برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی آنگاه

min{||c− c̃|| | c̃ ∈ F (x٠)} (٢.٣)

٢٣



٢۴ خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس .٣

یعنی می�کنیم. کار ||c− c̃|| برای l١ نرم با اینجا در که
||c− c̃|| =

∑
j

|cj − c̃j|.

شرایط در یعنی باشد خطی برنامه�ریزی مسئله�ی شدنی جواب یک x٠ کنید فرض .١.١.٣ لم
اگر تنها و اگر است min{cx|Ax = b, x ≥ ٠} مسئله بهینه جواب x٠ کند. صدق Ax = b, x ≥ ٠

باشیم: داشته j = ١,٢, . . . , n همه�ی برای بطوریکه باشد داشته وجود Π ∈ Rm

Πpj ≤ cj, شدنی دوگان (٣.٣آ)

x٠j > ٠ ⇒ Πpj = cj. زائد مکمل (٣.٣ب)

هستند. A ماتریس ستون�های pj که

شدنی اولیه مسئله�ی یعنی باشد. خطی برنامه�ریزی مسئله�ی شدنی جواب یک x٠ که کنیم فرض برهان.
و (٣.٣آ) شرایط می�توان پس است برقرار K.K.T شرایط لذا باشد، نیز بهینه جواب یک x٠ و باشد

دید. را (٣.٣ب)
شرایط لذا باشد برقرار (٣.٣ب) و (٣.٣آ) شرایط و باشد شدنی جواب یک x٠ که شود فرض عکس: به

می�باشد. نظر مورد مسئله برای بهینه جواب یک x٠ پس است برقرار مسئله برای K.K.T

بردار هر برای آنگاه نباشد بهینه اما باشد شدنی جواب یک x٠ اگر که می�گیریم نتیجه لم این از
j اندیس برای (٣.٣ب) یا (٣.٣آ) شرایط از یکی بطوریکه باشد داشته وجود j یک باید ،Π ∈ Rm

نباشد. برقرار

باشد. F (x٠) مجموعه�ی به متعلق که ساخت می�توان cΠ بردار یک ،Π ∈ Rm هر برای .٢.١.٣ لم

می�کند: تقسیم زیر گروه سه به را A ستون�های ،Π بردار یک برهان.
A+ = {pj | Πpj > cj}, A٠ = {pj | Πpj = cj}, A− = {pj | Πpj < cj}

میکنیم: تعریف حال

cΠj =


cj, pj ∈ A٠; یا pj ∈ A− و x٠j = ٠,
cj − θj, pj ∈ A−; و x٠j > ٠, که θj = cj − Πpj,

cj + θj, pj ∈ A+, که θj = Πpj − cj.

(۴.٣)

داراست: را زیر مشخصه�های cΠj

Πpj < cj آنگاه x٠j = ٠ و pj ∈ A− ,اگر (۵.٣)

Πpj = cΠj اینصورت غیر .در (۶.٣)

می�کند. ١.١.٣صدق لم (٣.٣ب) و (٣.٣آ) شرایط در j = ١,٢, . . . , n برای cΠj می�بینید که همانطور
.cΠ = (cΠ١ , . . . , c

Π
n ) ∈ F (x٠) بنابراین



٢۵ هدف تابع ضرایب تغییر با خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس .١.٣

درنظر Π ∈ Rm همه�ی برای (۴.٣) توسط شده تعریف cΠ بردارهای همه� مجموعه�ی را F ′(x٠) حال
می�گیریم: نتیجه ٢.١.٣ لم از و می�گیریم

F ′(x٠) ⊆ F (x٠) (٧.٣)

.٣.١.٣ قضیه
min{||cΠ − c|| | cΠ ∈ F ′(x٠)} = min{||c̃− c|| | c̃ ∈ F (x٠)}

یک c̃ ∈ F (x٠) هر برای دهیم نشان فقط که است لازم ،F ′(x٠) ⊆ F (x٠) اینکه دلیل به برهان.
جواب یک x٠ ،c̃ ∈ F (x٠) آنجائیکه از .||c̃ − c|| ≥ ||cΠ − c|| بطوریکه دارد وجود cΠ ∈ F ′(x٠)

شرایط از استفاده با بنابراین است. min{c̃x | Ax = b, x ≥ ٠} خطی برنامه�ریزی مسئله�ی بهینه
داریم: (٣.٣ب) و (٣.٣آ)

الف)
Πpj ≤ c̃j

ب)
x٠j > ٠ → Πpj = c̃j ∀j = ١,٢, . . . , n

که می�دهیم نشان j هر برای و می�کنیم تعریف ٢.١.٣ لم در (۴.٣) فرمول توسط cΠ بردار یک حال
،cΠj = Πpj, c̃j ≥ Πpj = cΠj ≥ cj آنگاه Πpj ≥ cj اگر واقع در .|c̃j − cj| ≥ |cΠj − cj|

دارد: وجود دوحالت Πpj < cj اگر دیگر طرفی از .c̃j − cj ≥ cΠj − cj ≥ ٠ بنابراین

.٠ = |cΠj − cj| ≤ |c̃j − cj| البته و cΠj = cj آنگاه x٠j = ٠ اگر (i

.|c̃j − cj| = |cΠj − cj| نتیجه در و cΠj = Πpj = c̃j آنگاه x٠j > ٠ اگر (ii

بنابراین و |c̃j − cj| ≥ |cΠj − cj| داریم j = ١,٢, . . . , n هر برای که می�شود دیده بالا تحلیل از
.||c̃− c|| ≥ ||cΠ − c||

سعی می�دهیم، قرار بررسی مورد دیگری نظر نقطه از را خطی برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس حال
١.١.٣ لم بهینگی شرایط در cj + θj بطوریکه کنیم ایجاد �θjها توسط را ها cj روی لازم تغییرات می�کنیم

یعنی: نماید. صدق

.Πpj = cj + θj بطوریکه کنیم پیدا را θj آنگاه x٠j > ٠ اگر •

.Πpj ≤ cj + θj بطوریکه کنیم پیدا را θj ≥ ٠ آنگاه x٠j = ٠ اگر •

می�کنیم: تعریف j هر برای

DΠ
j =

{
cj + θj :

{
Πpj = cj + θj x٠j > ٠,
Πpj ≤ cj + θj, θj ≥ ٠ x٠j = ٠.

}}

=

{
ĉj |

Πpj = ĉj x٠j > ٠,
Πpj ≤ ĉj, ĉj ≥ cj x٠j = ٠.

}



٢۶ خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس .٣

.cΠj ∈ DΠ
j یعنی است ĉj برای بالا شرایط با مطابق (۴.٣) توسط شده تعریف cΠj

D(x٠) =
∪

Π∈Rm

DΠ و DΠ =
{
(ĉ١, . . . , ĉn) | ĉj ∈ DΠ

j , j = ١,٢, . . . , n
}
کنیم فرض اگر حال

داریم: (٧.٣) به توجه با آنگاه
F ′(x٠) ⊆ D(x٠) ⊆ F (x٠).

داریم: ٣.١.٣ قضیه به توجه با بنابراین
min {||ĉ− c|| | ĉ ∈ D(x٠)} = min {||ĉ− c|| | ĉ ∈ F (x٠)}

می�رسیم. زیر یافته�ی توسعه نتیجه�ی به دیگر عبارت به یا

با: است معادل (٢.٣) خطی برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی .۴.١.٣ قضیه

min ||θ||,

s.t Πpj − θj = cj, j ∈ J̄ ,

Πpj − θj ≤ cj, j ∈ J,

θj ≥ ٠, j ∈ J,

.J = {j | x٠j = ٠}, J̄ = {j | x٠j > ٠} آن در که

مسئله�ی یک به زیر تبدیلات گرفتن درنظر با یعنی ،l١ نرم تحت می�توان را (۴.١.٣) قضیه�ی که
نمود. تبدیل خطی برنامه�ریزی

||θ||١ =
n∑

j=١
|θj|

θj = θ+j − θ−j

|θj| = θ+j + θ−j (٨.٣)

مسئله�ی شکل به را خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس ،(۴.١.٣) قضیه در (٨.٣) از بااستفاده لذا
می�نویسیم: زیر خطی برنامه�ریزی

min
n∑

i=١
θ+i +

n∑
i=١

θ−i

s.t Πpj − θ+j + θ−j = cj, j ∈ J̄

Πpj − θ+j + θ−j ≤ cj, j ∈ J

θ+j − θ−j ≥ ٠

θ+j , θ
−
j ≥ ٠, j ∈ J (٩.٣)

.J̄ = {j|x٠j > ٠} و J = {j|x٠j = ٠} که
ماکزیمم مینیمم مسئله�ی یک به دهیم قرار بررسی مورد l∞ نرم از استفاده با را (۴.١.٣) قضیه اگر حال



٢٧ هدف تابع ضرایب تغییر با خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس .١.٣

آنجائیکه: از می�شود. تبدیل

||θ||∞ = max
j

{θj}, j = ١,٢, . . . , n (١٠.٣)

داریم: (۴.١.٣) قضیه�ی در (١٠.٣) از استفاده با لذا

min{Z = max
j

{θj}} ⇒ minZ

minZ

Πpj − θj = cj, j ∈ J̄

Πpj − θj ≤ cj, j ∈ J

Z ≥ θj, j = ١,٢, . . . , n

θj ≥ ٠, j ∈ J (١١.٣)

عددی مثال

است. شده داده زیر خطی برنامه�ریزی مسئله�ی که کنید فرض .۵.١.٣ مثال

max Z = x١ + ٢x٢ + ٣x٣
s.t ۴x١ + x٢ + x٣ = ١

− ۴x١ + x٢ + x٣ ≤ ٠

− ۶x١ + ٣x٢ + x٣ ≤ ٠

x١, x٢, x٣ ≥ ٠

با است برابر بهینه هدف تابع مقدار و x∗ = (
١
٨ ,٠,

١
٢) با است برابر بهینه جواب مثال این در

.Z∗ = ١٫ ۶٢۵
مسئله�ی باشد. فوق خطی برنامه�ریزی مسئله�ی در شدنی جواب یک x٠ = (

١
٨ ,

١
٨ ,

٣
٨) کنید فرض

Z∗ = ١٫ ۶٢۵ برابر هدف تابع بهینه�ی مقدار و باشد بهینه آن در x٠ که نحوی به آورید بدست را معکوس
مقدار یعنی شود، Z∗ = ١٫ ۶٢۵ با برابر هدف تابع بهینه مقدار ندارد لزومی که است ذکر به لازم شود.

شد. نخواهد برابر لزوما x∗ بهینه مقدار با شدنی x٠ برای هدف تابع بهینه



٢٨ خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس .٣

می�آوریم. بدست l١ نرم تحت (۴.١.٣) قضیه به توجه با را فوق مسئله�ی معکوس

min {θ+١ + θ−١ + θ+٢ + θ−٢ + θ+٣ + θ−٣ }

s.t ۴y١ − ۴y٢ − ۶y٣ − θ+١ + θ−١ = ١

y١ + y٢ + ٣y٣ − θ+٢ + θ−٢ = ٢

y١ + y٢ + y٣ − θ+٣ + θ−٣ = ٣

θ+١ − θ−١ ≥ ٠

θ+٢ − θ−٢ ≥ ٠

θ+٣ − θ−٣ ≥ ٠

y١, y٢, y٣, θ
+
١ , θ

+
٢ , θ

+
٣ , θ

−
١ , θ

−
٢ , θ

−
٣ ≥ ٠.

داریم طرفی از و y١ = ١٫ ۶٢۵, y٢ = ١,٣٧۵, θ+٢ = ١ داریم فوق خطی مسئله�ی حل با حال
پس می�مانند باقی خود قوت به ضرایب بقیه و c′٢ = ١ − ٠ + ٢ = ٣ لذا .c′j = θ+j − θ−j + cj

می�شود: نوشته زیر صورت به معکوس مسئله�ی

max Z = x١ + ٣x٢ + ٣x٣
s.t ۴x١ + x٢ + x٣ = ١

− ۴x١ + x٢ + x٣ ≤ ٠

− ۶x١ + ٣x٢ + x٣ ≤ ٠

x١, x٢, x٣ ≥ ٠

.Z∗ = ١,۶٢۵ با است برابر هدف تابع مقدار و است بهینه x٠ فوق معکوس مسئله�ی در

(c) فنی ضرایب تغییر با خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس ٢.٣
(b) راست سمت بردار و

است. شده بیان [٨] مرجع از استفاده با بخش این مطالب
با خطی پارامتریک سازی بهینه مسئله�ی یک از شده نگاشته جواب�های مجموعه ψ(b, c) کنید فرض
شدنی x٠ نقطه�ی برای سپس باشد، هدف تابع ضرایب در c بردار و راست سمت بردار در b پارامترهای
جواب یک ،x̄ ∈ ψ(b̄, c̄) که هستیم مناسبی c̄ و b̄ مقادیر با جدید پارامترهای دنبال به ما شده داده
با آمده بدست معکوس مسئله�ی برای x٠ صورت این در شود، مینیمم ||x̄ − x٠|| بطوریکه باشد بهینه

می�باشد. نزدیک بهینه جواب به اینکه یا و است بهینه c̄ و b̄ پارامترهای



٢٩ (B) راست سمت بردار و (C) فنی ضرایب تغییر با خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس .٢.٣

مسئله سازی مدل ١.٢.٣

مجموعه دهنده�ی نشان ψ(b, c) = argmax{cTx : Ax = b, x ≥ ٠} کنید فرض .١.٢.٣ تعریف
پارامتریک خطی برنامه�ریزی مسئله�ی شدنی جواب�های

max{cTx : Ax = b, x ≥ ٠} (١٢.٣)

هستند. زیر شده داده مجموعه�های از اعضایی هدف تابع و راست سمت بردار پارامترهای که باشد.

β = {b : Bb = b̃}, ζ = {c : Cc = c̃}

و است m مرتبه از سطری کامل رتبه ماتریس یک A ∈ Rm×n اینجا در

c̃ ∈ Rq, b̃ ∈ Rp, C ∈ Rq×n, B ∈ Rp×m

مقادیر یافتن هدف است. شده گرفته درنظر شدنی جواب یک عنوان به x٠ ∈ Rn که شود فرض همچنین
ψ(b̄, c̄) به نزدیک x٠ حداقل نبود پذیر امکان حالت این اگر یا .x٠ ∈ ψ(b̄, c̄) بطوریکه است c̄ و b̄

می�دهیم. قرار بررسی مورد را زیر برنامه�ریزی مسئله�ی بنابراین باشد.

min{||x− x٠|| : x ∈ ψ(b, c), b ∈ β, c ∈ ζ} (١٣.٣)

باشد. محدب شدنی ناحیه�ی نیست لازم اما است، محدب f(x) := ||x− x٠|| یعنی آن هدف تابع که
حال باشد. اقلیدسی نرم حتما که نیست لازم می�کنیم. استفاده دلخواه نرم شبه یا نرم یک از مورد این در

است: نشدنی زیر سیستم که است این بر فرض اینجا در می�گیریم. کمک l١ نرم از کار راحتی برای

ATy = c

Cc = c̃
(١۴.٣)

زیر سیستم جواب هر اینصورت درغیر

Ax = b

x ≥ ٠
Bb = b̃

به (١٣.٣) معادله�ی یعنی این که بود. خواهد شدنی (١٣.٣) برای

min{||x− x٠|| : Ax = b, x ≥ ٠, Bb = b̃}

است. محدب سازی بهینه مسئله�ی یک که می�شود، تبدیل



٣٠ خطی برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس .٣

تعادل قیدهای با ریاضی برنامه�ریزی یک بصورت فرمول�بندی ٢.٢.٣

معادله، بصورت قیود با ریاضی برنامه�ی یک به K.K.T شرایط توسط (١٣.٣) مسئله�ی ابتدا در
یعنی: می�شود تبدیل ١ تعادل قیدهای با ریاضی برنامه�ریزی

MPEC : ||x− x٠|| −→ min
x,b,c,y

Ax = b

x ≥ ٠

ATy ≥ c

xT (ATy − c) = ٠

Bb = b̃

Cc = c̃ (١۵.٣)

دهیم. توضیح شفاف بطور را موضعی بهینه جواب داریم قصد ادامه در

U همسایگی یک اگر است (١٣.٣) مسئله�ی از موضعی بهینه�ی جواب یک x̄ نقطه�ی .٢.٢.٣ تعریف
ویژگی با c, b, x همه�ی برای ||x− x٠|| ≥ ||x̄− x٠|| بطوریکه باشد داشته وجود x̄ از

c ∈ ζ, b ∈ β, x ∈ U ∩ ψ(b, c).

که می�شود دیده (١۵.٣) مسئله�ی موضعی بهینه�ی جواب برای ٢.٢.٣ رایج تعریف از استفاده با
بطوریکه دارد وجود ȳ یک (١٣.٣) مسئله�ی از c̄ و b̄ پارامترهای با x̄ موضعی بهینه�ی جواب هر برای
کلی درحالت مطلب این عکس اما است، (١۵.٣) مسئله�ی موضعی بهینه�ی جواب یک (x̄, b̄, c̄, ȳ)

کنید. نگاه را [٨] مرجع نیست. برقرار

c̄ از همسایگی U که ،c ∈ U ∩ ζ همه�ی برای ψ(b̄, c) = {x̄} و β = {b̄} کنید فرض .٣.٢.٣ قضیه
می�باشد. دوگان متغیر ȳ که است (١۵.٣) مسئله�ی موضعی بهینه�ی جواب یک (x̄, b̄, c̄, ȳ) آنگاه باشد،

کنید. مراجعه [٨] مرجع به فوق قضیه اثبات برای

مماس مخروط توسط بهینگی ٣.٢.٣

نباشد. خواه باشد موضعی بهینه خواه می�کنیم، انتخاب را (١٣.٣) مسئله�ی x̄ شدنی نقطه�ی یک حال
هر برای سپس باشد. فعال اندیس�های از اندیسی مجموعه�ی I(x̄) = {i : x̄i = ٠} می�کنیم فرض
.xi > ٠ داریم i /∈ I(x̄) همه�ی برای ،x̄ به نزدیک کافی اندازه�ی به (١٣.٣) مسئله�ی از x شدنی جواب

١Mathemathical Program With Equilibrium
Conatraints
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کنیم. تعریف چنین را زیر گذار اندیس مجموعه�های ما که می�شود سبب زائد مکمل قضیه�ی

• I(c, y) = {i : (ATy − c)i > ٠}.

• I(x̄) = {I(c, y) : ATy ≥ c, (ATy − c)i = ٠ ∀i /∈ I(x̄), Cc = c̃}.

• I٠(x̄) =
∩

I∈I(x̄)

I.

آنگاه باشد I(x̄) خانواده�ی به متعلق I مجموعه�ی اندیس یک اگر .۴.٢.٣ نکته
I٠(x̄) ⊆ I ⊆ I(x̄).

با است. لازم بهینگی شرایط ارزیابی برای I٠(x̄) گذار اندیس مجموعه�ی از کارآمد محاسبه�ی یک
نیست. لازم I(x̄) خانواده�ی خود شناخت مقایسه، از استفاده

سیستم اگر وتنها اگر j ∈ I(x̄) \ I٠(x̄) .۵.٢.٣ نکته

(ATy − c)i = ٠, ∀i /∈ I(x̄),

(ATy − c)j = ٠,

(ATy − c)i ≥ ٠, ∀i ∈ I(x̄) \ {j},

Cc = c̃.

سیستم اگر وتنها اگر است I(x̄) اعضای از یکی I٠(x̄) بنابراین باشد. شدنی

(ATy − c)i = ٠, ∀i /∈ I٠(x̄),

(ATy − c)i ≥ ٠, ∀i ∈ I٠(x̄),

Cc = c̃.

باشد. شدنی

و y به صریحا که کنیم تبدیل موضعی ارز هم مسئله�ی یک به را (١۵.٣) مسئله�ی قادریم اکنون هم
نیست. وابسته c

بهینه�ی جواب یک x̄ اگر تنها و اگر است (١٣.٣) مسئله�ی از موضعی بهینه�ی جواب یک x̄ .۶.٢.٣ لم
باشد: (AI) مسائل همه�ی از سراسری

(AI) :

||x− x٠|| −→ min
x,b
,

Ax = b,

xi = ٠, ∀i ∈ I,

Bb = b̃

.I ∈ I(x̄) آن در که
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که کنید فرض همچنین و باشد (١٣.٣) مسئله�ی برای موضعی بهینه�ی جواب یک x̄ کنید فرض برهان.
یک آنگاه باشد. داشته وجود نیست سراسری بهینه (AI) برای که x̄ یک با I ∈ I(x̄) مجموعه�ی یک
||xk − x٠|| < ||x̄− x٠|| و limk→∞ x

k = x̄ باشرط (AI) شدنی جواب�های از
{
xk
}
k∈N دنباله�ی

باشد (١٣.٣) مسئله�ی برای موضعی بهینه�ی جواب یک نمی�تواند x̄ لذا دارد وجود k-ها همه�ی برای
تناقض یک این که است، شدنی (١٣.٣) مسئله�ی برای xk که می�دهد نتیجه I ∈ I(x̄) آنجائیکه از و

می�شود. ثابت اول قسمت و باطل خلف فرض پس است
فرض همچنین و باشد (AI) مسائل همه�ی برای سراسری بهینه جواب یک x̄ که کنید فرض عکس: به

و lim
k→∞

xk = x̄ باشرط (١٣.٣) مسئله�ی شدنی نقاط از
{
xk
}
k∈N دنباله�ی یک کنید

اعضای بزرگ، کافی قدر به �kهای برای باشد. داشته وجود �kها همه�ی برای ||xk − x٠|| < ||x̄− x٠||
(١٣.٣) مسئله�ی برای xk اینکه بدلیل و است صادق xki > ٠ شرط ،i /∈ I(x̄) همه�ی برای دنباله این
I(x̄) زیرا است شدنی (AI) مسئله�ی برای xk بطوریکه دارند وجود I ∈ I(x̄) مجموعه�های است شدنی
همه�ی xkj که دارد وجود

{
xkj
}
j∈N دنباله�ی یک می�شود. شامل را مجموعه از متناهی تعداد یک فقط

x̄ بهینگی با است تناقض یک این لذا هستند. (AI) شده�ی گرفته درنظر مسئله برای شدنی جواب�های
می�شود. ثابت نیز دوم قسمت و باطل خلف فرض پس ،(AI) مسئله�ی برای

مورد را زیر مسئله�ی می�توانیم باشد (١٣.٣) مسئله موضعی بهینه�ی جواب یک x̄ اگر .٧.٢.٣ نتیجه
دهیم. قرار بررسی

||x− x٠|| −→ min
x,b,I

,

Ax = b,

x ≥ ٠,
xi = ٠, ∀i ∈ I,

Bb = b̃,

I ∈ I(x̄)

(١۶.٣)

است. سازی مینیمم متغیر یک ،I اندیس مجموعه�ی اینجا در

بین از باید ما اینکه یعنی این و می�کند تبدیل مسئله یک به را (AI) مسائل همه�ی (١۶.٣) مسئله�ی
کنیم. پیدا را جواب بهترین I ∈ I(x̄) برای (AI) مسائل بهینه�ی جواب�های همه�ی

می�کنیم: استفاده زیر نمادگذاری از اینجا در
TI(x̄) = {d | ∃r : Ad = r, Br = ٠, di ≥ ٠ ∀i ∈ I(x̄) \ I, di = ٠ ∀i ∈ I}

در (AI) مسئله�ی از شدنی جواب�های مجموعه�ی ،(x به وابسته (تنها مماس مخروط با مجموعه این
می�باشد. بهینگی برای کافی و لازم شرط یک قبل لم لذا است. متناظر x̄ نقطه�ی

f ′(x̄, d) ≥ ٠ اگر تنها و اگر است (١۶.٣) مسئله�ی برای موضعی بهینه�ی جواب یک x̄ .٨.٢.٣ لم
همه�ی برای باشد

d ∈ T (x̄) :
∪

I∈I(x̄)

TI(x̄)
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کنید. مراجعه [٨] مرجع به بیشتر توضیحات و اثبات مشاهده برای

در (١۶.٣) مسئله�ی از نیست، محدب لزوما که (x به (وابسته مماس مخروط یک T (x̄) .٩.٢.٣ نکته
است. x̄ نقطه�ی

.TI٠(x̄) = T (x̄) که می�دهد نتیجه I٠(x̄) ∈ I(x̄) شرط .١٠.٢.٣ نتیجه

معادل این و است نامنفی T (x̄) بر f ′(x̄, .) می�گوئیم آنگاه باشد پذیر مشتق x̄ در f اگر .١١.٢.٣ نکته
بگوئیم: اینکه با است

f ′(x̄, d) ≥ ٠ ∀d ∈ conv T (x̄) (١٧.٣)

دارد. محدب پوسته�ی بر دلالت ′′conv′′ که

نیست. لازم، شرط اما است کافی بهینگی برای (١٧.٣) که است شده داده نشان زیر مثال در

و هدف تابع در x متغیر دو با l١ نرم تحت را مسئله� .١٢.٢.٣ مثال

A =

(
٢ ١ ١ ٠
٢ −١ ٠ ١

)
, β =

(
٣
١

)
, ζ = {٢e(۴)١ + te

(۴)
٢ : t ∈ R}

x٠ =


٠
١
٢
٢

 , x١ =


٢
١
−٢
−٢

 , x̄ =


١
١
٠
٠

 .

می�دهیم. قرار بررسی مورد را x̄ نقطه�ی ما بگیرید. درنظر
خط�های خورده، هاشور خط�های و است مسئله شدنی مجموعه�ی ١.٣ شکل در شده پررنگ خط�های

می�کنیم: تعریف زیر بصورت را مماس مخروط� بنابراین می�باشند. ١ و −١ شیب�های با تراز
conv T (x̄) = {d : ٢d١ + d٢ + d٣ = ٠; ٢d١ − d٢ + d۴ = ٠; d٣, d۴ ≥ ٠}

داریم |x١ − x٠١|+ |x٢ − x٠٢| صورت به هدف تابع و x٠ گرفتن درنظر با درنهایت
بهینه�ی جواب یک x̄ همچنین و f ′(x̄, d̄) = −١ با جهت یک d̄ = (−١,٠,٢,٢)T ∈ convT (x̄)

|x١ − x١١|+ |x٢ − x١٢| بصورت هدف تابع و کنیم انتخاب x٠ بجای را x١ ما اگر اما است. سراسری
آنگاه باشد

بهینگی (١٧.٣) شرط طبق که است f ′(x̄, d̄) = ١ با یکجهت d̄ = (٢−,٢−,١,٠)T ∈ convT (x̄)

می�گیریم. نتیجه را x̄

مماس مخروط برای فرمول یک ۴.٢.٣

ضروری conv T (x̄) مماس، مخروط از واضح فرمول یک برای (١٧.٣) بهینگی شرط بررسی جهت
که I٠(x̄) = {l + ١, . . . , k} و I(x̄) = {١,٢, . . . , k} می�کنیم فرض ساده گذاری نماد برای است.
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١٢.٢.٣ مثال شکل :١.٣ شکل

همه�ی برای است نزدیک x̄ به کافی اندازه�ی به که (١٣.٣) شدنی نقاط همه�ی بنابراین .l ≤ k ≤ n

می�دهیم. قرار بررسی مورد را زیر آزادسازی مسئله�ی است. صادق xi = ٠ شرط i ∈ I٠(x̄)

||x− x٠|| −→ min
x,b

Ax = b

xi ≥ ٠, i = ١,٢, . . . , l,

xi = ٠, i = l + ١, . . . , k,

Bb = b̃. (١٨.٣)

می�کنیم: استفاده زیر نمادگذاری از قسمت این در
TR(x̄) = {d | ∃r : Ad = r, Br = ٠, di ≥ ٠ i = ١, . . . , l, di = ٠ i = l + ١, . . . , k}

آنجائیکه از دارد. مطابقت x̄ نقطه�ی در (١٨.٣) مسئله�ی (x به (وابسته مماس مخروط با مجموعه این
که گرفت نتیجه می�توان I ∈ I(x̄) همه�ی برای I٠ ⊆ I

conv T (x̄) = coneT (x̄) ⊆ TR(x̄) (١٩.٣)

اگر: می�کند صدق کامل رتبه�ی شرط در x̄ که می�شود گفته
Span({Ai : i /∈ I(x̄)}) = Rm

است. Aماتریس از ستون i-امین دهنده�ی نشان Ai که
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می�کند. صدق کامل رتبه�ی شرط در Ax = b, x ≥ ٠ دستگاه ناتباهیده�ی رئوس همه�ی .١٣.٢.٣ مثال

کنیم. برقرار تساوی بالا مخروط�های بین که می�دهد ما به را اجازه این شرط این

معادله�ی در تساوی آنگاه باشد. برقرار x̄ نقطه�ی در کامل رتبه�ی شرط می�کنیم فرض .١۴.٢.٣ قضیه
است. برقرار (١٩.٣)

باشد موجود r̄ یعنی باشد TR(x̄) از دلخواه عضو یک d̄ کنید فرض برهان.
.i = l + ١, . . . , k برای d̄i = ٠ و i = ١, . . . , l برای d̄i ≥ ٠, Br̄ = ٠, Ad̄ = r̄ بطوریکه

می�دهیم. قرار بررسی مورد را زیر خطی سیستم

(Sj) :

Ad = δ١,j r̄

dj = d̄j

di = ٠, i = ١, . . . , k, i ̸= j

همگی سیستم�ها این .δ١,j = ٠ آنگاه j ̸= ١ اگر و δ١,j = ١ آنگاه j = ١ اگر که j = ١, . . . , l برای
است. برقرار کامل رتبه�ی شرط زیرا شدنی�اند

جهت حال باشند. (S١), . . . , (Sl) سیستم�های از دلخواهی جواب�های d١, . . . , dl کنید فرض بنابراین
می�گیریم درنظر di = d̄i, i = ١, . . . , k برای و می�کنیم تعریف را d =

∑l
j=١ d

j

دارد وجود امکان این کردیم انتخاب دلخواه را d١, . . . , dl بردارهای ما چون و Ad = Ad̄ = r̄ همچنین
ℵ(A) = {z : Az = ٠} بصورت خاص بردار یک توسط d١ جواب تبدیل با می�توانیم ما اما d ̸= d̄ که

برسیم. تساوی به
برای di = d̄i و است شدنی (S١) برای d١ چون و d̂١ := d١ + d̄ − d می�کنیم تعریف بنابراین

می�گیریم درنظر d̂١i = ٠ ،i = ٢, . . . , k همه�ی برای و Ad = Ad̄ = r̄ لذا ،i = ١, . . . , k
بنابراین است (S١) جواب یک همچنین d̂١ نتیجه در .Ad̂١ = A(d١ + d̄− d) = r̄ + r̄ − r̄ = r̄ و
،I٠(x̄) مجموعه�ی تعریف از نتیجه یک بعنوان .d̂١ +

∑l
j=٢ d

j = d̄ − d +
∑l

j=١ d
j = d̄ داریم

j ∈ {١, . . . , l} = I(x̄) \ I٠(x̄) همه�ی برای j /∈ Ij شرط با Ij ∈ I(x̄) گذار اندیس مجموعه�های
مماس مخروط�های عناصر �djها و (AI١) مسئله�ی مماس مخروط از عضو یک d̂١ بنابراین دارند. وجود
مجموعی d̄ نهایت در کنید). توجه مخروط�ها این تعریف (به هستند. j = ٢, . . . , l برای (AIj) مسائل

.TR(x̄) ⊆ coneT (x̄) بنابراین است. T (x̄) اعضای متناهی تعداد یک از

می�شود. حاصل زیر نتیجه�ی ١١.٢.٣ و ۵.٢.٣ نکته�های و ٢.١.٣ لم ترکیب با

معادلات از سیستم n حداکثر آنگاه باشد. f پذیر مشتق نقطه�ی یک x̄ کنید فرض .١۵.٢.٣ نتیجه
بنابراین بگیرند. قرار I٠(x̄)اندیس مجموعه�ی محاسبه�ی برای دقیق بررسی مورد باید خطی (نامعادلات)

است. ممکن چندجمله�ای حالت در (١٣.٣) مسئله�ی شدنی نقطه�ی یک موضعی بهینگی تحقق
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عددی مثال ٣.٣

(١٩.٣) در تساوی برقراری برای FRC٢ کامل رتبه�ی شرط که داد خواهد نشان مثال این .١.٣.٣ مثال
بگیرید: درنظر را زیر دستگاه نیست، لازم

x٢ − x۴ = ١

٢x١ + ٢x٢ − x٣ + x۵ = ٣

٢x٢ − x٣ + x۶ = ١

٢x١ + x٣ − x٧ = ٣

x٣ + x٨ = ٣

xi ≥ ٠

β = {(١,٣,١,٣,٣)T}

ζ = {c = −e(٨)٢ + t(٢e(٨)١ + ٣e(٨)٢ − e
(٨)
٣ ) + s(٣e(٨)٢ − e

(٨)
٣ ) : t, s ∈ R}

I(x̄) = {۴,۵,۶,٧} بنابراین می�دهیم. قرار بررسی مورد را x̄ = (١,١,١,٠,٠,٠,٠,٢)T نقطه�ی
شدنی ناحیه�ی می�آوریم. بدست TR(x̄) = {d : Ad = ٠, di ≥ ٠ ∀i ∈ I(x̄)} و I٠ = ∅ و
بطوریکه x٧ = ٠ و x۶ = ٠ ،x۵ = ٠ ،x۴ = ٠ وجه چهار شامل مثال این برای (١۶.٣) مسئله�ی
.TR(x̄) = coneT (x̄) و (t = s = ٠; t = ١, s = ٠; t = ٠, s = ١ ترتیب به t = −١

٣ , s =
٢
٣)

داریم: یعنی می�کنیم، حذف را ζ در بردار دومین حال
ζ = {c = −e(٨)٢ + t(٢e(٨)١ + ٣e(٨)٢ − e

(٨)
٣ ) : t, s ∈ R}

است. قبلی همان شبیه شده آزاد مسئله�ی مماس مخروط�های اینکه یعنی می�آوریم. بدست I٠ = ∅ آنگاه
مخروط این از مناسب زیرمجموعه�ی یک (١۶.٣) مسئله�ی convT (x̄) محدب، مماس مخروط اما
پوسته�ی مخروط است، x۵ = ٠ و x۴ = ٠ وجه دو فقط شامل شدنی مجموعه�ی آنجائیکه از است.
ببینید. را ٢.٣ شکل . است x̄ مخروط نوک که شده، مشخص پررنگ راس چهار توسط T (x̄) محدب

٢Full Rank Condition



٣٧ عددی مثال .٣.٣

١.٣.٣ مثال شکل :٢.٣ شکل





۴ فصل

برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس
خطی-کسری

می�باشد. [١٢ ،١۶] مراجع از برگرفته فصل این مطالب
تابع ضرایب مقادیر امکان صورت در وسپس می�شود فرض شدنی جواب یک عموما معکوس درمسئله�ی
جدید مسئله�ی در شده، فرض شدنی جواب تا می�کند پیدا کاهش یا افزایش راست سمت بردار یا هدف

شود. بهینه است معکوس مسئله�ی همان که
زیر شکل به خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک متعارفی شکل شد ملاحظه اول فصل در که همانطور

می�باشد.

LFP : max Z =
C(x)

D(x)
=

∑
j∈J cjxj + c٠∑
j∈J djxj + d٠

,

s.t
∑
j∈J

aijxj ≤ bi, ∀i ∈ I,

xj ≥ ٠, ∀j ∈ J. (١.۴)

با کار این که می�باشد خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس برای مدلی یافتن هدف، فصل، این در
برسیم. شده داده شدنی x٠ برای بهینه، مسئله یک به تا می�شود انجام هدف تابع ضرایب تغییر کمترین

می�دهیم. قرار مطالعه مورد را خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس روش دو به

کسری تابع سازی خطی از استفاده روش ١.۴

همچنین و است تصمیم اندیسمتغیرهای مجموعه�ی J و اندیسمحدودیت�ها مجموعه�ی بیانگر I اینجا در
.D(x) =

∑
j∈J djxj + d٠ > ٠ می�شود فرض

را زیر خطی برنامه�ریزی مسئله�ی و می�کنیم تبدیل خطی پارامتریک مسئله�ی شکل به را (١.۴) مسئله�ی

٣٩



۴٠ خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس .۴

می�دهیم: قرار بررسی مورد

max {C(x)− λD(x)} ,

یا

max

{(∑
j∈J

cjxj + c٠

)
− λ

(∑
j∈J

djxj + d٠

)}
,

s.t
∑
j∈J

aijxj ≤ bi, ∀i ∈ I,

xj ≥ ٠, ∀j ∈ J. (٢.۴)

است. حقیقی عدد یک λ که
است: زیر شکل به بالا خطی برنامه�ریزی مسئله�ی دوگان

min
∑
i∈I

biyi + (c٠ − λd٠),

s.t
∑
i∈I

aijyj ≥ (cj − λdj),

yj ≥ ٠, ∀i ∈ I. (٣.۴)

یعنی: باشد برقرار K.K.T شرایط اگر تنها و اگر هستند دوگان و اولیه مسائل بهینه�ی جواب�های y و x

شدنی: ∑اولیه
j∈J

aijxj ≤ bi, xj ≥ ٠.

شدنی: ∑دوگان
i∈I

aijyj ≥ (cj − λdj), yj ≥ ٠.

قوی: ∑)دوگان
j∈J

cjxj + c٠

)
− λ

(∑
j∈J

djxj + d٠

)
=
∑
i∈I

biyi + (c٠ − λd٠).

تعدیل هدفمان آنگاه باشد z٠ هدف تابع مقدار با LFP مسئله�ی برای شدنی جواب یک x٠ اگر
d′ و c′ کنید فرض است. جدید مسئله�ی در x٠ شدن بهینه برای تغییرات کمترین با هدف تابع ضرایب

و C ′ = (c′٠, c
′
١, . . . , c

′
n) یعنی باشند. d و c پارامترهای یافته�ی تعدیل مقادیر

D = (d٠, d١, . . . , dn) و C = (c٠, c١, . . . , cn) شده�ی اصلاح مقادیر D′ = (d′٠, d
′
١, . . . , d

′
n)

اگر بود خواهد z٠ هدف تابع مقدار با بهینه جواب یک x٠ ،١.٢.٢ قضیه از استفاده با آنگاه باشند.
F (z٠) = max

x∈S
{C ′(x)− z٠D′(x)} = ٠ (۴.۴)



۴١ کسری تابع سازی خطی از استفاده روش .١.۴

آن در که
z٠ =

C ′(x٠)

D′(x٠)

شرایط آنگاه نمائیم استفاده (۴.۴) نتیجه�ی از و کنیم جایگزین x٠ و z٠ ،d′ ،c′ با را x و λ ،d ،c اگر
گردد: بیان زیر بصورت می�تواند بهینگی

i)
∑
i∈I

aijyj ≥ (c′j − z٠d′j),

ii)
∑
i∈I

biyi + (c′٠ − z٠d′٠) = ٠ =

(∑
j∈J

c′jx
٠
j + c′٠

)
− z٠

(∑
j∈J

d′jx
٠ + d′٠

)
,

iii) yi ≥ ٠, ∀i ∈ I. (۵.۴)

،x٠ شده�ی داده شدنی جواب بطوریکه است min||(c′, d′)− (c, d)|| صورت به معکوس مسئله�ی حال
ما اگر باشد. l∞ یا l٢ ،l١ نرم�های از یکی می�تواند ||.|| اینجا در می�باشد. بهینه z٠ هدف تابع مقدار با

شود: فرموله زیر بصورت می�تواند معکوس مسئله�ی دهیم، قرار بررسی مورد l١ نرم با را مسئله

min
∑
j∈J

[
|c′j − cj|+ |d′j − dj|

]
,

s.t
∑
j∈J

aijyj ≥ (c′j − z٠d′j),∑
j∈J

biyi + (c′٠ − z٠d′٠) = ٠,(∑
j∈J

c′jx
′
j + c′٠

)
− z٠

(∑
j∈J

d′jx
٠
j + d′٠

)
= ٠,

yi ≥ ٠, ∀i ∈ I. (۶.۴)

همه�ی برای pj, qj ≥ ٠ که d′j = dj + pj − qj و ej, fj ≥ ٠ که c′j = cj + ej − fj کنید فرض
شد. خواهد تبدیل زیر بصورت معکوس مسئله�ی لذا هستند. ،j ∈ J ∪ {٠}

min
∑

j∈J∪{٠}

{ej + fj + pj + qj} ,

s.t
∑
i∈I

aijyi − ej + fj + z٠(pj − qj) ≥ (cj − z٠dj) ∀j ∈ J,∑
i∈I

biyi + e٠ − f٠ − z٠(p٠ − q٠) + (c٠ − z٠d٠) = ٠,∑
j∈J

{ej − fj − z٠(pj − qj)}x٠j + e٠ − f٠ − z٠(p٠ − q٠)+∑
j∈J

(cj − z٠dj)x
٠
j + c٠ − z٠d٠ = ٠,

yi ≥ ٠, ∀i ∈ I & ej, fj, pj, qj ≥ ٠ ∀j ∈ J ∪ {٠}. (٧.۴)



۴٢ خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس .۴

بستگی معکوس مسئله�ی وجود باشد، داشته وجود معکوس مسئله�ی که ندارد لزومی همیشه .١.١.۴ نکته
پائین و بالا کران هدف تابع مقدار زیرا دارد z٠ بهینه هدف تابع مقدار و x٠ شده داده شدنی جواب به
می�کنیم. محدود داشت، خواهد وجود معکوس مسئله�ی که موقعیت�هایی برای را خودمان دارد. مشخصی

عددی مثال

می�دهیم: قرار بررسی مورد را زیر LFP مسئله�ی .٢.١.۴ مثال

max z =
۵x١ − ٣x٢ + ٢
۴x١ + x٢ − ٢ ,

s.t − x١ − ٢x٢ ≤ −۴,

x١ + ٣x٢ ≤ ۶,

x١, x٢ ≥ ٠.

.١١٧ هدف تابع مقدار با x٢ = ٠ و x١ = ۴ با است برابر LFP مسئله�ی بهینه�ی جواب
z٠ = ١ با برابر هدف تابع مقدار و شده داده ما به که باشد شدنی جواب x٠٢ = ٠٫ ۵ و x٠١ = ٣ اگر

است. زیر خطی برنامه�ریزی بصورت l١ نرم تحت آن معکوس مسئله�ی انگاه باشد،

min
٢∑

j=٠
{ej + fj + pj + qj} ,

s.t
٢∑

i=١
aijyi − ej + fj + z٠(pj − qj) ≥ (cj − z٠dj) j = ١,٢,

٢∑
i=١

biyi + e٠ − f٠ − z٠(p٠ − q٠) + (c٠ − z٠d٠) = ٠ j = ١,٢,

٢∑
j=١

{ej − fj − z٠(pj − qj)}x٠j + e٠ − f٠ − z٠(p٠ − q٠)+

٢∑
j=١

(cj − z٠dj)x
٠
j + c٠ − z٠d٠ = ٠ j = ١,٢,

yi ≥ ٠, i = ١,٢ & ej, fj, pj, qj ≥ ٠ j = ٠,١,٢.

جایگذاری با

a١١ = −١, a١٢ = −٢, a٢١ = ١, a٢٢ = ٣, b١ = −۴, b٢ = ۶,

c٠ = ٢, c١ = ۵, c٢ = −٣, d٠ = −٢, d١ = ۴, d٢ = ١, z٠ = ١



۴٣ دوگان روش .٢.۴

داریم: کردن ساده و

min (e٠ + f٠ + e١ + f١ + e٢ + f٢ + p٠ + q٠ + p١ + q١ + p٢ + q٢) ,

s.t − y١ + y٢ − e١ + f١ + p١ − q١ ≥ ١,

٢y١ − ٣y٢ + e٢ − f٢ − p٢ + q٢ ≤ ۴,

۴y١ − ۶y٢ − e٠ + f٠ + p٠ − q٠ = ۴,

e٠ − f٠ + ٣e١ − ٣f١ + ٠٫ ۵e٢ − ٠٫ ۵f٢ − p٠ + q٠

− ٣p١ + ٣q١ − ٠٫ ۵p٢ + ٠٫ ۵q٢ = −۵,

y١, y٢, e٠, f٠, e١, f١, e٢, f٢, p٠, q٠, p١, p٢, q١, q٢ ≥ ٠.

است: زیر بصورت فوق مسئله�ی بهینه�ی جواب
e٢ = ٢, f١ = ٢, y١ = ١

هدف تابع بنابراین هستند. −١ و ٣ برابر ترتیب به c٢ و c١ جدید مقادیر مقادیر، این از استفاده با
می�آید: بدست زیر بصورت شده اصلاح

max z =
٣x١ − x٢ + ٢
۴x١ + x٢ − ٢

بدست x٢ = ٠٫ ۵ و x١ = ٣ صورت این در که می�کنیم حل شده اصلاح هدف تابع با را مسئله حال
.z = ١ با است برابر هدف تابع مقدار و می�آید

دوگان روش ٢.۴

آوردن بدست برای جدید تعریف یک کردن لحاظ با اما شده گفته روش شبیه شیوه�ای می�توانیم حال
دهیم. ارائه خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله یک معکوس

است شده داده استاندارد خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک عنوان به (١.۴) مدل که می�کنیم فرض
داریم بودیم کرده تعریف قبل از که ∑همانگونه

j∈J

djxj + d٠ > ٠

شده بحث مذکور مرجع در مفصل (بطور می�نویسیم [۶] در شده ارائه شیوه�ی به را (١.۴) مسئله دوگان
است زیر بصورت خطی برنامه�ریزی مسئله�ی یک که است)،

minZ

s.t
∑
i∈I

aijyi + djZ − vj = cj

−
∑
i∈I

biyi + d٠Z = c٠

yi ≥ ٠, ∀i ∈ I. (٨.۴)



۴۴ خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس .۴

به وابسته دوگان مسئله متغیر vj و (١.۴) مدل در محدودیت iامین به وابسته دوگان مسئله متغیر yi که
می�باشد. xj متغیر هر

زائد مکمل شرط آنگاه باشد ((١.۴) (مدل اولیه مسئله�ی در محدودیت هر به وابسته متغیرزائد u اگر
است: زیر بصورت خطی-�کسری برنامه�ریزی مسئله�ی برای

جواب (y∗, z∗, v∗) آنگاه u∗y∗ = ٠ اگر و (١.۴) مسئله�ی بهینه جواب (x∗, u∗) آنگاه v∗x∗ = ٠ اگر
می�شود: بیان زیر بصورت می�تواند زائد مکمل شرط دیگر روشی در است (٨.۴) مسئله بهینه

.yi = ٠ آنگاه
∑
J

aijxj < bi اگر :i

.vj = ٠ آنگاه xj > ٠ اگر :ii

با (١.۴) مدل در لازم محدودیت�های از اندیس مجموعه یک B و اولیه مسئله شدنی جواب یک x٠ اگر
اندیس مجموعه�ی نمایشگر L و F که شود فرض و B = {i :

∑
J aijx

٠
j = bi} یعنی باشد x٠ لحاظ

با می�توان آنگاه باشد F = {j : x٠j > ٠} و L = {j : x٠j = ٠} بصورت شده تعریف متغیرهای از
کرد: بازنویسی زیر بصورت را زائد مکمل شرط نمادگذاری این از استفاده

yi = ٠, ∀i /∈ B

vj = ٠, ∀j /∈ L

C = (c٠, c١, c٢, . . . , cn) بردارهای تغییر از استفاده با (١.۴) مسئله برای را x٠ که داریم قصد حال
تبدیل بهینه جواب یک به D′ = (d′٠, . . . , d

′
n) و C ′ = (c′٠, . . . , c

′
n) به D = (d٠, d١, . . . , dn) و

کنیم.
می�دهیم. قرار (٨.۴) مدل محدودیت�های در و می�کنیم استفاده D′ از D بجای و C ′ از C بجای بنابراین

داریم: لذا

∑
i∈B

aijyi + d′jZ − vj = c′j, j ∈ L همه ∑برای
i∈B

aijyi + d′jZ = c′j, j ∈ F همه برای

−
∑
i∈B

biyi + d′٠Z = c′٠

yi ≥ ٠, vj ≥ ٠, j ∈ F و i ∈ B همه برای (٩.۴)

z∗ با را Z (٩.۴) مدل در بنابراین کنیم z∗ برابر را هدف تابع مقدار شدنی x٠ برای می�خواهیم حال
(٩.۴) مدل به (١.٢.٢) قضیه با مطابق را هدف تابع در x٠ بهینگی شرط آن بر علاوه و می�کنیم جایگزین



۴۵ دوگان روش .٢.۴

داریم: درنتیجه می�نمائیم، اضافه

∑
i∈B

aijyi + d′jz
∗ − vj = c′j, ∀j ∈ L∑

i∈B

aijyi + d′jz
∗ = c′j, ∀j ∈ F

−
∑
i∈B

biyi + d′٠z
∗ = c′٠∑

j∈J

(d′jz
∗ − c′j)x

٠
j + (d′٠z

∗ − c′٠) = ٠, ∀j ∈ S

yi ≥ ٠, vj ≥ ٠, ∀j ∈ L, i ∈ B. (١٠.۴)

،x٠ شده�ی داده شدنی جواب بطوریکه است min||(d′, c′)− (d, c)|| صورت به معکوس مسئله�ی حال
ما اگر باشد. l∞ یا l٢ ،l١ نرم�های از یکی می�تواند ||.|| اینجا در می�باشد. بهینه z٠ هدف تابع مقدار با

شود: فرموله زیر بصورت می�تواند معکوس مسئله�ی دهیم، قرار بررسی مورد l١ نرم با را مسئله

min

(∑
j∈J

|d′j − dj|+
∑
j∈J

|c′j − cj|

)
s.t

∑
i∈B

aijyi + d′jz
∗ − vj = c′j, ∀j ∈ L∑

i∈B

aijyi + d′jz
∗ = c′j, ∀j ∈ F

−
∑
i∈B

biyi + d′٠z
∗ = c′٠∑

j∈J

(d′jz
∗ − c′j)x

٠
j + (d′٠z

∗ − c′٠) = ٠, ∀j ∈ S

yi ≥ ٠, vj ≥ ٠, ∀j ∈ L, i ∈ B (١١.۴)

با خطی ریزی برنامه مسئله یک به را آن می�توان اما نیست خطی ریزی برنامه مسئله یک بالا مسئله
کرد. تبدیل استاندارد تبدیلات از استفاده

بطوریکه αj +βj و pj + qj کردن مینیمم با است معادل |c′j − cj| و |d′j −dj| کردن مینیمم که می�دانیم
باشد برقرار زیر شرایط

d′j − dj = pj − qj, pj ≥ ٠, qj ≥ ٠

c′j − cj = αj − βj, αj ≥ ٠, βj ≥ ٠ (١٢.۴)



۴۶ خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس .۴

خطی-کسری ریزی برنامه مسئله (١١.۴) مدل در (١٢.۴) قسمت در شده گفته تبدیلات از استفاده با
می�شود: تبدیل زیر بصورت

min
∑
j∈J

{αj + βj + pj + qj}

s.t
∑
i∈B

aijyi + (dj + pj − qj)z
∗ − vj = cj + αj − βj, ∀j ∈ L∑

i∈B

aijyi + (dj + pj − qj)z
∗ = cj + αj − βj, ∀j ∈ F

−
∑
i∈B

biyi + (d٠ + p٠ − q٠)z
∗ = c٠ + α٠ − β٠∑

j∈J

((dj + pj − qj)z
∗ − (cj + αj − βj))x

٠
j

+ (d٠ + p٠ − q٠)z
∗ − (c٠ + α٠ − β٠) = ٠, ∀j ∈ F

yi ≥ ٠, vj ≥ ٠, ∀i ∈ B, j ∈ L

pj, qj, αj, βj ≥ ٠ j ∈ J همه�ی برای (١٣.۴)

بدلیل اما است حل قابل موجود روش�های همه با که است خطی یزی برنامه مسئله یک بالا مسئله
،١ تورا مانند موجود های افزار نرم از استفاده با را سازی بهینه مسئله این می�توان مسئله، پیچیدگی

کرد. حل غیره و ٢ سالور اکسل

عددی مثال ٣.۴

است شده داده زیر خطی-کسری ریزی برنامه مسئله که کنید فرض .١.٣.۴ مثال

max Z =
٢x١ + ٣x٢ + ١
x١ + x٢ + ۴

s.t x١ + x٢ ≤ ۴

٣x١ + x٢ ≤ ۶

x١, x٢ ≥ ٠

با است برابر هدف تابع بهینه مقدار و x∗٢ = ۴ و x∗١ = ٠ با است برابر بهینه جواب مثال این در
باشد بالا خطی-کسری مسئله شدنی جواب یک x٠٢ = ٣ و x٠١ = ١ کنید فرض .z∗ = ١٫ ۶٢۵
به شدنی x٠ جواب قبول با شود. z∗ = ١٫ ۶٢۵ هدف تابع مقدار با بهینه جواب یک x٠ می�خواهیم
شرط از استفاده با بنابراین .x٠٢ > ٠ و x٠١ > ٠ همچنین و است لازم محدودیت دو هر که می�رسد نظر
زیر بصورت آن خطی-کسری ریزی برنامه معکوس مسئله�ی .v٢ = ٠ و v١ = ٠ داریم: زائد مکمل

١TORA ٢EXCEL SOLVER



۴٧ عددی مثال .٣.۴

می�باشد

min
٢∑

j=١
{αj + βj + pj + qj}

s.t
٢∑

i=١
aijyi + (dj + pj − qj)z

∗ = cj + αj − βj, j = ١,٢

−
٢∑

i=١
biyi + (d٠ + p٠ − q٠)z

∗ = c٠ + α٠ − β٠

٢∑
j=١

((dj + pj − qj)z
∗ − (cj + αj − βj))x

٠
j + (d٠ + p٠ − q٠)z

∗

− (c٠ + α٠ − β٠) = ٠,

yi ≥ ٠, i = ١,٢

pj, qj, αj, βj ≥ ٠j = ١,٢ (١۴.۴)

و c١ = ٢ و b٢ = ۶ و b١ = ۴ a٢٢و = ١ و a٢١ = ٣ و a١٢ = ١ و a١١ = ١ مقادیر جایگذاری با
مسئله در z∗ = ١٫ ۶٢۵ و x٠٢ = ٣ و x٠١ = ١ و d٠ = ۴ و d٢ = ١ d١و = ١ و c٠ = ١ و c٢ = ٣

داریم آن کردن ساده و بالا

min {α١ + β١ + α٢ + β٢ + α٠ + β٠ + p١ + q١ + p٢ + q٢ + p٠ + q٠}

s.t y١ + ٣y٢ + ١٫ ۶٢۵p١ − ١٫ ۶٢۵q١ − α١ + β١ = ٠٫ ٣٧۵

y١ + y٢ + ١٫ ۶٢۵p٢ − ١٫ ۶٢۵q٢ − α٢ + β٢ = ١٫ ٣٧۵

۴y١ + ۶y٢ − ١٫ ۶٢۵p٠ + ١٫ ۶٢۵q٠ + α٠ − β٠ = ۵٫ ۵

١٫ ۶٢۵p١ + ١٫ ۶٢۵q١ − ۴٫ ٨٧۵p٢ + ۴٫ ٨٧۵q٢ − ١٫ ۶٢۵p٠
+ ١٫ ۶٢۵q٠ + α١ − β١ + ٣α١ − ٣β١ + α٠ − β٠ = ١

y١, y٢, p١, p٢, p٠, q١, q٢, q٠, α١, α٢, α٠, β١, β٢, β٠ ≥ ٠

داریم: لذا می�آید بدست q٢ = ٠ و q١ = ٠٫ ۶١۵۴ و y١ = ١٫ ٣٧۵ بالا مسئله باحل

d′١ = d١ + p١ − q١ = ١+ ٠− ٠٫ ۶١۵۴ = ٠٫ ٣٨۴۶

می�ماند. باقی خود قوت به هزینه ضرایب بقیه
نوشته زیر بصورت خطی-کسری ریزی برنامه معکوس مسئله شده، اصلاح هزینه از استفاده با حال



۴٨ خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی یک معکوس .۴

می�شود

max(Z) =
٢x١ + ٣x٢ + ١

٠٫ ٣٨۴۶x١ + x٢ + ۴
s.t x١ + x٢ ≤ ۴

٣x١ + x٢ ≤ ۶

x١, x٢ ≥ ٠

هدف تابع بهینه مقدار و x٢ = ٣ و x١ = ١ با است برابر بهینه جواب که می�شود دیده بالا مسئله در
.z = ١٫ ۶٢۵ با است برابر

داشت: خواهیم کنیم حل بخواهیم دوم روش با را (٢.١.۴) عددی مثال اگر حال
چون است. شده داده ما به z٠ = ١ هدف تابع مقدار با x٠٢ = ٠٫ ۵ و x٠١ = ٠ شدنی جواب کنیم فرض
معکوس مسئله�ی لذا ،v٢ = ٠ و v١ = ٠ زائد مکمل شرایط از استفاده با است x٠٢ > ٠ و x٠١ > ٠

است: زیر بصورت (٢.۴) بخش در شده ذکر روش از استفاده با (٢.١.۴) مثال

min
∑
j∈J

{αj + βj + pj + qj}

s.t
∑
i∈I

aijyi + (dj + pj − qj)z
∗ = cj + αj − βj, j = ١,٢

−
∑
i∈B

biyi + (d٠ + p٠ − q٠)z
∗ = c٠ + α٠ − β٠∑

j∈J

((dj + pj − qj)z
∗ − (cj + αj − βj))x

٠
j + (d٠ + p٠ − q٠)z

∗

− (c٠ + α٠ − β٠) = ٠

yi ≥ ٠, i = ١,٢

pj, qj, αj, βj ≥ ٠, j = ١,٢ (١۵.۴)

،b٢ = ۶ ،b١ = −۴ ،a٢٢ = ٣ ،a٢١ = ١ ،a١٢ = −٢ ،a١١ = −١ مقادیر جایگذاری با حال
.z∗ = ١ و x٠٢ = ٠٫ ۵ ،x٠١ = ٣ ،d٠ = −٢ ،d٢ = ١ ،d١ = ۴ ،c٠ = ٢ ،c٢ = −٣ ،c١ = ۵

داریم: آن کردن ساده و (١۵.۴) مسئله�ی در

min(α١ + β١ + α٢ + β٢ + α٠ + β٠ + p١ + q١ + p٢ + q٢ + p٠ + q٠)

s.t − y١ + y٢ + p١ − q١ − α١ + β١ = ١

٢y١ − ٣y٢ − p٢ + q٢ + α٢ − β٢ = ۴

۴y١ − ۶y٢ + p٠ − q٠ − α٠ + β٠ = ۴

٣p١ + ٣q١ + ٠٫ ۵p٢ + ٠٫ ۵q٢ + p٠ − q٠ − ٣α١ + ٣β١
− ٠٫ ۵α٢ + ٠٫ ۵β٢ − α٠ + β٠ = ۵

y١, y٢, p١, p٢, p٠, q١, q٢, q٠, α١, α٢, α٠, β١, β٢, β٠ ≥ ٠



۴٩ عددی مثال .٣.۴

است: زیر بصورت فوق مسئله�ی بهینه جواب

α٢ = ٢, β١ = ٢, y١ = ١

می�باشد: زیر صورت به شده اصلاح هزینه�های فوق قسمت در آمده بدست مقادیر گرفتن درنظر با

c′١ = c١ + α١ − β١ = ۵− ٢ = ٣

c′٢ = c٢ + α٢ − β٢ = −٣+ ٢− ٠ = −١

است. باقی خود قوت به ضرایب بقیه
می�باشد: زیر بصورت معکوس مسئله�ی مقادیر، این از استفاده با حال

max
٣x١ − x٢ + ٢
۴x١ + x٢ − ٢

s.t − x١ − ٢x٢ ≤ −۴

x١ + ٣x٢ ≤ ۶

x١, x٢ ≥ ٠

و x٢ = ٠٫ ۵ و x١ = ٣ صورت به بهینه مقادیر هدف تابع این از استفاده با مسئله این حل با حال
می�آید. بدست z = ١ برابر هدف تابع بهینه مقدار





۵ فصل

معکوس مسئله�ی برای جدید روش دو
خطی-کسری برنامه�ریزی

خطی-کسری ریزی برنامه معکوس مسئله به رسیدن جهت ابتکاری روش دو به نامه پایان از فصل این در
c′ به c پارامتر تبدیل یعنی صورت، در هدف تابع ضرایب تغییر به فقط روش�ها از یکی در که می�پردازیم

می�پردازیم.
و c که b′ و d′ و c′ پارامترهای به bو d و c پارامترهای تبدیل با که است این هدف دیگر روش در
خطی-کسری ریزی برنامه مسئله در راست سمت بردار b مخرج، و صورت در هدف تابع ضرایب d

برسیم. خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله�ی معکوس به می�باشند
یک به x٠ شدنی نقطه خطی-کسری، ریزی برنامه مسئله در شده ذکر تغییرات اعمال با دیگر عبارت به

شود. تبدیل آمده بدست معکوس مسئله در بهینه نقطه

پارامتر تبدیل با فقط ریزیخطی-کسری برنامه معکوسمسئله ١.۵
c′ به c

مورد هدف تابع در صورت ضرایب تغییر با را خطی-کسری ریزی برنامه مسئله معکوس قسمت این در
می�دهیم. قرار بررسی

بگیرید درنظر را زیر خطی-کسری برنامه�ریزی مسئله

min f(x) =

∑n
j=١ cjxj + c٠∑n
j=١ djxj + d٠

s.t
n∑
j=

aijxj = bi, i = ١,٢, . . . ,m

xj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n (١.۵)

۵١



۵٢ خطی-کسری برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی برای جدید روش دو .۵

بگیرید درنظر را [٧] کوپر چارنز تبدیلات

tj =
xj∑

djxj + d٠
, j = ١,٢, . . . , n

t٠ =
١∑n

j=١ djxj + d٠
(٢.۵)

می�کنیم: تعریف (٢.۵) تبدیلات از استفاده با لذا

E =


d٠ d١ . . . dn

−b١ a١١ . . . a١n
... ... . . . ...

−bm am١ . . . amn

 , e =


١
٠
...
٠


(m+١)×(١)

, t =


t٠

t١
...
tn


(n+١)×(١)

(٣.۵)

می�کنیم: بازنویسی زیر بصورت را (١.۵) مسئله�ی ،(٣.۵) در شده تعریف بردارهای و ماتریس به توجه با

max ct

s.t Et = e

t ≥ ٠ (۴.۵)

[E|e] ماتریس (١.۵) تابع مدل به توجه با آنگاه دهیم تغییر c′ به را c پارامتر (۴.۵) در اگر .١.١.۵ لم
می�کند. تغییر f(x) تابع فقط و است c تغییرات از مستقل

داریم: (۴.۵) در c′ به c بردار کردن جابجا با برهان.

max
n∑

j=٠
c′jtj

s.t
n∑

j=٠
djtj = ١

n∑
j=١

aijtj = t٠bi, i = ١,٢, . . . ,m

tj ≥ ٠j = ١,٢, . . . , n (۵.۵)

داریم: xj به tj معکوس تبدیل از استفاده با حال

tj = xjt٠

j = ٠,١,٢, . . . , n

x٠ = ١



۵٣ C ′ به C پارامتر تبدیل با فقط خطی-کسری ریزی برنامه مسئله معکوس .١.۵

داریم: فوق تبدیل اعمال با بنابراین

max
n∑

j=١
c′jxjt٠ + c′٠t٠

s.t
n∑

j=٠
djxjt٠ = ١

n∑
j=١

aijxjt٠ − bit٠ = ٠ i = ١,٢, . . . ,m

xjt٠ ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n. (۶.۵)

می�شود: تبدیل زیر صورت به (١.۵) مسئله ،x٠ = ١ و t٠ =
١∑n

j=٠ djxj
و t٠ > ٠ چون ازطرفی

max

∑n
j=١ c

′
jxj + c′٠∑n

j=١ djxj + d٠
= g(x)

s.t
n∑

j=١
aijxj − bi = ٠, i = ١,٢, . . . , n

xj ≥ ٠, j = ٠,١,٢, . . . , n. (٧.۵)

است. تغییرات خوش دست f(x) تابع فقط و است c تغییرات از مستقل [E|e] ماتریس بنابراین

است شده داده زیر پارامتریک مسئله می�کنیم فرض حال
max{cT t : Et = e, t ≥ ٠} (٨.۵)

است. (m+ ١)(n+ ١) ماتریس یک E و t ∈ Rn+١ و c ∈ Rn+١ آن در که
کمترین با را c′ پارامتر می�خواهیم باشد (٨.۵) مسئله برای شدنی جواب یک t٠ ∈ Rn+١ که کنیم فرض

باشد، بهینه آمده بدست جدید مسئله برای t٠ بطوریکه کنیم پیدا c تغییرات
آنگاه h(t) = max{cT t|Et = e, t ≥ ٠} اگر یعنی

C(t٠) = {c′ ∈ Rn+١|h(t٠) = c′t٠} (٩.۵)

معکوس مسئله یک به (١.٣) قسمت در شده ذکر روش به توجه با را (٩.۵) مسئله می�توان اکنون
نمود. تبدیل زیر صورت به c′ آوردن بدست برای خطی برنامه�ریزی
min{||c− c′|| |c′ ∈ C(t٠)}

مسئله از استفاده با l١ نرم تحت می�توان را بالا مسئله در c′ پارامتر به رسیدن جهت c تغییرات کمترین
آورد. بدست (٩.٣)

اگر باشد. (١.۵) مسئله برای شدنی جواب یک x٠ = (x١, . . . , xn) که کنید فرض .٢.١.۵ قضیه
عبارت به یا بود خواهد g(x) برای بهینه جواب یک x٠ آنگاه کنیم جابجا c′ ∈ C(t٠) با را c پارامتر

دیگر:
max{g(x)|Ax = b, x ≥ ٠} = g(x٠)



۵۴ خطی-کسری برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی برای جدید روش دو .۵

مسئله برای شدنی جواب یک x٠ که می�کنیم فرض برهان.

max

{∑n
j=١ cjxj + c٠∑n
j=١ djxj + d٠

|Ax = b, x ≥ ٠
}

می�نمائیم، تبدیل t٠ به را x٠ و (٨.۵) مدل به را مفروض مسئله (٢.۵) تبدیلات از استفاده با باشد.
فرض طبق می�شود، تبدیل (١.٣) قسمت در شده گفته روش از استفاده با معکوس مدل به (٨.۵) مدل

.h(t٠) = c′t٠ داریم لذا می�دهد حالت تغییر c′ ∈ C(t٠) به c قضیه
مسئله به تبدیل قابل چارنز-کوپر تبدیلات از استفاده با (٨.۵) بصورت خطی مسئله هر که می�دانیم

معادلند. هم با (۶.۵) و (١.۵) مسائل دیگر عبارت به عکس. به و است (١.۵)
x = (x١, . . . , xn) آنگاه باشد بهینه (٨.۵) مسئله در t = (t٠, . . . , tn) اگر که می�دانیم دیگر طرفی از
هدف تابع مقادیر دیگر عبارت به یا است. بهینه (١.۵) مسئله در (j = ١,٢, . . . , n برای xj = tj

t٠
) که

برابرند. هم با (٨.۵) در بهینه t و (١.۵) مسئله�ی در بهینه x ازای به
یعنی: است. بهینه (٧.۵) مسئله در شده داده x٠ که داریم (١.١.۵) لم از استفاده با حال

max{g(x)|Ax = b, x ≥ ٠} = g(x٠)

عددی مثال

بگیرید. درنظر را زیر خطی-کسری سازی ماکزیمم مسئله�ی .٣.١.۵ مثال

max Z =
٢x١ + ٣x٢ + ١
x١ + x٢ + ۴

s.t x١ + x٢ ≤ ۴

٣x١ + x٢ ≤ ۶

x١, x٢ ≥ ٠

کمترین با را معکوس مسئله�ی باشد. فوق مسئله�ی برای شدنی جواب یک x٠ = (١,٣) که کنید فرض
تابع مقدار و باشد بهینه معکوس مسئله�ی برای x٠ بطوریکه آورید بدست هدف تابع ضرایب تغییرات
با برابر هدف تابع بهینه مقدار ندارد لزومی که است ذکر به لازم شود. z∗ = ١٫ ۶٢۵ با برابر بهینه هدف
نخواهد برابر لزوما x∗ بهینه مقدار با شدنی x٠ برای هدف تابع بهینه مقدار یعنی شود، z∗ = ١٫ ۶٢۵

شد.
یعنی می�نمائیم تبدیل خطی مسئله�ی یک به را فوق مسئله�ی چارنز-کوپر سازی خطی روش از استفاده با
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داریم:

max Z = t٠ + ٢t١ + ٣t٢
s.t ۴t٠ + t١ + t٢ = ١

− ۴t٠ + t١ + t٢ ≤ ٠

− ۶t٠ + ٣t١ + t٢ ≤ ٠

t٠, t١, t٢ ≥ ٠

قضیه از استفاده با حال .t٠ = (
١
٨ ,

١
٨ ,

٣
٨) با است برابر بالا مسئله�ی در x٠ معادل شدنی نقطه�ی

داریم: یعنی می�آوریم دست به را min||c− c′|| ،l١ نرم تحت (۴.١.٣)

min {α + β + e+ f + g + h}

s.t ۴y١ − ۴y٢ − ۶y٣ − α+ β = ١

y١ + y٢ + ٣y٣ − e+ f = ٢

y١ + y٢ + y٣ − g + h = ٣

α− β ≥ ٠

e− f ≥ ٠

g − h ≥ ٠

y١, y٢, y٣, α, β, e, f, g, h ≥ ٠

c′٢ = e−f+c٢ = ٣ داریم طرفی از و e = ١, y١ = ١٫ ۶٢۵, y٢ = ١٫ ٣٧۵ داریم فوق مسئله�ی حل از
مسئله�ی معکوس (٢.١.۵) قضیه از استفاده با حال می�ماند. باقی خود قوت به هدف تابع ضرایب بقیه و
است برابر هدف تابع مقدار و بهینه آن در x٠ که می�شود نوشته زیر صورت به خطی-کسری برنامه�ریزی

.Z∗ = ١٫ ۶٢۵ با

max Z =
٣x١ + ٣x٢ + ١
x١ + x٢ + ۴

s.t x١ + x٢ ≤ ۴

٣x١ + x٢ ≤ ۶

x١, x٢ ≥ ٠

پارامترهای تغییر با ریزیخطی-کسری برنامه معکوسمسئله ٢.۵
b و d و c

تابع ضرایب و راست سمت بردار تغییر با را خطی-کسری ریزی برنامه معکوس مسئله�ی قسمت این در
می�دهیم. قرار بررسی مورد مخرج و صورت در هدف
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x٠ نقطه�ی تا کنیم پیدا را معکوس مسئله�ی شده ذکر تغییرپارامترهای با که است این هدف اینجا در
مجموعه�ی به نزدیک حداقل اینکه یا شود تبدیل معکوس مسئله�ی در بهینه x٠ به اولیه، مسئله�ی در شدنی

باشد. بهینه
که [٨] دمپ-لوس روش از استفاده با می�خواهیم بگیرید. درنظر را (١.۵) مدل ریزی برنامه مسئله�ی
معکوس مدلی شد، برده کار به راست سمت بردار و هدف تابع ضریب تغییر برای خطی ریزی برنامه در

بیابیم. (١.۵) مسئله�ی برای
می�کنیم. بازنویسی (۴.۵) شکل به را (١.۵) مسئله�ی ،(٣.۵) و (٢.۵) تبدیلات از استفاده با

آنگاه کنیم جابجا c′ با را c و g٠ ̸= ٠ که g =


g٠

g١
...
gn

 بردار با را e بردار (۴.۵) مدل در اگر .١.٢.۵ لم

کرد. خواهند تغییر کسر مخرج در هدف تابع ضرایب و راست سمت بردار فقط کسری، مدل در

دهد: رخ است ممکن حالت سه (۴.۵) مدل در g و e بردار جابجایی با برهان.

داریم g٠ > ١ اگر :i

max
n∑

j=٠
cjtj

s.t
n∑

j=٠
djtj < g٠

n∑
j=٠

aijtj = gi, i = ١,٢, . . . ,m

tj ≥ ٠, j = ٠,١, . . . , n (١٠.۵)

و tj = xjt٠ که j = ١,٢, . . . , n برای xj به tj معکوس تبدیل از استفاده با حال
داشت: خواهیم x٠ = ١

max
n∑

j=١
cjxjt٠ + c٠t٠

s.t
n∑

j=١
djxj + d٠ <

g٠
t٠

n∑
j=١

aijxj =
gi
t٠

+ bi, i = ١,٢, . . . ,m

tj ≥ ٠, j = ٠,١, . . . , n (١١.۵)
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داریم: (١١.۵) مسئله در اول محدودیت به توجه با d′j =
dj
g٠
کنیم تعریف j = ٠,١,٢, . . . , n برای اگر

n∑
j=١

d′jxj + d′٠ <
١
t٠

داریم: ١
t٠

=
∑n

j=١ djxj + d٠ اینکه به توجه با

n∑
j=١

d′jxj + d′٠ <
n∑

j=١
djxj + d٠

dj=d′jg٠⇒
n∑

j=١
d′jxj + d′٠ <

n∑
j=١

d′jg٠xj + d′٠g٠ =
١
t٠

داریم: باشد حقیقی عدد یک S > ٠ که می�کنیم فرض حال

n∑
j=١

d′jxj + d′٠ =
١
t٠

− S ⇒ S =
١
t٠

−
n∑

j=١
d′jxj + d′٠

⇒ S =
n∑

j=١
(dj − d′j)xj + (d٠ − d′٠)

بگیریم: نتیجه می�توانیم
∑n

j=١ d
′
jxj + d′٠ =

١
t٠

− S اینکه از و

∑
d′jxj + (d′٠ + S) =

١
t٠

⇒ t٠(xj) =
١∑n

j=١ d
′
jxj + (d′٠ + S)

=
١∑n

j=١ djxj + d٠

یافت. می�توان را x هر به وابسته t٠ که است این t٠(xj) از منظور نمادگذاری:
هم با کسر دو هر در t٠(xj) مقدار اما می�کند تغییر d′ به d بردار که می�دهد نشان ما به بالا تساوی

برابرند.
کردن لحاظ و i = ١, . . . ,m برای b′i =

gi
t٠

+ bi گرفتن درنظر و c′ به c تبدیل با حال

می�شود تبدیل زیر صورت به (١١.۵) مسئله�ی t٠ =
١∑n

j=١ d
′
jxj + (d′٠ + S)

max

∑n
j=١ c

′
jxj + c′٠∑n

j=١ d
′
jxj + (d′٠ + S)

s.t
n∑

j=١
aijxj = b′i

xj ≥ ٠ (١٢.۵)

.S =
∑n

j=١(dj − d′j)xj + (d٠ − d′٠) بالا رابطه�ی در که
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که داد نشان می�توان باشد ٠ < g٠ < ١ اگر :ii

S =
n∑

j=١
(d′j − d٠)xj + (d′٠ − d٠)

t٠(xj) =
١∑

d′jxj + (d′٠ − S)
=

١∑
djxj + d٠

شد. خواهد بازنویسی زیر شکل به (١١.۵) مسئله بالا، رابطه به توجه با

max

∑n
j=١ c

′
jxj + c′٠∑n

j=١ d
′
jxj + (d′٠ − S)

n∑
j=١

aijxj = b′i, i = ١,٢, . . . ,m

xj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n

.t٠ = ١∑n
j=١ djxj+d٠

و b′ = gi
b٠
+ bi و d′ = d که پیداست بوضوح باشد g٠ = ١ اگر :iii

شد: خواهد بازنویسی زیر شکل به (١١.۵) مسئله یعنی

max

∑n
j=١ c

′
jxj + c′٠∑n

j=١ djxj + d٠
n∑

j=١
aijxj = b′i, i = ١,٢, . . . ,m

xj ≥ ٠, j = ١,٢, . . . , n (١٣.۵)

بهینه جواب�های مجموعه ϕt(g, c) = argmax{cT t : Et = g, t ≥ ٠} که می�کنیم فرض حال
باشند. زیر پارامتریک مسئله

max{cT t : Et = g, t ≥ ٠} (١۴.۵)

باشند زیر شده داده مجموعه�های از اعضایی هدف تابع ضریب و راست سمت بردار پارامترهای که
β = {g : Bg = ĝ}, ζ = {c : Cc = ĉ}

و ĉ ∈ Rq ،ĝ ∈ Rp ،C ∈ Rq(n+١) ،B ∈ Rp(m+١) ،E ∈ R(m+١)(n+١) که کنید فرض بعلاوه
.t٠ ∈ ϕt(ḡ, c̄) بطوریکه کنیم پیدا پارامترها برای را c̄ و ḡ مقادیر می�خواهیم .t٠ ∈ R(n+١)

بگیرید درنظر را زیر مسئله�ی هدف این به رسیدن برای
min{||t− t٠|| : t ∈ ϕt(g, c), g ∈ β, c ∈ ζ} (١۵.۵)

ریزی برنامه معکوس مسئله یک به [٨] ١ لوس و دمپ روش کمک به می�توان را (١۵.۵) مسئله�ی حال
کرد. تبدیل خطی

١Dempe & Lohse
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بردار t̃ و باشند c̄ و ḡ ترتیب به c و g برای بهینه پارامترهای کنید فرض معکوس مسئله�ی یافتن از بعد
یعنی باشد. (١۴.۵) مسئله�ی برای بهینه

max{c̄T t : Et = ḡ, t ≥ ٠} = c̄T t̃

می�کنیم. بیان (١.۵) مسئله برای معکوس مدل یک زیر قضیه کمک به حال

است. (١.۵) مدل برای بهینه جواب یک (j = ١, . . . , n (برای x̃ =
t̃j
t̃٠
که x̃ نقطه .٢.٢.۵ قضیه
و c = c̄ گرفتن بادرنظر

||x̃− x٠|| = min{||x− x٠|| |x ∈ ϕx(b, c, d), b ∈ β′, c ∈ ζ}

آن در که
β′ = {b : Bb = b̂}, ϕx(b, c, d) = argmax{ c

Tx

dTx
: Ax = b, x ≥ ٠}

داده آن در شدنی نقطه یک ،x٠ و (١.۵) مدل صورت به خطی-کسری مسئله که می�کنیم فرض برهان.
باشد بهینه جدید مسئله در x٠ که کنیم تعیین طوری را d̄ و c̄ و b̄ پارامترهای می�خواهیم باشد. شده
مسئله (٢.۵) تبدیلات از استفاده با ابتدا منظور این برای است). معکوس مسئله همان جدید (مسئله
در شده ذکر روش از استفاده با و می�کنیم تبدیل (١۴.۵) مدل مانند خطی برنامه�ریزی مسئله یک به را
تبدیل c̄ به c و ḡ به g پارامترهای که می�رسیم خطی ریزی برنامه معکوس مسئله یک به (٢.٣) قسمت

داریم: را زیر مسئله یعنی است. شده

max
n∑

j=١
c̄jtj

s.t
n∑

j=١
djtj = ḡ٠

n∑
j=١

aijt٠ = ḡi + bit٠, i = ٠,١, . . . ,m

tj ≥ ٠, j = ٠,١, . . . , n (١۶.۵)

تبدیل (١۴.۵) یا (١٣.۵) یا (١٢.۵) حالت از یکی به را (١۶.۵) مسئله (١.٢.۵) لم از استفاده با حال
می�باشد. (١.۵) مدل معکوس آمده بدست مسئله که می�کنیم

دهد: رخ می�تواند زیر حالت دو بحث ادامه�ی جهت

.t̃ = t٠ یعنی باشد بهینه (١۶.۵) مسئله در t٠ الف)

.t̃ ̸= t٠ یعنی باشد بهینه مقدار به نزدیک (١۶.۵) مسئله در t٠ ب)

گرفت نتیجه می�توان t٠ ∈ ϕt(ḡ, c̄) یعنی است بهینه معکوس مسئله در دقیقا t٠ چون (الف) حالت در
معکوس مدل دقیقا و است بهینه (١۴.۵) یا (١٣.۵) یا (١٢.۵) مسائل از یکی در x٠ یعنی آن معادل که

است. (١.۵) خطی-کسری ریزی برنامه
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مینیمم t ∈ ϕt(ḡ, c̄) آن در که ||t− t٠|| اینکه دلیل به کنیم، ادعا آسانی به نمی�توانیم (ب) حالت در اما
نیاز برسیم نتیجه این به بخواهیم اگر می�شود. مینیمم نیز x ∈ ϕx(b, c, d) آن در که ||x− x٠|| پس شده

است. بررسی دست در و کنیم اثبات را آن نتوانسته�ایم هنوز که است زیر فرضیه اثبات به

آنگاه شود مینیمم ||t− t٠|| مقدار t ∈ ψ(b, c) هر ازای به اگر .٣.٢.۵ فرضیه
می�شود. مینیمم نیز ||x− x٠|| مقدار x ∈ ϕx(b, c, d) هر ازای به

عددی مثال ٣.۵

است شده داده زیر خطی-کسری ریزی برنامه مسئله که کنید فرض .١.٣.۵ مثال

max Z =
٢x١ + ٣x٢ + ١
x١ + x٢ + ۴

s.t x١ + x٢ ≤ ۴

٣x١ + x٢ ≤ ۶

x١, x٢ ≥ ٠

با است برابر هدف تابع بهینه مقدار و x∗٢ = ۴ و x∗١ = ٠ با است برابر بهینه جواب مثال این در
باشد بالا خطی-کسری مسئله شدنی جواب یک x٠٢ = ٣ و x٠١ = ١ کنید فرض .z∗ = ١٫ ۶٢۵
یک به فوق مسئله�ی تبدیل با شود. z∗ = ١٫ ۶٢۵ هدف تابع مقدار با بهینه جواب یک x٠ می�خواهیم

داریم: چارنز-کوپر تبدیلات از استفاده با خطی برنامه�ریزی مسئله�ی

max Z = t٠ + ٢t١ + ٣t٢
s.t ۴t٠ + t١ + t٢ = ١

− ۴t٠ + t١ + t٢ ≤ ٠

− ۶t٠ + ٣t١ + t٢ ≤ ٠

t٠, t١, t٢ ≥ ٠

مقدار و t∗٢ =
٣
٨ و t∗١ =

١
٨ ،t∗٠ =

١
٨ طوریکه به کنیم تعیین فوق مسئله�ی در را b و c بردار می�خواهیم

داریم: منظور این برای .z∗ = ١٫ ۶٢۵ با برابر هدف تابع بهینه

c٠t٠ + c١t١ + c٢t٢ −→ max

s.t ۴t٠ + t١ + t٢ = b١

− ۴t٠ + t١ + t٢ ≤ b٢

− ۶t٠ + ٣t١ + t٢ ≤ b٣

t٠, t١, t٢ ≥ ٠ (١٧.۵)
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داریم: b١ = ١ و ۴t٠ + t١ + t٢ = b١ محدودیت گرفتن درنظر با
۴t٠ + t١ + t٢ = ١ ⇐⇒ t٢ = ١− ۴t٠ − t١ (١٨.۵)

داریم: (١٧.۵) در آمده بدست t٢ دادن قرار با

(c٠ − ۴c٢)t٠ + (c١ − c٢)t١ + c٢ −→ max

s.t − ٨t٠ + s١ = b٢ − ١

− ١٠t٠ + ٢t١ + s٢ = b٣ − ١

t٠, t١, s١, s٢ ≥ ٠

می�کنیم. حل b٢ − ١ < ٠ گرفتن درنظر با را بالا مسئله�ی دوگان سیمپلکس الگوریتم از استفاده با حال

cB tb c0 − 4c2 c1 − c2 0 0 b θ

t0 t1 s1 s2

0 s1 −8 0 1 0 b2 − 1 ←− b2 − 1 < 0

0 s2 −10 2 0 1 b3 − 1

∆

c0 − 4c2 t0 1 0 −
1

8
0 1− b2

8
=

1

8
⇐⇒ b2 = 0

0 s2 0 2 −
5

4
1 1

4
+ b3 ←−

1

4
+ b3 ≥ 0

∆ 0 −c1 + c2 −
1

8
(c0 − 4c2) 0 1

8
(c1 − c2) + c2

−c1+c2<0,

−
1

8
(c0−4c2)≥0

c0 − 4c2 t0 1 0 −
1

8
0 1

8

c1 − c2 t1 0 1 −
5

8
0.5

1

8
+

1

2
b3 =

1

8
⇐⇒ b3 = 0

∆ 0 0 −
1

8
c0 −

5

8
c1 +

9

8
c2 0.5(c1 − c2)

1

8
c0 +

1

8
c1 −

5

8
c2 + c2

−
1

8
c0−

5

8
c2+

9

8
c3≥0,

0.5(c1−c2)≥0

،c٢ < c١ باشدیعنی برقرار زیر شرط�های باید c برای و می�گیریم درنظر را b = (١,٠,٠) بهینگی برای

نمود: خلاصه زیر شرط دو در می�توان را شرط سه که −١
٨c٠ −

۵
٨c١ +

٩
٨c٢ ≥ ٠ و c٠ − ۴c٢ ≤ ٠

١
۴c٠ ≤ c٢ < c١

c٢ ≥
١
٩c٠ +

۵
٩c١

(١٩.۵)

طرفی از و بگیریم درنظر c′٢ = ٣ و c′١ = ۴ ،c′٠ = ٠ می�توانیم (١٩.۵) شرایط گرفتن درنظر با حال که
.b′٢ = b′٣ = ٠ و b′١ = ١ آوردیم بدست

می�شود: نوشته زیر شکل به خطی-کسری برنامه�ریزی معکوس مسئله�ی بالا محاسبات به توجه با

max
۴x١ + ٣x٢
x١ + x٢ + ۴

s.t x١ + x٢ ≤ ۴

٣x١ + x٢ ≤ ۶

x١, x٢ ≥ ٠

.z∗ = ١٫ ۶٢۵ با است برابر هدف تابع بهینه مقدار و x∗٢ = ٣ و x∗١ = ١ فوق مسئله�ی در که می�بینیم حال
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Aabstract

In thise thesis we consider the inverse of linear fractional programming. At first we consider
the linear fractional programming and methods of Charens-Cooper and Dinkelbach for
linearization this problem.
In the inverse optimization we want to find a minimum adjustment of the parameters
of the problem such that the given solution becomes optimum. In the must of methods
for inverse linear programming the coefficient of objective function or right hand side are
change to make a feasible solution optimum. We consider some of the methods and their
extensions for linear fractional programming.

keywords: Linear-Fractional, Objective function, Right hand side, Inverse conversion,
Optimization, Inverse problem
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