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චاری... ণپاس໋�
هر پایان و آغاز در بندگان یاریگر بزرگترین و نخستین که باریتعالی درگاه به بی�حد سپاس و تشکر با

کاریست.
صمیمانه زیره، احمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه آغاز در

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده راهنمایی�های بدون قطعا که نمایم قدردانی و تشکر
می�کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر مهربانی، و مهر خداوندگار دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
که وجودش، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادر از می�کنم تشکر و را مقدسش وجود

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در

عاජ໑ی ঳ࢯ૱نേॐ۱۳۹۴یده
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چൊیده
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مختلط عدد مرتبه�ی از ستاره�گون همساز نرمال توابع اینکه برای کافی لازم شرایط و تک�ارزی محک پایان

می�دهیم. ارائه شوند

ستاره�گون. تک�ارز، توابع همساز، توابع تحلیلی، توابع کلیدی: کلمات
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١ فصل

مقدماتی تعاریف

مقدماتی قضایای و تعاریف ١.١

به�طور باشد.یا پذیر مشتق zهمسایگی٠ یک در هرگاه گوییم تحلیلی z٠ در را f تابع .١.١.١ تعریف
تام تابع را باشد تحلیلی C دامنه�ی در که تابعی شود. مشخص همگرا توانی سری یک به�صورت موضعی

می�گوییم.

درونی نقطه�ی Z٠ و باشد تحلیلی آن درون و C بسته�ی و ساده مسیر بر f(z) کنیم فرض .٢.١.١ تعریف
آنگاه: باشد C

f(z٠) =
١
٢πi

∫
C

f(z)

z − z٠
dz

:n ∈ Nهر برای کلی حالت در و

fn(z٠) =
n!

٢πi

∫
C

f(z)

(z − z٠)n+١dz

می�گوییم. f کوشی انتگرال فرمول را فرمول این

آن درون و r شعاع و z٠ مرکز به C دایره�ی بر f(z) کنیم فرض کوشی) (١نامساوی .٣.١.١ قضیه
آنگاه: |f(z)| ≤M ،z ∈ C هر برای اگر باشد، تحلیلی

|f (n)(z٠)| ≤
n!M

rn

می�آوریم: به�دست کرده استفاده کوشی انتگرال فرمول از برهان.

f (n)(z٠) =
n!

٢πi

∫
C

f(z)

(z − z٠)n+١dz

|f (n)(z٠)| =
∣∣∣∣ n!٢πi

∫
C

f(z)

(z − z٠)n+١dz

∣∣∣∣ < n!

٢π

∫
C

|f(z)|
|z − z٠|n+١ |dz|

≤ n!M

٢πrn+١

∫
C

|dz| = n!M٢πr
٢πrn+١ =

n!M

rn

١cauchy inequality



٢ مقدماتی تعاریف .١

که z هر برای آنگاه باشد، تحلیلی |z − z٠| ≤ r بسته�ی دیسک بر f(z) تابع اگر .۴.١.١ تعریف
داریم: |z − z٠| < r

f(z) = f(z٠) +
∞∑
n=١

an(z − z٠)
n;

an =
fn(z٠)

n!

می�نامیم. z٠ نقطه�ی حول f(z) تیلور بسط را معادله این

نقطه�ی ازای به اگر باشد، Dتحلیلی دامنه�ی بر f(z) کنیم فرض مطلق) قدر (٢ماکسیمم .۵.١.١ قضیه
است. ثابت تابعی f(z) تابع آنگاه |f(z)| < |f(z٠)| داشته�باشیم z ∈ D نقطه�ی هر و z٠ ∈ D درونی

اگر باشد، تحلیلی آن درون و C بسته�ی مرز بر f(z) تابع کنیم فرض روشه) (٣قضیه�ی .۶.١.١ قضیه
هم با C درون f(z) + g(z) و f(z) توابع صفرهای تعداد آنگاه |g(z)| < |f(z)| ،z ∈ C هر برای

برابرند.

باشد UR = {z ∈ C : |z| < R} دیسک در تحلیلی تابعی f(z) کنیم فرض شوارتز) (۴لم .٧.١.١ لم
r < R که |z| = r برای آنگاه f(٠) = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و

داریم:

|f(z)| ≤ r

R
M

داریم: تیلور بسط طبق برهان.

f(z) = f(٠) +
∞∑
n=١

anz
n

|z| < R ناحیه�ی بر g(z) = f(z)

z
تابع یعنی ،f(z) = zg(z) که است موجود g(z) تحلیلی تابع پس

ماکریمم: اصل طبق آنگاه r < r′ < R اگر حال است. تحلیلی

∀|z| = r, |g(z)| ≤ max
|z|=r′

|g(z)| =⇒
∣∣∣∣f(z)z

∣∣∣∣ ≤ max
|z|=r′

|f(z)|
|z|

=⇒ |f(z)|
|z|

≤ M

r′

نوشت: r′ → R برای می�توان پس است دلخواه r′ < R چون

∀|z| = r

∣∣∣∣f(z)r
∣∣∣∣ ≤ M

R
=⇒ |f(z)| ≤ r

R
M

٢Maximum modulus theorem
٣Roshe theorem
۴Schwartz



٣ مقدماتی قضایای و تعاریف .١.١

UR = {z ∈ C : |z| < R} دیسک در تحلیلی تابعی f(z) کنیم فرض شوارتز: لم از نتیجه�ای
در باشد، f تابع n مرتبه صفر z = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و باشد

این�صورت:
|f(z)| ≤ M

Rn
|z|n (z ∈ UR)

که: می�شود برقرار زمانی تساوی فوق، رابطه�ی در همچنین

f(z) = eiθ
M

Rn
zn

است. ثابت مقداری θ آن در به�طوری�که

زیرا: f(z) = zng(z) که است موجود g(z) تحلیلی تابع برهان.

f(z) = f(٠) + · · ·+ fn−(٠)١ + anz
n + an+١z

n+١ + · · · = zn(an + an+١z + · · · )

آنگاه: r < r′ < R اگر حال است، تحلیلی |z| < R ناحیه��ی بر g(z) = f(z)

zn
تابع پس

∀|z| = r |g(z)| ≤ max
|z|=r′

|g(z)| =⇒
∣∣∣∣f(z)zn

∣∣∣∣≤ max
|z|=r′

|f(z)|
|zn|

=⇒ |f(z)|
rn

≤ M

r′n

،r′ → R می�کنیم فرض است،پس دلخواه r′ < R چون

|f(z)|
rn

≤ M

Rn
=⇒ |f(z)| ≤ Mrn

Rn

از مقادیر برای g(z) =
f(z)

z
تابع آنگاه |f(z)| = r

R
M اگر می�کنیم توجه تساوی اثبات برای

قدر مقدار دارای |z| < R ناحیه�ی بر g(z) تحلیلی تابع پس است، |z| = r دایره�ی روی |g(z)| = M

R

نتیجه: در g(z) =
M

R
eiθ پس است ثابت مقدار برابر g(z) تابع خود نتیجه در است، ثابت مطلق

f(z)

z
=
M

R
eiθ =⇒ f(z) =

M

R
eiθz

تابعی f(z) آنگاه |f(z)| = c ،z ∈ D هر برای و شود تحلیلی D ناحیه�ی بر f(z) اگر .٨.١.١ لم
است. ثابت

. ∂u
∂x

=
∂v

∂x
=
∂u

∂y
=
∂v

∂y
= ٠ کنیم، ثابت کافیست اثبات برای آنگاه f(z) = u+ iv اگر برهان.

داریم: می�گیریم مشتق y و x به نسبت معادله این از . u٢ + v٢ = c٢ آنگاه |f(z)| = c }اگر
٢uux + ٢vvx = ٠ =⇒ uux + vvx = ٠,
٢uuy + ٢vvy = ٠ =⇒ uuy + vvy = ٠

(١.١)



۴ مقدماتی تعاریف .١

این uy = −vx و ux = vy یعنی می�کند صدق ریمان کوشی معادلات در پس است تحلیلی تابع چون
داریم: می�کنیم جایگزین (١.١) در را }مقادیر

uux − vvy = ٠
uuy + vux = ٠

داریم: معادله دو جمع و −v در دوم معادله و u در اول معادله�ی ضرب با

u٢ux + v٢ux = ٠ =⇒ (u٢ + v٢)ux = ٠

.vx = uy = vy = مشابه٠ به�طریق و ux = ٠ پس u٢ + v٢ = c چون

حقیقی عددی λ که |f(z)| ≤Mrλ ،|z| = r برای و باشد� تام تابعی f(z) کنید فرض .٩.١.١ قضیه
است. λ حداکثر درجه از f(z) صورت این در است. مثبت

است: زیر به�صورت مبدأ f(z)حول تیلور بسط برهان.

f(z) =
∞∑
n=٠

fn(٠)
n!

zn

کوشی: نامساوی طبق (٠)fn∣∣∣∣حال
n!

∣∣∣∣ ≤ Mrλ

rn
=

M

rn−λ

fn(٠)
n!

ضرایب f(z) تیلور بسط در یعنی M

rn−λ
→ ٠ داریم r → ∞ برای آنگاه n > λ اگر حال

است. λ حداکثر درجه�ی از جمله�ای چند یک f(z) نتیجه در است، صفر برابر همگی λ از بیشتر

Dهمساز در است شده Dتعریف میدان در که را U(x, y) پیوسته و مقدار حقیقی تابع .١٠.١.١ تعریف
معادله در D تمام در مشتقات این و بوده پیوسته دوم و اول مراتب نسبی مشتقات دارای هرگاه گویند

باشند. زیرصادق

∂٢U

∂x٢
+
∂٢U

∂y٢
= ٠

است. مشهور لاپلاس معادله به معادله این

مرتبه هر از آن جزئی مشتقات اگر است ,f(xتحلیلی y) = u(x, y)+ iv(x, y) تابع .١١.١.١ ملاحظه
کند. صدق است مشهور کوشی�ریمان معادلات به که زیر معادلات در و بوده پیوسته و موجود

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

موجود D بر f(z) تحلیلی تابع آنگاه باشد همساز D میدان بر U(x, y) کنید فرض .١٢.١.١ قضیه
.Ref(z) = U(x, y) که است



۵ مقدماتی قضایای و تعاریف .١.١

برای کوشی�ریمان معادلات کنیم ثابت کافیست می�گیریم نظر در را g(z) = ∂u

∂x
− i

∂u

∂y
تابع برهان.

یعنی: است، صادق تابع این

∂٢u

∂x٢
= −∂

٢u

∂y٢
,

∂٢u

∂x∂y
=

∂٢u

∂x∂y

که: است بدیهی

∂٢u

∂x∂y
=

∂٢u

∂x∂y

است: برقرار آن برای لاپلاس معادله پس است همساز u(x, y) چون طرفی از

∂٢u

∂x٢
+
∂٢u

∂y٢
= ٠

=⇒∂٢u

∂x٢
= −∂

٢u

∂y٢

پیوسته و موجود مرتبه هر از آن جزئی مشتقات و است برقرار g(z) تابع برای ریمان کوشی معادلات چون
است ساده همبند D چون می�گیریم نظر در ثابت را z٠ نقطه�ی حال است. تحلیلی g(z) تابع پس است
f(z) =

∫
C
g(u)du تابع بنابراین کرد، وصل z٠ به C بسته�ی و ساده مسیر توسط می�توان را z ∈ D هر

فرض: طبق طرفی از است، تحلیلی D دامنه�ی بر

f ′(z) = g(z) =
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

.ReF = u داریم F = f − c تعریف با Ref = u+ c نتیجه در Ref ′(z) =
∂u

∂x
پس

دارد. نام u از همسازی مزدوج v آنگاه باشد، تحلیلی f(z) = u(x, y) + iv(x, y) اگر

f جا هر زیرا باشد. −v همساز مزدوج u اگر تنها اگرو است u همساز مزدوج v .١٣.١.١ ملاحظه
است. تحلیلی نیز if = i(u+ iv) = −v + iu باشد، تحلیلی

تحلیلی تابع یک موهومی) (یا حقیقی قسمت تابعی که می�کند بیان را لازمی شرط لاپلاس معادله واقع در
باشد.

است. ثابت کراندار و تام تابع هر (۵لیوویل) .١۴.١.١ قضیه

است. ثابت تابع u(z) باشد،آنگاه کراندار و همساز C صفحه�ی بر u(z) اگر .١۵.١.١ قضیه

،Ref(z) = u(z) که است موجود f(z) تام تابع بنابراین است، صفحه�یCهمساز بر u(z) چون برهان.
طرفی: از است، تام نیز h(z) که می�کنیم ملاحظه h(z) = ef(z) دادن قرار با

|h(z)| = |ef(z)| = eRef(z) = eu(z)

تابع لیویل قضیه�ی طبق نتیجه در است، کراندار نیز h(z) تام تابع پس است، کراندار u(z) چون
است. ثابت تابع u(z) تابع پس می�باشد ثابت تابع h(z)

۵Liouville



۶ مقدماتی تعاریف .١

آنگاه: باشد، همساز |z − z٠| ≤ r دامنه�ی بر u(z) کنید فرض .١۶.١.١ قضیه

u(z٠) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
u(z٠ + reiθ)dθ

است. مشهور همساز توابع برای میانگین مقدار قضیه�ی به قضیه این

فرمول طبق حال |z − z٠| ≤ r ⊆ D١ ⊂ D که، است موجود D١ ساده�ی همبند دامنه�ی برهان.
کوشی: انتگرال

f(z٠) =
١
٢πi

∫
|z−z٠|=r

f(z)

z − z٠
dz

داریم: z − z٠ = reiθ دادن قرار با

dz =ireiθdθ

=⇒f(z٠) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
f(z٠ + reiθ)dθ

=⇒Ref(z٠) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
Ref(z٠ + reiθ)dθ

=⇒u(z٠) =
١
٢π

∫ ٢π

٠
u(z٠ + reiθ)dθ

تصویر صورت این در باشد ثابت غیر و تحلیلی D دامنه�ی بر f(z) اگر باز) (۶نگاشت .١٧.١.١ قضیه
است. باز مجموعه�ی یک f(z) تابع تحت D در باز مجموعه�ی زیر هر

و ماکسیمم مقادیر u(z) آنگاه باشد، ثابت غیر و همساز تابع D دامنه�ی بر u(z) اگر .١٨.١.١ قضیه
دارد. مینیمم و ماکسیمم نقاط مرز در فقط و نمی�گیرد درونی نقاط در را خود مینیمم

قضیه کافیست پس است همساز تابع u(z)−نیز آنگاه باشد، همساز u(z) مقدار حقیقی تابع اگر برهان.
بگیرد را خود ماکسیمم مقدار z٠ درونی نقطه�ی در u(z) تابع فرضکنیم کنیم. ثابت ماکسیمم حالت برای را
f(z) تحلیلی ١٢.١.١تابع قضیه�ی طبق می�گیریم نظر Dدر داخل را |z−z٠| ≤ rدیسک صورت این در
بر f(z)تحت |z−z٠| < r باز دیسک باز، نگاشت قضیه�ی طبق حال Ref(z) = u(z) که است موجود
تصویر داخل f(z٠)+ δ که است موجود δ > ٠ پس می�شود نگاشته f(z٠) نقطه�ی شامل باز مجموعه�ی
Ref(z١) = Ref(z٠) + δ طرفی از f(z١) = f(z٠) + δ که است موجود z١ ∈ D یعنی بگیرد قرار
در u(z٠) بودن ماکسیمم فرض با که |u(z١)| > |u(z٠)| پس δ > ٠ چون u(z١) = u(z٠) + δ یعنی

می�گیرد. D مرز در را خود ماکسیمم مقادیر u(z) و است باطل خلف فرض پس است. تناقض

u(z) اگر باشد همساز C بسته�ی و ساده مرز با D کراندار دامنه�ی در u(z) کنیم فرض .١٩.١.١ نتیجه
تابع C بر u(z) آنگاه u(z) = k باشیم داشته� z ∈ C هر و k ثابت عدد برای و باشد پیوسته D ∪C بر

است. ثابت
۶Open mapping theorem



٧ مقدماتی قضایای و تعاریف .١.١

و باشد تحلیلی |z| ≤ R دیسک بر f(z) اگر کاراتئودوری) (٧بورل .٢٠.١.١ قضیه
،٠ < r < R برای آنگاه A(r) = max|z|=r Ref(z) و M(r) = max|z|=r |f(z)|

M(r) ≤ ٢r
R− r

A(r) +
R + r

R− r
|f(٠)|

و A(r) ≥ −k این�صورت در باشد، ثابت تابعی f(z) = k اگر برهان.

−٢r
R− r

k +
R + r

R− r
k = k =M(r)

از A(r) > A(٠) پس است ثابت غیر همساز تابع Ref(z) چون f(٠) = ٠ و نباشد ثابت f(z) اگر

در g(z) =
f(z)

٢A(R)− f(z)
تابع پس Re(٢A(R) − f(z)) ≥ A(r) > ٠ ،|z| ≤ R برای طرفی

داریم: f = u+ iv دادن قرار با g(٠) = ٠ و است تحلیلی |z| ≤ R ناحیه�ی

|g(z)|٢ = |f(z)|٢

|٢A(R)− u− iv|٢

=
u٢ + v٢

(٢A(r)− u٢(٢ + v٢
≤ u٢ + v٢

u٢ + v٢
= ١

شوارتز: لم از استفاده با حال g(٠) = ٠ و |g(z)| ≤ ١ نتیجه در

max
|z|=r

|g(z)| ≤ r

R

داریم: بنابراین

g(z) =
f(z)

٢A(R)− f(z)

=⇒|f(z)| = |٢A(R)g(z)|
|١+ g(z)|

≤
٢r
R
A(R)

١− |g(z)|
≤

٢r
R
A(R)

١− r
R

=
٢r
R
A(R)

طبق پس h(٠) = ٠ داریم h(z) = f(z) − f(٠) دادن قرار با حالت این در f(٠) ̸= ٠ اگر حال
اول: حالت

|h(z)| ≤ ٢r
R− r

max
|z|

|Reh(z)|

=⇒|f(z)− f(٠)| ≤ ٢r
R− r

(A(R) + |f(٠)|)

=⇒|f(z)| − |f(٠)| ≤ ٢r
R− r

A(R) +
٢r

R− r
|f(٠)|

=⇒|f(z)| ≤ ٢r
R− r

A(R) +
R + r

R− r
|f(٠)|

٧Borel-caratheodory



٨ مقدماتی تعاریف .١

r < R که z = reiθ برای آنگاه باشد، همساز |z| ≤ R ناحیه�ی بر u(z) کنیم فرض .٢١.١.١ قضیه
داریم:

u(reiθ) =
١
٢π

∫ ٢π

٠

R٢ − r٢

R٢ − ٢rR cos(θ − φ) + r٢
u(Reiφ)dφ

پواسون) انتگرال (٨فرمول

فرمول طبق حال .u(z) = Ref(z) که است موجود f(z) تحلیلی تابع ١٢.١.١ قضیه�ی طبق برهان.
داریم: کوشی انتگرال

f(z) =
١
٢πi

∫
|s|=R

f(s)

s− z
ds (٢.١)

می�گیریم: نظر در را زیر حالت دو حال

یعنی: ds = iReiφdφ داریم پس s = Reiφ این�صورت در z = ٠ اگر •

f(٠) = ١
٢πi

∫ ٢π

٠

f(Reiφ)

Reiφ
iReiφdφ =

١
٢π

∫ ٢π

٠
f(Reiφ)dφ

=⇒ Ref(٠) = ١
٢π

∫ ٢π

٠
Ref(Reiφ)dφ

=⇒ u(٠) = ١
٢π

∫ ٢π

٠
u(Reiφ)dφ

رسیدیم. پواسون انتگرال فرمول به z = ٠ مقادیر برای نتیجه در

نقطه�ی حالت این در باشد R شعاع به دایره�ای از خارج z١ نقطه�ی z = reiθ و z ̸= ٠ اگر •
f(s)
s−z١

چون است. R شعاع به دایره�ای از خارج z١ که می�گیریم نظر در را z١ = R٢

z̄
= R٢

r
eiθ

: کوشی قضیه�ی طبق پس است تحلیلی |z| ≤ R دایره�ی ∫داخل
|s|=R

f(s)

s− z١
ds = ٠ (٣.١)

که: می�گیریم نتیجه (٣.١) و (٢.١) از

f(z) =
١
٢πi

∫
|s|=R

(
١

s− z
− ١
s− z١

)
f(s)ds

z١=
R٢
z̄=

١
٢πi

∫
|s|=R

(
١

s− z
− z̄

sz̄ −R٢

)
f(s)ds

=
١
٢πi

∫
|s|=R

(
١

s− z
+

z̄

R٢ − sz̄

)
f(s)ds

=
١
٢πi

∫
|s|=R

R٢ − r٢

(s− z)(R٢ − sz̄)
f(s)ds

٨Poisson integral



٩ مقدماتی قضایای و تعاریف .١.١

داریم: z = reiθ و s = Reiϕ دادن قرار با

f(reiθ) =
١
٢πi

∫ ٢π

٠

(R٢ − r٢)f(reiφ)iReiφ

(Reiφ − reiφ)(R٢ − rRei(φ−θ))
dφ

=
١
٢π

∫ ٢π

٠

R٢ − r٢

(Reiφ − reiφ)(Re−iφ − re−iθ)
f(Reiφ)dφ

=
١
٢π

∫ ٢π

٠

R٢ − r٢

R٢ − ٢rR cos(θ − φ) + r٢
f(Reiφ)dφ

می�آید. به�دست نتیجه حقیقی قسمت�های گرفتن نظر در با

زاویه اندازه�ی و جهت f اگر می�نامیم همدیس D دامنه�ی بر را f : D → C نگاشت .٢٢.١.١ تعریف
بین زاویه�ی اندازه�ی f(z) آنگاه f ′(z٠) ̸= ٠ و تحلیلی z٠ در f(z) اگر می�کند. حفظ را مسیر دو بین

کنیم. بررسی هم را مسیر دو جهت باید بودن همدیس برای اما می�کند حفظ را مسیر دو

نیست. همدیس C بر f(z) = z̄ اما است همدیس C بر f(z) = z تابع .٢٣.١.١ مثال

یک�به�یک و تحلیلی تابع باشد، میدان یک D ⊂ C و مختلط اعداد مجموعه�ی C اگر .٢۴.١.١ تعریف
می�نامیم. تک�ارز را f : D → C

تابع مثال به�عنوان نیست تک�ارز همدیس تابع هر اما است همدیس نگاشت یک تک�ارز هرتابع
نیست. تک�ارز که است همدیس تابعی f(z) = ez

و صفحه تمام از غیر به ساده�ای همبند میدان D کنیم فرض [١۶] ریمان) (٩نگاشت .٢۵.١.١ قضیه
را D که است موجود f(z) ارز تک و فرد به منحصر تابع این�صورت در باشد. میدان این در نقطه�ای z٠

است. f ′(z٠) > ٠ و f(z٠) = ٠ و می�نگارد |z| < ١ قرص بر

همسایگی یک در f(z) آنگاه f ′(z٠) ̸= ٠ و تحلیلی z٠ نقطه�ی در f(z) کنیم فرض .٢۶.١.١ قضیه
است. یک�به�یک z٠

داریم: z٠ حول همسایگی یک در تیلور بسط طبق برهان.

f(z)− f(z٠) = f ′(z٠)(z − z٠) + f ′′(z٠)
(z − z٠)

٢

٢! + · · ·

تحلیلی توابع صفرهای طرفی دارد،از ساده صفر z٠ نقطه�ی در f(z) − f(z٠) پس f ′(z٠) ̸= ٠ چون
z|داریم: − z٠| ≤ δ همسایگی برای که δ > ٠ دارد وجود پس هستند، مجزا

f(z)− f(z٠) ̸= ٠

٩Riemann mapping



١٠ مقدماتی تعاریف .١

|w١−w٠| < w١که w٠و نقطه�ی دو به�ازای حال ،m > ٠ mداریم = min |f(z)−f(z٠)| دادن قرار با
داریم: m

|w١ − w٠| < m ≤ |f(z)− f(z٠)|

موجود |z١− z٠| < δ که z١ نقطه�ی یعنی دارد ریشه یک دقیقا w١−f(z) تابع روشه قضیه�ی طبق پس
بر را f(z) تابع تحت |w −w٠| < m ناحیه�ی وارون تصویر اشتراک حال f(z١)−w١ = ٠ که است

است. یک�به�یک U بر fتابع بنابراین می�نامیم U را |z − z٠| < δ ناحیه�ی

U :=
(
f−١(|w − w٠| < m)

)
∩ (|z − z٠| < δ)

.f ′(z٠) ̸= ٠ ، Z٠ ∈ D هر به�ازای آنگاه باشد، Dتک�ارز دامنه�ی بر f اگر .٢٧.١.١ قضیه

داریم: تیلور بسط طبق f ′(z٠) = ٠ و باشد موجود z٠ ∈ D کنیم فرض برهان.

f(z)− f(z٠) =
f ′′(z٠)

٢ (z − z٠)
٢ + · · ·

f(z) − f(z٠) تابع پس ( دارد ٣ مرتبه�ی صفر آنگاه f٣(z٠) ̸= ٠ و شود صفر هم f ′′(z٠) اگر )
وجود δ > ٠ شعاع پس هستند، مجزا تحلیلی توابع صفرهای طرفی از دارد. ٢ مرتبه�ی حداقل صفر
m = دادن قرار با باشند. نداشته ریشه f ′(z) و f(z) − f(z٠) توابع ٠ < |z − z٠| ≤ δ در که دارد
g(z) = f(z)−f(z٠)−a تابع ٠ < |a| < m که aمختلط مقادیر برای δ=|min|z−z٠و |f(z)−f(z٠)|
که zای نقاط برای و g(z٠) = −a ̸= ٠ طرفی از دارد، ریشه دو حداقل |z − z٠| < δ درناحیه�ی
مجزا g(z) صفرهای بنابراین است تحلیلی g(z) پس g′(z) = f ′(z) ̸= ٠ چون ٠ < |z − z٠| < δ

نتیجه: در g(z١) = g(z٢) = ٠ که موجودند z١ ̸= z٢ ∈ D نقاط یعنی هستند

f(z١)− f(z٠)− a = f(z٢)− f(z٠)− a

نتیجه: در

f(z١) = f(z٢)

است. تناقض در f بودن یک�به�یک فرض با که

S رده�ی ٢.١

میدان�های بر را ساده همبند میدان�های هستند، یک) به (یک ارز تک هم و تحلیلی هم که توابعی چون
(به ساده همبند میدان در که ارز، تک تابع هر ریمان، نگاشت قضیه موجب به می�نگارند. ساده همبند
متناظر است شده تعریف واحد قرص در که تابعی با می�توان را باشد شده تعریف صفحه) تمامی از غیر



١١ T رده�ی .٣.١

فرض چنانچه اگر و می�کنیم محدود شده�اند تعریف |z| < ١ قرص بر که توابعی به را خود بنابراین کرد.
دارد، صفر مخالف مشتق مبدأ در و بود) خواهد نیز تابع صفر تنها که ) است صفر مبدأ در تابع کنیم
صفر هرگز ارز تک تابع مشتق زیرا بود. خواهند برخوردار زیبا�تری شکل از حاصله نتایج این�صورت در

تحویل مذکور، شکل از است تابعی که ، [f(z)− f(٠)]
f ′(٠) به می�توان را f(z) ارز تک تابع هر نیست،

می�شوند. مشخص حرف یک با صادق�اند مذکور محدودیت�های در که توابعی رده�ی کرد.

شرایط با و بوده ارز تک و تحلیلی |z| < ١ واحد قرص در که را f(z) توابع همه�ی رده��ی .١.٢.١ تعریف
نمایش دارای S در f(z) تابع پس می�دهیم. نمایش S با گردیده�اند نرمالیزه f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠

است: زیر توانی

f(z) = z + a٢z
٢ + a٣z

٣ + . . . (|z| < ١).

.g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ S آنگاه ،f(z) ∈ S اگر .٢.٢.١ لم

نتیجه: در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + ...

است. یک�به�یک g(z) می�دهیم نشان g′(٠) = ١ و g(٠) = ٠ و است تحلیلی g(z) تابع

g(z١) = g(z٢) =⇒ z١

√
f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢

=⇒ f(z٢١) = f(z٢٢)
f(z)
=⇒
تک�ارز

z٢١ = z٢٢ =⇒ z١ = ±z٢

در فرض با که g(z١) = −g(z٢) آنگاه z١ = −z٢ اگر بنابراین است، فرد تابعی g(z) تعریف طبق اما
.g(z) ∈ S یعنی z١ = z٢ پس است تناقض

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√
f(z٢)

z٢
می�نویسیم ،

√
f(z٢) جای به .٣.٢.١ ملاحظه

(√z = z
١
٢ = e

١
٢ log z = e

١
٢ (ln |z|+iarg(z)) می�کند.(یادآوری: بی�معنی را

√
f(z٢) = e

(
١
٢ ) log f(z

٢)

T رده�ی ٣.١

T رده�ی را نویسیم می (۴.١) به�صورت و بوده تک�ارز و تحلیلی |z| > ١ دامنه�ی در که توابعی رده�ی
می�نامیم.

g(z) = z + b٠ +
b١
z
+
b٢
z٢

+ · · · (۴.١)



١٢ مقدماتی تعاریف .١

.g(z) = ١
f(١

z
)
∈ T آنگاه f(z) ∈ S اگر .١.٣.١ لم

است. |z| > ١ دامنه�ی در یک�به�یک و تحلیلی g(z) که است بدیهی برهان.

آنگاه: g(z) = z + b٠ +
b١
z
+
b٢
z٢

+ · · · ∈ T اگر .٢.٣.١ قضیه

∞∑
n=١

n|bn|٢ ≤ ١ (۵.١)

.|a٢| ≤ ٢ آنگاه باشد، g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
∈ S اگر [١۶] .٣.٣.١ قضیه

برهان.
g(z) = z

√
١+ a٢z٢ + · · ·

g(٠) = ٠, g′(٠) = ١, g′′(٠) = ٠, g(٠)٣ = ٣a٢

g(z) = z +
a٢
٢ z

٣ + · · ·

آنگاه: g(z) ∈ S اگر ،١.٣.١ لم طبق

١
g(١

z
)
=

١
١
z
(١+ a٢

٢z٢ + · · · )
= z − a٢

٢
١
z
+ · · · ∈ T

.
∣∣∣a٢٢۴ ∣∣∣ ≤ ١ =⇒ |a٢| ≤ ٢ بنابراین

∑∞
n=١ n|bn| ≤ ١ ،٢.٣.١ قضیه�ی طبق نتیجه در

داریم: آنگاه α ∈ R ،a٢ = ٢eiα دهیم قرار قبل قضیه�ی در اگر

١
g(١

z
)
= z − ٢eiα

٢
١
z
= z − eiα

١
z

=⇒g(
١
z
) =

١
z − eiα ١

z

=⇒g(z) =
z

(١− eiαz٢)
= z

√
f(z٢)

z٢

=⇒f(z٢)

z٢
=

z٢

(١− eiαz٢(٢

=⇒f(z) =
z

(١− eiαz)٢

=⇒f(z) = f(٠) + f ′(٠)z + f ′′(٠)
٢! z٢ + · · ·

=⇒f(z) = z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

=⇒|٢eiα| = ٢ (۶.١)
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آنگاه باشد حقیقی α و a٢ = ٢eiα اگر قضیه٣.٣.١، در کوئب) (١٠تابع .۴.٣.١ مثال

داریم: (۶.١) طبق لذا . g(z) = z

(١− eiαz)٢
= z

√
f(z٢)

z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·

: می�رسیم زیر تابع به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=

١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴

منفی حقیقی محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < ١ قرص تابع این است. معروف کوئب تابع به که

می�نگارد. است، شده بریده ∞ تا −١۴ از

آنگاه ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر پوشش) (١١قضیه�ی .۵.٣.١ قضیه
.|c| ≥ ١

۴

به متعلق نیز g(z) = cf(z)

c− f(z)
تابع پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z

٢ + · · · می�دانیم برهان.
می�باشد. S

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

طرفی: از .|a٢ +
١
c
| ≤ ٢ قضیه٣.٣.١داریم به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

: داریم لذا است. |a٢| ≤ ٢ پس ،f(z) ∈ S چون

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴

: آنگاه باشد، z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .۶.٣.١ لم

Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}
= r

∂

∂r
log |f ′(z)|

نظر در |z| < ١ برای را log f ′(z) از شاخه�ای می�توان پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون برهان.
: لذا f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت.

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

١٠Köbe functıon
١١Covering theorem
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داریم: r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: حقیقی قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re

{
zf ′′(z)

f ′(z)

}

: آنگاه باشد، f(z) ∈ S اگر .٧.٣.١ قضیه

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١)

خودش بر را واحد قرص و پوشاست و یک به یک تحلیلی، ω =
z + z٠
١+ z٠z

تابع می�دانیم برهان.

تک�ارز و تحلیلی (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f(
z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z+ b٢z
٢ تابع لذا می�نگارد.

در ضرایب آوردن به�دست برای دارد. تیلور بسط بنابراین می�نگارد، خودش بر را واحد قرص و است،
می�آوریم: به�دست را زیر مقادیر تیلور بسط

b٠ =g(٠) = f(z٠)

b١ =g
′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠))

تابع این�که به توجه با نیست، S به متعلق پس نمی�باشد نرمالیزه g(z) چون

یعنی: |b٢
b١
| ≤ ٢ ،٣.٣.١ قضیه�ی بنابر لذا می�گیرد، قرار S در g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·

١
٢

∣∣∣f ′′(zo)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣ ≤ ٢

: داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

∣∣∣∣z٠f ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣∣ ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

: می�دهیم قرار است، دلخواه z٠ چون zf∣∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣∣ ≤ ۴r
١− r٢
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لذا: است واقع ٢r٢
١− r٢

مرکز به و ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf
′′(z)

f ′(z)
یعنی

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

: یعنی Rezf
′′(z)

f ′(z)
= r

∂

∂r
log |f ′(z)| می�دانیم ۶.٣.١ لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

: می�گیریم انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال

log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

داریم: لذا و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

: نتیجه در

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

با: است برابر k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع مشتق .٨.٣.١ مثال

k′(z) =
١+ z

(١− z)٣

می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ،٧.٣.١ قضیه�ی بالا�ی کران لذا

: آنگاه باشد، f(z) ∈ S اگر .٩.٣.١ قضیه

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١)

خطی با را ٠ نقطه�ی .|f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ٧.٣.١ قضیه�ی بنابر برهان.

می�گیریم: انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل z به مستقیم

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢
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آنگاه باشد، |f(z)| ≥ ١
۴ اگر حال است. برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی

تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر ۵.٣.١ قضیه�ی بر بنا باشد، |f(z)| < ١
۴ اگر و r

(١+ r)٢
≤ |f(z)|

: این�صورت در می�پوشاند را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن تصویر که است موجود z

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: ٧.٣.١ قضیه�ی به بنا طرفی از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داریم: لذا

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢

در ٩.٣.١ قضیه�ی بالای کران k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع برای .١٠.٣.١ مثال

می�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r

،nهر برای آنگاه باشد S رده�ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر وود)[١۶] (١٢لیتل .١١.٣.١ قضیه

.|an| ≤ en

باشد، داشته حقیقی ضرایب و باشد S رده��ی در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .١٢.٣.١ قضیه

.|an| ≤ n داریم n هر برای آنگاه

می�دهیم: قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Imf(z) = υ(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ

: داریم π تا ٠ از انتگرال�گیری و sinnθدر فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

٢
π

∫ π

٠
υ(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٧.١)

رابطه�ی: به توجه با
| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

می�شود: نتیجه (٧.١) رابطه�ی از لذا |sinnθ| ≤ n|sinθ| که داد نشان می�توان استقرایی روش به و

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ (٨.١)

١٢Littlewood
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: (٠ < θ < π,٠ < r < ١) آن در که ، υ(reiθ) ̸= ٠ می�دهیم نشان حال

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iυ(reiθ)

دارد. ثابتی جبری علامت ٠ < θ < π فاصله�ی در پس است، پیوسته تابعی θ به نسبت υ(reiθ) چون
: لذا

r = |a١r| =
∣∣∣∣٢π
∫ π

٠
υ(reiθ) sin θdθ

∣∣∣∣ = ٢
π

∫ π

٠
|υ(reiθ)| sin θdθ. (٩.١)

می�گردد. ثابت قضیه r → ١ با و می�آید بدست |anrn| ≤ nr رابطه ، (٨.١) (٩.١)در جایگزینی با

S∗رده�ی ۴.١

D از نقطه هر که مستقیمی خط پاره هرگاه گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان .١.۴.١ تعریف
قرص هرگاه گوییم ستاره�گون مبدأ به نسبت را f(z) ∈ S تابع بگیرد. قرار D در می�کند وصل z٠ به را
S∗ با S رده�ی زیر این است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود نگاشته میدانی بر f(z) با |z| < ١

می�شود. داده نشان

|z| < r < قرص١ هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ این�صورت در ،f(z) ∈ S فرضکنیم .٢.۴.١ لم
بنگارد. ستاره�گون میدان بر را

f(z) تابع در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗کنیم فرض ابتدا برهان.
می�باشد) مبدأ به نسبت ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنگاه باشد، w ∈ D اگر باشد.
می�کند. صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است تحلیلی |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تابع لذا
انتخاب را w١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون .|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون
٠ < t < ١ فرض با دلخواه t برای و |z١| < ١ فرض با ای z١ نقطه�ی برای این�صورت در می�کنیم.

: داریم

|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

همه�ی و Dr در ها w١ همه�ی برای مطلب این چون دارد. قرار Dr در tω١ که است معنی بدان این ولی
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١ که tها

برای به�طوری�که است موجود w٠ ∈ D نقطه آنگاه باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z) اگر برعکس،
می�کنیم انتخاب را |z| < r < ١ قرص اینک نمی�باشد. D به متعلق t٠w٠، (٠ < t٠ < ١) t٠ای،
نیست. Dr به متعلق t٠w٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون باشد. w٠ نقطه�ی شامل Dr تصویرش به�طوری�که

نمی�نگارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ، f(z) پس
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اگر: تنها اگرو f(z) ∈ S∗ این�صورت در باشد، f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ،٢.۴.١ لم به توجه با برهان.
w = f(reiθ)تا w = ٠ از شعاعی بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π) θ هر برای معادل بیان به باشد. ستاره�گون
صعودی اکیداً θ به نسبت که است تابعی arg f(reiθ) که است معنی بدان این ولی باشد Dr در باید
یک پس کند. قطع نقطه دو در حداقل را Dr مرز می�بایست شعاعی بردار این�صورت غیر در زیرا است،

،arg f(reiθ) = Im log f(reiθ) ولی می�شود. مشخص ∂

∂θ
arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تابع

بنابراین:

∂

∂θ

{
Im log f(reiθ)

}
= Im

{
∂

∂θ
log f(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

ω صفحه�ی |z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده�ی k(z)در = z

(١− z)٢
کوئب تابع .۴.۴.١ مثال

همچنین: و است شده بریده ∞ تا −١
۴ از حقیقی محور امتداد در که می�باشد

Re

{
zk′(z)

k(z)

}
= Re

{
١+ z

١− z

}

تک�ارز اما است ستاره�گون میدان یک f(z) برد که است آن از حاکی Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠ شرط

نمی�کند. تضمین را f(z) بودن

f ′(z) = a١ ̸= ٠ و باشد تحلیلی |z| < ١ در f(z) = a١z + a٢z
٢ + · · · کنیم فرض .۵.۴.١ قضیه

است. تک�ارز f(z) آنگاه Re
{
zf ′(z)

f(z)

}
> ٠ اگر

.|an| ≤ n ،n هر برای آنگاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.۴.١ قضیه

تابع f(z) ̸= ٠، ٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=

١+
∑∞

n=٢ nanz
n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (١٠.١)

نوشت: زیر صورت به را آن می�توان لذا است. تحلیلی |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (١١.١)
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می�دانیم: ٣.٣.١ قضیه�ی بنابر .Re {P (z)} > ٠ پس f(z) ∈ S∗، |z| < ١ برای طرفی از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (١٢.١)

داریم: (١١.١) و (١٠.١) از

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

anz
n)

می�رسیم: زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با

kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

: معادل به�صورت یا و

(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, · · · ) (١٣.١)

لذا: برد (١٣.١)به�کار در را مثلث نامساوی می�توان (١٢.١) کران از استفاده با

(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

باشیم داشته k = ٢,٣, · · · , n − ١ برای کنیم فرض سپس .|a٢| ≤ ٢ می�یابیم در فوق رابطه�ی از
: این�صورت در .|ak| ≤ k

(n− ١)|an| ≤ ٢ [(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا می�باشد برقرار |an| ≤ n رابطه�ی لذا و

: هرگاه می�شود نامیده (٠ ≤ α < ١) ،α مرتبه�ی از ستاره�گون f(z) ∈ S تابع .٧.۴.١ تعریف

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> α (|z| < ١)

می�دهیم. نشان S∗(α) به را S رده�ی زیر این

اگر (٠ ≤ α < ١) ،f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .٨.۴.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

.f(z) ∈ S∗(α) آنگاه

١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره یک در z f
′(z)

f(z)
دهیم نشان است ٧.۴.١کافی تعریف بر بنا برهان.

زیرا: دارد، z∣∣∣∣قرار f ′(z)

f(z)
− ١
∣∣∣∣ < ١− α⇒

∣∣∣∣١− z
f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < ١− α⇒ ١−
∣∣∣∣z f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < ١− α
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z∣∣∣∣بنابراین: f ′

f
− ١
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣zf ′ − f

f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣∣∣
≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١

١−
∑∞

n=٢ |an||z|n−١ ≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر: می�باشد ١− α بالای کران دارای قبل جمله�ی آخرین
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|)

بنابراین است. برقرار رابطه این فرض، بر بنا .
∑∞

n=٢(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل که

.|z f
′

f
− ١| ≤ ١− α

K رده�ی ۵.١

وصل به�هم را D از نقطه دو هر که مستقیمی خط پاره هرگاه گوییم محدب را D میدان .١.۵.١ تعریف
بگیرد. قرار D در می�کند

محدب میدان یک بر f(z) با |z| < ١ قرص هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تابع .٢.۵.١ تعریف
. می�دهیم نشان K با را S رده�ی زیر این شود، نگاشته

|z| < قرص هر f(z) اگر تنها اگرو f(z) ∈ K این�صورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۵.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را r < ١

تحتf(z)باشد. |z| < r < ١ Drتصویر و |z| < ١ Dتصویر f(z)و ∈ K فرضمی�کنیم ابتدا برهان.
tw١)+١− t)w٢، (٠ < t < ١) خط پاره که دهیم نشان باید می�کنیم. انتخاب Drدر را w٢، w١ نقاط
و ω١ = f(z١) که به�طوری� هستند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط دارد. قرار Dr در هم
تابع تحت |z| < ١ تصویر آنگاه |z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون . ω٢ = f(z٢)

|z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واقع D در g(z) = tf

(
(
z١
z٢
)z

)
+ (١ − t)f(z)

لم موجب به می�کند، صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است تحلیلی
: به�ویژه .|h(z)| ≤ |z| شوارتز

|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ≤ |z٢| < r (١۴.١)

ولی tw١ + (١ − t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در z٠ای نقطه�ی ، Dr ⊂ Dچون
پاره بر نقطه هر پس باشد. |z| < ١ قرص در می�بایست نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی بنابر(١.١۴)

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢ خط
در نقطه دو این بر مار پاره�خط که دارند وجود D در نقطه دو آنگاه نباشد K رده�ی در f(z) اگر برعکس،



٢١ K رده�ی .۵.١

نقطه دو این شامل Dr تصویرش که می�کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند قرصی اینک ندارد. قرار D
باشد، داشته قرار Dr در نمی�تواند می�کند، وصل به�هم را نقطه دو این که خطی پاره Dr ⊂ D چون باشد.

نمی�کند. تصویر محدب میدان یک بر را |z| < rقرص f(z) لذا

این�صورت در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد تحلیلی |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .۴.۵.١ قضیه
اگر: تنها و� اگر f(z) ∈ K

Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).

هندسی نظر از باشد. محدب میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و f(z)اگر ∈ K برهان.
مماس و می�نگارد ساده مرز یک بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تابع که است معنی بدان این
مماس زاویه�ی ضریب یعنی می�کند، حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θ افزایش با مرز، این بر
حقیقی محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای می�دانیم صعودیست، تابعی θ به نسبت مرز این بر

با: است برابر می�سازد

π

٢ + θ + arg f ′(z)

می�گردد: مشخص زیر شرط با محدب تابع لذا صعودیست، تابع این چون

∂

∂θ

(
π

٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠

لذا: و

١+
∂

∂θ

(
Im log f ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
(ireiθ)

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

این�صورت در باشد، D در نرمال و تحلیلی تابع یک f کنیم فرض (١٣الکساندر) .۵.۵.١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K

: این�صورت در g(z) = zf ′(z) اگر }برهان.
zg′(z)

g(z)

}
=

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تابع اگر تنها و اگر است مثبت و تحلیلی Dدر چپ سمت تابع لذا

.|an| ≤ ١ ،n هر برای این�صورت در باشد. K در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.۵.١ قضیه

قضیه�ی بر بنا لذا دارد قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∑∞

n=٢ nanz
n تابع ۵.۵.١ قضیه به توجه با برهان.

. |an| ≤ ١ نتیجه در و |nan| ≤ n ،nهر برای ۶.۴.١
١٣Alexander
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. |c| ≥ ١
٢ آنگاه f(z) ̸= c باشیم |z|داشته < ١ برای f(z) ∈ K اگر .٧.۵.١ قضیه

نقطه� دو ، است ارز تک |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ کمکی تابع می�دهیم نشان ابتدا برهان.
: این�صورت در می�کنیم انتخاب واحد قرص در z١ و z٠ متمایز

g(z٠)− g(z١) =
(
(c− f(z٠))

٢ − (c− f(z١))
٢
)

=
(
f(z٠)− f(z١)

)(
f(z٠) + f(z١)− ٢c

)
نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین می�باشد. ارز تک f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس: باشد. c مساوی نمی�تواند لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به ١٢ [f(z٠) + f(z١)]

f(z٠) + f(z١)− ٢c ̸= ٠

نرمال تابع بنابراین، است g(z) = c٢ − ٢cz + z٢ + · · · چون می�شود. ثابت g(z) ارزی تک لذا و
است. S در زیر

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + · · ·

پوششی قضیه�ی بردن به��کار با نیست. صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا ، h(z) ̸= c

٢ ، |z| < ١ در به�علاوه
می�یابیم: در

| c٢ | ≥
١
۴ و یا |c| ≥ ١

٢ .

:|z| = r < ١ برای آنگاه باشد، f(z) ∈ K اگر .٨.۵.١ قضیه

١
(١+ r)٢

≤ |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

را واحد قرص و پوشاست و یک به یک تحلیلی، w =
z + z٠
١+ z̄٠z

(|z٠| < ١) تابع می�دانیم برهان.
تابع: پس می�نگارد، خودش بر

g(z) = f

(
z + z٠
١+ z̄٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢

: بنابراین است. ارز تک و تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z̄١)٠− |z٢|٠)

)
.
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تابع این�که به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نمی�باشد نرمالیزه g(z) تابع چون

g(z)− g(٠)
g′(٠) = z +

b٢
b١
z٢ + · · ·

قضیه�ی۶.۵.١داریم: به بنا پس دارد وجود نیز K در لذا می�گیرد قرار Sدر

١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z̄٠

∣∣∣ ≤ ١

داریم: ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

∣∣∣z٠f ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

.

داریم: است دلخواه z٠ چون zf∣∣∣حال ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

=⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢

: می�گیریم انتگرال r تا ٠ از حال

−٢ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r)

: لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

،|z| = r < ١ برای آنگاه باشد f(z) ∈ K اگر .٩.۵.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

داریم |z| = r < ١ برای ٨.۵.١ قضیه�ی بنابر می�کنیم، اثبات را نامعادله راست طرف ابتدا برهان.

انتگرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم خط یک با z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

می�گیریم:

|f(z)| =|f(z٠)− f(٠)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt

≤
∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
=⇒ |f(z)| ≤ r

١− r
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است محدب f(z) برد چون و |f(z٠)| <
١
٢ بنابراین f(z٠) ∈ K چون نامعادله چپ طرف اثبات برای

می�نامیم، L را پاره�خط این دارد قرار f(z) برد در می�کند وصل f(z٠) به را مبدأ که پاره�خطی هر پس
داریم: w = f(z) دادن قرار با آنگاه باشد فوق پاره�خط وارون تصویر C اگر حال

|f(z٠)| =
∫
L

|dw| =
∫
c

|f ′(z)dz| ≥
∫
c

|f ′(z)||dz|

≥
∫
c

١
(١+ r)٢

dr =
r

١+ r

=⇒|f(z)| ≥ r

١+ r

=⇒ r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r



٢ فصل

تک�ارز همساز توابع

آن رده�های زیر و SH رده�ی ١.٢

g و h که نوشت f = h + ḡ به�صورت می�توان را U واحد دیسک در همساز مقدار مختلط تابع هر
تحلیلی تابع می�نامیم. f از تحلیلی مزدوج قسمت را g و تحلیلی قسمت را h هستند، تحلیلی U در
باشند. همساز مقدار حقیقی v و u اگر است D ⊂ C دامنه�ی در همساز مقدار مختلط f = u+ iv

نرمال و حافظ�جهت همساز، تک�ارز، مقدار، مختلط که f = h + ḡ توابع رده�ی .١.١.٢ تعریف
می�توان را f ∈ SH هر می�دهیم. نشان SH با را هستند باز واحد دیسک (٠)f)در = ٠, fz(٠) = ١)

هستند: زیر به�صورت g و h آن در که نوشت f = h+ ḡ به�صورت

h(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n , g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n (١.٢)

|h′(z)| > اگر هستند، تحلیلی U در g و h و هستند، دلخواه ضرایب (١.٢) در که می�کنیم ملاحظه
، باشد U در جهت حافظ و تک�ارز موضعا f اینکه برای کافیست و لازم شرطی شرط این آنگاه |g′(z)|

کردند. رابررسی SH از زیررده�هائی هندسی خواص برخی [٣] در -اسمال شیل و کلونی
اگر: |z| = r < ١ مقادیر برای

∂

∂θ
(argf(reiθ)) = Re

{
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

}
> ٠

است. ستاره�گون همساز (١.٢) به�صورت f تابع آنگاه ([١٢] به کنید (نگاه
از پس کردند. بررسی آن زیررده�های همراه به را SH رده�ی ٢ -اسمال شیل ، ١ کلونی ،١٩٨۴ سال در
SH از زیررده چند بررسی به فصل، این در شد. نوشته آن زیررده�های و SH با رابطه در مقاله چندین آن،
می�کنیم. مشخص را زیررده�ها این در توابع رشد کران�های و فرین نقاط ارزی، تک شرایط و می�پردازیم

١Clunie
٢Sheil-Small

٢۵



٢۶ تک�ارز همساز توابع .٢

α مرتبه�ی از ستاره�گون همساز توابع شامل که SH از زیررده�ای ،٠ ≤ α < ١ برای .٢.١.٢ تعریف
را (١.٣) به�صورت f = h+ ḡ تابع شد گفته قبل فصل در چنانچه می�دهیم. نمایش S∗

H(α) با را است
اگر: می�نامیم، |z| = r < ١ و ٠ ≤ α < ١ که α مرتبه�ی از ستاره�گون همساز

∂

∂θ
(argf(reiθ)) ≥ α, |z| = r < ١ (٢.٢)

هستند: زیر به�صورت f = h+ ḡ در g و h توابع که است S∗
H(α) از زیررده�ای TS∗

H(α) .٣.١.٢ تعریف

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn, g(z) =
∞∑
n=١

|bn|zn (٣.٢)

می�دهیم. نمایش S٠H با را است α = b١ = ٠ آن در که SH از زیررده�ای .۴.١.٢ تعریف

K٠زیررده�هایی
H و S∗٠

H فرضمی�کنیم می�پردازیم. SH مختلف زیررده�های بررسی به نخست، بخش در
محدب و ستاره�گون میدان�های روی به�ترتیب را U که هستند f مانند توابعی شامل که باشند S٠H از
f = h+ ḡ ضرایب که می�دهیم. نمایش TK٠

H و TS∗٠
H با را K٠

H و S∗٠
H زیررده�های به�علاوه، می�نگارند.

هستند: زیر به�صورت

h(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n, an ≥ ٠; g(z) = −

∞∑
n=٢

bnz
n, bn ≥ ٠ (۴.٢)

SH از رده�هائی زیر ١.١.٢

که کردند ثابت [١] در ۴ زلوتکیویچ و ٣ آوجی می�پردازیم. SH از زیررده دو بررسی به بخش این در
کافیست. S∗٠

H (α) در f = h + ḡ تابع گرفتن قرار برای
∑∞

n=٢ n(|an| + |bn|) ≤ ١ ضریبی شرایط
شرطی ضریبی شرایط این نیز باشند منفی bn و an و b١ = ٠ ، (١.٢) در اگر کرد ثابت سیلورمن[١٣]۵
برهان دارد. بستگی b١ = ٠ محدودیت به موضوع آمده، بدست نتیجه دو هر در که کنید توجه است. لازم
S∗
H(α) در (١.٢) به��صورت f = h+ ḡ تابع قرارگیری برای کافی ضریبی شرایط بخش این در شده ارائه

نیست. صفر لزوماً b١ و ٠ ≤ α < ١ که می�کند فراهم را

f آنگاه کند، صدق
∑∞

n=٢ n(|an| + |bn|) ≤ ١ شرط در f ∈ SH تابع ضرایب اگر .۵.١.٢ قضیه
است. ستاره�گون همساز

که: کنید توجه ابتدا برهان.

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=١

n|an|rn−١ >

∞∑
n=٢

n|bn|rn−١ ≥ |g′(z)|,

٣Avci
۴Zlotkiewicz
۵Silverman
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و ٠ < r < ١ اگر دهیم، نشان است.کافیست جهت حافظ و ارز تک موضعا f بنابراین

داریم: است. ∂
∂θ

(arg f(reiθ)) > ٠ آنگاه ٠ ≤ θ < ٢π

f(reiθ) = reiθ +
∞∑
n=٢

(ane
inθ + b̄ne

−inθ)rn,

∂

∂θ
(arg f(reiθ)) = Im

( ∂
∂θ

log f(reiθ)
)

= Re
{١+

∑∞
n=٢ n(ane

i(n−١)θ − b̄ne
−i(n+١)θ)rn−١

١+
∑∞

n=٢(ane
i(n−١)θ + b̄ne−i(n+١)θ)rn−١

}
:= Re

١+ A(z)

١+B(z)

دهیم: اگرقرار حال

١+ A(z)

١+B(z)
=

١+ w(z)

١− w(z)

ولی بود، خواهد ∂

∂θ
(argf(reiθ)) > ٠ آنگاه باشد، |w(z)| ≤ r همچنین و

w(z) =
A−B

٢+ A+B
=

∑∞
n=٢

[
(n− ١)(anei(n−١)θ − (n+ ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١

٢+
∑∞

n=٢

[
(n+ ١)(anei(n−١)θ − (n− ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١

بنابراین:

|w(z)| ≤

∑∞
n=٢

[
(n− ١)|an|+ (n+ ١)|bn|

]
r

٢−
∑∞

n=٢

[
(n+ ١)|an|+ (n− ١)|bn|

]
r
.

باشد.
∑∞

n=٢ n(|an|+ |bn|) ≤ ١ اگر، تنها و اگر است کراندار r توسط بالا از آخر عبارت

صدق
∑∞

n=٢ n
٢(|an|+ |bn|) ≤ ١ شرط در به�صورت(٢.۵) f ∈ SH تابع ضرایب اگر .۶.١.٢ نتیجه

است. محدب همساز f آنگاه کند

می�شود. حاصل نتیجه ۵.١.٢ قضیه و (الکساندر) ۵.۵.١ قضیه از استفاده با برهان.

است. نیز ارز تک همساز U واحد دیسک در f تابع ،۵.١.٢ قضیه�ی شرایط تحت .٧.١.٢ نتیجه

می�شود. نتیجه آن بودن ستاره�گون از f تک�ارزی و است تحلیلی f(z) آنگاه باشد، g(z) ≡ ٠ اگر برهان.
آنگاه: باشد، z١ ̸= z٢ و g(z) ̸≡ ٠ اگر
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∣∣∣f(z١)− f(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣ ≥ ١−
∣∣∣ g(z١)− g(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣
= ١−

∣∣∣ ∑∞
n=٢ bn(z

n
١ − zn٢ )

(z١ − z٢) +
∑∞

n=٢ an(z
n
١ − zn٢ )

∣∣∣
> ١−

∑∞
n=٢ n|bn|

١−
∑∞

n=٢ n|an|
≥ ٠

می�کند. اثبات را تک�ارزی که

منفی ضرایب با تک�ارز همساز توابع از رده�هایی زیر ٢.١.٢

و همساز توابع اینکه برای کافی و لازم شرط سپس و کرده معرفی را HP (β) رده�ی ابتدا بخش دراین
تک�ارز همساز توابع اینکه برای می�دهند نشان شرایط این می�دهیم. ارائه را باشند رده این در نرمالیزه

باشند. منفی g و h در ضرایب باید باشند

می�دهیم: نشان HP (β) با را کنند زیرصدق شرط در که SH از رده�هایی زیر .٨.١.٢ تعریف

Re{h′(z) + g′(z)} > β, ٠ ≤ β < ١ (۵.٢)

باشند: زیر به�صورت f = h+ ḡ در g و h که می�گیریم HP (β) از رده�هایی زیر را THP (β) به�علاوه و

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn , g(z) = −
∞∑
n=١

|bn|zn (۶.٢)

.HP (β٢) ⊆ HP (β١) آنگاه ٠ ≤ β١ ≤ β٢ < ١ اگر است بدیهی
می�آوریم. به�دست f = h+ ḡ ∈ HP (β) در g و h برای دقیق ضرایب زیر قضایای از استفاده با

به�علاوه: و باشد شده داده (١.٢) به�صورت f = h+ ḡ کنیم فرض .٩.١.٢ قضیه
∞∑
n=١

n(|an|+ |bn|) ≤ ٢− β, (٧.٢)

.f ∈ HP (β) و است U در جهت حافظ و تک�ارز همساز، f آنگاه .٠ ≤ β < ١ و a١ = ١ که

(٧.٢) از استفاده با داریم |z١| ≤ |z٢| < ١ برای برهان.

|f(z١)− f(z٢)| ≥ |h(z١)− h(z٢)| − |g(z١)− g(z٢)|

≥ |z١ − z٢|

(
١−

∞∑
n=٢

n|an||z٢|n−١ −
∞∑
n=١

n|bn||z٢|n−١

)

> |z١ − z٢|

[
١− |z٢|

(
∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

n|bn|

)]
≥ |z١ − z١]|٢− |z١)|٢− β)] > ٠
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زیرا: است جهت حافظ U در f است. تک�ارز U در f بنابراین

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١

> ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ β +
∞∑
n=١

n|bn|

>

∞∑
n=١

n|bn||z|n−١ ≥ |g′(z)|.

که: دانیم می� ،f ∈ HP (β) می�دهیم نشان حال

Rew ≥ β ⇐⇒ |١− β + w| ≥ |١+ β − w|

نتیجه: در w = x+ iy کنیم، فرض زیرا

|١− β + w|٢ =(١− β + x)٢ + y٢

|١+ β − w|٢ =(١+ β − x)٢ + y٢

داریم: بنابراین

(١− β + x)٢ + y٢ ≥(١+ β − x)٢ + y٢

⇐⇒ (١− β + x)٢ ≥(١+ β − x)٢ ⇐⇒ x ≥ β

که: دهیم نشان کافیست پس
|١− β + h′(z) + g′(z)| − |١+ β − h′(z)− g′(z)| ≥ ٠ (٨.٢)

می�آوریم: به�دست (٨.٢) در g′(z) و h′(z) جایگذاری با

|١− β + h′(z) + g′(z)| − |١+ β − h′(z)− g′(z)|

=

∣∣∣∣∣٢− β +
∞∑
n=٢

nanz
n−١ +

∞∑
n=١

nbnz
n−١

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣β −

∞∑
n=٢

nanz
n−١ −

∞∑
n=١

nbnz
n−١

∣∣∣∣∣
≥٢
[
(١− β)−

(
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ +
∞∑
n=١

n|bn||z|n−١

)]

> ٢
[
١− β −

(
∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

n|bn|

)]
≥ ٠

همساز: تابع

f(z) = z +
∞∑
n=٢

١− β

n
xnz

n +
∞∑
n=١

١− β

n
ynzn, (٩.٢)
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مقادیر: برای
∞∑
n=٢

|xn|+
∞∑
n=١

|yn| = ١

است) برقرار (٧.٢) در تساوی حالت (یعنی هستند. دقیق (٧.٢) در شده تعریف کران�های می�دهد نشان
زیرا: هستند HP (β) در می�شوند تعریف (٩.٢) به�صورت که توابعی

∞∑
n=١

n(|an|+ |bn|) = ١+ (١− β)

(
∞∑
n=٢

|xn|+
∞∑
n=١

|yn|

)
= ٢− β.

تصمیم می�شود باعث f = h+ ḡ از ضرایب مطلق قدر روی ١٠.١.٢ قضیه�ی در شده قرار�داده محدودیت
ثابت بعدی قضیه��ی در بمانند. HP (β) رده�ی در دارند تمایل هنوز f از ضرایب دلخواه چرخش با بگیریم

کنند. حرکت نمی�توانند ضرایب کران�های که می�کنیم

و اگر f ∈ THP (β) آنگاه �باشد، شده داده� (۶.٢) به�صورت f = h + ḡ کنیم فرض .١٠.١.٢ قضیه
اگر: تنها

∞∑
n=١

n(|an|+ |bn|) ≤ ٢− β (١٠.٢)

.٠ ≤ β < ١ و a١ = ١ که

f = h+ ḡ ∈ HP (β) چون ٩.١.٢ قضیه�ی از استفاده با می�کنیم توجه اول طرف اثبات برای برهان.
f ∈ اگر می�دهیم نشان عکس اثبات برای .f ∈ THP (β) پس است (۶.٢) به�صورت f و است
تابع اینکه برای کافیست و لازم شرطی زیر شرط چون است. برقرار (١٠.٢) شرط آنگاه THP (β)

باشد: THP (β) رده�ی در (۶.٢) به�صورت

Re{h′(z) + g′(z)} > β

بنابراین:

Re

{
١−

∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ −
∞∑
n=١

n|bn|z|n−١

}
> β

داریم: z → ١− که z از حقیقی مقادیر انتخاب با حال

١−
∞∑
n=٢

n|an| −
∞∑
n=١

n|bn| ≥ β,

است. قضیه حکم دقیقا که

آنگاه: ،f ∈ THP (β) اگر .١١.١.٢ قضیه

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
١
١)٢− |b١| − β)r٢, |z| = r < ١

و

|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −
١
١)٢− |b١| − β)r٢, |z| = r < ١
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می�آوریم: به�دست f از گرفتن قدر�مطلق با ،f ∈ THP (β) کنیم فرض برهان.

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١
٢

∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|)r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١
١)٢− |b١| − β)r٢

و

|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≥ (١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

≥ (١− |b١|)r −
١
٢

∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|)r٢

≥ (١− |b١|)r −
١
١)٢− |b١| − β)r٢

(١.٢) به�صورت توابع برای ١٣.٢ قضیه�ی در �شده داده کران�های آنگاه باشد برقرار (٧.٢) شرط اگر
است. برقرار نیز

توابع:

f(z) = z − |b١|z̄ −
١
١)٢− |b١| − β)z̄٢

و

f(z) = z − |b١|z̄ −
١
١)٢− |b١| − β)z٢

هستند. دقیق ١٠.١.٢ قضیه�ی کران�های می�دهند، نشان نامعادلات چپ طرف و |b١| ≤ ١− β برای

آنگاه: ،f ∈ THP (β) اگر .١٢.١.٢ نتیجه

{w : |w| < ١
١)٢− |b١|+ β)} ⊂ f(U)

می�دهیم نشان clcoTHP (β) با که را THP (β)محدب پوسته�ی اکسترمال نقاط بعدی قضیه�ی در
می�کنیم. بررسی
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اگر: تنها و اگر f ∈ clcoTHP (β) .١٣.١.٢ قضیه

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn) (١١.٢)

که

h١(z) = z, hn(z) = z − ١− β

n
zn; n = ٢,٣, · · ·

و

gn(z) = z − ١− β

n
z̄n; n = ١,٢,٣, · · ·

و
∞∑
n=١

(λn + γn) = ١ λn ≥ ٠, γn ≥ ٠

هستند. gn و hn ، THP (β) از فرین نقاط به�ویژه

می�کنیم: ثابت (١١.٢) به�صورت f تابع برای برهان.
∞∑
n=١

n(|an|+ |bn|) < ١− β

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn) =
∞∑
n=١

λnhn +
∞∑
n=١

γng
n

= λ١z +
∞∑
n=٢

λnz −
∞∑
n=٢

١− β

n
λnz

n +
∞∑
n=١

γnz
n −

∞∑
n=١

١− β

n
γnz̄

n

=
∞∑
n=١

(λn + γn)z −
∞∑
n=٢

١− β

n
λn︸ ︷︷ ︸

an

zn −
∞∑
n=١

١− β

n
γn︸ ︷︷ ︸

bn

z̄n

آنگاه:
∞∑
n=٢

n

١− β

(
١− β

n
λn

)
+

∞∑
n=١

n

١− β

(
١− β

n
γn

)
∞∑
n=٢

λn +
∞∑
n=١

γn = ١− λ١ ≤ ١

.f ∈ clcoTHP (β) بنابراین
مجموعه�ی: ، f ∈ clcoTHP (β) کنیم فرض برعکس

λn =
n

١− β
|an| =⇒ |an| =

١− β

n
λn n = ٢,٣, · · ·

γn =
n

١− β
|bn| =⇒ |bn| =

١− β

n
γn n = ١,٢,٣, · · ·
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داریم: پس
∑∞

n=١ n (|an|+ |bn|) ≤ ٢ − β چون ١٠.١.٢ قضیه�ی طبق آنگاه می�گیریم، نظر در را
: بنابراین ،٠ ≤ γn ≤ ١ و ٠ ≤ λn ≤ ١

١+
∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

n|bn|

= λ١ +
∞∑
n=٢

n
١− β

n
λn +

∞∑
n=١

n
١− β

n
γn

= ٢− β =⇒ λ١ + (١− β)
∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

γn = ١− β

=⇒ λ١ +
∞∑
n=٢

λn +
∞∑
n=١

γn = ١ =⇒ λ١ = ١−
∞∑
n=٢

λn −
∞∑
n=١

γn

داریم: بنابراین ،λ١ ≥ ٠ ،١٠.١.٢ قضیه�ی از استفاده با که می�کنیم توجه

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn)

بنابراین است. بسته و محدب THP (β) که دید می�توان آسانی به� ١٠.١.٢ قضیه��ی از استفاده با
.clcoTHP (β) = THP (β)

می�شود. نگاشته� ستاره�گون دامنه�ی یک به U از THP (β) از عضو هر .١۴.١.٢ قضیه

آنگاه: f ∈ THP (β) اگر کنیم ثابت کافیست برهان.

Re

{
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

}
> ٠

که: دهیم نشان +١|کافیست w| > |١− w| اگر تنها اگرو Rew > ٠ که حقیقت این از استفاده با

|h(z) + g(z) + zh′(z)− zg′(z)| − |h(z) + g(z)− zh′(z) + zg′(z)| ≥ ٠

می�کنیم: تعریف زیرا

w :=

{
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

}
, A := zh′(z)− zg′(z), B := h(z) + g(z)

داریم: بنابراین

|١+ w| =
∣∣∣∣١+

A

B

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣B + A

B

∣∣∣∣ > ∣∣∣∣B − A

B

∣∣∣∣
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دهیم: نشان کافیست نتیجه در

|B + A| − |B − A| > ٠

|h(z) + g(z) + zh′(z)− zg′(z)|

− |h(z) + g(z)− zh′(z) + zg′(z)|

=

∣∣∣∣∣٢z −
∞∑
n=٢

(n+ ١)|an|zn +
∞∑
n=١

(n− ١)|bn|z̄n
∣∣∣∣∣

−

∣∣∣∣∣
∞∑
n=٢

(n− ١)|an|zn −
∞∑
n=١

(n− ١)|bn|z̄n
∣∣∣∣∣

≥ ٢|z|
[
١−

∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ −
∞∑
n=١

n|bn||z|n−١

]

> ٢|z|
[
١−

(
∞∑
n=٢

n|an| −
∞∑
n=١

n|bn|

)]
≥ ٢|z|[١− (١− β)] = ٢|z|β ≥ ٠

که Ur دیسک از THP (β) رده�ی در تابع هر ١ − β > |b١| که β از مقادیری برای .١۵.١.٢ قضیه

می�شود. نگاشته محدب دامنه�ی به r < ١
١)٢− β − |b١|)

۶.١.٢داریم: طبق و r−١f(rz) ∈ THP (β) آنگاه ٠ < r < ١ و f ∈ THP (β) کنیم فرض برهان.
∞∑
n=٢

n٢(|an|+ |bn|)rn−١

=
∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|)(nrn−١)

≤
∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|) ≤ ١− β − |b١| ≤ ١

زیرا: است صادق نامعادله این و nrn−١ ≤ ١
١− β − |b١|

آنکه به�شرط

r <
١

١)٢− β − |b١|)

را زیر در شده تعریف مجموعه�ی f(z) = z−
∑∞

n=٢ |an|zn −
∑∞

n=١ z̄ کنیم فرض .١۶.١.٢ تعریف
می�نامیم: f از همسایگی δ

Nδ(f) =

{
F : F (z) = z −

∞∑
n=٢

|An|zn −
∞∑
n=١

|Bn|z̄n;
∞∑
n=١

n(|an − An|+ |bn −Bn|) ≤ δ

}



٣۵ آن رده�های زیر و SH رده�ی .١.٢

همساز تابعی F آنگاه F ∈ Nδ(f) اگر δ ≤ β+٢|b١| و f ∈ THP (β) کنیم فرض .١٧.١.٢ قضیه
است. ستاره�گون و

کنیم: فرض برهان.

F (z) = z −
∞∑
n=٢

|An|zn −
∞∑
n=١

|Bn|z̄n

نتیجه: در ،Nδ به متعلق

∞∑
n=١

n(|An|+ |Bn|)

≤
∞∑
n=٢

n(|an − An|+ |bn −Bn|)

+
∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|) + |B١ − b١| − |b١|

≤ δ − |b١|+ (١− β − |b١|) ≤ ١.

است. ستاره�گون همساز تابع یک F (z) بنابراین

تلفیق انتگرال و تلفیق از استفاده با تک�ارز توابع از رده�هائی زیر ٣.١.٢

مقدمه

می�شوند تعریف تلفیق انتگرال و تلفیق وسیله به که تک�ارز همساز توابع از زیررده�هائی بخش این در
را تلفیق شرایط و فرین نقاط ضرایب، ویژگی�های همچون آن�ها از پایه�ای خواص و می�کنیم تعریف را

می�کنیم. بررسی
باشد. |b١| < ١ ، (١.٢) در شده تعریف f می�کنیم فرض بخش این سراسر در

باشند: زیر به�صورت f = h+ ḡ در g و h که می�گیریم SH از رده�هائی زیر TSHرا .١٨.١.٢ تعریف

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn , g(z) =
∞∑
n=١

|bn|zn; |b١| < ١ (١٢.٢)

k−UCV به�نام که را یکنواخت محدب −k تحلیلی توابع از رده�ای [١٨] در کاناس۶ و آرسوزلا اخیراً
اگر: تنها و اگر دادند fقرار توابع رده�ی را k − UCV بنابراین ، (K ≥ ٠) کردند بررسی ،

Re

{
١+

(z − ζ)f ′′(z)

f ′(z)

}
≥ ٠ (|ζ| ≤ k; z ∈ U) (١٣.٢)

۶Urszula and Kanas
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نوشت: زیر به�صورت می�توان را (١٣.٢) شرط آنگاه ،ζ = −kzeiθ اگر θ ∈ R برای

Re

{
١+ (١+ keiθ)

zf ′′(z)

f ′(z)

}
≥ ٠ (١۴.٢)

(١.٢) به�صورت g و h که f = h + ḡ توابع شامل که کرد معرفی را HCV (k, α) رده�ی [٨] در کیم٧
می�کنند: صدق زیر شرط در و هستند

Re

{
١+ (١+ keiθ)

z٢h′′(z) + ٢zg′(z) + z٢g′′(z)

zh′(z)− zg′(z)

}
≥ α (٠ ≤ α < ١; θ ∈ R; k ≥ ٠)

(١۵.٢)

داشته�باشیم اگر که می�گیریم، ستاره�گون توابع از رده�ای را K − USTرده�ی .١٩.١.٢ تعریف
اگر: تنها و اگر ψ ∈ K − UST ،آنگاه f ∈ K − UCV چنانچه ψ(z) = zf ′(z)

Re

{
(١+ keiθ)

zψ′(z)

ψ(z)
− keiθ

}
≥ ٠ ((٢۶.٢) شرط از استفاده (با (١۶.٢)

می�دهیم. تعمیم همساز توابع به را ،K − UST رده�ی

شرط و هستند (١.٢) به�صورت g و h که می�گیریم توابعی رده�ی را HST (k, α) رده�ی .٢٠.١.٢ تعریف
دارند: را زیر

Re

{
(١+ keiθ)

zf ′(z)

f(z)
− keiθ

}
≥ α (٠ ≤ α < ١; θ ∈ R; k ≥ ٠) (١٧.٢)

داریم: دهیم قرار ، h+ ḡ (١٧.٢) در f به�جای اگر

Re

{
(١+ keiθ)

zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− keiθ

}
≥ α (١٨.٢)

تعریف زیر به�صورت F = z+
∑∞

n=٢Anz
n و f = z+

∑∞
n=٢ anz

n تابع دو تلفیق .٢١.١.٢ تعریف
می�شود:

(f ∗ F )(z) = z +
∞∑
n=٢

anAnz
n, (١٩.٢)

می�شود: تعریف زیر به�صورت آن تلفیق انتگرال و

(f ⋄ F )(z) = z +
∞∑
n=٢

anAn

n
zn (٢٠.٢)

داریم: (٢٠.٢) و (١٩.٢) از استفاده با

(f ⋄ F )(z) =
∫ z

٠

(f ∗ F )(t)
t

dt.

٧Kim
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چنانچه f = h+ ḡ توابع شامل HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی زیر می�کنیم مشاهده اکنون .٢٢.١.٢ تعریف
باشد: برقرار زیر شرط و باشند (١.٢) به�صورت g و h

Re

{
(١+ keiθ)

h(z) ∗ ϕ(z)− g(z) ∗ χ(z)
h(z) ⋄ χ(z) + g(z) ⋄ χ(z)

− keiθ

}
≥ α (٠ ≤ α < ١; k ≥ ٠; θ ∈ R)

(٢١.٢)

می�شوند: تعریف زیر به�صورت χ و ϕ که

ϕ(z) = z +
∞∑
n=٢

λnz
n (λn ≥ ٠) χ(z) = z +

∞∑
n=٢

µnz
n, (µn ≥ ٠) (٢٢.٢)

در که است HST (ϕ, χ, k, α) از رده�هایی زیر HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی که می�کنیم توجه به�علاوه
هستند. (١٢.٢) به�صورت g و h آن

بررسی را آن�ها زیررده�های و HST (ϕ, χ, k, α) و HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی خواص بخش این در
می�کنیم.

ضرایب برای کران و قدرمطلق رشد قضیه�ی ۴.١.٢

و هستند (٢٢.٢) در χ(z) و ϕ(z) می�کنیم فرض بخش این سراسر در باشد نشده قید دیگر موارد اگر
.θ ∈ R و k ≥ ٠ و ٠ ≤ α < ١

کنیم: فرض به�علاوه و باشند (١.٢) به�صورت g و h چنانچه f = h+ ḡ کنیم فرض .٢٣.١.٢ قضیه

∞∑
n=٢

λn
n

(
(١+ k)n− (k + α)

١− α

)
|an|+

∞∑
n=١

µn

n

(
(١+ k)n+ (k + α)

١− α

)
|bn| ≤ ١

(٢٣.٢)

که

n١)٢− α) ≤ λn[(١+ k)n− (k + α)],

n١)٢− α) ≤ µn[(١+ k)n+ (k + α)]; n ≥ ٢

.f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) همچنین و است U باز واحد دیسک در جهت حافظ و همساز تک�ارز، f آنگاه



٣٨ تک�ارز همساز توابع .٢

است، U در تک�ارز موضعا و جهت حافظ f می�دهیم نشان ابتدا برهان.

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١

> ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١−
∞∑
n=٢

λn
n

(
(١+ k)n− (k + α)

(١− α)

)
|an|

≥
∞∑
n=١

µn

n

(
(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)

)
|bn| ≥

∞∑
n=١

n|bn|

≥
∞∑
n=١

n|bn|rn−١ > |g′(z)|

آنگاه: z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ U کنیم فرض است، تک�ارز U در f می�دهیم نشان −(z١)f∣∣∣∣حال f(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣∣ ≥ ١−
∣∣∣∣ g(z١)− g(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣∣
= ١−

∣∣∣∣ ∑∞
n=١ bn(z

n
١ − zn٢ )

(z١ − z٢) +
∑∞

n=٢ an(z
n
١ − zn٢ )

∣∣∣∣
≥ ١−

∑∞
n=١ n|bn|

١−
∑∞

n=٢ n|an|

> ١−

∑∞
n=١

µn

n
(
(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)
)|bn|

١−
∑∞

n=٢
λn
n
(
(١+ k)n− (k + α)

(١− α)
)|an|

≥ ٠

(٢٣.٢) شرط اگر دهیم نشان کافیست تعریف از استفاده با ،f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) می�دهیم نشان حال
است: برقرار (٢١.٢) شرط آنگاه باشد، برقرار

Re

{
(١+ keiθ)(h(z) ∗ ϕ(z)− g(z) ∗ χ(z))− (keiθ + α)(h(z) ⋄ χ(z) + g(z) ⋄ χ(z))

h(z) ⋄ χ(z) + g(z) ⋄ χ(z)

}
≥ ٠ (٢۴.٢)

مقادیر برای ReA(z)
B(z)

≥ می�آوریم٠ به�دست (١−α)z بر تقسیم و (٢۴.٢) در χ ، ϕ ، h جایگذاری با
می�دهیم: قرار B(z) و A(z)

A(z) =١+
∞∑
n=٢

λn(١+ keiθ)n− (keiθ + α)

n(١− α)
anz

n−١

−z
z

∞∑
n=١

µn(١+ keiθ)n+ (keiθ + α)

n(١− α)
bnz

n−١
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و

B(z) = ١+
∞∑
n=٢

λn
n
anz

n−١ +
z̄

z

∞∑
n=١

µn

n
bnz̄

n−١

آنگاه: w = x+ iy اگر زیرا ،U در |١+ w| ≥ |١− w| اگر تنها و اگر Re(w) ≥ ٠ می�دانیم

|١+ w|٢ = (١+ x)٢ + y٢

|١− w|٢ = (١− x)٢ + y٢

⇔ (١+ x)٢ + y٢ ≥ (١− x)٢ + y٢ ⇔ (١+ x)٢ ≥ (١− x)٢ ⇔ x ≥ ٠

دهیم: نشان کافیست بنابراین

|A(z) +B(z)| − |A(z)−B(z)| ≥ ٠

می�آوریم: به�دست B(z) و A(z) جایگذاری با

|A(z) + B(z)| − |A(z)−B(z)|

=

∣∣∣∣∣٢+
∞∑
n=٢

λn
n

(١+ keiθ)n− (keiθ + ٢α− ١)
(١− α)

anz
n−١

−
( z̄
z

) ∞∑
n=١

µn

n

(١+ keiθ)n+ (keiθ + ٢α− ١)
(١− α)

bnz̄
n−١

∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣
∞∑
n=٢

λn
n

(١+ keiθ)n− (kei + ١)
(١− α)

anz
n−١

−
( z̄
z

) ∞∑
n=١

µn

n

(١+ keiθ)n+ (kei + ١)
(١− α)

bnz̄
n−١

∣∣∣∣∣
≥ ٢−

∞∑
n=٢

λn
n

(١+ k)n− (k + ٢α− ١)
(١− α)

|an||z|n−١

−
∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n+ (k + ٢α− ١)
(١− α)

|bn||z|n−١

−
∞∑
n=٢

λn
n

(١+ k)n− (k + ١)
(١− α)

|an+١||z|n−١

−
∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n+ (k + ١)
(١− α)

|bn||z|n−١

≥ ٢
{
١−

∞∑
n=٢

λn
n

(١+ k)n− (k + α)

(١− α)
|an| −

∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n− (k + α)

(١− α)
|bn|

}
≥ ٠ (٢٣.٢) از استفاده با
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. کردیم استفاده |١+ w| ≥ |١− w| اگر تنها و اگر Rew ≥ ٠ که حقیقت این از برهان این در

همساز: تابع

f(z) = z+
∞∑
n=٢

n

λn

(١− α)

(١+ k)n− (k + α)
xn︸ ︷︷ ︸

an

zn+
∞∑
n=١

n

µn

(١− α)

(١+ k)n+ (k + α)
ȳn︸ ︷︷ ︸

bn

z̄n (٢۵.٢)

هستند. دقیق (٢٣.٢) ضرایب کران�های می�دهد نشان ،
∑∞

n=٢ |xn|+
∑∞

n=١ |yn| = ١ که
زیرا: هستند HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی در (٢۵.٢) به�صورت توابع

∞∑
n=٢

[
λn
n

(١+ k)n− (k + α)

(١− α)
|an|+

∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)
|bn|

]

=
∞∑
n=٢

|xn|+
∞∑
n=١

|yn| = ١

می�کند. کامل را برهان این و

اگر f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) آنگاه، باشند به�صورت(١٢.٢) g و h که f = h+ ḡ اگر .٢۴.١.٢ قضیه
اگر: تنها و

∞∑
n=٢

λn
n

(
(١+ k)n− (k + α)

(١− α)

)
|an|+

∞∑
n=١

µn

n

(
(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)

)
|bn| ≤ ١

(٢۶.٢)

کنیم، ثابت را ( اگر (فقط قسمت داریم نیاز ما HST (ϕ, χ, k, α) ⊂ HST (ϕ, χ, k, α) چون برهان.
این�است�که: f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) اینکه برای کافی و لازم شرط می�کنیم توجه

Re

{
(١+ keiθ)

h(z) ∗ ϕ(z)− g(z) ∗ χ(z)
h(z) ⋄ χ(z) + g(z) ⋄ χ(z)

− keiθ

}
≥ α (٠ ≤ α < ١; k ≥ ٠; θ ∈ R)

با: است معادل که

Re

{
(١+ keiθ)(h(z) ∗ ϕ(z)− g(z) ∗ χ(z))− (keiθ + α)(h(z) ⋄ χ(z) + g(z) ⋄ χ(z))

h(z) ⋄ χ(z) + g(z) ⋄ χ(z)

}
≥ ٠,
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بنابراین:

Re

{
(١− α)z −

∑∞
n=٢

λn

n
[(١+ keiθ)n− (keiθ + α)]|an|zn

z −
∑∞

n=٢
λn

n
|an|zn +

∑∞
n=١

µn

n
|bn|z̄n

−
∑∞

n=١
µn

n
[(١+ keiθ)n+ (keiθ + α)]|bn|z̄n

z −
∑∞

n=٢
λn

n
|an|zn +

∑∞
n=١

µn

n
|bn|z̄n

}

= Re

{
(١− α)z −

∑∞
n=٢

λn

n
[(١+ keiθ)n− (keiθ + α)]|an|zn−١

١−
∑∞

n=٢
λn

n
|an|zn−١ + z̄

z

∑∞
n=١

µn

n
|bn|z̄n−١

−
( z̄
z
)
∑∞

n=١
µn

n
[(١+ keiθ)n+ (keiθ + α)]|bn|z̄n−١

١−
∑∞

n=٢
λn

n
|an|zn−١ + z̄

z

∑∞
n=١

µn

n
|bn|z̄n−١

}
> ٠ (٢٧.٢)

با: است معادل (٢٧.٢) شرط پس Re(eiθ) ≤ |eiθ| = ١ }چون
١−

∑∞
n=٢

λn

n
(١+k)n−(k+α)

١−α
|an|rn−١

١−
∑∞

n=١
λn

n
|an|rn−١ +

∑∞
n=١

µn

n
|bn|rn−١

−
∑∞

n=١
µn

n
(١+k)n+(k+α)

١−α
|bn|rn−١

١−
∑∞

n=٢
λn

n
|an|rn−١ +

∑∞
n=١

µn

n
|bn|rn−١

}
≥ ٠ (٢٨.٢)

می�شود، منفی z = r → ١ مقادیر برای (٢٨.٢) کسر صورت آنگاه نباشد برقرار (٢۶.٢) شرط اگر
شد. کامل قضیه برهان بنابراین ، f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) با است متناقض که

|z| = r < ١ برای آنگاه ،f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) کنیم فرض .٢۵.١.٢ قضیه

و |b١| <
١− α

٢k + α + ١ و

Dn ≤ λn
n
, En ≤ µn

n
, nبرای ≥ ٢, C = min{Dn, En} (٢٩.٢)

داریم:

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
{

(١− α)

C(٢+ k − α)
− ٢k + ١+ α

C(٢+ k − α)
|b١|
}
r٢

و

|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −
{

(١− α)

C(٢+ k − α)
− ٢k + ١+ α

C(٢+ k − α)
|b١|
}
r٢

هستند. دقیق نتایج می�کنند ثابت

اثبات مشابه به�طور نامعادله راست سمت ، می�کنیم ثابت را نامعادله چپ طرف برهان برای برهان.
می�شود.



۴٢ تک�ارز همساز توابع .٢

داریم: بنابراین f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) کنیم فرض

|f(z)| =

∣∣∣∣∣z −
∞∑
n=٢

|an|zn +
∞∑
n=١

|bn|z̄n
∣∣∣∣∣

≥ r − |b١|r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

≥ r − |b١|r −
(١− α)

C(٢+ k − α)

∞∑
n=٢

C((١+ k)n− (k + α))

(١− α)
(|an|+ |bn|)r٢

≥ r − |b١|r −
(١− α)

C(٢+ k − α)

∞∑
n=٢

{
C((١+ k)n− (k + α))

(١− α)
|an|

+
C((١+ k)n− (k + α))

(١− α)
|bn|
}
r٢

≥ (١− |b١|)r −
(١− α)

C(٢+ k − α)

{
١− ٢k + ١+ α

(١− α)
|b١|
}
r٢

≥ (١− |b١|)r −
{

(١− α)

C(٢+ k − α)
− ٢k + ١+ α

C(٢+ k − α)
|b١|
}
r٢

هستند: HST (ϕ, χ, k, α) در زیر توابع می�دهد نشان قضیه این در آمده به�دست کران�های

f(z) = z + |b١|z̄ +
(

(١− α)

C(٢+ k − α)
− ٢k + ١+ α

C(٢+ k − α)
|b١|
)
z̄٢

و

f(z) = (١− |b١|)z −
(

(١− α)

C(٢+ k − α)
− ٢k + ١+ α

C(٢+ k − α)
|b١|
)
z٢

می�کنند. صدق تساوی حالت برای قضیه این شرط در بنابراین

مجموعه�ی: |b١| < ١−α
٢k+α+١ برای آنگاه f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) اگر .٢۶.١.٢ }نتیجه

w : |w| < ١− (١− α)

C(٢+ k − α)
−
(
١− ٢k + ١+ α

C(٢+ k − α)

)
|b١|
}

است). شده تعریف (٢٩.٢) در C (مقادیر است، f(U) درون

clcoHST (ϕ, χ, k, α) با را HST (ϕ, χ, k, α) از محدب پوسته�ی از فرین نقاط .٢٧.١.٢ تعریف
می�دهیم. نشان

آنگاه باشد، داده�شده (١٢.٢) به�صورت g و h که f = h+ ḡ کنیم فرض .٢٨.١.٢ قضیه
باشد: زیر به�صورت f اگر تنها و اگر است f ∈ clcoHST (ϕ, χ, k, α)

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn(z) + Yngn(z)) (٣٠.٢)



۴٣ آن رده�های زیر و SH رده�ی .١.٢

که

h١(z) = z,

hn(z) = z − n(١− α)

λn((١+ k)n− (k + α))
zn (n ≥ ٢)

gn(z) = z +
n(١− α)

µn((١+ k)n− (k + α))
z̄n (n ≥ ١)

Xn ≥ ٠, Yn ≥ ٠,
∞∑
n=١

(Xn + Yn) = ١

هستند. gn و hn ، clcoHST (ϕ, χ, k, α) رده�ی از فرین نقاط به�ویژه

داریم: g و h جایگذاری با می�شوند تعریف (٣٠.٢) به�صورت که توابعی برای برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

(Xn + Yn)z

−
∞∑
n=٢

n(١− α)

λn((١+ k)n− (k + α))
Xnz

n +
n(١− α)

µn((١+ k)n− (k + α))
Ynz̄

n

آنگاه:
∞∑
n=٢

λn((١+ k)n− (k + α))

n(١− α)

(
n(١− α)

λn((١+ k)n− (k + α))

)
Xn

+
∞∑
n=١

µn((١+ k)n− (k + α))

n(١− α)

(
n(١− α)

µn((١+ k)n− (k + α))

)
Yn

=
∞∑
n=٢

xn +
∑
n=١

Yn = ١−X١ ≤ ١,

مجموعه�ها�ی: f ∈ clcoHST (ϕ, χ, k, α) برعکسفرضکنیم .f ∈ clcoHST (ϕ, χ, k, α) بنابراین

Xn =
λn((١+ k)n− (k + α))

n(١− α)
|an| (n ≥ ٢)

و
Yn =

λn((١+ k)n+ (k + α))

n(١− α)
|b١| (n ≥ ١),

و محدب HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی که دید می�توان آسانی به ٢۴.١.٢ قضیه�ی از استفاده با داریم. را
.clcoHST (ϕ, χ, k, α) = HST (ϕ, χ, k, α) بنابراین است بسته

همساز: تابع دو تلفیق گفته�شد، بخش ابتدای در چنانچه .٢٩.١.٢ ملاحظه

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn +
∞∑
n=٢

|bn|z̄n (٣١.٢)



۴۴ تک�ارز همساز توابع .٢

و

G(z) = z −
∞∑
n=٢

Anz
n +

∞∑
n=١

Bnz̄
n (٣٢.٢)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را

(f ∗G)(z) = f(z) ∗G(z) = z −
∞∑
n=٢

anAnz
n +

∞∑
n=١

bnBnz̄
n

است. بسته تلفیق به نسبت clcoHST (ϕ, χ, k, α) رده�ی می�دهیم نشان تعریف، این از استفاده با

آنگاه: f,G ∈ HST (ϕ, χ, k, α) کنیم فرض ٠ ≤ α < ١ برای .٣٠.١.٢ قضیه

f(z) ∗G(z) ∈ HST (ϕ, χ, k, α)

G(z)به�صورت تابع و HSTباشد (ϕ, χ, k, α)رده�ی در به�صورت(٣١.٢) f(z) تابع فرضکنیم برهان.
قضیه�ی شرط G و f توابع ضرایب برای که است بدیهی باشند، HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی در (٣٢.٢)

نوشت: می�توان f(z) ∗G(z) ضرایب برای بنابراین است برقرار ٢۴.١.٢

∞∑
n=٢

λn
n

(١+ k)n− (k + α)

(١− α)
|an|An +

∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)
|bn|Bn

≤
∞∑
n=٢

λn
n

(١+ k)n− (k + α)

(١− α)
|an|+

∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)
|bn|,

بنابراین: f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) زیرا است یک مساوی یا کمتر نامعادله راست طرف

f(z) ∗G(z) ∈ HST (ϕ, χ, k, α)

است. بسته محدب ترکیب به نسبت HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی می�دهیم نشان پایان در

است. بسته محدب خطی ترکیب به نسبت HST (ϕ, χ, k, α) رده�ی .٣١.١.٢ قضیه

می�شود: تعریف زیر به�صورت fi که fi ∈ HST (ϕ, χ, k, α) کنیم فرض i = ١,٢,٣, · · · برای برهان.

fi(z) = z −
∞∑
n=٢

|an,i|zn +
∞∑
n=١

|bn,i|z̄n

نوشت: زیر به�صورت می�توان را fi از محدب خطی ترکیب ،
∑∞

i=١ ti = ٠;١ ≤ ti ≤ ١ که

∞∑
i=١

tifi(z) = z −
∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ti|an,i|

)
zn +

∞∑
n=١

(
∞∑
i=١

ti|bn,i|

)
z̄n.



۴۵ آن رده�های زیر و SH رده�ی .١.٢

داریم: نتیجه در است، برقرار ٢۶.٢ شرط بنابراین f ∈ HST (ϕ, χ, k, α) چون

∞∑
n=٢

λn
n

(١+ k)n− (k + α)

(١− α)

∞∑
i=١

ti|an,i|+
∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)

∞∑
i=١

ti|bn,i|

=
∞∑
i=١

ti

{
∞∑
n=٢

λn
n

(١+ k)n− (k + α)

(١− α)
|an,i|+

∞∑
n=١

µn

n

(١+ k)n+ (k + α)

(١− α)
|bn,i|

}

≤
∞∑
i=١

ti = ١

برهان بنابراین
∑∞

i=١ tifi(z) ∈ HST (ϕ, χ, k, α) همچنین و است برقرار (٢۶.٢) شرط بنابراین
است. کامل





٣ فصل

ستاره�گون همساز توابع

α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع ١.٣

همساز تابع یک C مختلط میدان در f = u + iv پیوسته تابع شد، گفته قبل فصل در که همانطور
می�توان D ⊂ C ساده همبند دامنه هر در باشند. مقدار حقیقی همساز v و u هرگاه است مقدار مختلط

هستند. تحلیلی D در g و h که نوشت، f = h+ ḡ به�صورت را f
رابطه که است این D در f همساز تابع بودن جهت حافظ و ارز تک موضعا برای کافی و لازم شرط یک

باشد. برقرار |h′(z)| > |g′(z)|

و ارز تک همساز U = {z : |z| < ١} واحد دیسک در که f = h + ḡ توابع رده�ی .١.١.٣ تعریف
می�دهیم. نمایش SH با را h(٠) = f(٠) = fz(٠)− ١ = ٠ به�طوری�که هستند، جهت حافظ

h(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n, g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n (١.٣)

داشته را زیر شرط U دیسک در که SH از زیررده�ای را S∗
H(α) رده�ی ٠ ≤ α < ١ برای .٢.١.٣ تعریف

باشد:
∂

∂θ
(argf(reiθ)) ≥ α (٢.٣)

می�دهیم: نشان زیر به�صورت که S∗
H(α) توابع از رده�ای زیر .٣.١.٣ تعریف

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn, g(z) =
∞∑
n=١

|bn|zn (٣.٣)

می�نامیم. TS∗
H(α) را

داشته�باشیم: همچنین باشد. (١.٣) در شده داده به��صورت f ∈ SH تابع ضرایب فرضکنیم .۴.١.٣ قضیه
∞∑
n=١

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
≤ ٢ (۴.٣)

۴٧



۴٨ ستاره�گون همساز توابع .٣

است. f ∈ S∗
H(α) و ارز تک همساز U در f این�صورت در باشد. ٠ ≤ α < ١ و a١ = ١ که

زیرا: است. جهت حافظ و ارز تک موضعاً U در f که کنید توجه ابتدا برهان.

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ > ١−
∞∑
n=٢

n|an|

≥ ١−
∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an|

≥
∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn| ≥

∞∑
n=١

n|bn|

>

∞∑
n=١

n|bn|rn−١ ≥ |g′(z)|

و است تحلیلی f(z) آنگاه g(z) = ٠ اگر که می�کنیم ملاحظه U در f بودن تک�ارز دادن نشان برای
نشان آنگاه باشد، g(z) ̸= ٠ اگر ( [۶] به شود می�شود.(مراجعه نتیجه آن بودن ستاره�گون از f تک�ارزی

است. f(z١) ̸= f(z٢) باشد، z١ ̸= z٢ وقتی که می�دهیم
z(t) = داریم است، محدب و ساده همبند U چون است. z١ ̸= z٢ که باشد z١, z٢ ∈ U کنیم فرض

نوشت: می�توان این�صورت در است. ٠ ≤ t ≤ ١ که (١− t)z١ + tz٢ ∈ U

f(z٢)− f(z١) =

∫ ١

٠

[
(z٢ − z١)h

′(z(t)) + (z٢ − z١)g′(z(t))
]
dt

داریم: حقیقی بخش گرفتن نظر در و z٢ − z١ ̸= ٠ بر فوق معادله تقسیم با

Re
f(z٢)− f(z١)

z٢ − z١
=

∫ ١

٠
Re
[
h′(z(t)) +

z٢ − z١
z٢ − z١

g′(z(t))
]
dt

>

∫ ١

٠
[Reh′(z(t))− |g′(z(t))|]dt. (۵.٣)

دیگر: سوی از

Reh′(z)− |g′(z)| ≥ Reh′(z)−
∞∑
n=١

n|bn|

≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an| −
∞∑
n=١

n|bn|

≥ ١−
∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an| −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn|

≥ ٠ ۴.٣ از استفاده با

که می�دهیم نشان حال می�شود. نتیجه f بودن تک�ارز ،۵.٣ نامساوی و اخیر رابطه از استفاده با



۴٩ α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .١.٣

: آنگاه باشد، برقرار ۴.٣ قضیه اگر که دهیم نشان کافیست فقط (٢.٢) شرط طبق است. f ∈ S∗
H(α)

∂

∂θ

(
argf(reiθ)

)
= Im

( ∂
∂θ

log f(reiθ)
)

= Re
(zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

)
≥ α,

است. ٠ ≤ α < ١ و ٠ ≤ r < ١ ،٠ ≤ θ ≤ ٢π ،z = reiθ که
ثابت کافیست ،|١ − α + w| ≥ |١ + α − w| اگر تنها و اگر Rew ≥ α که گزاره این از استفاده با

کنیم:

|A(z) + (١− α)B(z)| − |A(z)− (١+ α)B(z)| ≥ ٠ (۶.٣)

است. A(z) = zh′(z)− zg′(z) و B(z) = h(z) + g(z) که
داریم: (۶.٣) در A(z) و B(z) جایگذاری با

|A(z) + (١− α)B(z)| − |A(z)− (١+ α)B(z)|

= |(١− α)h(z) + zh′(z) + (١− α)g(z)− zg′(z)|

−|(١+ α)h(z)− zh′(z) + (١+ α)g(z) + zg′(z)|

=

∣∣∣∣∣(٢− α)z +
∞∑
n=٢

(n+ ١− α)anz
n −

∞∑
n=١

(n− ١+ α)bnzn

∣∣∣∣∣
−

∣∣∣∣∣−αz +
∞∑
n=٢

(n− ١− α)anz
n −

∞∑
n=١

(n+ ١+ α)bnzn

∣∣∣∣∣
≥ (٢− α)|z| −

∞∑
n=٢

(n+ ١− α)|an||z|n −
∞∑
n=١

(n− ١+ α)|bn||zn|

−α|z| −
∞∑
n=٢

(n− ١− α)|an||z|n −
∞∑
n=٢

(n+ ١+ α)|bn||z|n

= ١)٢− α)|z|
{
١−

∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an||z|n−١ −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn||z|n−١

}
≥ ١)٢− α)|z|

{
١−

( ∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an| −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn|
)}

≥ ٠ ۴.٣ از استفاده با

ستاره�گون: همساز نگاشت

f(z) = z +
∞∑
n=٢

١− α

n− α
xnz

n +
∞∑
n=١

١− α

n+ α
ȳnz̄

n (٧.٣)



۵٠ ستاره�گون همساز توابع .٣

است. برقرار نیز تساوی (۴.٣) در که می�دهد نشان ،
∑∞

n=٢ |xn|+
∑∞

n=٢ |yn| = ١ که
زیرا: هستند، S∗

H(α) در (٧.٣) به��صورت توابع
∞∑
n=١

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
= ١+

∞∑
n=٢

|xn|+
∞∑
n=١

|yn| = ٢

نتیجه�گیری تا می�سازد قادر را ما شده، داده قرار f = h+ ḡ تابع ضرایب برای قبل قضیه�ی در که شرطی
بعد قضیه�ی هستند. تک�ارز و ستاره�گون همساز نیز هستند f تابع ضرایب دوران حاصل که توابعی کنیم

نیستند. بهبود قابل آمده�اند، بدست قبل قضیه�ی در ضرایب برای که کران�هایی که می�کند ثابت

اگر است f ∈ TS∗
H(α) این�صورت در باشند. (٣.٣) به�صورت f = h+ ḡ کنیم فرض .۵.١.٣ قضیه

اگر: تنها و
∞∑
n=١

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
≤ ٢ (٨.٣)

است. ٠ ≤ α < ١ و a١ = ١ که

تحلیلی مزدوج و تحلیلی قسمت اگر که می�شود نتیجه نکته این و قبل قضیه از (اگر) قسمت برهان.
است. f ∈ TS∗

H(α) آنگاه باشند، (٣.٣) به��صورت f = h+ ḡ

.f /∈ TS∗
H(α) آنگاه نباشد، برقرار (٨.٣) شرط اگر که می�دهیم نشان کافی، شرط برای

که α مرتبه از �صورت(٣.٣) به f = h + ḡ تابع این�که برای کافی و لازم شرط یک که کنید توجه
است: زیر شرط باشد، ستاره�گون ٠ ≤ α < ١

∂

∂θ
(argf(reiθ))− α > ٠ ٠ ≤ α < ١

با: است ارز هم شرط این

Re
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− α

= Re
(١− α)z −

∑∞
n=٢(n− α)|an|zn −

∑∞
n=١(n+ α)|bn|z̄n

z −
∑∞

n=٢ |an|zn +
∑∞

n=١ |bn|z̄n

≥ ٠

محور روی که z از مقادیری انتخاب با باشد. برقرار |z| = r < ١ که z مقادیر تمام برای باید فوق شرط
باشیم: داشته باید دارند قرار ٠ ≤ |z| = r < ١ که مثبت حقیقی

(١− α)−
∑∞

n=٢(n− α)|an|rn−١ −
∑∞

n=١(n+ α)|bn|rn−١

١−
∑∞

n=٢ |an|rn−١ +
∑∞

n=١ |bn|rn−١ ≥ ٠ (٩.٣)

منفی (٩.٣) در کسر صورت ،١ به نزدیک کافی اندازه به r برای آنگاه نباشد، برقرار (٨.٣) شرط اگر
یک این و است منفی (٩.٣) در کسر مخرج که است موجود (٠,١) در z٠ = r٠ بنابراین بود. خواهد

می�شود. کامل اثبات و است f ∈ TS∗
H(α) برای لازم شرایط با تناقض
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را بسته محدب پوسته این می�کنیم. تعیین را TS∗
H(α) بسته�ی محدب پوسته فرین نقاط ادامه در

می�دهیم. نمایش clcoTS∗
H(α) با

اگر: تنها اگرو است f ∈ clcoTS∗
H(α) .۶.١.٣ قضیه

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn). (١٠.٣)

که

h١(z) =z, hn(z) = z − ١− α

n− α
zn (n = ٢,٣, . . .)

و

gn(z) =z +
١− α

n+ α
z̄n (n = ١,٢,٣, . . .)

و
∞∑
n=١

(Xn + Yn) = ١, Xn ≥ ٠, Yn ≥ ٠

هستند. TS∗
H(α) فرین نقاط {gn} و {hn} به�خصوص است.

داریم: هستند (١٠.٣) به��صورت که f مانند توابعی برای برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn)

=
∞∑
n=١

(Xn + Yn)z −
∞∑
n=٢

١− α

n− α
Xnz

n

+
∞∑
n=١

١− α

n+ α
Ynz̄

n.

بنابراین:
∞∑
n=٢

n− α

١− α

(١− α

n− α
Xn

)
+

∞∑
n=٢

n+ α

١− α

(١− α

n+ α
Yn

)
=

∞∑
n=٢

Xn +
∞∑
n=١

Yn = ١−X١ ≤ ١

است. f ∈ clcoTS∗
H(α) لذا

می�دهیم: قرار باشد، f ∈ clcoTS∗
H(α) کنیم فرض برعکس،

Xn =
n− α

١− α
|an|, (n = ٢,٣, . . .) (١١.٣)
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و

Yn =
n+ α

١− α
|bn|, (n = ١,٢,٣, . . .) (١٢.٣)

که ٠ ≤ Yn ≤ ١ و (n = ٢,٣, . . .) که ٠ ≤ Xn ≤ ١ برای قبل قضیه�ی از استفاده با این�صورت در
می�کنیم: تعریف ،(n = ١,٢,٣, . . .)

X١ = ١−
∞∑
n=٢

Xn −
∞∑
n=١

Yn

طبق را f(z) =
∑∞

n=١(Xnhn + Yngn) نتیجه در است. X١ ≥ ٠ قبل قضیه�ی طبق کنید توجه و
می�آوریم. به�دست بود شده خواسته آنچه

بنابراین است. بسته و محدب TS∗
H(α) که دید می�توان آسانی به قبل، قضیه�ی از استفاده با

است. برقرار f ∈ TS∗
H(α) برای قضیه حکم لذا است. clcoTS∗

H(α) = TS∗
H(α)

می�دهیم. ارائه TS∗
H(α) در توابع برای کران�هایی حال

آنگاه: باشد، f ∈ TS∗
H(α) اگر .٧.١.٣ قضیه

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢. |z| = r < ١.

و

|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢. |z| = r < ١.

داریم: f از گرفتن قدرمطلق با باشد. f ∈ TS∗
H(α) کنیم فرض برهان.

|f(z)| ≤(١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(٢− α

١− α
|an|+

٢− α

١− α
|bn|
)
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

(
١− ١+ α

١− α
|b١|
)
r٢, (٨.٣) از استفاده با

= (١+ |b١|)r +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢,

و
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|f(z)| ≥(١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≥(١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= (١− |b١|)r −
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(٢− α

١− α
|an|+

٢− α

١− α
|bn|
)
r٢

≥ (١− |b١|)r −
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
r٢

≥ (١− |b١|)r +
١− α

٢− α

(
١− ١+ α

١− α
|b١|
)
r٢, (٨.٣) از استفاده با

= (١− |b١|)r −
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|)r٢,

به��صورت توابع برای شد، ارائه ٧.١.٣ قضیه�ی در (٣.٢) به��صورت f = h+ ḡ تابع برای که کران�هایی
توابع باشد. برقرار ۶.١.٢ قضیه�ی شرط صورتی�که در می�کند، صدق نیز (١.٣)

f(z) = (z + |b١|)z̄ +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
z̄٢

و

f(z) = (z − |b١|)z −
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
z٢

برقرار ٧.١.٣ قضیه در کران�ها برای تساوی حالت (یعنی هستند. دقیق ،|b١| ≤
(١− α)

(١+ α)
ازای به

می�آید. به�دست ٧.١.٣ قضیه�ی در چپ سمت نامساوی از نتیجه این می�شود)

آنگاه: باشد، f ∈ TS∗
H(α) اگر .٨.١.٣ }نتیجه

w : |w| < ١
٢− α

(١+ (٢α− ١)|b١|)
}
⊂ f(U).

مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع ٢.٣

واحد دیسک در که می�باشد f = h+ g شکل به توابع از رده�ای SH .١.٢.٣ تعریف
می�باشند. ارز تک و جهت حافظ و همساز زیر، سازی نرمال با U = {z : |z| < ١}

h(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n, g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n, |b١| < ١ (١٣.٣)
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و h که می�دهیم، نشان TSH با را هستند همساز U در که f = h+ g توابع از رده�ای .٢.٢.٣ تعریف
می�باشند: زیر به�صورت g

h(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n, g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n, an, bn ≥ ٠, b١ < ١ (١۴.٣)

شرط در که می�دهیم، نشان TS∗
H(γ) با را f = h+ g توابع شامل TSH از رده�ای زیر .٣.٢.٣ تعریف

می�کند: صدق زیر

Re

{
١+

١
γ

(
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− ١
)}

> ٠, γ ∈ C \ {٠} (١۵.٣)

توابع: شامل که است، TSH از رده�ای زیر دهنده�ی نشان OS∗
H(γ) کنید فرض به�علاوه

f = h+ g ∈ TSH

می�کنند: صدق زیر شرط در و می�باشند
∞∑
n=١

[٢(n− ١+ |γ|)an + (n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn] ≤ ۴|γ|. (١۶.٣)

PS∗
H(γ) با را می�کند صدق زیر شرط در که f = h+g توابع شامل TSH از رده�ای زیر .۴.٢.٣ تعریف

می�دهیم. نشان

∞∑
n=١

[
(n− ١)Re(γ)

|γ|
+ |γ|

]
an +

[
(n+ ١)Re(γ)

|γ|
− |γ|

]
bn ≤ ٢|γ| (١٧.٣)

کردند مطالعه را ستاره�گون همساز توابع [۶] در جهانگیری٢ ، سیلورمن١
است. لازم شرطی ، ضریب شرط این نیز باشند منفی bn و an و b١ = اگر٠ کرد ثابت سیلورمن .

باشد. برقرار زیر شرایط اگر و باشد به��صورت(١.٣) f = h+ g تابع اگر داد نشان جهانگیری

∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an|+

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn| ≤ ١, ٠ ≤ α < ١ (١٨.٣)

است. U در α مرتبه�ی از ستاره�گون همساز تابع f آنگاه
دهیم: نشان که است این� بخش این اصلی هدف

OS∗
H(γ) = TS∗

H(γ)

.۵.٢.٣ قضیه
OS∗

H(γ) ⊂ TS∗
H(γ). (١٩.٣)

١Silverman
٢Jahangiri
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(١۶.٣) رابطه�ی اگر دهیم نشان کافیست (١۴.٣) شرایط طبق باشد. f ∈ OS∗
H(γ) فرضکنیم برهان.

آنگاه: باشد، برقرار

Re

{
(γ − ١)(h(z) + g(z)) + zh′(z)− zg′(z)

γ(h(z) + g(z))

}
> ٠, (٢٠.٣)

کافیست ،|١+w| > |١−w| اگر تنها و اگر Rew > ٠ که گزاره این از استفاده با .γ ∈ C \ {٠} که
که: کنیم ثابت

|(٢γ − ١)(h(z) + g(z)) + zh′(z)− zg′(z)| − |h(z) + g(z)− zh′(z) + zg′(z)| > ٠
(٢١.٣)

می�گیریم: نتیجه ،(٢١.٣) در g(z) و h(z) جایگذاری با
|(٢γ − ١)(h(z) + g(z)) + zh′(z)− zg′(z)| − |h(z) + g(z)− zh′(z) + zg′(z)|

= |٢γz −
∞∑
n=٢

(٢γ − ١+ n)anz
n −

∞∑
n=١

(n+ ١− ٢γ)bnzn|

− |
∞∑
n=٢

(n− ١)anzn +
∞∑
n=١

(n+ ١)bnzn|

≥ ٢|γ||z| −
∞∑
n=٢

٢(n− ١+ |γ|)an|z|n −
∞∑
n=١

(n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn|z|n

> ٢|γ| −
(

∞∑
n=٢

٢(n− ١+ |γ|)an +
∞∑
n=١

(n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn

)
≥ ٠.

(٢٢.٣)

توابع

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|γ|
n− ١+ |γ|

xnz
n +

∞∑
n=١

٢|γ|
n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|ynz

n (٢٣.٣)

و هستند نامنفی yn و xn که
∞∑
n=٢

xn +
∞∑
n=١

yn = ١ (٢۴.٣)

به�صورت توابع است. دقیق شده داده (١۶.٣) رابطه�ی به توجه با ضرایب برای که کران�هایی می�دهد نشان
زیرا: هستند، TS∗

H(γ) رده�ی در (٢٣.٣)

∞∑
n=٢

٢(n− ١+ |γ|)an +
∞∑
n=١

(n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn

= ٢|γ|
(
١+

∞∑
n=٢

xn +
∞∑
n=١

yn

)
= ۴|γ| (٢۵.٣)
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.۶.٢.٣ قضیه

TS∗
H(γ) ⊂ PS∗

H(γ) (٢۶.٣)

داریم: (١۵.٣) به توجه با باشد، f ∈ TS∗
H(γ) کنیم فرض برهان.

Re

{
١
γ

(−
∑∞

n=٢(n− ١)anzn −
∑∞

n=١(n+ ١)bnzn
١−

∑∞
n=٢ anz

n +
∑∞

n=١ bnz
n

)}
> −١ (٢٧.٣)

می�دهیم: قرار ،z → ١− که حقیقی محور روی z از مقادیری انتخاب ∞∑با
n=٢(n− ١)an +

∑∞
n=١(n+ ١)bn

١−
∑∞

n=٢ an +
∑∞

n=١ bn
Re

(
١
γ

)
≤ ١, (٢٨.٣)

∞∑زیرا:
n=٢(n− ١)an +

∑∞
n=١(n+ ١)bn

١−
∑∞

n=٢ an +
∑∞

n=١ bn

Re(γ)

|γ|٢
≤ ١, (٢٩.٣)

بنابراین: و

∞∑
n=٢

(n− ١)an +
∞∑
n=١

(n+ ١)bn ≤ |γ|٢

Re(γ)

(
١−

∞∑
n=٢

an +
∞∑
n=١

bn

)
(٣٠.٣)

می�باشد. f ∈ PS∗
H(γ) که می�گیریم نتیجه لذا است. ارز هم (١٧.٣) رابطه�ی با که

.OS∗
H(γ) = TS∗

H(γ) = PS∗
H(γ) آنگاه باشد، γ ∈ (٠,١] اگر .٧.٢.٣ قضیه

بنابراین هستند. ارز هم (١٧.٣) و (١۶.٣) نامساوی آنگاه باشد، γ ∈ اگر[٠,١) برهان.

OS∗
H(γ) = PS∗

H(γ)

می�آوریم. به�دست را زیر قضیه�ی ،۶.٢.٣ و ۵.٢.٣ قضایای از استفاده با

آنگاه: باشد، γ ∈ (
٣
٢ ,+∞) یا Re(γ) ≤ اگر٠ .٨.٢.٣ قضیه

PS∗
H(γ) ⊈ TS∗

H(γ) (٣١.٣)

کنیم: فرض برهان.

f(z) = z − z٢ (٣٢.٣)
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زیرا: .f ∈ PS∗
H(γ) آنگاه Re(γ) < ٠ و γ ∈ C \ {٠} وقتی a١ = ١, a٢ = −١, bn = ٠، بنابراین

∞∑
n=١

[
(n− ١)Re(γ)

|γ|
+ |γ|

]
an +

[
(n+ ١)Re(γ)

|γ|
− |γ|

]
bn

= |γ| · ١+
Re(γ)

|γ|
+ |γ| = ٢|γ|+ Re(γ)

|γ|
≤ ٢|γ|

به�طوری�که: می�گیریم نظر در منفی حقیقی عدد را s و باشد r = Re(γ) < کنیم٠ فرض حال

١+ ٢r(١− s) > ٠

داریم: (٣٢.٣) رابطه�ی در f برای و می�باشد z ∈ U آنگاه z = γ(١− s)

١+ γ(١− s)
انتخاب با

١+
١
γ

(
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− ١
)

= s < ٠, (٣٣.٣)

کنیم: فرض مشابه به�طور .f /∈ TS∗
H(γ) بنابراین

f(z) = z + z٢. (٣۴.٣)

زیرا: می�باشد f ∈ PS∗
H(γ) آنگاه ،γ ∈ (

٣
٢ ,+∞) وقتی a١ = ١, an = ٠, b٢ = ١ یعنی

∞∑
n=١

[
(n− ١)Re(γ)

|γ|
+ |γ|

]
an +

[
(n+ ١)Re(γ)

|γ|
− |γ|

]
bn

= |γ| · ١+

(
٣Re(γ)

|γ|
− |γ|

)
· ١ = ٣Re(γ)

|γ|
≤ ٢|γ|

(٣۵.٣)

انتخاب با .γ+γ(s−١) < ٠ به�طوری�که باشد منفی حقیقی عدد s و γ ∈ (
٣
٢ ,+∞) کنیم فرض حال

داریم: (٣۴.٣) رابطه�ی در f برای و می�باشد z ∈ U آنگاه z = − γ(s− ١)
٣+ γ(s− ١)

١+
١
γ

(
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− ١
)

= s < ٠ (٣۶.٣)

.f /∈ TS∗
H(γ) بنابراین

آنگاه: باشد، γ ∈ (−∞,−١) ∪ (−١
٢ ,٠) اگر .٩.٢.٣ قضیه

TS∗
H(γ) ⊈ OS∗

H(γ) (٣٧.٣)



۵٨ ستاره�گون همساز توابع .٣

تابع: می�دهیم نشان باشد، γ ∈ (−∞,−١) کنیم فرض برهان.

fλ(z) = z − λz٢ (٣٨.٣)

داریم: f /∈ OS∗
H که می�باشد TS∗

H(γ) به متعلق λ >
γ

١+ γ
برای

∞∑
n=١

[٢(n− ١+ |γ|)an + (n+ ١+ |n+ ١− ٢γ|)bn] = ٢|γ|+ ١)٢+ |γ|)λ > ۴|γ|

(٣٩.٣)

داریم: همچنین می�باشد. λ > γ

١+ γ
> ١ زیرا

Re

{
١+

١
γ

(
zh′λ(z)− zg′λ(z)

hλ(z) + gλ(z)
− ١
)}

= Re

{
١+

λz

γ(λz − ١)

}
> ٠, z ∈ U,

(۴٠.٣)

و باشد γ ∈ (−١
٢ ,٠) می�کنیم فرض حال .fλ ∈ TS∗

H(γ) بنابراین ،γ < −١ و λ > γ

١+ γ
برای

این�صورت: در باشد، شده تعریف (٣٨.٣) رابطه�ی در fλ

− γ

١− γ
< λ < − γ

١+ γ
. (۴١.٣)

برقرار نامساوی λ < − γ

١+ γ
برای و fλ /∈ OS∗

H(γ) می�گیریم نتیجه و می�باشد λ > − γ

١− γ
آنگاه

.fλ ∈ TS∗
H(γ) بنابراین است،
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Aabstract

Abestract In the present thesis the class of functions that are harmonic univalentand sense-
preserving in the unit disc and study subclass of univalent harmonic functions defined by
convolution and integral convoulution. Finally,we give univalence criteria and sufficient
coefficient conditions for normalized harmonic function that are starlike of order complex.

Keywords: Analytic Function, Univalent Function, Harmonic Function, Starlike.
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