
ریاضی علوم دانشکده

محض ریاضی گروه

ارشد کارشناسی پایان�نامه

جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف
مرتب

ࣅبداੀঀیان زଽه
راهنما استاد

خورسندی مهدی�رضا دکتر

١٣٩۴ آبان



ৎقدم৮ଘدروماସభ୍م



චاری... ণپاس໋�

آموخت. فکرت را جان که مهربانم و بزرگ خداوند از سپاس
و تشکر کمال خورسندی مهدی�رضا دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از آغاز در

نمودم. فراون استفاده خود پایان�نامه پیشبرد در ایشان راهنمایی�های از که دارم قدردانی
حیدر سید دکتر آقای جناب و هاشمی ابراهیم دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین

نمایم. تشکر گرفتند عهده به را پایان�نامه این داوری که جعفری
می�کنم. قدردانی کردند، کمک بنده به راه این در که خانواده اعضای همه و عزیزم مادر و پدر از پایان در

ࣅبداੀঀیان زଽه
آبان۱۳۹۴



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی عبدالهیان زهره اینجانب
تحت مرتب، جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد خورسندی مهدی�رضا دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ University of Shahrood “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ࣅبداੀঀیان زଽه
آبان۱۳۹۴

وऑقඩিر ষتاج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده

�آمیزی رنگ می�کنیم. مطالعه را مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف پایان�نامه این در
هم با گراف این خوشه�ای عدد و رنگی عدد می�دهیم نشان و داد خواهیم قرار بررسی مورد را گراف این
می�پردازیم. مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف کمر و قطر مطالعه�ی به همچنین برابرند.

گراف� و هستند مسطح مرتبی جزئاً مجموعه�های چه �صفر مقسوم�علیه گراف که داد خواهیم نشان �علاوه به
انتها در می�کنیم. مطالعه نیز را هستند کامل چندبخشی که مرتبی جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه�

هستند. مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف گراف�هایی چه که داد خواهیم نشان
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پیش�گفتار

محققان سعی و یافته زیادی اهمیت رشته�ای بین موضوعات ریاضی شاخه�های میان در اخیر دهه�ی چند در
یکی گراف�ها امروزه دهند. پیوند ریاضیات کاربردی�تر شاخه�های با را ریاضی مجرد مطالب که است برآن
برخی در وحتی پایه علوم و کاربردی ریاضیات از گوناگونی زمینه�های در تحقیق برای مناسب ابزارهای از
بسیاری کاربردهای دارای گراف نظریه�ی از منتج نتایج است. شده اجتماعی علوم نظیر انسانی علوم از
گراف یک خواص مطالعه�ی برای جبری ابزارهای از استفاده می�باشد. تجربی و محاسباتی زمینه�های در
اهداف مهم�ترین از یکی جبری ساختار یک خواص بررسی برای گراف خواص از استفاده �عکس، به یا و

است. جبری گراف�های نظریه�ی
گراف است، شده نوشته بسیاری مقالات آن روی بر اخیر دهه�ی چند در که جبری گراف�های از یکی

شد. معرفی ،[۶] در ١٩٨٨ سال در بک١ توسط بار اولین برای گراف این است. صفر مقسوم�علیه
اعضای آن رئوس مجموعه که است ساده گراف یک شده، تعریف جابه�جایی حلقه�های برای که گراف این
.xy = ٠ اگر تنها و اگر می�شوند متصل هم به گراف این در y و x متمایز رأس دو و می�باشد R حلقه
این خوشه�ای عدد و رنگی عدد که زد حدس او همچنین بود، گراف این آمیزی رنگ بک اصلی دغدغه

برابرند. هم با گراف
کلی حالت در بک حدس دادند نشان آن�ها یافت، ادامه [۴] در نثیر٣ و اندرسون٢ توسط تحقیقات این
اصلاح را صفر مقسوم�علیه گراف تعریف ،[۵] در لیوینگستون۴ و اندرسون آن از بعد نیست. درست

کردند. حذف رئوس مجموعه از را صفر رأس و تنها رأس�های که ترتیب این به کردند،
دادند نشان که بودند ،[١٢] در واسادیکار۶ و نیمبرکار۵ کردند، تحقیق زمینه این در که افرادی دیگر از
همچنین است. برقرار باشند خودتوان آن عناصر که صفر عنصر با جابه�جایی نیم�گروه�های برای بک حدس

دهند. بسط جبری ساختارهای دیگر به را گراف این تعریف بودند علاقه�مند که بودند دیگری محققان
طور به است. گرفته قرار مطالعه مورد دیگر جبری ساختارهای با مرتبط گراف�های اخیر سال�های در

١Beck
٢Anderson
٣Nasser
۴Livingston
۵Nimbhorkar
۶Wasadikhar
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مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف ٢

مجموعه�های جبری ساختارهای برای را صفر مقسوم�علیه گراف مفهوم ،[١٠] در جاکل٨ و هالاس٧ مثال
دادند. مثبت پاسخ بک حدس به و کردند معرفی بودند، ٠ عنصر کوچکترین دارای که مرتب جزئاً

عنوان به کرد. پیدا ادامه نیز دیگر افراد توسط مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف مطالعه
نشان است. شده بررسی مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف کمر و قطر ،[٢] مقاله در مثال
همچنین است. ∞ یا چهار سه، آن کمر و سه حداکثر آن قطر و همبند گراف این که است شده داده
جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف بودن چندبخشی ،[٣] در یاسمی و پورنکی میمانی، علیزاده،
جزئاً مجموعه یک صفر مقسوم�علیه گراف که دادند نشان آن�ها مثال عنوان به کردند. بررسی را مرتب
گراف مطالعه [١١] و [١] مقالات در همچنین باشد. کامل دوبخشی اگر تنها و اگر است دوبخشی مرتب

کرد. پیدا ادامه مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه
بیان ترتیب نظریه�ی و گراف نظریه�ی مقدمات شامل مقدماتی تعاریف پایان�نامه این اول فصل در
صفر مقسوم�علیه گراف خوشه�ای عدد و رنگی عدد که می�دهیم نشان دوم فصل اول دربخش شد. خواهد
بررسی گراف این کمر و قطر فصل همین دوم بخش در همچنین برابرند. هم با مرتب جزئاً مجموعه�های
مقسوم�علیه گراف کمر همچنین است. سه حداکثر آن قطر و همبند گراف این که می�دهیم نشان می�شود.

است. ∞ یا چهار سه، مرتب جزئاً مجموعه�های صفر
مرتبی جزئاً مجموعه�های چه صفر مقسوم�علیه گراف که می�دهیم نشان رساله این سوم فصل اول بخش در
بخشی چند که مرتبی جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف فصل همین دوم بخش در و هستند مسطح
مرتب جزئاً مجموعه�های ایده�آل�های حسب بر مشخص�سازی این شد. خواهند مشخص هستند، کامل
مقسوم�علیه گراف گراف�هایی چه که می�دهیم نشان رساله این آخر فصل در سرانجام شد. خواهد بیان
خواهیم نشان شد. خواهند معرفی فشرده گراف�های فصل این در هستند. مرتب جزئاً های مجموعه صفر
گراف یک اگر تنها و اگر است مرتب جزئاً مجموعه یک صفر مقسوم�علیه گراف ساده، گراف یک داد
مقسوم�علیه گراف با مرتب جزئاً مجموعه صفر مقسوم�علیه گراف ارتباط فصل انتهای در باشد. فشرده

شد. خواهد بیان نیم�گروه�ها صفر
می�باشد. [١١] و [١٠] ،[٣] ،[٢] ،[١] مقالات از برگرفته پایان�نامه این مطالب

٧Halaŝ
٨Jukl



١ فصل

مقدماتی تعاریف

گراف نظریه�ی مقدمات ١.١

اختصار به یا ساده گراف یک �صورت این در باشد. ناتهی مجموعه�ی یک V کنید فرض .١.١.١ تعریف
مجموعه�ی [V ]٢ و E ⊆ [V ]٢ که طوری به می�باشد مجموعه�ها از (V,E)مرتب زوج G مانند گراف یک
از عضو هر و G گراف از رأس یک را V مجموعه�ی عضو هر است. V عضوی دو زیرمجموعه�های همه

می�گوئیم. G گراف یال یک را E مجموعه�ی

هرگاه گوئیم، G از زیرگراف یک را H �صورت این در باشد. گراف یک G کنید فرض .٢.١.١ تعریف
{a, b} ∈ E(G) ،a, b ∈ V (H) هر برای اگر این بر علاوه باشد. E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G)

گوئیم. G القائی زیرگراف را H آن�گاه ،{a, b} ∈ E(H) که کند ایجاب

متصل�اند x به که رأس�هایی �صورت این در باشد. G گراف در رأس یک x کنید فرض .٣.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان N(x) با و گوئیم x همسایگی�های را

به گشت یک را v٠e١v١e٢...ekvk شکل به هم به مجاور یال�های و رئوس از دنباله�ای .۴.١.١ تعریف
گوئیم. می G گراف در k طول

می�شود. نامیده گذر نباشد تکراری یال دارای که گشتی .۵.١.١ تعریف

نباشد. تکراری رأس دارای که است گذری مسیر .۶.١.١ تعریف

و می�گوئیم دور آن به آن�گاه شوند، متصل هم به G گراف در مسیر انتهای و ابتدا اگر .٧.١.١ تعریف
صورتی در می�دهیم. نمایش girth(G) با که می�شود نامیده گراف کمر G گراف در دور کوتاه�ترین طول

می�شود. تعریف girth(G) = ∞ باشد، نداشته دور گراف که

G گراف دورهای همه�ی اجتماع ،G گراف هسته باشد. ساده گراف یک G کنید فرض .٨.١.١ تعریف
است.



مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف ۴

نامیده y و x رأس دو بین فاصله G گراف از y و x رأس دو بین مسیر کوتاه�ترین طول .٩.١.١ تعریف
رأس دو بین فاصله�ی باشد نداشته وجود مسیری چنین اگر می�شود. داده نمایش d(x,y) با و می�شود

می�شود. تعریف بی�نهایت

تعریف زیر صورت به را می�دهیم، نشان diam(G) نماد با را آن که G گراف قطر .١٠.١.١ تعریف
می�کنیم:

diam(G) = sup{d(x, y)|هستند G گراف از رأس دو y و x}

باشد. داشته وجود یال یک آن متمایز رأس دو هر بین که است گرافی کامل گراف .١١.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Kn با را رأس n با کامل گراف

زیرمجموعه�ها�ی به را رئوسآن مجموعه�ی بتوان که است گرافی (r ≥ ٢) گرافr−بخشی تعریف١٢.١.١.
نباشند. مجاور هم با (١ ≤ i ≤ r) Xi در رأسی دو هیچ که گونه�ای به نمود افراز چنان Xr و . . . و X١

رأس هر که طوری به است r−بخشی گراف یک (r ≥ ٢) کامل r−بخشی گراف .١٣.١.١ تعریف
r−بخشی گراف است. متصل (j ̸= i و ١ ≤ j ≤ r) y ∈ Xj رأس هر به (١ ≤ i ≤ r) x ∈ Xi

گراف را K١,n گراف .(١ ≤ i ≤ n) ri = CardXi آن در که می�دهند نشان Kr١,...,rn نماد با را کامل
می�نامیم. ستاره

وجود y و x بین مسیر یک G از y و xرأس دو هر برای اگر گوئیم، همبند را Gگراف .١۴.١.١ تعریف
می�نامیم. ناهمبند را G این�صورت غیر در باشد. داشته

می�گوئیم. پایانی رأس را است شده متصل آن به یال یک دقیقاً که گراف از رأس یک .١۵.١.١ تعریف

نسبت G گراف رأس�های به بتوان که است رنگی تعداد کم�ترین ،G گراف رنگی عدد .١۶.١.١ تعریف
با را G گراف رنگی عدد �باشند. متمایزی رنگ�های دارای �هم، به متصل رأس دو هر که طوری به داد

می�دهیم. نمایش χ(G)

اندازه بالای کران کوچکترین می�نامیم. خوشه یک را G گراف از کامل زیرگراف یک .١٧.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش ω(G) با و می�گوئیم G گراف خوشه�ای عدد را G در خوشه�ها

همبندی مؤلفه�ی یک G از H زیرگراف �صورت این در باشد. گراف یک G کنید فرض .١٨.١.١ تعریف
افزودن با و باشد داشته وجود مسیر یک دست�کم ،H در رأس دو هر بین اگر تنها و اگر است G برای
و بیشینه زیرگراف هر دیگر عبارت به برود. بین از خاصیت این H به G از دیگری یال) یا (و رأس هر

است. G همبندی مؤلفه�ی یک ،G از همبند

افزایش گراف در همبندی مؤلفه�های تعداد آن حذف با هرگاه گوئیم، برشی را x رأس .١٩.١.١ تعریف
یابد.

باشد یکسان H و G رأس�های مجموعه�ی هرگاه گوئیم، H از تظریف یک را G گراف .٢٠.١.١ تعریف
باشد. G در یال یک H در یال هر و



۵ مقدماتی تعاریف

از یالی زیرتقسیم یک را G گراف در ab مانند یال یک روی جدید رأس یک دادن قرار .٢١.١.١ تعریف
زیرتقسیم�های از متناهی دنباله�ای با G از می�توان که است گرافی Gگراف زیرتقسیم یک گوئیم. Gگراف

است. خودش از زیرتقسیم یک قرارداد طبق G خود آورد. دست به یالی

نباشد. فرد دور شامل G اگر تنها و اگر است دوبخشی G گراف (کونیگ١) .٢٢.١.١ قضیه

یال�هایش که کرد رسم طوری را آن صفحه در بتوان هرگاه گوئیم، مسطح را G گراف .٢٣.١.١ تعریف
باشند. نداشته برخورد یکدیگر با انتهایی نقاط در جز

زیرتقسیمی هیچ شامل اگر تنها و اگر است مسطح متناهی گراف یک (کوراتوفسکی٢) .٢۴.١.١ قضیه
نباشد. K٣,٣ یا K۵ از

می�نامیم. درخت را دور بدون و همبند گراف .٢۵.١.١ تعریف

مانند پوشا و یک به یک تابع یک هرگاه گوئیم یکریخت را H و G گراف دو .٢۶.١.١ تعریف

φ : V (G) → V (H)

.{φ(x), φ(y)} ∈ E(H) اگر تنها و اگر {x, y} ∈ E(G) که طوری به باشد داشته وجود

کند. مراجعه ،[٧] مرجع به گراف نظریه�ی زمینه در بیشتر اطلاعات کسب برای می�تواند خواننده

ترتیب نظریه�ی مقدمات ٢.١

≤ دوتایی رابطه�ی با همراه P مانند ناتهی است مجموعه�ای مرتب جزئاً مجموعه�ی یک .١.٢.١ تعریف
می�کند: صدق زیر شرایط در که

انعکاسی). (خاصیت x ≤ x ، x ∈ P هر ازای (١)به
پادتقارنی). (خاصیت x = y می�کند ایجاب y ≤ x و x ≤ y ، x, y ∈ P هر ازای (٢)به
تعدی). (خاصیت x ≤ z می�کند ایجاب y ≤ z و x ≤ y ، x, y, z ∈ P هر ازای (٣)به

وجود صورت در P عضو کوچکترین باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .٢.٢.١ تذکر
را P از خارج ٠ نام با عضوی نباشد، عضو کوچکترین دارای P که صورتی در می�دهیم. نمایش ٠ با را
�صورت به P١ روی ≤١ رابطه�ی و P١ := P ∪ {٠} دهید قرار دقیق�تر عبارت به می�کنیم. اضافه آن به

می�شود: تعریف زیر
یک (P١≥,١) حال .٠ ≤١ x ،x ∈ P١ هر برای و x ≤ y اگر تنها و اگر x ≤١ y ،x, y ∈ P١ هر برای

است. عضو کوچکترین دارای که است مرتب جزئاً مجموعه�ی
P⧹{٠} همچنین است. ”٠” مینیمم عنصر با مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) رساله این سراسر در

می�شود. داده نشان P ∗ با
١könig
٢kuratowski



مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف ۶

ازمجموعه�ی A ناتهی زیرمجموعه�ی باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .٣.٢.١ تعریف
دو هر �دیگر �عبارت به باشد، کلی مرتب ≤ رابطه�ی با هرگاه می�گوئیم P از زنجیر یک را P مرتب جزئاً

(.y ≤ x یا x ≤ y ،x, y ∈ A هر برای (یعنی باشند. مقایسه قابل مجموعه این عضو

عضو دو هیچ هرگاه می�گوئیم پادزنجیر یک را P مرتب جزئاً مجموعه از A زیرمجموعه .۴.٢.١ تعریف
نباشند. مقایسه قابل آن

می�گوئیم �صورت این در باشد. P مرتب جزئاً مجموعه�ی از زیرمجموعه یک S کنید فرض .۵.٢.١ تعریف
باشیم داشته s ∈ S عنصر هر ازای به هرگاه است S برای پائین کران یک P مجموعه�ی از x عنصر
s ∈ S عنصر هر ازای به هرگاه است S مجموعه�ی برای بالا کران یک y عنصر می�گوئیم همچنین .x ≤ s

کران�های مجموعه�ی و L(S) نماد با را S مجموعه�ی پائین کران�های مجموعه�ی .s ≤ y باشیم داشته
بنابراین: می�دهیم. نمایش U(S) با را S بالای

و L(S) = {x ∈ P |x ≤ s ، s ∈ Sهر ازای {به

.U(S) = {x ∈ P |s ≤ x ، s ∈ Sهر ازای {به

که صورتی در

S = {x١, . . . , xn}

می�کنیم. استفاده (U(x١, . . . , xn))L(x١, . . . , xn) نماد از (U(S))L(S) جای به آن�گاه باشد،

که باشد داشته وجود y ∈ P ∗ عنصر هرگاه گوئیم �صفر مقسوم�علیه را x ∈ P عنصر .۶.٢.١ تعریف
همچنین می�دهیم. نمایش Z(P ) با را P �صفر مقسوم�علیه�های تمام مجموعه�ی .L(x, y) = {٠}

می�دهیم. نشان Z(P )∗ با را Z(P )⧹{٠}

هر برای هرگاه گوئیم، P ایده�آل را P مرتب جزئاً مجموعه�ی از I ناتهی زیرمجموعه�ی .٧.٢.١ تعریف
توجه می�گوئیم. P سره ایده�آل را I باشد I ̸= P اگر .y ∈ I آن�گاه ،y ≤ x و x ∈ Iاگر ،x, y ∈ P

است. ایده�آل هر زیرمجموعه�ی {٠} که کنید

تعریف زیر �صورت به و می�دهیم نمایش Ann(x) نماد با را x پوچساز ،x ∈ P برای .٨.٢.١ تعریف
می�کنیم:

{y ∈ P |L(x, y) = {٠}}

است. P از ایده�آل یک Ann(x) .٩.٢.١ لم

که دهیم نشان باید این�صورت در .y٢ ≤ y١ و y١ ∈ Ann(x) و y١, y٢ ∈ P که کنید فرض برهان.
می�گیریم. نظر در را t ∈ L(y٢, x) حال .L(y١, x) = {٠} لذا y١ ∈ Ann(x) چون .y٢ ∈ Ann(x)

لذا و t ∈ L(y١, x) بنابراین .t ≤ y١ که �می�شود نتیجه y٢ ≤ y١ و t ≤ y٢ از .t ≤ x و t ≤ y٢ پس
.y٢ ∈ Ann(x) بنابراین .L(y٢, x) ⊆ L(y١, x) = {٠}



٧ مقدماتی تعاریف

می�کنیم: تعریف x ∈ P برای .١٠.٢.١ تعریف

(x] := {y ∈ P |y ≤ x}

می�شود. نامیده x توسط شده تولید P اصلی ایده�آل و می�باشد P از ایده�آل یک که

L(x, y) ⊆ p اگر ،x, y ∈ P هر برای هرگاه می�نامیم اول ایده�آل یک P از p سره ایده�آل تعریف١١.٢.١.
باشد. y ∈ p یا x ∈ p آن�گاه

که باشد داشته وجود x ∈ P اگر گوئیم پوچساز اول ایده�آل را P از p اول ایده�آل .١٢.٢.١ تعریف
می�دهیم. نمایش Ass(P ) نماد با را P پوچساز اول های ایده�آل تمام مجموعه�ی .p = Ann(x)

عنصر یک را x ∈ Q .∅ ̸= Q ⊆ P و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
Q مینیمال عناصر تمام مجموعه�ی .y = x آن�گاه y ≤ x اگر ،y ∈ Q هر برای هرگاه گوئیم Q مینیمال

می�دهیم. نشان Min(Q) با را

یک را x ∈ Q .∅ ̸= Q ⊆ P و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف
عناصر تمام مجموعه�ی .y = x آن�گاه x ≤ y اگر ،y ∈ Q هر برای هرگاه گوئیم Q ماکسیمال عنصر

می�دهیم. نشان Max(Q) با را Q ماکسیمال

باشد. مرتب جزئاً و ناتهی مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف

عضوهای از خانواده�ای هر ازای به اگر می�کند صدق صعودی زنجیره�ی شرط در (P,≤) که می�گوئیم (یک)
ویژگی با (pi)i∈N چون P

p١ ≤ p٢ ≤ · · · ≤ pi ≤ pi+١ ≤ . . .

.pk = pk+i ،i ∈ N هر ازای به که باشد داشته وجود k ∈ N عدد

عضوی شامل P از ناتهی زیرمجموعه�ی هر اگر می�کند صدق ماکسیمال شرط در (P,≤) گوئیم (دو)
باشد. (≤ به (نسبت ماکسیمال

در (P,≤) صورت این در باشد. مرتب جزئاً و ناتهی مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .١۶.٢.١ لم
کند. صدق ماکسیمال شرط در اگر تنها و اگر می�کند صدق صعودی زنجیره�ی شرط

شود. مراجعه [٣۶.٣ لم ،١٣] به اثبات برای برهان.

کند. مراجعه ،[٨] مرجع به ترتیب نظریه زمینه�ی در بیشتر اطلاعات کسب برای می�تواند خواننده



مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف ٨

مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف ٣.١

گراف صورت این� در باشد. ٠ مینیمم عنصر با مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١.٣.١ تعریف
رأس دو و می�باشند P صفر غیر صفر مقسوم�علیه�های آن رئوس که است گرافی ،Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه
یک P پایان�نامه این سرتاسر در باشد. L(x, y) = {٠} اگر تنها و اگر متصل�اند �هم به P از y و x

می�شود. فرض Z(P )∗ ̸= ∅ و است صفر غیر مرتب جزئاً مجموعه�ی

برقرارند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .٢.٣.١ لم

�هم به Γ(P ) در y و x بنابراین و L(x, y) = {٠} آن�گاه ،�x ̸= y و x, y ∈ Min(P ∗) اگر (یک)
متصل�اند.

به Γ(P ) در y و x بنابراین و L(x, y) = {٠} آن�گاه ،x ≰ y که y ∈ P ∗ و x ∈ Min(P ∗) اگر (دو)
متصل�اند. �هم

در y و x بنابراین و L(x, y) ̸= {٠} آن�گاه ،x ≤ y که y ∈ Z(P )∗ و x ∈ Min(P ∗) اگر (سه)
نیستند. متصل �هم به Γ(P )

.x ∈ Z(P )∗ اگر تنها و اگر Ann(x) ̸= {٠} ،x ∈ P برای∗ (چهار)

Ann(y) ⊆ بنابراین و L(x, z) ⊆ L(y, z) داریم z ∈ P هر برای آن�گاه ،x ≤ y و x, y ∈ P اگر (پنج)
.Ann(x)

در z به x آن�گاه باشد، متصل Γ(P ) در z به y و x ≤ y �که �طوری به x, y, z ∈ Z(P )∗ اگر (شش)
. است متصل Γ(P )

باشد x ̸= y که x ∈ (y]\{٠} هر برای و (y]\{٠} ⊆ Z(P )∗ آن�گاه ،y ∈ Z(P اگر∗( (هفت)
.d(x, y) = ٢

.|Z(P )∗| ≥ ٢ (هشت)

.Min(P ∗) ⊆ Z(P )∗ (نه)

و t ≤ x که دارد وجود ٠ ̸= t ∈ L(x, y) �صورت این در .L(x, y) ̸= {٠} کنید فرض (یک) برهان.
است. x ̸= y فرض متناقض این که t = x = y لذا Min(Pمی�باشند، ∗) به متعلق y و x چون .t ≤ y

.t ≤ y و t ≤ x که دارد وجود ٠ ̸= t ∈ L(x, y) �صورت این در .L(x, y) ̸= {٠} کنید فرض (دو)
است. x ≰ y فرض متناقض این که x ≤ y بنابراین و t = x لذا است. Min(P ∗) به متعلق x چون

.L(x, y) ̸= {٠} بنابراین .٠ ̸= x ∈ L(x, y) لذا ،x ≤ x و x ≤ y چون (سه)
لذا دارد. وجود ٠ ̸= t ∈ Ann(x) صورت این در .Ann(x) ̸= {٠} کنید فرض (⇐) (چهار)

.x ∈ Z(P بنابراین∗( و L(t, x) = {٠}



٩ مقدماتی تعاریف

که دارد وجود y ∈ P ∗ ،Z(P )∗ تعریف طبق صورت این در باشد. x ∈ Z(P )∗ کنید فرض (⇒)

.Ann(x) ̸= {٠} بنابراین .y ∈ Ann(x) نتیجه در .L(x, y) = {٠}
.x ≤ y فرض طبق طرفی از .t ≤ z و t ≤ x صورت این در باشد. t ∈ L(x, z) کنید فرض (پنج)

.L(x, z) ⊆ L(y, z) بنابراین و t ∈ L(y, z) لذا .t ≤ y و t ≤ z نتیجه در و t ≤ y پس
،Ann(y) تعریف طبق پس می�گیریم. نظر در دلخواه t ∈ Ann(y) دوم قسمت اثبات برای حال
نشان که L(t, x) = {٠} بنابراین .L(t, x) ⊆ L(t, y) = {٠} طرفی از می�باشد. L(t, y) = {٠}

.Ann(y) ⊆ Ann(x) نتیجه در و t ∈ Ann(x) می�دهد
پس .x ≤ y فرض طبق طرفی از .t ≤ z و t ≤ x صورت این در .t ∈ L(x, z) کنید فرض (شش)

.L(x, z) ⊆ L(y, z) لذا و t ∈ L(y, z) می�دهد نشان که t ≤ y و t ≤ z نتیجه در و t ≤ y

متصل Γ(P ) در z به x بنابراین .L(x, z) = {٠} پس L(y, z) = {٠} که می�دانیم فرض طبق حال
است.

چون (شش) قسمت طبق طرفی از .t ≤ y �صورت این در .t ∈ (y]\{٠} کنید فرض (هفت)
.(y]\{٠} ⊆ Z(P )∗ درنتیجه .t ∈ Z(P )∗ لذا و است متصل Γ(P ) در رأسی به t پس .y ∈ Z(P )∗

رأسی به y طرفی از .x ≤ y صورت این در .x ∈ (y]\{٠} کنید فرض دوم قسمت اثبات برای
پس است. متصل Γ(P ) در z به x (شش)، قسمت طبق درنتیجه است. متصل Γ(P ) در z مثل

.d(x, y) = ٢ بنابراین و L(x, z) = L(y, z) = {٠}
،Z(P )∗ تعریف طبق دارد. وجود x ∈ Z(P )∗ عنصر لذا می�باشد. Z(P )∗ ̸= ∅ قرارداد طبق (هشت)
بنابراین و x, y ∈ Z(P )∗ نتیجه در و x ̸= y که کنید توجه .L(x, y) = {٠} که دارد وجود y ∈ P ∗

.|Z(P )∗| ≥ ٢
.Min(P )∗ ̸= ∅ کنید فرض لذا نمی�ماند. باقی اثبات برای چیزی آن�گاه ،Min(P ∗) = ∅ (نه)اگر
وجود y ∈ Z(P )∗ لذا ،Z(P )∗ ̸= ∅ قرارداد طبق چون باشد. دلخواه x ∈ Min(P ∗) کنید فرض
آن�گاه باشد، x ≰ y اگر (دو) قسمت یا ،x ≤ y اگر (شش) قسمت از استفاده با دراین�صورت دارد.

.Min(P ∗) ⊆ Z(P )∗ بنابراین .x ∈ Z(P )∗





٢ فصل

�صفر مقسوم�علیه گراف مقدماتی خواص
مرتب جزئاً مجموعه�های

�آمیزی رنگ اول بخش در می�شود. مطالعه Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف مقدماتی خواص فصل این در
�صفر مقسوم�علیه گراف رنگی عدد و خوشه�ای عدد داد خواهیم نشان می�کنیم. مطالعه را Γ(P ) گراف
که می�کنیم ثابت می�شود. مطالعه Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف کمر و قطر دوم بخش در برابرند. Γ(P )

سه، Γ(P ) گراف کمر داد خواهیم نشان همچنین است. سه حداکثر آن قطر و است همبند Γ(P ) گراف
می�باشد. ∞ یا چهار

Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف در �آمیزی رنگ ١.٢

.χ(Γ(P )) = ω(Γ(P )) دهیم نشان که است این بخش این اساسی هدف
مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف نمی�تواند گرافی هر که داد خواهیم نشان زیر مثال در

باشد.

آن �صفر مقسوم�علیه گراف که ندارد وجود مرتبی جزئاً مجموعه�ی دهیم نشان می�خواهیم .١.١.٢ مثال
مطابق آن �صفر مقسوم�علیه گراف که باشد مرتبی جزئاً مجموعه�ی P فرضکنید باشد. ١.١.٢ شکل مطابق
و L(a, b) = L(b, c) = L(c, d) = L(d, e) = L(a, e) = {٠} صورت این در ١.١.٢باشد. شکل
از یکی لذا L(a, d) ̸= {٠} چون .L(a, c) = L(a, d) = L(b, d) = L(b, e) = L(c, e) ̸= {٠}

می�افتد: اتفاق زیر حالت�های
.t ≤ c و t ≤ a لذا می�گیریم، نظر در t ∈ L(a, c) حال .a ≤ d آن�گاه ،a ∈ L(a, d) اگر (یک)
که L(a, c) = {٠} بنابراین و L(a, c) ⊆ L(c, d) = {٠} پس .t ∈ L(c, d) لذا .t ≤ d نتیجه در

است. تناقض
آن�گاه ،t ∈ L(a, b) اگر زیرا .L(a, b) = L(b) = {٠} حال .b ≤ a آن�گاه ،b ∈ L(a, d) (دو)اگر
.t ≤ a لذا ،b ≤ a طرفی از .t ≤ b آن�گاه ،t ∈ L(b) اگر همچنین .t ∈ L(b) بنابراین .t ≤ b و t ≤ a



تناقض حالت دو هر که L(a, d) = L(b) = {٠} مشابه به�طور .b ≤ d همچنین .t ∈ L(a, b) بنابراین
است.

.L(c, d) = L(c) = {٠} (دو)، قسمت در شده گفته مطالب به باتوجه .c ≤ d آن�گاه ،c ∈ L(a, d) اگر (سه)
است. تناقض حالت دو هر که L(a, c) = L(c) = {٠} لذا ،c ≤ a طرفی از

در .t ≤ b و t ≤ d لذا می�گیریم، نظر در t ∈ L(b, d) حال .d ≤ a آن�گاه ،d ∈ L(a, d) اگر (چهار)
تناقض که L(b, d) = {٠} بنابراین .L(b, d) ⊆ L(a, b) = {٠} لذا .t ∈ L(a, b)پس .t ≤ a نتیجه

است.
(دو) قسمت در شده گفته مطالب طبق نتیجه در .e ≤ a آن�گاه e ∈ L(a, d) اگر (پنج)

است. تناقض که L(e, c) = L(٠, c) = {٠} بنابراین .L(e, a) = L(e) = {٠}
نتیجه در و نیست صفر مقسوم�علیه t آن�گاه ،t /∈ {a, b, c, d, e} و ٠ ̸= t ∈ L(a, d) اگر (شش)
متناقض که ٠ ̸= t١ ∈ L(a, b) بنابراین دارد. وجود ٠ ̸= t١ ∈ L(t, b) لذا .L(t, b) ̸= {٠}

است. L(a, b) = {٠}
می�شود. ثابت وحکم باطل خلف فرض بنابراین رسیدیم. تناقض به فوق حالت�های از کدام هر در لذا

است. دو آن خوشه�ای عدد و سه گراف این رنگی عدد که کنید توجه

..

e

.

d

.

a

. b. c

نیست. مرتبی جزئاً مجموعه�ی هیچ صفر مقسوم�علیه گراف که گرافی :١.١.٢ شکل

عضو یک Ann(x) و x ∈ P اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .٢.١.٢ لم
است. P از اول ایده�آل یک Ann(x) آن�گاه باشد، {Ann(a)|a ∈ P,Ann(a) ̸= P} از ماکسیمال

,L(aو b) ⊆ Ann(x) کنید فرض است. ایده�آل یک Ann(x) ،٩.٢.١ لم به توجه با برهان.
اگر زیرا .L(a, b, x) = {٠} که کنید توجه ابتدا .b ∈ Ann(x) دهیم نشان باید .a /∈ Ann(x)

.t ∈ L(t, x) طرفی از .L(t, x) = {٠} نتیجه در .t ∈ L(a, b) ⊆ Ann(x) آن�گاه ،t ∈ L(a, b, x)

وجود ٠ ̸= z ∈ L(a, x) درنتیجه و L(a, x) ̸= {٠} لذا ،a /∈ Ann(x) چون حال .t = ٠ بنابراین
دارد.

z ≤ a طرفی از .t ≤ z و t ≤ b آن�گاه ،t ∈ L(b, z) اگر زیرا .L(b, z) ⊆ L(a, b, x) می�کنیم ادعا
نتیجه در و L(b, z) = {٠} بنابراین .t ∈ L(a, b, x) یعنی .t ≤ x و t ≤ a لذا و z ≤ x و
باید .L(t, x) = {٠} آن�گاه ،t ∈ Ann(x) اگر زیرا .Ann(x) ⊆ Ann(z) طرفی از .b ∈ Ann(z)



١٣ مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف مقدماتی خواص

.L(t, z) = {٠} معادل طور به یا t ∈ Ann(z) دهیم نشان
بنابراین .u ≤ x لذا z ≤ x طرفی از .u ≤ z و u ≤ t صورت این در .u ∈ L(t, z) کنید فرض
لذا z ̸= ٠ چون طرفی از .Ann(x) ⊆ Ann(z) بنابراین .u = ٠ لذا و u ∈ L(t, x) = {٠}
.Ann(x) = Ann(z) ،Ann(x) بودن ماکسیمال بنابر .Ann(z) ̸= P نتیجه در و z /∈ Ann(z)

است. ایده�آل یک Ann(x) می�دهد نشان که b ∈ Ann(x) بنابراین

ایده�آل دو Ann(y) و Ann(x) اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .٣.١.٢ لم
.L(x, y) = {٠} آن��گاه باشند، P از متمایز اول

Ann(x) طرفی از .y /∈ Ann(x) و x /∈ Ann(y)صورت� این در .L(x, y) ̸= {٠} فرضکنید برهان.
زیرا .Ann(y) ⊆ Ann(x) و Ann(x) ⊆ Ann(y) همچنین هستند. اول ایده�آل دو هر Ann(y) و
یک Ann(x) و {٠} = L(t, y) ⊆ Ann(x) چون .L(t, y) = {٠} آن�گاه ،t ∈ Ann(y) اگر مثلا
مشابه �طور به و Ann(y) ⊆ Ann(x) بنابراین .t ∈ Ann(x) لذا y /∈ Ann(x) و است اول ایده�آل
Ann(y) و Ann(x) بودن متمایز با متناقض که Ann(x) = Ann(y) بنابراین .Ann(x) ⊆ Ann(y)

است.

هر �صورت این در .ω(Γ(P )) < ∞ و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .۴.١.٢ لم
دارد. ماکسیمال عنصر یک حداقل {Ann(x)|x ∈ P, x ̸= ٠} شکل به P از ناتهی زیرمجموعه�ی

می�کند. صدق صعودی زنجیره�ی شرط در فوق مجموعه�ی دهیم نشان است کافی ،١۶.٢.١ لم بنابر برهان.
کنید فرض خلف برهان به

Ann(x١) ⊂ Ann(x٢) ⊂ . . .

را aj ∈ Ann(xj)\Ann(xj−١) ،j > ١ برای باشند. P ایده�آل�های از صعودی اکیداً زنجیر یک
انتخاب ٠ ̸= yj ∈ L(aj, xj−١) ،j > ١ هر برای و L(aj, xj−١) ̸= صورت{٠} این در کنید. اختیار
چون .t ≤ yj و t ≤ xj آن�گاه ،t ∈ L(yj, xj) اگر زیرا .L(yj, xj) ⊆ L(aj, xj−١, xj) حال کنید.
می�کنیم ادعا .t ∈ L(aj, xj−١, xj) بنابراین .t ≤ aj و t ≤ xj−١ پس ،yj ≤ xj−١ و yj ≤ aj

L(aj, xj−١, xj) = لذا و L(aj, xj) = {٠} ،aj ∈ Ann(xj) چون .L(aj, xj−١, xj) = {٠}
،L(yj, xj−١) ̸= {٠} و L(yj, xj) = {٠} چون yj ∈ Ann(xj)\Ann(xj−١) همچنین .{٠}

. yj ∈ L(yj, xj−زیرا(١
چون .yj = yk و k > j کنید فرض �صورت این غیر در .yj ̸= yk ،j ̸= k برای می��کنیم ادعا
متناقض که yj /∈ Ann(xj) لذا .Ann(xj) ⊆ Ann(xk−١) و yj = yk ∈ Ann(xk)\Ann(xk−١)

است. yj انتخاب با
.t ≤ yk و t ≤ yj آن�گاه ،t ∈ L(yj, yk) اگر زیرا .L(yj, yk) ⊆ L(aj, xj−١, ak, xk−١) داریم طرفی از
مشابه �طور به .t ≤ xj−١ و t ≤ aj پس .yj ≤ xj−١ و yj ≤ aj لذا ،yj ∈ L(aj, xj−١) طرفی از
�صورت این در .j ≤ k − ١ کنید فرض .t ∈ L(aj, xj−١, ak, xk−١) بنابراین .t ≤ ak−١ و t ≤ ak

L(aj, xj−١, ak, xk−١) = نتیجه در و L(aj, xk−١) = {٠} لذا ،aj ∈ Ann(xj) ⊆ Ann(xk−١)



مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف ١۴

خوشه�ی یک {y١, y٢, . . . } درنتیجه و L(yj, yk) ⊆ L(aj, xj−١, ak, xk−١) = {٠} بنابراین .{٠}
است. ω(Γ(P )) < ∞ متناقض که است P از نامتناهی

ماکسیمال عنصر هر صورت این در باشد. مرتب جزئاً یکمجموعه�ی (P,≤) فرضکنید .۵.١.٢ تعریف
گوئیم. ماکسیمال پوچساز ایده�آل یک را {Ann(x)|x ∈ P, x ̸= ٠}

را I باشد. P از سره ایده�آل یک I و مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .۶.١.٢ تعریف
i ∈ {١, . . . , n} آن�گاه ،L(x١, x٢, . . . , xn) ⊆ I ,x١،اگر x٢, . . . , xn ∈ P برای هرگاه گوییم، n−اول

باشد. اول I اگر تنها و اگر است ٢-اول I ایده�آل وضوح به .xi ∈ I که باشد موجود

این در باشد. P از سره ایده�آل یک I و مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .٧.١.٢ لم
باشد. n−اول ،I اگر تنها و اگر است اول I ،n ≥ ٢ برای �صورت

برقرار n = ٢ برای حکم اول، ایده�آل تعریف طبق می�کنیم. ثابت n روی استقرا به را حکم (⇐) برهان.
L(x١, . . . , xn−١, xn) ⊆ I فرضکنید باشد. برقرار n−١ برای حکم و n > ٢ فرضکنید حال است.

می�گیریم. نظر در دلخواه z ∈ L(x٢, . . . , xn) باشد. P از اول ایده�آل I و
طرفی از .t ≤ z و t ≤ x آن�گاه ،t ∈ L(x, z) اگر زیرا .L(x١, z) ⊆ L(x١, . . . , xn) دراین�صورت
و .t ≤ xn و . . . و t ≤ x١ بنابراین .z ≤ xn و . . . و z ≤ x٢ درنتیجه و z ∈ L(x٢, . . . , xn)

اول از .x١ /∈ I کنید فرض لذا است. ثابت حکم آن�گاه ،x١ ∈ I اگر .t ∈ L(x١, . . . , xn) درنتیجه
طبق .L(x٢, . . . , xn) ⊆ I لذا بود، P از دلخواه عضو یک z چون .z ∈ I که می�شود نتیجه I بودن
اول ایده�آل هر ،n ≥ ٢ برای می�دهد نشان مطلب این .xi ∈ I که دارد وجود ٢ ≤ i ≤ n استقرا فرض

است. n−اول ایده�آل یک P
است. واضح حکم L(x١, x٢) = L(x١, x٢, . . . , x٢︸ ︷︷ ︸

١−nبار

) اینکه به توجه با (⇒)

نباشد. نامتناهی خوشه�ی شامل Γ(P ) و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .٨.١.٢ لم
است. متناهی ،P متمایز ماکسیمال پوچساز ایده�آل�های تمام مجموعه�ی صورت این در

که کنید فرض همچنین و A := {xi|است ماکسیمال پوچساز ایده�آل Ann(xi)} دهید قرار برهان.
.Ann(xi) ̸= Ann(xj) ،i ̸= j برای

،٣.١.٢ لم وسیله�ی به �صورت این در هستند. P اول ایده�آل�های A عناصر همه�ی ،٢.١.٢ لم به باتوجه
.|A| ≤ (ωΓ(P )) < ∞ بنابراین .|A| ≤ ω(Γ(P )) لذا .L(xi, xj) = {٠} ،i ̸= j برای

نباشد. نامتناهی خوشه�ی شامل Γ(P ) و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .٩.١.٢ لم
است. P از مینیمال اول ایده�آل متناهی تعداد اشتراک {٠} صورت این در

پوچساز ایده�آل�های مجموعه�ی {Ann(xi)|١ ≤ i ≤ n} کنید فرض ،٨.١.٢ لم به توجه با برهان.
فوق مجموعه�ی که می�کند ایجاب ۴.١.٢ لم ،P ̸= {٠} چون که کنید توجه باشد. P متمایز ماکسیمال
کنید فرض خلف برهان به هستند. اول فوق مجموعه�ی عناصر ،٢.١.٢ لم طبق طرفی از باشد. ناتهی



١۵ مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف مقدماتی خواص

.L(a, xi) = {٠} ،١ ≤ i ≤ n هر برای دراین�صورت .٠ ̸= a ∈ ∩١≤i≤nAnn(xi)

ایده�آل هر ،١۶.٢.١ لم و ۴.١.٢ لم طبق اما .xi ∈ Ann(a) ،١ ≤ i ≤ n هر برای بنابراین
که دارد وجود ١ ≤ j ≤ n پس است، ماکسیمال پوچساز ایده�آل یک در مشمول سره پوچساز
است. تناقض که xj = ٠ لذا ،xj ∈ Ann(a) ⊆ Ann(xj) نتیجه در و Ann(a) ⊆ Ann(xj)

.∩١≤i≤nAnn(xi) = {٠} بنابراین
هیچ ،i ̸= j برای هستند. P از مینیمال اول ایده�آل�های pi = Ann(xi) دهیم نشان است کافی حال
،١ ≤ j ≤ n ازای به اگر حال می�باشند. P ماکسیمال ایده�آل�های piها چون نیست، pj در مشمول piای
١ ≤ i ≤ n دهیم نشان اگر .J ⊆ pj که دارد وجود J مانند اول اید�ه�آل یک آن�گاه نباشد، مینیمال اول pj

است. تناقض که pi ⊆ J ⊆ pj آن�گاه ،pi ⊆ J که دارد وجود
در .pi ⊆ I که دارد وجود ١ ≤ i ≤ n می�کنیم ادعا باشد. P از اول ایده�آل I که کنید فرض حال
زیرا .L(y١, . . . , yn) ⊆ ∩١≤i≤npi حال دارد. وجود yi ∈ pi\I ،١ ≤ i ≤ n هر برای غیراین�صورت
،٨.١.٢ لم بنابر pi و yi ∈ pi چون .t ≤ yi ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن�گاه t ∈ L(y١, . . . , yn) اگر
چون .L(y١, . . . , yn) = {٠} بنابراین .t ∈ pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای یعنی .t ∈ pi لذا است ایده�آل
است n−اول ایده�آل یک I ،٧.١.٢ لم به بنا است، اول ایده�آل یک I و {٠} = L(y١, . . . , yn) ⊆ I

است. تناقض این و yi ∈ I که دارد وجود ١ ≤ i ≤ n درنتیجه و

صورت این در .ω(Γ(P )) < ∞ و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .١٠.١.٢ لم
شکل به I که دارد وجود x ∈ P یعنی است، پوچساز �آل ایده یک P از I مینیمال اول ایده�آل هر

است. Ann(x)

A = {Ann(x)|x /∈ I} مجموعه ،۴.١.٢ لم طبق باشد. P از مینیمال اول ایده�آل یک I فرضکنید برهان.
باشند. A از ماکسیمال عنصر دو Ann(y٢) و Ann(y١) کنید فرض دارد. ماکسیمال عنصر یک
y ∈ L(y١, y٢)\I بنابراین .L(y١, y٢) ⊈ I لذا ،y١, y٢ /∈ I و است اول ایده�آل یک I چون
،t ∈ Ann(y١) اگر زیرا .Ann(y٢) ⊆ Ann(y) و Ann(y١) ⊆ Ann(y) طرفی از دارد. وجود
طرفی از .u ≤ y و u ≤ t درنتیجه می�گیریم، نظر در u ∈ L(t, y) حال .L(t, y١) = آن�گاه{٠}
بنابراین .u ∈ L(t, y١) لذا و u ≤ y١ پس .y ≤ y٢ و y ≤ y١ نتیجه در y ∈ L(y١, y٢)

حال .Ann(y٢) ⊆ Ann(y) مشابه به�طور .t ∈ Ann(y) درنتیجه و L(t, y) ⊆ L(t, y١) = {٠}
.Ann(y١) = Ann(y٢) = Ann(y) لذا هستند، ماکسیمال ایده�آل دو هر Ann(y٢) و Ann(y١)

زنجیره�ی شرط ،١۶.٢.١ لم بنابر است. Ann(y) مانند عنصر بزرگترین دارای A که دادیم نشان بنابراین
Ann(y) ⊆ Ann(z) که دارد وجود z ∈ P بنابراین است. Aبرقرار پوچساز ایده�آ�ل�های مورد در صعودی
،٢.١.٢ لم به توجه با است. z ̸= که٠ کنید توجه است. ماکسیمال پوچساز ایده�آل یک Ann(z) و

.Ann(z) ⊆ I می�کنیم ثابت است. اول ایده�ال یک Ann(z)

اینکه به توجه با z ∈ Ann(g) ∈ A �صورت این در .g ∈ Ann(z)\I کنید فرض خلف برهان به
که z ∈ Ann(z) لذا ،z ∈ Ann(g) ⊆ Ann(y) ⊆ Ann(z) پس است A عنصر بزرگترین Ann(y)

.Ann(z) = I است، مینیمال اول ایده�آل I چون .Ann(z) ⊆ I بنابراین است. تناقض
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این در .ω(Γ(P )) < ∞ و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .١١.١.٢ قضیه
n آن در که χ(Γ(P )) = ω(Γ(P )) = n و است متناهی P مینیمال اول ایده�آل�های تعداد صورت

است. مینیمال اول ایده�آل�های تعداد

P مینیمال اول ایده�آل�های piها درآن که p١ ∩ p٢ ∩ · · · ∩ pn = {٠} لم٩.١.٢، به توجه با برهان.
هم به که است y و x مانند رأس دو دارای Γ(P ) (هشت)، ٢.٣.١ لم به توجه با که کنید توجه هستند.
،١٠.١.٢ لم طبق .n ≥ ٢ نتیجه در و نیست اول ایده�آل {٠} یعنی L(x, y) ⊆ {٠} لذا و متصل�اند

.∩١≤i≤nAnn(xi) = {٠} بنابراین .pi = Ann(xi) که دارد وجود ٠ ̸= x ∈ P

که شود توجه .ω(Γ(P )) ≥ n بنابراین و است Γ(P ) در خوشه یک {xi|١ ≤ i ≤ n} ،٣.١.٢ لم طبق
تعریف زیر �صورت به را Γ(P ) برای f �آمیزی رنگ .(١ ≤ i ≤ n) ،xi ∈ V (Γ(P )) ،n ≥ ٢ چون

می�کنیم:
رأس دو y و x اگر .f(x) ∈ N لذا x ̸= ٠ چون .f(x) := min{i|x /∈ pi} ،x ∈ Γ(P ) برای
هر برای آن�گاه ،k ∈ N که f(x) = k اگر .L(x, y) = {٠} آن�گاه متصل�اند، �هم به که باشند Γ(P از(
همچنین و است اول ایده�آل یک pk و L(x, y) = {٠} ⊆ pk چون .x /∈ pk و x ∈ pi ،١ ≤ i ≤ k−١
یک f اینرو از .f(x) ̸= f(y) بنابراین و f(y) ̸= k که می�دهد نشان این .y ∈ pk بنابراین ،x /∈ pk

.n ≥ χ(Γ(P )) ≥ ω(Γ(P )) ≥ n طرفی از .χ(Γ(P )) ≤ n نتیجه در و است Γ(P برای( �آمیزی رنگ
.χ(Γ(P )) = ω(Γ(P )) = n بنابراین

معادلند: زیر گزاره�های دراین�صورت باشد. مرتب جزئاً یکمجموعه�ی (P,≤) فرضکنید .١٢.١.٢ قضیه

است. متناهی χ(Γ(P )) (یک)

است. متناهی ω(Γ(P )) (دو)

است. اول ایده�آل�های از تعدادمتناهی اشتراک ،P از {٠} ایده�آل (سه)

نیست. نامتناهی خوشه�ی یک شامل Γ(P ) (چهار)

است. ω(Γ(P )) ≤ χ(Γ(P )) چون است واضح (دو) ⇐ (یک) برهان.
است. واضح (چهار) ⇐ (دو)

است. بدیهی ٩.١.٢ لم به توجه با (سه) ⇐ (چهار)
باتوجه باشند. P اول ایده�آل�های piها آن در که ∩١≤i≤npi = {٠} کنید فرض (یک) ⇐ (سه)
لذا و است Γ(P ) برای �آمیزی رنگ یک f(x) = min{i|x /∈ pi} قضیه١١.١.٢، اثبات به

.χ(Γ(P )) ≤ n

Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف کمر و قطر ٢.٢

Γ(P ) که داد خواهیم نشان می�کنیم. مطالعه را Γ(P ) مقسوم�علیه�صفر گراف کمر و قطر بخش این در
شرایطی و می�باشد girth(Γ(P )) ∈ {٣,۴,∞} همچنین است. سه حداکثر قطر با همبند گراف یک
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می�کنیم. ارائه باشد ∞ یا چهار سه، Γ(P ) گراف کمر اینکه برای را

: برقرارند زیر گزاره�های صورت این در باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١.٢.٢ قضیه

.diam(Γ(P )) ∈ {١,٢,٣} و است همبند گراف یک Γ(P ) (یک)

.Z(P )∗ = Min(P ∗) اگر تنها و اگر diam(Γ(P )) = ١ (دو)

x, y ∈ Z(P )∗\Min(P ∗) هر برای Z(Pو ∗)\Min(P ∗) ̸= ∅ اگر تنها و اگر diam(Γ(P )) = ٢ (سه)
.Ann(x) ∩ Ann(y) ̸= {٠} ،L(x, y) ̸= {٠} که

موجود x, y ∈ Z(P )∗\Min(P ∗) و Z(P )∗\Min(P ∗) ̸= ∅ اگر تنها و اگر diam(Γ(P )) = ٣ (چهار)
.Ann(x) ∩ Ann(y) = {٠} و L(x, y) ̸= {٠} که باشند

.d(x, y) ∈ {١,٢,٣} می�کنیم ادعا باشند. Γ(P ) از متمایز رأس دو y و x کنید فرض (یک) برهان.
.d(x, y) = ١ بنابراین و است متصل y به x آن�گاه ،L(x, y) = {٠} اگر

که می�کنیم اختیار u, v ∈ Z(P )∗ ،x, y ∈ Z(P )∗ چون .L(x, y) ̸= {٠} کنید فرض حال
x − u − v − y فرم به مسیر یک آن�گاه ،L(u, v) = {٠} اگر .L(x, u) = L(y, v) = {٠}

.d(x, y) ≤ ٣ بنابراین و دارد وجود Γ(P ) در
L(x, z) ⊆ L(x, u) = {٠} (پنج)، ٢.٣.١ لم طبق .٠ ̸= z ∈ L(u, v) آن�گاه ،L(u, v) ̸= {٠} اگر حال
بنابراین .d(x, y) = ٢ نتیجه در و L(x, z) = L(y, z) = {٠} لذا .L(y, z) ⊆ L(y, v) = {٠} و

. diam(Γ(P )) ∈ {١,٢,٣} و است همبند گراف یک Γ(P )

که دهیم نشان است کافی ٢.٣.١(نه)، لم طبق .diam(Γ(P )) = ١ کنید فرض (⇐) (دو)

.Z(P )∗ ⊆ Min(P ∗)

.x ̸= y که دارد وجود x ∈ (y]\{٠} آن�گاه ،y /∈ Min(P ∗) اگر باشد. y ∈ Z(P )∗ کنید فرض
فرض با تناقض این و d(x, y) = ٢ که دارد وجود x ∈ Z(P )∗ (هفت)، ٢.٣.١ لم طبق بنابراین

.Z(P )∗ ⊆ Min(P ∗) بنابراین و y ∈ Min(P ∗) پس است. diam(Γ(P )) = ١
بنابراین .|Z(P )∗| ≥ ٢ (هشت)، ٢.٣.١ لم طبق آن�گاه باشد، Min(P ∗) = Z(P )∗ اگر (⇒)

چون حال متصل�اند. �هم Min(Pبه ∗) عناصر همه�ی (یک)، ٢.٣.١ لم طبق طرفی از .|Min(P ∗)| ≥ ٢
.diam(Γ(P )) = ١ درنتیجه و است کامل Γ(P ) گراف لذا ،Min(P ∗) = Z(P )∗

دارند وجود u ̸= v که u, v ∈ Z(P )∗ صورت این در باشد. diamΓ(P ) = ٢ کنید (⇐)فرض (سه)
.Z(P )∗\Min(P ∗) ̸= ∅ پس ،{u, v} /∈ Min(P ∗) (یک)، ٢.٣.١ طبق بنابراین .d(u, v) = ٢ که
چون .d(x, y) > ١ یعنی .L(x, y) ̸= {٠} که x, y ∈ Z(P )∗\Min(P ∗) که کنید فرض حال
.d(x, z) = d(y, z) = ١ که دارد وجود z ∈ Z(P )∗ بنابراین .d(x, y) = ٢ داریم ،diam(Γ(P )) = ٢

.Ann(x) ∩ Ann(y) ̸= ∅ بنابراین .z ∈ Ann(x) ∩ Ann(y) نتیجه در
،L(x, y) ̸= {٠} که x, y ∈ Z(P )∗\Min(P ∗) هر برای و Z(P ∗)\Min(P ∗) ̸= ∅ کنید فرض (⇒)

این در باشد. ثابت و دلخواه x ∈ Z(P )∗\Min(P ∗) کنید فرض .Ann(x) ∩ Ann(y) ̸= {٠}
لذا x /∈ Min(P ∗) چون .d(x, z) = ١ لذا و L(x, z) = {٠} که دارد وجود z ∈ Z(P )∗ صورت
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فرض حال .d(x, u) = ٢ داریم (هفت)، ٢.٣.١ لم طبق بنابراین .u < x که دارد وجود u ∈ P ∗

یا d(x, y) = ١ داریم فرض، از استفاده با آن�گاه نباشد، Min(P ∗) به متعلق y اگر .y ∈ Z(P )∗ کنید
y ∈ Min(P ∗) اگر .d(x, y) = ٢ نتیجه در و d(x, z) = d(y, z) = ١ که دارد وجود z ∈ Z(P )∗

y ≤ x و y ∈ Min(P ∗) که حالتی در و d(x, y) = ١ (دو)، ٢.٣.١ لم از استفاده با آن�گاه ،y ≰ x و
.d(x, y) = ١ (یک)، ٢.٣.١ لم طبق ،x, y ∈ Min(P ∗) اگر .d(x, y) = ٢ (سه)، ٢.٣.١ لم طبق
(دو)، قسمت طبق طرفی از .diam(Γ(P )) ≤ ٢ نتیجه در و d(x, y) ≤ ٢ حالت�ها کلیه�ی در بنابراین

.diam(Γ(P )) = ٢ بنابراین .diam(Γ(P )) ̸= ١
نمی�ماند. باقی اثبات برای چیزی (سه)، تا (یک) قسمت�های به توجه با (چهار)

در .Z(P ∗)\Min(P ∗) ̸= ∅ و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک (P,≤) کنید فرض .٢.٢.٢ نتیجه
اگر ویژه به .diam(Γ(P )) = Max{٢, d(x, y)|x, y ∈ Z(P )∗\Min(P ∗), x ̸= y} �صورت این

.diam(Γ(P )) = ٢ آن�گاه باشد، زنجیر یک Z(P ∗)\Min(P ∗)

برای دوم، قسمت اثبات برای می�شود. نتیجه (چهار) و (سه) ١.٢.٢ قضیه از اول قسمت برهان.
چون دراین�صورت .x ≤ y کنید فرض مثلا .y ≤ x یا x ≤ y ،x, y ∈ Z(P )∗\Min(P هر(∗
بنابراین .L(z, x) = {٠} پس L(y, z) = {٠} که دارد وجود z ∈ Z(P )∗ لذا y ∈ Z(P )∗

می�شود. نتیجه حکم ١.٢.٢(سه)، قضیه به توجه با و ٠ ̸= z ∈ Ann(x) ∩ Ann(y)

برقرارند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. مرتب جزئاً ی مجموعه یک P کنید فرض .٣.٢.٢ قضیه

.girth(Γ(P )) ∈ {٣,۴,∞} (یک)

باشد. ای ستاره گراف Γ(P ) اگر تنها و اگر girth(Γ(P )) = ∞ (دو)

نباشد. ستاره�ای و باشد دوبخشی گراف Γ(P ) اگر تنها و اگر girth(Γ(P )) = ۴ (سه)

باشد. فرد دور یک شامل Γ(P ) اگر تنها و اگر girth(Γ(P )) = ٣ (چهار)

Γ(P ) در n مینیمال طول به دور یک �صورت این در .girth(Γ(P )) ̸= ∞ کنید فرض (یک) برهان.
n بودن مینیمال .n ≥ ۵ کنید فرض است. x١ − x٢ − x٣ − ... − xn − x١ فرم به که دارد وجود
لم طبق �صورت این در باشد. ٠ ̸= z ∈ L(x٢, x۴) کنید فرض .L(x٢, x۴) ̸= {٠} که می�دهد نتیجه

.L(x۵, z) ⊆ L(x۵, x۴) = {٠} و L(x١, z) ⊆ L(x١, x٢) = {٠} ٢.٣.١(پنج)،
فرض با تناقض این که است n−٢ حداکثر طول به دور یک x١− z− x۵− · · · − xn − x١ نتیجه در

.girth(Γ(P )) = ٣ یا ۴ بنابراین است. girth(Γ(P )) = n

.|Z(P )∗| ≥ حالت٣ این در نباشد، ای ستاره گراف Γ(P ) و girth(Γ(P )) = ∞ (⇐)فرضکنید (دو)

نیست. پایانی رأس که دارد وجود x ∈ Z(P لذا∗( است، همبند Γ(P ) (یک)، ١.٢.٢ قضیه طبق ازطرفی

.a, b, c ∈ Z(P )∗ که دارد وجود Γ(P ) در a−x−b−c فرم به مسیر یک نیست، ستاره�ای Γ(P ) چون
است. تناقض که است Γ(P در( دور یک a− x− b− c− a آن�گاه باشد، متصل c به a اگر

(شش)، ٢.٣.١ لم طبق بنابراین ،z ≤ c و z ≤ a که دارد وجود z ∈ P ∗ آن�گاه نباشد، متصل c به a اگر
با تناقض که است Γ(P ) در دور یک z − x − b − z نتیجه در است، متصل b و x رأس دو هر به z
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a ∈ L(x, a) بنابراین می�باشد. a ≤ a و x ≤ a �این�صورت غیر در .z ̸= x که کنید توجه است. فرض
است. Γ(Pستاره�ای ) بنابراین می�باشد. z ̸= b مشابه به�طور است. تناقض در L(x, a) = {٠} با که

است. بدیهی (⇒)

می�دهیم نشان نیست. ستاره�ای گراف یک Γ(P ) وضوح به .girth(Γ(P )) = ۴ کنید فرض (⇐) (سه)
برهان به است. دوبخشی (کونیگ)، ٢٢.١.١ قضیه به توجه با این�صورت در ندارد. فرد دور Γ(P ) که
طول به فرد دور یک x١ − x٢ − · · · − xn − x١ و دارد فرد دور یک Γ(P ) که کنید فرض خلف
نتیجه n بودن مینیمال حال .n ≥ ۵ لذا ،girth(Γ(P )) ̸= ٣ چون باشد. Γ(P ) در n مینیمال
از استفاده با این�صورت در باشد. ٠ ̸= z ∈ L(x٢, x۴) کنید فرض .L(x٢, x۴) ̸= {٠} که می�دهد
می�دهد نتیجه که L(x۵, z) ⊆ (x۵, x۴) = {٠} و L(x١, z) ⊆ L(x١, x٢) = {٠} (پنج)، ٢.٣.١ لم
با تناقض این و است Γ(P ) در n − ٢ حداکثر طول به دور یک x١ − z − x۵ − · · · − xn − x١

ندارد. فرد دور Γ(P ) نتیجه در است. n بودن مینیمال
خوشه�ای عدد آن�گاه باشد، girth(Γ(P )) = ۴ اگر می�کنیم. ارائه قسمت این برای دیگر اثبات یک حال
Γ(P ) می�دهد نتیجه که است دو نیز، Γ(P ) رنگی عدد قضیه١١.١.٢، طبق بنابراین است. دو ،Γ(P )

است. دوبخشی
٢٢.١.١ قضیه�ی از استفاده با دراین�صورت نباشد. ستاره�ای ولی باشد دوبخشی Γ(P ) که (⇒)فرضکنید

بنابراین .girth(Γ(P )) ̸= ∞ (دو)، قسمت به توجه با درنتیجه .girth(Γ(P )) ̸= ٣ داریم (کونیگ)،
.girth(Γ(P )) = ۴

باقی اثبات برای چیزی (کونیگ)، ٢٢.١.١ قضیه�ی و (سه) تا (یک) قسمت�های به توجه با (چهار)
نمی�ماند.

وضوح به آن�گاه ،Min(P ∗) = ∅ اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .۴.٢.٢ گزاره
.girth(Γ(P )) = ٣ ۴یا بنابراین و نیست ستاره�ای گراف Γ(P )

که دارد وجود z ∈ P ∗ لذا ،x ∈ Z(P چون∗( باشد. آن مرکز x و ستاره�ای Γ(P ) کنید فرض برهان.
٢.٣.١ لم به باتوجه .y ≨ x که دارد وجود y ∈ P ∗ آن�گاه ،x /∈ Min(P ∗) اگر .L(x, z) = {٠}
متناقض که x ∈ Min(P ∗) لذا است. Γ(P ) بودن ستاره�ای متناقض که L(y, z) = {٠} (شش)،

است. فرض

اگر girth(Γ(P )) = ٣ صورت این در باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .۵.٢.٢ گزاره
باشد: برقرار زیر شرایط از یکی

.|Min(P ∗)| ⩾ ٣ (یک)

.|Ass(P )| ⩾ ٣ (دو)

(یک)، ٢.٣.١ لم طبق نتیجه در ،x, y, z ∈ Min(P ∗) آن�گاه باشد، برقرار (یک) قسمت اگر برهان.
بنابراین است. Γ(P ) در دور یک x − y − z − x لذا ,L(xو z) = L(x, y) = L(y, z) = {٠}

.girth(Γ(P )) = ٣
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Ann(z) و Ann(y) و Ann(x) که دارد وجود x, y, z ∈ P آن�گاه باشد، برقرار (دو) قسمت اگر
و L(x, z) = L(x, y) = L(y, z) = {٠} ،٣.١.٢ لم طبق بنابراین Pاند. از متمایز اول ایده�آل�های

.girth(Γ(P )) = ٣ بنابراین است. Γ(P ) در دور یک x− y − z − x لذا

زیر گزاره�های دراین�صورت .x ∈ P ∗ و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .۶.٢.٢ لم
معادلند:

.x ∈ Min(P ∗) (یک)

است. P از اول ایده�آل یک {٠, x} (دو)

تعریف طبق بنابراین .y = x پس ،x ∈ Min(P ∗) چون ،y ≤ x کنید فرض (دو) ⇐ (یک) برهان.
است. ایده�آل یک {٠, x} ایده�آل،

y ≤ x که y مانند عنصر هر �صورت این در باشد. P از ایده�آل یک {٠, x} کنید فرض (یک) ⇐ (دو)
.x ∈ Min(P ∗) بنابراین .y = x یا y = ٠ لذا است. {٠, x} به متعلق باشد،

باشد، Γ(P ) در مسیر یک a− x− b اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .٧.٢.٢ لم
است: برقرار زیر گزاره�های از یکی دقیقاً آن�گاه

.x ∈ Min(P ∗) درنتیجه و Ann(a) ∩ Ann(b) = {٠, x} (یک)

است. Γ(P ) در ۴-دور یک در مشمول a− x− b (دو)

نتیجه در و L(x, b) = L(a, x) = {٠} لذا است. Γ(P ) در مسیر یک a− x− b فرض طبق برهان.
ایده�آل�هایی پوچسازها چون آن�گاه ،Ann(a)∩Ann(b) = {٠, x} اگر .{٠, x} ⊆ Ann(a)∩Ann(b)

.x ∈ Min(P ∗) ، لم٢.٢.۶ به توجه با هستند، P از
به ۴-دور یک آن�گاه ،c ̸= ٠ و c ̸= x که باشد داشته وجود c ∈ Ann(a) ∩ Ann(b) عنصر اگر حال

است. موجود Γ(P ) در a− x− b− c− a فرم
شود توجه همچنین است.) تناقض که a ∈ Ann(a) ∩ Ann(b) این�صورت غیر در ،c ̸= a کنید (توجه
و (یک) لذا و c ̸= x و c ̸= ٠ که دارد وجود c ∈ Ann(a) ∩ Ann(b) آن�گاه باشد، برقرار (دو) اگر که

نیستند. برقرار همزمان (دو)

Γ(P ) در مسیر یک a − b − c − d اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .٨.٢.٢ لم
متصل�اند. �هم به و متمایزند d و a رأس�های آن�گاه نباشد، ٣-دور یک در مشمول b− c یال و باشد

نباشند، متصل d و a اگر حال متمایزند. d و a لذا نیست، ٣-دور یک در مشمول b− c چون برهان.
به a و z ≤ a چون (شش)، ٢.٣.١ لم طبق صورت این در .z ̸= ٠ که دارد وجود z ∈ L(a, d) آن�گاه
متصل c به z پس است، متصل c به d و z ≤ d همچنین است. متصل b به z پس است، متصل b

است. فرض با تناقض که است Γ(P ) در ٣-دور یک z − b− c− z بنابراین می�شود.

باشد، نداشته پایانی رأس Γ(P ) اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .٩.٢.٢ نتیجه
و ٣-دورها از اجتماعی ،Γ(P ) لذا و است ۴-دور یا ٣-دور یک در مشمول Γ(P ) در یال هر آن�گاه

۴-دورهاست.
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رأس c و b چون نباشد. ٣-دور یک در مشمول و باشد Γ(P ) در یال یک b − c کنید فرض برهان.
،٨.٢.٢ لم به توجه با نتیجه در دارد. وجود Γ(P ) در a− b− c− d مانند مسیری لذا نیستند، پایانی

است. ۴-دور یک در مشمول b− c بنابراین متصل�اند. �هم به و متمایزند d و a

یال هر �صورت این در .Min(P ∗) = ∅ که باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١٠.٢.٢ لم
۴-دورهاست. از اجتماعی Γ(P ) لذا و ۴-دور یک در مشمول Γ(P ) در

که دارد وجود b ∈ P ∗ درنتیجه ،a /∈ Min(P ∗) چون بگیرید. نظر در را Γ(P ) در a− x یال برهان.
مسیر یک لذا نیست. پایانی رأس x پس .L(b, x) = {٠} (شش)، ٢.٣.١ لم به توجه با حال .b < a

مسیر ،x /∈ Min(P ∗) اینکه و ٧.٢.٢ لم به توجه با بنابراین دارد. وجود Γ(P ) در a − x − b فرم به
است. Γ(P ) در ۴-دور یک در مشمول a− x یال همچنین و a− x− b

باشد، نداشته پایانی رأس Γ(P ) اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١١.٢.٢ گزاره
.k ≤ ۶ که می�گیرند قرار k−دور یک در Γ(P ) در رأس�ها از جفت هر آن�گاه

داریم: ،diam(Γ(P )) ≤ ٣ چون باشند. Γ(P ) در متمایز رأس دو y و x کنید فرض برهان.
به توجه با بنابراین دارد. وجود Γ(P ) در x − y یال آن�گاه ،d(x, y) = ١ اگر .d(x, y) = ١,٢ یا ٣

می�گیرند. قرار ۴-دور یا ٣-دور یک در y و x ،٩.٢.٢ نتیجه
پایانی رأس Γ(P ) چون دارد. وجود Γ(P ) در x− w − y فرم به مسیر یک آن�گاه ،d(x, y) = ٢ اگر
d(x, y) = ٢ چون .b ̸= w و a ̸= w که دارند وجود Γ(P ) در y − b و a − x یال�های لذا ندارد،
لذا و است متصل x به y (شش)، ٢.٣.١ لم به توجه با آن�گاه ،y ≤ a اگر مثلا) .x ≰ b و y ≰ a داریم
b− x− w − y − b فرم به ۴-دور یک آن�گاه ،L(x, b) = {٠} اگر است.) تناقض که d(x, y) = ١

است. y و x شامل که داریم Γ(P ) در
به x چون .a ∈ L(x, b) �صورت این غیر در ،z ̸= a که کنید توجه .٠ ̸= z ∈ L(x, b) کنید فرض حال
مشابه طور به است. تناقض که می�شود متصل a به a (شش)، ٢.٣.١ لم به توجه با لذا است، متصل a
به توجه با لذا است، متصل y به b چون .x ∈ L(x, b) این�صورت غیر در ،z ̸= x همچنین .z ̸= y

غیر در ،z ̸= w طرفی از است. d(x, y) = ٢ با تناقض که می�شود متصل y به x (شش)، ٢.٣.١ لم
متصل a به w (شش)، ٢.٣.١ لم به توجه با لذا است، متصل a به x چون .w ∈ L(x, b) این�صورت
درنتیجه است. d(x, y) = ٢ با تناقض که دارد وجود Γ(P ) در x−a−w− y مسیر بنابراین می�شود.
در که دارند وجود Γ(P ) در y − z و a− z یال�های (شش)، ٢.٣.١ لم به توجه با .z /∈ {x, a, y, w}

است. y و x شامل که دارد وجود Γ(P ) در a− x− w − y − z − a فرم به ۵-دور یک نتیجه
رأس Γ(P چون( دارد. وجود Γ(P ) در x − u − v − y فرم به مسیر یک آن�گاه ،d(x, y) = ٣ اگر
d(x, y) = ٣ چون .b ̸= v و a ̸= u که دارند وجود Γ(P ) در y − b و a − x یال�های ندارد، پایانی
آن�گاه باشد، a = v اگر و d(x, y) = ١ آن�گاه باشد، a = y اگر مثلا (زیرا .b ̸= x, u و a ̸= y, v داریم

است.) d(x, y) = ٣ با تناقض که d(x, y) = ٢
تناقض که دارند وجود y − z و x− z یال�های (شش)، ٢.٣.١ لم طبق آن�گاه ، ٠ ̸= z ∈ L(u, b) اگر
به ۶-دور یک بنابراین .L(a, v) = {٠} مشابه به�طور و L(u, b) = {٠} لذا است. d(x, y) = ٣ با

است. y و x شامل که می�باشد Γ(P ) در a− x− u− b− y − v − a فرم
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Γ(P ) آن�گاه ،girth(Γ(P )) = ۴ اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١٢.٢.٢ گزاره
ندارد. پایانی رأس

Γ(P ) در b رأس لذا است، همبند Γ(P ) چون باشد. Γ(P ) در پایانی رأس یک a کنید فرض برهان.
مسیر یک لذا نیست، ستاره�ای گراف Γ(P ) سه)، ) ٣.٢.٢ قضیه طبق است. متصل a به که دارد وجود
یک در مشمول b − c یال ،girth(Γ(P )) = ۴ چون دارد. وجود Γ(P ) در a − b − c − d فرم به
بودن پایانی رأس با تناقض این متصل�اند. d و a رأس�های و a ̸= d لم٨.٢.٢، طبق لذا و نیست ٣-دور

است. a

،١.٢.٢ قضیه به باتوجه باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١٣.٢.٢ تذکر
.girth(Γ(P )) ∈ {٣,۴,∞} داریم ،٣.٢.٢ قضیه طبق همچنین و diam(Γ(P )) ∈ {١,٢,٣} داریم

داشت: خواهیم بنابراین

(diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) ∈ {(i, j)|١ ⩽ i ⩽ ٣, j = ٣,۴ یا ∞}

برقرارند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. مرتب جزئاً مجموعه یک P کنید فرض .١۴.٢.٢ قضیه

.(diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) /∈ {(١,۴), (٣,۴), (٣,∞)} (یک)

.Z(P )∗ = Min(P ∗) و |Z(P )∗| ⩾ ٣ اگر تنها و اگر (diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (١,٣) (دو)

.Z(P )∗ = Min(P ∗) و |Z(P )∗| = ٢ اگر وتنها اگر (diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (١,∞) (سه)

و باشد دوبخشی کامل گراف Γ(Pیک ) اگر تنها و اگر (diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (٢,۴) (چهار)
باشد. داشته دور یک

Γ(P ) ̸= K٢ و Γ(Pیکگرافستاره�ای ) اگر تنها و اگر (diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (٢,∞) (پنج)
باشد.

اما .(diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (٢,٣) یا (٣,٣) که دارند وجود متعددی گراف�های (شش)
است. باز مسئله یک هنوز مرتب جزئاً مجموعه�های نوع این صورتبندی

در .girth(Γ(P )) = ٣ یا ∞ لذا و است کامل Γ(P ) آن�گاه ،diam(Γ(P )) = ١ اگر (یک) برهان.
نمی�افتد. اتفاق (diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (١,۴) حالت نتیجه

x− b− c− y فرم به مسیری آن�گاه .d(x, y) = ٣ که باشند رأس دو y و x و girth(Γ(P )) = ۴ اگر
است. تناقض که متصل�اند �هم به y و x ،٨.٢.٢ لم طبق دارد. وجود Γ(P ) در

آن�گاه ،girth(Γ(P )) = ∞ اگر نمی�افتد. اتفاق (diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (٣,۴) حالت لذا
.diam(Γ(P )) = ٢ لذا است. ستاره�ای Γ(P )

نمی�افتد. اتفاق (diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (٣,∞) حالت درنتیجه
١.٢.٢ قضیه طبق این�صورت در .(diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (١,٣) کنید فرض (⇐) (دو)

.|Z(P )∗| ≥ ٣ آن�گاه ،girth(Γ(P )) = ٣ اگر طرفی از .Z(P )∗ = Min(P ∗) (دو)،
.diam(Γ(P )) = ١ (دو)، ١.٢.٢ قضیه�ی طبق .|Z(P )∗| ≥ ٣ Z(Pو )∗ = Min(P ∗) فرضکنید (⇒)
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.girth(Γ(P )) = ٣ ،۵.٢.٢ گزاره طبق پس ،|Min(P ∗)| ≥ ٣ طرفی از
١.٢.٢ قضیه�ی طبق دراین�صورت .(diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (١,∞) کنید فرض (⇐) (سه)
متصل�اند �هم به همگی Min(P ∗) رئوس (یک)، ٢.٣.١ لم طبق ازطرفی .Z(P )∗ = Min(P ∗) (دو)،

.|Z(P )∗| = ٢ لذا ،girth(Γ(P )) = ∞ چون و
(دو)، ١.٢.٢ قضیه�ی طبق دراین�صورت .|Z(P )∗| = ٢ و Z(P )∗ = Min(P ∗) کنید فرض (⇒)

Γ(P ) گراف در یعنی |Z(P )∗| = ٢ طرفی از .diam(Γ(P )) = ١ لذا ،Z(P )∗ = Min(P ∗) چون
.girth(Γ(P )) = ∞ بنابراین ندارد، وجود دوری

girth(Γ(P )) = ۴ صورتچون این diam(Γ(P).در )), girth(Γ(P ))) = (٢,۴) فرضکنید (⇐) (چهار)
که آنجایی از و نیست ستاره�ای ولی است دوبخشی گراف یک Γ(P ) (سه)، ٣.٢.٢ قضیه طبق لذا

است. دوبخشی کامل گراف یک Γ(P ) گراف پس است، diam(Γ(P )) = ٢
است. بدیهی (⇒)

girth(Γ(P )) = ∞ صورتچون دراین .(diam(Γ(P )), girth(Γ(P ))) = (٢,∞) فرضکنید (⇐) (پنج)
است. Γ(P ) ̸= K٢ بنابراین است، diam(Γ(P )) = ٢ چون و است ستاره�ای Γ(P ) لذا

است. بدیهی (⇒)





٣ فصل

�صفر مقسوم�علیه گراف در رده�بندی�ها برخی
مرتب جزئاً مجموعه�های

در می�شود. مطالعه مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف در رده�بندی�ها برخی فصل این در
مشخص است، مسطح آنها �صفر مقسوم�علیه گراف که متناهی مرتب جزئاً مجموعه�های تمام اول بخش
�صفر مقسوم�علیه گراف که است مرتبی جزئاً مجموعه�های مطالعه فصل این دوم بخش هدف شد. خواهند
مثال غنوال به شد. خواهد بیان گراف این بودن چندبخشی معادل گزاره�های است. کامل چندبخشی آنها

است. کامل دوبخشی آن�گاه باشد، دوبخشی گراف این اگر که داد خواهیم نشان

Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف بودن مسطح ١.٣

می�باشد. متناهی P حالت در ،Γ(P گراف( بودن مسطح برای کافی و لازم شرایط مطالعه بخش این هدف
Min(Pفرض ∗) = {a١, . . . , an} و است متناهی مرتب جزئاً مجموعه یک P بخش این سراسر در لذا

.|Min(P ∗)| ≥ زیر٢ لم به توجه با لذا است، شده فرض Z(P )∗ ̸= ∅ پایان�نامه این در شد. خواهد

و اگر Z(P )∗ = ∅ صورت این در باشد. متناهی مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١.١.٣ لم
.|Min(P ∗)| ≤ ١ اگر تنها

لم به توجه با �صورت این در .a١ ̸= a٢ و a١, a٢ ∈ Min∗(P ) کنید فرض خلف برهان (⇐)به برهان.
است. Z(P )∗ = ∅ متناقض که a١ ∈ Z(P )∗ بنابراین .L(a١, a٢) = {٠} (یک)، ٢.٣.١

که دارد وجود (x ̸=)y ∈ P ∗ �صورت این در .x ∈ Z(P )∗ کنید فرض خلف برهان به (⇒)

.b ≤ y و a ≤ x که دارند وجود a, b ∈ Min(P ∗) لذا است، متناهی P چون .L(x, y) = {٠}
است. فرض متناقض این و |Min(P ∗)| ≥ ٢ می�دهد نشان که a ̸= b لذا L(x, y) = {٠} چون

.Z(P )∗ = Min(P ∗) اگر تنها و اگر است کامل Γ(P ) گراف .٢.١.٣ گزاره
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x ∈ Z(P )∗\Min(P ∗) مانند صفر غیر عنصر یک و باشد کامل گراف Γ(P ) کنید فرض (⇐) برهان.
x ∈ U(ai) بنابراین .ai ≤ x که دارد وجود ١ ≤ i ≤ n لذا ،x /∈ Min(P ∗) چون باشد. داشته وجود
بودن کامل با تناقض این که نیست متصل Γ(P ) در x به ai یعنی .٠ ̸= ai ∈ L(ai, x) نتیجه در و

است. Γ(P )

(یک)، ٢.٣.١ لم بنابر زیرا است. کامل Γ(P ) صورت دراین .Z(P )∗ = Min(P ∗) کنید فرض (⇒)

.L(ai, aj) = {٠} ،Min(P ∗) به متعلق aj و ai متمایز عنصر دو هر برای

می�باشد. نیز (دو)، ١.٢.٢ قضیه نتیجه فوق گزاره .٣.١.٣ تذکر

.x ∈ P ∗\Z(P )∗ اگر تنها و اگر x ∈ ∩n
i=١U(ai) .۴.١.٣ لم

هر برای حال .x ≥ an و . . . و x ≥ a١ صورت این در .x ∈ ∩n
i=١U(ai) کنید (⇐)فرض برهان.

.٠ ̸= ai ∈ L(x, y) یعنی .ai ≤ y که دارد وجود ١ ≤ i ≤ n لذا است متناهی P چون ،y ∈ P ∗

.x /∈ Z(P )∗ بنابراین
نتیجه در و .L(x, y) ̸= {٠} ،y ∈ P ∗ هر برای صورت این در .x ∈ P ∗\Z(P )∗ کنید فرض (⇒)

بنابراین .٠ ̸= ai ∈ L(x, ai) لذا ،ai ∈ Min(P ∗) چون .L(x, ai) ̸= {٠} ،١ ≤ i ≤ n هر برای
.x ∈ ∩n

i=١U(ai)

قرار صورت این در .١ ≤ i١ < . . . < ik ≤ n و k ≤ n ،k, n ∈ N کنید فرض .۵.١.٣ نمادگذاری
دهید:

Pi١...ik := {x ∈ P |x ∈
k∩

s=١
U(ais)\

∪
j ̸=i١,...,ik

U(aj)}

هر برای کنید توجه .P١٢...n = {x ∈ P |x ∈ ∩n
i=١U(ai)} = P ∗\Z(P )∗ ، ۴.١.٣ لم به باتوجه

،x, y ∈ Z(P )∗ ∩ Pi١...ik اگر یعنی .L(x, y) ̸= {٠} لذا و y ≥ ai١ و x ≥ ai١ ،x, y ∈ Pi١...ik

نیستند. متصل هم به Γ(P ) در y و x آن�گاه
داریم: ،Pj١...jt و Pi١...ik تعریف به توجه با آن�گاه ،{i١, . . . , ik} ̸= {j١, . . . , jt} اگر همچنین

.Pi١...ik ∩ Pj١...jt = ∅

P چون آن�گاه باشد، دلخواه x ∈ P ∗ اگر زیرا .P\{٠} = ∪n
k=١,١≤i١ <i٢ <... <ik≤nPi١...ik طرفی از

.a ≤ x که دارد وجود a ∈ Min(P ∗) لذا است متناهی
.x ∈ Pi١...ik آن�گاه x ≱ aj ،j ∈ {١, . . . , n}\{i١, . . . , ik} هر برای و x ≥ aik و . . . و x ≥ ai١ اگر

.x ∈ ∪n
k=١,١≤i١ <i٢ <... <ik≤nPi١...ik بنابراین

و P١ بخش�های با کامل n−بخشی گراف یک ∪n
i=١Pi مجموعه�ی روی القایی گراف زیر .۶.١.٣ گزاره

است. Pn و . . .

باید حال هستند. ناتهی Γ(P ) گراف بخش�های تمام ،ai ∈ Pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای چون برهان.
صورت این در .x, y ∈ Pi کنید فرض نیستند. متصل �هم به بخش یک در عنصر دو هر که دهیم نشان
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١ ≤ i ̸= j ≤ n هر برای همچنین .L(x, y) ̸= {٠} بنابراین و ai ∈ L(x, y) لذا ،y ≥ ai و x ≥ ai

z ≤ x آن�گاه ،٠ ̸= z ∈ L(x, y) اگر زیرا متصل�اند، �هم به Γ(P در( y و x ،y ∈ Pj و x ∈ Pi هر و
چون .ak ≤ z ≤ y و ak ≤ z ≤ x که دارد وجود Min(P ∗) به متعلق ak عنصر حال .z ≤ y و
بنابراین است. تناقض که i = j = k نتیجه در .j = k پس ،y ∈ Pj همچنین .i = k لذا ، x ∈ Pi

.L(x, y) = {٠}

.n ≤ r ≤ ٢n − ٢ آن در که است r−بخشی گراف یک Γ(P ) گراف .٧.١.٣ قضیه

گراف بخش�های عنوان به (P١٢...n جز (به Pi١...ik انتخاب و ۵.١.٣ توضیحات به توجه با برهان.
حال است. ناتهی گراف این بخش هر و است r−بخشی کامل گراف یک Γ(P ) وضوح به ،Γ(P )

همه�ی تعداد دیگر طرف از .n ≤ r لذا هستند، Γ(P ) گراف بخش�های جزء Pn و . . . و P١ چون

.C(n, k) = n!
k!(n−k)!

که
n−١∑
k=١

C(n, k) = ٢n − ٢ با برابراست (P١٢...n جز (به Pi١...ik مجموعه�های

r ≤ ٢n − ٢ بنابراین

گراف یک Γ(P ) صورت این در .Min(P ∗) = {a١, a٢} یعنی n = ٢ کنید فرض .٨.١.٣ نتیجه
است. کامل دوبخشی

می�شود. نتیجه ،۶.١.٣ گزاره از حکم و هستند گراف بخش�های تنها P٢ و P١ حالت این در برهان.

می�کنیم. مطالعه را مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف بودن مسطح بخش این ادامه در
کرد. خواهیم استفاده (کوراتوفسکی) ٢۴.١.١ قضیه از مکرراً همچنین

.n ≤ ۴ آن�گاه باشد، Γ(Pمسطح ) اگر .٩.١.٣ لم

روی Γ(P ) از القایی گراف زیر (یک)، ٢.٣.١ لم به توجه با .n > ۴ کنید فرض خلف برهان به برهان.
K۵ با Γ(P ) از Min(P ∗) روی القایی زیرگراف است، کامل گراف یک Min(P ∗) رئوس مجموعه�ی
تناقض که نیست مسطح Γ(P ) (کوراتوفسکی)، قضیه�ی١.١.٢۴ به توجه با بنابراین است. یکریخت

است.

و لازم شرط ادامه در .n ≥ ٢ که کنید توجه می�کنیم. مطالعه را n ≤ ۴ حالت�های قبل لم به توجه با
می�کنیم. ارائه است، n = ٢ که زمانی Γ(P ) گراف بودن مسطح برای کافی

یا |P١| ≤ ٢ اگر تنها و اگر است مسطح Γ(P ) صورت این در .n = ٢ کنید فرض .١٠.١.٣ قضیه
.|P٢| ≤ ٢

و V١ ⊆ P١ کنید فرض باشد. |P٢| ≥ ٣ و |P١| ≥ ٣ و مسطح Γ(P ) کنید فرض (⇐) برهان.
دارد K٣,٣ با یکریخت گراف یک Γ(P ) ، ٨.١.٣ نتیجه�ی به توجه با .|V١| = |V٢| = ٣ که V٢ ⊆ P٢

مسطح متناقض (کوراتوفسکی)، ٢۴.١.١ قضیه�ی به توجه با که است V١
∪

V٢ آن رئوس مجموعه�ی که
است. Γ(P ) گراف بودن

دوبخشی Γ(P ) نتیجه�ی٨.١.٣، به توجه با صورت این در .|P٢| ≤ ٢ یا |P١| ≤ ٢ کنید فرض (⇒)

است. مسطح Γ(P ) بنابراین است. P٢ و P١ بخش�های با کامل
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می�کنیم. مطالعه است، n = ٣ که زمانی را Γ(P ) گراف بودن مسطح حال
و باشد چنین P١ کنید فرض دارد. عنصر سه حداقل Piها از یکی آن�گاه ،| ∪٣

i=١ Pi| ≥ ٧ اگر
توجه Γ(Pبا ) و |P١| = ۵ آن�گاه ،P٢٣ = ∅ و |P٣| = |P٢| = ١ اگر حال .a١, a′١, a′′١, a′′′١ , a′′′′١ ∈ P١

است. مسطح گراف یک ،١.١.٣ شکل به

:١.١.٣ شکل

٢۴.١.١ قضیه طبق و کرد پیدا Γ(P ) در K٣,٣ از کپی یک می�توان زیر روش�های به صورت این غیر در
می�گیریم: نظر در حالت دو اینجا در بود. نخواهد مسطح Γ(P ) (کوراتوفسکی)،

شکل مطابق K٣,٣ از کپی یک حالت این در دارد. وجود t ∈ P٢٣ آن�گاه ،P٢٣ ̸= ∅ اگر اول: حالت
و t′ ≤ a′١ آن�گاه ،٠ ̸= t′ ∈ L(a′١, t) اگر زیرا .L(a′١, t) = {٠} که کنید .توجه دارد وجود ٢.١.٣
متناقض که a١ ≤ t′ ≤ t نتیجه در و a١ ≤ t′ ≤ a′١ لذا a′١ ∈ P١ و است متناهی P چون .t′ ≤ t

است. t ∈ P٢٣

..

a١

.

a٢

.
t

.
a′′١

.

a٣

.

a′١

باشد. P٢٣ ̸= ∅ اگر :٢.١.٣ شکل

شکل مطابق Γ(P ) در K٣,٣ از کپی یک می�توان آن�گاه ،|P٣| ≥ ١ و |P٢| ≥ ٢ مثلا اگر دوم: حالت
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کرد. پیدا ،٣.١.٣

..

a١

.

a٢

.
a′′١

.

a′٢

.

a′١

.
a٣

.|P٢| ≥ ٢ و |P٣| ≥ اگر١ :٣.١.٣ شکل

داریم: را زیر حالت�های صورت این در .| ∪٣
i=١ Pi| ≤ ۶ کنید فرض حال

که است مسطح و دور بدون گراف یک Γ(P ) صورت این در .| ∪٣
i=١ Pi| = ٣ کنید فرض : اول حالت
است. شده داده نشان شکل١.٣.۴ در

:۴.١.٣ شکل

a١ ̸= a′١ ∈ P١ آن�گاه ،|P١| = ٢ اگر مثلا صورت این در .| ∪٣
i=١ Pi| = ۴ کنید فرض : دوم حالت

است. مسطح لذا و است یکریخت شکل١.٣.۵ گراف با Γ(P ) حالت این در بنابراین دارد. وجود
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:۵.١.٣ شکل

عنصر ٣ دارای حداقل P١ مثلا Piها از یکی حداقل کنید فرض ابتدا .| ∪٣
i=١ Pi| = ۵: سوم حالت

است. شکل١.٣.۶ مطابق Γ(P ) گراف حالت این در .P٢٣ ̸= ∅ همچنین و |P٢| = |P٣| = ١ و باشد
نیست. مسطح Γ(P ) لذا و می�کنند ایجاد را K٣,٣ ،P٢٣ ∪ P٢ ∪ P٣ و Pنتیجه١ در

:۶.١.٣ شکل

است. مسطح گراف یک Γ(P ) ،٧.١.٣ شکل مطابق آن�گاه ،P٢٣ = ∅ که حالتی در

:٧.١.٣ شکل

کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون ،|Pi| ≤ ٢ ،i = ١,٢,٣ هر برای کنید فرض حال
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.P٣ = {a٣} و P٢ = {a٢, a′٢} و P١ = {a١, a′١} کنید فرض یعنی . |P٣| = ١ و |P١| = |P٢| = ٢
از تقسیم زیر یک می�توان لذا و دارد وجود t′ ∈ P٢٣ و t ∈ P١٣ آن�گاه ، P٢٣ ̸= ∅ و P١٣ ̸= ∅ اگر حال

نیست. مسطح Γ(P ) می�دهد نشان که کرد پیدا Γ(P ) در شکل٨.١.٣ مطابق K۵

:٨.١.٣ شکل

می�باشد. مسطح بنابراین و است ٩.١.٣یکریخت شکل گراف با Γ(P ) صورت این غیر در

:٩.١.٣ شکل

می�دهد: رخ زیر حالت�های از یکی .| ∪٣
i=١ Pi| = ۶ چهارم: حالت

و |P٢| = |P٣| = ١ اگر حال .|P١| ≥ ٣ مثلا باشد، داشته عضو سه حداقل Piها از یکی (یک)
است. شده داده نشان ،١٠.١.٣ شکل در که است مسطح Γ(P ) به�وضوح آن�گاه ،P٢٣ = ∅

است.) شده فرض P٣ = {a٣} و P٢ = {a٢} ،P١ = {a١, a′١, a′′١, a′′′١ })
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:١٠.١.٣ شکل

کپی یک می�توان لذا و دارد وجود a٢ ̸= a′٢ ∈ P٢ آن�گاه ،|P٢| ≥ ٢ مثال طور به اگر صورت این غیر در
شکل در گراف این نیست. مسطح Γ(P ) می�دهد نشان که کرد، پیدا Γ(P ) گراف ساختار در K٣,٣ از

است. شده داده نشان ،١١.١.٣

..

a١

.

a٢

.
a٣

.
a′′١

.

a′٢

.

a′١

:١١.١.٣ شکل

مطابق K٣,٣ از کپی یک می�توان نیز حالت این در و دارد وجود z ∈ P٢٣ آن�گاه ،P٢٣ ̸= ∅ اگر همچنین
نیست. مسطح Γ(P ) بنابراین کرد. پیدا Γ(P ) ساختار در ١٢.١.٣ شکل

..

a١

.

a٢

.
a٣

.
a′′١

.

z

.

a′١

:١٢.١.٣ شکل

و P١٢ ̸= ∅ مثلا باشد، ناتهی Pijها از یکی اگر .|Pi| = ٢ ،i = ١,٢,٣ هر برای کنید (دو)فرض
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نشان شکل١٣.١.٣ در که کرد، پیدا Γ(P ) در K٣,٣ از تقسیم زیر یک می�توان صورت این در .x ∈ P١٢

نیست. مسطح Γ(P ) که می�دهد نشان این و است شده داده

..

a′١

.

a′٣

.

a٣

.

a٢

.

a١

.

a′٢

.

x

:١٣.١.٣ شکل

یکریخت K٢,٢,٢ با Γ(P ) گراف صورت این در .Pij = ∅ ، ١ ≤ i < j ≤ هر٣ برای کنید فرض حال
است. مسطح Γ(P ) بنابراین است. شده داده نشان شکل١.٣.١۴ در که است

..

a١

.

a٢

.

a′٢

.

a′٣

.

a′١

.

a٣

:١۴.١.٣ شکل

می�آید. بدست زیر قضیه�ی �شده� گفته مطالب از

شرایط از یکی اگر تنها و اگر است مسطح Γ(P ) صورت این در .n = ٣ کنید فرض .١١.١.٣ قضیه
باشد. برقرار زیر

.| ∪٣
i=١ Pi| = ٣ (یک)

.| ∪٣
i=١ Pi| = ۴ (دو)

باشد: برقرار زیر شرایط از یکی و | ∪٣
i=١ Pi| = ۵ (سه)

.P٢٣ = ∅ و |P١| = ٣ (الف)
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.P٢٣ = ∅ یا P١٣ = ∅ و |Pi| ≤ ٢ ، ١ ≤ i ≤ ٣ هر برای (ب)

باشد: برقرار زیر شرایط از یکی و | ∪٣
i=١ Pi| = ۶ (چهار)

.P٢٣ = ∅ و |P٢| = |P٣| = ١ (الف)

.Pi,j = ∅ ،١ ≤ i < j ≤ ٣ هر برای و |Pi| = ٢ ،i = ١,٢,٣ هر برای (ب)

.P٢٣ = ∅ و |P٢| = |P٣| = ١ و | ∪٣
i=١ Pi| ≥ ٧ (پنج)

صورت این در .| ∪۴
i=١ Pi| ≥ ۶ کنید فرض ابتدا �می�کنیم. مطالعه را n = ۴ حالت سرانجام

داریم: را زیر حالت�های
کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون .|Pi| ≥ ٣ که دارد وجود ١ ≤ i ≤ ۴ اول: حالت
در است. متصل {a٢, a٣, a۴} رئوس مجموعه�ی به {a١, a′١, a′′١} ⊆ P١ حالت این در .|P١| ≥ ٣

نیست. مسطح Γ(P ) بنابراین است. یکریخت Γ(P ) از گرافی زیر با K٣,٣ نتیجه
،| ∪۴

i=١ Pi| ≥ ۶ چون صورت این در .|Pi| ≤ ٢ ،١ ≤ i ≤ ۴ هر برای کنید فرض دوم: حالت
مجموعه�های حال .P٢ = {a٢, a′٢} و P١ = {a١, a′١} کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون
همه�ی به V١ در رأس�ها همه�ی وضوح به بگیرید. نظر در را V٢ = {a٢, a′٢, a۴} و V١ = {a١, a′١, a٣}

نیست. مسطح Γ(P ) بنابراین است. متصل V٢ در رئوس
.| ∪۴

i=١ Pi| ≥ ۴ طرفی از .| ∪۴
i=١ Pi| ≤ ۵ آن�گاه باشد، مسطح Γ(P ) اگر فوق، مطالب به توجه با

.|∪۴
i=١Pi| = ۴ فرضکنید ابتدا می�کنیم. مطالعه را |∪۴

i=١Pi| = ۵ و |∪۴
i=١Pi| = حالت�های۴ بنابراین

شرط با i′ < j′ و ١ ≤ i < j ≤ ۴ اگر صورت این در .| ∪۴
i=١ Pi| = ۴ کنید فرض .١٢.١.٣ لم

مسطح Γ(P ) آن�گاه ،|Pi′j′| ≥ ١ و |Pij| ≥ ١ که باشند داشته وجود {i′, j′} ∈ {١,٢,٣,۴}\{i, j}
نیست.

.y ∈ P٣۴ و x ∈ P١٢ و |P٣۴| ≥ ١ و |P١٢| ≥ ١ کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون برهان.
در K٣,٣ از کپی یک نتیجه در متصل�اند. �هم به Γ(P ) در {a٣, a۴, y} و {a١, a٢, x} صورت این در

نیست. مسطح Γ(P ) ٢۴.١.١(کوراتوفسکی)، قضیه�ی طبق بنابراین دارد. وجود Γ(P )

برای اگر تنها و اگر است مسطح Γ(P ) صورت این در .| ∪۴
i=١ Pi| = ۴ کنید فرض .١٣.١.٣ قضیه

.Pi′,j′ = ∅ یا Pij = ∅ ،{i′, j′} ∈ {١,٢,٣,۴}\{i, j} شرط با i′ < j′ هر و ١ ≤ i < j ≤ ۴ هر

است. برقرار ،١٢.١.٣ لم طبق (⇐) برهان.
P٣۴ = P٢۴ = P٢٣ = فرض∅ به توجه با حالت این در .P١۴ ̸= ∅ و P١٣ ̸= ∅ ،P١٢ ̸= ∅ مثلا فرضکنید (⇒)

می�شود. بررسی مشابهاً حالت�ها بقیه است. مسطح Γ(P ) گراف ١۵.١.٣ شکل به توجه با لذا و

کلیت دادن دست از بدون .|Pi| = ٢ که دارد وجود ١ ≤ i ≤ ۴ درنتیجه ،|∪۴
i=١Pi| = ۵ فرضکنید

می�کنیم. بررسی حالت این در را Γ(P ) بودن مسطح ادامه در .P١ = {a١, a′١} و i = ١ فرضکنید مسأله
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:١۵.١.٣ شکل

: صورت این در .| ∪۴
i=١ Pi| = ۵ کنید فرض .١۴.١.٣ لم

نیست. مسطح Γ(P ) آن�گاه ،Pij ̸= ∅ که باشد داشته وجود ٢ ≤ i < j ≤ ۴ اگر (یک)

نیست. مسطح Γ(P ) آن�گاه ،P٢٣۴ ̸= ∅ اگر (دو)

می�توان صورت این در .x ∈ P٣۴ ̸= ∅ کنید فرض مسئله، کلیت دادن دست از بدون (یک) برهان.
کنید (توجه نیست. مسطح Γ(P ) بنابراین کرد. پیدا Γ(P ) در ،١۶.١.٣ شکل مطابق K٣,٣ از کپی یک

(.P۴ = {a۴} و P٣ = {a٣} ،P٢ = {a٢} ،P١ = {a١, a′١} که

..

a١

.

a٣

.
x

.
a٢

.

a۴

.

a′١

:١۶.١.٣ شکل

دارد. ١٧.١.٣وجود شکل مطابق K۵ از زیرتقسیم یک صورت این در .x ∈ P٢٣۴ کنید فرض (دو)
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نیست. مسطح Γ(P بنابراین(

..

a١

.

a′١

.

a٢

.

a٣

.

a۴

.

x

:١٧.١.٣ شکل

و اگر است مسطح Γ(P ) صورت این در .|P١| = ٢ و | ∪۴
i=١ Pi| = ۵ کنید فرض .١۵.١.٣ قضیه

.P٢٣۴ = ∅ و Pij = ∅ ،٢ ≤ i < j ≤ ۴ هر برای اگر تنها

است. واضح ١۴.١.٣ لم به توجه با (⇐) برهان.
است. مسطح Γ(P ) ،١٨.١.٣ شکل به توجه با آن�گاه ،P١ = {a١, a′١} اگر (⇒)

:١٨.١.٣ شکل

Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف بودن بخشی چند ٢.٣

کامل چندبخشی آنها �صفر مقسوم�علیه گراف که می�کنیم مطالعه را مرتبی جزئاً مجموعه�های بخش این در
این اگر که داد خواهیم نشان مثلا شد. خواهد بیان گراف این بودن بخشی چند معادل گزاره�های است.
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است. کامل دوبخشی آن�گاه باشد، دوبخشی گراف

ایده�آل�های pk و . . . و p1 کنید فرض باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .١.٢.٣ گزاره
١ ≤ j ≤ k هر برای و

∩k
i=١ pi = {٠} که باشند P از اول

.
k∩

i=١
i̸=j

pi ̸= {٠}

.Z(P ) =
∪k

i=١ pi براین علاوه .pj ∈ Ass(P ) ،١ ≤ j ≤ k هر برای �صورت این در

که دارد وجود x مانند غیرصفر عنصر یک صورت این در .١ ≤ j ≤ k کنید فرض برهان.

.x ∈
k∩

i=١
i̸=j

pi

صورت این در باشد. ثابت و دلخواه y ∈ Ann(x) کنید فرض .Ann(x) = pj می�کنیم ادعا
بنابراین .y ∈ pj نتیجه در ،x /∈ pj و است اول ایده�آل یک pj چون .L(x, y) = {٠} ⊆ pj

چون .z ≤ y و z ≤ x داریم ،z ∈ L(x, y) هر برای .y ∈ pjکنید فرض حال .Ann(x) ⊆ pj

x ∈
k∩

i=١
i̸=j

pi = I

دهیم نشان باید صورت این در .y ≤ x و x ∈ I ،x, y ∈ P کنید فرض (زیرا است. P ایده�آل یک I و
هر برای نتیجه در است. ایده�آل pi طرفی از و x ∈ pi ،(١ ≤ i ≤ k) i ̸= j هر برای حال .y ∈ I که

نتیجه در z ≤ x و است.) ایده�آل یک I لذا و y ∈ I بنابراین .y ∈ pi ،(١ ≤ i ≤ k) i ̸= j

.z ∈
k∩

i=١
i̸=j

pi

پس .z ∈ pj لذا است، ایده�آل یک pj و z ≤ y و y ∈ pj حال

.z ∈ (
k∩

i=١
i̸=j

pi) ∩ pj =
k∩

i=١
pi = {٠}

.pj ⊆ Ann(x) نتیجه در و y ∈ Ann(x) لذا .L(x, y) = {٠} می�دهد نتیجه که z = ٠ بنابراین و
. pj ∈ Ass(P ) بنابراین

دارد وجود xi ∈ P ،١ ≤ i ≤ k هر برای می�کنیم. استفاده اول قسمت از گزاره، دوم قسمت اثبات برای
.x ∈ Z(P ) کنید فرض حال .

∪k
i=١ pi =

∪k
i=١Ann(xi) ⊆ Z(P ) بنابراین .pi = Ann(x) که

وجود ١ ≤ t ≤ k ،t عنصر ،y ∈ P ∗ چون .L(x, y) = {٠} که دارد وجود y ∈ P ∗ صورت این در
.x ∈ pt ⊆

∪k
i=١ pi لذا است، اول ایده�آل یک pt و L(x, y) = {٠} ⊆ pt طرفی از .y /∈ pt که دارد

.Z(P ) =
∪k

i=١ pi نتیجه در و Z(P ) ⊆
∪k

i=١ pi بنابراین
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معادلند: زیر گزاره�های .دراین�صورت باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .٢.٢.٣ قضیه

.p١ ∩ p٢ = {٠} که دارند وجود P از p٢ و p١ غیرصفر اول ایده�آل�های (یک)

است. دوبخشی کامل گراف یک ،Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف (دو)

است. دوبخشی گراف یک ،Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف (سه)

گراف که می�دهیم نشان و V٢ := p{٠}\٢ و V١ := p{٠}\١ می�دهیم قرار (دو) ⇐ (یک) برهان.
V١ ̸= ∅ که کنید توجه است. V٢ و V١ بخش�های با دوبخشی کامل گراف یک Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه

.V١ ∩ V٢ = ∅ همچنین V٢ ̸= ∅ و
به y و x اگر .x, y ∈ V١ کنید فرض .V١ ∪ V٢ = V (Γ(P )) = Z(P )∗ ،١.٢.٣ گزاره�ی به توجه با
است، P اول ایده�آل p٢ چون . L(x, y) ⊆ p٢ نتیجه در و L(x, y) = {٠} آن�گاه باشند، متصل �هم
متصل �هم به V١ عناصر بنابراین است. تناقض که y ∈ V٢ یا x ∈ V٢ لذا . y ∈ p٢ یا x ∈ p٢ درنتیجه

نیستند. متصل �هم به V٢ از عنصری دو هیچ مشابه �طور به نیستند.
.z ∈ L(x, y) کنید فرض حال .y ∈ p٢ و x ∈ p١ �صورت این در .y ∈ V٢ و x ∈ V١ کنید فرض حال
به�طور .z ∈ p١ درنتیجه x ∈ p١ و z ≤ x است، P ایده�آل p١ چون .z ≤ y و z ≤ x دراین�صورت
نتیجه که L(x, y) = {٠} بنابراین .z = ٠ نتیجه در و z ∈ p١ ∩ p٢ = {٠} لذا .z ∈ p٢ مشابه
بنابراین است. متصل V٢ عنصر هر به V١ از عنصر هر یعنی متصل�اند. �هم به Γ(P ) در y و x می�دهد

است. کامل دوبخشی گراف یک Γ(P )

است. بدیهی (سه) ⇐ (دو)
p١ := V١ ∪ {٠} دهید قرار و باشند Γ(P ) دوبخشی گراف بخش�های V٢ و V١ فرضکنید (یک) ⇐ (سه)
فرض .p١ ∩ p٢ = {٠} و Pاند غیرصفر اول ایده�آل�های p٢ و p١ می�کنیم ثابت .p٢ := V٢ ∪ {٠} و
y ∈ p١ چون .x ∈ p١ می�دهیم نشان .x ≤ y و y ∈ p١ باشند، P ∗ از عنصر دو y و x کنید
z و y بنابراین .L(y, z) = {٠} که دارد وجود z ∈ P ∗ لذا و y ∈ Z(P )∗ درنتیجه . y ∈ Vپس١
درنتیجه ،L(y, z) = {٠} و L(x, z) ⊆ L(y, z) چون .z ∈ V٢ درنتیجه و متصل�اند �هم به Γ(P ) در
ایده�آل p١ که دادیم نشان .x ∈ p١ بنابراین .x ∈ V١ لذا است متصل z به x بنابراین .L(x, z) = {٠}

است. P ایده�آل p٢ مشابه به�طور است. P
.L(x, y) ⊆ p١ که باشند P ∗ از عنصر دو y و x کنید فرض است. P اول ایده�آل p١ �می�کنیم ثابت حال

. می�گیریم نظر در را حالت دو حال .y ∈ p١ یا x ∈ p١ می�دهیم نشان
صورت این در .x, y /∈ p١ کنید فرض خلف برهان به .L(x, y) = {٠} کنید فرض اول: حالت
متصل �هم به y و x بنابراین .x, y ∈ V٢ طرفی از .x, y ∈ Z(P )∗ می�دهد نتیجه که L(x, y) = {٠}

.y ∈ p١ یا x ∈ p١ بنابراین است. تناقض که L(x, y) ̸= {٠} درنتیجه نیستند،
طرفی از دارد. ٠وجود ̸= t ∈ L(x, y) بنابراین .L(x, y) ̸= {٠} کنید فرض : دوم حالت
دارد وجود z ∈ P ∗ لذا و t ∈ Z(P )∗ رو این از .t ∈ V١ درنتیجه و t ∈ pلذا١ L(x, y) ⊆ p١

حالت�های از یکی دراین�صورت .z ∈ V٢ بنابراین و است متصل z به t درنتیجه .L(t, z) = {٠} که
می�دهد: رخ زیر
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از است. متصل z به که x ∈ Z(P )∗ حالت، این در .L(x, z) = {٠} کنید فرض : (الف) حالت
.x ∈ p١ بنابراین .x ∈ V١ درنتیجه z ∈ V٢ طرفی

می�کنیم ادعا دارد. وجود ٠ ̸= u ∈ L(x, z) صورت این در .L(x, z) ̸= {٠} کنید فرض (ب): حالت
دارد. وجود ٠ ̸= w ∈ L(y, u) درنتیجه .L(y, u) ̸= {٠} کنید فرض خلف برهان به .L(y, u) = {٠}
طرفی از .w ≤ x پس .u ≤ z و u ≤ x نتیجه در ،u ∈ L(x, z) طرفی از .w ≤ y و w ≤ u لذا
در ،u ≤ z و w ≤ u طرفی از .w ∈ p١ لذا ،L(x, y) ⊆ p١ چون .w ∈ L(x, y) بنابراین و w ≤ y

w ∈ p١ ∩ p٢ = {٠} لذا .w ∈ p٢ بنابراین است، P ایده�آل یک p٢ و z ∈ p٢ چون .w ≤ z نتیجه
یک p٢ و z ∈ p٢ و u ≤ z چون .L(y, u) = {٠} بنابراین است. تناقض که w = ٠ نتیجه در و
نتیجه در و y ∈ V١ می�باشد، u ∈ V٢ و L(y, u) = {٠} اینکه به توجه با .u ∈ p٢ لذا است، P ایده�آل

است. P اول ایده�آل یک p٢ مشابه �طور به است. P از اول ایده�آل یک p١ بنابراین .y ∈ p١

مقسوم�علیه گراف ،٢.٢.٣ قضیه�ی طبق باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .٣.٢.٣ تذکر
زیر مثال . k = ٢ که شرطی به باشد، کامل k−بخشی اگر تنها و اگر است k−بخشی ،Γ(P ) �صفر

نمی�باشد. برقرار k > ٢ برای که می�دهد نشان

.x, y /∈ I که باشند حقیقی عدد دو y و x و باشد [٠,١] بسته فاصله�ی I کنید فرض .۴.٢.٣ مثال
می�کنیم: تعریف زیر �صورت به را P روی ≤ رابطه�ی .P = I ∪ {x, y} کنید فرض

{(a, b)|a, b ∈ I, a ≤ b} ∪ {(x, x), (y, y), (٠, x), (٠, y), (x,١)}

است. ١.٢.٣ شکل صورت به P مرتب جزئاً مجموعه�ی همچنین

..

١

.

x

.

y

.

٠

P مرتب جزئاً مجموعه�ی :١.٢.٣ شکل

گراف این است. {y} و {x} و I\{٠} بخش�های با ٣-بخشی گراف یک Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف
.L(x,١) ̸= {٠} چون نیست، کامل ٣-بخشی

را زیر گزاره�های دراین�صورت .k ≥ ٢ و باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P کنید فرض .۵.٢.٣ قضیه
بگیرید: نظر در

است. k−بخشی کامل گراف یک Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف (یک)

.|(x] ∩Min(P ∗)| ≤ ١ ،x ∈ Z(P )∗ هر برای و |Min(P ∗)| ≤ k (دو)

باشد، برقرار تساوی (دو) از قسمت هر در اگر علاوه به �می�دهد. نتیجه را (دو) (یک)، صورت این در
می�دهد. نتیجه را (یک) نیز، (دو) آن�گاه
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عنصر دو از کمتر Min(P ∗) کنید فرض .|Min(P ∗)| ≤ k می�دهیم نشان ابتدا (دو) ⇐ (یک) برهان.
باشند، Min(P ∗) به متعلق y و x اگر نمی�ماند. باقی اثبات برای چیزی صورت این در باشد. داشته
با متصل�اند. �هم به که Γ(Pاند ) از رأس دو y و x و x, y ∈ Z(P )∗ نتیجه در .L(x, y) = {٠} آن�گاه
چون می�گیرند. قرار مختلف بخش�های در y و x و است کامل k−بخشی ،Γ(P ) گراف فرض، به توجه

.|Min(P ∗)| ≤ k بنابراین است، k برابر Γ(P ) مختلف بخش�های
.|(x]∩Min(P ∗)| ≥ ٢ که دارد وجود x ∈ Z(P )∗ کنید فرض خلف برهان به دوم قسمت اثبات برای
.x٢ ≤ x و x١ ≤ x نتیجه در x١, x٢ ∈ (x] چون دارند. وجود x١, x٢ ∈ (x] ∩Min(P ∗) بنابراین
و x١ لذا .L(x٢, x) ̸= {٠} و L(x١, x) ̸= {٠} بنابراین و x٢ ∈ L(x٢, x) و x١ ∈ L(x١, x) لذا
ندارند قرار بخش یک در x٢ و x١ است، k−بخشی کامل گراف Γ(P ) چون نیستند. متصل هم به x٢
نتیجه در و x١, x٢ ∈ Min(P ∗) طرفی از .L(x١, x٢) ̸= {٠} صورت این در نیستند. متصل �هم به و

. |(x] ∩Min(P ∗)| ≤ ١ ،x ∈ Z(P )∗ هر برای بنابراین است. تناقض که L(x١, x٢) = {٠}
فرض .|(x] ∩Min(P ∗)| = ١ ،x ∈ Z(P )∗ هر برای و |Min(P ∗)| = k کنید (یک)فرض ⇐ (دو)
که Vi := {x ∈ Z(P )∗|xi ≤ x} دهید قرار ١ ≤ i ≤ k هر برای .Min(P ∗) = {x١, . . . , xk} کنید

است. V١, . . . , Vk بخش�های با k−بخشی کامل گراف Γ(P ) می�کنیم ثابت هستند. ناتهی
و xj ≤ x و xi ≤ x آن�گاه باشد، x ∈ Vi ∩ Vj اگر .i ̸= j و ١ ≤ i ≤ k کنید فرض اول: گام
درنتیجه است، |(x] ∩Min(P ∗)| = ١ چون .xi, xj ∈ (x] ∩Min(P ∗) بنابراین .xi, xj ∈ (x] لذا

.Vi ∩ Vj = ∅ داریم i ̸= j و ١ ≤ i, j ≤ k هر برای بنابراین است. تناقض که xi = xj

که دارد وجود ١ ≤ i ≤ k ،|(x] ∩ Min(P ∗)| = ١ چون .x ∈ Z(P )∗ کنید فرض دوم: گام
.(x] ∩Min(P ∗) = {xi}

.V (Γ(P )) = Z(P )∗ = V١ ∪ V٢ ∪ · · · ∪ Vk داریم بنابراین .x ∈ Vi همچنین و xi ≤ x درنتیجه
لذا .xi ≤ y و xi ≤ x آن�گاه ، x, y ∈ Vi اگر صورت این در .١ ≤ i ≤ k کنید فرض سوم: گام

نیستند. متصل به�هم y و x بنابراین .L(x, y) ̸= {٠} نتیجه در و xi ∈ L(x, y)

xi ≤ x بنابراین .y ∈ Vj و x ∈ Vi فرضکنید همچنین .i ̸= j و ١ ≤ i, j ≤ k فرضکنید چهارم: گام
و (x] ∩Min(P ∗) = {xi} لذا، |(y] ∩Min(P ∗)| = ١ و |(x] ∩Min(P ∗)| = ١ چون .xj ≤ y و

آن�گاه ،L(x, y) ̸= {٠} اگر .L(x, y) = {٠} می�کنیم ادعا .(y] ∩Min(P ∗) = {xj}
t ∈ P ∗ عنصر لذا x ∈ Vi طرفی از .z ≤ y و z ≤ x بنابراین دارد. وجود ٠ ̸= z ∈ L(x, y)

پس .z ∈ Z(P )∗ لذا L(t, z) ⊆ L(t, x) = {٠} می�دانیم حال .L(t, x) = {٠} که دارد وجود
.xt ≤ z نتیجه در .(z] ∩Min(P ∗) = {xt} که دارد وجود ١ ≤ t ≤ k و |(z] ∩Min(P ∗)| = ١
xt ∈ (x]∩Min(P ∗) = {xi} بنابراین .xt ≤ y و xt ≤ x داریم z ≤ y و z ≤ x اینکه و این به باتوجه
،L(x, y) = {٠} بنابراین است. تناقض این و xi = xj = xt پس .xt ∈ (y]∩Min(P ∗) = {xj} و
k−بخشی کامل گراف یک Γ(P گراف( که می�دهد نشان روند این متصل�اند. هم به Γ(P ) در y و x یعنی

است. V١, . . . , Vk بخش�های با

نمونه عنوان به باشد. برقرار حالت دو در تساوی باید ،۵.٢.٣ قضیه�ی (دو) قسمت در .۶.٢.٣ تذکر
مثلا و |(z] ∩ Min(P ∗)| ≤ ١ ،z ∈ Z(P )∗ هر برای و Min(P ∗) = {x, y} ،۴.٢.٣ مثال در
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نتیجه نمی�توان را (یک) ولی برقرارند ۵.٢.٣ قضیه (دو) شرط�های بنابراین .|(١٢ ] ∩Min(P ∗)| = ٠
نیست. کامل دوبخشی Γ(P ) گراف چون گرفت،

هر و x ∈ P هر برای هرگاه گوئیم، تعمیم�یافته درخت یک را P مرتب جزئاً مجموعه�ی .٧.٢.٣ تعریف
.x٢ ≤ x یا x١ ≤ x باشیم داشته x١, x٢ ∈ (x]

|Min(P ∗)| = k فرضکنید همچنین .k ≥ ٢ و مرتب جزئاً یکمجموعه�ی P فرضکنید .٨.٢.٣ قضیه
مینیمال عنصر یک (x]\{٠} مجموعه�ی ،x ∈ P ∗ هر برای اگر باشد. تعمیم�یافته درخت یک Z(P )∗ و
اگر براین علاوه . است k−بخشی کامل گراف یک Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف آن�گاه باشد، داشته

مجموعه�ی ،١ ≤ i ≤ k هر برای آن�گاه باشند، Γ(P ) بخش�های V١, . . . , Vk

pi = (
k∪

j=١
j ̸=i

Vj) ∪ {٠}

است. P از اول ایده�آل یک

کافی ،۵.٢.٣ قضیه از استفاده با است. کاملk−بخشی گراف یک Γ(P ) می�دهیم نشان ابتدا برهان.
x ∈ Z(P )∗ فرضکنید خلف برهان به .|(x]∩Min(P ∗)| = ١ ،x ∈ Z(P )∗ هر برای دهیم نشان است
متعلق x٢ و x١ متمایز عنصرهای .|(x]∩Min(P ∗)| ≥ بنابراین٢ .|(x]∩Min(P ∗)| ̸= ١ که دارد وجود
درخت یک Z(P )∗ و x ∈ Z(P )∗ طرفی از .x١, x٢ ∈ (x] لذا می�گیریم. نظر در را (x]∩Min(P ∗) به
.x١, x٢ ∈ Min(P ∗) زیرا است، تناقض حالت دو که x٢ ≤ x یا x١ ≤ x درنتیجه است تعمیم�یافته

.|(x] ∩Min(P ∗)| = ١ ،x ∈ Z(P )∗ هر برای بنابراین
کنید فرض است. P از ایده�آل یک ١ ≤ i ≤ k ،pi دهیم نشان باید دوم قسمت اثبات برای حال
عنصر ،y ∈ Z(P )∗ چون .x ∈ pi می�دهیم نشان صورت این در .x ≤ y و y ∈ pi ، x, y ∈ P ∗

نتیجه در L(x, z) ⊆ L(y, z) = {٠} که می�دانیم طرفی از .L(y, z) = {٠} که دارد وجود z ∈ P ∗

در y ∈ pi چون .x ∈ Vt که دارد وجود ١ ≤ t ≤ k بنابراین .x ∈ Z(P )∗ پس .L(x, z) = {٠}
متصل w به y لذا است، k−بخشی کامل گراف یک Γ(P ) چون .w ∈ Vi کنید فرض .y /∈ Vi نتیجه
.L(x,w) = {٠} درنتیجه ،L(x,w) ⊆ L(y, w) که می�دانیم حال .L(y, w) = {٠} بنابراین است.
P از ایده�آل یک pi می�دهد نشان که x ∈ pi بنابراین .x /∈ Vi نتیجه در و است متصل w به x لذا

است.
نشان .L(x, y) ⊆ pi و P ∗ به متعلق y و x کنید فرض است. P اول ایده�آل pi می�کنیم ثابت حال

.L(x, y) ̸= {٠} یا L(x, y) = {٠} دارد وجود حالت دو .y ∈ pi یا x ∈ pi می�دهیم
نتیجه که L(x, y) = {٠} لذا ،x, y /∈ pi کنید فرض خلف برهان به .L(x, y) = {٠} کنید فرض ابتدا
L(x, y) ̸= {٠} بنابراین نیستند، متصل� هم به y و x لذا .x, y ∈ Vi نتیجه در و x, y ∈ Z(P )∗ می�دهد

.y ∈ pi یا x ∈ pi حالت، این در نتیجه در است. تناقض این و
نتیجه در و t ∈ pi لذا دارد. وجود ٠ ̸= t ∈ L(x, y) �صورت این در .L(x, y) ̸= {٠} کنید فرض حال
در است. متصل z به t لذا است، k−بخشی کامل گراف یک Γ(P ) چون .z ∈ Vi کنید فرض .t /∈ Vi

می�دهد: رخ زیر حالت�های از یکی نتیجه
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لذا z ∈ Vi چون است. متصل z به و x ∈ Z(P )∗ حالت این در .L(x, z) = {٠} اول: حالت
.x ∈ pi بنابراین .x /∈ Vi

می�کنیم ادعا دارد. وجود ٠ ̸= u ∈ L(x, z) صورت این در .L(x, z) ̸= {٠} کنید فرض دوم: حالت
وجود ٠ ̸= w ∈ L(y, u) بنابراین .L(y, u) ̸= {٠} کنید فرض خلف برهان به .L(y, u) = {٠}
در .w ≤ x بنابراین .u ≤ z و u ≤ x لذا ،u ∈ L(x, z)طرفی از .w ≤ u و w ≤ y نتیجه در دارد.

حال .w ∈ pi لذا ،L(x, y) ⊆ pi چون .w ∈ L(x, y) نتیجه

k∩
j=١
j ̸=i

pj = Vi ∪ {٠}

نشان باید صورت این در .y ≤ x و x ∈ Vi ∪{٠} ،x, y ∈ P کنید فرض زیرا است. P از ایده�آل یک
که y ∈ pj نتیجه در است. ایده�آل یک pj طرفی از .j ̸= i که x ∈ pj داریم .y ∈ Vi ∪ {٠} که دهیم
نتیجه در .u ∈ L(x, z) همچنین است. ایده�آل یک Vi ∪ {٠} لذا و y ∈ Vi ∪ {٠} بنابرای .j ̸= i

چون و w ≤ z لذا .w ≤ u طرفی از .u ≤ x و u ≤ z

z ∈
k∩

j=١
j ̸=i

pj

نتیجه در

.w ∈
k∩

j=١
j ̸=i

pj

و u ≤ z چون .L(y, u) = {٠} لذا است. تناقض که w = ٠ بنابراین .∩k
j=١
j ̸=i

pj = {٠} طرفی از

نتیجه در .u ∈ ∩k
j=١
j ̸=i

pj = Vi ∪ {٠} لذا است. ایده�آل یک ∩k
j=١
j ̸=i

pj و z ∈ ∩k
j=١
j ̸=i

pj = Vi ∪ {٠}

.y ∈ pi نتیجه در و y /∈ Vi بنابراین است. متصل u به y یعنی L(y, u) = {٠} طرفی از .u ∈ Vi

نیست. برقرار ،٨.٢.٣ قضیه عکس که می�دهد نشان زیر مثال

..

x٣

.

x۴

.

x١

.

x٢

.

x۵

.

٠

:٢.٢.٣ شکل



۴٣ مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف در رده�بندی�ها برخی

در که باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P = {٠, x١, x٢, x٣, x۴, x۵} کنید فرض .٩.٢.٣ مثال
که است ٢-بخشی کامل گراف ،Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف است. شده داده نشان شکل٢.٢.٣،

نیست. تعمیم�یافته درخت یک Z(P )∗ مجموعه�ی اما است. شده داده نشان ،٣.٢.٣ شکل در

..

x۵

.

x٢

.

x٣

.

x۴

.

x١

:٣.٢.٣ شکل





۴ فصل

�صفر مقسوم�علیه گراف که گراف�هایی
هستند مرتب جزئاً مجموعه�های

تنها و اگر است فشرده گراف یک که می�کنیم ثابت می�شود، معرفی فشرده گراف ابتدا فصل این در
�صفر مقسوم�علیه گراف کاربرد ادامه در باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف اگر
بین ارتباط فصل این اصلی هدف می�کنیم. بیان کاهشی نیم�گروه�های در را مرتب جزئاً مجموعه�های

می�باشد. Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف و فشرده گراف�های

فشرده گراف�های ١.۴

شامل که باشد فشرده گراف یک G اگر می�دهیم نشان می�کنیم. معرفی را فشرده گراف بخش این در
.χ(G) = ω(G) < ∞ آن�گاه نباشد، نامتناهی خوشه�ی

برای و نباشد ایزوله رأس شامل G اگر می�شود، نامیده فشرده گراف یک G ساده گراف .١.١.۴ تعریف
.N(x) ∪N(y) ⊆ N(z) که باشد داشته وجود z رأس نیستند، متصل �هم به که y و x رأس دو هر

از y و x متمایز رأس دو هر برای صورت این در باشد. فشرده گراف یک G کنید فرض .٢.١.۴ گزاره
می�افتد: اتفاق زیر حالت�های از یکی G

گراف یک G ویژه به است. متصل N(y) در رئوس تمام به N(x) در رأس هر یا N(x) ∩N(y) ̸= ∅
است. سه حداکثر قطر با همبند

نباشد، متصل b به a اگر باشند. b ∈ N(y) و a ∈ N(x) و N(x) ∩N(y) = ∅ کنید فرض برهان.
طرفی از .N(x) ∪ N(y) ⊆ N(c) که دارد وجود c رأس پس است فشرده گراف یک G چون آن�گاه
c ∈ N(x)∩N(y) بنابراین .{x, y} ⊆ N(a)∪N(b) ⊆ N(c) لذا {x, y} ⊆ N(a)∪N(b) داریم

. است N(x) ∩N(y) = ∅ با تناقض این که
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باشد. فشرده گراف یک G کنید فرض .٣.١.۴ گزاره

چهار مساوی کمتر طول به دور یک در یا است پایانی G در رأس هر آن�گاه ، نباشد ستاره�ای G اگر (یک)
مربع�هاست. و مثلث�ها از اجتماعی G هسته�ی ویژه به می�گیرد. قرار

مجموعه با G القایی گراف زیر G∗
c که است همبند گراف یک G∗

c ،G از c برشی رأس هر برای (دو)
می�باشد. V (G)\{x ∈ G|x = c یا است متصل c به و است پایانی رأس x } رئوس

گذری لذا نیست، ستاره�ای گراف G چون نباشد. پایانی رأس و a ∈ V (G) کنید فرض (یک) برهان.
c − a − b − c مثلث از رأس یک a آن�گاه x = c اگر دارد. وجود G در x − a − b − c فرم به
اگر است. x − a − b − c − x مربع از رأس یک a آن�گاه باشد، متصل c به x و x ̸= c اگر است.
که دارد وجود d ∈ V (G) رأس لذا است فشرده G گراف چون آن�گاه نباشد متصل c به x و x ̸= c

می�باشد. a− b− d− a مثلث در رأس یک a و {a, b} ⊆ N(x) ∪N(c) ⊆ N(d)

باشد. همبندی مولفه�ی دو دارای حداقل G∗
c که باشد برشی رأس یک c کنید فرض خلف برهان به (دو)

پس است فشرده G گراف چون حال می�گیریم. نظر در را G∗
c از متمایز مؤلفه�های از y و x رأس�های

z طریق از y و x و همبند G برشی، رأس یک c ازطرفی .N(x) ∪ N(y) ⊆ N(z) که دارد وجود z
است. c مرکز با ستاره گراف از تظریف یک G نتیجه در و است c همان z لذا هستند، هم به متصل

است. همبند G∗
c پس است. تناقض که c ∈ N(x) ∪N(y) ⊆ N(c) بنابراین

،k < n برای G هرگاه گوئیم، سره n−بخشی گراف یک را G n−بخشی گراف .۴.١.۴ تعریف
نباشد. k−بخشی

گراف یک G اگر باشد. مثبت صحیح عدد یک n و باشد فشرده گراف یک G کنید فرض .۵.١.۴ گزاره
G آن�گاه است، r ≥ n و متناهی عددی r که باشد عنصر n − ١ با خوشه یک شامل سره r−بخشی

.ω(G) ≥ n یعنی است عنصر n با خوشه یک شامل

خوشه یک {a١, . . . , an−١} و A١, A٢, . . . , An, . . . بخش�های با گراف یک G کنید فرض برهان.
برای که دارد وجود a ∈ An حال .ai ∈ Ai ،i = ١, . . . , n− ١ برای و باشد G برای عنصر n− ١ با
که می�شود بخشی r − ١ ،G گراف صورت این غیر در .N(a) ∩ Ai ̸= ∅ ، i = ١, . . . , n − ١ هر

است. سره r−بخشی گراف تعریف متناقض
حکم لذا و است عنصر n با خوشه یک {a١, . . . , an−١, a} آن�گاه ،{a١, . . . , an−١} ⊆ N(a) اگر

می�دهد: رخ حالت دو .|N(a) ∩ {a١, . . . , an−١, a}| ≤ n− ٢ کنید فرض بنابراین است. برقرار
کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون .|N(a) ∩ {a١, . . . , an−١, a}| = n − ٢ اول: حالت
an−١ می�گیریم. نظر در ثابت را bn−١ ∈ N(a)∩An−١ .an−١ /∈ N(a) و {a١, . . . , an−٢} ⊆ N(a)

.N(an−١)∪N(bn−١) ⊆ N(b) که دارد وجود b ∈ V (G)است فشرده G چون نیست. متصل bn−١ به
.{a١, a٢, . . . , an−٢} ⊆ N(an−١) و a ∈ N(bn−١) طرفی از

{a١, a٢, . . . , an−٢, a, b} بنابراین .{a١, a٢, . . . , an−٢, a} ⊆ N(an−١)∪N(bn−١) ⊆ N(b) پس
است. G در عنصر n با خوشه یک
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فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون .|N(a) ∩ {a١, . . . , an−١, a}| < n − ٢ دوم: حالت
که دارد وجود b ∈ V (G) نتیجه در است، فشرده گراف یک G چون نباشد. متصل an−١ به a کنید

.{a١, a٢, . . . , an−٢} ⊆ N(an−١) طرفی از .N(an−١) ∪N(a) ⊆ N(b)

{a١, a٢, . . . , an−٢} ⊆ N(b) بنابراین .N(a)∪{a١, a٢, . . . , an−٢} ⊆ N(an−١)∪N(a) ⊆ N(b)پس
در ثابت را cn−١ ∈ N(b) ∩ An−١ .N(b) ∩ Ai ⊇ N(a) ∩ Ai ̸= ∅ ،١ ≤ i ≤ n − ١ هر برای و
دارد وجود d ∈ V (G) است، فشرده گراف یک G چون لذا نیست. متصل an−١ به cn−١ می�گیریم. نظر
پس .{a١, . . . , an−٢} ⊆ N(an−١) و b ∈ N(cn−١) طرفی از .N(an−١) ∪N(cn−١) ⊆ N(d) که
یک {a١, a٢, . . . , an−٢, a, d} بنابراین .{a١, a٢, . . . , an−٢, b} ⊆ N(an−١)∪N(cn−١) ⊆ N(d)

است. G در عنصر n با خوشه

خوشه�ای عدد باشد، متناهی ω(G) یعنی آن خوشه�ای عدد که G فشرده گراف هر برای .۶.١.۴ نتیجه
برابراست. χ(G) رنگی عدد با ω(G)

و می�باشد سره r−بخشی گراف یک G آن�گاه ،χ(G) = r > n اگر .ω(G) = n کنید فرض برهان.
.χ(G) = n بنابراین است. تناقض یک که ω(G) ≥ n+ ١ ،۵.١.۴ گزاره طبق

زنجیر شرط صورت این در ندارد. نامتناهی خوشه�ی که باشد فشرده گراف یک G کنید فرض .٧.١.۴ لم
است. برقرار G همسایگی�های برای صعودی

باشد: داشته وجود همسایگی�ها از صعودی اکیداً زنجیر که کنید فرض خلف برهان به برهان.

N(x١) ⊂ N(x٢) ⊂ · · · ⊂ N(xn) ⊂ . . .

فشرده Gگراف و نیست متصل xi−١ به yi چون می�کنیم. انتخاب را yi ∈ N(xi)\N(xi−١) ،i هر برای
.ai ∈ N(xi)\N(xi−١) می�کنیم ادعا .N(xi−١)∪N(yi) ⊆ N(ai) که دارد وجود ai ∈ V (G) است،
طرفی از است. تناقض که ai ∈ N(xi−١) ∪ N(yi) ⊆ N(ai) آن�گاه باشد، ai ∈ N(xi−١) اگر زیرا
،i ̸= j برای نتیجه در و ai ∈ N(xi)\N(xi−١) بنابراین .ai ∈ N(xi) پس xi ∈ N(yi) ⊆ N(ai)

.ai ̸= aj

{ai|i ≥ ١} بنابراین است. متصل aj به ai لذا .ai ∈ N(xi) ⊆ N(xj−١) ⊆ N(aj) ،j > i برای
است. فرض با متناقض که است G در نامتناهی خوشه�ی یک

عدد صورت این در ندارد. نامتناهی خوشه که باشد فشرده گراف یک G کنید فرض .٨.١.۴ گزاره
است. متناهی G خوشه�ای

لم بنابه است. مرتب جزئاً مجموعه یک (T,⊆) .T := {N(a)|a ∈ V (G)} کنید فرض برهان.
در مشمول N(x) هر ،١۶.٢.١ لم به توجه با لذا می�کند صدق صعودی زنجیر شرط در (T,⊆) ،٧.١.۴
،T آن�گاه باشد، عنصر k با خوشه یک شامل G اگر می�کنیم ادعا است. T از ماکسیمال عنصر یک
،i هر برای باشد. عنصر k با خوشه یک {a١, . . . , ak} کنید فرض دارد. ماکسیمال عنصر k حداقل
است. T در ماکسیمال عنصر یک N(bi) هر و N(ai) ⊆ N(bi) که می�کنیم انتخاب را bi ∈ V (G)
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ai ∈ N(aj) ⊆ N(bj)صورت این غیر در .N(ai) ̸= N(bj) آن�گاه باشد، i ̸= j اگر که می�دهیم نشان
می�کند. ثابت مارا ادعا این است. تناقض که bj ∈ N(ai) ⊆ N(bj) لذا و

آن�گاه ،N(b١) ̸= N(b٢) ∈ S اگر باشد. T در ماکسیمال عناصر همه�ی مجموعه�ی S کنید فرض حال
که دارد وجود b ∈ V (G) است، فشرده G چون این�صورت غیر در است، متصل b٢ به b١

عناصر N(b٢) و N(b١) چون .N(b٢) ⊆ N(b) و N(b١) ⊆ N(b) لذا و N(b١) ∪N(b٢) ⊆ N(b)

خوشه�ی شامل G چون حال است. تناقض که N(b١) = N(b٢) = N(b) لذا هستند، ماکسیمال
.ω(G) = |S| < ∞ اثبات، اول قسمت به توجه با و است متناهی S نیست، نامتناهی

می�آید. به�دست زیر نتیجه ،٨.١.۴ گزاره به توجه با

ماکسیمال همسایگی یک در مشمول N(x) همسایگی هر اگر ، G فشرده گراف هر برای .٩.١.۴ نتیجه
.G در ماکسیمال همسایگی�های همه مجموعه اصلی عدد با است برابر G خوشه�ای عدد آن�گاه باشد،

صورت این در نیست. نامتناهی خوشه�ی شامل که باشد فشرده گراف یک G کنید فرض .١٠.١.۴ قضیه
.ω(G) = χ(G) = n < ∞

�می�شود. ثابت حکم ٨.١.۴ گزاره و ۶.١.۴ نتیجه به توجه با برهان.

Γ(P ) �صفر مقسوم�علیه گراف و فشرده گراف بین ارتباط ٢.۴

می�شود. بیان فشرده گراف و Γ(P ) صفر مقسوم�علیه گراف بین ارتباط بخش این در

G اگر تنها و اگر است مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G ساده گراف .١.٢.۴ قضیه
باشد. فشرده گراف یک

.V (G) ̸= ∅ قرارداد طبق باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک P و G = Γ(P ) کنید فرض (⇐) برهان.
مقسوم�علیه آن رأس هر لذا است، �صفر مقسوم�علیه گراف Γ(P ) چون نیست، ایزوله رأس شامل G

درنتیجه .L(x, y) ̸= {٠} آن�گاه نباشد، متصل y به x اگر است. متصل رأس یک به و است �صفر
t ∈ N(x)اگر چون .N(x)∪N(y) ⊆ N(z) لذا و z ≤ y و z ≤ x که دارد وجود ٠ ̸= z ∈ L(x, y)

.t ∈ N(z) نتیجه در و L(t, z) = {٠} پس .L(t, z) ⊆ L(t, x) طرفی از .L(t, x) = {٠} آن�گاه
.N(x) ∪N(y) ⊆ N(z) بنابراین .N(y) ⊆ N(z) مشابه �طور به .N(x) ⊆ N(z) لذا

.٠ /∈ V (G) که P := V (G) ∪ {٠} دهید قرار و باشد فشرده گراف یک G کنید فرض (⇒)حال

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را G در هم�ارزی رابطه�ی
زیرمجموعه یک {ai|i ∈ I} فرضکنید .N(x) = N(y) اگر تنها و اگر x ∼ y ،x, y ∈ V (G) هر برای

.x ∼ ai که دارد وجود i ∈ I یکتای عنصر ،x ∈ V (G) هر برای که باشد V (G) از
می�کنیم: تعریف زیر �صورت به P روی را ≤ رابطه�ی حال

تنها و اگر x ≤ y ،x ̸= y که x, y ∈ V (G) هر برای (دو) .x ≤ x و ٠ ≤ x ،x ∈ P هر برای (یک)
.x = ai ،i ∈ I برای که N(x) = N(y) یا N(y) & N(x) اگر
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برقرار انعکاسی خاصیت لذا و x ≤ x ،x ∈ P هر برای زیرا است. مرتب جزئاً مجموعه یک (P,≤)

که دارند وجود x, y ∈ P ∗ لذا نباشد. پادمتقارن ≤ رابطه�ی که کنید فرض خلف برهان به حال است.
.N(y) & N(x) ،≤ رابطه تعریف طبق آن�گاه ،x ̸= ai ،i ∈ I هر برای اگر .x ̸= y و y ≤ x ،x ≤ y

است. تناقض این و N(x) & N(y) و y ̸= ai ،i ∈ I هر برای که می�کند ایجاب نیز y ≤ x طرفی از
طبق پس y ≤ x طرفی از .N(x) = N(y) ،x ≤ y چون .x = ai که دارد وجود i ∈ I بنابراین
انتخاب طبق و x ∼ y لذا N(y) = N(x) چون .y = aj که دارد وجود j ∈ I ،≤ رابطه�ی تعریف
است. پادمتقارن ≤ رابطه�ی و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض که x = y لذا و i = j aiها،

می�گیریم: نظر در را زیر حالت�های آن�گاه y ≨ z و x ≨ y و x, y, z ∈ P ∗ اگر حال
و N(x) = N(y) حالت این در .y = aj و x = ai که باشند موجود j ∈ I و i ∈ I الف) )

.x ≨ z لذا و N(x) = N(z) نتیجه در و N(y) = N(z)

N(x) = N(y) حالت این در .y ̸= aj ،j ∈ I هر برای و x = ai که باشد موجود i ∈ I(ب)
.x ≨ z ،≤ رابطه تعریف بنابر .N(z) & N(x) لذا و N(z) & N(y)و

در و N(z) & N(y) و N(y) & N(x) حالت این در نباشند. برابر (i ∈ I) aiای هیچ با x, y (ج)
است. متعدی ≤ رابطه�ی حالت هر در بنابراین .x ≨ z لذا و N(z) & N(x) نتیجه

.V (H) = V (G) می�دهیم نشان ابتدا است. منطبق G بر H می�کنیم ثابت و H = Γ(P ) دهید قرار
،x ∈ V (G) هر برای بنابراین است. همبند G ،٢.١.۴ گزاره طبق .V (H) ⊆ V (G) وضوح به
.x ∈ V (H) نتیجه در و L(x, y) = {٠} می�کنیم ادعا است. متصل y به x که دارد وجود y ∈ V (G)

آن�گاه باشد، L(x, y) ̸= {٠} اگر .V (H) = V (G) بنابراین و V (G) ⊆ V (H) لذا
.N(y) ⊆ N(z) و N(x) ⊆ N(z) نتیجه در و z ≤ y و z ≤ x لذا دارد. وجود ٠ ̸= z ∈ L(x, y)

است. تناقض که z ∈ N(z) z.بنابراین ∈ N(x) لذا و x ∈ N(y) ⊆ N(z) پس
است. متصل G در y به x که باشند x, y ∈ V (G) کنید فرض .E(H) = E(G) می��دهیم نشان حال
به H در y و x نتیجه در .L(x, y) = {٠} شد ثابت قبل قسمت در شده گفته مطالب طبق نتیجه در
است. متصل G در y به x می�کنیم ثابت باشد، متصل H در y به x کنید فرض حال اند. متصل هم
است فشرده گراف یک G چون صورت این در نباشد. متصل G در y به x کنید فرض خلف برهان به
در .N(y) ⊆ N(z) و N(x) ⊆ N(z) لذا و N(x)∪N(y) ⊆ N(z) که دارد وجود z ∈ V (G) پس
حکم و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض که ٠ ̸= z ∈ L(x, y) لذا و z ≤ y و z ≤ x نتیجه

می�شود. ثابت

نتیجه نیز است دو فصل یک بخش اصلی نتیجه که زیر قضیه ١.٢.۴ و ١٠.١.۴ قضیه�های به توجه با
می�شود.

خوشه�ی شامل که باشد مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G کنید فرض .٢.٢.۴ قضیه
.ω(G) = χ(G) = n < ∞ صورت این در نیست، نامتناهی

مقایسه است ترکیبی آنالیز در مشهوری قضیه که [٩] دیلورث قضیه با را قبل قضیه که است جالب
کنیم.
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زنجیرهای تعداد کم�ترین باشد. متناهی مرتب جزئاً یکمجموعه P فرضکنید ( (دیلورث١ .٣.٢.۴ قضیه
است. برابر P در پادزنجیر بزرگترین اندازه با است P عناصر همه آن�ها اجتماع که مجزایی

رأس�های که است گرافی T (P ) گراف باشد. مرتب جزئاً مجموعه یک P کنید فرض .۴.٢.۴ تعریف
باشند. مقایسه قابل غیر b و a اگر تنها و اگر است متصل b به a و Pاند از آن

در باشد. متناهی مرتب جزئاً مجموعه یک P اگر (دیلورث)، ٣.٢.۴ قضیه از استفاده با .۵.٢.۴ تذکر
.ω(T (P )) = χ(T (P )) صورت این

N(x) = N(y) اگر تنها و اگر x ∼ y صورت به را ∼ هم�ارزی رابطه G گراف هر برای .۶.٢.۴ تعریف
.[x] = {t ∈ V (G)|N(x) = N(t)} که باشد x شامل هم�ارزی کلاس [x] کنید فرض می�کنیم. تعریف
اگر متصل�اند به�هم Gr در [y] به [x] و است ��هم�ارزی کلاس�های آن رئوس مجموعه�ی که است گرافی Gr

می�گوئیم. G کاهشی گراف را Gr باشد. متصل G در y به x اگر تنها و

برقرارند: زیر گزاره�های .٧.٢.۴ نتیجه

باشد. فشرده Gr گراف اگر تنها و اگر است فشرده G گراف (یک)

گراف Gr گراف اگر تنها و اگر است مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G گراف (دو)
باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه

دو [y] و [x] اگر حال ندارد. ایزوله رأس نیز Gr لذا ندارد. ایزوله رأس G چون (یک)(⇐) برهان.
لذا است فشرده G چون نیستند. متصل G در y و x آن�گاه نباشند، متصل هم به که باشند Gr در رأس
.N([x]) ∪N([y]) ⊆ N([z]) ،Gr در بنابراین .N(x) ∪N(y) ⊆ N(z) که دارد وجود z ∈ V (G)

در و است متصل G در x به t لذا و است متصل Gr در [x] به [t] آن�گاه ،[t] ∈ N([x]) اگر مثلا زیرا
[z] به [t] نتیجه در و است متصل G در z به t بنابراین .t ∈ N(x) ⊆ N(x)∪N(y) ⊆ N(z) نتیجه

.[t] ∈ N([z]) لذا است. متصل Gr در
بالاست. مشابه آن اثبات (⇒)

،١.٢.۴ قضیه طبق آن�گاه باشد، مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G اگر (⇐) (دو)
طبق Gr بنابراین است. فشرده گراف یک Gr (یک)، قسمت طبق درنتیجه است. فشرده G گراف

است. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف ،١.٢.۴ قضیه
می��شود. اثبات مشابه به�طور (⇒)

گراف ،G ساده گراف صورت این در باشد. یک از بزرگتر صحیح عدد یک n کنید فرض .٨.٢.۴ تعریف
.ω(G) = n و باشد فشرده G هرگاه می�شود، نامیده n−فشرده

سره n−بخشی گراف یک G صورت این در باشد. n−فشرده گراف یک G کنید فرض .٩.٢.۴ تذکر
نتیجه در .ω(G) = n و است فشرده n−فشرده، گراف هر زیرا می�باشد. عنصر n با خوشه�ای شامل که

است. سره n−بخشی گراف یک G بنابراین و χ(G) = n ،١٠.١.۴ قضیه طبق
١Dilworth’s
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فرض همچنین باشد. i = ١, . . . , n ،Ai بخش�های با گرافn−فشرده یک G کنید فرض .١٠.٢.۴ لم
b به a آن�گاه ،(N(a) ∪ N(b)) ∩ Ai ̸= ∅ ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر .a ̸= b و a, b ∈ V (G) کنید

است. متصل

وجود c ∈ V (G)است فشرده گراف G چون صورت این در نباشد. متصل b به a که کنید فرض برهان.
تناقض که N(c) ∩ Ai ̸= ∅ ،١ ≤ i ≤ n هر برای فرض طبق حال .N(a) ∪N(b) ⊆ N(c) که دارد

. N(c) ∩ Ai = ∅ آن�گاه باشد، c ∈ Ai اگر مثلا زیرا است.

می�گیرند. قرار عنصر n با خوشه یک در که است رأس�هایی تمام مجموعه�ی ∆n(G) .١١.٢.۴ تذکر

صورت این در باشد. i = ١, . . . , n ،Ai بخش�های با n−فشرده گراف یک G کنید فرض .١٢.٢.۴ لم
است. G در خوشه یک {a١, . . . , an} آن�گاه ،i = ١, . . . , n ،ai ∈ ∆n(G) ∩ Ai اگر

خوشه�ی یک در ai صورت این در باشد. ai ∈ ∆n(G)∩Ai ،١ ≤ i ≤ n هر برای کنید فرض برهان.
همچنین .N(ai) ∩ Ak ̸= ∅ ، k ̸= i که ١ ≤ k ≤ n هر برای نتیجه در می�گیرد. قرار عضوی n

در و می�گیرد قرار عضوی n خوشه�ی یک در aj لذا ،aj ∈ ∆n(G) ∩ Aj چون ،١ ≤ j ≤ n هر برای
هر و ١ ≤ i ̸= j ≤ n هر برای بنابراین .N(aj) ∩ Ak ̸= ∅ ،k ̸= j که ١ ≤ k ≤ n هر برای نتیجه
aj به ai ،١٠.٢.۴ لم طبق لذا .(N(ai) ∪ N(aj)) ∩ Ak ̸= ∅ ،k ̸= j یا k ̸= i چون ١ ≤ k ≤ n

است. عضوی n خوشه یک {a١, . . . , an} بنابراین است. متصل

القائی گراف زیر ،١٢.٢.۴ لم طبق صورت این در باشد. n−فشرده گراف یک G اگر .١٣.٢.۴ تذکر
است. کامل n−بخشی گراف ∆n(G) روی

صورت این در باشد. ١ ≤ i ≤ n ،Ai بخش�های با n−فشرده گراف یک G کنید فرض .١۴.٢.۴ لم
باشد داشته وجود b٠ ∈ ∆n(G)∩Ak مانند رأس ١یک ≤ k ≤ n هر برای و h ∈ V (G)\∆n(G) اگر

است. متصل ∆n(G) ∩ Ak در رأس�ها همه�ی به h آن�گاه باشد، متصل h به که

هر برای صورت این در باشد. G در خوشه یک {ai ∈ Ai|i = ١, . . . , n} کنید فرض برهان.
از رأسی هیچ به لذا و b ∈ Ak زیرا .{a١, . . . , ak−١, ak+١, . . . , an} ⊆ N(b) ،b ∈ ∆n(G) ∩ Ak

نیست. متصل Ak

هر برای درنتیجه .{a١, . . . , ak−١, b٠, ak+١, . . . , an} ⊆ N(b) ∪ N(h) داریم فرض طبق حال
است. متصل b به h ،١٠.٢.۴ لم طبق حال .(N(b) ∪N(h)) ∩ Ai ̸= ∅ ،١ ≤ i ≤ n

می�کنیم: تعریف ،a ∈ V (G) هر برای .١۵.٢.۴ تعریف

W (a) := {i ∈ [١, n]|N(a) ∩∆n(G) ∩ Ai ̸= ∅}

است. {١ . . . , n} همان [١, n] که

است i ∈ W (a) ،١۴.٢.۴ لم طبق صورت این در .a ∈ V (G)\∆n(G) کنید فرض .١۶.٢.۴ تذکر
باشد. متصل ∆n(G) ∩ Ai رأس هر به a اگر تنها و اگر
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x, y ∈ V (G)\∆n(G) و ١ ≤ i ≤ n ،Ai بخش�های با Gیکگرافn−فشرده فرضکنید .١٧.٢.۴ لم
.W (x) ∪W (y) = [١, n] اگر تنها و اگر است متصل y به x صورت این در باشد.

[١, n] = اگر صورت این در باشد. G در خوشه یک {ai ∈ Ai|i = ١, . . . , n} کنید فرض برهان.
است. متصل y به x آن�گاه ،W (x) ∪W (y)

هر برای نتیجه در .W (x) ∪ W (y) = {i ∈ [١, n]|(N(x) ∪ N(y)) ∩ ∆n(G) ∩ Ai ̸= زیرا{∅
است. متصل y به x ،١٠.٢.۴ لم طبق بنابراین .(N(x) ∪N(y)) ∩ Ai ̸= ∅ ،١ ≤ i ≤ n

k ∈ [١, n]\(W (x) ∪W (y)) باشد. متصل y به x Wو (x)∪W (y) ⫋ [١, n] فرضکنید عکسحال بر
لذا .N(x)∩∆n(G)∩Ak = ∅ ،W (x)تعریف طبق ،k /∈ W (x) چون صورت این در بگیرید. نظر در
وجود b ∈ V (G) نتیجه در می�باشد. نیز فشرده لذا است n−فشرده ،Gگراف چون نیست. متصل ak به x
{ai|i = ١, . . . , n} .y ∈ N(x)پس است. متصل y به x طرفی از .N(ak)∪N(x) ⊆ N(b) که دارد

.{a١, . . . , ak−١, ak+١, . . . , an} ⊆ N(ak) لذا . است خوشه یک
b ∈ ∆n(G)∩Ak نتیجه در .{y, a١, . . . , ak−١, ak+١, . . . , an} ⊆ N(ak)∪N(x) ⊆ N(b) بنابراین
نیست متصل ∆n(G)∩Ak از رأسی هیچ به y نتیجه در ، k /∈ W (y) طرفی از است. متصل b به y و

است. تناقض این و

اجتماع V (G) اگر است تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف یک G همبند ساده گراف .١٨.٢.۴ تعریف
می�کنند: صدق زیر شرایط در که باشد H و A از مجزایی

i = ١, . . . , n ،Ai بخش�های با کامل Aیکگرافn−بخشی روی القائی گراف Aو = ∆n(G)(یک)
است.

هر به h اگر تنها و اگر است متصل Ai رأس�های از بعضی به h ،i ∈ [١, n] و h ∈ H هر برای (دو)
دهید: قرار x ∈ V (G) هر برای باشد. متصل Ai از رأس

W (x) := {١ ≤ i ≤ n|N(x) ∩ Ai ̸= ∅} = {١ ≤ i ≤ n|N(x) ∩ Ai ∩∆n(G) ̸= ∅}

(.Ai ⊆ ∆n(G) که کنید (توجه
.W (h١) ∪W (h٢) = [١, n] اگر تنها و اگر است متصل h٢ به h١ ،h١, h٢ ∈ H هر برای (سه)

V (G) = A∪H �صورت به رئوس مجموعه�ی ،G تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف در .١٩.٢.۴ تذکر
صورت این درغیر .|W (h)| ≤ n − ٢ آن�گاه باشد، h ∈ H اگر بالا تعریف در که کنید توجه است.
کامل ٢-بخشی تعمیم�یافته، کامل ٢-بخشی گراف صورت این در است. تناقض که h ∈ ∆n(G) = A

است.

پیمانه به صحیح اعداد Z٢(حلقه ازحلقه�ی کپی n دکارتی ضرب که R := Zn
٢ کنید فرض .٢٠.٢.۴ تذکر

به و (x٢ = x ،x ∈ R هر برای (یعنی است بولی حلقه�ی یک وضوح به صورت این در است. (٢
است. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک e, f ∈ Rهر برای ، ef = e اگر تنها و اگر e ≤ f رابطه�ی وسیله�ی
مجموعه یک عنوان به و نیم�گروه) یک (یا حلقه یک عنوان به ،R صفر مقسوم�علیه گراف که کنید توجه
.L(a, b) = {٠} که می�دهیم نشان آن�گاه ab = ٠ و a, b ∈ R اگر زیرا منطبق�اند. برهم مرتب جزئاً
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از .t = tb و t = ta لذا .t ≤ b و t ≤ a نتیجه در می�گیریم. نظر در دلخواه را t ∈ L(a, b) عنصر
.L(a, b) = {٠} بنابراین و t = ٠ نتیجه در .ab = ٠ فرض طبق و .t = ta = tba = tab طرفی

.ab ∈ L(a, b) می�کنیم ادعا .ab = ٠ که می�دهیم نشان صورت این در .L(a, b) = {٠} فرضکنید حال
ab ∈ L(a, b) = {٠} بنابراین .ab ≤ b مشابه طور به و ab ≤ a تعریف طبق لذا و ab.b = ab داریم

.ab = ٠ لذا و

.e = f آن�گاه ،f ≤ e که ٠ ̸= f ∈ P هر برای اگر گوئیم اولیه را ٠ ̸= e ∈ P عنصر .٢١.٢.۴ تعریف
.e ∈ Min(P ∗)معادلا یا

یک روی القائی گراف زیر H هرگاه گوئیم، مینیمال را Γ(Zn
٢) از H گراف زیر .٢٢.٢.۴ تعریف

باشد. است، Zn
٢ مرتب جزئاً مجموعه�ی از اولیه عناصر همه�ی شامل که V (Γ(Zn

٢)) از زیرمجموعه
باشد. Zn

٢ زیرنیم�گروه یک V (H) ∪ {٠} و باشد مینیمال H هرگاه گوئیم، بسته مینیمال را H

زیر گزاره�های صورت این در باشد. ω(G) = n < ∞ و گراف یک G کنید فرض .٢٣.٢.۴ قضیه
معادلند:

است. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G (یک)

است. n−فشرده گراف یک G (دو)

است. تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف یک G (سه)

است. یکریخت Γ(Zn
٢) مینیمال زیرگراف با G از Gr القائی گراف (چهار)

این در باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G کنید (دو)فرض ⇔ (یک) برهان.
یک G بنابراین ، ω(G) = n < ∞ طرفی از است. فشرده گراف یک G قضیه۴.١.٢، طبق صورت

است. فشرده −n گراف
�صفر مقسوم�علیه گراف G ،١.٢.۴ قضیه طبق لذا است. فشرده G آن�گاه باشد، n−فشرده گراف G اگر

است. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک
و ١۴.٢.۴ ،١٢.٢.۴ لم�های طبق صورت این در باشد. n−فشرده گراف G کنید فرض (سه) ⇐ (دو)

زیرا است. تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف ،١٧.٢.۴
است. H و A از متمایزی اجتماع V (G) آن�گاه ،H = V (G)\∆n(G) و A = ∆n(G) دهید قرار اگر
،١٨.٢.۴ تعریف شرطهای در باید H و A باشد، تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف ،G اینکه برای حال
h١ ،١٧.٢.۴ لم طبق آن�گاه باشد، i = ١, . . . , n ،Ai بخش�های با n−فشرده گراف G اگر کنند. صدق
نتیجه در .W (h١) ∪W (h٢) = [١, n] اگر تنها و اگر است متصل (h١, h٢ ∈ H که کنید (توجه h٢ به

است. برقرار ،١٨.٢.۴ تعریف در (سه) شرط
اگر ،١٢.٢.۴ لم طبق نهایت در است. برقرار ،١٨.٢.۴ تعریف (دو) شرط ،١۴.٢.۴ لم طبق همچنین
یک ∆n(G) روی القائی گراف زیر آن�گاه باشد. i = ١, . . . , n ،Ai بخش�های با n−فشرده گراف G

است. قرار بر نیز (یک) شرط بنابراین است. کامل n−بخشی گراف
آن در که A ∪H بخش�های با تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف یک G کنید (چهار)فرض ⇐ (سه)
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تنها و اگر N(x) = N(y) ،x, y ∈ A هر برای صورت این در است. A = A١ ∪ A٢ ∪ · · · ∪ An

در .N(x) = N(y) ،x, y ∈ A هر برای کنید فرض (زیرا x, y ∈ Ai که باشد داشته وجود i اگر
i = ١,٢. . . . , n ،Ai بخش�های با کامل n−بخشی گراف A یک روی القائی گراف چون صورت این
i کنید فرض حال .x, y ∈ Ai که دارد وجود i بنابراین و دارند قرار بخش یک در y و x لذا است.
لذا است، تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف G چون صورت این در .x, y ∈ Ai که باشد داشته وجود
n−بخشی گراف G چون و W تعریف به توجه (با W (x) = W (y) اگر تنها و اگر (.N(x) = N(y)

و اگر N(x) = N(y) ،x, y ∈ H هر برای طرفی از است). برقرار حکم است، تعمیم�یافته کامل
داریم y ∈ H و x ∈ A هر برای است). برقرار حکم W تعریف (طبق .W (x) = W (y) اگر تنها
Ajای هر به y لذا و x ∈ Ai که هست ١ای ≤ i ≤ n آن�گاه ،N(x) = N(y) (اگر N(x) ̸= N(y)

.W (x) ̸= W (y) و است.) y ∈ H متناقض که y ∈ ∆n(G) نتیجه در شد. خواهد متصل (j ̸= i)

{ei|i ∈ [١, n]} کنید فرض .x ∼ y اگر تنها و اگر W (x) = W (y) ،x, y ∈ V (G) هر برای نتیجه در
تعریف زیر صورت به x ∈ V (G) هر برای را ϕ نگاشت باشد. Zn

٢ از اولیه عناصر همه�ی مجموعه�ی
می�کنیم:

ϕ : V (Gr) → Zn
٢

ϕ([x]) =
∑

i/∈W (x)

ei

.ϕ([ai]) = ei داریم i = ١, . . . , n ،ai ∈ Ai هر برای نتیجه در
.i /∈ W (ai) لذا .W (ai) = {i ∈ [١, n]|N(ai)∩Ai ̸= ∅} = {١, . . . , i− ١, i+ ١, . . . , n} زیرا
[x] ̸= [y] اگر زیرا است �یک �به یک ،ϕ نگاشت است. Zn

٢ اولیه�ی عناصر تمام شامل Im(ϕ) همچنین
،V (Gr) به متعلق [y] و [x] هر برای .ϕ([x]) ̸= ϕ([y]) نتیجه در و W (x) ̸= W (y) آن�گاه باشد،
متصل Gr در [y] به [x] (زیرا W (x) ∪W (y) = [١, n] اگر تنها و اگر است متصل Gr در [y] به [x]
کامل n−بخشی گراف یک G چون طرفی از باشد. متصل �هم به G در y به x اگر تنها و اگر است
تنها و اگر (.W (x) ∪W (y) = [١, n] اگر تنها و اگر است متصل G در y به x لذا است. تعمیم�یافته
و i ∈ W (y) آن�گاه ،i /∈ W (x) اگر لذا ،W (x) ∪ W (y) = [١, n] (چون ϕ([x])ϕ([y]) = ٠ اگر
نیز آن (ϕ([x])ϕ)[y].عکس = ٠ لذا و نمی�شود ظاهر ϕ([y]) در شود ظاهر ϕ([x]) در ei اگر نتیجه در
W (y) = {١,٣} و W (x) = {١,٢} و W (x) ∪ W (y) = [١,٣] اگر مثلا است، برقرار مشابهاً
برقرار نیز آن عکس .ϕ([x])ϕ([y]) = e٣(e٢) = ٠ لذا .ϕ([y]) = e٢ و ϕ([x]) = e٣ آن�گاه باشند،
مینیمال زیرگراف یک با Gr بنابراین باشد. متصل Γ(Zn

٢) در ϕ([y]) به ϕ([x]) اگر تنها و اگر است.)
است. یکریخت Γ(Zn

٢) از
Grنتیجه در . است یکریخت Γ(Zn

٢) مینیمال گراف زیر با Gr یعنی G القائی گراف (یک) ⇐ (چهار)
جزئاً مجموعه یک اولیه عناصر مجموعه (زیرا است. مرتب جزئاً مجموعه یک صفر مقسوم�علیه گراف
است. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G نتیجه۴.٧.٢، طبق بنابراین است.) مرتب



۵۵ هستند مرتب جزئاً مجموعه�های �صفر مقسوم�علیه گراف که گراف�هایی

زیرا نیست. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف ،١.٢.۴ شکل گراف .٢۴.٢.۴ مثال
است. متصل ۵ به ۴ طرفی از .W (۴)∪W (۵) ̸= [١,٣] نتیجه در .W (۵) = {٢} و W (۴) = {١}
،٢٣.٢.۴ قضیه طبق بنابراین نیست. تعمیم�یافته کامل n−بخشی ،G گراف ،١٨.٢.۴ تعریف طبق لذا

.(∆n(G) = {١,٢,٣} که کنید (توجه نیست. مرتب جزئاً مجموعه�ی �صفر مقسوم�علیه گراف G

..

۵

.

٢

.

١

.

۴

.

٣

نیست. مرتب جزئاً مجموعه یک صفر مقسوم�علیه گراف که گرافی :١.٢.۴ شکل

افراز K و S زیرمجموعه�ی دو به V (G) هرگاه گوئیم، شکافنده گراف را G ساده گراف .٢۵.٢.۴ تعریف
رأس دو y و x که x, y ∈ S هر برای (یعنی است مستقل مجموعه� S و خوشه یک K که باشد شده

نیست). متصل y به x متمایزند،

G آن�گاه |K| < ∞ اگر باشد. V (G) = S∪K با شکافنده گراف یک G کنید فرض .٢۶.٢.۴ نتیجه
باشد: برقرار زیر گزاره�های از یکی اگر تنها و اگر است مرتب جزئاً مجموعه�ی یک صفر مقسوم�علیه گراف

.N(a) ∪N(b) ⊊ K ،a, b ∈ S رأس دو هر برای (یک)

.N(a) = K که باشد داشته وجود a ∈ S رأس (دو)

صورت این در باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی یک �صفر مقسوم�علیه گراف G کنید فرض (⇐) برهان.
است تعمیم�یافته کامل n−بخش ،G گراف ،٢٣.٢.۴ قضیه�ی طبق ،ω(G) ≤ |K|+ ١ < ∞ چون

،a, b ∈ S هر ازای به است، مستقل مجموعه یک نیز S چون آن�گاه ،K = ∆n(G) اگر .(n = ω(G))

دارد وجود a ∈ S آن�گاه ،K ̸= ∆n(G) اگر .N(a) ∪N(b) ⊊ K لذا .N(b) ⫋ K و N(a) ⫋ K

است. برقرار (دو) یا (یک) حالت هر در .K ∪ {a} = ∆n(G) و N(a) = K که
مقسوم�علیه گراف G دهیم نشان باید صورت این در باشد. برقرار (یک) شرط که کنید فرض حال (⇒)

در باید G لذا �است. تعمیم�یافته کامل بخشی −n ،٢٣.٢.۴ قضیه طبق یا مرتب جزئاً مجموعه�ی �صفر
.K = ∆n(G) پس است برقرار (یک) چون حال کند. صدق ،١٨.٢.۴ تعریف (سه) تا (یک) شرایط

است. تعمیم�یافته کامل n−بخشی ،G بنابراین .H := S می�دهیم قرار طرفی از
با .∆n(G) = K ∪ {a} لذا و N(a) = K که دارد وجود a ∈ S آن�گاه باشد، برقرار (دو) شرط اگر

است. تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف یک G ،H := S \ {a} دادن قرار
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کاهشی نیم�گروه�های در Γ(P ) گراف کاربرد ٣.۴

جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف و نیم�گروه�ها صفر مقسوم�علیه گراف بین ارتباط بخش این در
نیم�گروه�های در را مرتب جزئاً مجموعه�های صفر مقسوم�علیه گراف کاربرد همچنین شد. خواهد بیان مرتب

می�کنیم. بیان کاهشی

باشد. شرکت�پذیر و بسته ،∗ عمل تحت G هرگاه است نیم�گروه یک (G,∗ ) .١.٣.۴ تعریف

می�شوند. گرفته نظر در ”٠” عنصر با و جابه�جایی نیم�گروه�ها بخش این سرتاسر در .٢.٣.۴ تذکر

مثبت، صحیح n هر و x ∈ S هر برای هرگاه گوئیم، کاهشی نیم�گروه را S نیم�گروه .٣.٣.۴ تعریف
.x = ٠ که دهد نتیجه xn = ٠

.x٢ = x ،x ∈ S هر برای هرگاه گوئیم، (نیم�مشبکه) بولی نیم�گروه را S نیم�گروه .۴.٣.۴ تعریف

وجود y ∈ S ،x ∈ S هر برای هرگاه گوئیم، منظم١ نیومن فون نیم�گروه را S نیم�گروه .۵.٣.۴ تعریف
.x = xyx که باشد داشته

است. کاهشی منظم، نیومن فون نیم�گروه هر و منظم نیومن فون بولی، نیم�گروه هر .۶.٣.۴ تذکر

آن رأس�های که است گرافی ،S مانند نیم�گروه یک صفر مقسوم�علیه گراف که می�کنیم یادآوری
باشد موجود ٠ ̸= y ∈ S اگر است صفر مقسوم�علیه x ∈ S ) هستند S غیرصفر صفر مقسوم�علیه�های
فرض داد قرار طبق همواره .xy = ٠ اگر تنها و اگر متصل�اند هم به y و x رأس دو و (xy = ٠ که

می�دهیم. نشان Γ(S) با را گراف این باشد. ناتهی گراف این که می�شود

مقسوم�علیه گراف صورت این در باشد. صفر عنصر با کاهشی نیم�گروه یک S کنید فرض .٧.٣.۴ گزاره
است. فشرده گراف یک S از Γ(S) �صفر

xy ∈ ،x, y ∈ V (Γ(S)) متصل غیر رأس دو هر برای نیست. ایزوله رأس شامل Γ(S) گراف برهان.
فرض .zxy = ٠ نتیجه در zxو = ٠ که دارد وجود z رأس لذا ،x ∈ V (Γ(S)) زیرا است. V (Γ(S))

کاهشی نیم�گروه S چون .axy = ٠ لذا .ay = ٠ یا ax = ٠ صورت این در .a ∈ N(x)∪N(y) کنید
لذا .N(x) ∪N(y) ⊆ N(xy) بنابراین .a ∈ N(xy) پس .a ̸= xy نتیجه در .xyxy ̸= ٠ لذا است

است. فشرده Γ(S)

مقسوم�علیه Gگراف Grاز گراف اگر صورت این در باشد. همبند ساده Gگراف فرضکنید .٨.٣.۴ گزاره
است. چنین نیز G آن�گاه باشد، بولی نیم�گروه �صفر

باشد V (G) از مجموعه زیر یک {ei|i ∈ I} و V (G) روی هم�ارزی رابطه�ی ∼ کنید فرض برهان.
G القائی زیرگراف Gr صورت این در .x ∼ ei که داشته وجود یکتا i ∈ I ،x ∈ V (G) هر برای که
یک S دارد. وجود S = {ei|i ∈ I} ∪ {٠} مجموعه�ی روی ⋄ دوتایی عمل و است {ei|i ∈ I} روی

١Von neumann
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T = V (G) ∪ {٠} مجموعه�ی روی دوتایی عمل حال .Gr = Γ(S) فرض طبق و است �بولی نیم�گروه
اگر و xy = x آن�گاه باشد، x = y اگر .y ∼ ej و x ∼ ei ،x, y ∈ V (G) هر برای می�کنیم. تعریف
دوتایی، عمل که می�کنیم چک ابتدا .٠x = x٠ ،x ∈ T هر برای .xy = ei ⋄ ej آن�گاه باشد، x ̸= y

آن�گاه باشند، صفر z و y و x از یکی اگر صورت این در .x, y, z ∈ T کنید فرض است. شرکت�پذیر
i, j, k ∈ I صورت این در باشند. x, y, z ∈ V (G) کنید فرض حال .(xy)z = x(yz) = y(xz) = ٠

می�دهد: رخ زیر حالت سه .z ∼ ek و y ∼ ej و x ∼ ei که دارد وجود
z = xy تساویهای از یک هیچ اگر صورت این در باشند. متمایز دوبه�دو x, y, z کنید فرض اول: حالت
این درغیر .(xy)z = x(yz) = y(xz) = ei ⋄ ej ⋄ ek آن�گاه نباشد، برقرار x = yz و y = xz و

حالت: این در .z = xy کنید فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون صورت

yz = y(ei ⋄ ej) =

ei ⋄ ej اگر y = ei ⋄ ej

ei ⋄ (ei ⋄ ej) = ei ⋄ ej اگر y ̸= ei ⋄ ej
نتیجه در

x(yz) = x(ei ⋄ ej) =

ei ⋄ ej اگر x = ei ⋄ ej

ei ⋄ (ei ⋄ ej) = ei ⋄ ej اگر x ̸= ei ⋄ ej

حالت این در نتیجه در .(xy)z = y(xz) = ei ⋄ ej مشابه �طور به .x(yz) = ei ⋄ ej بنابراین
.(xy)z = x(yz) = y(xz)

صورت: این در .x ̸= z و x = y کنید :فرض دوم حالت

x(yz) = x(ej ⋄ ek) =

ej ⋄ ek اگر x = ej ⋄ ek

ei ⋄ (ej ⋄ ek) = ej ⋄ ek صورت این غیر در (ei = ej)

حالت این در نتیجه در .(xy)z = y(xz) = ej ⋄ ek مشابه �طور به .x(yz) = ej ⋄ ek بنابراین
.(xy)z = x(yz) = y(xz)

عمل بنابراین .(xy)z = x(yz) = y(xz) = x صورت این در .x = y = z کنید :فرض سوم حالت
که دهیم نشان باید حال می�باشد. صفر عنصر با بولی نیم�گروه یک T نتیجه در است. شرکت�پذیر دوتایی
و x ∼ ei که دارد وجود i, j ∈ I صورت این در .x ̸= y و x, y ∈ V (G) کنید فرض .Γ(T ) = G

اگر تنها و اگر باشد متصل Gr در ej به ei اگر تنها و اگر است، متصل G در y به x کنید توجه .y ∼ ej

.xy = ٠ اگر تنها و اگر ei ⋄ ej = ٠

زیر گزاره�های صورت این در .ω(G) = n < ∞ و باشد ساده گراف یک G کنید فرض .٩.٣.۴ قضیه
معادلند:

است. صفر عنصر با کاهشی نیم�گروه یک �صفر مقسوم�علیه گراف G (یک)

رأس a, b ∈ V (G) متصل غیر رأس دو هر برای که است تعمیم�یافته کامل n−بخشی گراف G (دو)
.W (c) = W (a) ∪W (b) که دارد وجود c ∈ V (G)
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است. یکریخت Γ(Zn
٢) از بسته مینیمال زیرگراف یک با G از Gr گراف (سه)

است. صفر عنصر با بولی) (نیم�گروه نیم�مشبکه یک �صفر مقسوم�علیه گراف G (چهار)

n−بخشی گراف یک G = Γ(S) ،٧.٣.۴ گزاره و ٢٣.٢.۴ قضیه از استفاده (دو)با ⇐ (یک) برهان.
می�باشد. ω(G) = n < ∞ طرفی از است. فشرده G ،٧.٣.۴ گزاره طبق زیرا است. تعمیم�یافته کامل
تعمیم�یافته کامل n−بخشی ،G گراف ،٢٣.٢.۴ قضیه�ی به توجه با بنابراین . است فشرده −n ،G لذا

است.
اگر حال نباشند. متصل �هم به G در b و a و V (G) = A١ ∪ A٢ ∪ · · · ∪ An ∪H کنید فرض حال
تعمیم�یافته کامل n−بخشی ،G چون نتیجه در .a, b ∈ Ai که دارد ١وجود ≤ i ≤ n آن�گاه ،a, b ∈ A

.W (a) ∪W (b) = W (a) = W (b) لذا و W (a) = W (b) بنابراین .N(a) = N(b) لذا است
نتیجه: در و b ∈ Ai زیرا .W (a) ⫋ W (b) آن�گاه ، b ∈ A و a ∈ H اگر

.|W (a)| ≤ n−٢ ،١٩.٢.۴ تذکر طبق لذا a ∈ H طرفی از .W (b) = [١,٢, . . . , i−١, i+١, . . . , n]
.W (a) ∪W (b) = W (b) نتیجه در و .W (a) ⫋ W (b) بنابراین

W (a) ⊆ W (ab) که می�دانیم .W (a)∪W (b) = W (ab) که می�کنیم ادعا آن�گاه باشد، a, b ∈ H اگر حال
�فرض خلف برهان به دیگر طرف اثبات برای .W (a) ∪W (b) ⊆ W (ab) لذا .W (b) ⊆ W (ab) و
.ax ∈ Ak داریم و W (x) ⊆ W (ax) که می�دانیم .x ∈ Ak و k ∈ W (ab) \W (a)∪W (b) که کنید
است. تناقض که ax = ٠ لذا .axx = ٠ نتیجه در و باشد متصل x به باید ax صورت این غیر در
و k ∈ W (ab) طرفی از .axbx ̸= ٠ بنابراین .bx ∈ Ak مشابه به�طور (k /∈ W (a) و x ∈ Ak (زیرا

است. تناقض که xab = ٠ بنابراین x ∈ Ak

کردیم: تعریف زیر صورت به x ∈ V (G) هر برای را ϕنگاشت ،٢٣.٢.۴ قضیه�ی اثبات در (سه) ⇐ (دو)

ϕ : V (Gr) → Zn
٢

ϕ([x]) =
∑

i/∈W (x)

ei

شامل Im(ϕ) و ϕ([ai]) = ei ،ai ∈ Ai هر برای و بودند اولیه عناصر تمام مجموعه�ی {ei|i ∈ I} که
Zn
از٢ زیرنیم�گروه یک S می�کنیم ادعا .S = Im(ϕ) ∪ {٠} دهید قرار حال است. اولیه عناصر همه�ی

که کنید توجه منظور این برای است.

.ϕ([a])ϕ([b]) =
∑

i/∈W (a)

ei
∑

i/∈W (b)

ei =
∑

i/∈W (a)∪W (b)

ei =
∑

i/∈W (c)

ei

بنابراین
ϕ([a])ϕ([b]) ∈ S

.ϕ([x]) ̸= ϕ([y])نتیجه در Wو (x) ̸= W (y) آن�گاه ،[x] ̸= [y] اگر زیرا است. �یک �به یک ،ϕ همچنین
یک G چون طرفی از و باشد متصل G در b به a اگر تنها و اگر متصل�اند Gr در [b] به [a] که دانیم می
W (a)∪W (b) = [١, n] اگر تنها و اگر است متصل b به a لذا است یافته تعمیم کامل گرافn−بخشی

.ϕ([a])ϕ([b]) = ٠ اگر وتنها اگر
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آن�گاه است، بولی نیم�گروه Sیک ′ که باشد Gr = Γ(S ′) اگر ،٨.٣.۴ گزاره�ی به توجه با (چهار) ⇐ (سه)
Γ(Zn

٢) از بسته مینیمال زیرگراف یک با Gr فرض طبق .G = Γ(S) که دارد وجود S بولی نیم�گروه
مقسوم�علیه گراف Gr لذا می�باشد. Zn

٢ از زیرنیم�گروه یک T که Gr
∼= Γ(T ) نتیجه در . است یکریخت

است. چنین نیز G، گزاره۴.٨.٣ طبق بنابراین است، بولی نیم�گروه یک �صفر
است. بدیهی یک) ) ⇐ (چهار)

داریم: ٧.٣.۴ گزاره و ٩.٣.۴ قضیه ،٢٣.٢.۴ قضیه به باتوجه .١٠.٣.۴ تذکر
مرتب جزئاً مجموعه یک صفر مقسوم�علیه گراف کاهشی، گروه نیم یک صفر مقسوم�علیه گراف (یک)

است.
بولی) (نیم�گروه نیم�مشبکه یک صفر مقسوم�علیه گراف کاهشی، گروه نیم یک صفر مقسوم�علیه گراف (دو)

است.

نیم�گروه�های صفر مقسوم�علیه گراف و کاهشی نیم�گروه�های صفر مقسوم�علیه گراف چون .١١.٣.۴ تذکر
آن بولی نیم�گروه تصویر بزرگترین و کاهشی نیم�گروه یک که است این طبیعی سؤال هستند، یکی بولی
نیست. درست چیزی چنین که می�دهیم نشان ادامه در خیر؟ یا دارند یکسانی صفر مقسوم�علیه گراف
T همچنین باشد. Z۶ از زیرمجموعه یک T = {٠,٢,٣,۴} و Z۶ = {٠,١,٢,٣,۴,۵} کنید فرض
شکل ،١.٣.۴ فرم به Γ(T ) صفر مقسوم�علیه گراف است. Z۶ از نیم�گروه زیر یک و کاهشی نیم�گروه یک

است. یکریخت K١,٢ گراف با Γ(T ) درنتیجه .٣.۴=٠=١٢ و ٢.٣=۶=٠ زیرا است.

..

٣

.

٢

.

۴

Γ(T ) گراف :١.٣.۴ شکل

نیم�گروه یک ab = ٠ و b٢ = b ،a٢ = a اعمال با S که است واضح .S = {٠, a, b} دهید قرار حال
می�کنیم: تعریف زیر فرم به را ϕ نگاشت است. بولی

ϕ : T → S

a, b ∈ هر برای زیرا است. ریختی هم� یک ϕ نگاشت .ϕ(٣) = b و ϕ(٢) = ϕ(۴) = a،ϕ(٠) = ٠ که
.ϕ(٣).ϕ(۴) = a.b = ٠ و ϕ(٣.۴) = ϕ(١٢) = ϕ(٠) مثال به�عنوان .ϕ(a.b) = ϕ(a).ϕ(b) ،T

و ϕ(٢)ϕ(۴) = a٢ = ϕ(٢) = ϕ(٢.۴) همچنین .ϕ(٣.۴) = ϕ(٣).ϕ(۴) بنابراین
گراف و است T از بولی نیم�گروه تصویر بزرگترین S .ϕ(٢)ϕ(٣) = ab = ٠ = ϕ(٠) = ϕ(٢.٣)

.Γ(T ) ≇ Γ(S) بنابراین است. b و a رأس�های با K٢ آن صفر مقسوم�علیه
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Aabstract

In this thesis, we study the zero-divisor graphs of posets. First, we focus on the col-
oring of these graphs. It will be shown that the clique number and chromatic number of
these graphs are equal.
Also, we study the diameter and girth of the zero-divisor graphs of posets. Next, we clas-
sify all posets whose zero-divisor graphs are planar or complete partite.
Finally, we charactrise all graphs that are zero-divisor graphs of posets.

Key Words: Zero-Divisor Graph, Poset, Chromatic Number, Diameter, Girth, Planar
Graph, Complete Partite Graph, Compact Graph, Reduced Semigroup.
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