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ণپاس ච໋اری...

وظیفه آغاز در آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس
و تشکر صمیمانه قوتمند، مهدی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی دریغ زحمات از می٬دانم خود
ازجناب نمی رسید. سرانجام به مجموعه این ایشان، ارزنده راهنمایی های بدون قطعا” که کنم قدردانی
این آماده سازی ودر فرمودند تقبل را پایان نامه این مشاوره و مطالعه زحمت که وحیدی جواد دکتر آقای
می زنم بوسه پایان در دارم. را تشکر کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان نامه،
را مقدس شان وجود می کنم ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگار دستان بر
سردترین این در که وجودش، امیدبخش گرمای و سرشار کمک های پاس به عزیزم برادر از می کنم تشکر و

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران،

اॶماࣅیਚی ۱۳۹۴رॡضان ঳ࢯ૱ن



ଓฬ ৎ࠻ھد
علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی اسماعیلی رمضان اینجانب
با غیرخطی دیفرانسیل معادلات عنوانحل با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه ریاضی

می شوم: متعهد قوتمند مهدی دکتر راهنمایی تحت ، یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

اॶماࣅیਚی ۱۳۹۴رॡضان ঳ࢯ૱ن

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
چند هر می شوند. ظاهر مهندسی و پایه علوم مسائل از بسیاری در غیرخطی و خطی دیفرانسیل معادلات
این از دیگر تعدادی اما هستند، حل قابل عددی و تحلیلی روش های کمک با مسائل این از زیادی تعداد
از دارند ، ای پیچیده حل یا و نیستند حل قابل یا عددی و تحلیلی های روش با که دارند وجود مسائل
رساله این در ما باشند. مسائل این حل جهت مناسبی جایگزین می توانند نیمه تحلیلی روش های این رو
تجزیه روش مورد در البته کنیم حل آدومیان تجزیه روش با را دو درجه غیرخطی معادلات تا داریم سعی
به که می آورد دست به نامتناهی سری یک صورت به را معادله جواب روش این که گفت می توان آدومیان
کوانتوم دیفرانسیل و حساب قالب در را روش این که می کنیم سعی پایان در است، همگرا واقعی جواب

کنیم. مطرح

کوانتوم. حساب آدومیان، تجزیه روش نیمه تحلیلی، روش های کلیدی: کلمات



ଓฬ پایان از ീज़ࣇ඼යج ग़قالات ౱ࣂࡣت
مساله و کوانتوم غیرخطی دیفرانسیل معادلات حل ،١٣٩۴ وحیدی، جواد و اسماعیلی رمضان .١
و مهندسی علوم بین المللی همایش کوانتومی، آدومیان تجزیه روش بوسیله کوانتومی مرزی مقدار

ایران. علم و صنعت دانشگاه تهران، نوآوری،
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١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

آدومیان تجزیه روش ١ . ١

آدومیان تجزیه روش شد، ارائه ٢ آدومیان جورج توسط ١٩٨٠ سال اویل در آدومیان١ تجزیه روش
معادله جواب روش این در می باشد، دیفرانسیل معادلات از وسیعی دسته حل برای مناسب روش یک
همگرا واقعی جواب از تقریبی یا واقعی جواب به معمولا که می آید دست به نامتناهی سری یک بصورت

بگیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل معادله .[۴ ،۶ ،٣ است[٨،

Ly(x) +Ry(x) +Ny(x) = g(x) (١ . ١)

R و غیرخطی عملگر N می باشد، n برابر آن در موجود مشتق مرتبه بالاترین و است خطی عملگر L که
داریم: (١ . ١) رابطه از می باشد. شده شناخته تابع یک g(x) و L از کمتر مرتبه از مشتق عملگر

Ly(x) = g(x)−Ry(x)−Ny(x) (١ . ٢)

آن: در که

y(x) =
∞∑
n=٠

yn(x) (١ . ٣)

یک به می تواند N(y(x)) عملگر و می شود محاسبه یا تعیین بازگشتی بصورت معمولا” yn(x) مولفه که
شود: تجزیه جمله ای ها چند از نامتناهی سری

N(y(x)) =
∞∑
n=٠

An(x) (۴ . ١)

١ Adomian decomposition method
٢George Adomian



٢ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

می شوند: تعریف زیر بصورت و [٢ ،١ ،۶ ،١٠ ،١٣ می شود[١١، نامیده آدومیان٣ چندجمله ای An که

An(x) =

[
١
n!

dn

dλn
N
( ∞∑

i=٠
λiyi(x)

)]
λ=٠

, n ≥ ٠ (۵ . ١)

می کنیم: لیست را چندجمله ای اول جمله پنج آدومیان، چندجمله ای بهتر فهم برای

A٠ = N(y٠)

A١ = N ′(y٠)y١

A٢ = N ′(y٠)y٢ +N ′′(y٠)
y٢

١
٢!

A٣ = N ′(y٠)y٣ +N ′′(y٠)y١y٢ +N ′′′(y٠)
y٣

١
٣!

A۴ = N ′(y٠)y۴ +N ′′(y٠)
(y٢

٢
٢! + y١y٣

)
+N ′′′(y٠)

y٢
١y٢

٢! +N (۴)(y٠)
u۴

١
۴!

آدومیان چندجمله ای آوردن بدست برای مستقیم روش ١ . ١ . ١

می دهیم: شرح آن ها با را روش و می کنیم بررسی را تابع چند اینجا در

N(y) = y٣ (۶ . ١)

داریم: (١ . ٣) از استفاده با

N(y) =
( ∞∑

n=٠
yn

)٣
= (y٠ + y١ + y٢ + · · · )٣

=

A٠︷︸︸︷
y٣

٠ +

A١︷ ︸︸ ︷
٣y٢

٠y١ +

A٢︷ ︸︸ ︷
٣y٠y٢ + ٣y٠y

٢
١ +

A٣︷ ︸︸ ︷
٣y٢

٠y٣ + ۶y٠y١y٢ + y٣
١

+

A۴︷ ︸︸ ︷
٣y٢

٠y۴ + ٣y٢
١y٢ + ٣y٠y

٢
٢ + ۶y٠y١y٣ + · · ·

N(y) = sin y (١ . ٧)

داریم: (١ . ٣) از استفاده با

N(y) = sin
( ∞∑

n=٠
yn

)
= sin(y٠ + y١ + y٢ + · · · ) = sin(y٠ + (y١ + y٢ + · · · ))

= sin y٠ cos(y١ + y٢ + · · · ) + cos y٠ sin(y١ + y٢ + · · · )

٣Adomian polynomial



٣ آدومیان تجزیه روش .١ . ١

و sin(y١ + y٢ + · · · ) برای تیلور بسط از واستفاده فاکتورها دیگر از N(y٠) = sin y٠ کردن جدا با
داریم: cos(y١ + y٢ + · · · )

N(y) = sin y١)٠ − ١
٢! (y١ + y٢ + · · · )٢ +

١
۴! (y١ + y٢ + · · · )۴ + · · · )

+ cos y٠((y١ + y٢ + · · · )− ١
٣! (y١ + y٢ + · · · )٣ + · · · )

بطوریکه

N(y) = sin y١)٠ − ١
٢! (y

٢
١ + ٢y١y٢ + · · · ) + · · · )

+ cos y٠((y١ + y٢ + · · · )− ١
٣! (y

٣
١ + ٣y٢

١y٢ + · · · ) + · · · )

آن ها: کردن مرتب و بالا جبری بسط با

N(y) =

A٠︷ ︸︸ ︷
sin y٠ +

A١︷ ︸︸ ︷
y١ cos y٠ +

A٢︷ ︸︸ ︷
y٢ cos y٠ −

١
٢!y

٢
١ sin y٠ +

A٣︷ ︸︸ ︷
y٣ cos y٠ − y١y٢ sin y٠ −

١
٣!y

٣
١ cos y٠

−

A۴︷ ︸︸ ︷
y۴ cos y٠ −

١
٢!y

٢
٢ sin y٠ − y١y٣ sin y٠ +

١
٢!y

٢
١y٢ cos y٠ −

١
۴!y

۴
١ sin y٠ + · · ·

N(y) = ln(١ + y), −١ ≤ y ≤ ١ (١ . ٨)

داریم: (١ . ٣) از

N(y) = ln (١ + y) = ln (١ +
∞∑
n=٠

yn) = ln (١ + y٠ + y١ + y٢ + · · · )

داریم: (١ + y٠) از فاکتورگیری با

N(y) = ln
(
(١ + y١)(٠ +

y١
١ + y٠

+
y٢

١ + y٠
+

y٣
١ + y٠

+ · · · )
)

داریم: (؟؟) لگاریتمی خاصیت از استفاده با

N(y) = ln (١ + y٠) + ln(١ +
y١

١ + y٠
+

y٢
١ + y٠

+
y٣

١ + y٠
+ · · · )

داریم: تیلور بسط از استفاده با

N(y) = ln(١ + y٠) +
(
(

y١
١ + y٠

+
y٢

١ + y٠
+

y٣
١ + y٠

+ · · · )

− ١
٢(

y١
١ + y٠

+
y٢

١ + y٠
+

y٣
١ + y٠

+ · · · )٢

+
١
٣(

y١
١ + y٠

+
y٢

١ + y٠
+

y٣
١ + y٠

+ · · · )٣ + · · ·
)



۴ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

N(y) =

A٠︷ ︸︸ ︷
ln(١ + y٠)+

A١︷ ︸︸ ︷
y١

١ + y٠
+

A٢︷ ︸︸ ︷
y٢

١ + y٠
− ١

٢
y٢

١
(١ + y٢(٠

+

A٣︷ ︸︸ ︷
y٣

١ + y٠
− y١y٢

(١ + y٢(٠ +
١
٣

y٣
١

(١ + y٣(٠

+

A۴︷ ︸︸ ︷
y۴

١ + y٠
− ١

٢
y٢

٢
(١ + y٢(٠ − ١

٢
y١y٣

(١ + y٢(٠ +
y٢

١y٢

(١ + y٣(٠ − ١
۴

y۴
١

(١ + y٠)۴ + · · ·

می کنیم[١٢] بسنده آدومیان چند جمله ای آوردن بدست برای مستقیم روش در تابع تعداد همین به اینجا در
داریم: ادامه در و

Ly(x) = g(x)−Ry(x)−Ny(x); L =
dn

dxn
, R =

dm

dxm
, m < n (١ . ٩)

داریم: L معکوس برای نتیجه در است معکوس پذیر۴ L که است مشخص

L−١(.) =

n︷ ︸︸ ︷∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠
(.)

n︷ ︸︸ ︷
dX · · · dX (١ . ١٠)

داریم: (١ . ٩) در L−١ ضرب با حال

L−١Ly(x) = L−١g(x)− L−١Ry(x)− L−١Ny(x)

→ y(x) = L−١g(x)− L−١Ry(x)− L−١Ny(x)

داریم: (١ . ٣) و (۴ . ١) کمک با حال

∞∑
n=٠

yn(x) = L−١(g(x))− L−١R(
∞∑
n=٠

yn(x))− L−١(
∞∑
n=٠

An(x)).

داریم: (١ . ١٠) به توجه با همچنین و

∞∑
n=٠

yn(x) =

n︷ ︸︸ ︷∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠
(g(x))

n︷ ︸︸ ︷
dX · · · dX −

n︷ ︸︸ ︷∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠

( dm

dxm
(

∞∑
n=٠

yn(x))
) n︷ ︸︸ ︷
dX · · · dX

−

n︷ ︸︸ ︷∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠

( ∞∑
n=٠

An(x)
) n︷ ︸︸ ︷
dX · · · dX, m < n.

۴invertible



۵ آدومیان تجزیه روش .١ . ١

نتیجه: در

y٠(x) = f(x)− L−١(g(x)) := f

y١(x) = −L−١(R(y٠(x)))− L−١(A٠(x))

y٢(x) = −L−١(R(y١(x)))− L−١(A١(x))

...

yn+١(x) = −L−١(R(yn(x)))− L−١(An(x))

(١ . ١١)

اینصورت: در دهیم قرار yi اول جمله m+ ١ جمع که کنیم تعریف بصورتی را ϕm تابع ما اگر که

φm(x) =
m−١∑
n=٠

yn(x) (١ . ١٢)

بطوریکه:

lim
m→∞

φm(x) = y(x) (١ . ١٣)

تجزیه روش معمول بصورت را L−١ آن، پیرو و L اگر که می کنیم مطرح را معادلات از دسته ای
به مثال برای می شویم. L−١Ry از انتگرال گیری مشکل دچار y(x) محاسبه در کنیم معرفی آدومیان

کنید: توجه زیر معادله

.١ . ١ . ١ ′′yمثال + ٢
x
y′ + ayn = ٠

y(٠) = y٠, y′(٠) = ٠

زیرا: برمی خوریم مشکل به که بگیریم نظر در L−١ =
∫ x

٠
∫ x

٠ [.] dXdX باید بگیریم L = d٢

dx٢ اگر ∫حل: x

٠

∫ x

٠
y′′ dXdX +

∫ x

٠

∫ x

٠

٢
x
y′ dXdX +

∫ x

٠

∫ x

٠
ayn dXdX = ٠

بگیریم. انتگرال دوم جمله از نمی توانیم ما که اینجاست مشکل
می کنیم: حساب دیگر نحوی به را L ما حال

Ly = y′′ +
٢
x
y′

می آوریم: بدست را L تکنیکی با حال

Ly = y′′ +
٢
x
y′ =

١
x٢

(
x٢ d

dx
y′ + ٢x d

dx
y
)

=
( ١
x٢

d

dx
x٢ d

dx

)
y



۶ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

داریم: نتیجه در

L[·] =
(
x−٢ d

dx
x٢ d

dx

)
[·],

داریم: آن پیرو و

L−١[·] =
∫ x

٠
x−٢

∫ x

٠
x٢[·] dXdX.

داریم: نتیجه در

L−١
(
y′′ +

٢
x
y′
)

=

∫ x

٠
x−٢

∫ x

٠
x٢
(
y′′ +

٢
x
y′
)

dXdX

=

∫ x

٠
x−٢

[
x٢y′ −

∫ x

٠
٢xy′ dX +

∫ x

٠
٢xy′ dX

]
dX

=

∫ x

٠
y′ dX = y(x)− y(٠) = −aL−١ (yn(x))

y(x) = y٠ − aL−١

(
∞∑
n=٠

An

)

داریم: همچنین

A٠ = yn٠

A١ = nyn−١
٠ y١

A٢ = nyn−١
٠ y٢ + n(n− ١)

y٢
١

٢! y
n−٢
٠

...

نتیجه: (x)y٠در = y٠

yn+١(x) = −aL−١ (An) , n ≥ ٠
(١۴ . ١)

اینصورت: در دهیم قرار yi اول جمله m+ ١ جمع که کنیم تعریف بصورتی را ϕm تابع ما اگر که

φm(x) =
m−١∑
n=٠

yn(x) (١۵ . ١)

بطوریکه:

lim
m→∞

φm(x) = y(x) (١۶ . ١)

را f بتوانیم اگر که صورت این به کارگشاست بسیار که می کنیم مطرح را مثالی قسمت این در حال
نظر در را زیر مثال آورد. بدست را صفر خطای با جوابی می توان مواقع از بعضی در آنگاه کنیم تفکیک

بگیرید:



٧ آدومیان تجزیه روش .١ . ١

.١ . ١ . ٢ −y′(x)مثال y(x) = x cosx− x sin x+ sin x,

y(٠) = y٠

می کنیم: حل را مثال معمولی آدومیان عادی روند با ابتدا

Ly(x)− y(x) = x cosx− x sin x+ sin x

L[·] = d

dx
[·], L−١[·] =

∫ x

٠
[·] dX

داریم: نتیجه در

L−١(Ly(x))− L−١(y(x)) = L−١(x cosx− x sin x+ sin x)∫ x

٠
y′(x) dX −

∫ x

٠
y(x) dX =

∫ x

٠
(x cos x− x sin x+ sinx) dX

y(x)− y(٠) =
∫ x

٠
y(x) dX +

∫ x

٠
(x cos x− x sinx+ sin x) dX

y(x) =

∫ x

٠
y(x) dX +

∫ x

٠
(x cos x− x sinx+ sin x) dX

∞∑
n=٠

yn(x) =

∫ x

٠

∞∑
n=٠

yn(x) dX +

f︷ ︸︸ ︷∫ x

٠
(x cos x− x sinx+ sin x) dX

داریم: نتیجه در

y٠ = x sin x+ x cos x− sin x := f

y١ =
∫ x

٠ y٠ dx = − cos x+ sin x+ x sinx+ ٢ cosx− ٢

y٢ =
∫ x

٠ y١ dx = −x sinx− ٢ cosx− x cos x+ ٣ sinx− ٢x+ ٢
...

داریم: آدومیان تجزیه الگوریتم۵ طبق آنگاه

ϕm(x) =
m−١∑
n=٠

yn = y٠ + y١ + y٢ + · · ·+ ym−١

y = lim
m→∞

ϕm(x)

شده مطرح لم با را مثال همین حال داریم. y برای تقریبی جواب یک آنگاه ببریم متناهی n تا اگر که
که: داشتیم اینجا تا می کنیم. حل

f = x sinx+ x cosx− sinx =

f١︷ ︸︸ ︷
x sin x+

f٢︷ ︸︸ ︷
x cos x− sin x

۵algorithm



٨ اولیه تعاریف و مفاهیم .١



y٠ = f١ =

f١︷ ︸︸ ︷
x sinx

y١ = f٢ +
∫ x

٠ y٠ dX =

f٢︷ ︸︸ ︷
x cos x− sinx+sin x− x cos x = ٠

y٢ =
∫ x

٠ y١ dX = ٠
...

ϕm(x) =
m−١∑
n=٠

yn = y٠

داریم: نتیجه در
y = ϕ١(x)

آمد[١۴]. بدست y برای دقیق جواب که دیدیم مثال این در

آدومیان تجزیه روش همگرایی ١ . ١ . ٢

بگیرید: نظر در را زیر معادله

y −Ny = f, (١ . ١٧)

y ∈ H یک دنبال ما و می باشد H در تابع یک f و H هیلبرت فضای روی غیرخطی عملگر N که
(١ . ١٧) معادله حل برای را قوی بسیار روش یک آدومیان۶ جورج کند. صدق (١ . ١٧) در که هستیم

می آید: بدست زیر سری از جواب که داد ارائه

y =
∞∑
i=٠

yi, (١ . ١٨)

y٠که: = f,

yn+١ = An(y٠, y١, · · · , yn),
(١ . ١٩)

با معادل که کنیم بیان دیگری بصورت را آدومیان روش تا داریم نیاز همگرایی اثبات بیان برای ما حال
بگیرید: نظر در را زیر دنباله می باشد. (١ . ١٩) و (١ . ١٨)

Sn = y١ + y٢ + · · ·+ yn, (١ . ٢٠)

داریم: زیر تکراری شکل از استفاده با S٠که = ٠,

Sn+١ = N(y٠ + Sn).
(١ . ٢١)

۶George Adomian



٩ آدومیان تجزیه روش .١ . ١

دقیق جواب y و باشد H از هیلبرت٧ فضای روی عملگر یک N کنید فرض [٨ ،٣] .١ . ١ . ٣ قضیه
وقتی که: همگراست y به می آید بدست (١ . ١٩) وسیله به که

∑∞
i=٠ yi باشد. (١ . ١٧)

∃α;٠ ≤ α < ١; ∥yk+١∥ ≤ α∥yk∥,∀k ∈ N ∪ {٠}.

داریم: برهان.

S٠ = ٠,

S١ = y١,

S٢ = y١ + y٢,

...

Sn = y١ + y٢ + · · ·+ yn,

است کوشی٨ دنباله H هیلبرت فضای در {Sn}∞n=٠ دنباله می دهیم نشان حال
داریم: نتیجه در

∥Sn+١ − Sn∥ = ∥yn+١∥ ≤ α∥yn∥ ≤ α٢∥yn−١∥ ≤ · · · ≤ αn+١∥y٠∥

داریم: ،∀n ≥ m,m, n ∈ N لیکن

∥Sn − Sm∥ = ∥(Sn − Sn−١) + (Sn−١ − Sn−٢) + · · ·+ (Sm+١ − Sm)∥

≤ ∥Sn − Sn−١∥+ ∥Sn−١ − Sn−٢∥+ · · ·+ ∥Sm+١ − Sm∥

≤ αn∥y٠∥+ αn−١∥y٠∥+ · · ·+ αm+١∥y٠∥

≤ (αm+١ + αm+٢ + · · · )∥y٠∥ =
αm+١

١ − α
∥y٠∥,

هیلبرت فضای در کوشی دنباله یک {Sn}∞n=٠ دنباله نتیجه در limn,m→∞ ∥Sn − Sm∥ = ٠ بنابراین،
که: می کند ایجاب و است H

∃S ∈ H, lim
n→∞

Sn = S.

داریم: ،N ∪ {٠} به متعلق i هر برای

αi =


∥yi+١∥
∥yi∥ , ∥yi∥ ̸= ٠ ,

٠, ∥yi∥ = ٠ .
(١ . ٢٢)

٧Hilbert space
٨Cauchy sequence



١٠ اولیه تعاریف و مفاهیم .١

وقتی که، همگراست، y دقیق جواب به
∑∞

i=٠ yi ،(١ . ١ . ٣) قضیه در .۴ . ١ . ١ نتیجه
.٠ ≤ αi < ١, i = ١,٢,٣, · · ·

باشند آمده بدست آدومیان تجزیه روش و استاندارد روش بوسیله ترتیب به ȳi و yi اگر .۵ . ١ . ١ نتیجه
جواب به

∑∞
i=٠ ȳi و

∑∞
i=٠ yi همگرایی سرعت همچنین و هستند یک از کمتر ᾱi و αi عنصر دو آنگاه

سرعت که می کند ایجاب آنگاه ᾱi < αi, ∀i اگر مثال برای می باشد؛ ᾱi و αi مقدار به وابسته y دقیق
باشد.

∑∞
i=٠ yi از بالاتر دقیق جواب به

∑∞
i=٠ ȳi همگرایی



٢ فصل

کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای

q−حساب ٢ . ١

مقاله ای در (١٧٨٣-١٧٠٧) ١ اویلر بار اولین برای می گردد. باز هجدهم قرن به کوانتوم حساب تاریخچه
اخیر سال های در است. نوشته نیوتن نامتناهی سری های بر مقدمه ای آن در که کرده استفاده آن از
در که یافت را هفته ای می توان سختی به و است یافته افزایش شدت به موضوع این به علاقه مندان
بودن مفید کوانتوم آنالیز که است آن امر این دلیل باشیم. نداشته کوانتوم حساب زمینه در مقاله ای آن
علوم مانند اساسی زمینه های در امروزه اینکه کما است رسانده اثبات به مختلف زمینه های در را خودش
نظری فیزیک در اعداد تحلیلی تئوری در مهم ابزار یک همچنین و داشته کاربرد ذرات فیزیک و کامپیوتر
پیچیدگی و سختی دلایل از است دشوار و سخت کوانتوم حساب قالب در محاسبات آید. می حساب به
٣٠٠ تاریخ در که کرد اشاره شده کارگرفته به نمادهای نبودن یکسان و زیاد فرمول های به توان می آن

آمده اند. بوجود آن ساله
با پایان نامه این در که q−حساب و h−حساب داریم کوانتوم٢ حساب نوع دو ما کلی صورت به
آن ها اشتراک حاصل می نامم) مشترک حساب آن را من (که معمولی حساب که داریم کار سر q−حساب
ضمن در می باشد. آن مبنای بر تعاریف بیشتر چون می کنیم شروع مشتق تعریف با را حساب این است،

است. شده برداشته [٩] مرجع از فصل این قضایای و تعاریف بیشتر

آن خواص و کوانتوم مشتق ٢ . ١ . ١

با: است برابر کوانتومی گیری مشتق در f تابع مشتق تعریف [١۵] .٢ . ١ . ١ تعریف

lim
q→١

Dqf(x) = lim
q→١

dqf(x)

dqx
= lim

q→١

f(qx)− f(x)

qx− x
(٢ . ١)

١Euler
٢ quantum calculus



١٢ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

کنید: محاسبه را f(x) = x تابع کوانتومی مشتق .٢ . ١ . ٢ مثال

lim
q→١

Dqf(x) = lim
q→١

qx− x

qx− x
= lim

q→١
١ = ١

داریم: f(x) = xn تابع برای مثلا” یا

lim
q→١

Dqf(x) = lim
q→١

qnxn − xn

qx− x
= lim

q→١

qnxn − xn

qx− x
=

[qn − ١]xn

[q − ١]x = [n]xn−١

[n] = qn−١
q−١ = qn−١ + qn−٢ + · · ·+ q٢ + q + ١ : داریم که

است: برقرار زیر خواص آنگاه a, b ∈ ℜ و g(x) و f(x) کنید [٩]فرض .٢ . ١ . ٣ قضیه

(i) Dq(af(x) + bg(x)) = aDqf(x) + bDqg(x) (٢ . ٢)

(ii) Dq(f(x)g(x)) = f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x) (٢ . ٣)

(iii) Dq

(f(x)
g(x)

)
=

g(qx)Dqf(x)− f(qx)Dqg(x)

g(x)g(qx)
(۴ . ٢)

(iv) (Dqfog)(x) = (D g(qx)
g(x)

f)(g(x))(Dqg)(x) (۵ . ٢)

برهان.
(ii) Dq(f(x)g(x)) = f(qx)Dqg(x) + g(x)Dqf(x)

Dq(f(x)g(x)) =
f(qx)g(qx)− f(x)g(x)

qx− x

=
f(qx)g(qx)− f(qx)g(x) + f(qx)g(x)− f(x)g(x)

qx− x

=
f(qx)(g(qx)− g(x))

qx− x
+

(f(qx)− f(x))g(x)

qx− x

= f(qx)Dqg(x) +Dqf(x)g(x)

(iii) Dq

(f(x)
g(x)

)
=

g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(x)g(qx)
=

g(qx)Dqf(x)− f(qx)Dqg(x)

g(x)g(qx)

Dq

(f(x)
g(x)

)
=
( ١
qx− x

)(f(qx)
g(qx)

− f(x)

g(qx)
+

f(x)

g(qx)
− f(x)

g(x)

)
=

١
g(qx)

(f(qx)− f(x)

qx− x

)
+

١
qx− x

(f(x)g(x)− f(x)g(qx)

g(qx)g(x)

)
=

١
g(qx)

(Dqf(x)) +
f(x)

g(qx)g(x)

(g(x)− g(qx)

qx− x

)
=

g(x)Dqf(x)− f(x)Dqg(x)

g(qx)g(x)



١٣ کوانتوم تیلور سری .٢ . ٢

(iv) (Dqfog)(x) = (D g(qx)
g(x)

f)(g(x))(Dqg)(x)

(Dqfog)(x) =
(fog)(x) − (fog)(qx)

x− qx

=
f(g(x))− f(g(qx))

x− qx

=
f(g(x))− f(g(qx))

g(x)− g(qx)
× g(x)− g(qx)

x− qx

= (D g(qx)
g(x)

f)(g(x))(Dqg)(x)

داریم: کنیم، حساب را f(u(x)) کوانتومی مشتق می خواهیم u(x) = αxβ اگر .۴ . ٢ . ١ مثال

Dq(f(u(x))) = (Dqβf)(u(x))Dq(u(x)) (۶ . ٢)

Dqf(u(x)) =
f(u(qx))− f(u(x))

qx− x

=
f(α(qx)β)− f(αxβ)

qx− x

=
f(u(αqβxβ)− f(αxβ)

qx− x

=
f(u(αqβxβ)− f(αxβ)

αqβxβ − αxβ
× αqβxβ − αxβ

qx− x

= (Dqβf)(u(x))Dq(u(x))

داریم: مثال برای می شود. تبدیل معمولی حساب به q → ١ هرگاه کوانتوم حساب در

Dq(x
n) = [n]xn − ١ = (qn−١ + qn−٢ + · · ·+ q٢ + q + ١)xn−١

q→١
≃

n︷ ︸︸ ︷
(١ + ١ + · · ·+ ١) xn−١ = nxn−١

کوانتوم تیلور سری ٢ . ٢

تعریف را آن تا است نیاز نتیجه در می باشد پایان نامه این در پرکاربرد فرمول یک کوانتومی تیلور سری
می توان و می شود استفاده بسیاری موارد در کوانتوم مشتق تعریف از کردیم بیان که همان طور کنیم.
تیلور سری بیان برای حال می شود، بیان مشتق تعریف براساس کوانتوم حساب که کرد بیان جرأت به

می کنیم[٩]. بیان را آنها که می باشیم جزئیاتی بیان به نیاز کوانتوم٣
٣quantum Taylor’s series



١۴ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

و با شد جمله ای ها چند فضای روی خطی عملگر یک D و اسکالر یک a کنید فرض [٩] .٢ . ٢ . ١ قضیه
باشد: زیر شرایط با چندجمله ای ها از دنباله یک {P٠(x), P١(x), ...}

(a) P٠(a) = ١, Pn(a) = ٠ ∀n ≥ ١
(b) deg(Pn) = n

(c) DqPn(x) = Pn−١(x) ∀n ≥ ١, D(١) = ٠

داریم: n درجه از f(x) چند جمله ای هر برای اینصورت در

f(x) =
∑N

n=٠(D
nf)(a)pn(x); Pn(x) =

(x−a)n

n!
, D = d

dx
(٢ . ٧)

.dimV = N+١ بطوریکه باشد N از نابیشتر درجه از جمله ای ها چند از فضایی V کنید فرض برهان.
اکیدا” آنها درجه (b) شرط به توجه با زیرا هستند خطی مستقل {P٠(x), P١(x), ...} چندجمله ای های
زیر به صورت f(x) ∈ V چندجمله ای هر مثال برای می باشد؛ V برای پایه ای این رو از است، صعودی

می شود: بیان

f(x) =
N∑

k=٠
ckPk(x) (٢ . ٨)

کنید استفاده (a) شرط از و x = a دهید قرار (٢ . ٨) معادله در می باشد. ثابت ضرایب ck آن در که
با و (٢ . ٨) معادله طرف دو در بار n تعداد به D عملگرخطی اعمال با سپس .c٠ = f(a) نتیجه در

داریم: (c) و (b) شرایط از استفاده

(
Dnf

)
(x)

=
N∑

k=n

ckD
nPk(x) =

N∑
k=n

ckPk−n(x).

داریم: (a) شرط از استفاده با و x = a دهید قرار دوباره

cn =
(
Dnf

)
(a)

٠ ≤ n ≤ N

می شود. اثبات حکم و می شود تبدیل (٢ . ٧) به (٢ . ٨) نتیجه در

برای آن را که می کنیم سعی ما که شد مطرح مشترک) (حساب معمولی حساب در قضیه این البته
کوانتومی تیلور سری بتوانیم آن کمک به که است این برای قضیه این (بیان کنیم. مطرح کوانتوم حساب
نظر در کوانتوم حساب در را n! ابتدا کنیم تعریف را کوانتومی تیلور سری بتوانیم این که برای بسازیم.) را

می گیریم:

[n]! =

١ if n = ٠,

[n]× [n− ١]× · · · × [٢]× [١] if n = ١,٢, ...
(٢ . ٩)



١۵ کوانتوم تیلور سری .٢ . ٢

حساب برای ٢ . ٢ . ١ قضیه شرایط گرفتن نظر در با را {p٠(x), p١(x), ...} چند جمله ای های مادنباله حال
آن گاه: باشد a = ٠ اگر می نویسیم، کوانتوم

pn(x) =
(x− a)n

[n]!
a=٠
=

xn

[n]!

داریم: ٢ . ٢ . ١ قضیه (c) قسمت از استفاده با

Dqpn(x) =
Dq(x

n)

[n]!
=

[n]xn−١

[n]!
=

xn−١

[n− ١]! = pn−١(x)

توجه با مثال برای می باشد. pn(x) =
(x−a)n

[n]!
که گفت نمی توان باشد a ̸= ٠ اگر کلی صورت به نکته:

داریم: ٢ . ٢ . ١ قضیه به

Dq(
(x− a)٢

[٢]! ) ̸= (x− a)

قسمت به توجه با کنیم، بیان کوانتوم حساب در pn(x) برای عمومی فرمول یک می خواهیم ما نتیجه در
داریم: ٢ . ٢ . ١ قضیه سوم و اول

p٠(x) = ١

همچنین: و
p١(a) = ٠, Dqp١(x) = ١

باشیم: داشته باید ما پس
p١(x) = x− a

p٢(a) = ٠ و Dqp٢(x) = (x− a) که ٢ . ٢ . ١ قضیه شرایط به توجه با هم باز p٢(x) برای همچنین و
باشیم: داشته باید ما

p٢(x) =
x٢

[٢] − ax− a٢

[٢] + a٢ =
(x− a)(x− qa)

[٢]

شرایط به توجه با باید می خواهیم ما که جمله ای هایی چند که بگویم باید بیشتر تفهیم برای اینجا در هم باز
کنید فرض مثال برای کنند صدق ٢ . ٢ . ١ قضیه شرایط در باید بگویم بهتر یا شوند ساخته ٢ . ٢ . ١ قضیه

داریم: ٢ . ٢ . ١ قضیه شرایط به توجه با آن گاه p٢(x) =
(x−a)٢

[٢] باشیم داشته ما اگر
: ١ روش

Dqp٢(x) =
Dq((x− a)٢)

[٢] =
(qx− a)٢ − (x− a)٢

[٢](qx− x)
̸= (x− a)

:٢ روش



١۶ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

Dqp٢(x) =
Dq((x− a)(x− qa))

[٢] =
(qx− a)Dq(x− qa) + (x− qa)Dq(x− a)

[٢]

=
(qx− a) + (x− qa)

q + ١ =
(q + ١)x− (q + ١)a

q + ١ = (x− a)

داریم: p٢(x) برای مشابه طور به می کند. صدق ٢ . ٢ . ١ قضیه شرایط در (٢) روش می بینیم که

p٣(x) =
(x− a)(x− qa)(x− q٢a)

[٢][٣]
داریم: pn(x) برای همچنین و

pn(x) =
(x− a)(x− qa)(x− q٢a) · · · (x− qn−١a)

[n]!
(٢ . ١٠)

داریم: آنگاه باشد a = ٠ اگر که

pn(x) =
xn

[n]!

شد. بیان قبلا” و است درست که

بود: خواهد زیر چندجمله ای (x− a)n کوانتوم۴ شبه [٩] .٢ . ٢ . ٢ تعریف

(x− a)nq =

١ if n = ٠,

(x− a)× (x− qa)× · · · × (x− qn−١a) if n ⩾ ٠.
(٢ . ١١)

داریم: n ⩾ ١ هر برای [٩] .٢ . ٢ . ٣ گزاره

Dq(x− a)nq = [n](x− a)n−١
q (٢ . ١٢)

حکم که است مشخص وضوح به n = ١ برای می پردازیم. گزاره این اثبات به استقراء کمک با برهان.
یعنی: باشد صحیح n = k برای می کنیم فرض است. برقرار

Dq(x− a)kq = [k](x− a)k−١
q

می کنیم: ثابت n = k + ١ برای حال

Dq(x− a)k+١
q = Dq((x− a)kq(x− qka))

= (x− a)kq + (qx− qka)Dq(x− a)kq

= (x− a)kq + q(x− qk−١a)[k](x− a)k−١
q

= (١ + q[k])(x− a)kq = [k + ١](x− a)kq

شد. اثبات حکم و رسید پایان به استقرا
۴ quantum analogues



١٧ کوانتوم تیلور سری .٢ . ٢

(x − a)m+n
q ̸= (x − a)mq (x − a)nq که بگوییم نمی توانیم کوانتوم حساب در عمومی صورت به

داریم: حالی که در است برقرار

(x− a)m+n
q = (x− a)mq (x− qma)nq (٢ . ١٣)

(x− a)m+n
q = (x− a)(x− qa) · · · (x− qm−١a)(x− qma)(x− qm+١a) · · · (x− qm+n−١a)

= ((x− a)(x− qa) · · · (x− qm−١a))× ((x− qma)

× (x− q(qma)) · · · (x− qn−١(qma)))

= (x− a)mq (x− qma)nq

می باشد: برقرار زیر تساوی همچنین

(x− a)−n
q =

١
(x− q−na)nq

(١۴ . ٢)

می دهیم: قرار m = −n ، (٢ . ١٣) فرمول در

(x− a)m+n
q = (x− a)mq (x− qma)nq

⇒ (x− a)٠
q = (x− a)−n

q (x− q−na)nq

⇒ (x− a)−n
q =

١
(x− q−na)nq

است. برقرار m,n صحیح عدد هر برای (٢ . ١٣) [٩]فرمول .۴ . ٢ . ٢ گزاره

می کنیم: اثبات m = −m′ < ٠ و n > ٠ برای است. بدیهی n = ٠ و m = ٠ برای برهان.

(x− a)mq (x− qma)nq = (x− a)−m′
q (x− q−m′a)nq

=
(x− q−m′

a)nq
(x− q−m′a)m′

q

=

 (x− qm
′
(q−m′

a))n−m′
q n ≥ m′

١
(x−qn(q−m′a))m

′−n
q

n < m′

= (x− a)n−m′

q = (x− a)n+m
q .



١٨ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

داریم: n = −n′ < ٠ و m ≥ ٠ برای

(x− a)mq (x− qma)nq = (x− a)mq (x− qma)−n′

q

=
(x− a)mq

(x− qm−n′a)n′
q

=


(x−a)m−n′

q (x−qm−n′
a)n

′
q

(x−qm−n′
a)n

′
q

m ≥ n′

(x−a)mq

(x−qm−n′a)n
′−m

q (x−qn′−m(qm−n′a))mq
m < n′

=


(x−a)m−n′

q

١ m ≥ n′

١
(x−qm−n′

a)n
′−m

q

m < n′

= (x− a)m−n′
= (x− a)m+n

q .

داريم: n = −n′ < ٠ و m = −m′ < ٠ براي

(x− a)mq (x− qma)nq = (x− a)−m′

q (x− q−m′
a)−n′

q

=
١

(x− q−m′a)m′
q (x− q−n′−m′a)n′

q

=
١

(x− q−n′−m′a)n′
q (x− qn′(q−m′−n′a))m′

q

=
١

(x− q−n′−m′a)n′+m′
q

= (x− a)−m′−n′

q = (x− a)m+n
q .

داریم: α عدد هر برای [٩] .۵ . ٢ . ٢ تعریف

[α] =
١ − qα

١ − q
(١۵ . ٢)

داریم: n صحیح عدد هر برای [٩] .۶ . ٢ . ٢ گزاره

Dq(x− a)nq = [n](x− a)n−١
q .



١٩ کوانتوم تیلور سری .٢ . ٢

با n = −n′ < ٠ اگر حال است. درست n = ٠ برای نتیجه در [٠] = ٠ (١۵ . ٢) به توجه با برهان.
داریم: (١۴ . ٢) و (۴ . ٢) از استفاده

Dq(x− a)nq = Dq

( ١
(x− q−n′a)n′

q

)
= −

Dq(x− q−n′
a)n

′
q

(x− q−n′a)n′
q (qx− q−n′a)n′

q

= −
[n′](x− q−n′

a)n
′−١

q

q−n′(x− q−n′a)n′
q (x− q−n′−١a)n′

q

=
١ − qn′

q − ١
q−n′

(x− q−١a)(x− q−n′−١a)n′
q

=
q−n′ − ١
q − ١

١
(x− q−n′−١a)n′+١

q

=
qn − ١
q − ١ (x− a)n−١

q

برد: به کار زیر عبارات کوانتوم مشتق کردن پیدا برای نمی توان را ۶ . ٢ . ٢ گزاره

١
(x− a)nq

, (a− x)nq ,
١

(a− x)nq

داریم: n ⩾ ١ برای عوض، در (a− x)nq ̸= (−١)n(x− a)nq مثال، برای زیرا

(a− x)nq = (a− x)(a− qx)(a− q٢x) · · · (a− qn−١x)

= (a− x)× q(q−١a− x)× q٢(q−٢a− x) · · · qn−١(q−n+١a− x)

= (−١)nq
n(n−١)

٢ (x− q−n+١a) · · · (x− q−٢a)(x− q−١a)(x− a),

یا

(a− x)nq = (−١)nq
n(n−١)

٢ (x− q−n+١a)nq . (١۶ . ٢)

n < ٠ برای که کرد تحقیق می توان آسانی به و است درست n = ٠ برای (١۶ . ٢) فرمول که است واضح
داریم: (١۴ . ٢) به توجه با می آوریم: بدست را بالا عبارت سه کوانتوم مشتق ما حال است. برقرار هم

Dq(
١

(x− a)nq
) = Dq(

١
(x− q−n(qna))nq

) = Dq(x− qna)−n
q



٢٠ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

داریم: (١۶ . ٢) از استفاده با

Dq(a− x)nq = (−١)nq
n(n−١)

٢ [n](x− q−n+١a)n−١
q

= −[n]qn−(١−)١n−١q
n(n−١)

٢ (x− q−n+٢(q−١a))n−١
q

= −[n]qn−١(q−١a− x)n−١
q = −[n](a− qx)n−١

q .

داریم: (۴ . ٢) کمک با ما پایان در

Dq
١

(a− x)nq
= −

−[n](a− qx)n−١
q

(a− x)nq (a− qx)nq
=

[n]

(a− x)nq (a− qnx)
.

داریم: صحیح عدد هر برای درنتیجه،

Dq
١

(a− x)nq
= [−n](x− qna)−n−١

q (٢ . ١٧)

Dq(a− x)nq = −[n](a− qx)n−١
q (٢ . ١٨)

Dq
١

(a− x)nq
=

[n]

(a− x)n+١
q

(٢ . ١٩)

بدست Dq عملگر و ٢ . ٢ . ١ قضیه کمک با را pn(x) =
(x−a)nq
[n]!

کوانتوم چندجمله ای قبل قسمت در
کوانتوم حساب در تیلور فرمول نسخه آمده بدست چندجمله ای کمک با ما قسمت این در ما حال آوردیم.

می دهیم: ارائه را

حساب در را زیر تیلور بسط ما ،c عدد هر و N درجه از f(x) چندجمله ای هر برای [٩] .٢ . ٢ . ٧ قضیه
داریم: کوانتوم

f(x) =
N∑
j=٠

(Dj
qf)(c)

(x− c)jq
[j]!

(٢ . ٢٠)

آورید: بدست j ≤ n برای n > ٠ که c نقطه حول را f(x) = xn کوانتوم تیلور بسط .٢ . ٢ . ٨ مثال
داریم: ٢ . ٢ . ٧ قضیه به توجه با

(Dj
qf)(x) = Dj−١

q ([n]xn−١) = Dj−٢
q ([n][n− ١]xn−٢)

= · · · = [n][n− ١] · · · [n− j + ١]xn−j (٢ . ٢١)



٢١ کوانتوم تیلور سری .٢ . ٢

داریم: x = c = ١ برای این رو از و

(Dj
qf)(١) = [n] · · · [n− j + ١]

داریم: نتیجه در

xn ≃
n∑

j=٠

[n] · · · [n− j + ١]
[j]

(x− ١)jq =
n∑

j=٠

[
n

j

]
(x− ١)jq (٢ . ٢٢)

]که:
n

j

]
=

[n][n− ١] · · · [n− j + ١]
[j]!

=
[n]!

[j]![n− j]!
(٢ . ٢٣)

می نامند. کوانتوم دوجمله ای ضریب را (٢ . ٢٣) که

کوانتوم دو جمله ای ضریب خواص ٢ . ٢ . ١

می کنیم: یادآوری را (٢ . ٢٣) ]رابطه
n

j

]
=

[n]!

[j]![n− j]!
=

[
n

n− j

]
(٢۴ . ٢)

می شود: بیان زیر صورت به پاسکال۵ قانون در را معمولی دوجمله ای )ضریب
n

j

)
=

(
n− ١
j − ١

)
+

(
n− ١
j

)
, ١ ≤ n− ١

مثال: برای نمی باشد برقرار کوانتوم حساب در ٢]که
١

]
= ١ + q ̸= ٢ =

[١
٠

]
+

[١
١

]
در را کوانتومی پاسکال قانون دهیم، ارائه را کوانتوم پاسکال قانون که هستیم این دنبال به ما نتیجه در

می کنیم. اثبات و بیان بعد گزاره

یعنی: دارد وجود پاسکال قانون برای فرمول دو [٩] .٢ . ٢ . ٩ گزاره

[
n

j

]
=

[
n− ١
j − ١

]
+ qj

[
n− ١
j

]
(٢۵ . ٢)

[
n

j

]
= qn−j

[
n− ١
j − ١

]
+

[
n− ١
j

]
(٢۶ . ٢)

می باشد. ١ ≤ j ≤ n− ١ که
۵Pascal rule



٢٢ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

داریم: ١ ≤ j ≤ n− ١ هر برای برهان.

[n] = (١ + q + · · ·+ qj−١) + qj(١ + q + · · ·+ qn−j−١) = [j] + qj[n− j]

داریم: ]همچنین
n

j

]
=

[n]!

[j]![n− j]!
=

[n][n− ١]!
[j]![n− j]!

=
[n− ١]!([j] + qj[n− j])

[j]![n− j]!

=
[n− ١]!

[j − ١]![n− j]!
+ qj

[n− ١]!
[j]![n− j − ١]! =

[
n− ١
j − ١

]
+ qj

[
n− ١
j

]

داریم: نتیجه در متقارنند ضرایب (٢۴ . ٢) فرمول در می شود. اثبات (٢۵ . ٢) فرمول ]که
n

j

]
=

[
n

n− j

]
=

[
n− ١

n− j − ١

]
+ qn−j

[
n− ١
n− j

]

=

[
n− ١
j

]
+ qn−j

[
n− ١
j − ١

]
.

گاوس جمله ای دو فرمول ٢ . ٢ . ٢

می دهیم: شرح را گاوس۶ دوجمله ای فرمول مثال یک با

که دهید اجازه حال باشد. دلخواه عدد یک a و نامنفی صحیح عدد یک n کنید فرض .٢ . ٢ . ١٠ مثال
دهیم: بسط x = ٠ نقطه حول تیلور بسط از استفاده با را f(x) = (x+ a)nq تابع ما

داریم: ما j ≤ n برای (٢ . ٢١) از استفاده با

(Dj
qf)(x) = [n][n− ١] · · · [n− j + ١](x+ a)n−j

q (٢ . ٢٧)

داشتیم: که دارید بخاطر

(x+ a)mq = (x+ a)(x+ qa) · · · (xqm−١a),

می آوریم بدست راست دست عبارت در x = ٠ دادن قرار با بنابراین
داریم: j ≤ n برای و (٢ . ٢٧) در آن بردن کار به با (a)(qa) · · · (qm−١a) = q

m(m−١)
٢ am

(Dj
qf)(٠) = [n][n− ١] · · · [n− j + ١]q

(n−j)(n−j−١)
٢ an−j (٢ . ٢٨)

۶Gauss’s binomial formula



٢٣ کوانتومی مثلثاتی و نمایی توابع .٢ . ٣

داریم: تیلور فرمول براساس بنابراین

(x+ a)nq =
n∑

j=٠

[
n

j

]
q

(n−j)(n−j−١)
٢ an−jxj (٢ . ٢٩)

دوجمله ای ضریب تعریف از کنیم. بهتر n− j به جای j جایگذاری یک با را (٢ . ٢٩) عبارت می توانیم ما
داریم: ما (٢۴ . ٢)

q
j(j−١)

٢ aj = a(aq) · · · (qj−١a)

با: است معادل (٢ . ٢٩) عبارت نتیجه در

(x+ a)nq =
n∑

j=٠

[
n

j

]
q

(j)(j−١)
٢ ajxn−j (٢ . ٣٠)

است. معروف گاوس دوجمله ای فرمول به (٢ . ٣٠) فرمول

بیاورید: بدست x = ٠ نقطه حول را f(x) = ١
(١−x)nq

تابع کوانتومی تیلور بسط .٢ . ٢ . ١١ مثال

داریم: (٢ . ١٩) فرمول از استفاده با

Dqf(x) = Dq
١

(١ − x)nq
=

[n]

(١ − x)n+١
q

,

داریم: روند این ادامه با و

Dj
qf(x) =

[n][n+ ١] · · · [n+ j − ١]
(١ − x)n+j

q

بنابراین:
(Dj

q)(٠) = [n][n+ ١] · · · [n+ j − ١], ∀j ≥ ١

داریم: آن برای و

١
(١ − x)nq

= ١ +
∞∑
j=١

[n][n+ ١] · · · [n+ j − ١]
[j]!

xj (٢ . ٣١)

در پرکاربرد توابع از یک سری ما حال است. ٧معروف هنس دوجمله ای فرمول به (٢ . ٣١) فرمول که
کنیم. استفاده آنها از نیاز صورت در تا می آوریم بدست را کوانتوم حساب

کوانتومی مثلثاتی و نمایی توابع ٢ . ٣

توابع از دوسری این به تبدیل قابل یا توابع مابقی و می آوریم بدست را کوانتومی مثلثاتی و نمایی توابع ما
می باشد. ساده آنها کوانتومی تبدیل محاسبات این که یا هستند

٧Heine’s binomial formula



٢۴ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

کوانتوم نمایی توابع ٢ . ٣ . ١

باشد بزرگ خیلی n که وقتی هنس دوجمله ای و گاوس اتحاد دو از کوانتوم نمایی تابع معرفی برای
داریم: q < ١ برای که می کنیم استفاده

(١ + x)∞q =
∞∑
j=٠

q
j(j−١)

٢
xj

(١ − q)(١ − q٢) · · · (١ − qj)
(٢ . ٣٢)

١
(١ − x)∞q

=
∞∑
j=٠

xj

(١ − q)(١ − q٢) · · · (١ − qj)
(٢ . ٣٣)

شده معرفی می کرد زندگی هنس و گاوس از قبل که اویلر٨ توسط اتحاد دو این که بدانید است جالب
و E١ با و می نامیم اویلر دوم اتحاد و اویلر اول اتحاد ترتیب به را (٢ . ٣٣) و (٢ . ٣٢) اتحاد ما که است

می پردازیم: E٢ بررسی به حال می دهیم نشان E٢

E٢ =
∞∑
j=٠

xj

(١ − q)(١ − q٢) · · · (١ − qj)
=

∞∑
j=٠

( x
١−q

)j

(١−q
١−q

)(١−q٢

١−q
) · · · (١−qj

١−q
)

=
∞∑
j=٠

( x
١−q

)j

[j]!
(٣۴ . ٢)

دارد: معمولی نمایی تابع به شباهت که

ex =
∞∑
j=٠

xj

j!
(٣۵ . ٢)

می باشد: زیر صورت به ex کلاسیک نمایی تابع کوانتوم٩ شبه .٢ . ٣ . ١ تعریف

exq =
∞∑
j=٠

xj

[j]!
(٣۶ . ٢)

داریم: بی درنگ ما (٣۵ . ٢) و (٣۴ . ٢) از پس

e
x

١−q
q =

١
(١ − x)∞q

(٢ . ٣٧)

یا

exq =
١

(١ − (١ − q)x)∞q
(٢ . ٣٨)

کنیم. تعریف E١ از استفاده با را کوانتومی نمایی تابع دیگر می توانیم ما

٨Euler
٩ quantum analogues



٢۵ کوانتومی مثلثاتی و نمایی توابع .٢ . ٣

با: است برابر معمولی نمایی تابع از کوانتوم شبه دیگر صورت [٩] .٢ . ٣ . ٢ تعریف

Ex
q =

∞∑
j=٠

q
j(j−١)

٢
xj

[j]!
= (١ + (١ − q)x)∞q (٢ . ٣٩)

رفتارهای کوانتوم شبه تابع دو این می پردازیم، کوانتوم نمایی تابع دو جزئیات بررسی به ما حال
زیرا: دارند مشابهی

Dqe
x
q =

∞∑
j=٠

Dqx
j

[j]!
=

∞∑
j=١

[j]xj−١

[j]!
,

و

DqE
x
q =

∞∑
j=٠

q
j(j−١)

٢
Dqx

j

[j]!
=

∞∑
j=١

q
j(j−١)

٢
[j]xj−١

[j]!

=
∞∑
j=١

q
(j−١)(j−٢)

٢ qj−١ xj−١

[j − ١]! =
∞∑
j=٠

q
j(j−١)

٢
qjxj

[j]!

داریم: ما نتیجه در

Dqe
x
q = exq and DqE

x
q = Ex

qx (۴٢ . ٠)

اگر همچنین نیست. برابر خودش با دقیقا” Ex
q از کوانتوم مشتق که است مشخص آمده بدست نتایج از

می آوریم: بدست دهیم، میل n → ∞ ،(۴٢ . ٠) آمده بدست نتیجه در

Dq
١

(١ − (١ − q)x)nq
=

(١ − q)[n]

(١ − (١ − q)x)n+١
q

و

Dq(١ + (١ − q)x)nq = (١ − q)[n](١ + q(١ − q)x)n−١
q

داریم: سپس ،y و x برای جابجایی عدد یک q که ،yx = qxy اگر [٩] .٢ . ٣ . ٣ قضیه

(x+ y)n =
n∑

j=٠

[
n

j

]
xjyn−j (۴٢ . ١)

اینکه، به توجه با و است درست n = ١ برای به وضوح (۴٢ . ١) معادله nداریم، روی استقراء با برهان.



٢۶ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

داریم: ykx = qyk−١xy = q٢yk−٢xy٢ = · · · = qkxyk

(x+ y)n+١ = (x+ y)n(x+ y) = (
n∑

j=٠

[
n

j

]
xjyn−j)(x+ y)

=
n∑

j=٠

[
n

j

]
xjyn−jx+

n∑
j=٠

[
n

j

]
xjyn−j+١

=
n∑

j=٠

[
n

j

]
xj(qn−jxyn−j) +

n∑
j=٠

[
n

j

]
xjyn−j+١

=
n+١∑
j=١

qn−j+١
[

n

j − ١

]
xjyn−j+١ +

n∑
j=٠

[
n

j

]
xjyn−j+١

= xn+١ +
n∑

j=١

(
qn−j+١

[
n

j − ١

]
+

[
n

j

])
xjyn−j+١ + yn+١

= yn+١ +
n∑

j=١

(
qn−j+١

[
n

j − ١

]
+

[
n

j

])
xjyn−j+١ + xn+١

داریم: (٢۶ . ٢) کوانتوم پاسکال قانون به توجه با

(x+ y)n+١ =
n+١∑
j=٠

[
n+ ١
j

]
xjyn+١−j

داریم: نتیجه در

(x+ y)n =
n∑

j=٠

[
n

j

]
xjyn−j

نمایی توابع در جمع پذیری خاصیت ٢ . ٣ . ٢

exqe
y
q ̸= ex+y

q که گفت نمی توان عمومی صورت به که می کنیم جلب مساله این به را خود توجه اینجا در
در . yx = qxy باشیم داشته قضیه فرض مانند که است برقرار عبارت این صورتی در است، برقرار

می کنیم. اثبات را exqeyq = ex+y
q تساوی فرض این به توجه با ادامه

برهان.

exqe
y
q =

( ∞∑
j=٠

xj

[j]!

)( ∞∑
j=٠

yk

[k]!

)
=

∞∑
j=٠

∞∑
k=٠

xjyk

[j]![k]!

=
∞∑
j=٠

∞∑
k=٠

[j + k]!

[j]![k]!

xjyk

[j + k]!
.



٢٧ کوانتومی مثلثاتی و نمایی توابع .٢ . ٣

از استفاده با می باشد. ٠ ≤ j ≤ n ،n از خاص مقدار یک برای پس دهیم قرار n = j + k ما اگر
داریم: (٢ . ٣ . ٣) قضیه

exqe
y
q =

∞∑
n=٠

( n∑
j=٠

[
n

j

]
xjyn−j

) ١
[n]!

=
∞∑
n=٠

(x+ y)n

[n]!
= ex+y

q .

داریم: نتیجه در پس

exqe
y
q = ex+y

q if yx = qxy. (۴٢ . ٢)

نمی باشد، برقرار کوانتومی نمایی١٠ تابع دو ضرب برای جابجایی رابطه که کنیم بیان باید همچنین
داریم: (٢ . ٣٩) و (٢ . ٣٨) از دارند. دقیقی رابطه Ex

q و exq تابع دو همچنین .eyqexq ̸= exqe
y
q یعنی

exqE
−x
q = ١ (۴٢ . ٣)

داریم: (٣ . ٢) و (٣ . ١) از استفاده با همچنین

ex١
q

=
∞∑
j=٠

(١ − ١
q
)jxj

(١ − ١
q
)(١ − ١

q٢ ) · · · (١ − ١
qj
)

=
∞∑
j=٠

q
j(j−١)

٢
(١ − qj)xj

(١ − q)(١ − q٢) · · · (١ − qj)

داریم: بنابراین و

ex١
q

= Ex
q . (۴۴ . ٢)

کوانتوم مثلثاتی توابع ٢ . ٣ . ٣

تعریف نمایی توابع مورد در معروف اویلر عبارت با می توانیم را cosine و sine توابع از کوانتوم شبه
کنیم.

از: هستند عبارت کوانتوم مثلثاتی [٩]توابع .۴ . ٢ . ٣ تعریف

sinq x =
eixq − e−ix

q

٢i , sin∗
q x =

Eix
q − E−ix

q

٢i (۴۵ . ٢)

cosq x =
eixq + e−ix

q

٢ , cos∗q x =
Eix

q + E−ix
q

٢ (۴۶ . ٢)
١٠exponential function



٢٨ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

داریم: (۴٢ . ٣) از استفاده با همچنین cos∗q x = cos ١
q
x و sin∗

q x = sin ١
q
x داریم (۴۴ . ٢) از

cosq x cos
∗
q x =

eixq E
ix
q + e−ix

q E−ix
q + ٢

۴
و

sinq x sin
∗
q x = −

eixq E
ix
q + e−ix

q E−ix
q − ٢

۴
داریم: بنابراین

cosq x cos
∗
q x+ sinq x sin

∗
q x = ١ (۴٢ . ٧)

با کوانتوم مثلثاتی توبع مشتق کردن پیدا برای می باشد. sin٢x + cos٢x = ١ عبارت کوانتوم شبه که
می آوریم: بدست (۴٢ . ٠) از استفاده

Dq sinq x = cosq x, Dq sin
∗
q x = cos∗q qx (۴٢ . ٨)

Dq cosq x = − sinq x, Dq cos
∗
q x = − sin∗

q qx. (۴٢ . ٩)

کوانتوم انتگرال یا مشتق پاد ۴ . ٢

صورت به و ،DqF (x) = f(x) هرگاه است f(x) مشتق١١ پاد یک F (x) تابع [٩] .١ . ۴ . ٢ تعریف
می دهیم: نشان ∫زیر

f(x) dqx (۵٢ . ٠)

از F (x) مانند کوانتوم مشتق پاد یک ساختن برای می باشد. دلخواه تابع یک f(x) کنید فرض
تعریف وسیله به ما پس می کند. عمل M̂q(F (x)) = F (qx) بصورت که می کنیم استفاده M̂q عملگر

داریم: کوانتوم مشق

١
(q − ١)x(M̂q − ١)F (x) =

F (qx)− F (x)

(q − ١)x = f(x). (۵٢ . ١)

نوشت: زیر منظم به صورت را کوانتوم انتگرال می توان

F (x) =
١

١ − M̂q

(١ − q)xf(x) = (١ − q)
∞∑
j=٠

M̂ j
q (xf(x)), (۵٢ . ٢)

داریم: هندسی سری بسط از استفاده ∫با
f(x) dqx = (١ − q)x

∞∑
j=٠

qjf(qjx). (۵٢ . ٣)

١١antiderivative



٢٩ کوانتوم انتگرال یا مشتق پاد .۴ . ٢

زیر کلی فرمول (۵٢ . ٣) از استفاده با می باشد[١۵]. معروف f(x) از جکسون١٢ انتگرال به سری این
داریم: ∫را

f(x)Dqg(x) dqx = (١ − q)x
∞∑
j=٠

qjf(qjx)Dqg(q
jx)

= (١ − q)x
∞∑
j=٠

qjf(qjx)
g(qjx)− g(qj+١x)

(١ − q)qjx
,

∫یا
f(x) dqg(x) =

∞∑
j=٠

f(qjx)(g(qjx)− g(qj+١x)) (۵۴ . ٢)

زیر قضیه همگراست. کوانتوم انتگرال به شرایطی چه تحت (۵٢ . ٣) انتگرال که کنیم بررسی می خواهیم
داراست. امر این برای را کافی شرایط

کراندار ٠ ⩽ α < ١ هر برای (٠, A] بازه روی |f(x)xα| و ٠ < q < ١ کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه
(٠, A] روی F (x) تابع یک به (۵٢ . ٣) وسیله به شده تعریف جکسون انتگرال گیری سپس باشد.
پیوسته F (٠) = ٠ با x = ٠ در F (x) این بر علاوه f(x) می باشد. کوانتوم انتگرال که همگراست

است[٩].

می پذیرم. اثبات بدون برهان.

می دهد. رانشان ٢ . ۴ . ٢ قضیه شرایط نبودن برقرار بخاطر جکسون فرمول شکست زیر مثال

کنید: حساب را f(x) = ١
x

کوانتومی انتگرال .٣ . ۴ . ٢ مثال

Dq log x =
log(qx)− log(x)

(q − ١)x =
log q

q − ١
١
x
, (۵۵ . ٢)

داریم: ∫ما ١
x
dqx =

q − ١
log q

log x. (۵۶ . ٢)

داریم: جکسون فرمول از استفاده با ∫بنابراین ١
x
dqx = (١ − q)

∞∑
j=٠

١ = ∞ (۵٢ . ٧)

می شود. مواجه شکست با نیست کراندار ٠ < q < ١ هر برای f(x)xα عبارت اینکه دلیل به فرمول
نمی باشد. پیوسته x = ٠ در log x که کنید توجه

١٢Jackson integral



٣٠ کوانتوم دیفرانسیل و حساب بر مقدمه ای .٢

٠ < a < b کنید فرض : معین کوانتوم انتگرال گیری برای جکسون [٩]فرمول .۴ . ۴ . ٢ تعریف
می شود: تعریف زیر صورت به متناهی کوانتوم انتگرال

∫ b

٠
f(x) dqx = (١ − q)b

∞∑
j=٠

qjf(qjb) (۵٢ . ٨)

∫و b

a

f(x) dqx =

∫ b

٠
f(x) dqx−

∫ a

٠
f(x) dqx (۵٢ . ٩)

داریم: همچنین

∫ b

٠
f(x) dqg(x) =

∞∑
j=٠

f(qjb)(g(qjb)− g(qj+١b)) (۶٢ . ٠)

می شود: تعریف زیر صورت به [٠, a) در f(x) از ناسره کوانتوم انتگرال .۵ . ۴ . ٢ تعریف

∫ ∞

٠
f(x) dqx =

+∞∑
j=−∞

∫ qj

qj+١
f(x)dqx; if ٠ < q < ١ (۶٢ . ١)

∫یا ∞

٠
f(x) dqx =

+∞∑
j=−∞

∫ qj+١

qj
f(x)dqx; if q > ١ (۶٢ . ٢)

.

همسایگی در و کراندار xαf(x) اگر همگراست بالا در شده تعریف ناسره کوانتوم انتگرال .۶ . ۴ . ٢ گزاره
باشد[٩]. α > ١ بزرگ کافی اندازه به x-های برای و α < ١ با x = ٠

F (x) و f(x) مشتق پاد یک F (x) اگر کوانتوم) دیفرانسیل و حساب اساسی [٩](قضیه .٧ . ۴ . ٢ قضیه
داریم: باشد پیوسته x = ٠ نقطه در

∫ b

a

f(x) dq(x) = F (b)− F (a), (۶٢ . ٣)

.٠ ≤ a < b ≤ ∞ که

برای می توانیم را جکسون فرمول نتیجه در است پیوسته x = ٠ نقطه Fدر (x) اینکه به توجه با برهان.
داریم: ثابت یک کردن اضافه با بنویسیم آن

F (x) = (١ − q)x
∞∑
j=٠

qjf(qjx) + F (٠)



٣١ کوانتوم انتگرال یا مشتق پاد .۴ . ٢

داریم: تعریف ∫بوسیله a

٠
f(x) dqx = (١ − q)a

∞∑
j=٠

qjf(qja)

∫داریم: a

٠
f(x) dqx = F (a)− F (٠)

داریم: b برای مشابه صورت ∫به b

٠
f(x) dqx = F (b)− F (٠)

داریم: ∫بنابراین b

a

f(x) dqx =

∫ b

٠
f(x) dqx−

∫ a

٠
f(x) dqx = F (b)− F (a)

انتگرال تعریف به توجه با و ،٠ < q < ١(q > ١) که ،b = qj(qj+١) و a = qj+١(qj) دادن قرار با
می باشد. درست باشد، موجود limx→∞ F (x) اگر b = ∞ برای که میبینیم ۵ . ۴ . ٢ ناسره

آنگاه باشد پیوسته x = ٠ در و باشد موجود x = ٠ از همسایگی یک در f ′(x) اگر [٩] .٨ . ۴ . ٢ نتیجه
داریم: و می باشد f(x) معمولی مشتق دهنده نشان f ′(x)∫ b

a

Dqf(x) dqx = f(b)− f(a) (۶۴ . ٢)

x = ٠ از همسایگی یک در آن ها معمولی مشتق که باشند تابع دو g(x) و f(x) که کنید فرض
: (٢ . ٣) فرمول از استفاده با است. پیوسته x = ٠ در و موجود

Dq(f(x)g(x)) = f(qx)(Dqg(x)) + g(x)(Dqf(x)) (۶۵ . ٢)

ببریم بکار را (٢ . ٣) مامی توانیم است مشتق پذیر معمولی حساب در مشتق پذیر توابع مجموع که آنجا از
می آوریم: بدست و

f(b)g(b)− f(a)g(a) =

∫ b

a

f(x)(Dqg(x)) dqx+

∫ b

a

g(qx)(Dqf(x)) dqx,

∫یا b

a

f(x) dqg(x) = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫ b

a

g(qx)dqf(x), (۶۶ . ٢)

می دهد. جواب b = ∞ برای و است معروف جزءبه جزء کوانتوم انتگرال گیری فرمول به که





٣ فصل

یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش

آدومیان تجزیه برای روشی ٣ . ١

برداشته [۵] مرجع از فصل این قضایای و تعاریف بیشتر می پردازیم. روش این شرح به مثال یک با حال
است. شده

بگیرید: نظر در را زیر غیرخطی دیفرانسیل معادله

d٢

dx٢y(x)−N(y(x)) = ٠, a ≤ x ≤ b (٣ . ١)

است: شده داده رابین١ مرزی شرایط با که

py(a) + ry′(a) = α (٣ . ٢)

qy(b) + sy′(b) = β (٣ . ٣)

می کند: صدق زیر رابطه در p, q, r, s و غیرخطی تابع یک N(y(x)) که

ps− qr + pq(b− a) ̸= ٠ (۴ . ٣)

r ≤ ٠ و p, q, s ≥ ٠ اگر که
صفرنشوند. هم با p, r (الف)
نشوند. صفر هم با q, s (ب)
نشوند. صفر هم با q, p (ج)

داریم: همواره آن گاه
ps− qr + pq(b− a) > ٠

١Robin boundary condition



٣۴ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

داریم: کلاسیک آدومیان روش و (٣ . ١) براساس حال

Ly = Ny, a ≤ x ≤ b (۵ . ٣)

می کنیم: تعریف زیر به صورت را L−١
a,a عملگر ما و L(·) = d٢

dx٢ (·) حال

L−١
a,a(·) =

∫ x

a

∫ x

a

(·) dXdX (۶ . ٣)

داریم: (۵ . ٣) روی (۶ . ٣) اعمال با حال

L−١
a,a(Ly) = L−١

a,a(Ny)

⇒
∫ x

a

∫ x

a

d٢

dx٢y(x) dXdX =

∫ x

a

(y′(x)− y′(a)) dX

=

∫ x

a

y′(x) dX −
∫ x

a

y′(a) dX

= y(x)− y(a)− (x− a)y′(a)

= L−١
a,a(Ny)

داریم: نتیجه در

y(x)− y(a)− (x− a)y′(a) = L−١
a,a(Ny) (٣ . ٧)

می کنیم: محاسبه x = b نقطه در (٣ . ٧) در را y(x) مقدار حال

y(b) = y(a) + y′(a)(b− a) + [L−١
a,aNy]x=b (٣ . ٨)

که
[L−١

a,a(·)]x=b =

∫ b

a

∫ x

a

(·) dXdX

داریم: x = b در y′(x) محاسبه و (٣ . ٧) از مشتق گیری با

y′(b) = y′(a) +

∫ b

a

Ny(x) dX (٣ . ٩)

داریم: (٣ . ٣) در (٣ . ٩) و (٣ . ٨) دادن قرار با

q
(
y(a) + y′(a)(b− a) + [L−١

a,aNy]x=b

)
+ s
(
y′(a) +

∫ b

a

Ny dX
)
= β

داریم: بالا فرمول کردن باز با

qy(a) +
(
q(b− a) + s

)
y′(a) = β − q[L−١

a,aNy]x=b − s

∫ b

a

Ny dX (٣ . ١٠)



٣۵ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

داریم: می آید پدید (٣ . ٢) و (٣ . ١٠) معادله از که زیر مجهولی دو و معادله دو دستگاه qy(a)با +
(
q(b− a) + s

)
y′(a) = β − q[L−١

a,aNy]x=b − s
∫ b

a
Ny dX

py(a) + ry′(a) = α
(٣ . ١١)

مجهولی دو و معادله دو دستگاه یک طریق از تا باشند خطی مستقل هم از معادله دو این اینکه برای حال
باید: آوریم بدست یکتا جوابی بتوانیم

∆ =

∣∣∣∣∣p r

q q(b− a) + s

∣∣∣∣∣ = ps− qr + pq(b− a), (٣ . ١٢)

داریم: (٣ . ١١) دستگاه حل با حال دارد. وجود خطی استقلال (۴ . ٣) به توجه با که

y(a) =
١
∆

(
qα(b− a) + sα− rβ + qr[L−١

a,aNy]x=b + rs

∫ b

a

Ny dX
)
, (٣ . ١٣)

y′(a) =
١
∆

(
pβ − qα− pq[L−١

a,aNy]x=b − ps

∫ b

a

Ny dX
)
. (١۴ . ٣)

داریم: (٣ . ٧) در (١۴ . ٣) و (٣ . ١٣) جایگذاری با

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + qα(b− x)

)
+ L−١

a,aNy

− p(x− a)− r

∆

(
q[L−١

a,aNy]x=b + s

∫ b

a

Ny dX
)

(١۵ . ٣)

جزء و می شود مشخص مسأله صورت طریق از و است آزاد نامشخص یا نامعین ضریب هر آن در که
داریم: آن شرایط و آدومیان تجزیه روش از استفاده با حال می باشد. مسأله مفروضات

y(x) =
∞∑
n=٠

yn(x), Ny(x) =
∞∑
n=٠

An (١۶ . ٣)

داریم: آدومیان تجزیه شرایط و (١۵ . ٣) و (١۶ . ٣) جایگذاری با

y٠(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + qα(b− x)

)
, (٣ . ١٧)

yn(x) = L−١
a,aNy − p(x− a)− r

∆

(
q[L−١

a,aNy]x=b + s

∫ b

a

Ny dX
)
, n ≥ ١, (٣ . ١٨)

نتیجه: در

φm(x) =
m−١∑
n=٠

yn(x), n ≥ ١ (٣ . ١٩)

که:

lim
m→∞

φm(x) = y(x) (٣ . ٢٠)



٣۶ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

آدومیان تجزیه روش مرحله ای چند شکل

مسأله برای آدومیان تجزیه روش چندمرحله ای شکل تشریح یعنی خود اصلی کار به می خواهیم ما حال
می کنیم: تقسیم زیربازه N به را [a, b] بازه ابتدا در بپردازیم. مرزی شرایط با غیرخطی

a = x٠ < x١ < x٢ < · · · < xi < · · · < xN = b.

نظر در شکل همین به را درونی نقاط از مقادیری y(xi) = ηi و i = ١,٢, · · · , N − ١ کنیم فرض
را مرزی مقدار مسأله ما ،[a, x١] چپ زیر  بازه در است. نامعین ضریب ،N − ١ دهنده نشان که بگیرید

می کنیم. حل رابین و دیریکله مرزی شرایط از ترکیبی با

Ly = Ny, a ≤ x ≤ x١, (٣ . ٢١)

py(a) + ry′(a) = α, y(x١) = η١ (٣ . ٢٢)

می شود: داده نشان زیر به صورت تقریب m−ام مرحله و

φ(١)
m (x) = φ(١)

m (x; η١) =
m−١∑
k=٠

y
(١)
k (x)

با را مرزی مقدار مسأله ما [xi−١, xi], i = ٢,٣, · · · , N − ١ درونی زیربازه های در همچنین و
می کنیم: حل دیریکله مرزی شرایط از مجموعه ای

Ly = Ny, xi−١ ≤ x ≤ xi, (٣ . ٢٣)

y(xi−١) = ηi−١, y(xi) = ηi (٢۴ . ٣)

می شود: داده نشان زیر به صورت تقریب m−ام مرحله و

φ(i)
m (x) = φ(i)

m (x; ηi−١, ηi) =
m−١∑
k=٠

y
(i)
k (x), i = ٢,٣, · · · , N − ١.

رابین مرزی شرایط از ترکیبی با را مرزی مقدار مسأله [xN−١, b] به صورت که هم راست سمت زیربازه در
می کنیم: حل دیریکله و

Ly = Ny, xN−١ ≤ x ≤ b, (٢۵ . ٣)

y(xN−١) = ηN−١, qy(b) + sy′(b) = β (٢۶ . ٣)

می شود: داده نشان زیر به صورت تقریب m−ام مرحله و

φ(N)
m (x) = φ(N)

m (x; ηN−١) =
m−١∑
k=٠

y
(N)
k (x).



٣٧ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

داریم: بازه کل پیوستگی به توجه با

dφ
(i)
m

dx
(xi) =

dφ
(i+١)
m

dx
(xi), i = ١,٢, · · · , N − ١, (٣ . ٢٧)

همچنین می آوریم[١١]. بدست را η١, η٢, · · · , ηN−١ ضریب N−١ و می دهیم تطبیق پی در پی به صورت
می آید، بدست η١, η٢, · · · , ηN−١ ضریب برای که جواب هایی یابد، افزایش m اگر که کنیم یادآوری باید
وسیله به ηk واقعی مقدار از تقریبی که ηk[φm] که می دهیم مانشان است. واقعی جواب به نزدیکتر

می آید. بدست (٣ . ٢٧) معادله مطابق φ
(i)
m (x), i = ١,٢, · · ·N تطبیق

تقریب حاصل φ
(١)
m (x, η١[φm]), φ

(٢)
m (x, η١[φm], η٢[φm]), · · · , φ(N)

m (x, ηN−١[φm])ترکیب با سپس
می باشد: زیر به صورت نتیجه ای٢ پله تابع از استفاده با نتیجه در می آید، بدست جواب از مرحله m−امین

φm(x) =
N∑
i=١

φ(i)
m (x)Π(x;xi−١, xi), (٣ . ٢٨)

می شود: تعریف زیر به صورت هویساید تابع کمک با را پله ای تابع که

Π(x;xi−١, xi) = H(x;xi−١)−H(x;xi) (٣ . ٢٩)

که:

H(x; xi−١) =

٠ x < xi−١,

١ x ≥ xi−١.
, H(x;xi) =

٠ x < xi,

١ x ≥ xi.
(٣ . ٣٠)

می کنیم بیان و(٣ . ٣) و(٣ . ٢) (٣ . ١) مرزی شرایط با مسأله برای را مرزی شرایط مختلف حالت های حال
دیریکله مرزی [١١]شرایط .١ حالت

y(a) = α, y(b) = β, (٣ . ٣١)

∆ = b− a نتیجه در r = s = ٠ و p = q = ١ دهیم قرار اگر (٣ . ٣) و (٣ . ٢) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر به صورت (١۵ . ٣) معادله و

y(x) =
β(x− a) + α(b− x)

b− a
+ L−١

a,aNy(x)− x− a

b− a
[L−١

a,aNy(x)]x=b. (٣ . ٣٢)

دیریکله و رابین مرزی شرایط از [١١]ترکیبی .٢ حالت

py(a) + ry′(a) = α, y(b) = β, (٣ . ٣٣)

و ∆ = p(b− a)− r نتیجه در s = ٠ و q = ١ دهیم قرار اگر (٣ . ٣) و (٣ . ٢) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر به صورت (١۵ . ٣) معادله

(٣۴ . ٣)

y(x) =
α(b− x) + pβ(x− a)− rβ

p(b− a)− r
+ L−١

a,aNy(x)− p(x− a)− r

p(b− a)− r
[L−١

a,aNy(x)]x=b.

boxcar٢



٣٨ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

نویمن و رابین مرزی شرایط از [١١]ترکیبی .٣ حالت

py(a) + ry′(a) = α, y′(b) = β, (٣۵ . ٣)

معادله و ∆ = p نتیجه در s = ١ و q = ٠ دهیم قرار اگر (٣ . ٣) و (٣ . ٢) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر به صورت (١۵ . ٣)

y(x) = β(x− a) +
α− rβ

p
+ L−١

a,aNy(x)− p(x− a)− r

p

∫ b

a

Ny(x) dX. (٣۶ . ٣)

آوردیم: زیر در را معکوس خطی عملگرهای سایر

L−١
b,b (·) =

∫ x

b

∫ x

b

(·) dXdX, (٣ . ٣٧)

L−١
a,b(·) =

∫ x

a

∫ x

b

(·) dXdX, (٣ . ٣٨)

L−١
b,a(·) =

∫ x

b

∫ x

a

(·) dXdX. (٣ . ٣٩)

داریم: (۵ . ٣) و L−١
b,b (.) عملگر از استفاده با

L−١
b,b (Ly(x)) = L−١

b,b (Ny(x))

∫ x

b

∫ x

b

d٢

dx٢y(x) dXdX =

∫ x

b

(y′(x)− y′(b)) dX

=

∫ x

b

y′(x) dx−
∫ x

b

y′(b) dX

= y(x)− y(b)− (x− b)y′(b)

= L−١
b,b (Ny(x))

داریم: نتیجه در

y(x)− y(b)− (x− b)y′(b) = L−١
b,b (Ny(x)) (۴٣ . ٠)

داریم: تا(٣ . ٢٠) (٣ . ١) از شده پیاده الگوریتم از استفاده با

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + qα(b− x)

)
+ L−١

b,bNy(x)

+
q(x− b)− s

∆

(
p[L−١

b,bNy(x)]x=a + r

∫ a

b

Ny(x) dX
)
, (۴٣ . ١)

همچنین: و

y٠(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + qα(b− x)

)
,

yn(x) = L−١
b,bAn−١ +

q(x− b)− s

∆

(
p[L−١

b,bAn−١]x=a + r

∫ a

b

An−١ dX
)
, n ≥ ١, (۴٣ . ٢)



٣٩ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

داریم: (۵ . ٣) معادله برای L−١
a,b(.) عملگر بردن به کار با بعد مرحله ی در همچنین

y(x)− y(a)− (x− a)y′(b) = L−١
a,b(Ny(x)) (۴٣ . ٣)

می کنیم: محاسبه x = b نقطه در (٣ . ٧) در را y(x) مقدار حال

y(b) = y(a) + y′(b)(b− a) + [L−١
a,bNy(x)]x=b (۴۴ . ٣)

که

[L−١
a,b(.)]x=b =

∫ b

a

∫ x

b

(.) dXdX (۴۵ . ٣)

داریم: x = b در را y′(x) ∫آن گاه b

a

∫ x

b

y′′(x) dXdX =

∫ b

a

∫ x

b

Ny(x) dXdX

∫ x

b

y′′(x) dX =

∫ x

b

Ny(x) dX

y′(X)
∣∣∣x
b
=

∫ x

b

Ny(x) dX

y′(x) = y′(b) +

∫ x

b

Ny(x) dX

x=a
=⇒ y′(a) = y′(b) +

∫ a

b

Ny(x) dX (۴۶ . ٣)

داریم: (٣ . ٣) و (٣ . ٢) در (۴۶ . ٣) و (۴٣ . ٣) دادن قرار با qy(a)حال +
(
q(b− a) + s

)
y′(b) = β − q[L−١

a,bNy(x)]x=b

py(a) + ry′(b) = α− r
∫ b

a
Ny(x) dX

(۴٣ . ٧)

جایگذاری و y′(b) و y(a) آوردن وبدست بالا معادله دستگاه حل با می باشد. خطی مستقل فوق دستگاه
داریم: (۴٣ . ٣) در آن

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + qα(b− x)

)
+ L−١

a,bNy(x)

− pq(x− a)− qr

∆
[L−١

a,bNy(x)]x=b −
rs+ qr(b− x)

∆

∫ b

a

Ny(x) dX. (۴٣ . ٨)

داریم: (۴٣ . ٢) مطابق بازگشتی شکل و (۴٣ . ٨) معادله از

y٠(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + qα(b− x)

)
,



۴٠ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

yn(x) = L−١
a,bAn−١(x)

− ١
∆

(
q(p(x− a)− r)[L−١

a,bAn−١(x)]x=b + r(q(b− x) + s)

∫ b

a

An−١(x) dX
)
, n ≥ ١.

(۴٣ . ٩)

داریم: (۵ . ٣) معادله روی L−١
b,aNy(x) عملگر بردن به کار با همچنین و

y(x)− y(b)− (x− b)y′(a) = L−١
b,a(Ny(x)) (۵٣ . ٠)

داریم: L−١
a,bNy(x) عملگر برای قبل مشابه عملگر روش از استفاده با

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + qα(b− x)

)
+ L−١

b,aNy(x)

+
pq(x− b)− ps

∆
[L−١

b,aNy(x)]x=a +
ps(a− x) + rs

∆

∫ b

a

Ny(x) dX. (۵٣ . ١)

داریم: (۴٣ . ٢) مطابق بازگشتی شکل و (۵٣ . ١) معادله از

y٠(x) =
١
∆

(
sα−rβ+pβ(x−a)+qα(b−x)

)
,

yn(x) = L−١
b,aAn−١(x)

+
١
∆

(
p(q(x− b)− s)[L−١

b,aAn−١(x)]x=a + s(p(a− x) + r)

∫ b

a

An−١(x) dX
)
, n ≥ ١.

(۵٣ . ٢)

رابین و دیریکله مرزی شرایط از [١١]ترکیبی .۴ حالت

y(a) = α, qy(b) + sy′(b) = β, (۵٣ . ٣)

و ∆ = q(b− a) + s نتیجه در r = ٠ و p = ١ دهیم قرار اگر (٣ . ٣) و (٣ . ٢) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر به صورت (١۵ . ٣) معادله

(۵۴ . ٣)

y(x) =
β(a− x) + qα(x− b)− sα

q(a− b)− s
+ L−١

b,bNy(x)− q(x− b)− s

q(a− b)− s
[L−١

b,bNy(x)]x=a.

رابین و نویمن مرزی شرایط از [١١]ترکیبی .۵ حالت

y′(a) = α, qy(b) + sy′(b) = β, (۵۵ . ٣)

معادله و ∆ = −q نتیجه در r = ١ و p = ٠ دهیم قرار اگر (٣ . ٣) و (٣ . ٢) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر به صورت (١۵ . ٣)

y(x) = α(x− b) +
β − sα

q
+ L−١

b,bNy(x)− q(x− b)− s

q

∫ a

b

Ny(x) dX. (۵۶ . ٣)



۴١ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

نویمن و دیریکله مرزی شرایط از [١١]ترکیبی .۶ حالت

y(a) = α, y′(b) = β, (۵٣ . ٧)

و ∆ = ١ نتیجه در p = s = ١ و q = r = ٠ دهیم قرار اگر (٣ . ٣) و (٣ . ٢) مرزی شرایط با مطابق
داریم: (۴٣ . ٣) معادله از

y(x) = α+ β(x− a) + L−١
a,bNy(x). (۵٣ . ٨)

دیریکله و نویمن مرزی شرایط از [١١]ترکیبی .٧ حالت

y′(a) = α, y(b) = β, (۵٣ . ٩)

و ∆ = −١ نتیجه در p = s = ٠ و q = r = ١ دهیم قرار اگر (٣ . ٣) و (٣ . ٢) مرزی شرایط با مطابق
داریم: (۵٣ . ٠) معادله از

y(x) = β + α(x− b) + L−١
b,aNy(x). (۶٣ . ٠)

غیرخطی معادله .٣ . ١ . ١ مثال

y′′(x) = −e−٢y, ٠ ≤ x ≤ ١, (۶٣ . ١)

کنید: حل زیر نیومن مرزی شرایط با (٠)′yرا = ١

y′(١) = ١
٢

(۶٣ . ٢)

a = ٠ داریم مرزی شرایط با مساله این برای و می باشد y∗(x) = log (١ + x) مساله دقیق جواب
عبارت شدن صفر علت به .∆ = ٠ و , b = ١, p = ٠, q = ٠, r = ١, s = ١, α = ١, β = ١

٢

چند شکل به نتیجه در کنیم حل آدومیان مرحله ای یک روش با را مرزی شرایط معادله نمی توانیم ما دلتا
می کنیم. رجوع آن مرحله ای

[٠,١] بازه و می کنیم تظریف را بازه ابتدا می کنیم. حل چند مرحله ای آدومیان روش با را مثال این حال
مرزی مقدار زیرمساله دو سپس ،y(١

٢) = η کنید فرض می کنیم. تقسیم [١٢ ,١] و [٠, ١
٢ ] زیربازۀ دو به

می کنیم حل را زیر
مساله

y′′(x) = −e−٢y, ٠ ≤ x ≤ ١
٢ (۶٣ . ٣)

زیر دیریکله و نیومن مرزی شرایط (٠)′yبا = ١

y(١
٢) = η

(۶۴ . ٣)



۴٢ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

مساله و

y′′(x) = −e−٢y,
١
٢ ≤ x ≤ ١ (۶۵ . ٣)

زیر نیومن و دیریکله مرزی شرایط ١)yبا
٢) = η

y′(١) = ١
٢

(۶۶ . ٣)

a = ٠, b = ١
٢ , داریم [٠, ١

٢ ] بازه روی (۶۴ . ٣) و (۶٣ . ٣) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله برای
داریم: (۶٣ . ٠) معادله براساس بنابراین ∆ = ١ و p = ١, q = ٠, r = ٠, s = ١, α = ١, β = η

y(x) = η + x− ٠٫۵ + L−١
٠٫۵,٠Ny (۶٣ . ٧)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = η − ٠٫۵ + x

yn(x) = L−١
٠٫۵,٠An−١, n ≥ ١

می باشد: زیر به صورت Ny = −e−٢y غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای و

A٠ = −e−٢y٠

A١ = ٢e−٢y٠y١

A٢ = −٢e−٢y٠y٢
١ + ٢e−٢y٠y٢,

...

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = η − ٠٫۵ + x

y١(x) =
١
۴e

−٢η+١ +
١
۴e

−٢η − ١
٢e

−٢η+١x− ١
۴e

−٢η+٢−١x

y٢(x) =
١
٨e

−۴η+١ +
١
١۶e

−۴η+٢ − ٣
٣٢e

−۴η − ١
٣٢e

−۴η+٢−۴x

− ١
۴e

−۴η+٢−٢x − ١
٨e

−۴η+٢−٢x +
١
٨e

−۴η+٢−١x +
١
۴e

−۴η+١x− ١
۴e

−۴η+٢x

...

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(١)
٣ =

١
٨−)٣٢x− ۴)e−۴a+٢−٢x +

١
٨e

−۴a+٢−١x − ١
٣٢e

−۴a+٢−۴x − ١
۴e

−٢a+٢−١x

+
١
٨)٣٢x+ ۴)e−۴a+١ +

١
٢)٣٢ − ۴x)e−۴a+٢ +

١
١−)٣٢۶x+ ٨)e−٢a+١ + a

+ x− ٣
٣٢e

−۴a +
١
۴e

−٢a − ١
٢



۴٣ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

یا

y(x) ≈ ١
٨−)٣٢x− ۴)e−۴a+٢−٢x +

١
٨e

−۴a+٢−١x − ١
٣٢e

−۴a+٢−۴x − ١
۴e

−٢a+٢−١x

+
١
٨)٣٢x+ ۴)e−۴a+١ +

١
٢)٣٢ − ۴x)e−۴a+٢ +

١
١−)٣٢۶x+ ٨)e−٢a+١ + a

+ x− ٣
٣٢e

−۴a +
١
۴e

−٢a − ١
٢

می کنیم حل [١
٢ ,١] بازه روی را (۶۶ . ٣) و (۶۵ . ٣) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله حال

بنابراین ∆ = ١
٢ و a = ١

٢ , b = ١, p = ١, q = ٠, r = ٠, s = ١
٢ , α = η, β = ١

٢ داریم نتیجه در
داریم: (۵٣ . ٨) معادله براساس

y(x) = η +
١
٢(x− ١

٢) + L−١
٠٫۵,١Ny (۶٣ . ٨)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = η +
١
٢(x− ١

٢)

yn(x) = L−١
٠٫۵,١An−١, n ≥ ١

می باشد: زیر به صورت Ny = −e−٢y غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای قبل قسمت مانند

A٠ = −e−٢y٠

A١ = ٢e−٢y٠y١

A٢ = −٢e−٢y٠y٢
١ + ٢e−٢y٠y٢,

...

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = η +
١
٢(x− ١

٢)

y١(x) =
١
٢e

− ١
٢−٢η − e

١
٢−x−٢η + e−٢η − e−

١
٢−٢ηx

y٢(x) = ٢e−١−۴η + ٣e− ١
٢−۴η − ١

٢e
٢−١x−۴η − ٣e−x−۴η

+ ٢e ١
٢−x−۴η − ٣

٢e
−۴η − ۴e−١−۴ηx+ ٢e− ١

٢−۴ηx− ٢e−x−۴ηx

...



۴۴ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(٢)
٣ = y٠(x) + y١(x) + y٢(x) = η +

١
٢(x− ١

٢) +
١
٢e

− ١
٢−٢η − e

١
٢−x−٢η

+ e−٢η − e−
١
٢−٢ηx+ ٢e−١−۴η + ٣e− ١

٢−۴η − ١
٢e

٢−١x−۴η − ٣e−x−۴η

+ ٢e ١
٢−x−۴η − ٣

٢e
−۴η − ۴e−١−۴ηx+ ٢e− ١

٢−۴ηx− ٢e−x−۴ηx

یا

y(x) ≈ η +
١
٢(x− ١

٢) +
١
٢e

− ١
٢−٢η − e

١
٢−x−٢η

+ e−٢η − e−
١
٢−٢ηx+ ٢e−١−۴η + ٣e− ١

٢−۴η − ١
٢e

٢−١x−۴η

− ٣e−x−۴η + ٢e ١
٢−x−۴η − ٣

٢e
−۴η − ۴e−١−۴ηx+ ٢e− ١

٢−۴ηx− ٢e−x−۴ηx

داریم: درونی نقاط در معادلات مشتق تطابق و بازه کل در پیوستگی بوسیله

dφ
(١)
٣ (x; η)

dx

∣∣∣
x= ١

٢

=
dφ

(٢)
٣ (x; η)

dx

∣∣∣
x= ١

٢

(۶٣ . ٩)

تقریبی ما حال η[φ٣] = ٠٫٣٨٩٣١٢۴٠۵٠ که می آوریم بدست را جواب maple نرم افزار کمک با حال
می کنیم: رابیان (۶٣ . ٢) و (۶٣ . ١) معادله جواب سوم مرتبه از

φ٣(x) = φ
(١)
٣ (x)Π(x;٠, ١

٢) + φ
(٢)
٣ (x)Π(x;

١
٢ ,١).

این رو از
Π(x;٠, ١

٢) = H(x;٠)−H(x;
١
٢)

و
Π(x;

١
٢ ,١) = H(x;

١
٢)−H(x;١)

که

H(x;٠) =

٠ x < ٠,

١ x ≥ ٠.
H(x;

١
٢) =

٠ x < ١
٢ ,

١ x ≥ ١
٢ .

H(x;١) =

٠ x < ١,

١ x ≥ ١.

نتیجه در

φ٣(x) =
( ١
٨−)٣٢x− ۴)e(٠٫۴−٢x) +

١
٨e

(−٠٫۵−٢x) − ١
٣٢e

(٠٫۴−۴x) − ١
۴e

(٢−٠٫٢x)

+ ٠٫٣x+ ٠٫۴
)
Π(x;٠, ١

٢) +
(
٠٫٩ + ٠٫١x− e(−٠٫٢٧−x) − ١

٢e
(−٠٫۵−٢x)

− ٣e(−x−١٫۵) + ٢e(−١٫٠۵−x) − ٢e(−x−١٫۵)x
)
Π(x;

١
٢ ,١).



۴۵ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

رسم مختصات دستگاه یک در را چندمرحله ای آدومیان روش و تحلیلی روش جواب نمودار ما حال
دهیم: نشان را مرحله ای چند روش دقت تا می کنیم

جواب نمودار و خط) و (نقطه [٠, ٠٫۵] چندمرحله ای آدومیان روش جواب نمودار و (نقطه) [٠٫۵, چندمرحله ای[١ آدومیان روش جواب نمودار :١.٣ شکل

تحلیلی(خط) روش

غیرخطی معادله .٣ . ١ . ٢ مثال
d٢

dx٢y(x) =
١
٢e

−x
(
y٢(x) + (y′(x))٢), ٠ ≤ x ≤ ١ (٣ . ٧٠)

کنید: حل زیر رابین مرزی شرایط با −(٠)yرا y′(٠) = ٠

y(١) + y′(١) = ٢e
(٣ . ٧١)

a = ٠, b = ١, داریم مرزی شرایط با مساله این برای و می باشد y∗(x) = ex مساله دقیق جواب
داریم: (١۵ . ٣) معادله براساس بنابراین ∆ = ٣ و p = ١, q = ١, r = −١, s = ١, α = ٠, β = ٢e

(٣ . ٧٢)

y(x) =
٢e+ ٢ex

٣ − ١ + x

۶ [L−١
٠,٠e

−xNy]x=١ −
١ + x

۶

∫ ١

٠
e−xNy dX +

١
٢L

−١
٠,٠e

−xNy.

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) =
٢e+ ٢ex

٣

y١(x) = −١ + x

۶ [L−١
٠,٠e

−xA٠]x=١ −
١ + x

۶

∫ ١

٠
e−xA٠ dX +

١
٢L

−١
٠,٠e

−xA٠

yn(x) = −١ + x

۶ [L−١
٠,٠e

−xAn−١]x=١ −
١ + x

۶

∫ ١

٠
e−xAn−١ dX +

١
٢L

−١
٠,٠e

−xAn−١, n ≥ ٢



۴۶ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

می باشد: زیر به صورت Ny = y٢(x) + (y′(x))٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای و

A٠ = y٢
٠ + (y′٠)

٢

A١ = ٢y٠y١ + ٢y′٠y′١
A٢ = ٢y٠y٢ + y٢

١ + ٢y′٠y′٢ + (y′١)
٢

...

می آوریم: بدست حال

y٠(x) =
٢e+ ٢ex

٣ − ۴x− ۴

y١(x) = ۴x+ ۴ +
١

٢۴٢)٣۴x٢ + ١۴۴x+ ٢۶۴)e−x+۴ +
١

٢۴٣(−۶۴x− ۶۴)e٣ +
١٢٨
٢۴٣e

۴(x− ٢)

y٢(x) = −٢۵۶
٢۴٣(x− ٢)e−٢xe۴+٢x +

١
١١٧٠)٢١٨٧x− ٣۴٢٠)e−٢xe۵+٢x

+
١

٢١٨٧
(
(−٣٨۴x٢ − ٢٣٠۴x− ۴۶٠٨)ex+۴ + (٧۶٨x٢ + ٢٣٠۴x+ ٢٣٠۴)e۵+x

+ ٣۶(٢ + x)e۵(x٢ + ٧x+
٣١
٢
))

e−٢x +
١٢۶۴
١)٢١٨٧ + x)

(
e٣ − ٨٠

٧٩e
۴ +

۴۵
١۵٨e

۵)
...

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ٣ = y٠(x) + y١(x) + y٢(x) =
١

٢١)٢١٨٧۶x٢ + ١٢٩۶x+ ٢٣٧۶)e−x+۴

− ٢۵۶
٢۴٣e

−٢x(x− ٢)e۴+٢x +
١

١١٧٠)٢١٨٧x− ٣۴٢٠)e−٢xe۵+٢x +
١

٢١٨٧
×
(
(−٣٨۴x٢ − ٢٣٠۴x− ۴۶٠٨)e۴+x + (٧۶٨x٢ + ٢٣٠۴x+ ٢٣٠۴)e۵+x

+ ٣۶(٢ + x)e۵(x٢ + ٧x+
٣١
٢ )
)
e−٢x +

١
٣)٢١٨٧۶٠x+ ٣۶٠)e۵ +

١
٢١٨٧

× (١۴۵٨x+ ١۴۵٨)e+ ١
٢١٨٧(۶٨٨x+ ۶٨٨)e٣ − ١٢٨

٢١٨٧e
۵(x+ ٢٨)

یا

y(x) ≈ ١
٢١)٢١٨٧۶x٢ + ١٢٩۶x+ ٢٣٧۶)e−x+۴

− ٢۵۶
٢۴٣e

−٢x(x− ٢)e۴+٢x +
١

١١٧٠)٢١٨٧x− ٣۴٢٠)e−٢xe۵+٢x +
١

٢١٨٧
×
(
(−٣٨۴x٢ − ٢٣٠۴x− ۴۶٠٨)e۴+x + (٧۶٨x٢ + ٢٣٠۴x+ ٢٣٠۴)e۵+x

+ ٣۶(٢ + x)e۵(x٢ + ٧x+
٣١
٢ )
)
e−٢x +

١
٣)٢١٨٧۶٠x+ ٣۶٠)e۵ +

١
٢١٨٧

× (١۴۵٨x+ ١۴۵٨)e+ ١
٢١٨٧(۶٨٨x+ ۶٨٨)e٣ − ١٢٨

٢١٨٧e
۵(x+ ٢٨)



۴٧ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

می کنیم: محاسبه زیر به صورت و می کنیم معرفی را |Em(x)| = |φm(x) − y∗(x)| خطا تابع ما حال
داریم: m = ١ برای

|E١(x)| =
∣∣∣٢e+ ٢ex

٣ − ۴x− ۴ − ex
∣∣∣

داریم: m = ٢ برای

|E٢(x)| =
∣∣∣٢e+ ٢ex

٣ +
١

٢۴٢)٣۴x٢ + ١۴۴x+ ٢۶۴)e−x+۴ +
١

٢۴٣(−۶۴x− ۶۴)e٣

+
١٢٨
٢۴٣e

۴(x− ٢)− ex
∣∣∣

داریم: m = ٣ برای

|E٣(x)| =
∣∣∣ ١
٢١)٢١٨٧۶x٢ + ١٢٩۶x+ ٢٣٧۶)e−x+۴

− ٢۵۶
٢۴٣e

−٢x(x− ٢)e۴+٢x +
١

١١٧٠)٢١٨٧x− ٣۴٢٠)e−٢xe۵+٢x +
١

٢١٨٧
×
(
(−٣٨۴x٢ − ٢٣٠۴x− ۴۶٠٨)e۴+x + (٧۶٨x٢ + ٢٣٠۴x+ ٢٣٠۴)e۵+x

+ ٣۶(٢ + x)e۵(x٢ + ٧x+
٣١
٢ )
)
e−٢x +

١
٣)٢١٨٧۶٠x+ ٣۶٠)e۵ +

١
٢١٨٧

× (١۴۵٨x+ ١۴۵٨)e+ ١
٢١٨٧(۶٨٨x+ ۶٨٨)e٣ − ١٢٨

٢١٨٧e
۵(x+ ٢٨)− ex

∣∣∣
بازه که باشیم داشته یاد به باید و می پردازیم خطا٣ تحلیل به x حسب بر |Em(x)| نمودار رسم با حال

می باشد ٠ ≤ x ≤ ١ بازه ما بررسی مورد

(خط) E٣(x) تابع و خط) و (نقطه E٢(x) تابع و (نقطه) E١(x) تابع :٢.٣ شکل

٣error analysis



۴٨ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

[٠,١] بازه و می کنیم تظریف را بازه ابتدا می کنیم. حل چند مرحله ای آدومیان روش با را مثال این حال
مرزی مقدار زیرمساله دو سپس ،y(١

٢) = η کنید فرض می کنیم. تقسیم [١
٢ ,١] و [٠, ١

٢ ] زیربازۀ دو به
می کنیم حل را زیر

مساله

d٢

dx٢y(x) =
١
٢e

−x
(
y٢(x) + (y′(x))٢), ٠ ≤ x ≤ ١

٢ (٣ . ٧٣)

زیر دیریکله مرزی شرایط −(٠)yبا y′(٠) = ٠

y(١
٢) = η

(٧۴ . ٣)

مساله و

d٢

dx٢y(x) =
١
٢e

−x
(
y٢(x) + (y′(x))٢), ١

٢ ≤ x ≤ ١ (٧۵ . ٣)

زیر دیریکله مرزی شرایط ١)yبا
٢) = η

y(١) + y′(١) = ٢e
(٧۶ . ٣)

a = ٠, b = ١
٢ , داریم [٠, ١

٢ ] بازه روی (٧۴ . ٣) و (٣ . ٧٣) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله برای
داریم: (٣۴ . ٣) معادله براساس بنابراین ∆ = ١

٢ و p = ١, q = ١, r = −١, s = ٠, α = ٠, β = η

y(x) =
η(١ + x)

١٫۵ +
١
٢L

−١
٠,٠e

−xNy − ١ + x

٣ [L−١
٠,٠Ny]x=٠٫۵ (٣ . ٧٧)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) =
η(١ + x)

١٫۵

yn(x) =
١
٢L

−١
٠,٠e

−xAn−١ −
١ + x

٣ [L−١
٠,٠An−١]x=٠٫۵, n ≥ ١

می باشد: زیر به صورت Ny = y٢(x) + (y′(x))٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای و

A٠ = y٢
٠ + (y′٠)

٢

A١ = ٢y٠y١ + ٢y′٠y′١
A٢ = ٢y٠y٢ + y٢

١ + ٢y′٠y′٢ + (y′١)
٢

...



۴٩ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

می آوریم: بدست حال

y٠(x) =
η(١ + x)

١٫۵

y١(x) =
(
− ۴

٣ − ۶١
٢٧(e) ١

٢
+

٨e−x

٣ +
٨x
٣ − ۶١x

٢٧(e) ١
٢
+

۴e−xx

٣ +
٢e−xx٢

٩
)
η٢

y٢(x) =
(
− ١١٣٩

١۶٢ +
١٣۶٩٣
٩٧٢e − ٧۶

٢٧(e) ١
٢
− ۴٨٨

٢٧ e−
١
٢−x +

٣٢e−٢x

٢٧ +
۴٠e−x

٣ +
١١٣٩x

٨١

+
١٣۶٩٣x

٩٢٧e − ٨٠٨x
٢٧(e) ١

٢
− ٢۴۴

٢٧ e−
١
٢−xx+

۶١
۵۴e

−٢xx+ ٨e−xx− ١٢٢
٨١ e−

١
٢−xx٢ +

١
٣e

−٢xx٢

+
١۶
٩ e−xx٢ +

١
٢٧e

−٢xx٣
)
η٣

...

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(١)
٣ =

١
٢٧e ٣

٢

((
− ١٢٢

٣ (x٢ + ۶x+ ١٢)η٢e
٣
٢ e−

١
٢−x + ۴٨η

((
x٢ +

٩
٢x+

١۵
٢
)
η

+
١
٨x

٢ +
٣
۴x+

٣
٢
)
e

٣
٢ e−x + η٢(x٣ + ٩x٢ +

۶١
٢ x+ ٣٢

)
e

٣
٢ e−٢x +

((١١٣٩
۶ +

١١٣٩
٣ x

)
η٢

+ (−٣۶ + ٧٢x)η + ١٨x+ ١٨
)
e

٣
٢ +

(
(−٨٠٨x− ٧۶)η٢ + (−۶١x− ۶١)η)e+ ۴١٠٧٩

١٠٣
×
(
x+

١٠٣
١٠٨)η

٢e
٣
٢

)
η
)

در می کنیم حل [١
٢ ,١] بازه روی را (٧۶ . ٣) و (٧۵ . ٣) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله حال

بنابراین ∆ = ١
٢ و a = ١

٢ , b = ١, p = ١, q = ١, r = ٠, s = ١, α = η, β = ٢e داریم نتیجه
داریم: (۵۴ . ٣) معادله براساس

y(x) =
η(٢ − x) + e(٢x− ١)

١٫۵ +
١
٢L

−١
١,١e

−xNy +
x− ٢

٣ [L−١
١,١e

−xNy]x=٠٫۵ (٣ . ٧٨)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) =
η(٢ − x) + e(٢x− ١)

١٫۵

yn(x) =
١
٢L

−١
١,١e

−xAn−١ +
x− ٢

٣ [L−١
١,١e

−xAn−١]x=٠٫۵, n ≥ ١

زیر به صورت Ny = y٢(x) + (y′(x))٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای قبل قسمت مانند



۵٠ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

می باشد:

A٠ = y٢
٠ + (y′٠)

٢

A١ = ٢y٠y١ + ٢y′٠y′١
A٢ = ٢y٠y٢ + y٢

١ + ٢y′٠y′٢ + (y′١)
٢

...

می آوریم: بدست حال

y٠(x) =
η(٢ − x) + e(٢x− ١)

١٫۵

y١(x) =
۴٠e
٢٧ − ٢٢۴e ٣

٢

٢٧ +
١۴e٢−x

٣ − ٨٠ex
٢٧ +

١١٢
٢٧ e

٣
٢x+

٨
٣e

٢−x +
٨
٩e

٢−xx٢

+
(
− ٢٨

٢٧ +
١٢٨e ١

٢

٢٧ − ٨e١−x

٣ +
۵۶x
٢٧ − ۶۴e ١

٢x

٢٧ − ۴
٣e

١−xx− ٨
٩e

١−xx٢
)
η

+
( ۴

٢٧e − ٢۶
٢٧e ١

٢
+

٢e−x

٣ − ٨x
٢٧e +

١٣x
٢٧٢e ١

٢
+

٢
٩e

−xx٢
)
η٢

y٢(x) = −١۵١٩e
٢۴٣ +

١٠۵٢٨e ٣
٢

٢۴٣ − ٨٠٨٠e٢

٢۴٣
٢۵
٢٧e

٢−٣x − ۵۶٠e٢−x

٢٧ +
۴۴٨
٢٧ e

۵
٢−x

+
٣٠٣٨ex

٢۴٣ − ٧۶١۶
٢۴٣ e

٣
٢x+

۴٠۴٠e٢x

٢۴٣ +
٨
٢٧e

٢−٣xx− ٣٢٠
٢٧ e٢−xx+

٢٢۴
٢٧ e

۵
٢−xx

+
۴
٣e

٢−٣xx٢ − ٣٢٠
٨١ e٢−xx٢ +

۴۴٨
٨١ e

۵
٢−xx٢ +

٨
٢٧e

٢−٣xx٣ +
(۴٧۶

٨١ − ٣٣٩٢e ١
٢

٨١

+
٢۴٢٠e

٨١ +
٨
٩e

٢−٢x +
١٨۴
٩ e١−x − ١۶٠

٩ e
٣
٢−x − ٩۵٢x

٨١ +
٢٣۶٨e ١

٢x

٨١ − ١٢١٠ex
٨١

− ٢٣
٩ e٢−٢xx+

٣٠۴
٢٧ e١−xx− ١٢٨

٢٧ e
٣
٢−xx− ۴

٣e
٢−٢xx٢ +

١٢٨
٢٧ e١−xx٢

− ١۶٠
٢٧ e

٣
٢−xx٢ − ۴

٩e
٢−٢xx٣

)
η +

(
− ٧٩۶

٨١ − ٢٨١
١۶٢e +

١٠۴٢
٨١e ١

٢
− ۵

۶e
٢−١x

+
٢٠
٣ e

١
٢−x − ۵۶

٩ e−x +
٣٩٨x
٨١ +

٢٨١x
٨١e − ٢۴٠x

٨١e ١
٢

٧
٩e

٢−١xx+
٢۶
٢٧e

١
٢−xx

− ٨٨
٢٧e

−xx+
١
٣e

٢−١xx٢ +
٢٠
٩ e

١
٢−xx٢ − ١۶

٩ e−xx٢ +
٢
٩e

٢−١xx٣
)
η٢

+
( ۶٧

۴٨۶e٢ − ٣٠٨
٢۴٣e ٣

٢
+

۵٨٩
۴٨۶e +

١۶
٢٧e

−١−x − ٢۶
٢٧e

− ١
٢−x +

١١e−٢x

۵۴ − ۶٧x
٢۴٣e٢

+
٢٣٢x
٢۴٣e ٣

٢
− ۵٨٩

٩٧٢e +
٨
٢٧e

−١−xx− ٧
۵۴e

−٢xx+
١۶
٨١e

−١−xx٢ − ٢۶
٨١e

− ١
٢−xx٢

− ١
٢٧e

−٢xx٣
)
η٣

...



۵١ آدومیان تجزیه برای روشی .٣ . ١

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(٢)
٣ = y٠(x) + y١(x) + y٢(x)

=
e(٢x− ١)

١٫۵ +
۴٠e
٢٧ − ٢٢۴e ٣

٢

٢٧ +
١۴e٢−x

٣ − ٨٠ex
٢٧ +

١١٢
٢٧ e

٣
٢x+

٨
٣e

٢−x +
٨
٩e

٢−xx٢

− ١۵١٩e
٢۴٣ +

١٠۵٢٨e ٣
٢

٢۴٣ − ٨٠٨٠e٢

٢۴٣
٢۵
٢٧e

٢−٣x − ۵۶٠e٢−x

٢٧ +
۴۴٨
٢٧ e

۵
٢−x

+
٣٠٣٨ex

٢۴٣ − ٧۶١۶
٢۴٣ e

٣
٢x+

۴٠۴٠e٢x

٢۴٣ +
٨
٢٧e

٢−٣xx− ٣٢٠
٢٧ e٢−xx+

٢٢۴
٢٧ e

۵
٢−xx

+
۴
٣e

٢−٣xx٢ − ٣٢٠
٨١ e٢−xx٢ +

۴۴٨
٨١ e

۵
٢−xx٢ +

٨
٢٧e

٢−٣xx٣ +
(۴٧۶

٨١ − ٣٣٩٢e ١
٢

٨١

+
٢۴٢٠e

٨١ +
٨
٩e

٢−٢x +
١٨۴
٩ e١−x − ١۶٠

٩ e
٣
٢−x − ٩۵٢x

٨١ +
٢٣۶٨e ١

٢x

٨١ − ١٢١٠ex
٨١

− ٢٣
٩ e٢−٢xx+

٣٠۴
٢٧ e١−xx− ١٢٨

٢٧ e
٣
٢−xx− ۴

٣e
٢−٢xx٢ +

١٢٨
٢٧ e١−xx٢

− ١۶٠
٢٧ e

٣
٢−xx٢ − ۴

٩e
٢−٢xx٣ +

η(٢ − x)

١٫۵ +−٢٨
٢٧ +

١٢٨e ١
٢

٢٧ − ٨e١−x

٣ +
۵۶x
٢٧

− ۶۴e ١
٢x

٢٧ − ۴
٣e

١−xx− ٨
٩e

١−xx٢
)
η

+
(
− ٧٩۶

٨١ − ٢٨١
١۶٢e +

١٠۴٢
٨١e ١

٢
− ۵

۶e
٢−١x +

٢٠
٣ e

١
٢−x − ۵۶

٩ e−x +
٣٩٨x
٨١

+
٢٨١x
٨١e − ٢۴٠x

٨١e ١
٢
+

٧
٩e

٢−١xx+
٢۶
٢٧e

١
٢−xx− ٨٨

٢٧e
−xx+

١
٣e

٢−١xx٢ +
٢٠
٩ e

١
٢−xx٢

− ١۶
٩ e−xx٢ +

٢
٩e

٢−١xx٣ +
۴

٢٧e − ٢۶
٢٧e ١

٢
+

٢e−x

٣ − ٨x
٢٧e +

١٣x
٢٧٢e ١

٢
+

٢
٩e

−xx٢
)
η٢

+
( ۶٧

۴٨۶e٢ − ٣٠٨
٢۴٣e ٣

٢
+

۵٨٩
۴٨۶e +

١۶
٢٧e

−١−x − ٢۶
٢٧e

− ١
٢−x +

١١e−٢x

۵۴ − ۶٧x
٢۴٣e٢

+
٢٣٢x
٢۴٣e ٣

٢
− ۵٨٩

٩٧٢e +
٨
٢٧e

−١−xx− ٧
۵۴e

−٢xx+
١۶
٨١e

−١−xx٢ − ٢۶
٨١e

− ١
٢−xx٢

− ١
٢٧e

−٢xx٣
)
η٣

داریم: درونی نقاط در معادلات مشتق تطابق و بازه کل در پیوستگی بوسیله

dφ
(١)
٣ (x; η)

dx

∣∣∣
x= ١

٢

=
dφ

(٢)
٣ (x; η)

dx

∣∣∣
x= ١

٢

(٣ . ٧٩)

مرتبه از تقریبی ما حال η[φ٣] = ١٫۶۴٨۴٨ که می آوریم بدست را جواب maple نرم افزار کمک با حال
می کنیم: رابیان (٣ . ٧١) و (٣ . ٧٠) معادله جواب سوم

φ٣(x) = φ
(١)
٣ (x)Π(x;٠, ١

٢) + φ
(٢)
٣ (x)Π(x;

١
٢ ,١).

این رو از
Π(x;٠, ١

٢) = H(x;٠)−H(x;
١
٢)



۵٢ یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش .٣

و
Π(x;

١
٢ ,١) = H(x;

١
٢)−H(x;١)

که

H(x;٠) =

٠ x < ٠,

١ x ≥ ٠.
H(x;

١
٢) =

٠ x < ١
٢ ,

١ x ≥ ١
٢ .

H(x;١) =

٠ x < ١,

١ x ≥ ١.

نتیجه در

φ٣(x) =
(
− ٢٢٫١ + ٩٫۵x+ ۴٫۴e−xx٢ + ١۴٫٩e−xx+ ١٧٫۵e−x + ٠٫١۶e−٢xx٣ + ١٫۴e−٢xx٢

+ ۵٫٠۶e−٢xx+ ۵٫٣e−٢x)Π(x;٠, ١
٢) +

(
(−١٫۴x٢ − ٢٫١x− ۴٫٣)e−x

+ (٫٨x٢ + ٢٫۶x+ ۴٫۶)e−٢x + (−١١١٫۵ + ١٫۴x)e−٢xe−۴x + (۴٣٫٧ − ١٨٫۶x)e−٢xe٢x−١

+ (−٨٫٢ + ٨٫٢x)e−٢xe٢x+١ + ((۶٫۶ + ١٠٫٠٧x٢ + ۵٫٢x)ex + (−١۴٫٨ − ٧٫١x)e٢x

+ (−٢۴٫٩ − ٨٫٣x٢ + ٨٫١x)ex + ٢٫٠١x٣ + ١۵٫٨x٢ + ۴٧٫۴x+ ۴۴٫٧)e−٢x

+ (٫۶x٢ + ١٫٨)e−x + (١٫٣x− ٫۶۶)e− ١٩٫٩ + ۶٫٢x
)
Π(x;

١
٢ ,١).

دستگاه یک در را چندمرحله ای و معمولی آدومیان روش و تحلیلی روش جواب نمودار ما حال
دهیم: نشان را چندمرحله ای روش دقت تا می کنیم رسم مختصات

(نقطه) تحلیلی روش جواب نمودار و خط) و (نقطه معمولی آدومیان روش جواب نمودار و (خط) چندمرحله ای آدومیان روش جواب نمودار :٢.۴ شکل



۴ فصل

کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش

کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش ١ . ۴

حال پرداختیم معمولی حساب در آدومیان تجزیه روش و کوانتوم حساب بررسی به ما قبل قسمت های در
ابتدا بپردازیم است کوانتوم حساب به آدومیان تجزیه روش انتقال که خود اصلی هدف به می خواهیم ما
را چندمرحله ای آدومیان بعد بخش در و می کنیم پیگیری معمولی آدومیان تجزیه روش در را هدف این

می کنیم. بررسی

Lqy(x) +Rqy(x) +Nqy(x) = gq(x) (١ . ۴)

غیرخطی عملگر Nq است، پذیر وارون که کوانتوم مشتق مرتبه بالاترین عملگر Lq =
dnq

dqxn آن در که
بنابراین می باشد. شده شناخته تابع یک gq(x) و Lq از کمتر مرتبه از کوانتوم مشتق عملگر Rq و کوانتوم

داریم:

Lqy(x) = gq(x)−Rqy(x)−Nqy(x) (٢ . ۴)

بطوریکه

y(x) =
∞∑
n=٠

yn(x) (٣ . ۴)

یک به می تواند Nq(y) عملگر و می شود محاسبه یا تعیین بازگشتی به صورت معمولا” yn(x) مولفه که
شود: تجزیه جمله ای ها چند از نامتناهی سری

Nq(y(x)) =
∞∑
n=٠

Aqn(x) (۴ . ۴)



۵۴ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

می شوند: تعریف زیر به صورت و می شود[٢] نامیده آدومیان چندجمله ای Aqn که

Aqn =

[
١
n!

dnq
dqλn

Nq

( ∞∑
i=٠

λiyi(x)
)]

λ=٠

, n ≥ ٠, (۵ . ۴)

Aq٠ =

[
١
٠!

d٠
q

dqλ٠Nq

( ∞∑
i=٠

λiyi(x)
)]

λ=٠

=
[
Nq(y٠ + λy١ + λ٢y٢ + · · · )

]
λ=٠ = Nq(y٠),

Aq١ =

[
١
١!

dq
dqλ

Nq

( ∞∑
i=٠

λiyi(x)
)]

λ=٠

=

D(
y٠+λqy١+λ٢q٢y٢+···
y٠+λy١+λ٢y٢+···

)Nq

( ∞∑
i=٠

λiyi(x)
)

×Dq

( ∞∑
i=٠

λiyi(x)
)]

λ=٠

=

Nq

((y٠+λqy١+λ٢q٢y٢+···
y٠+λy١+λ٢y٢+···

)(∑∞
i=٠ λ

iyi(x)
))

−Nq

(∑∞
i=٠ λ

iyi(x)
)

((y٠+λqy١+λ٢q٢y٢+···
y٠+λy١+λ٢y٢+···

)∑∞
i=٠ λ

iyi(x)
)
−
(∑∞

i=٠ λ
iyi(x)

)
×Dq

( ∞∑
i=٠

λiyi(x)
)]

λ=٠

=

[
Nq(y٠ + λqy١ + · · · )−Nq(y٠ + λy١ + · · · )
(y٠ + λqy١ + · · · )− (y٠ + λy١ ++ · · · )

Dq

( ∞∑
i=٠

λiyi(x)
)]

λ=٠

=
dqNq

dqλ
(y٠)y١,

Aq٢ =?

...

داریم: کوانتومی معمولی آدومیان تجزیه روش ادامه در

Lqy(x) = gq(x)−Rqy(x)−Nqy(x); Lq =
dnq
dqxn

, Rq =
dmq
dqxm

, m < n (۶ . ۴)

داریم: Lq معکوس برای نتیجه در است معکوس پذیر Lq که است مشخص

L−١
q (·) =

n︷ ︸︸ ︷∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠
(·)

n︷ ︸︸ ︷
dqX · · · dqX (٧ . ۴)

نتیجه: در
L−١

q Lqy(x) = L−١
q g(x)− L−١

q Rqy(x)− L−١
q Nqy(x)

y(x) = L−١
q gq(x)− L−١

q Rqy(x)− L−١
q Nqy(x)

(۴ . ٣)داریم: و (۴ . ۴) کمک با حال

∞∑
n=٠

yn(x) = L−١
q (gq(x))− L−١

q R

(
∞∑
n=٠

yn(x)

)
− L−١

q

(
∞∑
n=٠

Aqn(x)

)
.
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داریم: (٧ . ۴) به توجه با همچنین و

∞∑
n=٠

yn(x) =

∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠
(gq(x)) dqX · · · dqX −

∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠

( dmq
dqxm

(
∞∑
n=٠

yn(x))
)
dqX · · · dqX

−
∫ x

٠
· · ·
∫ x

٠

( ∞∑
n=٠

Aqn(x)
)
dqX · · · dqX, m < n.

نتیجه: در

y٠(x) = f(x)− L−١
q (gq(x))

y١(x) = −L−١
q (Rq(y٠(x)))− L−١

q (Aq٠(x))

y٢(x) = −L−١
q (Rq(y١(x)))− L−١

q (Aq١(x))

...

yn+١(x) = −L−١
q (Rq(yn(x)))− L−١

q (Aqn(x))

(٨ . ۴)

اینصورت: در دهیم قرار yi اول جمله n+ ١ جمع که کنیم تعریف ی به صورت را ϕn تابع ما اگر که

φn(x) =
n∑

i=٠
yi(x) (٩ . ۴)

بطوریکه:

lim
n→∞

φn(x) = y(x) (١٠ . ۴)

جدید روش شرح ١ . ١ . ۴

نظر در را زیر کوانتومی غیرخطی دیفرانسیل معادله می پردازیم. جدید روش شرح به مثال یک با حال
بگیرید:

d٢
q

dqx٢y(x)−Nq(y(x)) = ٠, a ≤ x ≤ b (١١ . ۴)

است: شده داده رابین مرزی شرایط با که

py(a) + r
dqy

dqx
(a) = α (١٢ . ۴)

zy(b) + s
dqy

dqx
(b) = β (١٣ . ۴)

می کند: صدق زیر رابطه در p, z, r, s و غیرخطی تابع یک Nq(y(x)) که

ps− zr + pz(b− a) ̸= ٠ (١۴ . ۴)
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r ≤ ٠ و p, z, s ≥ ٠ اگر که
صفرنشوند. هم با p, r (الف)
نشوند. صفر هم با z, s (ب)
نشوند. صفر هم با z, p (ج)

داریم: همواره آن گاه
ps− zr + pz(b− a) > ٠

داریم: کلاسیک آدومیان روش و (١ . ١٧) براساس حال

Lqy = Nqy, a ≤ x ≤ b (١۵ . ۴)

می کنیم: تعریف زیر بصورت را L−١
qa,a عملگر ما پس Lq(·) =

d٢
q

dqx٢ (·) حال

L−١
qa,a(·) =

∫ x

a

∫ x

a

(·) dqXdqX (١۶ . ۴)

داریم: (١۵ . ۴) روی (١۶ . ۴) اعمال با حال

L−١
qa,a(Lqy) = L−١

qa,a(Nqy)

∫ x

a

∫ x

a

d٢
q

dqx٢y(x) dqXdqX =

∫ x

a

(
dq
dqx

y(x)− dqy

dqx
(a)) dqX

=

∫ x

a

dq
dqx

y(x) dqX −
∫ x

a

dqy

dqx
(a) dqX

= y(x)− y(a)− (x− a)
dqy

dqx
(a)

= L−١
qa,a(Nqy)

داریم: نتیجه در

y(x)− y(a)− (x− a)
dqy

dqx
(a) = L−١

qa,a(Nqy) (١٧ . ۴)

می کنیم: محاسبه x = b نقطه در (١٧ . ۴) در را y(x) مقدار حال

y(b) = y(a) +
(dqy
dqx

(a)
)
(b− a) + [L−١

qa,aNqy]x=b (١٨ . ۴)

که
[L−١

qa,a(·)]x=b =

∫ b

a

∫ x

a

(·) dqXdqX

داریم: x = b در dq
dqx

y(x) محاسبه و (١٧ . ۴) از گیری مشتق با

dqy

dqx
(b) =

dqy

dqx
(a) +

∫ b

a

Nqy(x) dqX (١٩ . ۴)



۵٧ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

داریم: (١٣ . ۴) در (١٨ . ۴) و (١٩ . ۴) دادن قرار با

z
(
y(a) + y

dqy

dqx
(a)(b− a) + [L−١

qa,aNqy]x=b

)
+ s
(dqy
dqx

(a) +

∫ b

a

Nqy dqX
)
= β

داریم: بالا فرمول کردن باز با

zy(a) +
(
z(b− a) + s

)dqy
dqx

(a) = β − z[L−١
qa,aNqy]x=b − s

∫ b

a

Nqy dqX (٢٠ . ۴)

می کنیم: حل را می آید پدید (١٢ . ۴) و (٢٠ . ۴) معادله از که زیر مجهولی دو و معادله دو zy(a)دستگاه +
(
z(b− a) + s

)
dqy

dqx
(a) = β − q[L−١

qa,aNqy]x=b − s
∫ b

a
Nqy dqX

py(a) + r dqy

dqx
(a) = α

(٢١ . ۴)

مجهولی دو و معادله دو دستگاه یک طریق از تا باشند خطی مستقل هم از معادله دو این اینکه برای حال
باید: آوریم بدست یکتا جوابی بتوانیم

∆ =

∣∣∣∣∣p r

z z(b− a) + s

∣∣∣∣∣ = ps− zr + pz(b− a) ̸= ٠, (٢٢ . ۴)

داریم: (٢١ . ۴) دستگاه حل با حال دارد. وجود خطی استقلال (١۴ . ۴) به توجه با که

y(a) =
١
∆

(
zα(b− a) + sα− rβ + zr[L−١

qa,aNqy]x=b + rs

∫ b

a

Nqy dqX
)
, (٢٣ . ۴)

dqy

dqx
(a) =

١
∆

(
pβ − zα− pz[L−١

qa,aNqy]x=b − ps

∫ b

a

Nqy dqX
)
. (٢۴ . ۴)

داریم: (١٨ . ۴) در (٢٣ . ۴) و (٢۴ . ۴) جایگذاری با

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
+ L−١

qa,aNqy

− p(x− a)− r

∆

(
z[L−١

qa,aNqy]x=b + s

∫ b

a

Nqy dqX
)

(٢۵ . ۴)

جزء و می شود مشخص مسأله صورت طریق از و است آزاد نامشخص یا نامعین ضریب هر آن در که
داریم: آن شرایط و آدومیان تجزیه روش از استفاده با حال می باشد. مسأله مفروضات

y(x) =
∞∑
n=٠

yn(x), Nqy(x) =
∞∑
n=٠

Aqn (٢۶ . ۴)

داریم: آدومیان تجزیه شرایط و (٢۶ . ۴) و (٢۵ . ۴) جایگذاری با
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y٠(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
, (٢٧ . ۴)

yn(x) = L−١
qa,aNqy −

p(x− a)− r

∆

(
z[L−١

qa,aNqy]x=b + s

∫ b

a

Nqy dqX
)
, n ≥ ١, (٢٨ . ۴)

نتیجه: در

φm(x) =
m−١∑
n=٠

yn(x), n ≥ ١ (٢٩ . ۴)

که:

lim
m→∞

φm(x) = y(x) (٣٠ . ۴)

کوانتومی آدومیان تجزیه روش مرحله ای چند شکل

برای کوانتومی آدومیان تجزیه روش چندمرحله ای شکل تشریح یعنی خود اصلی کار به می خواهیم ما حال
می کنیم: تقسیم زیربازه N − ١ به را [a, b] بازه ابتدا در بپردازیم. مرزی شرایط با غیرخطی مسأله

a = x٠ < x١ < x٢ < · · · < xi < · · · < xN = b.

نظر در شکل همین به را درونی نقاط از مقادیری y(xi) = ηi و i = ١,٢, · · · , N − ١ کنیم فرض
را مرزی مقدار مسأله ما ،[a, x١] چپ زیر  بازه در است. نامعین ضریب ،N − ١ دهنده نشان که بگیرید

می کنیم. حل رابین و دیریکله مرزی شرایط از ترکیبی با

Lqy = Nqy, a ≤ x ≤ x١, (٣١ . ۴)

py(a) + r
dqy

dqx
(a) = α, y(x١) = η١ (٣٢ . ۴)

می شود: داده نشان زیر به صورت تقریب m−ام مرحله و

φ(١)
m (x) = φ(١)

m (x; η١) =
m−١∑
k=٠

y
(١)
k (x)

با را مرزی مقدار مسأله ما [xi−١, xi], i = ٢,٣, · · · , N − ١ درونی زیربازه های در همچنین و
می کنیم: حل دیریکله مرزی شرایط از مجموعه ای

Lqy = Nqy, xi−١ ≤ x ≤ xi, (٣٣ . ۴)

y(xi−١) = ηi−١, y(xi) = ηi (٣۴ . ۴)

می شود: داده نشان زیر به صورت تقریب m−ام مرحله و

φ(i)
m (x) = φ(i)

m (x; ηi−١, ηi) =
m−١∑
k=٠

y
(i)
k (x), i = ٢,٣, · · · , N − ١.
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رابین مرزی شرایط از ترکیبی با را مرزی مقدار مسأله [xN−١, b] به صورت که هم راست سمت زیربازه در
می کنیم: حل دیریکله و

Lqy = Nqy, xN−١ ≤ x ≤ b, (٣۵ . ۴)

y(xN−١) = ηN−١, zy(b) + s
dqy

dqx
(b) = β (٣۶ . ۴)

می شود: داده نشان زیر به صورت تقریب m−ام مرحله و

φ(N)
m (x) = φ(N)

m (x; ηN−١) =
m−١∑
k=٠

y
(N)
k (x).

داریم: بازه کل در پیوستگی به توجه با

dqφ
(i)
m

dqx
(xi) =

dqφ
(i+١)
m

dqx
(xi), i = ١,٢, · · · , N − ١, (٣٧ . ۴)

همچنین کنیم. محاسبه را η١, η٢, · · · , ηN−١ ضریب N − ١ تا می دهیم تطبیق پی در پی به صورت
دارد، وجود η١, η٢, · · · , ηN−١ ضریب برای که جواب هایی یابد، افزایش m اگر که کنیم یادآوری باید
وسیله به ηk واقعی مقدار از تقریبی که ηk[φm] که می دهیم مانشان است. واقعی جواب به نزدیکتر

می آید. بدست (٣٧ . ۴) معادله مطابق φ
(i)
m (x), i = ١,٢, · · ·N تطبیق

تقریب حاصل φ
(١)
m (x, η١[φm]), φ

(٢)
m (x, η١[φm], η٢[φm]), · · · , φ(N)

m (x, ηN−١[φm])ترکیب با سپس
می باشد زیر به صورت که می کنیم استفاده پله ای١ تابع از جواب، از مرحله m−امین

φm(x) =
N∑
i=١

φ(i)
m (x)Π(x;xi−١, xi), (٣٨ . ۴)

می شود: تعریف زیر به صورت هویساید تابع کمک با را باکس کار تابع که

Π(x;xi−١, xi) = H(x;xi−١)−H(x;xi) (٣٩ . ۴)

که:

H(x; xi−١) =

٠ x < xi−١,

١ x ≥ xi−١.
, H(x;xi) =

٠ x < xi,

١ x ≥ xi.
(۴٠ . ۴)

بیان و(۴ . ١٣) و(۴ . ١٢) (١١ . ۴) مرزی شرایط با مسأله برای را مرزی شرایط مختلف حالت های حال
می کنیم

دیریکله مرزی شرایط .١ حالت

y(a) = α, y(b) = β, (۴١ . ۴)
١boxcar



۶٠ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

نتیجه در r = s = ٠ و p = z = ١ دهیم قرار اگر (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر بصورت (٢۵ . ۴) معادله و ∆ = b− a

y(x) =
β(x− a) + α(b− x)

b− a
+ L−١

qa,aNqy(x)−
x− a

b− a
[L−١

qa,aNqy(x)]x=b. (۴٢ . ۴)

دیریکله و رابین مرزی شرایط از ترکیبی .٢ حالت

py(a) + r
dqy

dqx
(a) = α, y(b) = β, (۴٣ . ۴)

∆ = p(b−a)− r نتیجه در s = ٠ و z = ١ دهیم قرار اگر (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر بصورت (٢۵ . ۴) معادله و

(۴۴ . ۴)

y(x) =
α(b− x) + pβ(x− a)− rβ

p(b− a)− r
+ L−١

qa,aNqy(x)−
p(x− a)− r

p(b− a)− r
[L−١

qa,aNqy(x)]x=b.

نویمن و رابین مرزی شرایط از ترکیبی .٣ حالت

py(a) + r
dqy

dq
(a) = α,

dqy

dqx
(b) = β, (۴۵ . ۴)

معادله و ∆ = p نتیجه در s = ١ و z = ٠ دهیم قرار اگر (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر بصورت (٢۵ . ۴)

y(x) = β(x− a) +
α− rβ

p
+ L−١

qa,aNqy(x)−
p(x− a)− r

p

∫ b

a

Nqy(x) dqX. (۴۶ . ۴)

آوردیم: ٣ مورد زیر در را معکوس خطی عملگرهای سایر

L−١
qb,b

(.) =

∫ x

b

∫ x

b

(·) dqXdqX, (۴٧ . ۴)

L−١
qa,b

(.) =

∫ x

a

∫ x

b

(·) dqXdqX, (۴٨ . ۴)

L−١
qb,a

(.) =

∫ x

b

∫ x

a

(·) dqXdqX. (۴٩ . ۴)

داریم: (١۵ . ۴) و L−١
qb,b

(.) عملگر از استفاده با

L−١
qb,b

(Lqy(x)) = L−١
qb,b

(Nqy(x))∫ x

b

∫ x

b

d٢
q

dqx٢y(x) dqXdqX =

∫ x

b

(
dq
dqx

y(x)− dqy

dqx
(b)) dqX

=

∫ x

b

dq
dqx

y(x) dqX −
∫ x

b

dqy

dqx
(b) dqX

= y(x)− y(b)− (x− b)
dqy

dqx
(b)

= L−١
qb,b

(Nqy(x))



۶١ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

داریم: نتیجه در

y(x)− y(b)− (x− b)
dqy

dqx
(b) = L−١

qb,b
(Nqy(x)) (۵٠ . ۴)

داریم: (٣٠ . ۴) تا (١١ . ۴) از شده پیاده الگوریتم از استفاده با

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
+ L−١

qb,b
Nqy(x)

+
z(x− b)− s

∆

(
p[L−١

qb,b
Nqy(x)]x=a + r

∫ a

b

Nqy(x) dqX
)
, (۵١ . ۴)

همچنین: و

y٠(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
,

yn(x) = L−١
qb,b

Aq(n−١) +
z(x− b)− s

∆

(
p[L−١

qb,b
Aq(n−١) ]x=a + r

∫ a

b

Aq(n−١) dqX
)
, n ≥ ١,

(۵٢ . ۴)

داریم: (١۵ . ۴) معادله برای L−١
qa,b

(.) عملگر بردن به کار با بعد مرحله ی در همچنین

y(x)− y(a)− (x− a)
dqy

dqx
(b) = L−١

qa,b
(Nqy(x)) (۵٣ . ۴)

می کنیم: محاسبه x = b نقطه در (۵٣ . ۴) معادله برای را y(x) مقدار حال

y(b) = y(a) +
dqy

dqx
(b)(b− a) + [L−١

qa,b
Nqy(x)]x=b (۵۴ . ۴)

که

[L−١
qa,b

(·)]x=b =

∫ b

a

∫ x

b

(·) dqXdqX (۵۵ . ۴)

داریم: x = b در را dq
dqx

y(x) آن گاه

∫ b

a

∫ x

b

d٢
q

dqx٢y(x) dqXdqX =

∫ b

a

∫ x

b

Nqy(x) dqXdqX∫ x

b

d٢
q

dqx٢y(x) dqX =

∫ x

b

Nqy(x) dqX

dq
dq
y(X)

∣∣∣x
b
=

∫ x

b

Nqy(x) dqX

dq
dqx

y(x) =
dqy

dqx
(b) +

∫ x

b

Nqy(x) dqX



۶٢ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

x=a
=⇒ dqy

dqx
(a) =

dqy

dqx
(b) +

∫ a

b

Nqy(x) dqX (۵۶ . ۴)

داریم: (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) در (۵۶ . ۴) و (۵٣ . ۴) دادن قرار با zy(a)حال +
(
q(b− a) + s

)
dqy

dqx
(b) = β − q[L−١

qa,b
Nqy(x)]x=b

py(a) + r dqy

dqx
(b) = α− r

∫ b

a
Nqy(x) dqX

(۵٧ . ۴)

جایگذاری و dqy

dqx
(b) و y(a) آوردن وبدست بالا معادله دستگاه حل با می باشد. خطی مستقل فوق دستگاه

داریم: (۵٣ . ۴) در آن

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
+ L−١

qa,b
Nqy(x)

− pz(x− a)− zr

∆
[L−١

qa,b
Nqy(x)]x=b −

rs+ zr(b− x)

∆

∫ b

a

Nqy(x) dqX. (۵٨ . ۴)

داریم: (۵٢ . ۴) مطابق بازگشتی شکل و (۵٨ . ۴) معادله از

y٠(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
,

yn(x) = L−١
qa,b

Aq(n−١)(x)−
١
∆

(
z(p(x− a)− r)[L−١

qa,b
Aq(n−١)(x)]x=b

+ r(z(b− x) + s)

∫ b

a

Aq(n−١)(x) dqX
)
, n ≥ ١. (۵٩ . ۴)

داریم: (١۵ . ۴) معادله روی L−١
qb,a

Nqy(x) عملگر بردن به کار با همچنین و

y(x)− y(b)− (x− b)
dqy

dqx
(a) = L−١

qb,a
(Nqy(x)) (۶٠ . ۴)

داریم: L−١
qa,b

Nqy(x) عملگر برای قبل مشابه عملگر روش از استفاده با

y(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
+ L−١

qb,a
Nqy(x)

+
pz(x− b)− ps

∆
[L−١

qb,a
Nqy(x)]x=a +

ps(a− x) + rs

∆

∫ b

a

Nqy(x) dqX. (۶١ . ۴)

داریم: (۵٢ . ۴) مطابق بازگشتی شکل و (۶١ . ۴) معادله از

y٠(x) =
١
∆

(
sα− rβ + pβ(x− a) + zα(b− x)

)
,

yn(x) = L−١
qb,a

Aq(n−١)(x) +
١
∆

(
p(z(x− b)− s)[L−١

qb,a
Aq(n−١)(x)]x=a

+ s(p(a− x) + r)

∫ b

a

Aq(n−١)(x) dqX
)
, n ≥ ١. (۶٢ . ۴)



۶٣ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

رابین و دیریکله مرزی شرایط از ترکیبی .۴ حالت

y(a) = α, zy(b) + s
dqy

dqx
(b) = β, (۶٣ . ۴)

∆ = z(b−a)+ s نتیجه در r = ٠ و p = ١ دهیم قرار اگر (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر بصورت (٢۵ . ۴) معادله و

(۶۴ . ۴)

y(x) =
β(a− x) + zα(x− b)− sα

z(a− b)− s
+ L−١

qb,b
Nqy(x)−

z(x− b)− s

z(a− b)− s
[L−١

qb,b
Nqy(x)]x=a.

رابین و نویمن مرزی شرایط از ترکیبی .۵ حالت

dqy

dqx
(a) = α, zy(b) + s

dqy

dqx
(b) = β, (۶۵ . ۴)

معادله و ∆ = −z نتیجه در r = ١ و p = ٠ دهیم قرار اگر (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مرزی شرایط با مطابق
می آید: در زیر بصورت (٢۵ . ۴)

y(x) = α(x− b) +
β − sα

q
+ L−١

qb,b
Nqy(x)−

z(x− b)− s

q

∫ a

b

Nqy(x) dqX. (۶۶ . ۴)

نویمن و دیریکله مرزی شرایط از ترکیبی .۶ حالت

y(a) = α,
dqy

dqx
(b) = β, (۶٧ . ۴)

∆ = ١ نتیجه در p = s = ١ و z = r = ٠ دهیم قرار اگر (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مرزی شرایط با مطابق
داریم: (۵٣ . ۴) معادله از و

y(x) = α + β(x− a) + L−١
qa,b

Nqy(x). (۶٨ . ۴)

دیریکله و نویمن مرزی شرایط از ترکیبی .٧ حالت

dqy

dqx
(a) = α, y(b) = β, (۶٩ . ۴)

∆ = −١ نتیجه در p = s = ٠ و z = r = ١ دهیم قرار اگر (١٣ . ۴) و (١٢ . ۴) مرزی شرایط با مطابق
داریم: (۶٠ . ۴) معادله از و

y(x) = β + α(x− b) + L−١
qb,a

Nqy(x). (٧٠ . ۴)

غیرخطی معادله .١ . ١ . ۴ مثال

d٢

dx٢y(x) = ۶(y(x))٢, ٠ ≤ x ≤ ١ (٧١ . ۴)



۶۴ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

کنید: حل زیر دیریکله مرزی شرایط با (٠)yرا = ١

y(١) = ١
۴

(٧٢ . ۴)

a = ٠, b = ١, داریم مرزی شرایط با مساله این برای و می باشد y∗(x) = (١+x)−٢ مساله دقیق جواب
داریم: (١۵ . ٣) معادله براساس بنابراین ∆ = ١ و p = ١, q = ١, r = ٠, s = ٠, α = ١, β = ١

۴

y(x) = ١ − ٣
۴x+ ۶L−١

٠,٠Ny − ۶x[L−١
٠,٠Ny]x=١ (٧٣ . ۴)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = ١ − ٣
۴x

y١(x) = ۶L−١
٠,٠A٠ − ۶x[L−١

٠,٠A٠]x=١

yn(x) = ۶L−١
٠,٠An−١ − ۶x[L−١

٠,٠An−١]x=١, n ≥ ٢

می باشد: زیر به صورت Ny = y٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای و

A٠ = y٢
٠

A١ = ٢y٠y١

A٢ = ٢y٠y٢ + y٢
١

...

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = ١ − ٣
۴x

y١(x) = −۵٧x
٣٢ + ٣x٢ − ٣x٣

٢ +
٩x۴

٣٢

y٢(x) =
٨٧٣x
٨٩۶ − ۵٧x٣

١۶ +
۵۵۵x۴

١٢٨ − ٩x۵

۴ +
٩x۶

١۶ − ٢٧x٧

۴۴٨
...

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ٣ = y٠(x)+y١(x)+y٢(x) = ١− ١٣٩۵x
٨٩۶ +٣x٢− ٨١x٣

١۶ +
۵٩١x۴

١٢٨ − ٩x۵

۴ +
٩x۶

١۶ − ٢٧x٧

۴۴٨

یا

y(x) ≈ ١ − ١٣٩۵x
٨٩۶ + ٣x٢ − ٨١x٣

١۶ +
۵٩١x۴

١٢٨ − ٩x۵

۴ +
٩x۶

١۶ − ٢٧x٧

۴۴٨



۶۵ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

می کنیم: محاسبه زیر بصورت و می کنیم معرفی را |Em(x)| = |φm(x) − y∗(x)| خطا تابع ما حال
داریم: m = ١ برای

|E١(x)| =
١
۴

∣∣∣٣x٣ + ٢x٢ − ۵x
(١ + x)٢

∣∣∣
داریم: m = ٢ برای

|E٢(x)| =
١
٣٢

∣∣∣٩x۶ − ٣٠x۵ + ٩x۴ + ۶٣x٣ − ٣۴x٢ − ١٧x
(١ + x)٢

∣∣∣
داریم: m = ٣ برای

|E٣(x)| =
١

٨٩۶

×
∣∣∣(۵۴x٩ − ٣٩۶x٨ + ١٠۶٢x٧ − ۶٠٩x۶ − ١٧٢٢x۵ + ٢٢۴٧x۴

(١ + x)٢

+
۵۵۵x٣ − ٧٩۴x٢ − ٣٩٧x

)
(١ + x)٢

∣∣∣
بازه که باشیم داشته یاد به باید و می پردازیم خطا٢ تحلیل به x حسب بر |Em(x)| نمودار رسم با حال

می باشد ٠ ≤ x ≤ ١ بازه ما بررسی مورد

(خط) E٣(x) تابع و خط) و (نقطه E٢(x) تابع و (نقطه) E١(x) تابع :١.۴ شکل

[٠,١] بازه و می کنیم تظریف را بازه ابتدا می کنیم. حل چند مرحله ای آدومیان روش با را مثال این حال
مرزی مقدار زیرمساله دو سپس ،y(١

٢) = η کنید فرض می کنیم. تقسیم [١٢ ,١] و [٠, ١
٢ ] زیربازۀ دو به

می کنیم حل را زیر
مساله

d٢

dx٢y(x) = ۶(y(x))٢, ٠ ≤ x ≤ ١
٢ (٧۴ . ۴)

٢error analysis



۶۶ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

زیر دیریکله مرزی شرایط با

y(٠) = ١

y(١
٢) = η

(٧۵ . ۴)

مساله و

d٢

dx٢y(x) = ۶(y(x))٢,
١
٢ ≤ x ≤ ١ (٧۶ . ۴)

زیر دیریکله مرزی شرایط با

y(١
٢) = η

y(١) = ١
۴

(٧٧ . ۴)

a = ٠, b = ١
٢ , داریم [٠, ١

٢ ] بازه روی (٧۵ . ۴) و (٧۴ . ۴) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله برای
داریم: (٣ . ٣٢) معادله براساس بنابراین ∆ = ١

٢ و p = ١, q = ١, r = ٠, s = ٠, α = ١, β = η

y(x) = ٢
(
ηx+ (

١
٢ − x)

)
+ ۶L−١

٠,٠Ny − ١٢x[L−١
٠,٠Ny]x= ١

٢
(٧٨ . ۴)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = ٢(η − ١)x+ ١

y١(x) = ۶L−١
٠,٠A٠ − ١٢x[L−١

٠,٠A٠]x= ١
٢

y٢(x) = ۶L−١
٠,٠A١ − ١٢x[L−١

٠,٠A١]x= ١
٢

yn(x) = ۶L−١
٠,٠An−١ − ١٢x[L−١

٠,٠An−١]x= ١
٢
, n ≥ ٢

می باشد: زیر به صورت Ny = y٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای و

A٠ = y٢
٠

A١ = ٢y٠y١

A٢ = ٢y٠y٢ + y٢
١

...



۶٧ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = ٢(η − ١)x+ ١

y١(x) = − ١
١٠η − ١٠

(
(η۴ + ٢η٣ + (٢٠x٣ + ٣)η٢ + (۴٠x٣ − ۴٠x٢ + ۴)a

− ٢٠x٣ + ۴٠x٢ − ٣٠x+ ۵)(η − ١)x
)

y٢(x) = − ١
٢٨٠η − ٢٨٠

(
(η − ١)x(−٣٢٠η٣x۶ + ۵۶η۵x٣ + ٩۶٠η٢x۶ + ۵۶η۴x٣

− ١١٢٠η٢x۵ − ٩۶٠ηx۶ + ۵۶η۴x٢ + ۵۶η٣x٣ + ٢٢۴٠ηx۵ + ٣٢٠x۶ − ٧η۵ + ١١٢η٣x٢

+ ۵۶η٢x٣ − ١۶٨٠ηx۴ − ١١٢٠x۵ − ٢١η۴ + ١۶٨η٢x٢ + ۵۶ηx٣ + ١۶٨٠x۴ − ٣٠η٣

+ ٢٢۴ηx٢ − ١١٢٠x٣ − ٢٩η٢ + ٢٨٠x٢ − ١٣η − ۵)
)

...

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(١)
٣ = − ١

٢٨٠η − ٢٨٠
(

۵۶
(
− ۵ − ۴٠

٧ (η − ٣(١x٧ − ٢٠(η − ٢(١x۶ + (٣٠ − ٣٠η)x۵

+ (η۵ + η۴ + η٣ − ٩η٢ + ٢١η − ٣٠)x۴ + (η۴ + ٢η٣ + ٣η٢ − ١۶η + ٢۵)x٣ − ١۵x٢

+ (
−١
٨ η۵ +

١
٨η

۴ +
١٣
٢٨η

٣ +
۵۵
۵۶η

٢ +
۵٩۵
۵۶ − ۴۶١

۵۶ η)x
)
(η − ١)

)

یا

y(x) ≈ − ١
٢٨٠η − ٢٨٠

(
۵۶
(
− ۵ − ۴٠

٧ (η − ٣(١x٧ − ٢٠(η − ٢(١x۶ + (٣٠ − ٣٠η)x۵

+ (η۵ + η۴ + η٣ − ٩η٢ + ٢١η − ٣٠)x۴ + (η۴ + ٢η٣ + ٣η٢ − ١۶η + ٢۵)x٣ − ١۵x٢

+ (
−١
٨ η۵ +

١
٨η

۴ +
١٣
٢٨η

٣ +
۵۵
۵۶η

٢ +
۵٩۵
۵۶ − ۴۶١

۵۶ η)x
)
(η − ١)

)

می کنیم حل [١
٢ ,١] بازه روی را (٧٧ . ۴) و (٧۶ . ۴) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله حال

بنابراین ∆ = ١
٢ و a = ١

٢ , b = ١, p = ١, q = ١, r = ٠, s = ٠, α = η, β = ١
۴ داریم نتیجه در

داریم: (۴٣ . ١) معادله براساس

y(x) = (−٢η + ١
٢)x+ (٢η − ١

۴) + ۶L−١
١,١Ny + ١٢(x− ١)[L−١

١,١Ny]x= ١
٢

(٧٩ . ۴)



۶٨ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = (−٢η + ١
٢)x+ (٢η − ١

۴)

y١(x) = ۶L−١
١,١A٠ + ١٢(x− ١)[L−١

١,١A٠]x= ١
٢

y٢(x) = ۶L−١
١,١A١ + ١٢(x− ١)[L−١

١,١A١]x= ١
٢

yn(x) = ۶L−١
١,١An−١ + ١٢(x− ١)[L−١

١,١An−١]x= ١
٢
, n ≥ ٢

می باشد: زیر به صورت Ny = y٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای قبل قسمت مانند

A٠ = y٢
٠

A١ = ٢y٠y١

A٢ = ٢y٠y٢ + y٢
١

...

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = (−٢η + ١
٢)x+ (٢η − ١

۴)

y١(x) =
۵١٢(a− ١

۴)(x− ١)
(
(a− ١

۴)
٢x٢)(x− ١

٢)

۵۶η − ۶۴

+

(
(−۵

٢η
٢ + ٣

۴η −
١
٣٢)x+ ٧

۴η
٢ − ١

٨η +
١
۶۴
)
(x− ١

٢)

۵۶η − ۶۴

y٢(x) = − ١
٢٨۶٧٢η − ٧١۶٨

(
٣٢٧۶٨(a− ١

۴(x− ١)(x− ١
٢)
(
(η − ١

۴)
٣x۵

− ١١
٢ (η − ١

۴)
٢(η − ١

١١)x
۴ + (

۴٩
۴ η٣ − ٢١

۴ η٢ +
٢١
٣٢η

− ٧
٢۵۶)x

٣ + (−٢١۵
١۶ η٣ +

٢٣٩
۶۴ η٢ − ٨۵

٢۵۶η +
١٩

١٠٢۴)x
٢

+ (
٢٢٣
٣٢ η٣ − ١٣٧

١٢٨η
٢ +

۵٣
۵١٢η −

١٣
٢٠۴٨)x− ٧٧

۶۴η
٣

+
٣۵
٢۵۶η

٢ − ٧
١٠٢۴η +

٧
۴٠٩۶

))
...



۶٩ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه سوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(٢)
٣ = y٠(x) + y١(x) + y٢(x) = − ١

٢٨۶٧٢η − ٧١۶٨
(

٣٢٧۶٨(η − ١
۴)
(
(η − ١

۴)
٣x٧

− ٧(η − ١
۴)

٢(η − ١
٨)x

۶ + ٢١(η − ١
۴)(η −

١
٨)

٢x۵ + (−۵۵٣
١۶ η٣ +

٧٣۵
۶۴ η٢

− ١٨٩
٢۵۶η −

٣۵
١٠٢۴)x

۴ + (
١٣٣
۴ η٣ − ١۴٧

۶۴ η٢ − ٢١٧
١٢٨η +

١٧۵
١٠٢۴)x

٣ − ١۴٧
٨

× (η٢ +
١
٢η −

١
١۶(a−

١
٨)x

٢ + (
۶۶٧
١٢٨η

٣ +
٣٠٩٣
۵١٢ η٢ − ٣٠٧١

٨١٩٢
+

١۶٩۵
٢٠۴٨η)x+

١۶٨٧
٨١٩٢ − ٣٣۶٧

٢٠۴٨η −
٧۴٩
۵١٢η

٢ − ٧٧
١٢٨η

٣))
یا

y(x) ≈ − ١
٢٨۶٧٢η − ٧١۶٨

(
٣٢٧۶٨(η − ١

۴)
(
(η − ١

۴)
٣x٧

− ٧(η − ١
۴)

٢(η − ١
٨)x

۶ + ٢١(η − ١
۴)(η −

١
٨)

٢x۵ + (−۵۵٣
١۶ η٣ +

٧٣۵
۶۴ η٢

− ١٨٩
٢۵۶η −

٣۵
١٠٢۴)x

۴ + (
١٣٣
۴ η٣ − ١۴٧

۶۴ η٢ − ٢١٧
١٢٨η +

١٧۵
١٠٢۴)x

٣ − ١۴٧
٨

× (η٢ +
١
٢η −

١
١۶(a−

١
٨)x

٢ + (
۶۶٧
١٢٨η

٣ +
٣٠٩٣
۵١٢ η٢ − ٣٠٧١

٨١٩٢
+

١۶٩۵
٢٠۴٨η)x+

١۶٨٧
٨١٩٢ − ٣٣۶٧

٢٠۴٨η −
٧۴٩
۵١٢η

٢ − ٧٧
١٢٨η

٣))
داریم: درونی نقاط در معادلات مشتق تطابق و بازه کل در پیوستگی بوسیله

dφ
(١)
٣ (x; η)

dx

∣∣∣
x= ١

٢

=
dφ

(٢)
٣ (x; η)

dx

∣∣∣
x= ١

٢

(٨٠ . ۴)

تقریبی ما حال η[φ٣] = ٠٫٣٢٩٨۴٢٠۵٩۵ که می آوریم بدست را جواب maple نرم افزار کمک با حال
می کنیم: رابیان (٧٢ . ۴) و (٧١ . ۴) معادله جواب سوم مرتبه از

φ٣(x) = φ
(١)
٣ (x)Π(x;٠, ١

٢) + φ
(٢)
٣ (x)Π(x;

١
٢ ,١).

این رو از
Π(x;٠, ١

٢) = H(x;٠)−H(x;
١
٢)

و
Π(x;

١
٢ ,١) = H(x;

١
٢)−H(x;١)

که

H(x;٠) =

٠ x < ٠,

١ x ≥ ٠.
H(x;

١
٢) =

٠ x < ١
٢ ,

١ x ≥ ١
٢ .

H(x;١) =

٠ x < ١,

١ x ≥ ١.



٧٠ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

نتیجه در

φ٣(x) =
(
١ − ٠٫٢x٧ + ١٫۵x۶ − ٣٫٧x۵ + ۴٫۶x۴ − ٣٫٩x٣ + ٣x٢ − ١٫٨x

)
Π(x;٠, ١

٢)

+
(
− ٠٫٢x٧ + ٠٫٣x۶ − ٠٫١x۵ + ٠٫۵x۴ − ١٫١x٣ + ١٫٣x٢ − ١٫٢x+ ٠٫٧

)
× Π(x;

١
٢ ,١).

مختصات دستگاه یک در را چندمرحله ای و معمولی آدومیان روش و تحلیلی روش جواب نمودار ما حال
دهیم: نشان را چندمرحله ای روش دقت تا می کنیم رسم

(خط) تحلیلی روش جواب نمودار و خط) و (نقطه معمولی آدومیان روش جواب نمودار و (نقطه) چندمرحله ای آدومیان روش جواب نمودار :٢.۴ شکل

کوانتومی غیرخطی معادله

d٢
q

dqx٢y(x) = ۶(y(x))٢, ٠ ≤ x ≤ ١ (٨١ . ۴)

کنید: حل زیر دیریکله مرزی شرایط با (٠)yرا = ١

y(١) = ١
۴

(٨٢ . ۴)

a = ٠, b = ١, داریم مرزی شرایط با مساله این برای و می باشد y∗(x) = ١
(١+x)٢

q
مساله دقیق جواب

داریم: (۴٢ . ۴) معادله براساس بنابراین ∆ = ١ و p = ١, z = ١, r = ٠, s = ٠, α = ١, β = ١
۴

y(x) = ١ − ٣
۴x+ ۶L−١

q٠,٠Nqy − ۶x[L−١
q٠,٠Nqy]x=١ (٨٣ . ۴)



٧١ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = ١ − ٣
۴x

y١(x) = ۶L−١
q٠,٠Aq٠ − ۶x[L−١

q٠,٠Aq٠ ]x=١

yn(x) = ۶L−١
q٠,٠Aqn−١ − ۶x[L−١

q٠,٠Aqn−١ ]x=١, n ≥ ٢

می باشد: زیر به صورت Ny = y٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای و

Aq٠ = y٢
٠

Aq١ = [٢]y٠y١

Aq٢ = [٢]y٠y٢ + y٢
١

...

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = ١ − ٣
۴x

y١(x) =
( ٢٧q

٨ × [۴]× [٣]
(
(x− ۴

٣q
−١)۴)− ٢۵۶

٨١ q٢)+ ( ۴q
٣ × [٣]

))
− ۶x

(−۴٨q۴ − ١۵۶q٣ − ١٢q٢ − ٧۵q + ٣۶
١۴۴ × [۴]× [٣] +

۴q
٣ × [٣]

)
...

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه دوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ٢ = y٠(x) + y١(x) = ١ − ٣
۴x+

( ٢٧q
٨ × [۴]× [٣]

(
(x− ۴

٣q
−١)۴)− ٢۵۶

٨١ q٢)+ ( ۴q
٣ × [٣]

))
− ۶x

(−۴٨q۴ − ١۵۶q٣ − ١٢q٢ − ٧۵q + ٣۶
١۴۴ × [۴]× [٣] +

۴q
٣ × [٣]

)
یا

y(x) ≈ ١ − ٣
۴x+

( ٢٧q
٨ × [۴]× [٣] (x− ۴

٣q
−١)۴ − ٢۵۶

٨١ q٢)+ ( ۴q
٣ × [٣]

))
− ۶x

(−۴٨q۴ − ١۵۶q٣ − ١٢q٢ − ٧۵q + ٣۶
١۴۴ × [۴]× [٣] +

۴q
٣ × [٣]

)
را بازه ابتدا می کنیم. حل کوانتوم حساب در چند مرحله ای آدومیان تجزیه روش با را مثال این حال
سپس ،y(١

٢) = η کنید فرض می کنیم. تقسیم [١
٢ ,١] و [٠, ١

٢ ] زیربازۀ دو به [٠,١] بازه و می کنیم تظریف



٧٢ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

می کنیم حل را زیر مرزی مقدار زیرمساله دو
مساله

d٢
q

dqx٢y(x) = ۶(y(x))٢, ٠ ≤ x ≤ ١
٢ (٨۴ . ۴)

زیر دیریکله مرزی شرایط (٠)yبا = ١

y(١
٢) = η

(٨۵ . ۴)

مساله و

d٢
q

dqx٢y(x) = ۶(y(x))٢,
١
٢ ≤ x ≤ ١ (٨۶ . ۴)

زیر دیریکله مرزی شرایط ١)yبا
٢) = η

y(١) = ١
۴

(٨٧ . ۴)

a = ٠, b = ١
٢ , داریم [٠, ١

٢ ] بازه روی (٨۵ . ۴) و (٨۴ . ۴) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله برای
داریم: (۴٢ . ۴) معادله براساس بنابراین ∆ = ١

٢ و p = ١, z = ١, r = ٠, s = ٠, α = ١, β = η

y(x) = ٢
(
ηx+ (

١
٢ − x)

)
+ ۶L−١

q٠,٠Nqy − ١٢x[L−١
q٠,٠Nqy]x= ١

٢
(٨٨ . ۴)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = ٢(η − ١)x+ ١

y١(x) = ۶L−١
q٠,٠Aq٠ − ١٢x[L−١

q٠,٠Aq٠ ]x= ١
٢

y٢(x) = ۶L−١
q٠,٠Aq١ − ١٢x[L−١

q٠,٠Aq١ ]x= ١
٢

yn(x) = ۶L−١
q٠,٠Aqn−١ − ١٢x[L−١

q٠,٠Aqn−١ ]x= ١
٢
, n ≥ ٢

می باشد: زیر به صورت Nqy = y٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای و

Aq٠ = y٢
٠

Aq١ = [٢]y٠y١

Aq٢ = [٢]y٠y٢ + y٢
١

...



٧٣ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = ٢(η − ١)x+ ١

y١(x) =
٢۴(η − ٢(١x۴

[٣]× [۴] +
٢۴(η − ١)x٣

[٢]× [٣] +
۶x٢

[٢] −
[٣(η − ٢(١

[٣]× [۴] +
۶(η − ١)
[٢]× [٣] +

٣
[٢]
]
x

...

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه دوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(١)
٢ =

٢۴(η − ٢(١x۴

[٣]× [۴] +
٢۴(η − ١)x٣

[٢]× [٣] +
۶x٢

[٢]

−
[٣(η − ٢(١

[٣]× [۴] +
۶(η − ١)
[٢]× [٣] +

٣
[٢] + ٢(η − ١)

]
x+ ١

یا

y(x) ≈ ٢۴(η − ٢(١x۴

[٣]× [۴] +
٢۴(η − ١)x٣

[٢]× [٣] +
۶x٢

[٢]

−
[٣(η − ٢(١

[٣]× [۴] +
۶(η − ١)
[٢]× [٣] +

٣
[٢] + ٢(η − ١)

]
x+ ١

می کنیم حل [١
٢ ,١] بازه روی را (٨٧ . ۴) و (٨۶ . ۴) دیریکله مرزی شرایط با غیرخطی مساله حال

بنابراین ∆ = ١
٢ و a = ١

٢ , b = ١, p = ١, q = ١, r = ٠, s = ٠, α = η, β = ١
۴ داریم نتیجه در

داریم: (۴٢ . ۴) معادله براساس

y(x) = (−٢η + ١
٢)x+ (٢η − ١

۴) + ۶L−١
q١,١

Nqy + ١٢(x− ١)[L−١
q١,١

Nqy]x= ١
٢

(٨٩ . ۴)

داریم: آن بازگشتی شکل از پیروی با و آدومیان روش الگوریتم از استفاده با

y٠(x) = (−٢η + ١
٢)x+ (٢η − ١

۴)

y١(x) = ۶L−١
q١,١

Aq٠ + ١٢(x− ١)[L−١
q١,١

Aq٠ ]x= ١
٢

y٢(x) = ۶L−١
q١,١

Aq١ + ١٢(x− ١)[L−١
q١,١

Aq١ ]x= ١
٢

yn(x) = ۶L−١
q١,١

Aqn−١ + ١٢(x− ١)[L−١
q١,١

Aqn−١ ]x= ١
٢
, n ≥ ٢

می باشد: زیر به صورت Nqy = y٢ غیرخطی عامل برای آدومیان چندجمله ای قبل قسمت مانند

Aq٠ = y٢
٠

Aq١ = [٢]y٠y١

Aq٢ = [٢]y٠y٢ + y٢
١

...



٧۴ کوانتوم حساب در آدومیان تجزیه روش .۴

می آوریم: بدست حال

y٠(x) = (−٢η + ١
٢)x+ (٢η − ١

۴)

y١(x) =
۶(−٢η + ١

٢)
٢

[۴]× [٣] (x۴ − ١) +
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٣]× [٢] (x٣ − ١) +
۶(٢η − ١

۴)

[٢] (x٢ − ١)

+
(
−

۶(−٢η + ١
٢)

[٣] −
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٢] − ۶(٢η − ١
۴)−

۴۵(−٢η + ١
٢)

٢

[۴]× [٣]× ۴

−
٢−)٢١η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٣]× [٢]× ٢ −
٢)٩η − ١

۴)

[٢] +
۶(−٢η + ١

٢)

[٣] +
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٢]

+ ۶(٢η − ١
۴)
)
(x− ١)

داریم: نتیجه در می کنیم محاسبه دوم مرتبه تا φm(x) =
∑m−١

n=٠ yn(x) از تقریبی ما حال

φ
(٢)
٢ =

۶(−٢η + ١
٢)

٢

[۴]× [٣] (x۴ − ١) +
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٣]× [٢] (x٣ − ١) +
۶(٢η − ١

۴)

[٢] (x٢ − ١)

+
(
−

۶(−٢η + ١
٢)

[٣] −
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٢] − ۶(٢η − ١
۴)−

۴۵(−٢η + ١
٢)

٢

[۴]× [٣]× ۴

−
٢−)٢١η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٣]× [٢]× ٢ −
٢)٩η − ١

۴)

[٢] +
۶(−٢η + ١

٢)

[٣] +
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٢]

+ ۶(٢η − ١
۴)
)
(x− ١) + (−٢η + ١

٢)x+ (٢η − ١
۴)

یا

y(x) ≈
۶(−٢η + ١

٢)
٢

[۴]× [٣] (x۴ − ١) +
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٣]× [٢] (x٣ − ١) +
۶(٢η − ١

۴)

[٢] (x٢ − ١)

+
(
−

۶(−٢η + ١
٢)

[٣] −
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٢] − ۶(٢η − ١
۴)−

۴۵(−٢η + ١
٢)

٢

[۴]× [٣]× ۴

−
٢−)٢١η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٣]× [٢]× ٢ −
٢)٩η − ١

۴)

[٢] +
۶(−٢η + ١

٢)

[٣] +
۶(−٢η + ١

٢)(۴η −
١
٢)

[٢]

+ ۶(٢η − ١
۴)
)
(x− ١) + (−٢η + ١

٢)x+ (٢η − ١
۴)

داریم: درونی نقاط در کوانتومی معادلات مشتق تطابق و بازه کل در پیوستگی بوسیله

dqφ
(١)
٢ (x; η)

dqx

∣∣∣
x= ١

٢

=
dqφ

(٢)
٢ (x; η)

dqx

∣∣∣
x= ١

٢

(٩٠ . ۴)



٧۵ کوانتوم حساب در معمولی آدومیان تجزیه روش .١ . ۴

داریم: می آوریم، بدست را η میپل نرم افزار کمک با حال

η = − ١
١٢

١
٨q۴ + ٩q٣ − ١۵q٢ + ٩q − ٩

(
− ٣۶q۵ − ١٨q۴ − ٧۵q٣ + ٢٧q٢

+
(
١٢٩۶q١٠ − ٣١٢٠q٩ − ٣٠٠q٨ + ١۴۴q٧ − ٧۵٧٨q۶ + ۶٩٧٢q۵ − ١٨۶q۴

+ ۴۴۴۶q٣ + ۴٩۶٨q٢ + ٧٣٨q + ١٧۶۴
) ١

٢ − ٣٩q + ٢١
)

می کنیم: بیان را (٨٢ . ۴) و (٨١ . ۴) معادله جواب دوم مرتبه از تقریبی ما حال

φ٢(x) = φ
(١)
٢ (x)Π(x;٠, ١

٢) + φ
(٢)
٢ (x)Π(x;

١
٢ ,١).

این رو از
Π(x;٠, ١

٢) = H(x;٠)−H(x;
١
٢)

و
Π(x;

١
٢ ,١) = H(x;

١
٢)−H(x;١)

که

H(x;٠) =

٠ x < ٠,

١ x ≥ ٠.
H(x;

١
٢) =

٠ x < ١
٢ ,

١ x ≥ ١
٢ .

H(x;١) =

٠ x < ١,

١ x ≥ ١.

می شود. کامل مثال این نهایت در φ٢(x) در η دادن قرار با که





۵ فصل

پیشنهادات و نتیجه گیری

معادلات برای یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش و معمولی آدومیان تجزیه روش توضیح به پایان نامه این در
و کردیم بررسی دقت به را خطا نمودارهای و پرداختیم مرحله ای یک فرم در مرزی شرایط با دوم مرتبه
چندمرحله ای یافته تعمیم صورت در را مرزی شرایط با دوم مرتبه معادلات روش، خطای کاهش برای
دیفرانسیل و حساب قالب در را مرحله ای چند یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش آخر در و دادیم نشان
ذرات فیزیک چون گرایش هایی به کوچک چند هر کمکی نو، گام این امیدواریم که کردیم مطرح کوانتومی

دهد. انجام کامپیوتر علوم و
آتی: کارهای برای پیشنهادات

باید و کنید حل یافته تعمیم آدومیان تجزیه روش با می توانید را مرزی شرایط با سوم مرتبه معادلات
روش می توان همچنین و کرد پیدا n دلخواه مرتبه از معادله برای کلی فرمولی می توان آیا که شود بررسی

داد. قرار مطالعه مورد کسری حساب و بازه ای حساب در را یافته تعمیم آدومیان تجزیه





آ  پیوست

کوانتومی انتگرال فرمول های از  لیستی

∫
xα dqx =

xα+١

[α + ١] (α ̸= −١)∫
dqx

x
=

q − ١
log q

log x∫
(x− a)αq dqx =

(x− a)α+١
q

[α + ١] (α ̸= −١)∫
(a− x)αq dqx = −

q(a− q−١x)α+١
q

[α+ ١] (α ̸= −١)∫
dqx

(x− a)αq
=

١
q[١ − α](x− qa)α−١

q

(α ̸= −١)∫
dqx

(a− x)αq
dqx =

١
[α− ١](a− x)α−١

q

(α ̸= −١)∫
eαxq dqx =

١
α
eαxq∫

Eαx
q dqx =

q

α
eq

−١αx
q∫

cosq(αx) dqx =
١
α
sinq(αx)∫

sinq(αx) dqx = −١
α
cosq(αx)∫

cos∗q(αx) dqx =
q

α
sin∗

q(q
−١αx)∫

sin∗
q(αx) dqx = − q

α
cos∗q(q

−١αx)

٧٩
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Abstract

Linear and non-linear differential equations appear in many engineering problems. al-
though many of these problems can be solved using analytical and numerical methods,
but there is another problems that can be solved using analytical and numerical or not
resolved, or to solve complex. hence the semi-analytical methods can be a good alternative
to solve this problems, in this dissertation we try to second order non-linear equations to
solve adomian decomposition method however, about this adomian decomposition method
can be said that this method solution to obtain an infinite series that converges to the real
answer, in the end we try the method in the form bring up to format calculus quantum.
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