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ଘم৤قدৎ
৮دروماସభ୍ୃازجاৣم

اশثاروازऒودথذਜวতی ଘپاسඵ෭൓ৎر੻࣓ࠝمواিسا਩یشانازکૡ࢙ه
ଘپاسعا૑੎هໆرشاروඟ໋مایاঃیدমࡑشوओودشانభ଒اଌنໆردଌୃنروزگاران

න෤঳رଌن௵نا॥ت
وঙࢡඥر඼ෙय़باৣموଘپاسख़࡛ࢴت୓یਟی৒భࡂشان඼່ච໋ଽ଒وইشਖ৶ی঍ند

ଘپاسदدر�دا਩یازقਞൎیآ঍ندهاز࠙࡭قوग़ࡁभජࢌ੾ࣜੁख़଒یໆرشارازسلاक़تو রودৣم. اঃید সناهോวീࣺ࣓مو ا੩ॢورهز৯دজ࣓م،
اඇൾঃࢌوآراज़شوآساীشୀایૼن඼່اকمآوردها॥ت.

وୀاభوऒواଽانฬزඇඓ࣒م
଒وओودشانشادی�মࡑشوماଢدلࢂਗඟیૼنا॥ت.قൎ࣍مධශر୍از࠙࡭قଘآن�॥୓توऒوতࣄਠ൏ی�شان඘අඖھایآرزو৤م.



චاری... ণپاس໋�
ণپاسਟیඟ໊ان୏وردگاریൊتاراਠീ঒଒ی�مانমࡑുیدو৘ජໍଘقع࢙موداিشرঘ࣒ࢤو৶مان॰دوൕঙଘࣁਣඇඎیرଽوانع࢙موداিشൈग़ࣇ඼යمان
৶ࢤودوऒوਣඇ౽�ଛیازع࢙موग़ࡁभජࢌراروز৷مانساࣾت.شࢁ೯ඟداو৯دਵࣞعالراଘجایآورده৔଒وਮ࣪قઈোࢹبૼنඟ໊دหاଌن

پایان�ଓฬراଘپایانୀساৣم.
ণیاه ૛൏ূୀه اণتادی඄උ଒یدیرا .ଡیجاوداඟوموازدیࢂॴی�ਗزادهఇاز ণپاسఴذارইسا਩یീ঒࣎مໆ଒رآغاز৔وঁدૼنංඌ঒ند.
ୀࢤوارهঙ଒…وارمদرБЗع࢙مग़ندوଌ୍م…اସభما از৮درو ৶ما৯د. گا८توماభیห଒رड़وਪیازاو঻پایૼنণیاه ৽࣓مজد৯ز
ঈوਘหیوਠতభیૼن،ق࢙مࠟࡼوইുیدهو৷ඟ໊ماଡاز঍نارࠠف࢑ࢌ�৤୓مথذ૛তها৯دوభ৳مام୓�ଏଷیز৯دਛییارویاوریਟیࣼ࡫م�دا८ت
ودॼ࡬وزمপنابآ༚یدන඿رඇඖ࣐معൖࣂشاਘی෼భ଒لૐॣهصدر،با૮ࣹنخ࢖ق، ୀایૼنরودها৯د؛ازاণتادبا෼لاتوشا૛ീীه
ඟࢁพ়ل෼،௅ඟ໋࠱ھدهୀراଔنرساଌیاਪ࣒ماঘ࢟تراॐدوز৯࣒ࢤودষغ৒భૼنୀଏଷنଌاభیਔمঊ஑ه،از૤وصऑروධ්یوਣ঺و඼່
وदدردا਩یرادارم.با॰د଒اଌنඟ໕د،মࡑ਌یاززॐماتاীشانراণپاسদوید.از೯داو৯دਵࣞعالآرزویੌول඼෻ࠫیباସت

و৔وਮ࣪قروزاල່ونୀایاীشانീज़ئ࢑ࢌਗی�৶ما৤م.
وداوریاଌنپایان�ଓฬرا ඼່زاଡ،آ༚یاندන඿رభฬࣻࡁࡶජیرادودන඿رصادقرਖ࣓নیॲࡁ�ජباف଒زॐ࢟تॡطاૐॹه ازاسا঺ید

൉ࣞਵ࣫ل॰د৯د،৩ھاশࢌพ়ࢁඟوदدر�دا਩یراਗی�৶ما৤م.
কم�಻ൾফنازاণتادන෥ख़رمপنابآ༚یدන඿رय़ھدیलو৳േند৶ماশندهূࡗજیلاتتࢇേیਚیభ଒ج࢓૘هد༙ࣅ૟هاশ࣊جاষࢋ໇ر঍ࢌड़඼່ود৯د،

ീযیارণپاسࢂචارم.
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ازدو॥تସ୍و඼ෙय़باৣمخاৣم��ૡં༙هسൎ࣓ما਩یଘخاॐජໍماশࢌ�ী୓شانوඵ෕زدوণتانସ୍م඄උیدهاॐمد�زادهوا૟ീিهभیاિیభ଒ੌول
دورانূࡗજࣱلୀایૼنخاජໍاਦیزশباآ඼່ید৯د،േ઼࣓ماพ়ଡࢁ৶ඟࢤودهوୀای৳ماਗیاଌنସ୍انآرزویسلاਠঃی،ඵීروزیو

ड़وनࡺࢹتروزاල່وناز೯داو৯دਵࣞعالീज़ئ࢑ࢌਗی�৶ما৤م.

ীسا਎ی ঳ࢯ૱ن۱۳۹۴ز঻یده



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی یساقی زبیده اینجانب
در پویا مونوپولی�های خصوص در نتایجی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه

می�شوم: متعهد علیشاهی میثم دکتر راهنمایی تحت ، گراف�ها

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

“ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه

رسید.

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ীسا਎ی ঳ࢯ૱ن۱۳۹۴ز঻یده

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
رئوس به نامنفی صحیح اعداد انتساب یک τ : V (G) → N ∪ {٠} و گراف یک G کنید فرض
به را G رئوس بتوان اگر می�شود گفته τ-پویا مونوپولی D چون رئوس از زیرمجموعه یک باشد. G
رأس هر ،٠ ≤ i ≤ k − ١ هر برای و D٠ = D به�طوری�که کرد افراز D٠, . . . , Dk زیرمجموعه�های
τ-پویا مونوپولی کوچکترین اندازه باشد. داشته D٠ ∪ · · · ∪Di در همسایه τ(v) حدأقل Di+١ در v

می�شود. داده نشان dynτ (G) توسط
و می�گیریم نظر در عمومی و اکید اکثریت متوسط، آستانه�های با را پویا مونوپولی�های پایان�نامه این در
خصوص در نتایجی می�کنیم سعی به�علاوه می�آوریم. به�دست پویا مونوپولی�های این کران در�مورد نتایجی
پیچیدگی هم�چنین دهیم. ارائه τ آستانه انتساب هم�چنین و G گراف ساختار به توجه با dynτ (G)

می�کنیم. بررسی گراف�ها خانواده�های از برخی برای را dynτ (G) محاسباتی
پویا مونوپولی پویا-نا�محدود، مونوپولی پویا، مونوپولی بزرگ�ترین پویا، مونوپولی کلیدی: کلمات

برگشت�ناپذیر



ඒࣂพ࢈ൈتار
شبکه�های به مربوط مسائل پر�کاربرد�ترین و مشهور�ترین از یکی پویا مونوپولی مجموعه پیدا�کردن مسأله
هستند. اجتماعی شبکه�های در تأثیر گسترش از مدل�سازی در�واقع پویا مونوپولی�های است. اجتماعی
محاسبات مدل�های یا وب جهانی شبکه جمله از مجازی و اجتماعی شبکه�های در مختلف مشکلات
جامعه، در جدید محصول یک یا و نو�آوری گسترش می�شود. نامیده تأثیر گسترش اصطلاح در توزیع�شده،
برخی جمعیت بین در بیماری افزایش و اینترنت در ویروس انتشار بله-خیر، انتخابات در رأی گسترش
معادل مفاهیم و برگشت�نا�پذیر پویا مونوپولی�های اخیر، سال�های در می�باشند. پدیده این نمونه�های از
دانشمندان و محققان از بسیاری فعال تحقیقات موضوع تبدیل، مجموعه�های و هدف مجموعه انتخاب

دارند. ویروسی بازار�یابی در کاربردی برنامه�های پویا مونوپولی�های علاوه�بر�این است. گرفته قرار
مورد عمومی و اکید اکثریت متوسط، آستانه�های با را گراف�ها در پویا مونوپولی�های پایان�نامه این در
خود به را پایان�نامه این از عمده�ای بخش متوسط، آستانه�های با پویا مونوپولی�های می�دهیم. قرار بررسی

است. داده اختصاص
و گراف نظریه اولیه تعاریف هم�چنین و گراف�ها در پویا مونوپولی�های در�خصوص مقدمه�ای اول فصل در

است. شده مطرح استفاده مورد نماد�های و اصطلاحات
می�پردازیم متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های مطالعه به است، [٢٠ ،١٨] آن پایه که دوم فصل در

معرفی را متوسط آستانه به مربوط مفاهیم از برخی و τ̄ =

∑
v∈V (G)

τ(v)

|G|
یعنی آستانه�ها متوسط آن در و

متوسط آستانه بر�حسب پویا) مونوپولی کوچک�ترین (اندازه dynτ (G) برای کران�هایی سپس می�کنیم.
متوسط آستانه با (Ldynt(G)) پویا مونوپولی بزرگ�ترین فصل این در می�آوریم. به�دست گراف مرتبه و
بر مطالعاتی هم�چنین می�دهیم. ارائه پویا مونوپولی این خصوص در نتایجی و کرده تعریف را شده داده

می�کنیم. کسب را نتایجی و می�دهیم انجام گراف�ها از پویا-محدود �Lمونوپولی خانواده�های روی
توجه با شده�اند، گرفته نظر در اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی�های آن در که پایان�نامه این سوم فصل
در دارد. بیش�تری کاربرد آستانه�ها دیگر با مقایسه در اما است، کوتاه فصلی نوشتاری نظر از این�که به

که زمانی هم�چنین است. شده گرفته نظر در τ(v) =
⌈deg(v) + ١

٢
⌉
با برابر رأس هر آستانه فصل این

پویا مونوپولی هر اندازه کوچک�ترین برای را |G|٢ بالای کران است، فرد رأس یک حدأقل شامل Gگراف

را اکید اکثریت آستانه برای شده شناخته کران بهترین کران، این می�دهیم. ارائه اکید اکثریت آستانه با
اکثریت آستانه با پویا مونوپولی برای بالا کران یک α′(G) + ١ می�دهیم نشان انتها در می�بخشد. بهبود

می�باشد. [١٨] فصل این مرجع می�شود. نامیده G جور�سازی عدد α′(G) آن در که است اکید
در عمومی آستانه با پویا مونوپولی�های است شده نوشته [٢۶] مبنای بر که پایان�نامه این چهارم فصل در
با همراه E(G) یالی مجموعه و V (G) رئوس مجموعه با G گراف یک کنید فرض شده�اند. گرفته نظر
متناظر گسسته زمان پویا فرآیند این است. شده داده Gرئوس به τ : V (G) → N آستانه انتساب یک



خ

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را τ آستانه انتساب با
مجموعه می�شود. شروع هستند، صفر زمان در فعال رئوس شامل که رئوس Dاز زیر�مجموعه یک با فرآیند
در مثال عنوان به فرآیند آغاز در بنا�بر�این می�دهیم. نشان Dt با را t ≥ ٠ گسسته زمان در فعال رئوس
همسایه τ(v) حدأقل در�صورتی�که v غیر�فعال رأس ،i ≥ ١ زمان هر در سپس .D٠ = D صفر زمان
زیر�مجموعه از شروع با فرآیند پایان در اگر می�شود. فعال باشد، داشته D٠∪D١∪· · ·∪Di−١ در فعال
یا تصاعدی فرآیند، این که باشید داشته توجه گویند. پویا مونوپولی آن به شوند، فعال رئوس همه D
پایان تا این�صورت در می�شود، فعال فرآیند از مرحله�ای در رأس یک زمانی�که یعنی است. برگشت�نا�پذیر

می�ماند. باقی فعال فرآیند
برخی سپس می�دهیم. نشان را پویا مونوپولی�های و مقاوم زیر�گراف�های بین ارتباط ابتدا فصل، این در
به�دست آستانه�ها از مختلفی انواع با گراف�ها از پویا مونوپولی اندازه برای را پایین و بالا کران�های از
را یالی گراف�های و گراف�ها از پویا-نا�محدود مونوپولی� خانواده�های همگن، جامعه هم�چنین می�آوریم.

می�آوریم. به�دست را زمینه این در نتایج برخی و کرده معرفی



مطالب فهرست

ز تصاویر لیست

س جداول لیست

١ گراف�ها در پویا مونوپولی�های بر مقدمه�ای ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه تعاریف و قضیه�ها ٢.١

١٣ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا مونوپولی�های برای پایین کران�های ٢.٢
١٧ . . . . . . . شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین ٣.٢
١٧ . . . پویا مونوپولی�های چند�جمله�ای زمان بررسی و بالا کران�های برخی ١.٣.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . پویا مونوپولی بزرگ�ترین خصوص در نتایجی ٢.٣.٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الگوریتمی نتایج ٣.٣.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . جنگل�ها برای زمان-چند�جمله�ای راه�حل ۴.٣.٢

۴٣ اکید اکثریت آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های ٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پویا مونوپولی کوچک�ترین برای کران�هایی ٢.٣

۵١ عمومی آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های ۴
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١ فصل

گراف�ها در پویا مونوپولی�های بر مقدمه�ای

مقدمه ١.١

باشد) داشته وجود یال یک تنها رأس دو هر بین که ساده نظر این (از ساده١ گراف�های پایان�نامه این در
می�کنیم. تعریف دقیق به�طور را ساده گراف٣ بعد، بخش در می�دهیم. قرار بررسی مورد را جهت٢ بدون و
هم�چنین ،|V (G)| یا |G| با را گراف) (مرتبه رئوس مجموعه عناصر تعداد ،G(V,E) گراف هر برای

Gگراف در vرأس درجه و ϵ(G) = |E(G)|
|V (G)|

و |E(G)| توسط به�ترتیب را یالی۴ چگالی و یالی مجموعه

به آستانه انتساب یک و G گراف یک ،(G, τ) توسط هم�چنین می�دهیم. نشان dG(v) یا degG(v) با را
گسترش تدوین در آن�ها کاربرد پویا مونوپولی�های مطالعه برای مهم انگیزه می�گیریم. نظر در را Gرئوس
محققان توسط مختلف انتشار مدل�های با شبکه�ها در تأثیر۵ گسترش است. اجتماعی شبکه�های در تأثیر
نظر در مدل این برای می�توان که کاربرد�هایی است. گرفته قرار مطالعه مورد کامپیوتر علوم زمینه در
این مطالعه می�باشند. خاصی موضوع مورد در دوستان تأثیر گسترش روند مشخص�کردن شامل گرفت
سازمان�های و شرکت�ها به زیادی کمک می�تواند شبکه�ها این در تأثیر رفتن بین از یا تأثیر گسترش روند
سئوالات از یکی به�عنوان می�توان را تأثیر گسترش مسئله کند. تأثیر گسترش بیشینه�کردن برای مختلف
شده معرفی معروف مدل نوع دو شبکه�ها در تأثیر گسترش برای گرفت. نظر در بازی�ها۶ نظریه در مهم
هر t ≥ ١ زمان در پیش�رونده، غیر مدل در اکید. اکثریت تابع با پیش�رونده غیر و پیش�رونده مدل است،

تأثیر تحت باشند، پذیرفته را تأثیر همسایه�هایش از
⌈deg(v) + ١

٢
⌉
تعداد به حدأقل در�صورتی�که v رأس

برای پذیرفته�اند را تأثیر که رئوسی پیش�رونده، مدل در نمی�پذیرد. تأثیر این�صورت غیر در و می�گیرد قرار

١Simple graph
٢Undirected
٣Graph
۴Edge density
۵Spread of influence
۶Game Theory



٢ گراف�ها در پویا مونوپولی�های بر مقدمه�ای .١

ویروس انتشار جامعه، یک در جدید محصول یک یا نو�آوری گسترش می�مانند. باقی تأثیر تحت همیشه
با تأثیر گسترش می�باشند. پدیده این نمونه�های از برخی جمعیت بین در بیماری گسترش اینترنت، در
مورد مقالات برخی در می�کنند، تحقیق گسسته ریاضیات در که ریاضیدانانی توسط پویا مونوپولی نام
تأثیر گسترش از خاصی حالت به پویا مونوپولی .[٢۴ ،٢٣ ،١۵ ،١٣ ،٨ ،۴] است گرفته قرار مطالعه
مینیمم بر�حسب کران�ها از برخی [٢۶] در است. شده فرض پیش�رونده غیر مدل آن در که می�شود گفته
با گراف�ها هم�چنین است. آمده به�دست پویا مونوپولی�های اندازه کوچک�ترین برای آستانه�ها ماکزیمم یا
اندازه پایین کران در آستانه�ها (متوسط) ریاضی امید اهمیت و شده�اند گرفته نظر در احتمالی آستانه�های
می�باشد. مفید�تر متوسط آستانه بر�حسب کران�ها آوردن به�دست است. شده داده نشان پویا مونوپولی�های
به�عبارت�دیگر آستانه�هاست. ماکزیمم یا مینیمم از دسترس�تر قابل کاربردی برنامه�های در متوسط آستانه

می�باشد. شبکه یک در آستانه�ها میانگین درباره تنها ما اطلاعات کاربردی، برنامه�های اکثر در
نیاز آن�ها به بعد فصل�های در که قضیه�هایی هم�چنین و اولیه مفاهیم و تعاریف از برخی فصل این در

است. شده گرفته [۵] از شده آورده منبع ذکر بدون که تعریف�هایی از آن�چه می�کنیم. بیان را داریم

اولیه تعاریف و قضیه�ها ٢.١

V (G) نا�تهی مجموعه از متشکل ،(V (G), E(G), ψG) مرتب تایی سه یک G گراف .١.٢.١ تعریف
می�باشد ψG

وقوع٧ تابع یک و یال�ها شامل رئوس از مجزا E(G) متناهی مجموعه رئوس، شامل
می�دهد. نسبت نیستند) متمایز لزوماً (که را G رأس�های از نا�مرتب زوج یک ،G یال هر به به�طوری�که
رأس�های ،e می�شود گفته این�صورت در ،ψG(e) = uv به�طوری�که باشند رأس دو v و u و یال یک e اگر
معمول به�طور می�شوند. نامیده e یال سر دو v و u رأس�های است، کرده متصل یک�دیگر به را v و u
{u, v} اگر می�دهند. نشان G(V,E) یا (V (G), E(G)) توسط را G = (V (G), E(G), ψG) گراف
عنوان به هستند. مجاور v و u آن�گاه ،uv ∈ E(G) اگر می�دهند. نشان uv با آن�را باشد Gگراف از یالی
{v١v٢, v١v٣, v٢v٣, v٣v۴, v٣v۵, v۴v۵} و رأس�ها مجموعه {v١, v٢, v٣, v۴, v۵} ،١.١ شکل در مثال

می�باشند. G گراف یال�های مجموعه

b b

b

b b

v

v

v

v

v١ ٢

٣

۴۵

G گراف :١.١ شکل

٧Incidence function



٣ اولیه تعاریف و قضیه�ها .٢.١

نامیده پیوندی٩ یال متمایز، سر دو با یال یک و طوقه٨ یکسان سر دو با یال یک .٢.٢.١ تعریف
می�دهند. تشکیل را چند�گانه١٠ یال�های یکسان، سر دو با پیوندی یال چند یا دو می�شود.

چند�گانه یال�های e٧, e٨ و هستند پیوندی یال�های e١, e٢, e۴, e۵, e۶, e٧, e٨ و طوقه e٣ ،٢.١ شکل در
می�دهند. تشکیل

b

b

b b b vv

v

v

v

١

٢

٣

۴

۵

e
e

e

e

e

e

e

e

١
٢

٣

۴

۵

۶
٧

٨

G گراف :٢.١ شکل

نیست ساده ٢.١ شکل گراف می�نامیم. ساده١١ گراف را چند�گانه یال و طوقه فاقد گراف .٣.٢.١ تعریف
متمرکز ساده گراف�های مطالعه روی گراف، نظریه اعظم قسمت است. ساده ٣.١ شکل گراف در�صورتی�که

است.

bb

b b

b

v

v

v

v

v

١ ٢

٣

۴۵

ساده گراف :٣.١ شکل

یک مورد در فقط زمانی�که هم�چنین است. ساده گراف یک نشان�دهنده G پایان�نامه این تمام در
می�دهیم. نمایش G با را گراف این معمولا می�کنیم، بحث گراف

می�نامیم. نا�بدیهی١٣ را گراف�ها سایر و بدیهی١٢ باشد، داشته رأس یک که گرافی .۴.٢.١ تعریف

٨Loop
٩Link
١٠Multiple edges
١١Simple graph
١٢Trivial graph
١٣Nontrivial graph



۴ گراف�ها در پویا مونوپولی�های بر مقدمه�ای .١

برابر می�شود، داده نشان dG(v) یا degG(v) توسط که G گراف در v رأس درجه١۴ .۵.٢.١ تعریف
ماکزیمم و مینیمم می�شود. محسوب یال دو طوقه، هر تعریف این در است. v بر واقع یال�های تعداد

می�شود. داده نمایش ∆(G) و δ(G) با به�ترتیب Gرئوس درجه�های

داریم: G گراف هر در [۵] .۶.٢.١ ∑قضیه
v∈V (G)

deg(v) = ٢|E(G)|.

فرد گراف در رأسی درجه اگر و زوج١۵ رأس آن به باشد زوج گراف در رأسی درجه اگر .٧.٢.١ تعریف
می�شود. گفته فرد١۶ رأس آن به باشد

است. زوج فرد، رئوس تعداد گراف، هر در [۵] .٨.٢.١ نتیجه

گرافی .degG(v) = k ،v ∈ V (G) رأس هر به�ازای هرگاه است k-منتظم ،G گراف .٩.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده منتظم١٧ گراف باشند برابر هم با آن رأس�های تمام درجه که

که باشید داشته توجه .(۴.١ (شکل است ٣-منتظم گراف�های از مشهور مثال یک پترسن١٨ گراف
داشته نظر در هم�چنین است. صفر درجه از منتظم تهی، گراف هر و (١−n)-منتظم ،Kn کامل گراف هر

دارد. یال kn٢ تعداد G آن�گاه باشد k-منتظم و رأس n دارای G اگر که باشید

b

b

b b

b

b

b

b

bb

پترسن گراف :۴.١ شکل

را گراف آن باشند، متناهی یال�ها مجموعه و رئوس مجموعه گراف، یک در اگر .١٠.٢.١ تعریف
می�نامیم. متناهی١٩

X زیر�مجموعه دو به آن�را رئوس مجموعه می�توان که است گرافی دو�بخشی٢٠ گراف .١١.٢.١ تعریف
۵.١ شکل باشد. Y در آن�ها دیگر سر و X در آن یال�های تمام سر یک به�طوری�که کرد افراز چنان Y و

کنید. مشاهده را

١۴degree
١۵Even vertex
١۶Odd vertex
١٧Regular graph
١٨Petersen graph
١٩Finite graph
٢٠Bipartite graph



۵ اولیه تعاریف و قضیه�ها .٢.١

b b

b

bb

b

v

v
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vvvv
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١

٢ ٣

۴

۵۶

١

٢

٣

۴ ۶

۵

دو�بخشی گراف :۵.١ شکل

در به�طوری�که Y و X بخش�های با دو�بخشی است گرافی کامل٢١ دو�بخشی گراف .١٢.٢.١ تعریف
گراف این�صورت در ،|Y | = n و |X| = m اگر باشد. شده متصل Y در رأس هر Xبه رأس هر آن

(۶.١ (شکل می�دهیم. نشان Km,n با را کامل دو�بخشی
تنها K٢ که باشید داشته توجه هم�چنین می�باشد. یال mn دارای کامل دو�بخشی گراف که کنید ملاحظه

می�باشد. کامل دو�بخشی که است کاملی گراف
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K٣,٣ کامل دو�بخشی گراف :۶.١ شکل

و V (H) ⊆ V (G) هرگاه ،(H ⊆ G (می�نویسیم است G زیر�گراف٢٢ H گراف .١٣.٢.١ تعریف
از H زیر�گراف در�صورتی�که باشد. شده حاصل E(H) به ψG کردن محدود از ψH و E(H) ⊆ E(G)

زیر�گراف می�شود. گفته G از فراگیر٢٣ زیر�گراف یک آن به کند، صدق V (H) = V (G) شرط در G
کرده�ایم. رسم ٧.١ شکل در را G گراف از فراگیر

باشد. V از ناتهی زیر�مجموعه V ′ کنید فرض می�گیریم. نظر در را G = (V,E) گراف .١۴.٢.١ تعریف
باشد G یال�های آن از مجموعه�ای یال�هایش، مجموعه و V ′ آن رئوس مجموعه که را G از زیر�گرافی
داده نشان G[V ′] با و شده نامیده V ′ به�وسیله القا�شده زیر�گراف دارد، قرار V ′ در آن�ها انتهای هر�دو که
از G[{u, v, x}] القایی زیر�گراف می�باشد. G از القایی٢۴ یکزیر�گراف G[V ′] گوییم هم�چنین می�شود.

است. شده داده نشان ٨.١ شکل در ٧.١ شکل در G گراف

٢١Complete bipartite graph
٢٢Subgraph
٢٣Spanning subgraph
٢۴Induced subgraph



۶ گراف�ها در پویا مونوپولی�های بر مقدمه�ای .١
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آن از فراگیر زیر�گراف یک و G گراف :٧.١ شکل
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v

x

G[{u, v, x}] القایی زیر�گراف :٨.١ شکل

دارد وجود V١, V٢, . . . , Vl ناتهی زیر�مجموعه�های به V رأس�های از افرازی کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف
تعلق یکسانی Vi مجموعه به دو هر v و u اگر تنها و اگر هستند مجاور v و uرأس دو آن در به�طوری�که
می�شوند. نامیده G مولفه�های٢۵ G[V١], G[V٢], . . . , G[Vl] زیر�گراف�های این�صورت در باشند. داشته

دو به V رئوس مجموعه افراز هر برای هرگاه می�نامیم، همبند٢۶ را G(V,E) گراف .١۶.٢.١ تعریف
این�صورت غیر در باشد، موجود Y در سر یک و X در سر یک با یالی ،Y و X نا�تهی زیر�مجموعه
تعداد اجتماع به�صورت می�توان را متناهی نا�همبند گراف هر است بدیهی می�باشد. نا�همبند٢٧ G گراف
از هر�یک این�صورت در گرفت. نظر در مجزا رئوس مجموعه با ماکسیمال همبند گراف�های از متناهی
باشد، مولفه یک دقیقاً دارای G اگر به�عبارت�دیگر می�نامند. G گراف مولفه یک را همبند گراف�های این
شکل در را نا�همبند و همبند گراف�هایی است. نا�همبند G گراف این�صورت غیر در و است همبند G

کرده�ایم. رسم ٩.١

مولفه هر که است گرافی یکجنگل٢٩، می�گویند. درخت٢٨ دور، فاقد همبند گراف به .١٧.٢.١ تعریف
داده�ایم. نمایش ١٠.١ شکل در را رأسی شش درخت�های باشد. درخت یک آن،

٢۵Component
٢۶Connected graph
٢٧Disconnected graph
٢٨Tree
٢٩Forest



٧ اولیه تعاریف و قضیه�ها .٢.١

مولفه سه با نا�همبند گراف (ب) و همبند گراف (الف) :٩.١ شکل
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رأسی شش درخت�های :١٠.١ شکل

به ١,٢, . . . , kرنگ kتخصیص از است عبارت Gگراف رأسی یکk-رنگ�آمیزی .١٨.٢.١ تعریف
مینیمم به می�نامند. (واقعی) مجاز٣٠ را رنگ�آمیزی نباشند، هم�رنگ مجاور رأس دو هیچ اگر .Gرئوس
می�شود. داده نشان χ(G) با و می�گویند G گراف رنگی٣١ عدد گراف، رنگ�آمیزی برای رفته به�کار رنگ

پیوند�ها عناصرشان اگر نامند، G در جور�سازی٣٢ یک را E(G) از M زیر�مجموعه .١٩.٢.١ تعریف
از M از یالی اگر می�کند، اشباع را v رأس جور�سازی این نباشند. مجاور G در پیوندی دو هیچ و بوده

می�نامیم. M-اشباع نیز را v و باشد v رأس مجاور M از یالی یا بگذرد v

|M ′| > |M شرط| Mبا ′ جور�سازی هیچ هرگاه است، ماکزیمم٣٣ Mیکجور�سازی .٢٠.٢.١ تعریف
در ماکزیمم جور�سازی نشان�دهنده پر�رنگ (یال�های) خطوط ،١١.١ شکل در باشد. نداشته وجود G در

می�باشد. G گراف

دارای G یال هر به�طوری�که است V از K زیر�مجموعه ،G گراف از پوشش٣۴ یک .٢١.٢.١ تعریف
می�باشند. G گراف از پوشش یک v١, . . . , v۵ رئوس ،١٢.١ شکل در باشد. K در انتها یک لاأقل

٣٠Proper
٣١Chromatic number
٣٢Matching
٣٣Maximum matching
٣۴Covering



٨ گراف�ها در پویا مونوپولی�های بر مقدمه�ای .١
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G گراف از ماکزیمم جور�سازی یک :١١.١ شکل
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G از پوشش یک :١٢.١ شکل

|K ′| < |K| Kبا ′ پوشش دارای G اگر است پوشش٣۵ مینیمم ،V Kاز پوشش یک .٢٢.٢.١ تعریف
می�باشند. G گراف از مینیمم پوشش یک v١, v٣, v۴, v۶ رئوس ،١٣.١ شکل در نباشد.
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b

b b

bcbcbcbcbcbcbcbc

v١

v٢

v٣v۴

v۵
v۶

G از پوشش مینیمم :١٣.١ شکل

که (رئوسی نباشند مجاور G در آن رأس دو هیچ که G گراف رئوس از S زیر�مجموعه .٢٣.٢.١ تعریف
S مستقل مجموعه می�شود. نامیده G از مستقل٣۶ مجموعه یک باشد)، نداشته وجود یالی آن�ها بین

باشد. نداشته وجود |S| < |S ′| شرط با S ′ مستقل مجموعه هیچ هرگاه است ماکزیمم
α(G) با و می�شود نامیده G رأسی٣٧ استقلال عدد ،G ماکزیمم مستقل مجموعه یک در رأس�ها تعداد

(١۴.١ (شکل می�شود. داده نمایش

٣۵Minimum covering
٣۶Independent set
٣٧Vertex independence number



٩ اولیه تعاریف و قضیه�ها .٢.١
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ماکزیمم رأسی مستقل مجموعه :١۴.١ شکل

مجموعه یک .α(G) = ٣ لذا است ٣ با برابر مستقل مجموعه اندازه ماکزیمم ،١۴.١ شکل گراف در
داده�ایم. نشان شکل این در را {u,w, y} رأسی سه مستقل

تعریف�شده f پوشای و یک�به�یک تابع هرگاه می�باشند یکریخت٣٨ H و G گراف دو .٢۴.٢.١ تعریف
به�طوری�که باشد داشته وجود H و G گراف دو رئوس مجموعه بین f : V (G) → V (H) به�صورت
نامیده H به G از یکریختی٣٩ یک f این�صورت در .f(u)f(v) ∈ E(H) اگر تنها و اگر uv ∈ E(G)

می�شود.

همه مجموعه می�نامیم. G روی یکخود�ریختی۴٠ را f : V (G) → V (G) یکریختی .٢۵.٢.١ تعریف
است. متناهی رئوس، تعداد زیرا می�باشد متناهی و نا�تهی ،G روی ریختی�های خود�

بگیرید نظر در را G رئوس به τ : V (G) → N ∪ {٠} آستانه انتساب و G گراف .٢۶.٢.١ تعریف
می�شود گفته τ-پویا۴١ مونوپولی D چون رئوس از زیرمجموعه یک .τ(v) ≤ degG(v) به�طوری�که
هر برای و D٠ = D به�طوری�که کرد افراز D٠, . . . , Dk زیرمجموعه�های به را G رئوس بتوان اگر

باشد. داشته D٠ ∪ · · · ∪Di در همسایه τ(v) حدأقل Di+١ در v رأس هر ،i ∈ {٠, . . . , k − ١}
می�باشد. طبیعی اعداد مجموعه همان N این�جا، در

افراز�های و v رأس هر برای τ(v) = ٢ گرفتن نظر در با ،١۵.١ شکل گراف در

D٠ = {v١, v٣, v١٠} , D١ = {v٢, v۴, v٧}

D٢ = {v۵, v٨, v٩} , D٣ = {v۶}

رأس هر برای زیرا می�باشد. τ-پویا مونوپولی D = D٠ زیر�مجموعه مفروض، گراف رئوس مجموعه برای
داریم i = ٠,١,٢ که v ∈ Di+١

deg i∪
j=٠

Dj

(v) ≥ τ(v) = ٢.

٣٨Isomorphis
٣٩Isomorphism
۴٠Automorphism
۴١Dynamic monopoly(dynamo)



١٠ گراف�ها در پویا مونوپولی�های بر مقدمه�ای .١
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پترسن ٣-منتظم گراف :١۵.١ شکل

در همسایه τ(v) = ٢ حدأقل Di+١ در v رأس هر ،i = ٠,١,٢ هر برای به�عبارت�دیگر
دارد. D٠ ∪ · · · ∪Di

از �است عبارت τ متوسط۴٢ آستانه ،G گراف از τ آستانه انتساب هر برای .٢٧.٢.١ تعریف

τ̄ =

∑
v∈V (G)

τ(v)

|G|
.

پویا۴٣ مونوپولی مینیمم آن، رئوس به τ آستانه انتساب یک و G گراف به توجه با .٢٨.٢.١ تعریف
می�دهیم. نشان dynτ (G) توسط را G از پویا مونوپولی هر در رئوس تعداد مینیمم یعنی

داریم مفروض گراف از پویا مونوپولی مینیمم اندازه برای ١۵.١ شکل در مثال به�عنوان
|D| = |D٠| = dynτ (G) = ٣.

مونوپولی بزرگ�ترین این�صورت در باشد، مثبت عددی t و گراف یک G کنید فرض .٢٩.٢.١ تعریف
می�کنیم تعریف را پویا۴۴

Ldynt(G) = max
{
dynτ (G)

∣∣∣τ̄ ≤ t
}
.

و τ̄٠ ≤ t به�طوری�که باشند داشته وجود τ٠ یک و D ⊆ V (G) کنید فرض .٣٠.٢.١ تعریف
(D, τ٠) این�صورت در باشد. (G, τ٠) از τ٠-پویا مونوپولی Dدر و |D| = dynτ٠(G) = Ldynt(G)

می�باشد. G از پویا۴۵ یکL-tمونوپولی

به�طوری�که باشد عدد یک tn و گراف یک Gn ،n ∈ N هر برای کنید فرض .٣١.٢.١ تعریف
λ < ١ یک هرگاه است پویا-محدود۴۶ یکLمونوپولی {(Gn, tn)}n∈N گوییم .٠ ≤ tn ≤ ٢ϵ(Gn)

،n هر برای به�طوری�که باشد موجود ثابت و
Ldyntn(Gn) ≤ λ|Gn|.

۴٢Average threshold
۴٣Minimum dynamo
۴۴Largest dynamo
۴۵t-Ldynamo
۴۶Ldynamo-bounded



١١ اولیه تعاریف و قضیه�ها .٢.١

انتساب یک دارای F از Gگراف هر به�طوری�که است شده داده گراف�ها از F خانواده یک کنید فرض
می�دهیم. ارائه را زیر تعریف حال است. آستانه

داشته وجود f(x) تابع یک اگر می�شود نامیده پویا-نامحدود۴٧ مونوپولی F خانواده .٣٢.٢.١ تعریف
که هست یکی ،F از G گراف هر برای و f(x) → ∞ این�صورت در x → ∞ هرگاه به�طوری�که باشد

.n = |G| آن در که کند صدق f(n) ≤ dyn(G) شرط در

G در τ-مقاوم۴٨ زیر�گراف یک ،K ⊆ G القایی زیر�گراف هر ،(G, τ) به توجه با .٣٣.٢.١ تعریف
باشد برقرار زیر نامساوی v ∈ V (K) رأس هر برای اگر است،

degK(v) ≥ degG(v)− τ(v) + ١.

۴٧Dynamo-unbounded family
۴٨Resistant subgraph





٢ فصل

متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های

مقدمه ١.٢

و پایه�ای نتایج از برخی و می�کنیم معرفی را متوسط آستانه به مربوط مفاهیم از برخی فصل این در
پایین کران یک ابتدا می�کنیم. اثبات را متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های اندازه برای کران�هایی
هم�چنین می�آوریم. به�دست گراف مرتبه و متوسط آستانه بر�حسب پویا مونوپولی هر اندازه کوچک�ترین برای
اساسی بالای کران یک نهایت در می�آوریم. به�دست گراف�ها از رأس پوشش مینیمم بر�حسب بالا کران یک
می�آوریم. به�دست رأس درجه�های و متوسط آستانه بر�حسب پویا مونوپولی هر اندازه کوچک�ترین برای
این به توجه با هم�چنین می�آید. به�دست زمان-چند�جمله�ای الگوریتم یک توسط کران این می�دهیم نشان
هر به توجه با که می�دهیم نشان کران این از استفاده با می�گیریم. نتیجه را بالا کران�های از برخی کران،

وجود رأس nτ̄

δ(G) + ١ حدأکثر با τ-پویا مونوپولی یک ،τ̄ متوسط آستانه با و رأس n با (G, τ) گراف

،١ فصل در ٢۶.٢.١ تعریف گرفتن نظر در با است. G گراف از درجه مینیمم δ(G) آن در که دارد
برخی برای است ممکن که باشید داشته توجه می�دهیم. نشان τ(v) با را G گراف در v رأس هر آستانه
می�دهیم. نشان tm و tM با به�ترتیب را G در آستانه مینیمم و آستانه ماکزیمم .Di = ∅ ،i ≥ ٠ از
یکسان، متوسط آستانه با آستانه انتساب�های همه روی dynτ (G) مقادیر می�دهیم نشان فصل، این در
در اولین�بار مجموعه این ماکزیمم عنصر .(١١.٣.٢ (گزاره می�باشد صحیح اعداد از پیوسته مجموعه�ای
باشد گویا نامنفی عدد یک t کنید فرض است. شده معرفی زیر نماد آن�جا در که است شده بررسی [٢٧]
تعریف Dynt(G) = max

τ :τ̄=t
dynτ (G) به�صورت Dynt(G) پس است، صحیح عددی t|G| به�طوری�که

گرفتن در�نظر منظور به است. صحیح عددی t|G| که است این بر فرض Dynt(G) تعریف در می�شود.
لازم شرط یک ادامه در می�سازیم. را پویا) مونوپولی (بزرگ�ترین Ldynt(G) جدید نماد ،t مقادیر تمام
نشان هم��چنین می�آوریم. به�دست شوند، پویا-محدود Lمونوپولی تا گراف�ها از خانواده یک برای کافی و
دارد. وجود چندجمله�ای زمان در است، جنگل یک F که Ldynt(F ) محاسبه برای الگوریتمی می�دهیم
متوسط آستانه بر�حسب قبلی نتایج از برخی گسترش و پویا مونوپولی�های مطالعه فصل، این در ما هدف
پویا مونوپولی بزرگ�ترین فصل این در شده مطالعه اصلی پارامتر یک ،t گویا عدد هر برای می�باشد.



١۴ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

کرده�ایم. اشاره آن تعریف به ١ فصل در که است

پویا مونوپولی�های برای پایین کران�های ٢.٢

کامل به�طور ۴ فصل در و پرداخته آن بیان به تنها لذا داریم لازم را [٢۶] از لم یک بخش، این آغاز در
می�دهیم. شرح

دهید قرار باشد. G گراف از یالی چگالی ϵ(G) و n مرتبه از گراف یک (G, τ) کنید فرض .١.٢.٢ لم
این�صورت در .tm = min{τ(v) : v ∈ V (G)}

n(١− ϵ(G)

tm
) ≤ dyn(G).

می�دهیم. تعمیم متوسط آستانه بر�حسب را ١.٢.٢ لم پایین کران بخش این در

باشد. Gرئوس به آستانه انتساب یک τ و ∆ درجه ماکزیمم با گراف یک G کنید فرض .٢.٢.٢ قضیه
مونوپولی هر برای این�صورت در باشد. آستانه�ها ماکزیمم tM و τ متوسط آستانه τ̄ کنید فرض هم�چنین

داریم G از M τ-پویا

|M | ≥ |G|(١− ϵ(G)

τ̄
)(
τ̄

tM
) ≥ |G|(١− ϵ(G)

τ̄
)(
τ̄

∆
).

D٠ = M به�طوری�که دارد وجود V (G) از D٠, D١, . . . , Dt افراز یک .n = |G| کنید فرض برهان.
بنابر�این دارد. وجود D٠∪· · ·∪Di−١ و v بین یال τ(v) حدأقل ،v ∈ Di رأس هر و i ≥ ١ هر برای و

یعنی دارد. وجود G در یال
∑

v∈V (G)\M
τ(v) ∑حدأقل

v∈V (G)\M

τ(v) ≤ |E(G)|.

نوشت می�توان این�صورت در

|E(G)| ≥
∑

v∈V (G)\M

τ(v) =
∑

v∈V (G)

τ(v)−
∑
v∈M

τ(v). (١.٢)

پس .tM ≥ τ(v) لذا tM = max{τ(v) : v ∈ V (G)} که آن�جا از

− τ(v) ≥ −tM . (٢.٢)

داریم است ثابت tM این�که و (١.٢) در (٢.٢) نا�مساوی جای�گذاری با

|E(G)| ≥
∑

v∈V (G)

τ(v)−
∑
v∈M

tM =
∑

v∈V (G)

τ(v)− tM |M |.

نتیجه در

tM |M | ≥
∑

v∈V (G)

τ(v)− |E(G)|.



١۵ پویا مونوپولی�های برای پایین کران�های .٢.٢

می�آوریم به�دست |G|
tM |G|

در اخیر نامساوی ضرب با

|M | ≥ ١
tM

(
|G|
|G|

)(
∑

v∈V (G)

τ(v)− |E(G)|)

= |G|( ١
tM

)(τ̄ − ϵ(G))

= |G|( τ̄
tM

)(١− ϵ(G)

τ̄
).

یعنی کردیم. ثابت را قضیه حکم از اول نا�مساوی بنابر�این

|M | ≥ |G|(١− ϵ(G)

τ̄
)(
τ̄

tM
).

deg(v) می�تواند أکثر حد tM لذا آستانه�هاست، ماکزیمم tM طرفی از و τ(v) ≤ deg(v) ≤ ∆ چون حال
نتیجه در باشد.

tM ≤ ∆ =⇒ ١
tM

≥ ١
∆
.

یعنی گردید. اثبات نیز قضیه حکم از دوم نا�مساوی پس

|M | ≥ |G|(١− ϵ(G)

τ̄
)(
τ̄

∆
).

می�دهد. ما به گراف�ها یالی چگالی بر�حسب پایین کران یک زیر نتیجه

τ̄ کنید فرض هم�چنین باشد. ϵ یالی چگالی با گرافی G و مثبت ثابت هر δ کنید فرض .٣.٢.٢ نتیجه
باشد. G برای τ-پویا مونوپولی Mهر و τ̄ متوسط با آستانه انتساب هر τ و τ̄ ≥ (١+ δ)ϵ با ثابت هر

این�صورت در
|M | ≥ δϵ.

می�دانیم ٢.٢.٢ قضیه پایین کران از استفاده با .n = |G| کنید فرض برهان.

|M | ≥ |G|(١− ϵ(G)

τ̄
)(
τ̄

tM
),

برای فوق کران و τ̄ ≥ (١+ δ)ϵفرض از استفاده با هم�چنین می�باشد. آستانه�ها ماکزیمم tM آن در که
نوشت می�توان |M |

|M | ≥ |G|(١− ϵ(G)

τ̄
)(
τ̄

tM
) ≥ |G|(١− ϵ(G)

(١+ δ)ϵ(G)
)(
(١+ δ)ϵ(G)

tM
)

≥ |G|(١− ϵ(G)

ϵ(G) + δϵ(G)
)(
ϵ(G) + δϵ(G)

tM
)

≥ |G|(ϵ(G) + δϵ(G)− ϵ(G)

ϵ(G) + δϵ(G)
)(
ϵ(G) + δϵ(G)

tM
)

≥ |G|(δϵ(G)
tM

).

(٣.٢)
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لذا .τ(v) ≤ tM ≤ deg(v) < n و tM = max{τ(v) : v ∈ V (G)} دیگر طرف از

tM < n =⇒ ١
tM

>
١
n
=

١
|G|

.

داریم (٣.٢) در نا�مساوی این جای�گذاری با

|M | ≥ |G|(δϵ(G)
|G|

) =⇒ |M | ≥ δϵ(G).

داریم. را زیر نتیجه ٢.٢.٢ قضیه از استفاده با

یک τ کنید فرض هم�چنین باشد. رأس n با +٢r)-منتظم ١) گراف یک G کنید فرض .۴.٢.٢ نتیجه
برای پویا مونوپولی هر این�صورت در باشد. τ̄ = r + ١ متوسط آستانه با G رئوس به آستانه انتساب

دارد. رأس n

۴r + ٢ حدأقل (G, τ)

داریم ٢.٢.٢ قضیه به توجه با برهان.

|M | ≥ |G|(١− ϵ(G)

τ̄
)(
τ̄

∆
). (۴.٢)

پس است ٢r)-منتظم + ١) گرافی G که آن�جا از
∆ = ٢r + ١.

از است عبارت گراف یالی چگالی هم�چنین

ϵ(G) =
|E(G)|
|V (G)|

.

∑اما
v∈V (G)

deg(v) = ٢|E(G)|.

این�صورت در

|E(G)| =

∑
v∈V (G)

deg(v)

٢ =
|V (G)|(٢r + ١)

٢ .

شد. محاسبه ٢r + ١
٢ با برابر یالی چگالی مقدار لذا

داریم (۴.٢) در ϵ(G) و ∆ برای آمده به�دست مقادیر قرار�دادن با

|M | ≥ |G|(١− (٢r + ٢/(١
r + ١ )(

r + ١
٢r + ١)

= |G|(٢r + ٢− ٢r − ١
٢(r + ١) )(

r + ١
٢r + ١)

= |G| ١
٢)٢r + ١) =

n

۴r + ٢ .
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متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین ٣.٢
شده داده

پویا مونوپولی�های چند�جمله�ای زمان بررسی و بالا کران�های برخی ١.٣.٢

متوسط آستانه شرایط در پویا مونوپولی�های اندازه�ی برای موجود بالای کران�های از برخی به بخش این
گراف از رأس پوشش مینیمم بر�حسب عمومی بالای کران یک زیر گزاره در ابتدا است. شده داده اختصاص
٠ ≤ τ̄ ≤ ٢ϵ(G) به�طوری�که است دل�خواه مقداری τ̄ متوسط آستانه که زمانی Ldynτ̄=٢ϵ(G) برای G
به توجه با باشد. بیشتر ٢ϵ(G) از نمی�تواند G در متوسط آستانه که باشید داشته توجه می�آوریم. به�دست

می�شود. داده نشان β(G) با G گراف در رأس پوشش هر اندازه کوچک�ترین ٢١.٢.١ تعریف

باشد. تنها رأس بدون گرافی G کنید فرض .١.٣.٢ گزاره
دارای τ-پویا مونوپولی هر این�صورت در باشد. τ̄ = ٢ϵ متوسط با آستانه انتساب هر τ کنید فرض (i)

.Ldynτ̄=٢ϵ(G) = β(G) به�خصوص می�باشد. رأس β(G)
.Ldynτ̄=t(G) ≤ β(G) ،t ≤ ٢ϵ ثابت هر برای (ii)

به�طوری�که باشد Gرئوس به آستانه انتساب τ : V (G) → N ∪ {٠} کنید فرض (i) برهان.
پس τ(v) ≤ degG(v) ،v رأس هر برای که آن�جا از .τ̄ = ٢ϵ(G)∑

v∈V (G)

τ(v) ≤
∑

v∈V (G)

degG(v) = ٢|E(G)|.

∑اما
v∈V (G)

τ(v) = nτ̄ = n٢ϵ(G) = ٢|E(G)|.

لذا

٢|E(G)| ≤ ٢|E(G)|.

داریم v رأس هر برای لذا شده�اند، برابر یک�دیگر با فوق نامساوی طرفین این�که به توجه با

τ(v) = degG(v). (۵.٢)

زیر�مجموعه�های کنید فرض می�گیریم. نظر در M از خارج را uv یال و پویا مونوپولی یک را M حال
به�طوری�که باشند Gرئوس از افراز�هایی ،D٠, D١, . . . , Dt

(D٠ ∪D١ ∪ · · · ∪Di−١) ∩ {u, v} = ∅.

فرض می�توان کلیت از شدن کاسته بدون .Di∩{u, v} ̸= ∅ که می�گیریم اندیسی کوچک�ترین را i ≥ ١
این�صورت در .u ∈ Di کرد

τ(u) ≤ degi−١∪
j=١

Dj

(u). (۶.٢)



١٨ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

داریم پس v /∈
i−١∪
j=١

Dj ولی v ∈ N(u) یعنی است u همسایه یک v رأس که آن�جا از

degi−١∪
j=١

Dj

(u) ≤ degG(u)− ١.

می�شود نوشته زیر به�صورت فوق نا�مساوی ،(۵.٢) رابطه بنا�بر
degi−١∪

j=١
Dj

(u) ≤ degG(u)− ١ ≤ τ(u)− ١. (٧.٢)

داریم را زیر تناقض (٧.٢) و (۶.٢) روابط به توجه با
τ(u) ≤ τ(u)− ١.

لاأقل یال، هر لذا باشد. داشته Mقرار در بایستی v یا uرأس یک که است این دهنده نشان بالا تناقض
باشد. داشته رأس β اندازه به حدأقل باید پس است رأس پوشش Mیک بنا�بر�این Mدارد. در رأس یک

لذا
|M | ≥ β(G). (٨.٢)

است. پویا مونوپولی یک G گراف از رأس پوشش مینیمم هر کنیم ثابت بایستی حال
بین که آن�جا از ،D١ = V (G) \M و باشد مینیمال رأسی پوشش یک D٠ = M اگر که کنید توجه
مجموعه یک D١ این�صورت در Mاست. در رأس هر همسایه�های همه پس ندارد وجود یالی D١ رئوس

داریم (۵.٢) رابطه به توجه با و v ∈ D١ رأس هر برای لذا است. G در مستقل
degD١(v) = degG(v) = τ(v).

لذا می�باشد. پویا مونوپولی یک D٠ پس
|M | ≤ β(G). (٩.٢)

داریم (٩.٢) و (٨.٢) رابطه از
|M | = β(G).

نتیجه در .dynτ (G) = β(G) بنا�بر�این
Ldynτ̄=٢ϵ(G) = max{dynτ (G)|τ̄ = ٢ϵ} = β(G).

خاصی τ یک (با است آمده به�دست آستانه�ها از خاصی مجموعه توسط Ldynτ̄=t(G) کنید فرض (ii)
برای پویا مونوپولی یک D٠ لذا باشد. G برای رأسی پوشش یک D٠ کنید فرض می�افتد). اتفاق
برای بگیریم، β اندازه از یکی اگر بگیریم. نظر در را مینیمم�ها بایستی این�جا در طرفی از آستانه�ها�ست.

پس دارد. وجود مونوپولی یک آن
dynτ (G) ≤ β(G).

نتیجه در .dynτ (G) ≤ β(G) داریم τ̄ = t به�طوری�که τ هر برای به�عبارت�دیگر
Ldynτ̄=t(G) = max{dynτ (G)|τ̄ = t} ≤ β(G).

است. شده داده نشان [۵] در زیر قضیه�های
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پوشش V (G) \ S اگر تنها و اگر است G از مستقل مجموعه یک S ⊆ V (G) مجموعه .٢.٣.٢ قضیه
باشد. G

استقلال) (عدد مستقل مجموعه رئوس تعداد ماکزیمم ،Gگراف در شد، ذکر ١ فصل در که همان�طور
می�شوند. داده نشان χ(G) و α(G) با به�ترتیب رنگی عدد و

α(G) + β(G) = |G| .٣.٣.٢ قضیه
باشد. α(G) می�تواند حدأکثر پس است، مستقل مجموعه�های به G رئوس افراز χ(G) که آن�جا از

بنا�بر�این
|G| ≤ α(G)χ(G).

می�آید. به�دست زیر نتیجه ١.٣.٢ گزاره و توضیحات این به توجه با

داریم t ≤ ٢ϵ ثابت هر برای .۴.٣.٢ نتیجه

Ldynτ̄=t(G) ≤ |G|(١− ١
χ(G)

).

داریم t ≤ ٢ϵ ثابت هر برای ١.٣.٢ گزاره بنا�بر برهان.
Ldynτ̄=t(G) = max{dynτ (G)|τ̄ = t} ≤ β(G).

می�شود تبدیل زیر به�شکل فوق رابطه ٣.٣.٢ قضیه به توجه با
Ldynτ̄=t(G) ≤ |G| − α(G). (١٠.٢)

داریم |G| ≤ α(G)χ(G) نا�برابری از طرفی از

α(G) ≥ |G|
χ(G)

.

لذا
−α(G) ≤ −|G|

χ(G)
.

داریم (١٠.٢) در بالا نا�مساوی از −α(G) برای آمده به�دست مقدار جای�گذاری با

Ldynτ̄=t(G) ≤ |G| − |G|
χ(G)

= |G|(١− ١
χ(G)

).

آن�گاه بگیریم، نظر در را محدود درجه ماکزیمم با گراف�ها از خانواده�ای اگر می�دهد نشان نتیجه این
داریم G از خانواده هر برای و ثابت λ برخی برای

Ldynτ̄ (G) ≤ λ|G|.

استفاده با و می�آوریم به�دست رأس درجه�های و متوسط آستانه بر�حسب اساسی بالای کران یک ادامه در
مثبت عددی t و گراف یک G کنید فرض می�گیریم. نتیجه را دیگر بالای کران�های از برخی کران، این از
برای به�طوری�که باشد τ̄ میانگین با انتساب هر τ کنید فرض است. صحیح عددی t|G| به�طوری�که باشد
به�صورت G از درجه دنباله یک d١ ≤ d٢ ≤ · · · ≤ dn کنید فرض .τ(v) ≤ degG(v) ،v رأس هر
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و v رأس هر برای آن در که می�کنیم اثبات و بیان را [١٨] از قضیه�ای خصوص این در باشد. صعودی
می�دهیم. نشان NS(v) توسط را S در v همسایه�های مجموعه ،G گراف رئوس از S زیر�مجموعه

باشد. صعودی شکل به d١ ≤ d٢ ≤ · · · ≤ dn درجه دنباله با گراف یک G کنید فرض .۵.٣.٢ قضیه
این�صورت در باشد. τ̄ متوسط آستانه با G رئوس به آستانه انتساب هر τ کنید فرض همچنین

Ldynτ̄=t(G) ≤ max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nτ̄
}
.

هر M کنید فرض دهید. نشان deg(v) و τ(v) با به�ترتیب را G در v رأس هر درجه و آستانه برهان.
V (G)\M باشد. V (G) از ,M,D١افراز�هایی . . . , Dl و رأس تعداد کم�ترین با G از τ-پویا مونوپولی

آن در که می�کنیم افراز B = V (G) \M \ A و A زیر�مجموعه دو به را
A =

{
v ∈ V (G) \M : |NM(v)| ≤ τ(v)

}
.

می�کنیم. اثبات و ساخته را زیر ادعای .|NM(v)| > τ(v) آن�گاه v ∈ B اگر که باشید داشته توجه
،x ∈M رأس هر برای ادعا:

|NA∪B(x)| ≥ |NB(x)|+ deg(x)− τ(x) + ١.

داریم .|NA∪B(x)| ≤ |NB(x)|+ deg(x)− τ(x) ،xرئوس از برخی برای کنید فرض ادعا: اثبات

|NM(x)| = deg(x)− |NA∪B(x)| ≥ deg(x)−
(
|NB(x)|+ deg(x)− τ(x)

)
= deg(x)− |NB(x)| − deg(x) + τ(x)

= τ(x)− |NB(x)|.

نتیجه در
|NM(x)|+ |NB(x)| ≥ τ(x).

دیگر به�عبارت
|NM∪B(x)| ≥ τ(x).

از شود. فعال M ∪ B در رئوس همه شدن فعال با می�تواند x غیر�فعال رأس که است آن معنی به این
داریم x ∈ B هر برای B مجموعه تعریف به توجه با طرفی

|NM(x)| > τ(x) =⇒ |NM(x)| ≥ τ(x) + ١ =⇒ |NM(x)| − ١ ≥ τ(x).

نتیجه توضیحات این با شوند. فعال M \ {x} رئوس شدن فعال با می�توانند B رئوس همه یعنی
یک M \ {x} لذا می�باشد. مونوپولی یک هم M \ {x}, B, {x}, D١ \ B, . . . , Dl \ B می�گیریم

است. تناقض در M کمینه�بودن با که می�شود پویا مونوپولی مینیمم
داریم زیر ∑در

y∈A∪B

|NM(y)| =
∑
y∈A

|NM(y)|+
∑
y∈B

|NM(y)|

داریم A مجموعه تعریف از ∑هم�چنین
y∈A∪B

|NM(y)| ≤
∑
y∈A

τ(y) +
∑
y∈B

|NM(y)| (١١.٢)
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می�دانیم ادعا ∑از
x∈M

|NA∪B(x)| ≥
∑
x∈M

|NB(x)|+
∑
x∈M

(deg(x) + ١)−
∑
x∈M

τ(x). (١٢.٢)

داریم را زیر تساوی طرفی ∑از
y∈A∪B

|NM(y)| =
∑
x∈M

|NA∪B(x)|.

داریم فوق تساوی و (١٢.٢) و (١١.٢) از ∑بنابراین
x∈M

|NB(x)|+
∑
x∈M

(deg(x) + ١)−
∑
x∈M

τ(x) ≤
∑

y∈A∪B

|NM(y)|

≤
∑
y∈A

τ(y) +
∑
y∈B

|NM(y)|.

که می�دهد نشان این است. برقرار
∑
x∈M

|NB(x)| =
∑
x∈B

|NM(x)| تساوی ∑هم�چنین
x∈M

(deg(x) + ١)−
∑
x∈M

τ(x) ≤
∑
y∈A

τ(y)

∑پس
x∈M

(deg(x) + ١) ≤
∑
x∈M

τ(x) +
∑
y∈A

τ(y)

=
∑

y∈A∪M

τ(y) ≤
∑

v∈V (G)

τ(v) = nτ̄

بنا�بر�این
(d١+١)+ (d١+٢)+ · · ·+(d|M |+١) ≤ (di١ + ١) + (di٢ + ١) + · · ·+ (di|M| + ١) ≤ nτ̄ .

می�گیریم نتیجه لذا

|M | ≤ max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nτ̄
}
.

می�آید. به��دست کار�آمد الگوریتم یک توسط ۵.٣.٢ قضیه کران می�دهیم نشان زیر گزاره در

انتساب هر و رأس n با G گراف هر برای آن در که دارد وجود O(n٣) الگوریتم یک .۶.٣.٢ گزاره
به�طوری�که می�دهد خروجی به�عنوان را M چون پویا مونوپولی یک ،τ̄ میانگین با G از آستانه

|M | ≤ max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nτ̄
}
.

که داریم پویا مونوپولی یک الگوریتم از زمانی مرحله هر در می�دهیم. ارائه زیر به�شرح را الگوریتم برهان.
اجرای میان از را M مجموعه .M = V (G) می�دهیم قرار الگوریتم شروع در می�دهیم. Mنشان توسط
نهایی مرحله در و است پویا مونوپولی Mیک الگوریتم، از مرحله هر در به�طوری�که می�کنیم اصلاح الگوریتم
مجموعه�های Mو پویا مونوپولی یک مرحله هر در می�آوریم. به�دست مورد�نظر اندازه با پویا مونوپولی یک
و A =

{
v ∈ V (G) \M : |NM(v)| ≤ τ(v)

}
به�صورت A مجموعه داریم. را متناظرش B و A



٢٢ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

را B و A ،M فرآیند از مشخص مرحله یک در کنید فرض است. شده تعریف B = V (G) \M \ A
می�کنیم. اصلاح زیر به�شرح را M داریم.

نکند صدق زیر شرط در v به�طوری�که کنیم پیدا v رأس یک تا می�کنیم بررسی را M رئوس همه
|NA∪B(x)| ≥ |NB(x)|+ deg(x)− τ(x) + ١.

دارد: وجود ممکن حالت دو
کند. صدق فوق نا�مساوی در که ندارد وجود رأسی چنین :١ حالت

این�رو از است. max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nτ̄
}
أکثر حد M تعداد ۵.٣.٢ قضیه اثبات به توجه با لذا

می�باشد. مورد�نظر مونوپولی M
به�طوری�که می�کند پیدا v مانند رأسی الگوریتم :٢ حالت

|NA∪B(x)| ≤ |NB(x)|+ deg(x)− τ(x).

M \ {v} است. پویا مونوپولی یک هم Mهنوز \ {v} می�دهد نشان ۵.٣.٢ قضیه اثبات حالت، این در
بعد مرحله به اکنون می�آوریم. به�دست را متناظرش B و A مجموعه�های و می�دهیم قرار M به�جای را
پویا مونوپولی یک پایان در و می�کنیم تکرار را فرآیند این رأس). آزمایش مرحله مثال (به�عنوان می�رویم
تخمین را الگوریتم اجرای زمان زیر در می�آوریم. به�دست می�کند، صدق گزاره شرایط در که M چون
از رأس یک مرحله، هر در که آن�جا از می�گیرد. انجام O(n٢) زمان در آزمایش مرحله هر می�زنیم.
زمان کل که می�دهد نشان این می�باشد. n أکثر حد مراحل تعداد لذا می�شود، حذف M پویا مونوپولی

آورده�ایم: شبه�کد یک به�صورت را الگوریتم خلاصه زیر در است. O(n٣) الگوریتم اجرای

while |NA∪B(v)| < |NB(v)|+ deg(v)− τ(v) + ١ do

M =M \ {v}

update A

update B

end while

زیر�مجموعه هیچ به�طوری�که می�گیریم نظر در را پویا مونوپولی هر ،M کمینه مونوپولی یک توسط
داریم. را زیر ملاحظه ۵.٣.٢ قضیه اثبات از استفاده با نباشد. پویا مونوپولی یک M از محضی

هم�چنین باشد. d١ ≤ d٢ ≤ · · · ≤ dn صعودی درجه دنباله با گراف یک G کنید فرض .٧.٣.٢ ملاحظه
مونوپولی هر M کنید فرض باشد. τ̄ متوسط آستانه با G رئوس به آستانه انتساب هر τ کنید فرض

این�صورت در باشد. کمینه τ-پویا

|M | ≤ max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nτ̄
}
.

می�آید. به�دست زیر نتیجه ،۵.٣.٢ قضیه از بلا�فاصله



٢٣ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

این�صورت در باشد. δ درجه مینیمم با و رأس n با گرافی G کنید فرض .٨.٣.٢ نتیجه

Ldynτ̄=t(G) ≤
nτ̄

δ + ١ .

داریم ۵.٣.٢ قضیه بنا�بر برهان.

Ldynτ̄=t(G) ≤ max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nτ̄
}
.

پس ،δ ≤ deg(vi) طرفی از

nτ̄ ≥
k∑

i=١
(deg(vi) + ١) ≥ k(δ + ١) =⇒ nτ̄

δ + ١ ≥ k.

نتیجه در
Ldynτ̄=t(G) ≤ max

{
k : k ≤ nτ̄

δ + ١
}

=⇒ Ldynτ̄=t(G) ≤
nτ̄

δ + ١ .

می�کنیم. تعیین را Ldynτ̄=t(Kn) دقیق مقدار زیر در

.Ldynτ̄=t(Kn) = ⌊t⌋ داریم، Kn کامل گراف برای .٩.٣.٢ گزاره

داریم ۵.٣.٢ قضیه به توجه با لذا است n− ١ با برابر Kn گراف در رأس هر درجه که آن�جا از برهان.

Ldynτ̄=t(Kn) ≤ max
{
k :

k∑
i=١

(deg(vi) + ١) ≤ nτ̄
}

= max
{
k : k((n− ١) + ١) ≤ nτ̄

}
= max

{
k : kn ≤ nτ̄

}
= max

{
k : k ≤ τ̄ = t

}
= t.

کردیم ثابت نتیجه در
Ldynτ̄=t(Kn) ≤ t. (١٣.٢)

τ̄ برابر میانگین آن در که می�گیریم نظر در را زیر آستانه�های ،Ldynτ̄=t(Kn) ≥ t این�که اثبات برای
آستانه با را Kn از رأس n(١ − (t − ⌊t⌋)) و ⌊t⌋ + ١ آستانه با را Kn از رأس n(t − ⌊t⌋) است.
طرفی از .nt =

∑
v∈V (Kn)

τ(v) زیرا است، صحیح عددی nt که باشید داشته توجه بگیرید. نظر در ⌊t⌋

می�آید به�دست زیر به�صورت آستانه�ها این ∑میانگین
v∈V (Kn)

τ(v) = n(t− ⌊t⌋)(⌊t⌋+ ١) + n(١− (t− ⌊t⌋))(⌊t⌋).

∑پس
v∈V (Kn)

τ(v)

n
= t⌊t⌋+ t− (⌊t⌋)٢ − ⌊t⌋+ ⌊t⌋ − t⌊t⌋+ (⌊t⌋)٢ = t.



٢۴ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

آستانه�ها از مجموعه این برای پویا مونوپولی هر است واضح است. t با برابر آستانه�ها این متوسط لذا
در بگیریم، نظر در D,D١, . . . , Dl با مونوپولی مینیمم یک را D اگر زیرا دارد. لازم رأس ⌊t⌋ حدأقل

،x ∈ D١ هر برای این�صورت
degD(x) = |D| ≥ τ(x) ≥ ⌊t⌋. (١۴.٢)

داریم (١۴.٢) و (١٣.٢) از نتیجه در
Ldynτ̄=t(Kn) = ⌊t⌋.

پویا مونوپولی بزرگ�ترین خصوص در نتایجی ٢.٣.٢

یکسان، متوسط آستانه با آستانه انتساب�های همه روی dynτ (G) مقادیر �دهیم نشان این�که برای ابتدا در
می�کنیم. اثبات و بیان را زیر لم می�باشد، صحیح اعداد از پیوسته مجموعه�ای

به�طوری�که باشند G رئوس به آستانه انتساب دو τ ′ و τ و گراف یک G کنید فرض [٢۵] .١٠.٣.٢ لم
این�صورت در .τ(u) = τ ′(u) ،v رأس یک دقیقاً به�جز G از u رئوس همه dynτبرای (G)− ١ ≤ dynτ ′(G) ≤ dynτ (G), τ(v) > τ ′(v),

dynτ (G) ≤ dynτ ′(G) ≤ dynτ (G) + ١, τ(v) < τ ′(v).

.|dynτ ′(G)− dynτ (G)| ≤ ١ دیگر به�عبارت

کنیم فرض کلیت از کاستن بدون .τ(v) ̸= τ ′(v) که باشد رأسی تنها v کنید فرض برهان.
چون باشد. (G, τ) برای اندازه کوچک�ترین با پویا مونوپولی یک M کنید فرض حال .τ(v) < τ ′(v)

که است واضح هستند، یکسان هم با τ ′ و τ آستانه�های ،v رأس به�جز Gرئوس همه برای
dynτ (G) ≤ dynτ ′(G). (١۵.٢)

این�صورت در است. (G, τ ′) برای پویا مونوپولی یک M ′ =M ∪ {v} دیگر طرف از
dynτ ′(G) ≤ |M |+ ١ = dynτ (G) + ١. (١۶.٢)

داریم (١۶.٢) و (١۵.٢) از نتیجه در
dynτ (G) ≤ dynτ ′(G) ≤ dynτ (G) + ١. (١٧.٢)

برای اندازه کوچک�ترین با پویا مونوپولی یک M ′ کنید فرض .τ(v) > τ ′(v) می�کنیم فرض حال
واضح هستند، برابر هم با τ ′ و τ آستانه�های ،v رأس جز Gرئوس همه برای که آن�جا از باشد. (G, τ ′)

که است
dynτ (G) ≥ dynτ ′(G). (١٨.٢)

پس است. (G, τ) برای پویا مونوپولی یک M =M ′ ∪ {v} طرفی از
dynτ (G) ≤ |M ′|+ ١ = dynτ ′(G) + ١.



٢۵ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

نتیجه در
dynτ (G)− ١ ≤ dynτ ′(G). (١٩.٢)

داریم (١٩.٢) و (١٨.٢) از بنابراین
dynτ (G)− ١ ≤ dynτ ′(G) ≤ dynτ (G). (٢٠.٢)

می�آید. به�دست |dynτ ′(G)− dynτ (G)| ≤ ١ ،(٢٠.٢) و (١٧.٢) روابط به توجه با این�رو از

در را آستانه�ها همه می�کنیم. بیان زیر به�صورت را dynτ (G) مقادیر بودن پیوسته پایان�نامه این در
است صفر اندازه دارای پویا مونوپولی کوچک�ترین آن�گاه صفر) ثابت (آستانه τ ≡ ٠ اگر می�گیریم. نظر
افراز D١ = V (G) و D٠ = ∅ زیر�مجموعه�های به را V (G) اگر دیگر عبارت به .(dynτ (G) = ٠)
باید این�صورت در τ ≡ n اگر حال ندارد. D٠ در همسایه�ای هیچ D١ در رأس هر این�صورت در کنیم،
یعنی باشد، داشته وجود رأسی D٠ از خارج در بایستی پس D٠ ⊂ V (G) اگر چون .D٠ = V (G)

باشد) داشته D٠ در همسایه τ(v) = n) باشد D٠ در همسایه τ(v) دارای باید v این که v ∈ D١

یک τ ≡ ٠ برای توانستیم بنابراین .dynτ (G) = n نتیجه در D١ = ∅ لذا است. تناقض این که
آن برای بگیریم، دو این بین از τ یک اگر حال بیابیم. dynτ (G) یک هم τ ≡ n برای و dynτ (G)

٠ ≤ τ ≤ n بازه کل می�توانیم یعنی می�دهد، نتیجه را بودن پیوسته این، کرد. تعریف dynτ (G) می�توان
است. زیر شرح به پیوستگی نتیجه حال دهیم. پوشش صحیح اعداد با را

هم�چنین .τ̄ = τ̄ ′ به�طوری�که باشند G رئوس به آستانه انتساب�های τ ′ τو کنید فرض .١١.٣.٢ گزاره
τ̄ = τ̄٠ شرط با τ٠ این�صورت در .dynτ (G) ≤ r ≤ dynτ ′(G) که باشد صحیح عددی r کنید فرض

.dynτ٠(G) = r به�طوری�که دارد وجود

می�توان پس نمی�ماند. باقی اثبات برای چیزی آن�گاه dynτ ′(G) = r یا dynτ (G) = r اگر برهان.
می�کنیم تعریف τ ′ و τ آستانه انتساب دو هر برای .dynτ (G) < r < dynτ ′(G) کرد فرض

δ(τ, τ ′) =
∑

v:τ(v)>τ ′(v)

(
τ(v)− τ ′(v)

)
v دلخواه رأس هر برای آن�گاه δ(τ, τ ′) = ٠ اگر می�کنیم. اثبات را گزاره δ(τ, τ ′) روی استقرا با اکنون

داریم: حالت دو
تناقض در δ(τ, τ ′) = ٠ با که δ(τ, τ ′) > ٠ ،δ تعریف به بنا حالت این در .τ(v) > τ ′(v) :١ حالت

باشد. خاصیت این دارای که ندارد وجود v هیچ است.لذا
پس است یکسان دو هر متوسط آستانه چون .τ(v) ≤ τ ′(v) :٢ ∑حالت

v∈V (G)

τ(v) =
∑

v∈V (G)

τ ′(v) =⇒ ٠ =
∑

v∈V (G)

τ ′(v)−
∑

v∈V (G)

τ(v)

=⇒ =
∑

v∈V (G)

(τ ′(v)− τ(v))

،v ∈ V (G) هر برای نتیجه در τ ′(v)− τ(v) ≥ ٠ طرفی از
τ ′(v)− τ(v) = ٠ =⇒ τ ′(v) = τ(v).



٢۶ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

τ ′ و τ برای گزاره این کنید فرض و بگیرید نظر در را k ≥ ٠ استقرا) (فرض است. بدیهی حکم لذا
τ ̸= τ ′ و δ(τ, τ ′) = k + ١ برای .δ(τ, τ ′) ≤ k به�طوری�که است برقرار یکسان متوسط آستانه با
اگر چون ،τ ̸= τ ′ و δ(τ, τ ′) = k + ١ به�طوری�که شده�اند داده τ ′ τو کنیم فرض می�کنیم. اثبات را آن
از چون است ناتهی W .W = {v : τ(v) > τ ′(v)} می�کنیم تعریف .δ = ٠ قبل مانند آن�گاه τ = τ ′

هست مکانی یعنی این و τ(u) < τ ′(u) مکان یک در پس برابرند هم با متوسط آستانه�های که آن�جا
آستانه یک حال .τ(w) > τ ′(w) پس بگیرید. در�نظر را w ∈ W .W ̸= ∅ لذا ،τ(u) > τ ′(u) که
.τ ′′(v) = τ(v) می�دهیم قرار v /∈ {u,w} که v رأس هر برای می�کنیم. تعریف زیر شرح به τ ′′ جدید

داریم .τ ′′(u) = τ(u) + ١ و τ ′′(w) = τ(w)− ١ می�دهیم قرار هم�چنین
δ(τ ′′, τ ′) =

∑
v:τ ′′(v)>τ ′(v)

(
τ ′′(v)− τ ′(v)

)
=

∑
v/∈{u,w}

τ ′′(v)>τ ′(v)

(
τ ′′(v)− τ ′(v)

)
+

∑
v∈{u,w}

τ ′′(v)>τ ′(v)

(
τ ′′(v)− τ ′(v)

)
=

∑
v/∈{u,w}

τ(v)>τ ′(v)

(
τ(v)− τ ′(v)

)
+
(
τ ′′(w)− τ ′(w)

)
≤

[ ∑
τ(v)>τ ′(v)

(
τ(v)− τ ′(v)

)
︸ ︷︷ ︸

δ(τ,τ ′)

]
− ١ = (k + ١)− ١ = k

شرط دو این�که به با�توجه
δ(τ ′′, τ ′) ≤ k

یعنی سوم شرط دهیم نشان است کافی می�کند. صدق استقرا فرض در پس است، برقرار τ̄ ′′ = τ̄ ′ و
به�جز G از v رئوس همه برای داریم: ١٠.٣.٢ لم بنابر است. برقرار هم dynτ ′′(G) ≤ r ≤ dynτ ′(G)

پس .τ(v) = τ ′(v) ،u مانند رأس یک دقیقاً

τ(u) ̸= τ ′′(u) =⇒

{
τ(u) < τ ′′(u),

τ(u) > τ ′′(u).

باشیم داشته باید پس τ(u) < τ ′′(u) می�دانیم
dynτ (G) ≤ dynτ ′′(G) ≤ dynτ (G) + ١ ≤ r ≤ dynτ ′(G).

و τ̄٠ = τ̄ ′ که دارد وجود τ٠ یک استقرا فرض به باتوجه بنا�براین است. برقرار هم سوم شرط یعنی
.dynτ٠(G) = r

باید v رأس این�صورت در ،τ(v) = degG(v) + ١ باشیم داشته v رأس یک برای اگر .١٢.٣.٢ تعریف
یک v دیگر بیان (به می�نامیم خود-رأی را رأسی چنین باشد. داشته تعلق (G, τ) از پویا مونوپولی هر به

می�شود). نامیده واکسینه١ رأس

باشیم داشته G از v رئوس برخی برای اگر می�دهد نشان ١.٣.٢ بخش در ۵.٣.٢ قضیه اثبات
می�کنیم. بحث را مورد این زیر گزاره در است. برقرار هنوز حکم آن�گاه ،τ(v) = degG(v) + ١

١Vaccinated vertex



٢٧ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

انتساب�های ،Ldynt(G) تعریف در کنید فرض باشد. مثبت عدد یک t کنید فرض .١٣.٣.٢ گزاره
یک توسط را Ldynt(G) می�توان این�صورت در باشند. داشته واکسینه رئوس هستند مجاز آستانه

آورد. به�دست زمان-چندجمله�ای الگوریتم

قضیه بنابر باشد. صعودی به�صورت G از درجه دنباله یک d١ ≤ d٢ ≤ · · · ≤ dn کنید فرض برهان.

کنیم فرض حال .Ldynt(G) ≤ max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nt
}
داریم ۵.٣.٢

k٠ = max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nt
}
. (٢١.٢)

می�سازیم. زیر شرح به τ آستانه انتساب یک گزاره فرض به با�توجه

τ(v) =

τ(vi) = degG(vi) + ١ i ≤ k٠,

٠ O.W.

حال .Ldynt(G) = max
{
dynτ (G)

∣∣∣τ̄ ≤ t
}

≤ k٠ می�دانیم پویا مونوپولی بزرگ�ترین تعریف از
که است واضح آن�گاه |D| = dynτ (G) = k٠ به�طوری�که باشد پویا مونوپولی مینیمم یک D اگر

دیگر به�عبارت .Ldynt(G) = k٠ پس .Ldynt(G) = max
{
dynτ (G)

∣∣∣τ̄ ≤ t
}
≥ k٠

|D| = Ldynt(G) = k٠.

طرفی از
k٠∑
i=١

τ(v) =
k٠∑
i=١

(degG(vi) + ١) (٢٢.٢)

پس می�کند، صدق (٢١.٢) شرط در (٢٢.٢) عبارت چون
k٠∑
i=١

(degG(vi) + ١) ≤ nt. (٢٣.٢)

داریم n بر (٢٣.٢) نامساوی طرفین تقسیم با

τ̄ =

k٠∑
i=١

(degG(vi) + ١)

n
≤ nt

n
= t =⇒ τ̄ ≤ t

یک Dو = {v١, v٢, . . . , vkبه�صورت{٠D ⊆ V (G) بنابراین می�کند. صدق Ldynt(G)تعریف در که
L-tمونوپولی یک (D, τ) است واضح .|D٠| = |D| = k٠ به�طوری�که دارند وجود τ آستانه انتساب

است. G از پویا

است. شده ثابت [١٨] ذاکر توسط زیر گزاره

و |Gn| → ∞ به�طوری�که دارد وجود G١, G٢, . . . گراف�های از نامتناهی دنباله یک .١۴.٣.٢ گزاره

. lim
n→∞

Ldynϵ(Gn)(Gn)

|Gn|
= ١



٢٨ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

n(n−١)+n[n(n−١)−١] با Gnرا گراف n ≥ ٢ صحیح عدد هر برای .G١ = K٢ دهید قرار برهان.
را Kn از مجزا کپی�های از رأس n(n − ١) − ١ و Kn(n−١) از کپی یک می�سازیم. زیر شرح به رأس
از رأس هر به را Kn کپی هر از رأس هر ندارد. وجود Kn از کپی�ها این بین یالی هیچ می�گیریم. نظر در

.(١.٢ (شکل می�کنیم متصل یال یک دقیقاً توسط Kn(n−١)

b b b b b b b b b

b b b

١ ٢ n

n nn

n n

٢

٢٢

١

١١

١

K

K

KK

n(n− ١)− ١٢

n(n− ١)

n(n− ١)

b b

b b b

b

Gn گراف :١.٢ شکل

شامل Gn )بنابراین
n(n− ١)

٢

)
+ [n(n− ١)− ١]

(
n

٢

)
+ n(n− ١)[n(n− ١)− ١]n (٢۴.٢)

با: است برابر Kn(n−١) گراف یال�های تعداد است. آمده به�دست زیر روابط به توجه با که می�باشد )یال
n(n− ١)

٢

)
با: است برابر Kn کامل گراف از مجزا کپی n(n− ١)− ١ یال�های تعداد

[n(n− ١)− ١]
(
n

٢

)
با: است برابر Kn(n−١) گراف و Kn از کپی�ها بین یال�های تعداد و
n(n− ١)[n(n− ١)− ١]n.

داریم (٢۴.٢) رابطه از حال

|E(Gn)| =
(n(n− ١))!

٢!(n(n− ١)− ٢)! +
(n(n− ١)− ١)n!

٢!(n− ٢)! + (n٢ − n)(n٢ − n− ١)n

=
(n٢ − n)(n٢ − n− ١)

٢ +
(n٢ − n− ١)n(n− ١)

٢ + (n٢ − n− ١)n(n٢ − n)

= (n٢ − n)(n٢ − n− ١) + (n٢ − n− ١)(n٢ − n)n

= (n٢ − n− ١)(n٢ − n)[١+ n] = (n٢ − n− ١)(n٣ − n).

بنابر�این
|E(Gn)| = (n٢ − n− ١)(n٣ − n). (٢۵.٢)



٢٩ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

کپی از v رأس هر برای می�آوریم. به�دست ϵ(Gn) میانگین با Gn برای مناسب آستانه انتساب یک حال
دهید قرار G(n) از Kn(n−١)

τ(v) = ٠.

∑لذا
v∈V (Kn(n−١))

τ(v) = ٠.

دهید قرار Gn از Kn کپی�های از uرأس هر برای هم�چنین
τ(u) = degGn(u) = [n(n− ١) + (n− ١)].

∑پس
v∈V (Kn)

τ(v) = n
[
n(n− ١)− ١

][
n(n− ١) + (n− ١)

]
.

داریم (٢۵.٢) تساوی و روابط این به توجه با ∑لذا
v∈V (Gn)

τ(v) =
∑

v∈V (Kn(n−١))

τ(v) +
∑

v∈V (Kn)

τ(v)

= ٠+ n
[
n(n− ١)− ١

][
n(n− ١) + (n− ١)

]
= (n٢ − n− ١)(n٣ − n) = |E(Gn)|.

نتیجه در

τ̄ =

∑
v∈V (Gn)

τ(v)

|Gn|
=

|E(Gn)|
|Gn|

= ϵ(Gn).

Mهر کنید فرض حال است. آمده به�دست Gn گراف یالی چگالی با مساوی دقیقاً متوسط آستانه یعنی
M,D١, D٢, . . . , Di−١, Di, . . . , Dt و باشد Gn از شده داده آستانه انتساب با متناظر پویا مونوپولی
اشتراک با�هم M و کپی این کنید فرض بگیرید. نظر در را Kn از کپی یک باشند. V (Gn) افراز�های
بار اولین u رأس کنید فرض این�صورت در باشد داشته وجود اشتراک این از خارج uv یال اگر دارند.
M ∪ D١ ∪ · · · ∪ Di−١ در v پس است u رأس همسایه یک v رأس چون و باشد شده ظاهر Di در

این�صورت در می�شود. کم رئوس تعداد از یکی لذا است، نشده ظاهر
τ(u) ≤ degi−١∪

j=٠
Dj

(u) ≤ degGn(u)− ١.

در رأس آن درجه با است برابر Gn گراف کل در Kn از کپی هر در رأس هر آستانه این�که به توجه با اما
لذا ،τ(u) = degGn(u) یعنی گراف کل

degGn(u) ≤ degGn(u)− ١.

که از�آن�جا باشد. Kn کپی هر از رأسی پوشش یک شامل باید M بنابر�این دارد. تناقض عبارت این
پس است، (n− ١) با برابر Kn کامل گراف پوشش در رئوس تعداد
M ≥ [n(n− ١)− ١](n− ١).



٣٠ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

داریم Gn در پویا مونوپولی کوچک�ترین اندازه برای لذا
dynτ (Gn) = [n(n− ١)− ١](n− ١).

داریم از�این�رو
Ldynτ̄=ϵ(Gn) ≥ dynτ (Gn) = [n(n− ١)− ١](n− ١). (٢۶.٢)

لذا .|M | ≤ |Gn| پس M ⊆ V (Gn) که آن�جا از

Ldynτ̄=ϵ(Gn) ≤ |Gn| =⇒ Ldynτ̄=ϵ(Gn)

|Gn|
≤ |Gn|

|Gn|
= ١. (٢٧.٢)

داریم (٢٧.٢) و (٢۶.٢) نا�مساوی�های از استفاده با نتیجه در

١ ≥ lim
n→∞

Ldynϵ(Gn)

|Gn|

≥ lim
n→∞

[n(n− ١)− ١](n− ١)
n(n− ١) + n[n(n− ١)− ١] = lim

n→∞

[n٢ − n− ١](n− ١)
(n٢ − n) + n(n٢ − n− ١)

= lim
n→∞

n٣ − n٢ − n٢ + n− n+ ١
n٢ − n+ n٣ − n٢ − n

= lim
n→∞

n٣ − ٢n٢ + ١
n٣ − ٢n = ١.

یعنی شد اثبات گزاره حکم بنابر�این

lim
n→∞

Ldynϵ(Gn)

|Gn|
= ١.

λ|G|به�صورت Ldynτ̄ (G) برای بالایی کران هیچ آن�گاه ∆ → ∞ اگر می�دهد نشان ١۴.٣.٢ گزاره
است. برقرار قوی�تر نتیجه یک می�دهیم نشان زیر در ندارد. وجود ،λ < ١ و است ثابت یک λ آن در که
٠ < k ≤ ٢ با ثابت هر k آن در که Ldynkϵ(Gn)(Gn) برای نه�تنها نتیجه این می�دهیم نشان حقیقت در
گزاره مقابل در می�باشد. برقرار نیز kn|Gn| → ∞ آن در که kn دنباله هر برای بلکه است، برقرار

. lim
n→∞

Ldynknϵ(Gn)(Gn)

|Gn|
̸= ١ آن�گاه kn = O(

١
|Gn|

) اگر می�دهد نشان ١۶.٣.٢

و |Gn| → ∞ در که دارد وجود {(Gn, τn)}∞n=١ گراف�های از نامتناهی دنباله یک .١۵.٣.٢ گزاره
به�طوری�که می�کند، صدق ϵ(Gn)

|Gn|
= o(τ̄n)

lim
n→∞

Ldynτ̄ (Gn)

|Gn|
= ١.

کامل گراف یک مجزای اجتماع از را Gn رئوس مجموعه می�سازیم. زیر شرح به را Gn گراف برهان.
Kn و Kn+١ از کپی هر بین یال یک دقیقاً می�آوریم. به�دست Kn+١ کامل گراف�های از کپی n و Kn

.(٢.٢ (شکل دارد وجود
دهید قرار Kn در v رأس هر برای

τn(v) = ٠

دهید قرار Kn+١ از کپی هر در v رأس هر برای و
τn(v) = deg(v).



٣١ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

b b b b b b b b b

b b b

n

n

n٢

١

١

K

K

KK

٢

b b

b b b

b

n+ ١ n+ ١n+ ١

Gn گراف :٢.٢ شکل

در زیرا می�باشد. Kn+١ از کپی هر از رأس n حدأقل شامل Gn از پویا مونوپولی هر که است واضح
فرض لذا باشد. داشته Kn+١ کپی�های از یکی از رأس (n− ١) حداکثر D٠ کنید فرض �غیر�این�صورت
درجه بنابر�این دارد. خود در را کپی این از v٠ رأس یک لاأقل که باشد اندیسی کوچک�ترین i٠ ≥ ١ کنید

می�گیریم: در�نظر حالت دو باشد. deg(v٠) = τ(v٠) لاأقل باید
i١−٠∪
i=٠

Di در v٠
لذا هستند. v٠ شامل کپی همان در v٠ همسایه�های همه در�این�صورت .deg(v٠) = n اگر اول: حالت

است. تناقض این که باشند D٠ در باید همسایه n این همه i٠ انتخاب به �توجه با
که است همسایه n دارای خود شامل کپی در v٠ در�این�صورت .deg(v٠) = n + ١ اگر دوم: حالت

این که باشند D٠ در باید همسایه n این همه i٠ انتخاب به �توجه با لذا باشند.
i١−٠∪
i=٠

Di در باید همگی
است. تناقض

می�باشد Kn+١ از کپی هر از رأس n حدأقل شامل Gn از پویا مونوپولی هر بوجود�آمده تناقض به باتوجه
ازین�رو و

Ldynτ̄ (Gn) ≥ n٢. (٢٨.٢)

می�آید. به�دست زیر به�صورت Gn یال�های تعداد و رئوس تعداد شده، ساخته Gn به با�توجه
|V (Gn)| = |Gn| = n(n+ ١) + n = n(n+ ٢). (٢٩.٢)

و

|E(Gn)| =
(
n

٢

)
+ n

(
n+ ١
٢

)
+ n =

n٢ + n+ n(n٢ + n)

٢ . (٣٠.٢)

لذا .|D| ≤ |Gn| پس D ⊆ V (Gn) که آن�جا از

Ldynτ̄ (Gn) ≤ |Gn| =⇒ Ldynτ̄ (Gn)

|Gn|
≤ |Gn|

|Gn|
= ١. (٣١.٢)

(٣١.٢)داریم و (٢٩.٢) و (٢٨.٢) از استفاده با بنابر�این

١ ≥ lim
n→∞

Ldynτ̄ (Gn)

|Gn|
≥ lim

n→∞

n٢

n(n+ ٢) = lim
n→∞

n

n+ ٢ = ١



٣٢ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

می�دهیم نشان اثبات تکمیل برای
τ̄n

|E(Gn)|/|V (Gn)|٢
→ ∞. (٣٢.٢)

طرفی ∑از
v∈V (Gn)

τn(v) =
∑

v∈V (Gn)

deg(v) = n[١(n+ ١) + n(n)] = n(n٢ + n+ ١). (٣٣.٢)

می�شود حاصل زیر به�صورت متوسط آستانه مقدار (٣٣.٢) به توجه با پس

τ̄n =

∑
v∈V (Gn)

τn(v)

|V (Gn)|

=
n(n٢ + n+ ١)
n(n+ ٢) =

(n٢ + n+ ١)
n+ ٢ .

(٣۴.٢)

داشت خواهیم (٣٢.٢) معادله در (٣۴.٢) و (٣٠.٢) و (٢٩.٢) جای�گذاری از

lim
n→∞

τ̄n

|E(Gn)|
/
|V (Gn)|٢

= lim
n→∞

(n٢ + n+ ١)
/
(n+ ٢)(

(n٢ + n+ n(n٢ + n))/٢
)/(

n(n+ ٢)
)٢

= lim
n→∞

٢n٢(n٢ + n+ ١)(n+ ٢)
n٢ + n+ n(n+ n٢)

= lim
n→∞

٢n۵ + ٢n٣)٢n٢ + ٣n+ ٢)
n٣ + ٢n٢ + n

= ∞.

صدق tn ≤ cϵ(Gn)

|Gn|
رابطه در tn به�طوری�که باشد موجود c مثبت عدد اگر می�دهد نشان زیر گزاره

است. پویا-محدود یکLمونوپولی {(Gn, tn)}n خانواده هر آن�گاه کند،

در�این�صورت .t ≤ c
ϵ(G)

|G|
به�طوری�که باشند ثابت دو t و c و گراف یک G کنید فرض .١۶.٣.٢ گزاره

Ldynt(G) <
c

c+ ١ |G|.

می�گیریم: نظر در حالت دو .|G| = n دهید قرار برهان.
زیرا .

⌈ cn

c+ ١
⌉
= n آن�گاه n < c

٢ اگر اول: حالت
c

٢ > n =⇒ c > ٢n =⇒ c > n− ١

=⇒ c+ cn > cn+ n− ١ =⇒ cn > cn+ n− c− ١

=⇒ cn > c(n− ١) + (n− ١) = (n− ١)(c+ ١) =⇒ n ≥ cn

c+ ١ > n− ١.

کنیم ثابت باید لذا
Ldynt(G) ≤ n− ١. (٣۵.٢)



٣٣ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

پس .٠ ≤ t ≤ ٢ϵ(G) می�دانیم ٣١.٢.١ تعریف بنا�بر

٠ ≤ t ≤ ٢|E(G)|
|V (G)|︸ ︷︷ ︸

درجات میانگین

≤ △ (٣۶.٢)

لذا
٠ ≤ t ≤ △.

لذا .τ̄ ≤ t داریم ٢٩.٢.١ تعریف از هم�چنین

τ̄ ≤ t ≤ ٢|E(G)|
|V (G)|

.

نتیجه در
∃ v ∈ V (G) ; τ(v) ≤ deg(v).

این�صورت در نباشد. چنین کنید فرض خلف: برهان
τ(v) > deg(v) =⇒

∑
v∈V (G)

τ(v) >
∑

v∈V (G)

deg(v)

=⇒
∑

v∈V (G)

τ(v) > ٢|E(G)|.

داریم (٣۶.٢) رابطه از استفاده با و |G| بر فوق نامساوی طرف دو هر تقسیم با

τ̄ =

∑
v∈V (G)

τ(v)

|G|
>
٢|E(G)|

|G|
≥ t,

D٠ = V (G) \ {v} به�صورت V (G) افراز�های کنید فرض لذا است. تناقض در ٢٩.٢.١ تعریف با که
و است مونوپولی D٠ پس .τ(v) ≤ deg(v) بایستی بودن مونوپولی برای باشند. D١ = {v} و
|D٠| = n−١ که D٠ مونوپولی یک ،τ̄ ≤ t به�طوری�که τ هر برای کردیم ثابت بنا�بر�این .|D٠| = n−١

نتیجه در دارد. وجود
dynτ (G) ≤ n− ١.

پس
max

{
dynτ (G) | τ̄ ≤ t

}
≤ n− ١.

است. بدیهی حکم و گردید اثبات (٣۵.٢) نا�مساوی لذا
در d١ ≤ d٢ ≤ · · · ≤ dn به�شکل را G از درجه دنباله این�صورت در .n ≥ c

٢ کنید فرض دوم: حالت

داریم ۵.٣.٢ قضیه بنا�بر .k٠ = max
{
k :

k∑
i=١

(di + ١) ≤ nt
}
دهید قرار و بگیرید نظر

Ldynt(G) ≤ k٠.

که می�دهد نشان t ≤ c(
ϵ(G)

n
) فرض

nt ≤ cϵ(G) =⇒ nt ≤ c
|E(G)|
n

. (٣٧.٢)



٣۴ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

می�دانیم
n∑

i=١
di = ٢|E(G)|.

می�کند. تغییر زیر شکل به (٣٧.٢) نامساوی پس

nt ≤ (
c

٢n)
n∑

i=١
di (٣٨.٢)

داریم k٠ تعریف به توجه با نتیجه در
k٠∑
i=١

(di + ١) ≤ (
c

٢n)
n∑

i=١
di.

لذا

(
٢n
c
) ≤

n∑
i=١

di

k٠∑
i=١

(di + ١)
. (٣٩.٢)

.k٠ ≥
c

c+ ١n کنیم فرض خلف برهان به .k٠ <
c

c+ ١ |G| دهیم نشان است کافی اثبات تکمیل برای

که آن�جا از
d١ ≤ d٢ ≤ · · · ≤ dk٠ ≤ dk١+٠ ≤ · · · ≤ dn︸ ︷︷ ︸

n−k٠

پس
n∑

i=k١+٠
di ≤ (n− k٠)n ≤ (n− cn

c+ ١)n = n٢ − cn٢

c+ ١ =
n٢

c+ ١ . (۴٠.٢)

داد قرار می�توان
n∑

i=١
di به�جای (٣٩.٢) معادله در

k٠∑
i=١

di +
n∑

i=k١+٠
di. (۴١.٢)

داریم (۴٠.٢) در آمده به�دست مقدار از با�استفاده و (٣٩.٢) نامساوی در (۴١.٢) جای�گذاری با

٢n
c

≤

k٠∑
i=١

(di) +
n∑

i=k١+٠
di

k٠∑
i=١

(di) + k٠

≤

k٠∑
i=١

(di) +
n٢

c+١

k٠∑
i=١

(di) +
c

c+١n

.

نتیجه در
٢n
c

k٠∑
i=١

(di) +
٢n٢
c+ ١ ≤

k٠∑
i=١

(di) +
n٢

c+ ١ .

بنا�بر�این

(
٢n
c

− ١)
k٠∑
i=١

(di)︸ ︷︷ ︸
مثبت

≤ n٢

c+ ١ − ٢n٢
c+ ١ =

−n٢

c+ ١︸ ︷︷ ︸
منفی

. (۴٢.٢)



٣۵ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

داریم بنابراین .k٠ <
c

c+ ١n که می�کند ایجاب (۴٢.٢) در تناقض

Ldynt(G) ≤ k٠ <
cn

c+ ١ =
c

c+ ١ |G|

نتیجه در
Ldynt(G) <

c

c+ ١ |G|.

الگوریتمی نتایج ٣.٣.٢

و ثابت آستانه�های مانند آستانه انتساب�های از مختلفی انواع با ،dynτ (G) در�مورد الگوریتمی نتایج
یاد به را پیش�شروط برخی است لازم ابتدا در است. شده مطالعه [١٢ ،١٠ ،٧] در اکثریت آستانه�های

.(٣٣.٢.١ (تعریف است مقاوم٢ زیر�گراف�های مفهوم پیش�شروط این از یکی آوریم.
مثلث-آزاد٣ که مقاوم زیر�گراف�های در�مورد بیشتری اطلاعات که می�کنیم اثبات و بیان را لم یک ادامه در

می�دهد. ما به هستند،

و τ-مقاوم زیر�گراف یک H کنید فرض هم�چنین است. شده داده (G, τ) کنید فرض .١٧.٣.٢ لم
زیر �شرح به τ ′ کنید فرض .u, v ∈ V (H) که باشد دل�خواه یال هر e = uv و باشد G در مثلث-آزاد

باشد شده تعریف

τ ′(w) =



τ(w) ; w /∈ V (H),

٠ ; w ∈ V (H) \ {u, v},

degG(v) ; w = v,

degG(u) ; w = u,

.τ̄ ′ ≤ τ̄ در�این�صورت

پس هستند متصل یک�دیگر به u, v و است مثلث) (بدون مثلث-آزاد H که آن�جا از برهان.
NH(u) ∩NH(v) = ∅ (۴٣.٢)

هم�چنین
NH(u) ∪NH(v) ⊆ V (H)

نتیجه در
|V (H)| ≥ |NH(u) ∪NH(v)| = |NH(u)|+ |NH(v)| − |NH(u) ∩NH(v)|.

داریم (۴٣.٢) از استفاده با
|V (H)| ≥ degH(u) + degH(v). (۴۴.٢)

٢Resistant subgraph
٣Triangle-free



٣۶ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

که w رأس هر برای پس است τ-مقاوم زیر�گراف یک H چون مقاوم، زیر�گراف تعریف بنابه طرفی از
داریم w ∈ V (H)

degH(w) ≥ degG(w)− τ(w) + ١ =⇒ τ(w) ≥ degG\H(w) + ١

است. برقرار زیر نامساوی این�رو ∑از
w∈V (H)

τ(w) ≥
∑

w∈V (H)

(
degG\H(w) + ١

)
≥

∑
w∈V (H)

degV (G)\V (H)(w) +
∑

w∈V (H)

١

≥ |V (H)|+ degG\H(u) + degG\H(v)

(۴۵.٢)

داریم (۴۴.٢) رابطه ∑بنا�به
w∈V (H)

τ(w) ≥ degH(u) + degH(v) + degG\H(u) + degV (G)\V (H)(v)

= degG(u) + degG(v) =
∑

w∈V (H)

τ ′(w).

نامساوی راست سمت به را
∑

w∈V (G)\V (H)

τ ′(w) و فوق نامساوی چپ سمت به را
∑

w∈V (G)\V (H)

τ(w)

داریم نتیجه در می�کنیم. اضافه فوق

∑
w∈V (G)

τ ′(w) ≤
∑

w∈V (G)

τ(w) =⇒

∑
w∈V (G)

τ ′(w)

|G|
≤

∑
w∈V (G)

τ(w)

|G|
=⇒ τ̄ ′ ≤ τ̄ .

نظر در را G رئوس به τ آستانه انتساب هر درجه)-انتساب۴، و (صفر یک توسط .١٨.٣.٢ تعریف
.τ(v) = degG(v) یا τ(v) = ٠ ،v ∈ V (G) رأس هر برای به�طوری�که می�گیریم

در ملاحظه یک بیان به ١ فصل در ١۴.٢.١ و ٢١.٢.١ تعاریف و ١٨.٣.٢ تعریف در�نظر�گرفتن با
می�پردازیم. زیر

است. درجه)-انتساب و (صفر یک τ آن در که است شده داده (G, τ) کنید فرض .١٩.٣.٢ ملاحظه
هر در�این�صورت باشد. {v ∈ V (G)|τ(v) = degG(v)} روی G از القایی زیر�گراف G١ کنید فرض

بر�عکس. و است G از τ-پویا مونوپولی مینیمم یک G١ از رأس پوشش مینیمم

G١ از رأس پوشش مینیمم یک D و باشند Gرئوس افراز�های D,D١, D٢ کنید فرض (⇐=) برهان.
نتیجه در .x /∈ V (G١) ،x ∈ D١ هر برای لذا .D١ = V (G) \ V (G١) دهید قرار باشد.

degD(x) ≥ τ(x) = ٠.

داریم ،x ∈ D٢ هر برای این�صورت در .D٢ = V (G١) \D دهید قرار حال است. برقرار شرایط پس
degD٠∪D١(x) ≥ τ(x) = degG(x).

۴(zero,degree)-assignment



٣٧ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

نوشت می�توان لذا است. D در انتها یک دارای D٢ یال هر گراف، پوشش تعریف به با�توجه
τ(x) = degG(x)

= degG١(x) + degG\G١(x)

= degD(x) + degD١(x) = degD∪D١(x).

τ-پویا مونوپولی مینیمم یک ،G١ از رأس پوشش مینیمم لذا می�باشد. τ-پویا مونوپولی یک D بنابر�این
است. G از

ابتدا .|D| = dynτ (G) دیگر عبارت به باشد. G از τ-پویا مونوپولی مینیمم یک D کنید فرض (=⇒)
کنیم ثابت می�خواهیم یعنی است. پوشش یک D می�کنیم ثابت

D ∩ (V (G) \ V (G١)) = ∅ =⇒ D ⊆ V (G١).

.τ(x) = ٠ لذا x ∈ T کنید فرض این�صورت در ،T = D ∩ (V (G) \ V (G١)) ̸= ∅ اگر
آن در که می�باشد پویا مونوپولی یک D′, D′

١, D
′
٢, . . . , D

′
t+١ می�کنیم ادعا

D′ = D \ T , D′
١ = T , D′

٢ = D١ , · · · , D′
t+١ = Dt.

آن�گاه ،x ∈ D′
١ = T اگر

τ(x) = ٠ ≤ degD′(x).

این�صورت در ،i ≥ ٢ که x ∈ D′
i اگر کلی حالت در است. برقرار شرط حالت این در لذا

deg i∪
j=٠

D′
j

(x) = degi−١∪
j=٠

Dj

(x) ≥ τ(x).

نتیجه در است. پویا مونوپولی یک D′ که می�شود مشاهده لذا
|D′| < |D|,

می�باشد. پوشش یک D بنابر�این است. تناقض در D بودن اندازه کوچک�ترین با این که
D,D١, D٢, . . . , Dt افراز�های لذا باشد. اندازه کم�ترین Gبا از τ-پویا مونوپولی Dیک فرضکنید حال

است. G١ برای پوشش یک D می�کنیم ادعا می�گیریم. نظر در را
دارد وجود uv ∈ E(G١) یال این�صورت در نباشد. G١ از پوششی D کنید فرض خلف: برهان

بایستی طرفی از .{u, v} ∩D = ∅ به�طوری�که

{u, v} ⊆
t∪

i=١
Di.

که باشد اندیسی اولین i٠ کنید فرض
Di٠ ∩ {u, v} ≠ ∅.

داریم ٠ ≤ i < i٠ برای لذا .u ∈ Di٠ کرد فرض می�توان کلیت از کاستن بدون
{u, v} ∩Di = ∅.

پس ندارد قرار
i١−٠∪
i=٠

Di در v و است متصل v به u که آن�جا از

degi١−٠∪
i=٠

Di

(u) ≤ degG(u)− ١. (۴۶.٢)



٣٨ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

داریم است τ-پویا مونوپولی یک D این�که به توجه با طرفی از
τ(u) ≤ degi١−٠∪

i=٠
Di

(u). (۴٧.٢)

می�دانیم ملاحظه فرض به توجه با هم�چنین
τ(u) = degG(u).

می�آوریم به�دست (۴٧.٢) و (۴۶.٢) نا�مساوی دو و تساوی این از لذا
degG(u) ≤ degG(u)− ١.

است. G١ برای پوشش یک D بنا�بر�این است. تناقض این که
پوشش�ها یعنی این بر�عکس. و است G از τ-پویا مونوپولی یک G١ از رأس پوشش هر کردیم ثابت لذا
کوچک�ترین همان پوشش کوچک�ترین نتیجه در هستند. τ-پویا مونوپولی�های همه شامل G١ برای

می�باشد. G از τ-پویا مونوپولی

الگوریتم یک به�دست�آوردن جهت جنگل�ها در درجه)-انتساب�ها و (صفر با رابطه در زیر قضیه بیان
است. ضروری شده، داده tیک با جنگل�ها از پویا L-tمونوپولی برای

(صفر یک این�صورت در باشد. مثبت ثابت یک t و جنگل یک F کنید فرض [٢٠] .٢٠.٣.٢ قضیه
.Ldynt(F ) = dynτ ′(F ) و τ̄ ′ ≤ t به�طوری�که دارد وجود τ ′ درجه)-انتساب و

رئوس از خارج که است موجود درجه)-انتساب و (صفر یک جنگل، هر برای می�دهد نشان زیر گزاره
می�باشد. صفر جور�سازی، یک

جور�سازی یک این�صورت در باشد. مثبت ثابت یک t و جنگل یک F کنید فرض [٢٠] .٢١.٣.٢ گزاره
داریم زیر در شده تعریف τ درجه)-انتساب و (صفر برای به�طوری�که دارد وجود M
Ldynt(F ) = dynτ (F ) = |M | , τ̄ ≤ t

τ(w) =

degF (w) باشد، M توسط شده اشباع رأس ،w

٠ O.W.

جنگل�ها برای زمان-چند�جمله�ای راه�حل ۴.٣.٢

برای که می�آوریم به�دست جنگل�ها برای زمان-چند�جمله�ای راه�حل یک ٢۴.٣.٢ قضیه طی بخش این در
مینیمم الگوریتم توسط را آن و کرده بیان را گزاره این ابتدا لذا داریم. نیاز ٢٢.٣.٢ گزاره به آن اثبات

دهیم. شرح را جریان هزینه مینیمم الگوریتم می�دانیم لازم می�کنیم. اثبات جریان هزینه

جریان۵ هزینه مینیمم مسأله

۵Minimum Cost Flow Problem



٣٩ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

ببینید). را [٣] بیشتر جزئیات (برای می�باشد زیر شرح به (MCFP ) جریان هزینه مینیمم مسأله
باشد. c(i, j) ≥ ٠ هزینه با (i, j) یال�های از هریک برای جهت�دار شبکه یک G(V,E) کنید فرض
عدد یک i ∈ V رأس هر به دارد. وجود u(i, j) ≥ ٠ ظرفیت یک (i, j) ∈ E یال هر برای هم�چنین

.b(i) < ٠ یا b(i) > ٠ خواه می�دهد، نشان را مربوطه�اش چاه٧ یا چشمه۶ که می�دهیم نسبت b(i)
جریان نگاشت یک تعیین به می�شود منجر (MCFP ) جریان هزینه مینیمم مسأله

f : E → R

جریان هزینه مینیمم با
z(f) =

∑
(i,j)∈E

c(i, j)f(i, j)

زیر: شرط دو با
ظرفیت) ١-(محدودیت

∀(i, j) ∈ E; ٠ ≤ f(i, j) ≤ u(i, j);

تقاضا) ٢-(محدودیت
∀i ∈ V ;

∑
{j:(i,j)∈E}

f(i, j)−
∑

{j:(j,i)∈E}

f(j, i) = b(i).

باشد، داشته وجود f نگاشت چنین اگر به�طوری�که است شده داده زمان-چند�جمله�ای الگوریتم یک [٣] در
همه اگر این، بر علاوه می�دهد. خروجی عنوان به را f الگوریتم وجود، صورت در و است کننده تعیین
به�دست را f صحیح-مقدار نگاشت یک الگوریتم در�این�صورت باشند صحیح b(i) و u(i, j) مقادیر

می�دهد.
می�پردازیم. ٢٢.٣.٢ گزاره اثبات و بیان به حال

cost(ij) ≥ ٠ هزینه٨ دارای ij یال هر آن در که باشد دو�بخشی گراف Gیک فرضکنید .٢٢.٣.٢ گزاره
یک به�طوری�که دارد وجود زمان-چند�جمله�ای الگوریتم یک در�این�صورت باشد. مثبت عددی d و است

درآن که می�آید، به�دست cost(M) ≤ d با G در M جورسازی ماکزیمم
cost(M) =

∑
e∈M

c(e).

t و s جدید رأس دو بسازید. زیر به�صورت G[X,Y ] دوبخشی گراف از H جهت�دار شبکه یک برهان.
(y, t) و x ∈ X رأس هر برای را (s, x) جهت�دار یال�های و H از مقصد و منبع به�عنوان به�ترتیب را
هر برای بگیرید. در�نظر Y به X از را دیگر یال�های همه جهت کنید. اضافه را y ∈ Y رأس هر برای

کنید. تعریف زیر به�صورت را c(i, j) و u(i, j) = ١ دهید قرار (i, j) یال

c(i, j) =

٠ i = s یا j = t,

cost(ij) i ∈ X, j ∈ Y.

۶Source
٧Sink
٨Cost



۴٠ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

عدد k آن در که b(s) = −b(t) = k کنید تعریف و b(i) = ٠ دهید قرار i ∈ X ∪ Y رأس هر برای
داریم. را MCFP از نمونه یک حال است. دل�خواه مثبت صحیح

b(i) و u(i, j) که آن�جا از دارد. وجود نمونه این برای جریان هزینه مینیمم نگاشت یک کنید فرض
الگوریتم از ظرفیت) (محدودیت ١ شرط بنابر است. صحیح-مقدار نگاشت یک f لذا هستند صحیح

داریم (i, j) ∈ E هر برای جریان هزینه مینیمم

٠ ≤ f(i, j) ≤ u(i, j).

.f(i, j) = ١ یا f(i, j) = ٠ لذا ، u(i, j) = ١ که آن�جا از
در بگیرید. در�نظر ،j ∈ Y و i ∈ X آن در و f(i, j) = ١ که (i, j) یال�های از مجموعه�ای را M

به�شکل f جریان نگاشت این�صورت

f(i, j) : E = (i, j) → R = ١

آن در که است cost(M) = z(f) و |M | = k با جورسازی یک M که است واضح می�باشد.

z(f) =
∑

(i,j)∈E

c(i, j)f(i, j) =
∑

(i,j)∈M

cost(ij) = cost(M).

یک از می�خواهیم حال است. جور�سازی یک جریان این که دادیم نشان و کردیم پیدا جریان یک بنابر�این
آوریم. به�دست جریان یک جور�سازی،

زیر شرح به f جریان نگاشت یک باشد. |M ′| = k با G در دل�خواه جورسازی Mیک ′ کنید فرض لذا
می�سازیم.

f(i, j) =



١ i ∈ X, j ∈ Y, ij ∈M ′,

١ i = s, jl ∈M ′ برخی lبرای ∈ Y,

١ j = t, li ∈M ′ برخی lبرای ∈ X,

٠ O.W.

هم�چنین می�کند. صدق f برای MCFP شروط

z(f) =
∑

(i,j)∈E

c(i, j)f(i, j) =
∑

(i,j)∈M ′

cost(ij) = cost(M ′).

آوردن به�دست با است معادل هزینه مینیمم و k اندازه با جورسازی یک آوردن به�دست که می�گیریم نتیجه
نمونه این از پارامتری k که کنید (توجه مرتبط MCFP نمونه برای جریان هزینه مینیمم نگاشت یک
صدق cost(M) ≤ d شرط در که اندازه ماکزیمم با جورسازی یک پیدا�کردن به�منظور نتیجه در است).
در که کرد اجرا k هر برای بالا در شده ساخته MCFP نمونه برای را متناظر الگوریتم است کافی کند،

بررسی Gرئوس تعداد نصف تا k = ١ از را k مقادیر تمام الگوریتم ترتیب، این به .١ ≤ k ≤ |G|
٢ آن

توجه می�کند. پیدا می�باشد، cost(M) ≤ dخاصیت دارای که را �kای آن مقادیر، این بین انتها در و کرده

توسط تنها رأس دو هر جور�سازی هر در زیرا است. جورسازی هر اندازه برای بالا کران یک |G|٢ که کنید
می�کند. کامل را اثبات این یک�دیگرند. موازی یال�ها این و می�شوند مجاور با�هم یال یک



۴١ شده داده متوسط آستانه با گراف�ها در پویا مونوپولی�های بزرگ�ترین .٣.٢

می�پردازیم. آن بیان به تنها و می�کنیم استفاده کونیگ٩ قضیه صورت از ٢۴.٣.٢ قضیه اثبات در

در رأسی پوشش مینیمم مسأله و ماکزیمم جور�سازی مسأله بین ارزی هم قضیه این [۵] .٢٣.٣.٢ قضیه
جور�سازی یک اندازه ماکزیمم دو�بخشی گراف هر در دیگر به�عبارت می�دهد. شرح را دو�بخشی گراف�های

پوشش. یک از اندازه مینیمم با است برابر

می�دهیم. ارائه را ٢۴.٣.٢ قضیه اکنون

زمان در Ldynt(F ) محاسبه برای الگوریتمی ،t مثبت عدد و F جنگل به توجه با .٢۴.٣.٢ قضیه
دارد. وجود چند�جمله�ای

کنید تعریف F از e = uv یال هر برای برهان.
cost(e) = degF (u) + degF (v) (۴٨.٢)

کنید تعریف M ⊆ E(F ) هر برای و
cost(M) =

∑
e∈E(M)

cost(e). (۴٩.٢)

٢١.٣.٢ گزاره Mدر از شده ساخته درجه)-انتساب و یک(صفر τ و دل�خواه جورسازی Mهر فرضکنید
یعنی باشد.

τ(w) =

degF (w) باشد، M توسط شده اشباع رأس ،w

٠ O.W.

پس τ̄ ≤ t کنید فرض ابتدا

τ̄ ≤ t =⇒

∑
w∈V (F )

τ(w)

|V (F )|
≤ t

=⇒
∑

w∈V (F )

τ(w) ≤ t|V (F )|

نوشت می�توان ٢١.٣.٢ گزاره در τ(w) تعریف ∑بنا�بر
w∈V (F )

τ(w) =
∑
w∈M

degF (w) ≤ t|V (F )|

دیگر عبارت به
t|V (F )| ≥

∑
w∈M

degF (w)

≥ degF (u) + degF (v)

(۵٠.٢)

داریم (۴٩.٢) و (۴٨.٢) روابط به توجه با
t|V (F )| ≥

∑
e∈M

cost(e) = cost(M) ≥ cost(e) =⇒ cost(M) ≤ t|V (F )|.

٩Koonig Theorem



۴٢ متوسط آستانه�های با پویا مونوپولی�های .٢

پس cost(M) ≤ t|V (F )| کنید فرض حال

cost(M) ≤ t|V (F )| =⇒
∑
e∈M

cost(e) =
∑
e∈M

(
degF (u) + degF (v)

)
=

∑
u∈M

degF (u) +
∑
v∈M

degF (v)

=
∑
w∈F

τ(w) ≤ t|V (F )|

داریم نتیجه ∑در
w∈V (F )

τ(w)

|V (F )|
≤ t =⇒ τ̄ ≤ t.

که می�شود مشاهده
τ̄ ≤ t ⇐⇒ cost(M) ≤ t|V (F )|.

با آن�گاه می�کند، صدق cost(M) ≤ t|V (F )| شرط در که باشد جورسازی ماکزیمم یک M اگر حال
می�گیریم نتیجه ٢١.٣.٢ گزاره از استفاده

Ldynt(F ) = dynτ (F ) = |M |.

با F در M جورسازی ماکزیمم آن در که دارد وجود زمان-چند�جمله�ای الگوریتم یک ٢٢.٣.٢ گزاره بنا�به
برای ٢١.٣.٢ گزاره از استفاده با در�این�صورت می�شود. یافت ،c مقدار هر برای cost(M) ≤ c شرط
درجه)-انتساب و (صفر یک که دارد وجود چند�جمله�ای زمان الگوریتم یک شده، داده t ثابت و F جنگل
در رأس پوشش مینیمم یک پیدا�کردن دیگر جهت از .Ldynt(F ) = dynτ (F ) به�طوری�که می�کند پیدا τ
جور�سازی ماکزیمم که است شده ثابت چون است. زمان-چند�جمله�ای مسأله یک دوبخشی، گراف�های
مینیمم با است برابر جور�سازی ماکزیمم کونیگ، قضیه بنا�بر طرفی از است. چند�جمله�ای مسأله یک
ملاحظه به توجه با بنابراین است. چند�جمله�ای مسأله یک رأسی، پوشش مینیمم نتیجه در رأسی. پوشش

یافت. چند�جمله�ای زمان در F برای τ-پویا مونوپولی مینیمم یک می�توان ١٩.٣.٢



٣ فصل

آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های
اکید اکثریت

مقدمه ١.٣

برای متفاوتی ساختاری مدل�های از می�توان دارند پویا مونوپولی�های که مختلفی کاربرد�های به توجه با
نوع این است. اکثریت آستانه با مدل مدل�ها، پرکاربرد�ترین و مهم�ترین از یکی کرد. استفاده G رئوس
در که باشد این عمده دلیل شاید .[٩ ،١] است گرفته قرار محققان از بسیاری مطالعه مورد آستانه مدل
مدل این می�گیرد. شکل او آشنایان اکثریت نظر اساس بر فرد یک نظر که است این بر فرض واقعی دنیای
باشند. فعال همسایه�هایش از نیمی حدأقل که می�شود فعال صورتی در رأس یک که است صورت این به
اکثریت آستانه در می�باشد. استفاده قابل اکید اکثریت آستانه و ساده اکثریت آستانه صورت دو به مدل این
هر برای یعنی می�شود. فعال رأس آن باشد، فعال رأس هر همسایه�های نصف حدأقل که صورتی در ساده

بیشتر یعنی اکیداً، که صورتی در تنها اکید اکثریت آستانه در اما .τ(v) = deg(v)

٢ داریم G از v رأس

برای حالت این در به�عبارتی می�شود. فعال رأس آن باشد، فعال G از رأس یک همسایه�های نصف از

مطالعه به پژوهش�گران از بسیاری اخیر، سال�های در .τ(v) =
⌈deg(v) + ١

٢
⌉
داریم G از v رأس هر

در اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی�های شده�اند. علاقه�مند گراف�ها در پویا مونوپولی�های بررسی و
در نویسندگان است. گرفته قرار مطالعه مورد [١۵ ،١۴ ،١٣] در گراف�ها از خاص خانواده�های از برخی
در کرده�اند. مطالعه جهت بدون و جهت�دار گراف�های در را اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی�های [٨]
پویا مونوپولی یک توسط و Gرئوس به τ آستانه انتساب یک و G گراف یک (G, τ) توسط فصل این

می�گیریم. نظر در اکید اکثریت آستانه با متناظر را پویا مونوپولی هر اکید، اکثریت



۴۴ اکید اکثریت آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .٣

پویا مونوپولی کوچک�ترین برای کران�هایی ٢.٣

قرار
⌈deg(v) + ١

٢
⌉
را آستانه مقدار G از v رأس هر برای کردیم، اشاره فصل این آغاز در که همان�طور

|G|
٢ بالای کران است، فرد رأس یک حدأقل شامل G گراف که زمانی ابتدا بخش، این در ما می�دهیم.

بهترین کران، این می�گیریم. نتیجه اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی هر اندازه کوچک�ترین برای را
می�بخشد. بهبود را اکید اکثریت آستانه برای شده شناخته کران

v رأس (شماره v رأس مرتبه٢ باشد. G از ترتیب١ هر σ و گراف یک G کنید فرض .١.٢.٣ تعریف
σ ترتیب در v رأس از قبل u اگر ،v و u رأس دو هر برای می�دهیم. نشان σ(v) با را G در ترتیب) در

می�شود. داده نشان σ(u) < σ(v) به�صورت گیرد، قرار

می�دهیم. نشان N(v) با را v رأس هر همسایگی٣ مجموعه

می�کنیم تعریف زیر شرح به را fσ(v) ،v رأس هر برای .٢.٢.٣ تعریف
fσ(v) = |N(v) ∩ {u : σ(u) > σ(v)}| − |N(v) ∩ {u : σ(u) < σ(v)}|.

باشد. همبند گراف هر G کنید فرض .٣.٢.٣ قضیه
به�طوری�که دارد وجود σ ترتیب یک این�صورت در باشد، فرد درجه از رأس یک حدأقل شامل G اگر (i)

.fσ(v) ̸= ٠ ،v رأس هر برای
أکثر حد به�جز همه برای به�طوری�که دارد وجود σ ترتیب یک آن�گاه باشند، زوج G در درجات همه اگر (ii)
در ،fσ(v) = ٠ باشیم داشته v رئوس از برخی برای اگر این، بر علاوه .fσ(v) ̸= ٠ ،G از v رأس یک

شود. گرفته نظر در G گراف از دل�خواه رأس هر می�تواند v رأس این�صورت

می�کنیم. اثبات است قوی�تر که را زیر ادعای قضیه، این اثبات منظور به برهان.
زیر قوی�تر خاصیت دارای هم�چنین که دارد وجود می�کند، صدق قضیه شروط در که σ ترتیب یک ادعا:

است.
.σ(u) < σ(w) < σ(v) آن�گاه fσ(w) = ٠ و fσ(v) < ٠ ،fσ(u) > ٠ اگر ،w و v ،u هر برای

است. برقرار |G| = ٢ یا |G| = ١ برای حکم بدیهی، به�طور می�کنیم. اثبات |G| روی استقرا به را ادعا

باشد. |G| = n با گرافی G و باشد برقرار رأس n از کم�تر با گراف�های همه برای حکم کنید فرض حال
این�صورت غیر در باشد G در فرد درجه از رأسی x کنید فرض آن�گاه باشد، فرد درجه از رأس شامل G اگر
در را G \ x از همبند مولفه�های و برداشته G از را xرأس می�کنیم. فرض G از دل�خواه رأس یک را x
�Aiها، رئوس تعداد این�که به توجه با باشند. همبند مولفه�های این A١, . . . , Ak کنید فرض می�گیریم. نظر
لذا می�کنند. صدق استقرا فرض در �Aiها این از هر�یک لذا است، کم�تر G رئوس تعداد از ١ ≤ i ≤ k

ادعا شرایط در fσi متناظر تابع به�طوری�که است متناظر σi ترتیب یک Ai هر برای استقرا، فرض بنا�بر

١Ordering
٢Order
٣Neighborhood set



۴۵ پویا مونوپولی کوچک�ترین برای کران�هایی .٢.٣

می�تواند u این�صورت در fσi(u) = ٠ که باشد داشته وجود Ai در u مانند رأس یک اگر می�کند. صدق
G در دل�خواه رأس هر می�تواند fσ = ٠ با رأس (چون شود انتخاب G در x از همسایه یک عنوان به
مشابه به�طور است. مثبت fσi آن در که باشد Ai در رئوس دنباله A+

i کنید فرض شود). گرفته نظر در
Ai در رأسی A٠

i کنید فرض هم�چنین است. منفی fσi آن در که باشد Ai در رئوس دنباله A−
i کنید فرض

دنباله توسط که می�کنیم تعریف V (G) روی σ ترتیب یک حال وجود). صورت (در باشد fσi = ٠ با
است آمده به�دست راست به چپ از زیر لیست در خاصی رئوس

A+
١ , . . . , A

+
k , A

٠
١, . . . , A

٠
k, x, A

−
١ , . . . , A

−
k .

برای را σi ترتیب (همان است یکسان σi و σ ترتیب هر�دو در Ai در رئوس ترتیب که باشید داشته توجه
xرأس مجاورت در می�تواند تنها uرأس باشد. Ai از رأس هر u کنید فرض می�گیریم). نظر در σ ترتیب
همبندی مولفه یک با�هم Aj و Ai آن�گاه باشد Aj از رأسی مجاورت در اگر این�صورت غیر در چون باشد.
از می�باشند. G \ x از همبندی مولفه یک تنهایی به هر�یک Aj و Ai که حالی در می�شوند. محسوب
علامت همان fσ(u) علامت لذا است، A−

i از قبل و A+
i از بعد σ ترتیب در x مکانی موقعیت که آن�جا

رأس ،σ ترتیب در چون حال .fσi(u) = ٠ به�طوری�که دارد وجود u ∈ Ai کنید فرض می�باشد. fσi(u)

.fσ(u) ̸= ٠ پس دارد قرار u از بعد x

با اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک شامل G گراف هر که است شده داده نشان [٨] در

می�کنیم. بیان می�دهد ارائه قوی�تری نتیجه که را زیر نتیجه می�باشد. رأس
⌈ |G|
٢

⌉
أکثر حد

رابطه توسط که باشد آستانه تابع یک τ و n مرتبه از گراف یک G کنید فرض .۴.٢.٣ نتیجه

M τ-پویا مونوپولی یک این�صورت در است. آمده به�دست v رأس هر برای τ(v) =
⌈deg(v) + ١

٢
⌉

.|M | ≤
⌈n
٢
⌉
به�طوری�که دارد وجود

که دارد وجود M مجموعه این�چنین آن�گاه باشد فرد درجه از رأس یک شامل G اگر این، بر علاوه
.|M | ≤ n

٢

کنید فرض می�کند. صدق ٣.٢.٣ قضیه شروط در که باشد Gرئوس از ترتیب یک σ کنید فرض برهان.
به�عبارت�دیگر .fσ(v) ≥ ٠ به�طوری�که باشد V رئوس از مجموعه�ای M١

M١ = {v ∈ V (G) : fσ(v) ≥ ٠}. (١.٣)

چپ از را σ ترتیب اگر زیرا است. اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک M١ که می�کنیم مشاهده
که می�رسیم رأسی اولین به برویم، پیش fσ(v) ≥ ٠ که |M١| اندازه به و بگیریم نظر در راست به
قرار و می�رسیم vi٢ به سپس .D١ = {vi١} دهید قرار باشد. vi١ رأس، این کنید فرض .fσ(v) < ٠
ادامه با شده�اند. فعال σ در خود، ترتیب طبق و نوبت به منفی fσ با رئوس واقع در .D٢ = {vi٢} دهید

داریم زیر به�صورت را Gرئوس از افرازی روش، این

M١, D١, D٢, . . .



۴۶ اکید اکثریت آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .٣

است. اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک M١ لذا می�باشد. پویا مونوپولی یک که
به�عبارت�دیگر .fσ(v) ≤ ٠ به�طوری�که باشد V رئوس از مجموعه�ای M٢ اگر مشابه به�طور

M٢ = {v ∈ V (G) : fσ(v) ≤ ٠}. (٢.٣)

راست از را σ ترتیب اگر چون بود. خواهد اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک M٢نیز این�صورت در
vi١ مانند رأس اولین به برویم، پیش چپ به�سمت fσ(v) ≤ ٠ که |M٢| اندازه به و بگیریم نظر در چپ به
در .D٢ = {vi٢} دهید قرار و می�رسیم vi٢ به سپس .D١ = {vi١} دهید قرار .fσ(v) > ٠ که می�رسیم
شده�اند. فعال σ در خود، ترتیب بر�عکس�کردن طبق و نوبت به هستند، مثبت fσ دارای که رئوسی واقع

می�آوریم به�دست زیر به�صورت را Gرئوس از افرازی روش، این ادامه با قبل مانند
M٢, D١, D٢, . . .

است. اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک M٢ لذا می�باشد. پویا مونوپولی یک که
داریم (٢.٣) و (١.٣) روابط مجموعه�های گرفتن نظر در با

M١ ∩M٢ = {v ∈ V (G) : fσ(v) = ٠}.

دارد: وجود حالت دو
داریم ٣.٢.٣ قضیه بنا�بر آن�گاه باشد، فرد درجه از رئوس دارای G اگر :١ حالت

fσ(v) ̸= ٠.

این�صورت در
|M١ ∩M٢| = ٠.

داریم نتیجه در
٢min

{
|M١|, |M٢|

}
≤ |M١|+ |M٢| ≤ n.

لذا
min

{
|M١|, |M٢|

}
≤ n

٢ .

می�باشد. رأس n٢ حدأکثر دارای M٢ یا M١ مونوپولی�های از یکی یعنی این
این�صورت در باشد، زوج درجه از رئوس دارای G اگر :٢ حالت

|M١|+ |M٢| ≤ n+ ١ =⇒ |M | ≤
⌊n+ ١

٢
⌋
=

⌈n
٢
⌉
.

می�آید. به�دست ۴.٢.٣ نتیجه اثبات و ٣.٢.٣ قضیه از بلا�فاصله زیر ملاحظه

در باشد. G از رأس هر v و زوج رئوس تعداد با گراف یک G کنید فرض [١٨] .۵.٢.٣ ملاحظه

v رأس شامل که می�پذیرد رأس |G|
٢ أکثر حد با اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک G این�صورت

است.



۴٧ پویا مونوپولی کوچک�ترین برای کران�هایی .٢.٣

پایان به گراف�ها جور�سازی عدد و اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی�های ارتباط با را بخش این
توسط که کنیم استفاده [١٩] از قضیه یک از است لازم بعد، نتیجه آوردن به�دست جهت می�رسانیم.
مفهوم ١ فصل در می�پردازیم. اصطلاحات برخی بیان به منظور بدین است. شده اثبات هم�کاران و ذاکر۴
نظر در G جور�سازی عدد را G در مستقل یال�های تعداد ماکزیمم ادامه، در کردیم. بیان را جور�سازی

می�دهیم. نشان α′(G) با و می�گیریم

نا�منفی صحیح اعداد به گراف�ها همه مجموعه از p تابع هر گراف۵، پارامتر pیک توسط .۶.٢.٣ تعریف
.p(G) = p(H) آن�گاه باشند یکریخت گراف دو H و G اگر به�طوری�که بگیرید نظر در را

هر�گاه می�شود نامیده زیر�جمع�پذیر۶ یک گراف، از پارامتر pیک .٧.٢.٣ تعریف
p(G ∪H) ≤ p(G) + p(H),

است. H و G گراف دو رئوس مجزای اجتماع G ∪H آن در که

G گراف هر برای به�طوری�که باشد زیر�جمع�پذیر گراف از پارامتر هر p کنید فرض [١٩] .٨.٢.٣ قضیه
دارد وجود ١ ≤ t < ٢ ثابت یک کنید فرض .p(G) ≤ p(G \ v) + ١ ،v ∈ V (G) رأس هر و

گراف هر برای این�صورت در .p(G) ≤ t(|G| − ١)
٢ فرد، رئوس تعداد با G گراف هر برای به�طوری�که

،G
p(G) ≤

⌊
tα′(G)

⌋
.

است. زیر شرح به بعد نتیجه

α′(G)+١ أکثر حد اندازه به اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک G همبند گراف هر .٩.٢.٣ قضیه
آستانه با پویا مونوپولی یک G این�صورت در باشد همبند مولفه c دارای G اگر این بر علاوه می�پذیرد.

می�پذیرد. α′(G) + c أکثر حد اندازه به اکید اکثریت

می�کنیم: تعریف G همبند گراف هر برای می�کنیم. تعریف زیر شرح به G گراف از پارامتر pیک برهان.

p(G) =

dyn(G)− ١ ; dyn(G) =
⌈
|G|+١
٢

⌉
,

dyn(G) O.W.
(٣.٣)

گراف یک برای است. G در اکید اکثریت آستانه با مونوپولی�پویا کوچک�ترین اندازه dyn(G) آن در که
تعریف زیر به�صورت را گراف پارامتر p ،H١, H٢, . . . , Hk همبند مولفه�های از متشکل G نا�همبند

می�کنیم:

p(G) =
k∑

i=١
p(Hi).

۴Zaker
۵Graph parameter
۶Subadditive



۴٨ اکید اکثریت آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .٣

پس |K١| = ١ که آن�جا از است. گراف زیر�جمع�پذیر پارامتر یک p پارامتر باشید داشته توجه

dyn(K١) =
⌈١+ ١

٢
⌉
= ⌈١⌉ = ١.

داریم (٣.٣) در جای�گذاری با
p(K١) = dyn(K١)− ١ = ١− ١ = ٠.

،v ∈ V (G) هر برای یعنی می�کند. صدق لیپ�شیتز٧ نا�مساوی در p که می�دهیم نشان زیر در
p(G) ≤ p(G \ v) + ١.

(G ∪H) \ v = (G \ v) ∪H ،v ∈ V (G) هر برای این�که و p پارامتر بودن زیر�جمع�پذیر به توجه با
کنیم. اثبات همبند گراف�های برای را لیپ�شیتز خاصیت است کافی

به�صورت G \ v همبند مولفه�های کنید فرض باشد. v ∈ V (G) و همبند گراف یک G کنید فرض حال
به�طوری�که Gمی�سازیم Mبرای اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک زیر در ,G١باشند. G٢, . . . , Gt

و v ∈M

|M ∩Gi| ≤
|Gi|
٢ .

باشد. v رأس شامل و G از اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی مینیمم Mیک کنید فرض منظور بدین
،i هر برای می�دهیم نشان

|M ∩Gi| ≤
|Gi|
٢ .

،j برخی برای کنید فرض خلف برهان به

|M ∩Gj| >
|Gj|
٢ .

رأس
⌈ |Gj|

٢
⌉
أکثر حد با DGj

مانند اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک Gj ،۴.٢.٣ نتیجه بنا�بر
یعنی می�پذیرد،

|DGj
| ≤

⌈ |Gj|
٢

⌉
.

لذا .|M ∩ Gj| > |DGj
| کنید فرض غیر�این�صورت در چون .|M ∩ Gj| ≤ |DGj

| دیگر طرف از
و است v شامل اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی مینیمم یک M ′ = (M \ (M ∩ Gj) ∪ DGj

نتیجه در .|M ∩Gj| ≤ |DGj
| لذا است. تناقض در M بودن مینیمم فرض با این .|M ′| < |M |

|M ∩Gj| ≤ |DGj
| ≤

⌈ |Gj|
٢

⌉
. (۴.٣)

نوشت (۴.٣)می�توان رابطه از پس

|M ∩Gj| =
⌈ |Gj|+ ١

٢
⌉
.

است. فرد |Gj| مورد این در باشید داشته توجه
چون ،۵.٢.٣ ملاحظه به توجه با می�گیریم. نظر در را V (Gj) ∪ {v} توسط القا�شده G از زیر�گرافی
أکثر حد با v رأس شامل M٠ نام به پویا مونوپولی یک لذا است زوج رئوس تعداد دارای اخیر گراف

٧Lipschitz inequality



۴٩ پویا مونوپولی کوچک�ترین برای کران�هایی .٢.٣

.|M٠ \ {v}| < |M ∩Gj| که باشید داشته توجه می�پذیرد. رأس
⌈ |Gj|+ ١

٢
⌉

می�آوریم به�دست زیر به�صورت G برای جدید مونوپولی یک حال
Mnew = (M \Gj) ∪ (M٠ \ {v}).

که |Mnew| < |M | یعنی این و می�باشد M از کم�تر تعداد با و v رأس شامل پویا مونوپولی یک Mnew

نتیجه در است. تناقض در M بودن کمینه با

|M ∩Gi| ≤
|Gi|
٢ .

توسط القا�شده G از زیر�گرافی در اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی هر اندازه کوچک�ترین ،i هر برای
مونوپولی از استفاده با است. فعال رأس یک v آن در که دهید نشان dyn′(Gi) با را V (Gi) ∪ {v}

داریم بود آمده به�دست این، از پیش که M اکید اکثریت آستانه با پویا

dyn′(Gi) ≤
|Gi|
٢ .

می�دهیم نشان ادامه در
dyn′(Gi) ≤ p(Gi).

.dyn′(Gi) ≤ dyn(Gi) که است واضح

نتیجه در .dyn(Gi) ≤
|Gi|
٢ لذا dyn′(Gi) ≤

|Gi|
٢ چون این�صورت در ،dyn′(Gi) = dyn(Gi) اگر

.p(Gi) = dyn′(Gi) یا p(Gi) = dyn(Gi) داریم اثبات، شروع در p پارامتر تعریف به توجه با
آن�گاه dyn′(Gi) < dyn(Gi) اگر اما

dyn′(Gi) + ١ ≤ dyn(Gi) =⇒ dyn′(Gi) ≤ dyn(Gi)− ١.

داریم اثبات، شروع در p پارامتر تعریف به توجه با نیز حالت این در
p(Gi) = dyn(Gi)− ١ ≥ dyn′(Gi) =⇒ dyn′(Gi) ≤ p(Gi).

می�باشد. Mnew یعنی شده ساخته جدید مونوپولی همان M آن در که داریم را زیر نا�مساوی حال
١+ p(G \ v) = ١+ p(G١) + p(G٢) + · · ·+ p(Gt)

= ١+
t∑

i=١
p(Gi) ≥ ١+

t∑
i=١

dyn′(Gi).

پس ،|M ∩Gi| = dyn′(Gi) = dyn(Gi) که آن�جا از

١+ p(G \ v) ≥ ١+
t∑

i=١
|M ∩Gi|

= |M | ≥ dyn(G) ≥ p(G).

است. برقرار همبند گراف�های برای لیپ�شیتز شرط می�دهد نشان نا�مساوی این
وجود با و G١, G٢, . . . , Gc همبند مولفه�های از متشکل G گراف هر برای ،٨.٢.٣ قضیه از استفاده با

داریم ١ ≤ t < ٢
p(G) ≤

⌊
tα′(G)

⌋
=⇒ p(G) ≤ α′(G). (۵.٣)



۵٠ اکید اکثریت آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .٣

داریم p پارامتر تعریف از طرفی از
p(G) = dyn(G)− ١.

داریم (۵.٣) در فوق تساوی جای�گذاری با
dyn(G)− ١ ≤ α′(G) =⇒ dyn(G) ≤ α′(G) + ١.

داریم همبند گراف�های برای p تعریف با هم�چنین .p(G) =
c∑

i=١
p(Gi) دیگر سوی از

p(Gi) ≥ dyn(Gi)− ١.

لذا
α′(G) ≥ p(G) =

c∑
i=١

p(Gi) ≥
c∑

i=١
(dyn(Gi)− ١) =

c∑
i=١

dyn(Gi)− c.

نتیجه در .α′(G) ≥
c∑

i=١
dyn(Gi)− cپس

α′(G) ≥ dyn(G)− c =⇒ dyn(G) ≤ α′(G) + c.

می�پذیرد. α′(G) + c أکثر حد با اکید اکثریت آستانه با پویا مونوپولی یک G گراف بنا�بر�این



۴ فصل

آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های
عمومی

مقدمه ١.۴

کرد. استفاده می�توان G رئوس مجموعه برای را متفاوتی مدل�های پویا، مونوپولی�های کاربرد به توجه با
ابتدا فصل، این در می�باشد. عمومی١ آستانه با مدل پرداخته�ایم، آن بررسی به فصل این در که مدلی
و بالا کران�های از برخی سپس می�دهیم. نشان را پویا مونوپولی�های و مقاوم زیر�گراف�های بین ارتباط
هم�چنین می�آوریم. به�دست آستانه�ها از مختلفی انواع با گراف�ها از پویا مونوپولی اندازه برای را پایین
برخی و کرده معرفی را یالی گراف�های و گراف�ها از پویا-نا�محدود مونوپولی خانواده�های همگن، جامعه

می�آوریم. به�دست را زمینه این در نتایج

گراف�ها از پویا مونوپولی اندازه برای کران�ها برخی ٢.۴

بیان را زیر گزاره ،١ فصل در (٣٣.٢.١ (تعریف مقاوم زیر�گراف تعریف و شده داده (G, τ) به توجه با
می�کند. اثبات ندارند، مقاوم زیر�گراف�های که گراف�هایی برای کافی و لازم شرط یک گزاره این می�کنیم.

رئوس اگر تنها و اگر نیست G از مقاوم زیر�گراف هیچ شامل (G, τ) از H زیر�گراف یک .١.٢.۴ گزاره
در همسایه degG(vi)− τ(vi) أکثر حد دارای vi به�طوری�که شوند بر�چسب�گذاری v١, v٢, . . . , vn به H

باشد. {vi, . . . , vn} میان

خودش H این�صورت در نباشد. G از مقاوم زیر�گراف هیچ شامل H کنید فرض ابتدا (⇐=) برهان.
به�طوری�که دارد وجود v١ ∈ V (H) رأس یک بنا�بر�این نیست. مقاوم گراف یک

degH(v١) < degG(v١)− τ(v١) + ١ =⇒ degH(v١) ≤ degG(v١)− τ(v١).

١General threshold



۵٢ عمومی آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .۴

دارد وجود v٢ ∈ V (H١) رأس پس نیست مقاوم نیز H١ که آن�جا از .H١ = H \ {v١} می�دهیم قرار
به�طوری�که

degH١(v٢) < degG(v٢)− τ(v٢) + ١ =⇒ degH١(v٢) ≤ degG(v٢)− τ(v٢).

H١ = H[v٢, v٣, . . . , vn] در همسایه degG(v٢)−τ(v٢) أکثر حد دارای vرأس٢ که است معنی بدین این
است.

به�طوری�که می�آوریم به�دست را v١, v٢, . . . , vn استدلال، این تکرار با
degHi−١(vi) ≤ degG(vi)− τ(vi),

.Hi−١ = H[vi, vi+١, . . . , vn] آن در که
شده بر�چسب�گذاری v١, v٢, . . . , vn به شد، ذکر گزاره در که همان�طور H رئوس کنید فرض حال (=⇒)

،i هر برای به�طوری�که باشند
degHi−١(vi) ≤ degG(vi)− τ(vi), (١.۴)

نیست. مقاوم زیر�گراف هیچ شامل H زیر�گراف می�دهیم نشان .Hi−١ = H[vi, vi+١, . . . , vn] آن در که
داریم v ∈ V (K) هر برای لذا باشد. K مقاوم زیر�گراف دارای H کنید فرض خلف برهان به

degK(v) ≥ degG(v)− τ(v) + ١.

آن�گاه v١ ∈ V (K) اگر این�صورت غیر در چون .v١ /∈ V (K) هم�چنین
degK(v١) ≥ degG(v١)− τ(v١) + ١. (٢.۴)

طرفی از
degK(v١) ≤ degH(v١) = degH[v١,...,vn](v١). (٣.۴)

می�کند تغییر زیر به�صورت (٣.۴) نا�مساوی ،(١.۴) رابطه به توجه با
degK(v١) ≤ degG(v١)− τ(v١). (۴.۴)

داریم (۴.۴) و (٢.۴) از نتیجه در
degG(v١)− τ(v١) + ١ ≤ degK(v١) ≤ degG(v١)− τ(v١)

.v١ /∈ V (K) پس است. تناقض که
آن�گاه v٢ ∈ V (K) کنید فرض این�صورت غیر در .v٢ /∈ V (K) هم�چنین
degK(v٢) ≥ degG(v٢)− τ(v٢) + ١. (۵.۴)

طرفی از
degK(v٢) ≤ degH١(v٢) = degH[v٢,...,vn](v٢). (۶.۴)

می�شود تبدیل زیر به�صورت (۶.۴) نا�مساوی ،(١.۴) رابطه به توجه با
degK(v٢) ≤ degG(v٢)− τ(v٢). (٧.۴)

داریم (٧.۴) و (۵.۴) از لذا
degG(v٢)− τ(v٢) + ١ ≤ degK(v٢) ≤ degG(v٢)− τ(v٢)
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.v٢ /∈ V (K) پس است. تناقض که
در .vi ∈ V (K) که باشد اندیسی کوچک�ترین i کنید فرض این�صورت غیر در .vi /∈ V (K) نهایت در

این�صورت
degK(vi) ≥ degG(vi)− τ(vi) + ١. (٨.۴)

طرفی از
degK(vi) ≤ degHi−١(vi) = degH[vi,...,vn](vi). (٩.۴)

می�شود تبدیل زیر به�شکل (٩.۴) نا�مساوی ،(١.۴) رابطه بنا�بر
degK(vi) ≤ degG(vi)− τ(vi). (١٠.۴)

داریم (١٠.۴) و (٨.۴) از نتیجه در
degG(vi)− τ(vi) + ١ ≤ degK(vi) ≤ degG(vi)− τ(vi)

نیست. مقاوم زیر�گراف دارای H بنا�بر�این .K = ∅ نتیجه در .vi /∈ V (K) لذا است. تناقض که

می�دهد. نشان را پویا مونوپولی�های و مقاوم زیر�گراف�های بین ارتباط زیر گزاره در ذاکر

هیچ شامل G \D اگر تنها �و اگر است G گراف از τ-پویا مونوپولی یک D ⊆ V (G) .٢.٢.۴ گزاره
نباشد. مقاوم زیر�گراف

فرض خلف برهان به باشد. G گراف از پویا مونوپولی یک D ⊆ V (G) کنید فرض (⇐=) برهان.
مجموعه�ای Di کنید فرض حال است. مقاوم زیر�گراف یک که دارد وجود G\D Kاز زیر�گراف یک کنید
از دل�خواه رأس هر v کنید فرض .D٠ = D از شروع با شده�اند، فعال i زمان در که باشد G رئوس از
چون .v /∈ D١ هم�چنین بود. شده انتخاب v ∈ V (K) ابتدا از چون .v /∈ D٠ است بدیهی باشد. K

بایستی v ∈ D١ اگر
degD٠(v) ≥ τ(v). (١١.۴)

پس .D٠ ⊆ (V (G) \ V (K)) طرفی از
degD٠(v) ≤ degG\K(v). (١٢.۴)

،v ∈ V (K) هر برای لذا است، مقاوم زیر�گرافی K که آن�جا از اما
degG(v)− τ(v) + ١ ≤ degK(v) =⇒ degG(v)− degK(v) ≤ τ(v)− ١

=⇒ degG\K(v) ≤ τ(v)− ١.

می�آوریم به�دست (١٢.۴) نا�مساوی در فوق رابطه از استفاده با
degD٠(v) ≤ τ(v)− ١,

این�صورت در v ∈ D٢ اگر چون .v /∈ D٢ هم�چنین است. تناقض در (١١.۴) نا�مساوی با این که
degD٠∪D١(v) ≥ τ(v). (١٣.۴)

نتیجه در .(D٠ ∪D١) ⊆ (V (G) \ V (K)) طرفی از
degD٠∪D١(v) ≤ degG\K(v) ≤ τ(v)− ١. (١۴.۴)



۵۴ عمومی آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .۴

ندارد. تعلق ها Di از هیچ�یک به vرأس ،i هر برای لذا هستند. متناقض با�هم (١۴.۴) و (١٣.۴) روابط
زیر�گراف هیچ شامل G\Dپس است. تناقض در فرض با که باشد پویا مونوپولی یک نمی�تواند D یعنی

نیست. مقاوم
H١ که می�دهد نشان این نباشد. مقاوم زیر�گراف هیچ شامل H١ = G \ D کنید فرض حال (=⇒)

به�طوری�که دارد وجود v١ ∈ V (H١) رأس یک این�صورت در نیست. مقاوم خودش
degH١(v١) < degG(v١)− τ(v١) + ١ =⇒ degH١(v١) ≤ degG(v١)− τ(v١)

=⇒ degG\H١(v١) ≥ τ(v١).

لذا .G \H١ = D اما
degD(v١) ≥ τ(v١).

می�دهیم قرار .v١ ∈ V (D١) پس
D١ = {v١}.

دارد وجود v٢ ∈ V (H٢) رأس لذا .H٢ = G \ (D ∪D١) = H١−{v١} ⊆ H١ کنید فرض هم�چنین
به�طوری�که

degH٢(v٢) < degG(v٢)− τ(v٢) + ١ =⇒ degH٢(v٢) ≤ degG(v٢)− τ(v٢)

=⇒ degG\H٢(v٢) ≥ τ(v٢).

پس .G \H٢ = D ∪D١ می�دانیم
degD∪D١(v٢) ≥ τ(v٢).

می�دهیم قرار .v٢ ∈ V (D٢) لذا
D٢ = {v٢}.

توانستیم نتیجه در می�سازیم. را D٣, . . . , Dn−t زیر�مجموعه�های تکنیک این با آن�گاه |D| = t اگر
زیر�مجموعه بنابر�این دارد، را پویا مونوپولی شرایط لذا بسازیم. را V (G) ,D,D١از . . . , Dn−t افراز�های

می�باشد. پویا مونوپولی یک (G, τ) در D

می�کنیم. اثبات و بیان را زیر مفید ملاحظه

زیر�گرافی این�صورت در τ(v) ≥ degG(v) + ١ به�طوری�که باشد v ∈ V (G) رأس اگر .٣.٢.۴ ملاحظه
است. مقاوم زیر�گراف یک v تنها رأس شامل G از

داریم τ(v) ≥ degG(v) + ١ فرض به توجه با برهان.
− degG(v)− ١ ≥ −τ(v). (١۵.۴)

داریم degG(v)− τ(v) + ١ عبارت در (١۵.۴) جای�گذاری با
degG(v)− τ(v) + ١ ≤ degG(v)− degG(v)− ١+ ١ = ٠.

داریم v ∈ V (K) دل�خواه رأس هر برای چون است. برقرار G از زیر�گرافی هر برای همیشه رابطه این
degK(v) ≥ ٠.
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لذا
degK(v) ≥ degG(v)− τ(v) + ١.

Dیک ⊆ V (G) ،٢.٢.۴ گزاره بنا�بر زیرا است، بدیهی این است. G از مقاوم زیر�گراف Kیک یعنی این
چون این�جا در نباشد. مقاوم زیر�گراف هیچ شامل G \D اگر تنها �و اگر است G گراف از پویا مونوپولی
از می�باشد. G گراف رأس�های تمام موجود، مونوپولی تنها لذا τ(v) ≥ degG(v) + ١ ،v رأس هر برای
از زیر�مجموعه کوچک�ترین گرفتن نظر در با حتی است، مقاوم زیر�گراف یک G از زیر�گراف هر که آن�جا

باشد. مونوپولی نمی�تواند پس دارد. مقاوم زیر�گراف G \D باز�هم ،G
قرار اگر می�گیریم. نظر در D ⊆ V (G) یک است، پویا مونوپولی G کل فقط دهیم نشان این�که برای اما
آن از بعد هم D١ زیر�مجموعه یک بایستی پس نباشد هم G تمام طرفی از و باشد مونوپولی D این باشد

به�طوری�که باشد داشته وجود v ∈ D١ یک کنید فرض لذا باشد.
degD(v) ≥ τ(v).

پس .τ(v) ≥ degG(v) + ١ گزاره، فرض به توجه با
degD(v) ≥ degG(v) + ١.

نتیجه در باشد. تهی D١ که است این راه تنها لذا باشد. degG(v) از بیشتر نمی�تواند degD(v) اما
است. G گراف در پویا مونوپولی تنها D = |G|

G از درجه مینیمم و G[S] با را S روی القایی زیر�گراف S ⊆ V (G) زیر�مجموعه هر برای ادامه، در
می�دهیم. نشان δ(G) با را

و H = G \ D دهید قرار باشد. G در k اندازه با پویا مونوپولی یک D کنید فرض .۴.٢.۴ قضیه
این�صورت در باشد. H رئوس بین در آستانه ماکزیمم tmax کنید فرض

.
∑

v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)| − |E(G[D])| − δ(G) + tmax (i

این�صورت در τ(v) ≤ degG(v) ،v ∈ V (H) هر برای اگر (ii∑
v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)|.

گزاره از استفاده با لذا نیست. مقاوم زیر�گراف هیچ شامل H = G \ D ،٢.٢.۴ گزاره بنا�بر برهان.
،i هر برای به�طوری�که شوند بر�چسب�گذاری v١, v٢, . . . , vn به می�توانند H رئوس ،١.٢.۴

degHi
(vi) ≤ degG(vi)− τ(vi), (١۶.۴)

.H٢ = H \ {v١} و H١ = H به�ویژه .Hi = H[vi, vi+١, . . . , vn] آن در که
می�آوریم. به�دست را Hi یال�های تعداد اکنون

همان درجات تعداد اندازه به مورد�نظر گراف یال�های کل تعداد از گراف، از رأس یک حذف با که آن�جا از
لذا می�شود، کاسته رأس) آن به متصل (یال�های رأس

|E(Hi)| = |E(Hi−١)| − degHi−١(vi−١). (١٧.۴)
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داریم (١۶.۴) رابطه به توجه با

degHi−١(vi−١) ≤ degG(vi−١)− τ(vi−١) =⇒ −degHi−١(vi−١) ≥ −degG(vi−١) + τ(vi−١).

(١٨.۴)
داریم (١٧.۴) در (١٨.۴) نا�مساوی قرار�دادن با

|E(Hi)| ≥ |E(Hi−١)|︸ ︷︷ ︸−degG(vi−١) + τ(vi−١)

≥ |E(Hi−٢)| − degG(vi−٢) + τ(vi−٢)︸ ︷︷ ︸− degG(vi−١) + τ(vi−١).
(١٩.۴)

داریم |E(Hi−٢)| برای هم�چنین

|E(Hi−٢)| ≥ |E(Hi−٣)| − degG(vi−٣) + τ(vi−٣).

داریم (١٩.۴) در فوق مقدار جای�گذاری با

|E(Hi)| ≥ |E(Hi−٣)| − degG(vi−٣) + τ(vi−٣)

− degG(vi−٢) + τ(vi−٢)− degG(vi−١) + τ(vi−١).
(٢٠.۴)

داریم لذا می�آوریم. به�دست را (٢٠.۴) نا�مساوی باز�گشتی صورت روند، این تکرار با

|E(Hi)| ≥ |E(H)| −
i−١∑
j=١

degG(vj) +
i−١∑
j=١

τ(vj). (٢١.۴)

لذا .i = |G \D| = n− k این�صورت در ،i = |H| دهیم قرار اگر حال

Hi = Hn−k = H \ {v١, v٢, . . . , v(n−k)−١} = {vn−k}.

پس .|Hi| = ١ بنا�بر�این

|E(Hi)| = ٠.

داریم (٢١.۴) رابطه در |E(Hi)| به�جای صفر مقدار قرار�دادن با لذا

٠ ≥ |E(H)| −
i−١∑
j=١

degG(vj) +
i−١∑
j=١

τ(vj).

نتیجه در

|E(H)| ≤
i−١∑
j=١

degG(vj)−
i−١∑
j=١

τ(vj)

=
∑

v∈V (H)

degG(v)− degG(vn)−
( ∑
v∈V (H)

τ(v)− τ(vn)
)

=
∑

v∈V (H)

degG(v)− degG(vn)−
∑

v∈V (H)

τ(v) + τ(vn).

(٢٢.۴)

می�زنیم. تخمین را G یال�های تعداد حال
لذا باشد. H و D بین یال�های تعداد e کنید فرض

|E(G)| = |E(G[D])|+ |E(H)|+ e. (٢٣.۴)
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داریم (٢٢.۴) نا�مساوی از استفاده با

|E(G)| ≤ |E(G[D])|+ e+
∑

v∈V (H)

degG(v)− degG(vn)−
∑

v∈V (H)

τ(v) + τ(vn).

(٢۴.۴)
که باشید داشته توجه طرفی ∑از

v∈V (H)

degG(v)− e = ٢|E(H)| =⇒
∑

v∈V (H)

degG(v) = ٢|E(H)|+ e. (٢۵.۴)

پس می�دهیم. قرار (٢۴.۴) در را مقدار این

|E(G)| ≤ |E(G[D])|+ e+ ٢|E(H)|+ e− degG(vn)−
∑

v∈V (H)

τ(v) + τ(vn)

= |E(G[D])|+ ٢e+ ٢|E(H)| − degG(vn)−
∑

v∈V (H)

τ(v) + τ(vn).
(٢۶.۴)

لذا است، H رئوس بین در آستانه ماکزیمم tmax که آن�جا از

tmax ≥ τ(vn).

دیگر طرف از

δ(G) ≤ degG(vn) =⇒ −δ(G) ≥ −degG(vn).

داریم (٢٣.۴) تساوی از هم�چنین

|E(H)| = |E(G)| − |E(G[D])| − e. (٢٧.۴)

می�شود تبدیل زیر به�شکل (٢۶.۴) نا�مساوی توضیحات، این به توجه با نتیجه در

|E(G)| ≤ |E(G[D])|+ ٢e+ ٢(|E(G)| − |E(G[D])| − e)− δ(G)−
∑

v∈V (H)

τ(v) + tmax

= |E(G[D])|+ ٢e+ ٢|E(G)| − ٢|E(G[D])| − ٢e− δ(G)−
∑

v∈V (H)

τ(v) + tmax

= ٢|E(G)| − |E(G[D])| − δ(G)−
∑

v∈V (H)

τ(v) + tmax.

∑بنا�بر�این
v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)| − |E(G[D])| − δ(G) + tmax.

شد. اثبات (i) قسمت لذا
این�صورت در τ(v) ≤ degG(v) داریم v ∈ V (H) هر برای چون ،(ii) قسمت اثبات برای

τ(vn) ≤ degG(vn) =⇒ τ(vn)− degG(vn) ≤ ٠.
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می�شود حاصل زیر به�صورت (٢۵.۴) و (٢٧.۴) روابط به توجه با (٢٢.۴) نا�مساوی پس
|E(H)| ≤

∑
v∈V (H)

degG(v)−
∑

v∈V (H)

τ(v) =⇒
∑

v∈V (H)

τ(v) ≤
∑

v∈V (H)

degG(v)− |E(H)|

= e+ ٢|E(H)| − |E(H)|

= e+ |E(H)|

= e+ |E(G)| − |E(G[D])| − e

= |E(G)| − |E(G[D])|

≤ |E(G)|.

نتیجه ∑در
v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)|.

شد. تمام نیز (ii) قسمت اثبات پس

داریم. منتظم گراف�های برای را زیر نتیجه ،(i) قسمت ۴.٢.۴ قضیه از نتیجه یک عنوان به

هر برای کنید فرض هم�چنین باشد. ٢r + ١ درجه از منتظم گراف یک G کنید فرض .۵.٢.۴ نتیجه

رأس n+ ٢r
٢(r + ١) حدأقل دارای G از پویا مونوپولی هر این�صورت در .τ(v) = r + ١ داریم G از رأس

می�باشد.

می�دانیم ،(i) قسمت ۴.٢.۴ قضیه به توجه با ∑برهان.
v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)| − |E(G[D])| − δ(G) + tmax. (٢٨.۴)

داریم. را زیر روابط طرفی از
|E(G[D])| ≥ ٠ =⇒ −|E(G[D])| ≤ ٠.

پس است، ٢r)-منتظم + ١) گرافی G که آن�جا از
δ(G) ≤ degG(v) = ٢r + ١.

داریم لذا ،
∑

v∈V (G)

degG(v) = ٢|E(G)| می�دانیم

|E(G)| =

∑
v∈V (G)

degG(v)

٢ =
n(٢r + ١)

٢ .

هم�چنین
tmax = max{τ(v) : v ∈ V (G)} = r + ١.

با است برابر (٢٨.۴) نا�مساوی چپ سمت ∑مقدار
v∈V (H)

τ(v) = (n− |D|)(r + ١).
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داریم (٢٨.۴) نا�مساوی در روابط این جای�گذاری با

(n− |D|)(r + ١) ≤ n(٢r + ١)
٢ − ٠− (٢r + ١) + (r + ١)

=
n(٢r + ١)

٢ − r =
٢nr + n− ٢r

٢ .

داریم (r + ١) بر طرفین تقسیم با نتیجه در

(n− |D|) ≤ ٢nr + n− ٢r
٢(r + ١) =⇒ |D| ≥ n− ٢nr + n− ٢r

٢(r + ١)

=
٢n(r + ١)− ٢nr − n+ ٢r

٢(r + ١)

=
٢nr + ٢n− ٢nr − n+ ٢r

٢(r + ١) =
n+ ٢r
٢(r + ١) .

٢ با برابر رأس هر آستانه آن در که گراف�ها از پویا مونوپولی برای بالا کران یک ،٧.٢.۴ قضیه در
می�کنیم. معرفی را است

احاطه�گر٢ مجموعه یک S به�نام رئوس از زیر�مجموعه�ای G = (V,E) گراف هر برای .۶.٢.۴ تعریف
باشد. داشته وجود مجموعه داخل مجاور رأس یک حدأقل ،S از خارج رأس هر ازای به هرگاه است

با یکریخت G از همبند مولفه هیچ به�طوری�که باشد رأس n با گراف یک G کنید فرض .٧.٢.۴ قضیه
S کنید فرض هم�چنین .τ(v) = ٢ ،v ∈ V (G) رأس هر برای و δ(G) ≥ ٢ با نیست، فرد٣ دور یک
زیر کران�های این�صورت در باشد. G \ S از همبند مولفه�های تعداد c و باشد G از احاطه�گر مجموعه هر

می�باشند. برقرار
.dyn(G) ≤ n

٢ (i

.dyn(G) ≤ dyn(G[S]) + c (ii

تعداد بیش�ترین {C١, . . . , Ck} کنید فرض (i) اثبات برای است. همبند گرافی G کنید فرض برهان.
.δ(G) ≥ ٢ زیرا دارد، دور یک حتماً یعنی است نا�تهی مجموعه این باشد. G در مجزا رأس دور�های از
در بود خواهد جنگل یک لذا ،δ(G) = ١ یا δ(G) = ٠ پس باشد نداشته دور گرافی اگر طرفی از

می�باشد. دور یک شامل حتماً گراف نتیجه در .δ(G) ≥ ٢ که حالی در .δ(G) ≤ ١ این�صورت
می�آوریم. به�دست n٢ اندازه أکثر حد با D مانند پویا مونوپولی یک زیر در

گراف از رأسی به�طور را دور�ها تمام که آن�جا از بگیرید. نظر در را G \ (C١ ∪ · · · ∪ Ck) زیر�گراف
به�طور را دور�ها وقتی کنید فرض این�صورت غیر در می�آوریم. به�دست جنگل یک لذا کرده�ایم، حذف G
C١, . . . , Ck دور�های از هیچ�یک با که باشد داشته وجود دوری هم هنوز کردیم، حذف G گراف از رأسی
چون اما کرد. اضافه مجزا رأس دور�های بقیه به نیز را دور این می�توان این�صورت در ندارد. اشتراک

٢Domination set
باشد. فرد دور، یال�های تعداد ٣اگر
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رأس دور هیچ پس بود، شده گرفته نظر در G در مجزا رأس دور�های از تعداد بیش�ترین {C١, . . . , Ck}
F با را آن ما و است جنگل یک G \ (C١ ∪ · · · ∪ Ck) نتیجه در داشت. نخواهد وجود دیگری مجزا

می�دهیم. نشان
نشده�اند). گرفته نظر در تنها (رأس�های باشد رأس دو حدأقل با F از همبندی مولفه هر T کنید فرض

یک F از T همبندی مولفه هر از است. |T |٢ اندازه أکثر حد با S احاطه�گر مجموعه یک شامل T درخت

(تنها T = K٢ که حالتی به�جز نباشد T از یک درجه رأس شامل که را آن مینیمم احاطه�گری مجموعه
حال می�نامیم. T برای S و می�گیریم نظر در می�باشد)، K٢ است، یک درجه رأس ٢ دارای که درختی

.|S| ≤ |T |
٢ که باشید داشته توجه می�کنیم. اضافه D به را S رئوس

چهار باشد. دور�ها این از هر�یک Ci کنید فرض و بگیرید نظر در را {C١, . . . , Ck} از فرد دور�های اکنون
دارد. وجود حالت

(١.۴ (شکل دارد. وجود Cj دیگر فرد دور و Ci فرد دور بین یال یک :١ حالت

b

bcbcbcbcbcbcbcbc

bcbcbcbcbcbcbcbc

b

⊗⊗⊗⊗

⊗⊗

bcbcbcbcbcbcbcbc

bcbcbcbcbcbcbcbc

bcbcbcbcbcbcbcbc

⊗⊗⊗⊗

⊗⊗

bcbcbcbcbcbcbcbc

C Ci ju

u

u

u
u

v

v
v

v
v

١

٢
٣

t− ١
t

١

٢
٣

l
l − ١

آن�ها بین یال و Cj و Ci فرد دور�های :١.۴ شکل

می�دهیم. قرار D در را v١ یا u١ از یکی باشد. u١v١ ∈ E(G) و v١ ∈ Cj و u١ ∈ Ci کنید فرض

راحتی به Ci ∪Cj رئوس تمام فعال�کردن بر�طبق Ci ∪Cj از مناسب رأس |Ci|+ |Cj|
٢ پیدا�کردن حال

Cj دور رئوس ،v١, v٢, . . . , vl و Ci دور رئوس ،u١, u٢, . . . , ut کنید فرض زیرا است. امکان�پذیر
باشد. u١v١ ∈ E(G) به�عبارت�دیگر هستند، متصل یک�دیگر به v١ و u١ کنید فرض هم�چنین باشند.
لذا است دور�ها این رئوس فعال�کردن هدف، که آن�جا از می�دهیم. قرار D در و کرده انتخاب را u١ ابتدا

آوریم. به�دست را Ci ∪ Cj از مناسب رئوس تعداد باید
این از رأس هر لذا .τ(v) = ٢ ،G از v رأس هر برای می�دانیم گزاره فرض به توجه با دیگر طرف از
قرار D در را u٢ رأس توضیحات، این با باشد. داشته فعال همسایه دو که می�شود فعال در�صورتی دور�ها
و داده قرار D در را u۴, u۶, . . . , ut−١ رئوس ترتیب همین به نمی�گیرد. قرار D در u٣ رأس می�دهیم.
دور لذا می�شوند. فعال هستند، فعال همسایه دو دارای هر�کدام این�که به توجه با u۵, u٧, . . . , ut رئوس

است. شده فعال خودش از رأس |Ci| − ١
٢ توسط Ci

رئوس ابتدا یعنی می�دهیم. قرار D در و کرده انتخاب را �viها صورت همین به نیز Cj دور برای
همسایه دو هر�کدام این�که دلیل به v٣, v۵, . . . , vl−٢ رئوس سپس می�کنیم انتخاب را v٢, v۴, . . . , vl−١
آن�جا از شد. خواهند فعال Cj در زیر به�صورت vl و v١ رأس�های می�شوند. فعال دارند، Cj در فعال
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نتیجه در دارد. را فعالش همسایه دو v١ لذا بودند، شده فعال و گرفته قرار D در قبلا v٢ و u١ رئوس که
بنا�بر�این می�شود. فعال vl−١ و v١ رئوس فعال�بودن به توجه با vl رأس سپس و شده فعال v١ رأس ابتدا

است. شده فعال خودش از رأس |Cj| − ١
٢ توسط هم Cj دور

می�آید به�دست زیر به�صورت کرده�اند فعال را Ci ∪ Cj که رئوسی تعداد نتیجه در

١+
|Ci| − ١

٢ +
|Cj| − ١

٢ =
|Ci|+ |Cj|

٢ .

(٢.۴ (شکل است. مجاور زوج (دور�ها) دور با تنها Ci فرد دور :٢ حالت

b
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٢

t− ١
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١

٢

l
l − ١

l

٣٣

⊗⊗

bcbcbcbcbcbcbcbc
⊗⊗

bcbcbcbcbcbcbcbc

آن�ها بین یال و Cl زوج دور و Ci فرد دور :٢.۴ شکل

نیست. فعال هم حاضر حال در و است زوج دور یک Cl آن در که باشد مجاور Cl با Ci کنید فرض
اضافه D به را v١ باشد. متصل u١ ∈ Ci رأس به و Ci دور به مجاور رأس یک v١ ∈ Cl کنید فرض

رأس شامل مناسب رأس |Cl|+ |Ci| − ١
٢ از استفاده با را Ci ∪Cl رئوس همه می�توانیم حال می�کنیم.

دارد. امکان زیر به�صورت این�کار کنیم. فعال v١
هم�چنین باشند. Cl زوج دور رئوس ،v١, v٢, . . . , vl و Ci فرد دور رئوس ،u١, u٢, . . . , ut کنید فرض
اضافه D به را v١ باشد. متصل u١ ∈ Ci رأس به و Ci دور به مجاور رأس یک v١ ∈ Cl کنید فرض
دور�ها این از رأس هر لذا .τ(v) = ٢ ،G از v رأس هر برای می�دانیم گزاره فرض از هم�چنین می�کنیم.
در و می�کنیم انتخاب را Cl از v٣ رأس ادامه در باشد. داشته فعال همسایه دو که می�شود فعال در�صورتی
قرار D در را v۵, v٧, . . . , ul−١ رئوس ترتیب همین به نمی�گیرد. قرار D در v۴ رأس می�دهیم. قرار D
می�شوند. فعال هستند، فعال همسایه دو دارای هر�کدام این�که به توجه با v۶, v٨, . . . , vl رئوس و داده

است. شده فعال رأس |Cl|
٢ توسط Cl زوج دور لذا

رئوس ابتدا یعنی می�دهیم. قرار D در و کرده انتخاب را �uiها صورت همین به نیز Ci دور برای
همسایه دو هر�یک که دلیل این به u٣, u۵, . . . , ut−٢ رئوس سپس می�کنیم انتخاب را u٢, u۴, . . . , ut−١
رئوس چون شد. خواهند فعال Ci در زیر به�صورت ut و u١ رأس�های می�شوند. فعال دارند، Ci در فعال
رأس ابتدا نتیجه در دارد. را فعالش همسایه دو u١ لذا بودند، شده فعال و گرفته قرار D در قبلا u٢ و v١
Ci فرد دور پس می�شود. فعال ut−١ و u١ رئوس فعال�بودن به توجه با ut رأس سپس و شده فعال u١

است. شده فعال خودش از رأس |Ci| − ١
٢ از استفاده با

می�آید به�دست زیر به�صورت کرده�اند فعال را Ci ∪ Cl که رئوسی تعداد بنا�بر�این
|Ci| − ١

٢ +
|Cl|
٢ =

|Ci|+ |Cl| − ١
٢ =

⌊ |Ci|+ |Cl|
٢

⌋
.
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(٣.۴ (شکل است. مجاور F از تنها) رأس (یک xرأس با تنها Ci فرد دور :٣ حالت
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xرأس مجاورت در Ci فرد دور :٣.۴ شکل

Ci فرد دور رئوس ،u١, u٢, . . . , ut کنید فرض سپس می�دهیم. قرار D در را x رأس حالت این در
را u٢, u۴, . . . , ut−١ رئوس ادامه در باشد. متصل u١ ∈ Ci رأس به x کنید فرض هم�چنین باشند.
فعال همسایه دو هر�کدام که دلیل این به u٣, u۵, . . . , ut−٢ رئوس می�دهیم. قرار D در و می�کنیم انتخاب
نشده�اند فعال هنوز که مانده�اند باقی Ci فرد دور در ut و u١ رأس�های اما می�شوند. فعال دارند، Ci در
لذا بودند، شده فعال و گرفته قرار D در قبلا u٢ و xرئوس چون شد. خواهند فعال Ci در زیر به�شکل و
فعال�بودن به توجه با ut رأس سپس و شده فعال u١ رأس ابتدا نتیجه در دارد. را فعالش همسایه دو u١
شده فعال خودش از رأس |Ci| − ١

٢ از استفاده با Ci فرد دور پس می�شود. فعال ut−١ و u١ رئوس
است.

می�آید به�دست زیر به�صورت کرده�اند فعال را Ci ∪ {x} که رئوسی تعداد بنا�بر�این
|Ci| − ١

٢ + ١ =
|Ci| − ١+ ٢

٢ =
|Ci|+ ١

٢ .

(۴.۴ (شکل باشند. متصل است، شده فعال قبلا که زوج دور یک به فرد دور ٢ زمانی�که :۴ حالت
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Cl فعال زوج دور و Cj و Ci فرد دور�های :۴.۴ شکل

u١, u٢, . . . , ut رئوس مجموعه دارای به�ترتیب که باشند فرد دور�های Cj و Ci کنید فرض حالت، این در
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نظر در v١, v٢, . . . , vl رأس�های مجموعه با زوج دور یک را Cl هم�چنین هستند. w١, w٢, . . . , wk و
رئوسی تعداد آن در و است حالت(٢) همان این�صورت در باشد، متصل v١ فعال رأس به u١ اگر بگیرید.
زوج دور توسط را Cj فرد دور رئوس تنها است کافی پس آورده�ایم. به�دست را کنیم اضافه D به باید که

کنیم. فعال Cl

D در و شده فعال Cl زوج دور در قبلا که vi رأس به w١ غیر�فعال رأس کنید فرض Cj فرد دور برای
می�کنیم. اضافه D به و کرده انتخاب را w٢, w۴, . . . , wk−١ رئوس حال باشد. متصل بود، گرفته قرار
رأس�های می�شوند. فعال دارند، Cj در فعال همسایه دو w٣, w۵, . . . , wk−٢ رئوس از هر�یک چون لذا
فعال و گرفته قرار D در قبلا w٢ و vi رئوس که آن�جا از شد. خواهند فعال Cj در زیر به�ترتیب wk و w١

با wk رأس سپس و شده فعال w١ رأس ابتدا نتیجه در دارد. را فعالش همسایه دو w١ لذا بودند، شده

رأس |Cj| − ١
٢ از استفاده با نیز Cj فرد دور پس می�شود. فعال wk−١ و w١ رئوس فعال�بودن به توجه

است. شده فعال خودش از
می�باشد زیر به�صورت کرده�اند فعال را Ci ∪ Cj ∪ Cl که رئوسی تعداد بنا�بر�این

|Cj| − ١
٢ .

فعال بالا مراحل در�طول مجموعه زوج دور�های از برخی و {C١, . . . , Ck} از فرد دور�های همه تا�کنون
دور�های کرده�ایم. فعال را آن برگ۴ رئوس از برخی احتمالا به�جز F جنگل رئوس همه هم�چنین است. شده
هر (برای خود رئوس نصف از استفاده با می�توانند راحتی به C١, . . . , Cr مثال عنوان به باقی�مانده زوج

اضافه D به کردیم، فعال زوج دور�های توسط که را جدید رئوس این شوند. فعال ( |Cr|
٢ ،١ ≤ i ≤ r

رسید. پایان به D مونوپولی ساخت فرآیند بنا�بر�این می�کنیم.
یک در برگ) (رأس یک درجه از رأس هر v کنید فرض کنیم. بررسی را F برگ رأس�های بایستی تنها
آن�جا از می�باشد. T درخت در فعال همسایه یک دارای v رأس می�دانیم باشد. F از T همبندی مولفه
C١ ∪ · · · ∪ Ck در دیگری همسایه باید لذا است، ٢ حدأقل قضیه فرض بنا�بر گراف کل در v درجه که
v رأس برای فعال همسایه دو این�رو از است. شده فعال D توسط قبلا اخیر مجموعه اما باشد. داشته

می�آوریم. به�دست
می�باشد: زیر به�صورت که کنیم ثابت باید این�جا در را دیگری حکم اما

رأس�ها تعداد نصف أکثر حد اندازه�اش به�طوری�که دارد وجود احاطه�گر مجموعه یک T درخت هر برای
٢ یا است احاطه�گر مجموعه در یک، درجه رئوس به�جز رأس هر که است خاصیت این دارای و است

دارد. احاطه�گر مجموعه در همسایه
حکم آن�گاه باشد مسیر درخت، این اگر باشد. دل�خواه درخت یک T کنید فرض حکم، این اثبات برای
دو هر در رئوس این که آن�جا از می�کنیم. شروع رأس چهار یا سه با درختی از است. واضح به�استقرا
و (٣ (مرتبه رأسی سه درخت در وسط رأس در�نظر�گرفتن با پس دارند، قرار مسیر یک روی درخت،

است. بدیهی حکم احاطه�گر، مجموعه عنوان به (۴ (مرتبه رأسی چهار درخت در سوم و دوم رئوس

باشد. یک درجه از که است ۴رأسی



۶۴ عمومی آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .۴

کنید: تعریف زیر به�صورت را S مجموعه

S =
{
v ∈ V (T )

∣∣ deg(v) ≥ ٣
}
.

که است همبندی مولفه�های شامل T \ S این�صورت در کنیم، حذف T از را S مجموعه رئوس اگر حال
در باشد، داشته وجود مسیر�ها این در غیر�همبندی مولفه یک اگر چون می�باشند. مسیر همه مولفه�ها این
انتخاب را رأس این بایستی لذا .deg(v) ≥ ٣ که دارد وجود v ∈ V (T ) رأس یک حتماً این�صورت

آوریم. به�دست را احاطه�گر مجموعه مسیر�ها، این از می�خواهیم حال کنیم. حذف T از و کرده
تعداد اگر می�رسیم. ٢ درجه با رأسی به یک، درجه رأس از بعد می�گذاریم. کنار را یک درجه رئوس
زیرا می�گیرند. قرار احاطه�گر مجموعه در مسیر رئوس تعداد نصف أکثر حد آن�گاه باشد فرد مسیر، رئوس
اثبات حکم دهیم، قرار احاطه�گر مجموعه در و کرده انتخاب را رئوس یک�در�میان بعد، به دوم رأس از اگر
در مسیر رئوس تعداد نصف دقیقاً آن�گاه باشد زوج مسیر، رئوس تعداد که زمانی هم�چنین می�شود.
،T در یک درجه رأس به�جز رأس هر که خاصیت این حالت، دو هر در می�گیرد. قرار احاطه�گر مجموعه

می�باشد. برقرار دارد، احاطه�گر در همسایه دو یا و است احاطه�گر در یا
سر دو از هیچ�یک به�طوری�که بگیرید نظر در را T \S (مسیر) همبندی مولفه یک از دل�خواه یال یک حال
کنیم حذف را رأسی باشد قرار اگر زیرا .|V | ≥ ۴ که کرد فرض می�توان پس نباشد. یک درجه رأس آن،
|V | ≥ ۴ ستاره، گراف برای چون حال باشد. ستاره گراف باید آن�گاه باشد، یک درجه رأس سرش دو که
نیست. ستاره گراف، لذا است، برقرار حکم احاطه�گر، مجموعه عنوان به وسط رأس نظر�گرفتن در با و

مثال عنوان (به یال این نباشد. یک درجه رأس آن، سر دو از هیچ�یک که می�گیریم نظر در را یالی بنا�بر�این
از می�شود. ساخته T٢ و T١ درخت دو حذف�شده یال طرف دو در این�صورت در کنید. حذف را (uv یال
degT١(u) ≥ ١ ،T١ درخت در لذا است، ٢ حدأقل گراف کل در رأس درجه قضیه، فرض بر�طبق که آن�جا
درخت T٢ همبندی مولفه یا K٢ درخت T١ همبندی مولفه اگر حال .degT٢(v) ≥ ١ ،T٢ درخت در و
K٢ اگر این�صورت غیر در می�گیرد. قرار احاطه�گر در v رأس و uرأس به�ترتیب این�صورت در باشد، K٢

یک، درجه رأس به�جز رأس هر و دارند قرار احاطه�گر در v ∈ V (T٢) یا u ∈ V (T١) رئوس لذا نباشد،
گردید. اثبات حکم نتیجه در دارد. احاطه�گر مجموعه در همسایه ٢ یا است احاطه�گر در

در که حالتی هر در زیرا دارد. خودش ساختن توسط رأس n٢ حدأکثر D مجموعه که باشید داشته توجه

داریم G گراف کل در نهایت در لذا کرده�ایم. اضافه D به را رأس�هایش تعداد نصف لاأقل گرفتیم، نظر

|D| = dyn(G) ≤ n

٢ .

شد. کامل (i) اثبات این�جا در بنا�بر�این
از استفاده با باشد. dyn(G[S]) به�اندازه پویا مونوپولی هر D کنید فرض ،(ii) قسمت اثبات برای
آن�جا از باشد. G \ S از همبند مولفه هر T کنید فرض کنیم. فعال را G[S] رئوس همه می�توانیم D
T چون هم�چنین دارد. S در فعال همسایه یک T از رأس هر پس است احاطه�گر مجموعه یک S که
نتیجه پس است. کافی شوند، فعال T رئوس همه این�که برای T از اضافی رأس یک لذا است، همبند
G \ S مولفه�های تعداد ،c آن در که دارد وجود dyn(G[S]) + c به�اندازه پویا مونوپولی یک که می�گیریم

می�باشد.



۶۵ گراف�ها از پویا مونوپولی اندازه برای کران�ها برخی .٢.۴

تعمیم�یافته پترسن گراف در پویا مونوپولی کوچک�ترین ١.٢.۴

پایین کران می�دهیم نشان تعمیم�یافته پترسن گراف�های از پویا مونوپولی مینیمم تعیین با ٩.٢.۴ قضیه در
برای مثال عنوان به است) ٢ برابر رأس هر (آستانه r = ١ که زمانی ۵.٢.۴ نتیجه از آمده به�دست
می�کنیم. یاد�آوری را تعمیم�یافته پترسن گراف تعریف ابتدا در است. سخت کران یک مکعبی، گراف�های

پترسن گراف gcd(n, k) = ١ و k ≤ n− ٢ با k و n مثبت و صحیح عدد هر برای .٨.٢.۴ تعریف
می�شود: تعریف زیر شرح به و داده نشان GP (n, k) با را تعمیم�یافته۵

با است برابر GP (n, k) رئوس مجموعه
{a١, a٢, . . . , an} ∪ {b١, b٢, . . . , bn}.

می�باشند: زیر GPبه�صورت (n, k) یال�های
و i هر برای bibj هم�چنین و i = ١,٢, . . . , n− ١ برای aiai+١ ،a١an ،i = ١,٢, . . . , n برای aibi

.|i− j| = k که j

است. شده داده نشان ۵.۴ شکل در k = ٢,۴,۵,٧ که GP (٩, k) تعمیم�یافته پترسن گراف
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k = ٢,۴,۵,٧ برای GP (٩, k) گراف :۵.۴ شکل

می�باشد. ٢n مرتبه با مکعبی گراف یک GP (n, k) که باشید داشته توجه

τ(v) = ٢ با GP (n, k) تعمیم�یافته پترسن گراف در پویا مونوپولی کوچک�ترین اندازه .٩.٢.۴ قضیه

.
⌈n+ ١

٢
⌉
با است برابر ،v رأس هر برای

۵Generalized Petersen graph



۶۶ عمومی آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .۴

این�که به توجه با و ۵.٢.۴ نتیجه از استفاده با لذا ،|GP (n, k)| = ٢n که آن�جا از برهان.
τ(v) = r + ١ = ٢ =⇒ r = ١,

است زیر به�اندازه پویا مونوپولی یک شامل GP (n, k) دهیم نشان است کافی

dynτ (G) ≥
|GP (n, k)|+ ٢r

٢(r + ١) =
٢n+ (١)٢
١)٢+ ١) =

٢(n+ ١)
۴ =

n+ ١
٢ .

.dynτ (G) =
⌈n+ ١

٢
⌉
به�عبارت�دیگر یا

می�گیریم: نظر در حالت دو
استفاده مستقیم به�طور ٧.٢.۴ قضیه از حالت این در باشد. زوج عدد یک n کنید فرض :١ حالت
می�دهد. تشکیل GP (n, k) در احاطه�گر مجموعه یک S = {a١, a٢, . . . , an} زیر�مجموعه می�کنیم.

این�صورت در gcd(n, k) = ١ چون حال
GP (n, k) \ S = G[b١, b٢, . . . , bn]

یک با برابر GP (n, k) \ S از همبند مولفه�های تعداد لذا می�باشد. G گراف در همبند زیر�گراف تنها
شوند. فعال b١, . . . , bn رئوس همه تا است کافی رأس یک فقط G[b١, . . . , bn] برای طرفی از است.
مونوپولی در و کرده انتخاب یک�در�میان را آن رأس�های اگر پس است زوج دور یک S مجموعه هم�چنین
مثال عنوان به کنیم. فعال را S رئوس همه می�توانیم تعداد، این نصف با این�صورت در دهیم قرار پویا

بنا�بر�این می�دهیم. قرار پویا مونوپولی در را a١, a٣, . . . , an−١ رئوس

dyn(G[S]) =
|V (S)|
٢ =

n

٢ .

مونوپولی یک {a١, a٣, . . . , an−١, bn−١} مجموعه تعداد، این به bn−١ رأس یک افزودن با نتیجه در
داریم ٧.٢.۴ قضیه بنا�بر این�رو از بود. خواهد پویا

dyn(G) ≤ dyn(G[S]) + ١ =
n

٢ + ١ =
n+ ٢
٢ =⇒ dyn(G) =

⌈n+ ٢
٢

⌉
=

⌈n+ ١
٢

⌉
.

است. زوج n آن در که دارد وجود GP (n, k) برای
⌈n+ ١

٢
⌉
به�اندازه پویا مونوپولی یک به�عبارت�دیگر

زیر�مجموعه می�بریم. به�کار را ٧.٢.۴ قضیه ١ حالت مانند باشد. فرد عدد یک n کنید فرض :٢ حالت
gcd(n, k) = ١ که آن�جا از می�باشد. GP (n, k) در احاطه�گر مجموعه یک S ′ = {a١, a٢, . . . , an}

این�صورت در
GP (n, k) \ S ′ = G[b١, b٢, . . . , bn]

یک با برابر GP (n, k) \ S از همبند مولفه�های تعداد لذا می�باشد. G گراف در همبند زیر�گراف تنها
شوند. فعال b١, . . . , bn رأس�های همه تا است کافی رأس یک فقط G[b١, . . . , bn] برای هم�چنین است.
در و کرده انتخاب an−٢ رأس تا یک�در�میان را آن رأس�های لذا است فرد دور یک S ′ مجموعه طرفی از
با بنا�بر�این می�گیرند. قرار پویا مونوپولی در a١, a٣, . . . , an−٢ رئوس یعنی می�دهیم. قرار پویا مونوپولی

داریم n فرد�بودن به توجه

dyn(G[S ′]) =
⌈n− ٢

٢
⌉
=
n− ١
٢ .



۶٧ گراف�ها از پویا-نا�محدود مونوپولی خانواده�های .٣.۴

�biهای و an سپس و an−١ رأس ابتدا این�کار با کنیم، اضافه تعداد این به را bn−١ رأس اگر نتیجه در
از بود. خواهد پویا مونوپولی یک {a١, a٣, . . . , an−٢, bn−١} مجموعه لذا می�شوند. فعال باقی�مانده

داریم ٧.٢.۴ قضیه بنا�بر این�رو

dyn(G) ≤ dyn(G[S ′]) + ١ =
n− ١
٢ + ١ =

n+ ١
٢ =⇒ dyn(G) =

⌈n+ ١
٢

⌉
.

است. فرد n آن در که دارد وجود GP (n, k) برای
⌈n+ ١

٢
⌉
به�اندازه پویا مونوپولی یک بنا�بر�این

گراف�ها از پویا-نا�محدود مونوپولی خانواده�های ٣.۴

هر بگیرید. نظر در را می�دهند خیر یا بله رأی خاص، نامزد یک برای مردم آن در که انتخابات یک
تعداد به حدأقل اگر می�دهد، بله رأی است) شده داده نمایش زمینه گراف در v رأس یک (توسط شخص
این در زمینه شبکه برای D مانند پویا مونوپولی یک باشند. داشته بله رأی به تصمیم دوستانش از τ(v)
کاندید آن به جامعه کل این�صورت در باشد Dبله اعضای رأی اگر که است خاصیت این دارای انتخابات،
این نشان�دهنده یابد افزایش جامعه جمعیت اگر می�شود: مطرح زیر پرسش داد. خواهند رأی (نامزد)
جامعه)؟ اندازه از تابعی عنوان (به است داشته زیادی افزایش پویا، مونوپولی کوچک�ترین اندازه که است
در است. ویروسی بازاریابی در جدید محصول یک قبول است، مهم آن در سوال همین که دیگری مثال
مطرح�شده سوال تحلیل و تجزیه برای روشی پویا-نا�محدود، مونوپولی خانواده�های مفهوم معرفی با زیر

می�دهیم. ارائه بالا در
هر و G گراف هر برای به�طوری�که می�گیریم نظر در را τ آستانه انتساب هر آستانه، الگوی یک توسط
از ریختی۶ خود� هر σ اگر به�طوری�که می�دهد نسبت Gرئوس به را τ(v) نا�منفی مقدار یک τ ،v ∈ V (G)

الگوی کلیت، از کاستن بدون .τ(v) = τ(u) آن�گاه باشد، u ∈ Gرئوس از برخی برای σ(u) = v با G
برای τ(v) که هستند زمانی رایج، نمونه�های .τ(v) ≤ degG(v) به�طوری�که می�کنیم محدود را τ آستانه
به مجهز گراف�ها از مجموعه هر ،F خانواده یک توسط بخش این در است. degG(v) از تابعی vرأس هر
هر�گاه می�شود نامیده پویا-نا�محدود٧ مونوپولی خانواده�ای چنین می�گیریم. نظر در را آستانه الگوی یک
،F از G گراف هر برای به�طوری�که f(x) → ∞ پس x→ ∞ اگر که باشد داشته وجود f(x) تابع یک

.n = |G| آن در که باشد f(n) ≤ dyn(G) شرط دارای یکی
رأس هر برای τ(v) = r+ ١ آستانه با +٢r)-منتظم ١) گراف�های خانواده می�دهد نشان ۵.٢.۴ نتیجه
مونوپولی گراف�های با رابطه در بیشتری نتایج بخش این در است. پویا-نا�محدود مونوپولی خانواده ،v

می�آوریم. به�دست پویا-نا�محدود

دهید قرار باشد. G گراف از یالی چگالی ϵ(G) و n مرتبه از گراف یک (G, τ) کنید فرض .١.٣.۴ لم
این�صورت در .tm = min{τ(v) : v ∈ V (G)}

n(١− ϵ(G)

tm
) ≤ dyn(G).

۶Automorphism
٧Dynamo-unbounded family



۶٨ عمومی آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .۴

dyn(G) = k اندازه به پویا مونوپولی هر D کنید فرض بگیرید. نظر در را n مرتبه از G گراف برهان.
۴.٢.۴ قضیه از (ii) قسمت بنا�بر این�صورت در .|H| = n − k لذا H = G \ D دهید قرار باشد.

∑داریم
v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)| =⇒ (n− k)τ(v) ≤ |E(G)|. (٢٩.۴)

داریم (٢٩.۴) نا�مساوی در قرار�دادن با پس tm ≤ τ(v) داریم فرض به توجه با
(n− k)tm ≤

∑
v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)|.

نتیجه در
(n− k)tm ≤ |E(G)| =⇒ ntm − ktm ≤ |E(G)|

=⇒ ntm − |E(G)| ≤ ktm

=⇒ n− |E(G)|
tm

≤ k

=⇒ n(١− |E(G)|
ntm

) ≤ k.

داریم فرض به توجه با هم�چنین و |E(G)|
n

= ϵ(G) می�دهیم قرار گراف، یالی چگالی تعریف به توجه با
داریم این�صورت در .k = dyn(G)

n(١− |E(G)|
ntm

) ≤ k =⇒ n(١− ϵ(G)

tm
) ≤ dyn(G).

از بایستی قضیه این اثبات برای می�باشد. احتمالی٨ آستانه با گراف�هایی با ارتباط در ۴.٣.۴ قضیه
می�پردازیم. آن بیان به فقط لذا کنیم. استفاده تمرکز٩ نتیجه

نا�منفی مستقل تصادفی متغیر�های از دنباله یک X١, X٢, . . . , Xn کنید فرض [٢٢] .٢.٣.۴ نتیجه
،λ ≥ ٠ هر برای این�صورت در .X =

∑
Xi دهید قرار و باشد

P(X ≤ (E(X)− λ)) ≤ e
− λ٢

٢
∑n

i=١ E(X٢
i
) .

ملاحظه یک به�صورت که می�کنیم استفاده نیز احتمالات در شمارش تکنیک از زیر، قضیه اثبات در
است. شده آورده

این�صورت در باشند پیشامد i{Ai}�ها اگر [١٧] .٣.٣.۴ ملاحظه
P(
∪
i

Ai) ≤
∑
i

P(Ai).

.P
(∩

i

Ac
i

)
> ٠ آن�گاه

∑
i

P(Ai) < ١ اگر بنا�بر�این

٨Probabilistic threshold
٩Concentration result
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انتخاب pi احتمال با را a ≤ i ≤ b تصادفی آستانه یک G از v رأس هر کنید فرض .۴.٣.۴ قضیه

برای این�صورت در α > ϵ(G) اگر .α =
b∑
a

ipi دهید قرار است. v رأس از مستقل pi آن در که می�کند

نیست. رأس n١−δ از کم�تر شامل G از پویا مونوپولی هیچ زیاد احتمال با ،δ مثبت ثابت هر

کنید فرض . α

(α− ϵ)
< nδ به�طوری�که باشد بزرگ کافی اندازه به صحیح عدد یک n کنید فرض برهان.

هر برای .H = G \D دهید قرار و k < n١−δ آن در که باشد k تعداد به رئوس از زیر�مجموعه هر D
است، شده انتخاب v رأس توسط که τ(v) آستانه عنوان به Xv تصادفی متغیر یک ،v ∈ V (H) رأس
نظر در را V (G) از D,D١, . . . , Dt افراز�های اگر هم�چنین .X =

∑
v∈V (H)

Xv دهید قرار کنید. تعریف

دارند. D در همسایه τ(v) ،D١ رئوس همه یعنی می�باشد. D در همسایه τ(v) دارای D١ پس بگیرید،
یال�ها، تعداد D ∪D١ به D٢ از هم�چنین است. τ(v) حدأقل هستند D به D١ از که یال�هایی تعداد لذا
که می�شماریم) (یال می�کنیم پیدا همسایه τ(v) تعداد رأس هر برای نتیجه در می�باشد. τ(v) حدأقل
می�باشد. کم�تر گراف یال�های کل تعداد از باز�هم کنیم جمع با�هم را یال�ها این همه اگر لذا نیستند. تکراری

داریم ∑به�عبارت�دیگر
v∈V (H)

τ(v) ≤ |E(G)| =⇒ X =
∑

v∈V (H)

Xv ≤ |E(G)|.

بنا�بر�این .X ≤ |E(G)| آن�گاه باشد پویا مونوپولی یک D اگر لذا
P(D (مونوپولی�بودن ≤ P(X ≤ |E(G)|). (٣٠.۴)

داریم: X برای را زیر اطلاعات

.α =
b∑
a

ipi و i ∈ [a, b] داریم قضیه فرض از هم�چنین .|H| = n− k پس H = G \D که آن�جا از
داریم نتیجه در

E(X) = E
( ∑

v∈V (H)

Xv

)
=

∑
v∈V (H)

E(Xv)

= (n− k)E(Xv) = (n− k)
∑
i∈[a,b]

ipi = α(n− k).
(٣١.۴)

داریم ∑هم�چنین
v∈V (H)

E(X٢
v ) = (n− k)E(X٢

v ) = (n− k)
∑
i∈[a,b]

i٢pi.

لذا .
∑

i∈[a,b]
i٢pi = β دهید قرار راحتی ∑برای

v∈V (H)

E(X٢
v ) = β(n− k). (٣٢.۴)

داریم α

(α− ϵ)
< nδ این�که و k < n١−δ فرض به توجه با

k < n١−δ =
n

nδ
=⇒ k < n(

α− ϵ

α
) = n(١− ϵ

α
).

داریم (٣١.۴) در ،k برای بالا از آمده به�دست مقدار جای�گذاری با لذا
E(X) = α(n− k) > α(n− n(١− ϵ

α
)) = α(n− n+

nϵ

α
) = nϵ = |E(G)|.
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داریم بنا�بر�این
E(X) > |E(G)| =⇒ E(X)− |E(G)| > ٠.

پس λ = E(X)− |E(G)| گرفتن نظر در با
|E(G)| = E(X)− λ. (٣٣.۴)

روابط به توجه با هم�چنین کرد. استفاده (٢.٣.۴ (نتیجه تمرکز نتیجه از می�توان لذا λ > ٠ چون و
می�شود تبدیل زیر به�صورت (٣٠.۴) نا�مساوی ،(٣٣.۴) و (٣٢.۴) ،(٣١.۴)
P(D (مونوپولی�بودن ≤ P(X ≤ |E(G)|)

≤ P(X ≤ (E(X)− λ))

≤ e
− λ٢

٢
∑n

i=١ E(X٢
i
)

= e−
(E(X)−|E(G)|)٢

٢β(n−k)

= e−
(α(n−k)−nϵ)٢

٢β(n−k)

= e−
(n(α−ϵ)−kα)٢

٢β(n−k)

≤ e−
(n(α−ϵ)−αn١−δ)٢

٢nβ .

داریم بنا�بر�این

P(D (مونوپولی�بودن ≤ e−
(n(α−ϵ)−αn١−δ)٢

٢nβ . (٣۴.۴)

پس بگیرید، نظر در ٠ < c′ < α− ϵ به�صورت c′ یک اگر لذا .α− ϵ > ٠ پس α > ϵفرض طبق
α− ϵ− c′ > ٠. (٣۵.۴)

داریم این�صورت در
nc′ < n(α− ϵ) =⇒ nc′ ≤ n(α− ϵ)− αn١−δ.

آن�گاه باشد بزرگ کافی اندازه به n اگر حال
n(α− ϵ)− αn١−δ − nc′ = n(α− ϵ− c′)− αn١−δ ≥ ٠. (٣۶.۴)

از کم�تر αn١−δ مرتبه پس است n توان از کم�تر n١−δ عبارت توان این�که و (٣۵.۴) رابطه به توجه با
بی�نهایت به�سمت (٣۶.۴) رابطه بزرگ، کافی اندازه به n برای نتیجه در می�باشد. n(α− ϵ− c′) مرتبه

،c′′ و c مثبت ثابت�های برخی برای می�دهد نشان (٣۴.۴) نا�مساوی لذا می�کند. میل

P(D (مونوپولی�بودن ≤ e−
c′′٢n٢
٢nβ .

پس .c می�دهیم قرار c
′′٢

٢β به�جای حال

P(D (مونوپولی�بودن ≤ e−cn.

D ⊆ V (G) هر برای است.
(
n
k

)
با برابر �kتایی�ها تعداد لذا |D| = k و D ⊆ V (G) که آن�جا از

با این�صورت در باشد. P(AD) ≤ e−cn احتمال با پیشامد یک AD کنید فرض ،|D| = k به�طوری�که
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داریم ٣.٣.۴ ملاحظه به توجه

P(
∪

D⊆V (G)
|D|=k

AD) ≤
∑

D⊆V (G)
|D|=k

P(AD)

≤
(
n

k

)
e−cn ≤ nke−cn.

از کم�تر nke−cn عبارت پس ،e ≥ ١ و است نمایی e−cn و چند�جمله�ای یک nk این�که به توجه با حال
لذا می�باشد، یک

P(
∪

D⊆V (G)
|D|=k

AD) < ١.

نتیجه در
P(

∩
D⊆V (G)
|D|=k

Ac
D) > ٠.

نداریم. |D| < n١−δ با G از داینامو هیچ یعنی این

می�نامیم. (یکنواخت) همگن١٠ جامعه یک را می�کند صدق ۴.٣.۴ قضیه فرضیات در که گرافی هر
که باشد G از زیر�مجموعه هر D و همگن جامعه یک G اگر که می�دهد نشان ۴.٣.۴ قضیه اثبات

نیست. پویا مونوپولی یک D زیاد احتمال با این�صورت در ،|D| < n(١− ϵ

α
)

دارد وجود رأس n با ٢r-منتظم گراف یک ،r|n با r و n مثبت و صحیح عدد هر برای .۵.٣.۴ گزاره
می�باشد. r رأس هر آستانه آن در که است r اندازه به پویا مونوپولی یک شامل که

فرض هم�چنین .n = rq ،q > ٠ از برخی برای نوشت می�توان پس r|n چون فرض، به توجه با برهان.
مجموعه است. رأس r با تهی گراف K̄r آن در که باشند K̄r گراف از مجزا کپی q ،C١, . . . , Cq کنید

(۶.۴ (شکل می�کنیم. تعریف زیر به�شرح G گراف یک دهید. نشان Vi با را Ci رئوس
برای Vi ∪ Vi+١ روی القا�شده زیر�گراف G در .V١ ∪ V٢ ∪ · · · ∪ Vq با است برابر G رئوس مجموعه
که است کامل دو�بخشی زیر�گراف یک می�بریم) یک به را q + ١ ،i = q (زمانی�که i = ١,٢, . . . , q هر

دهید. قرار r با برابر را Gرأس هر آستانه هستند. Vi+١ و Vi آن بخش�های
این از رأس هر زیرا است، پویا مونوپولی یک کپی این .(Ci مثلا) بگیرید نظر در را کپی�ها این از یکی

بنا�بر�این می�شوند. فعال Ci کپی رئوس همه لذا دارد. Ci−١ کپی در همسایه τ(v) = r کپی
dyn(G) ≤ r. (٣٧.۴)

(اشتراک) تقاطعی کپی�ها از هر�یک با که دارد وجود D مانند پویا مونوپولی یک کنید فرض طرفی از
افراز�های باشند. فعال بایستی گراف رئوس از بعضی پس است پویا مونوپولی یک D چون حال دارد.
آن�گاه باشد تهی D١ اگر این�صورت غیر در است، نا�تهی D١ بگیرید. نظر در را D,D١, . . . , Dl

١٠Homogeneous society
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K̄r گراف از مجزا کپی q تعداد توسط شده ساخته G گراف :۶.۴ شکل

x ∈ D١ پس است. نا�تهی D١ لذا است. نا�درست که D = n باید یعنی هستند تهی همه D٢, . . . , Dl

داریم این�صورت در بگیرید نظر در
degD(x) ≥ τ(x) = r.

نتیجه در
|D| = dyn(G) ≥ r. (٣٨.۴)

داریم (٣٨.۴) و (٣٧.۴) از
dyn(G) = r.

یالی گراف�های در پویا مونوپولی�های ۴.۴

مجموعه که است گرافی می�شود، داده نشان L(G) توسط که G گراف از یالی١١ گراف .١.۴.۴ تعریف
مجاور (G در یال دو (همان L(G) از e′ و e رأس دو آن در که است G از یالی مجموعه آن، رئوس

باشند. متقاطع G در e′ و e اگر تنها و اگر هستند

١١Line graph
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کرده�ایم. رسم آن�را یالی گراف و G ٣-منتظم گراف ،٧.۴ شکل در

b

b

b

b

b b

b

b b

b

v

v

vv

١

٢٣

۴

۵

۶

١ ۴

٣٢

۵۶

e

e

e

e

e e

e e

e e

e

e ١

٢

٣

۴

G L(G)

آن یالی گراف و G گراف :٧.۴ شکل

این در شود. گرفته نظر در G یال�های از پویا مونوپولی عنوان به می�تواند L(G) از پویا مونوپولی یک
آن در که می�کنیم بررسی است، منتظم گرافی G زمانی�که یالی گراف�های در را پویا مونوپولی�های بخش
در v و u بین یال هر e اگر باشید داشته توجه می�کنیم. کار G گراف یال�های با L(G) رئوس به�جای
.degG(u) + degG(v)− ٢ با است برابر L(G) از رأس یک عنوان به e درجه آن�گاه باشد G گراف

می�پردازیم. آن بیان به فقط و داریم نیاز زیر قضیه به ٣.۴.۴ قضیه اثبات برای

درجه از و منتظم L(G) این�صورت در باشد رأس n دارای و r-منتظم گرافی G اگر [۵] .٢.۴.۴ قضیه
می�باشد. ٢(r − ١)

است. ۴-منتظم گراف یک (L(G)) G از یالی گراف می�کنید، مشاهده ٧.۴ شکل در که همان�طور

قرار باشد. شده داده G یال�های به آستانه�ها انتساب با G r-منتظم گراف کنید فرض .٣.۴.۴ قضیه
L(G) در k اندازه به پویا مونوپولی یک D ⊆ E(G) کنید فرض .t = min{τ(e) : e ∈ E(G)} دهید

این�صورت در باشد.

k ≥
⌊۴(t− r + ١)n+ (٢r − t)٢

٨
⌋
.

است. (٢−٢r)-منتظم گرافی L(G) لذا است r-منتظم گراف یک G چون ٢.۴.۴ قضیه بنا�بر برهان.
با�هم H و G رئوس تعداد پس است G یال�های زیر�مجموعه D چون حال .H = G \ D دهید قرار
D که آن�جا از می�باشد. یال |E(G)| − k =

rn

٢ − k و رأس n دارای H گراف نتیجه در است. برابر
به�طوری�که دارد وجود e١ ∈ E(H) پس است پویا مونوپولی یک

degH(e١) = degG(e١)− degD(e١). (٣٩.۴)

پس ،degD(e١) ≥ τ(e١) می�دانیم
−τ(e١) ≥ −degD(e١).
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داریم فرض از هم�چنین

t ≤ τ(e١) =⇒ −t ≥ −τ(e١).

بنا�بر�این

−degD(e١) ≤ −t.

داریم (٣٩.۴) رابطه در نا�مساوی این قرار�دان با

degH(e١) ≤ degG(e١)− t. (۴٠.۴)

این�صورت در e١ = uv اگر کنید توجه

degH(e١) = degH(u) + degH(v)− ٢. (۴١.۴)

بر�می�داریم، H از را v و u هنگامی�که و |V (H١)| = n − ٢ لذا .H١ = H \ {u, v} دهید قرار حال
و (۴٠.۴) از استفاده با لذا می�دهیم. دست از را H از یال degH(u) + degH(v) − ١ تعداد دقیقاً

داریم (۴١.۴)

|E(H١)| = |E(H)| − (degH(u) + degH(v)− ١)

= |E(H)| − (degH(e١) + ٢− ١)

= |E(H)| − degH(e١)− ١

≥ |E(H)| − degG(e١) + t− ١ = |E(H)| − (٢r − ٢) + (t− ١).

به�طوری�که آوریم به�دست رأس n− ٢i با را Hi تا می�کنیم تکرار را فوق روش

|E(Hi)| ≥ |E(H)| − i(٢r − ٢) + i(t− ١). (۴٢.۴)

به�دست را زیر نا�مساوی i هر برای و می�بریم به�کار را |E(Hi)| ≤
(
n−٢i
٢
)
بدیهی بالای کران حال

داریم (۴٢.۴) رابطه بنا�بر می�آوریم.

|E(H)| ≤ |E(Hi)|+ i(٢r − ٢)− i(t− ١)

≤
(
n− ٢i
٢

)
+ i(٢r − t− ١)

=
(n− ٢i)(n− ٢i− ١)

٢ + i(٢r − t− ١)

=
n٢ − n

٢ + ٢i٢ + i(٢r − ٢n− t).

داریم بگیریم، مشتق i به نسبت فوق نا�مساوی راست سمت از اگر

۴i+ ٢r − ٢n− t = ٠ =⇒ i =
٢n− ٢r + t

۴ .
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با است برابر آن مینیمم مقدار پس می�شود. مینیمم i = ٢n− ٢r + t

۴ در راست سمت مقدار لذا

n٢ − n

٢ + ٢i٢ + i(٢r − ٢n− t) =
n٢ − n

٢ + ٢
(٢n− ٢r + t

۴
)٢

+ (
٢n− ٢r + t

۴ )(٢r − ٢n− t)

=
٨rn− ۴nt− ۴n+ ۴rt− ۴r٢ − t٢

٨ .

،i هر ازای به چون حال

|E(H)| ≤ ٨rn− ۴nt− ۴n+ ۴rt− ۴r٢ − t٢

٨ ,

پس است، صحیح عدد یک |E(H)| طرفی از و

|E(H)| ≤
⌊٨rn− ۴nt− ۴n+ ۴rt− ۴r٢ − t٢

٨
⌋
.

داریم است، صحیح عددی rn٢ این�که و بالا نا�مساوی در H یال�های تعداد جای�گذاری با

rn

٢ − k ≤
⌊٨rn− ۴nt− ۴n+ ۴rt− ۴r٢ − t٢

٨
⌋
.

لذا

k ≥ rn

٢ −
⌊٨rn− ۴nt− ۴n+ ۴rt− ۴r٢ − t٢

٨
⌋

=
⌊۴rn− ٨rn+ ۴nt+ ۴n− ۴rt+ ۴r٢ + t٢

٨
⌋

=
⌊۴n(t− r + ١)− ۴rt+ ۴r٢ + t٢

٨
⌋
.

دو�بخشی گراف�های از یالی گراف�های در پویا مونوپولی�های ١.۴.۴

می�باشد. دو�بخشی١٢ گراف�های از یالی گراف�های با ارتباط در که می�دهیم ارائه را قضیه�ای بخش این در

یال�های به آستانه انتساب یک τ و رأس n با r-منتظم دو�بخشی گراف یک G کنید فرض .۴.۴.۴ قضیه
اندازه به پویا مونوپولی یک D ⊆ E(G) کنید فرض .t = min{τ(e)|e ∈ E(G)} دهید قرار باشد. G

این�صورت در باشد. L(G) در k

k ≥ n(٢t− ٢r + ٢) + (٢r − t)٢ − ۴r + ٢t
۴ + ϵ.

.ϵ = ٠ این�صورت غیر در و باشد زوج صحیح عدد n− ٢r + t+ ١ اگر ،ϵ = ١
۴ آن در که

١٢Bipartite graph



٧۶ عمومی آستانه�های با گراف�ها در پویا مونوپولی�های .۴

زوج n پس است دو�بخشی و منتظم گرافی G که آن�جا از می�باشد. ٣.۴.۴ قضیه مشابه اثبات برهان.
یک D این�که به توجه با .H = G \D دهید قرار است. رأس n٢ شامل G از بخش هر لذا می�باشد،

به�طوری�که دارد وجود ei ∈ E(Hi−١) لذا است پویا مونوپولی
degHi−١(ei) = degG(ei)− degD(ei) ≤ degG(ei)− t.

این�صورت در ei = uivi اگر که باشید داشته توجه
degHi−١(ei) = degHi−١(ui) + degHi−١(vi)− ٢.

|V (Hi)| = n− ٢i می�آوریم به�دست لذا .ei = uivi آن در که Hi = Hi−١ \ {ui, vi} دهید قرار حال
و

|E(Hi)| ≥ |E(H)| − i(٢r − ٢) + i(t− ١) = |E(H)| − i(٢r − t− ١).

داریم نتیجه در
|E(H)| ≤ |E(Hi)|+ i(٢r − t− ١). (۴٣.۴)

دو�بخشی گراف اگر نهایت در دارد، رأس n٢ − i آن بخش هر و است دو�بخشی گراف یک Hi که آن�جا از
داریم باشد، هم کامل

|E(Hi)| ≤ (
n

٢ − i)(
n

٢ − i) =
(n
٢ − i

)٢
.

(۴٣.۴) رابطه بنا�بر نتیجه در می�آوریم. به�دست را زیر نا�مساوی ،i هر برای و کران این از استفاده با
داریم

|E(H)| ≤ |E(Hi)|+ i(٢r − t− ١)

≤
(n
٢ − i

)٢
+ i(٢r − t− ١)

=
n٢

۴ + i٢ + i(٢r − t− n− ١).

این�صورت در بگیریم، مشتق i به نسبت نا�مساوی راست سمت از اگر

٢i+ ٢r − n− t− ١ = ٠ =⇒ i =
n− ٢r + t+ ١

٢ .

با است برابر آن مینیمم مقدار و می�شود مینیمم i = n− ٢r + t+ ١
٢ در راست سمت مقدار لذا

n٢

۴ + i٢ + i(٢r − t− n− ١) = n٢

۴ +
(n− ٢r + t+ ١

٢
)٢

+ (
n− ٢r + t+ ١

٢ )(٢r − n− t− ١)

=
n٢

۴ − (n− ٢r)٢ + (t+ ٢(١ + ٢(n− ٢r)(t+ ١)
۴

=
n٢

۴ − (n− ٢r + t+ ٢(١
۴ .

زوج عدد یک n−٢r+ t+١ زمانی�که یعنی است، صحیح عددی i هر�گاه است دست�یافتنی مقدار این
باشد.



٧٧ یالی گراف�های در پویا مونوپولی�های .۴.۴

داریم است، زوج n− ٢r + t+ ١ زمانی�که بنا�بر�این

|E(H)| ≤ n٢

۴ − (n− ٢r + t+ ٢(١
۴ .

صحیح عددی n٢

۴ مقدار نتیجه در است زوج عددی n چون است، فرد n − ٢r + t + ١ زمانی�که اما

n− ٢r + t+ ١ اگر می�کنیم. بحث (n− ٢r + t+ ٢(١
۴ مقدار صحیح�بودن در�مورد حال بود. خواهد

مهم آن باقی�مانده باشد، فرد n− ٢r + t + ١ در�صورتی�که است. بخش�پذیر ۴ به حتماً پس باشد زوج

کنیم. کم آن از ١۴ یا اضافه آن به ٣۴ باید یا مقدار این به صحیح عدد نزدیک�ترین پیدا�کردن برای لذا است.

داریم نتیجه در می�کنیم. کم (n− ٢r + t+ ٢(١
۴ از ١۴ پس است اهمیت دارای مینیمم مقدار چون حال

|E(H)| ≤ n٢

۴ −
((n− ٢r + t+ ٢(١

۴ − ١
۴
)

=
n٢

۴ − (n− ٢r + t+ ٢(١
۴ +

١
۴ .

بنا�بر�این

|E(H)| ≤ n٢

۴ − (n− ٢r + t+ ٢(١
۴ + φ, (۴۴.۴)

.φ = ١
۴ است، فرد n−٢r+ t+١ زمانی�که و φ = ٠ است، زوج n−٢r+ t+١ زمانی�که آن در که

(۴۴.۴) نا�مساوی در H یال�های تعداد جای�گذاری با .|E(H)| = |E(G)| − k =
rn

٢ − k هم�چنین

داریم است، صحیح عددی rn٢ این�که و

k =
rn

٢ − |E(H)|

≥ rn

٢ − n٢

۴ +
(n− ٢r + t+ ٢(١

۴ − φ

=
rn

٢ − n٢

۴ +
n٢ + ۴r٢ + t٢ + ١− ۴nr + ٢nt+ ٢n− ۴tr − ۴r + ٢t

۴ − φ

=
n(٢t− ٢r + ٢) + (٢r − t)٢ − ۴r + ٢t

۴ +
١
۴ − φ.

پس

k ≥ n(٢t− ٢r + ٢) + (٢r − t)٢ − ۴r + ٢t
۴ +

١
۴ − φ.

بنا�بر�این .ϵ = ٠ داریم φ =
١
۴ با و ϵ = ١

۴ داریم φ = ٠ با این�صورت در ١۴ − φ = ϵ دهیم قرار اگر
شد. کامل اثبات





آ� پیوست

نماد�ها جدول

نماد�ها جدول آ�.١: جدول

گراف G

G در v رأس درجه degG(v)

یال�ها مجموعه E

رأس�ها مجموعه V

S توسط القا�شده G زیر�گراف G[S]

رأسی n کامل گراف Kn

|Y | = m و |X| = n که Y و X بخش�های با کامل دو�بخشی گراف Km,n

رأسی استقلال عدد α

جور�سازی) (عدد یالی استقلال عدد α′

پوششی عدد β

درجه مینیمم δ

درجه ماکزیمم ∆

رنگی عدد χ

یکریختی H ∼= G

G زیر�گراف H H ⊆ G

v رأس همسایگی مجموعه N(v)



٨٠ نماد�ها جدول آ�.

نماد�ها جدول آ�.٢: جدول

G از یالی گراف L(G)

تعمیم�یافته پترسن گراف GP (n, k)

v رأس مرتبه σ(v)

v رأس آستانه τ(v)

τ متوسط آستانه τ̄

G یالی چگالی ϵ(G)

G از پویا مونوپولی مینیمم dynτ (G)
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Aabstract

Let G be a graph and τ : V (G) → N ∪ {0} be an assignment of nonnegative integer

thresholds to the vertices of G. A subset of vertices D is said to be a τ -dynamic monopoly

(dynamo), if V (G) can be partitioned into subsets D0, D1, . . . , Dk such that D0 = D and

for any i ∈ {0, ..., k−1}, each vertex v in Di+1 has at least τ(v) neighbors in D0∪· · ·∪Di.

Denote the size of smallest τ -dynamic monopoly by dynτ (G).

In this thesis, we consider dynamic monopolies with strict majority, average and general

thresholds. In this regard, we present some results about dynτ (G) with respect to the

structure of graph G. Also, the Complexity of dynτ (G) will be discussed for some family

of graphs.

keywords: Dynamic monopoly, The largest dynamo, Dynamo-unbounded, Irreversible

dynamic monopolies
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