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او॥ت از دارم ଦ ଽ ଒ ਪی ೯دا ଘ ৎقد৤م
و ষند ৯دا او ୓ی ೸৑࢟ت ඼෻ॷدن ॷمار৯دگان، و ৲ماষند او ਬࣥودن భ ।ੂࣨوران، ଒ ਪی ೯دا

ಪࣥواষند. ච໋اردن را او ऑق ঈوতندگان،
ଘ ৎقد৤م و

خاජໍم ૡঙه و یاورم ૡঙه باورم ସ୍مૡঙه భما
او॥ت. از دارم ଦ ଽ ୏وردگار، ੪ॸف ଢسا భ ଒



ণپاس ච໋اری...
ا॥ت؛ ඼່وا اࣹساিش و ໆرشار ೸৑࢟ت ী୓ش پاک، ฬم ী୓ش ଒ را ی ೯دا ণپاس

ୀاীشان، ಪࣤودم ஑ و রود৯د ૡঙه ୀا৤م ଒ ସ୍م భما و ৮در از ণپاس
রود، ୓کار భ ૼن ൕঙࣂشਜی ඼෻ঙاه ଒ ଔعاد ؛ ऒواସଽ୍م از ণپاس

রود، دلࢂਗඟی ام ଢما ଒ ಻ඖن ೺ख़مدا ؛ ঈوچࢇم భاୀ از ণپاس
ॺࡗظات భ ઒अورش ૟ষสه ૟ষสه پاس ଘ ষیک ৖ور ༚آ حاج ସ୍م ৮درୁرگ ଘ را ऒوীش ارادت ජ໑ا঺ࢋ

ਗی ঍࣒م، ৎقد৤م ز৯دজ࣓م



ণپاس ච໋اری...
৬درীࡥشان ਮࣜض ୏ ख़ࡗතر از ଒ ज़س ඼່وش عਚی دන඿ر آ༚ی পناب ماଢ ام ୏ راঘ࣒مای اণتاد از ণپاس و ඟ়شࢁ

ୀده ام، ୓ ه඼ෙ঳ راঘ࣒ماਪی ী୓شان و
دارم، را ণپاس ෼ل زॐما়شان پاس ଘ اسلاਗی ਊ੪ઌی ॡ دන඿ر آ༚ی পناب ૛൏࣌ঘ඼່ه ज़شاور اণتاد از

را ଓฬ پایان اଌن داوری ଒ लو৳േند य़ھدی دන඿ر آ༚ی পناب و اਣീࣹی ࣵࡆت دන඿ر آ༚ی পناب از
،௅ඟ໋ ࠱ھده ୀ

଒ زॐماਦی و ارز৯ده راঘ࣒ماਪی ୓ی ૡঙه پاس ଘ ඪฬری ୓دی دන඿ر آ༚ی পناب اণتادم ଘ را ऒوীش ඟ়شࢁ
ਗی ঍࣒م. ৎقد৤م ॰د৯د ঃࣇ೺مل ୀا৤م

دوণتا਩ی ૟൉ভه و ୁرگ ૚ඇൺনه خاৗوم ඼ෙय़باৣم دو॥ت و ষیࢁචاد دන඿ر ಻ඌࣹن ৖ور، دන඿ر آ༚ی ازপناب
ণپاس ච໋ارم. ඟ໊د৯د یاری ජ໑ا ଒

ਏৎی ৖ور عا૑੎ه
۱۳۹۴ ঳ࢯ૱ن



ଓฬ ৎ࠻ھد
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی تقی پور عاطفه اینجانب
دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه

می شوم: متعهد کسری

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University Of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ਏৎی ৖ور عا૑੎ه
۱۳۹۴ ঳ࢯ૱ن

ඩিر ऑق و ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه ای، برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
غیرخطی معادلات وسیله به توصیف قابل و بوده غیرخطی ذاتا ً جهان در ما اطراف پدیده های از بسیاری
کلی حالت در اما است آسان خطی مسائل حل و تولید پیشرفته کامپیوترهای ظهور دلیل به می باشند.
جواب بررسی نامه پایان این در هدف بود. خواهد مشکل قدری غیرخطی مسائل برای دقیق جواب
هدف این به نیل برای و است کودریاشف روش از استفاده با غیرخطی کسری دیفرانسیل معادلات دقیق
انتگرال و مشتق مفهوم سپس پرداخته ایم، آن ها خواص از برخی و کسری حساب توابع معرفی به ابتدا
کلاسیک روش و کرده ایم مطرح را آن ها بین ارتباط و خواص همچنین و معرفی را غیرصحیح مرتبه از
کسری دیفرانسیل معادلات انواع آخر در دادیم توضیح را صحیح عدد مرتبه از معادلات برای کودریاشف

کرده ایم. حل کودریاشف شده اصلاح و یافته تعمیم ازروش های استفاده با را غیرخطی

زمان-کسری، دیفرانسیل معادلات موج، معادله کودریاشف، روش کسری، حساب : کلیدی کلمات
کودریاشف شده اصلاح و یافته تعمیم روش
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١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمه

مقدمه ١ . ١

اویلر٣، ،٢ لایب نیتز کارهای شامل مورد این در اولیه بحث های و شد آغاز ١٧ قرن از ١ کسری حساب
مقادیر برای Dαf(x) مشتق مفهوم توسیع بوده است. دیگر بسیاری و ،لیوویل٧ ۵،ریمان۶ آبل لاگرانژ۴،
مورد انتگرال و دیفرانسیل حساب ابداع زمان همان از می نامیم کسری محاسبات را آن که α غیرصحیح

است. نگرفته قرار توجه مورد چندان کاربرد نظر از اخیر دهه های تا اما است بوده محققین توجه
محاسبات از کسرهایی معنی به همچنین نیست. کسرها محاسبه معنای به کسری محاسبات نام
انتگرال ها مورد در نظریه ای نام کسری محاسبات بلکه نیست، تغییرات محاسبه یا انتگرال یا دیفرانسیل
را n-گانه انتگرال گیری و n صحیح مرتبه از مشتق گیری مفاهیم که است دلخواه مرتبه از مشتقات و

می دهد. تعمیم
دلخواه، مرتبه از انتگرال برای اختصاری نام و کسری مشتق دلخواه، مرتبه از مشتق برای اختصاری نام

است. کسری انتگرال
از بیش قدمتی دارای و است دلخواه مرتبه از مشتق ها و انتگرال ها تئوری برای نامی کسری محاسبات
لایب نیتز به منصوب کسری مشتقات به معمولی مشتقات تعمیم به مربوط گزارش اولین است. سال ٣٠٠

n به جای d
n

dtn
نماد در اگر که می پرسد لایب نیتز از هوپیتال آن در که است ١۶٩۵ سال در هوپیتال و

می افتد؟ اتفاقی چه دهیم قرار ١
عدد٢

یک و است آشکار پارادوکس یک این نوشت: چنین هوپیتال٨ برای ٣٠سپتامبر١۶٩۵ تاریخ در لایب نیتز

١Fractional Calculus
٢Leibniz
٣Euler
۴Lagrange
۵Abel
۶Riemann
٧Liouville
٨Hopital



٢ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

دیفرانسیل حساب تولد دقیق تاریخ ١۶٩۵ سپتامبر ٣٠ تاریخ شد. خواهد آشکار آن سودمند پیامد روز
است. کسری انتگرال و

ولی دارد هندسی و فیزیکی روشن توضیح صحیح مرتبه  از انتگرال و مشتق مفهوم می دانیم که همانطور
طولانی قدمت برخلاف ندارد. وجود قبولی قابل توضیح غیرصحیح، کسری انتگرال و مشتق مرتبه برای
بسیار مسائل هم اکنون است. نشده آن به چندانی توجه اخیر سال های تا متاسفانه کسری محاسبات

دارد. وجود کسری محاسبات با ارتباط در مهندسی و علمی بزرگ
دارد. نام کسری دیفرانسیل معادله باشند غیرصحیح مرتبه از آن در موجود مشتقات که دیفرانسیلی معادله
گرفته قرار بسیاری توجه مورد کسری مشتق از استفاده با کسری دیفرانسیل معادلات گذشته دهه چند در
واقعی زندگی مختلف ساختارهای در آن کاربرد بدلیل هم و کسری حساب پیشرفت بدلیل هم که است
شده اند برده به کار فیزیکی مختلف پدیده های و مسائل از بسیاری مدل سازی در معادلات گونه این . است
مناسب تر کسری مرتبه مدل های که معناست این به شده اند، استفاده نیز غیرخطی دینامیک در همچنین و
در متنوعی کاربردهای معادلات گونه این است. می رفته به کار قبلا که است صحیح عدد مرتبه مدل های از
سیالات، مکانیک پیوستار، و آماری مکانیک های حرارت، مهندسی مثل مهندسی و فناوری زمینه های
کنترل تئوری سیستم، شناسایی نوری، فیبرهای سیگنال، پردازش زیستی، ریاضیات جامدات، فیزیک

دارد. غیره و ترمودینامیک رباتیک، آشفتگی، اقتصاد، علم بهینه،

کسری حساب پایه توابع ١ . ٢

مشتق گیری در مهمی نقش توابع این می پردازیم. ١١ میتاگ لفلر بتا١٠، گاما،٩ توابع معرفی به بخش این در
می کنند. ایفا دلخواه مرتبه از انتگرال گیری و

گاما تابع ١ . ٢ . ١

شده معرفی اویلر توسط ١٧٢٩ سال در که است Γ(z)اویلر گامای تابع کسری حساب پایه توابع از یکی
اختیار نیز را مختلط مقادیر حتی و ناصحیح مقادیر n که می دهد اجازه و داده تعمیم را n! تابع این است.

کند.
می شود: تعریف زیر به صورت گاما تابع

Γ(z) =

∫ ∞

٠
e−ttz−١dt, (١ . ١)

٩Gamma
١٠Beta
١١MittagLefler



٣ کسری حساب پایه توابع .١ . ٢

داریم: یعنی می شود. همگرا Re(z) > ٠ مختلط، صفحه راست نیمه در که

Γ(x+ iy) =

∫ ∞

٠
e−ttx−١+iydt =

∫ ∞

٠
e−ttx−١eiylog(t)dt

=

∫ ∞

٠
e−ttx−١ [cos(y log(t)) + i sin(y log(t))] dt

(١ . ٢)

می شود فراهم e−t با بینهایت در همگرایی و است کران دار t هر به ازای (١ . ٢) در کروشه داخل عبارت
باشد. x = Re(z) > ١ باید t = ٠ در همگرایی برای و

گاما تابع خواص

به صورت گاما تابع مهم اما پایه ای خواص از یکی

Γ(z + ١) = zΓ(z) (١ . ٣)

می شود. اثبات جز به جز انتگرال گیری از استفاده با آسانی به که است

Γ(z + ١) =
∫ ∞

٠
e−ttzdt =

[
e−ttz

]t=∞
t=٠ + z

∫ ∞

٠
e−ttzdt = zΓ(z)

داریم: (١ . ٣) از استفاده با z = ١,٢,٣, . . . برای و است Γ(١) = ١ وضوح به

Γ(٢) = ١.Γ(١) = ١!

Γ(٣) = ٢.Γ(٢) = ٢ × ١!

Γ(۴) = ٣.Γ(٣) = ٣ × ٢!
...

Γ(n+ ١) = n.Γ(n) = n.(n− ١)! = n!

می دهیم: تعمیم زیر به صورت را گاما تابع ،Re(z) < ٠ اگر

Γ(z) =
Γ(z + k)

z(z + ١) . . . (z + k − ١) , z ̸= ٢−,١−,٠, . . . ,−k + ١ (۴ . ١)

بخش که z هر برای گاما تابع تعریف برای می توان را رابطه این می باشد. صحیح عددی k آن در که
کرد. استفاده باشند، صفر و منفی صحیح اعداد همچنین و منفی آن حقیقی

می بینیم. ١ . ١ جدول در را مقادیر این از برخی
است: شده آورده ادامه در گاما تابع خواص از برخی

z ̸= ٢−,١−,٠, . . . ,−k + ١ ,Γ(z) =
Γ(z + k)

z(z + ١) . . . (z + k − ١) •



۴ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

گاما مقادیر از تعدادی :١ . ١ جدول
Γ(١) = ١ Γ(−٣

٢) =
۴
٣
√
π

Γ(٣
٢) =

١
٢
√
π Γ(−١) = ±∞

Γ(٢) = ١ Γ(−١
٢) = −٢√π ۴

٣
√
π

Γ(۵
٢) =

٣
۴
√
π Γ(٠) = ±∞

Γ(٣) = ٢ Γ(١
٢) =

√
π

z ̸= ٢±,١±,٠, . . . ,Γ(z)Γ(z − ١) = π

sin(πz)
•

n = ١,٢, . . . ,Γ(n+ ١) = n! •

Γ(−z) =
−π csc(πz)

Γ(z + ١) •

m ∈ Z ,Γ(mz) =
٢mz−١

(٢π)m−١
٢

∏m−١
k=٠ Γ(z + k

m
) •

n → ∞ ,Γ(n+ ١) ≈
√

٢πnnne−n •

است. شده رسم گاما تابع نمودار ١ . ١ شکل در گویند. استرلینگ فرمول رابطه آخرین به

گاما تابع نمودار :١ . ١ شکل



۵ کسری حساب پایه توابع .١ . ٢

بتا تابع ١ . ٢ . ٢

است. مناسب تر گاما تابع مقادیر از خاصی ترکیب به جای بتا نام به تابعی از استفاده موارد از بسیاری در
می شود: تعریف زیر به صورت معمولا بتا تابع

β(z, w) =

∫ ١

٠
tz−١)١ − t)w−١dt, (Re(z) > ٠, Re(w) > ٠) (۵ . ١)

لاپلاس تبدیل از (۵ . ١) در بتا تابع تعریف و (١ . ١) در گاما تابع تعریف بین رابطه آوردن به دست برای
است. شده آورده [٢١] در آن اثبات که می رسیم (۶ . ١) رابطه به و می گیریم کمک

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
(۶ . ١)

تابع برای مهم رابطه دو می توان بتا تابع کمک به .β(z, w) = β(w, z) که گرفت نتیجه می توان بنابراین
رابطه است. شده برگرفته [٢١] از که آورد به دست گاما

Γ(z)Γ(١ − z) =
π

sin(πz)
, (z ̸= ٢±,١±,٠, . . . ) (١ . ٧)

مقدار به آن در z = ١
٢ دادن قرار با که

Γ(
١
٢) =

√
π

رابطه و می یابیم دست

Γ(z)Γ(z +
١
٢) =

√
π٢٢z−١Γ(٢z), (٢z ̸= ٢−,١−,٠, . . .)

داشت: خواهیم آنگاه ،z = n+ ١
٢ دهیم قرار اگر خاص حالت در است. لژاندر فرمول همان که

Γ(n+
١
٢) =

√
πΓ(٢n+ ١)

٢٢nΓ(n+ ١) =

√
π(٢n)!
٢٢nn!

میتاگ لفلر تابع ١ . ٢ . ٣

تابع این واقع در دارد. فراوانی استفاده کسری حساب زمینه در که است مهمی تابع میتاگ لفلر تابع
بازی دیفرانسیل معادلات حل در را مهمی نقش نمایی تابع که همان طور است. نمایی تابع از تعمیمی
می کند. بازی صحیح غیر مرتبه از دیفرانسیل معادلات حل در را مشابهی نقش نیز میتاگ لفلر تابع می کند،

می شود: داده نمایش زیر به صورت که گویند میتاگ لفلر را نمایی تابع پارامتری یک تعمیم

Eα(t) =
∞∑
k=٠

tk

Γ(αk + ١) , α ≥ ٠. (١ . ٨)



۶ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

داشت: خواهیم α = ٢ و α = ١ که هنگامی خاص، درحالت

E١(z) = ez, E٢(z) = cosh(
√
z).

است: شده رسم α = ١,١٫۵,٢٫۵ برای میتاگ لفلر تابع ١ . ٢نمودار شکل در
گراوال آ بار اولین دارد، ویژه ای اهمیت کسری حساب در که را، لفلر میتاگ نوع از پارامتری دو تابع

میتاگ لفلر تابع نمودار :١ . ٢ شکل

کرد: ارائه زیر به صورت ١٢

Eα,β(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + β)
, (α > ٠, β > ٠). (١ . ٩)

می شود:[۴] حاصل زیر روابط لفلر(١ . ٩)، میتاگ پارامتری دو تعریف به توجه با

Eα,١(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(αk + ١) = Eα(z),

E١,١(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k + ١) = ez,

E١,٢(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k + z)
=

ez − ١
z

,

E١,m(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k +m)
=

١
zm−١

{
ez −

m−٢∑
k=٠

zk

k!

}
,

E ١
٢ ,١

(z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ(k٢ + ١)
= ez

٢
erfc(−z), erfc(−z) =

٢√
π

∫ ∞

z

e−t٢dt.

می باشند: (١ . ٩) پارامتری دو میتاگ لفلر تابع از خاص نمونه هایی نیز cosh و sinh

E٢,١(z
٢) =

∞∑
k=٠

z٢k

Γ(٢k + ١) =
∞∑
k=٠

z٢k

٢k! = cosh(z),

١٢R. P. Agrawal



٧ کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب .١ . ٣

E٢,٢(z
٢) =

∞∑
k=٠

z٢k

Γ(٢k + ٢) =
١
٢

∞∑
k=٠

z٢k+١

(٢k + ١)! =
sinh(z)

z
.

کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب ١ . ٣

و (حقیقی صحیح غیر انتگرال ها و مشتق ها مرتبه معمولی انتگرال و دیفرانسیل حساب در که هنگامی
می شود. کسری دیفرانسیل حساب به تبدیل معمولی دیفرانسیل حساب )باشند، مختلط

تعریف ها این جمله از دارد، وجود غیر صحیح مرتبه از مشتق و انتگرال مفهوم خصوص در زیادی تعاریف
بخش این در کرد. اشاره ... و هادامار نی شی موتو، کاپوتو، ریمان-لیوویل، گرانوالد-لتنیکوف، به می توان

می دهیم. ارائه را گرانوالد-لتنیکوف و کاپوتو ریمان-لیوویل، تعاریف

ریمان-لیوویل کسری انتگرال و مشتق ۴ . ١

ریمان-لیوویل کسری انتگرال ١ . ۴ . ١

کوشی انتگرال دستور در واقع در است. کوشی انتگرال دستور از تعمیمی ریمان-لیوویل انتگرال عملگر
صورت این در می دهیم. تعمیم صحیح غیر مقادیر به می باشند صحیح اعداد به متعلق که را n مقادیر
کوشی انتگرال دستور می باشد. لیوویل ریمان انتگرال تعریف واقع در کوشی انتگرال دستور راست سمت

است: ∫چنین x

a

dx١

∫ x١

a

dx٢...

∫ xn−١

a

f(t)dt =
١

(n− ١)!

∫ x

a

f(t)

(x− t)١−n
dt. (١ . ١٠)

می دهیم نشان Iαa f(x) با را ریمان-لیوویل کسری انتگرال عملگر

aI
α
x f(x) =

١
(α− ١)!

∫ x

a

f(t)

(x− t)١−α
dt.

آنگاه: α > ٠، و f ∈ [a, b] اگر

Iαa+f(x) =
١

Γ(α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)١−α
dt, x > a, (١ . ١١)

Iαb−f(x) =
١

Γ(α)

∫ b

a

f(t)

(x− t)١−α
dt, x < b. (١ . ١٢)

می شود. نامیده ریمان-لیوویل راست کسری انتگرال و چپ کسری انتگرال به ترتیب،



٨ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

ریمان-لیوویل کسری انتگرال خواص ٢ . ۴ . ١

می باشد: زیر شرح به ریمان-لیوویل کسری انتگرال خواص از برخی

است. موجود x ∈ [a, b] هر ازای به aI
α
x f(x) .١

آنگاه: γ ⩾ −١، و α, β ⩾ ٠ و f ∈ C[a, b] می کنیم فرض .٢

aI
٠
xf(x) = f(x) .١

aI
α
x I

β
a f(x) = Iα+β

a f(x) .٢

aI
α
x I

β
a f(x) = Iβa I

α
a f(x) .٣

aI
α
x x

γ =
Γ(γ + ١)

Γ(x+ γ + ١)x
γ+α .۴

باشد. [a, b] بر پیوسته توابع همه فضای C[a, b] آن در که

می کنیم استفاده جز به جز انتگرال گیری از .١ برهان.

aI
α
x f(x) =

(x− a)αf(a)

Γ(α + ١) +
١

Γ(α + ١)

∫ x

a

(x− t)αf ′(τ)dτ

داریم: α = ٠ قراردادن با

aI
٠
xf(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(τ)dτ = f(a) + f(x)− f(a) = f(x)

.٢ برهان.

aI
α
x

(
aI

β
x f(x)

)
=

١
Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−١
a Iβτ f(τ)dτ

=
١

Γ(β)Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−١
∫ τ

a

(τ − ε)β−١f(ε)dεdτ

=
١

Γ(β)Γ(α)

∫ x

a

f(ε)

∫ x

ε

(x− t)α−١(t− ε)β−١dτdε

=
١

Γ(β + α)

∫ x

a

(x− ε)β+α−١f(ε)dε =a I
α+β
x f(x)

استفاده بتا تابع تعریف سپس و τ = ε + ς(x − ε) متغیر تغییر از x تا ε از انتگرال محاسبه (برای
کردیم.)

کنیم. عوض باهم را β و α جای ٢ برهان در است کافی ٣ اثبات برای



٩ ریمان-لیوویل کسری انتگرال و مشتق .۴ . ١

ریمان-لیوویل کسری مشتق ٣ . ۴ . ١

ریمان- مشتق و ریمان-لیوویل مشتق ابتدا است. ریمان-لیوویل تعریف کسری، مشتق تعاریف از یکی
می پردازیم. آن خصوصیات بیان به سپس و می کنیم معرفی را شده اصلاح لیوویل

مشتق برای را D عملگر قسمت این در می کنیم، معرفی را کوشی فرمول ابتدا مشتق این تعریف منظور به
می بریم. کار به حقیقی عدد هر مرتبه از

می شود. گفته کوشی زیر به صورت n مرتبه از نامعین انتگرال کوشی: فرمول .١ . ۴ . ١ تعریف

cD
−n
x f(x) =

∫ x

c

(x− t)n−١

(n− ١)! f(t)dt, n ∈ N (١ . ١٣)

داریم: (١ . ١٣) رابطه در گاما تابع جایگذاری با بنابراین ،Γ(n) = (n− ١)! چون

cD
−n
x f(x) =

١
Γ(n)

∫ x

c

(x− t)n−١f(t)dt, n ∈ N

می کنیم: تعریف باشد غیرطبیعی عددی انتگرال مرتبه اگر حال

cD
α
xf(x) =

١
Γ(−α)

∫ x

c

(x− t)−α−١f(t)dt, α ∈ R−

کرد. تعریف را کسری مشتق مشتق، تعریف از استفاده با می توان باشد α > ٠ زمانی که

cD
α
xf(x) = Dn[cD

α−n
x f(x)], n = min{k ∈ N | k > α}, α ∈ R+.

آورد. به دست زیر به صورت را ریمان-لیوویل تعریف کلی حالت می توان طریق این به

cD
α
xf(x) =


١

Γ(−α)

∫ x

c
(x− ξ)−α−١f(ξ)dξ, α < ٠

Dn[cD
α−n
x f(x)] n = min{k ∈ N | k > α}, α > ٠,

f(x), α = ٠.

نوشت: می توان نیز زیر به صورت را aD
α
x کسری عملگر

aD
α
x =

dn

dxn aI
n−α
x , (١۴ . ١)

همچنین

xD
α
b = (−١)n dn

dxn xI
n−α
b . (١۵ . ١)

است. شده ارائه ١ . ٢ جدول در توابع از برخی برای ریمان-لیوویل کسری مشتق های از تعدادی
کرد. معرفی زیر به صورت را α مرتبه از ریمان-لیوویل مشتق از شده ای اصلاح حالت ژوماری



١٠ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

کسری مشتق های از تعدادی :١ . ٢ جدول
f(x) ٠D

٠α
x مشخصات

C C
Γ(١−α)

(x− a)−α α, a ∈ R
(x− a)β Γ(١+β)

Γ(١−α+β)
(x− a)β−α α > ٠, Re(β) > −١

آنگاه باشد، مشتق پذیر لزوماً نه و پیوسته تابعی x → f(x), f : R → R کنید فرض .٢ . ۴ . ١ تعریف
است: زیر به صورت α مرتبه از ژوماری شده اصلاح ریمان-لیوویل مشتق

Dα
xf(x) =


١

Γ(−α)

d

dx

∫ x

٠ (x− ξ)−α−١[f(ξ)− f(٠)]dξ, α < ٠,
١

Γ(١−α)

d

dx

∫ x

٠ (x− ξ)−α[f(ξ)− f(٠)]dξ, ٠ < α < ١,
(f (n)(x))(α−n), n ≤ α ≤ n+ ١, n ≥ ١.

می کنیم: بیان زیر در مختصر به طور را شده اصلاح ریمان-لیوویل مشتق خصوصیات از برخی

Dα
xx

y =
Γ(١ + y)

Γ(١ + y − α)
xy−α y > ٠ (١۶ . ١)

Dα
x (f(x)g(x)) = g(x)Dα

xf(x) + f(x)Dα
xg(x) (١ . ١٧)

Dα
x [f(g(x))] = f ′

g[g(x)]D
α
xg(x) = Dα

g f [g(x)][g
′(x)]α (١ . ١٨)

است. dαx(t) = Γ(١ + α)dx(t) تساوی از مستقیم نتیجه که
بیان را α مرتبه از f(x) = xy تابع کسری مشتق آوردن به دست چگونگی بخش این ادامه در اکنون

داریم: شده اصلاح ریمان-لیوویل کسری مشتق تعریف به توجه با می کنیم.

Dα
xx

y =
١

Γ(١ − α)

d

dx

∫ x

٠
(x− ϵ)−α((ϵy)− (٠y))dϵ, ٠ < α < ١,

یا

Dα
xx

y =
١

Γ(١ − α)

d

dx

∫ x

٠
(x− ϵ)−α(ϵy)dϵ



١١ ریمان-لیوویل کسری انتگرال و مشتق .۴ . ١

می شود: نتیجه لذا ،dϵ = xdξ داریم ϵ = xξ متغیر تغییر با

Dα
xx

y =
١

Γ(١ − α)

d

dx

∫ ١

٠
(x− xξ)−α(xξ)yxdξ

=
١

Γ(١ − α)

d

dx
x−α+y+١

∫ ١

٠
(١ − ξ)−α(ξ)ydξ

=
١

Γ(١ − α)
(−α + y + ١)x−α+y

∫ ١

٠
(١ − ξ)−α(ξ)ydξ.

داریم: و(١ . ۶) (۵ . ١) روابط در بتا تابع تعریف به توجه با

Dα
xx

y =
١

Γ(١ − α)

Γ(١ − α)(y + ١)
Γ(y − α + ١) (y − α + ١).

داشت: خواهیم فوق رابطه در گاما تابع خاصیت به توجه با

Dα
xx

y =
١

Γ(١ − α)

Γ(١ − α)(y + ١)
Γ(y − α + ١)(y − α + ١)(y − α + ١)xy−α.

می شود. حاصل (١۶ . ١) فرمول کردن ساده از پس

صحیح مرتبه مشتق با ترکیب ۴ . ۴ . ١

است: زیر به صورت α مرتبه کسری مشتق nام صحیح مرتبه مشتق

dn

dxn
(aD

α
xf(x)) =a D

α+n
x f(x). (١ . ١٩)

داریم: n صحیح مرتبه مشتق α مرتبه کسری مشتق برای

aD
α
x

(
dnf(x)

dxn

)
=a D

α+n
x f(x)−

n−١∑
k=٠

f (k)(a)(x− a)k−α−n

Γ(k + ١ − α− n)
. (١ . ٢٠)

شرط در f(x) اگر

f (k)(a) = ٠, k = ٠,١,٢, . . . , n− ١, (١ . ٢١)

یعنی: می شود، جابجا dn

dtn
با ،aDα

x ریمان-لیوویل کسری مشتق عملگر کند. صدق

dn

dxn
(aD

α
xf(x)) =a D

α
x

(
dnf(x)

dxn

)
=a D

α+n
x f(x). (١ . ٢٢)



١٢ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

کسری مرتبه مشتق با ترکیب ۵ . ۴ . ١

aD
β
x , (n−١ ≤ β < n) و aD

α
x , (m−١ ≤ α < m) ریمان-لیوویل کسری مشتق دو ترکیب بررسی به

می پردازیم.

aD
α
x (aD

β
xf(x)) =a D

α+β
x f(x)−

n∑
j=١

[
Dβ−j

a f(x)
]
x=a

(x− a)−α−j

Γ(١ − α− j)
(١ . ٢٣)

داریم: β و α باجابجاکردن

aD
β
x(aD

α
xf(x)) =a D

α+β
x f(x)−

m∑
j=١

[
Dα−j

a f(x)
]
x=a

(x− a)−β−j

Γ(١ − β − j)
(٢۴ . ١)

خاصیت ریمان-لیوویل کسری مشتق عملگرهای که می کند بیان (٢۴ . ١) (١ . ٢٣)و روابط مقایسه
ندارند. جابجایی

باشند: برقرار زیر های شرط  ]اگر
aD

α−j
x f(x)

]
x=a

= ٠, j = ١,٢, . . . ,m,[
aD

α−j
x f(x)

]
x=a

= ٠, j = ١,٢, . . . , n,

داریم:

aD
α
x (aD

β
xf(x)) =a D

β
x(aD

α
xf(x)) =a D

α+β
x f(x). (٢۵ . ١)

داریم: x > a و α > ٠ برای که است این خاصیت مهم ترین و اولین :١ خاصیت

aD
α
x (aI

α
x f(x)) = f(x) (٢۶ . ١)

می کنیم بررسی را α = n ≥ ١ صحیح مورد ابتدا خاصیت این اثبات برای برهان.

aD
n
x(aI

n
x f(x)) =

١
Γ(n)

dn

dxn

∫ x

a

(x− τ)n−١f(τ)dτ

=
d

dx

∫ x

a

f(τ)dτ = f(x) (١ . ٢٧)

رابطه ریمان-لیوویل کسری انتگرال خاصیت از استفاده با آنگاه باشد، n− ١ ≤ α < n اگر اما

aI
n
x f(x) =a I

n−α
x (aI

α
x f(x))

داریم: (١۴ . ١) به توجه با لذا نوشت. می توان را

aD
α
x (aI

α
x f(x)) =

dn

dxn

{
aI

n−α
x (aI

α
x f(x))

}
=

dn

dxn
{aInx f(x)} = f(x).



١٣ ریمان-لیوویل کسری انتگرال و مشتق .۴ . ١

است: زیر شکل به (٢۶ . ١) کلی تر حالت

aD
α
x (aI

β
x ) =

aI
β−α
x , ٠ ≤ α ≤ β

aD
α+β
x , ٠ ≤ β ≤ α

مرتبه از انتگرال گیری و مشتق گیری مانند کسری مرتبه انتگرال گیری و مشتق گیری :٢ خاصیت
ندارند. جابه جایی خاصیت صحیح،

داریم: باشد، انتگرال  پذیر ،(aDα
xf(x), (n− ١ ≤ α < n))f(x) تابع از کسری مشتق اگر

aI
α
x (aD

α
xf(x)) = f(x)−

n−١∑
j=٠

[
aD

α−j
x f(x)

]
x=a

(x− a)α−j

Γ(α− j + ١) . (١ . ٢٨)

داریم: j = ٠,١, . . . , n− ١ برای [aDα−j
x f(x)]x=a = ٠ اگر خاص حالت در

aI
α
x (aD

α
xf(x)) = f(x)

است: عمومی خاصیت از خاصی مورد نیز (١ . ٢٨) خاصیت

aI
α
x

(
aD

β
xf(x)

)
=a I

α−β
x f(x)−

n∑
j=١

[
aD

β−j
x f(x)

]
x=a

(x− a)α−j

Γ(α− j + ١) . (١ . ٢٩)

.β ≤ α, ٠ ≤ n− ١ ≤ β < n که
است: زیر به صورت بالا خاصیت ،α ≤ β اگر

aI
α
x

(
aD

β
xf(x)

)
=a D

β−α
x f(x)−

n∑
j=١

[
aD

β−j
x f(x)

]
x=a

(x− a)α−j

Γ(α− j + ١) (١ . ٣٠)

است. شده ارائه ١ . ٣ جدول در توابع از برخی ریمان-لیوویل کسری انتگرال های از تعدادی

کسری انتگرال های از تعدادی :١ . ٣ جدول
f(x) aI

α
x مشخصات

C C
Γ(١+α)

(x− a)α α, a ∈ R
(x− a)β Γ(١+β)

Γ(١+α+β)
(x− a)β+α α > ٠, Re(β) > −١

ebx b−αebx a = −∞, α > ٠, Re(b) > ٠



١۴ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

کاپوتو کسری مشتق ۵ . ١

مشتق این ساختار در کاستی پاره ای وجود به می توان ریمان-لیوویل کسری مشتق درتعریف دقت اندکی با
ملاحظه ای قابل بهبود توانست زیر تعریف ارائه با ایتالیایی برجسته دان فیزیک کاپوتو رو ازین برد. پی
کاپوتو تعریف مزیت بهترین شاید می سازیم نشان خاطر آورد. پدید ریمان-لیوویل تعریف خصوص در
در مسئله اولیه و کرانه ای شرایط می دهد اجازه تعریف این که است آن ریمان-لیوویل تعریف به نسبت

گردند. لحاظ مسائل فرمول بندی
تعریف زیر عبارات با کاپوتو کسری مشتق ،n − ١ < α < n و f ∈ Cn[a, b] می کنیم فرض

می شود[١١].

aD
α
∗x =a I

n−α
x f (n)(x) =

١
Γ(n− α)

∫ x

a

f (n)(t)

(x− t)α−n+١dt, n− ١ < α < n (١ . ٣١)

است: زیر خواص دارای و

,Cثابت aDα
∗xC = ٠ (i)

limα→n aD
α
∗xf(x) = f (n)(x) (ii)

لذا: است، صفر ثابت عدد یک nام مرتبه مشتق و است ثابت عدد C چون (i) برهان.

aD
α
∗xC =a I

n−α
x C(n) =a I

n−α
x ٠ = ٠

(ii) برهان.

lim
α→n

aD
α
∗xf(x) = lim

α→n

(
f (n)(a)(x− a)n−α

Γ(n− α + ١) +
١

Γ(n− α + ١)

∫ x

a

(x− t)n−αf (n+١)(t)dt

)
= f (n)(a) +

∫ x

a

f (n+١)(t)dt = f (n)(x) n = ١,٢, . . .

می باشد. n مرتبه عادی مشتق با برابر کاپوتو مشتق n → ∞ برای پس

ریمان-لیوویل مشتق و کاپوتو کسری مشتق بین روابط ١ . ۵ . ١

می کنیم. بیان را مشتق دو این بین روابط ادامه در

آنگاه: ،−١ < α ≤ n و f ∈ Cn[a, b] می کنیم فرض .١ . ۵ . ١ قضیه

aD
α
xf(x) = aD

α
∗xf(x) +

n−١∑
k=٠

f (k)(a+)

Γ(١ + k − α)
(x− a)(k−α). (١ . ٣٢)



١۵ کاپوتو کسری مشتق .۵ . ١

برهان.

aD
α
xf(x) =

dn

dxn

[
a
In−α
x f(x)

]
=

dn

dxn

[
aI

n−α
x

(
aI

n−α
x f (n)(x) +

n−١∑
k=٠

f (k)(a+)

k!
(x− a)k

)]

= aI
n−α
x f (n)(x) +Dn

xaI
n−α
x

( n−١∑
k=٠

f (k)(a+)

k!
(x− a)k

)
= aD

α
∗xf(t) +

n−١∑
k=٠

f (k)(a+)

Γ(١ + k − α)
(x− a)(k−α)

می آید. به دست زیر نتایج بالا قضیه از

.aDα
xf(x) =a D

α
∗xf(x) =

dn

dxn
f(x) آنگاه ،α = n ∈ N اگر .٢ . ۵ . ١ نتیجه

.aDα
xf(x) =a D

α
∗xf(x) آنگاه ،k = ٠,١,٢, . . . , n− ١ برای f (k)(a) = ٠ اگر .٣ . ۵ . ١ نتیجه

.aDα
xf(x) =a D

α
∗xf(x) +

f(a)

Γ(١ − α)
(x− a)−α آنگاه ، n− ١ < α ≤ n اگر .۴ . ۵ . ١ نتیجه

دارد. زیادی کاربرد می شود بیان قضیه عنوان تحت زیر در که خاصیتی

داریم: ،n− ١ < α ≤ n و f ∈ Cn[a, b] می کنیم فرض .۵ . ۵ . ١ قضیه

aI
α
x aD

α
∗xf(x) = f(x)−

n−١∑
k=٠

f (k)(a+)

k!
(t− a)k, t ≥ a (١ . ٣٣)

aD
α
∗xaI

α
x f(x) = f(x) (٣۴ . ١)

ریمان-لیوویل تعریف و کاپوتو تعریف مقایسه ٢ . ۵ . ١

ریمان-لیوویل کسری مشتق های مقادیر شامل که می شود منجر اولیه ای شرایط به ریمان-لیوویل تعریف
اولیه شرایط کاپوتو تعریف در اما ندارد، وجود شرایطی چنین برای معمولی فیزیکی تفسیر و است

می آیند. در هستند، دیفرانسیل معادلات برای که شکلی همان به کسری دیفرانسیل معادلات
ریمان- برای اما نمی شود. تعریف کاپوتو مشتق باشد) نداشته اول نباشد(مشتق مشتق پذیر تابع اگر

است. موجود آن ریمان-لیوویل مشتق ولی ندارد اول مشتق که دارد وجود تابعی لیوویل
تفاوت نیست. صفر ثابت، تابع یک ریمان-لیوویل مشتق اما است، صفر ثابت تابع یک کاپوتو مشتق

داریم: کاپوتو مشتق برای دارد. وجود کاپوتو و ریمان-لیوویل تعاریف بین نیز دیگری

aD
α
∗x(aD

m
∗xf(x)) =a D

α+m
∗x f(x), m = ٠,١,٢, . . . ;n− ١ < α < n (٣۵ . ١)



١۶ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

داریم: ریمان-لیوویل مشتق برای حالی که در

aD
α
m(aD

α
xf(x)) =a D

α+m
x f(x), m = ٠,١,٢, . . . ;n− ١ < α < n (٣۶ . ١)

متفاوتی شرایط تحت (٣۶ . ١) و (٣۵ . ١) دستورهای در مشتق گیری عملگر های جای تعویض (٣۵ . ١)
است: ممکن

aD
α
∗x(aD

m
∗xf(x)) =a D

m
∗x(aD

α
∗xf(x) =a D

α+m
∗x f(x) (١ . ٣٧)

f (k)(٠) = ٠, m = ٠,١, . . . ;n− ١ < α < n, k = n, n+ ١, . . . ,m

و

aD
m
x (aD

α
xf(x)) =a D

α
x (aD

m
x f(x)) = aD

α+m
x f(x) (١ . ٣٨)

f (k)(٠) = ٠, m = ٠,١, . . . ;n− ١ < α < n, k = ٠,١,٢, . . . ,m

برای f (k)(٠) مقادیر روی محدودیتی کاپوتو، مشتق مورد در ریمان-لیوویل، تعریف برخلاف
ندارد. وجود k = ٠,١, . . . , n− ١

گرانوالد-لتنیکوف کسری مشتق ۶ . ١

می شود: بیان زیر به صورت گرانوالد-لتنیکوف کسری مشتق

GL
a Dα

xf(x) = lim
h→٠

h−α

[x−a
h

]∑
i=٠

(−١)i
(
α

i

)
f(x− jh) (١ . ٣٩)

عبارت و کند میل بینهایت به باید فوق رابطه در جمع، حاصل بالایی حد می باشد. صحیح جز [.] که

گرانوالد- مشتق فرمول هستند) مشتق گیری پایین و بالا حد t و a دارد( را خصوصیت این x− a

h
از استفاده برای تغییر ساده ترین داد. قرار استفاده مورد کسری انتگرال گیری برای می توان را لتنیکوف
با را

(
α
i

)
عبارت باید حالت این در می باشد. α < ٠ برای آن از استفاده انتگرال گیری، در فرمول این

کنیم. تعریف گاما تابع از استفاده



١٧ گرانوالد-لتنیکوف کسری مشتق .۶ . ١

قرار استفاده مورد می تواند فوق تعاریف از کدام هر مسأله شرایط و گوناگون کاربردهای اساس بر
تعریف و است مناسب عددی روش های برای بیشتر گرانوالد-لتنیکوف تعریف مثال عنوان به گیرد.
صحیح مشتقات حسب بر کسری مشتق این لاپلاس تبدیل می باشد. لاپلاس تبدیل تلفیق بر مبتنی کاپوتو
استفاده با را می شوند توصیف کسری مشتقات با که فیزیکی مسائل لذا است، بیان قابل نظر مورد تابع
داده ترجیح فیزیکی و مهندسی کاربردهای در این رو از نمود، تحلیل و تجزیه می توان بهتر تعریف این از

نمود: بیان زیر به صورت می توان را کاپوتو کسری مشتق لاپلاس تبدیل می شود.

ℓ{cDf(x)αx} = sαℓ{f(x)} −
m−١∑
k=٠

f (k)(٠+)sα−١−k (۴١ . ٠)

است. لاپلاس تبدیل پارامتر s و m− ١ < α ≤ m که

کسری مشتق های خاصیت

بودن خطی
و µاسکالر هر و g(x) و f(x) دلخواه تابع دو هر برای یعنی است. خطی عملگری کسری مشتق عملگر

داریم: γ

Dα(λf(x) + µg(x)) = λDαf(x) + µDαg(x) (۴١ . ١)

باشد. نوعی هر از گیری مشتق از تعریفی می تواند که
کسری مشتق گیری برای نمونه، برای می شود. نتیجه آن تعریف از مستقیماً کسری مشتق گیری بودن خطی

داریم: k − ١ ≤ α < k ،αمرتبه از ریمان-لیوویل

aD
α
x (λf(x) + µg(x)) =

١
Γ(k − α)

dk

dxk

∫ x

a

(x− t)(k−α−١)(λf(t) + µg(t))dt

=
λ

Γ(k − α)

dk

dxk

∫ x

a

(x− t)(k−α−١)f(t)dt

+
µ

Γ(k − α)

dk

dxk

∫ x

a

(x− t)(k−α−١)g(t)dt

= λaD
α
xf(x) + µaD

α
xg(x)

قطب مرتبه

قطب های به است. m مرتبه از قطب می گویند باشد، بسط این در منفی توان بزرگترین (z− z٠)
−m اگر

قسمت را زیر عبارت منفی توان شامل جملات همه مجموع می شود. گفته نیز ساده قطب اول مرتبه



١٨ اولیه مفاهیم و مقدمه .١

می گویند. z = z٠ در f(z) اصلی

b١
(z − z٠)

+ · · ·+ bm
(z − z٠)m

مرتبه قطب و z = ٠ در ساده قطب دارای f(z) = ١
z(z − ٢)۵ +

٣
(z − ٢(٢ تابع مثال عنوان به

است. z = ٢ در پنجم



٢ فصل

موج تبدیل

مقدمه ٢ . ١

نامه پایان این در که دیگری مفاهیم و موج سیگنال، سیار، امواج جمله از پایه ای مفاهیم فصل این در
است. شده گردآوری رفته به کار

با پدیده آن بر حاکم قوانین مطابق که دارد وجود مختلفی پارامترهای طبیعت در فرآیندی و پدیده هر در
پدیده ای از حاصل معادله و است ١ تابعی معادله یک ریاضی زبان به ارتباط این بیان دارند. ارتباط هم
دیفرانسیل معادله شود، بررسی مستقل متغیر چند یا یک به نسبت تابع یک تغییرات آهنگ آن در که
وجود مجهول تابع دیفرانسیل یا مشتقات از یکی حداقل معادله ای در اگر ساده تر بیان به می شود. نامیده

می نامیم. دیفرانسیل معادله را معادله آن باشد داشته

جزئی دیفرانسیل معادله ٢ . ٢

و بیشتر یا متغیر دو از مجهول تابعی شامل که است معادله ای ،٢ PDE جزئی دیفرانسیل معادله یک
پایه علوم و مهندسی علوم در جزئی دیفرانسیل معادلات متغیرهاست. این به نسبت آن جزئی مشتقات
فرآیندهای بیشتر می شوند. ظاهر طبیعی پدیده های ریاضی مدل در معادلات این دارند. مهمی کاربردهای
گرما جریان مانند دارند، بستگی مستقل متغیر یک از بیش به که می شوند توصیف معادله هایی با فیزیکی

معادلات می شود. داده شرح جزئی دیفرانسیل معادلات توسط که موج انتشار پدیده های و

ut = k(uxx + uyy)

utt = c٢(uxx + uyy + uzz)

دو فضای در گرما جریان ترتیب به که می باشند جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله از مثال هایی
می کنند. توصیف را بعدی سه فضای در موج انتشار و بعدی

١Functional equation
٢Partial Differential Equation



٢٠ موج تبدیل .٢

در .u = u(x١, · · · , xn) و باشند مستقل متغیر n, k = ١,٢, · · · , n, xk کنید فرض .٢ . ٢ . ١ تعریف
است: زیر به صورت کلی حالت در جزئی دیفرانسیل معادله یک صورت این

F (x١, · · · , xn, ux١ , · · · , uxn , ux١x١ , · · · , uxnxn , · · · ) = ٠ (٢ . ١)

جزئی دیفرانسیل معادلات جواب های ٢ . ٢ . ١

و شده داده معادله در به طوری که است u مثل تابعی جزئی، دیفرانسیل معادله جواب یک از منظور
از پس هرگاه است معادله جواب u تابع دیگر عبارت به می کند. صدق آن شده داده شرایط در همچنین

کنند. صدق معادله در آن جایگذاری
جواب بدیهی، جواب جمله: آن از که دارد وجود دیفرانسیل معادلات جواب های برای مختلفی دسته بندی

برد. نام می توان را غیرعادی جواب و کامل جواب عمومی، جواب خصوصی،

جزئی دیفرانسیل معادلات عددی و تحلیلی جواب های ٢ . ٢ . ٢

متغیرهای برحسب ریاضی عبارت به صورت مجهول تابع آنها در که هستند جواب هایی تحلیلی جواب های
هستند. انتگرال یا نامتناهی سری یک برحسب معمولا که دستگاه پارامترهای و مستقل

قرار با ،(x, y) مانند مشخصی نقطه در جواب کردن پیدا برای که است برتری این دارای تحلیلی جواب
در آورد. به دست دقت از درجه ای هر با را جواب می توان تحلیلی، جواب فرمول در نقطه این دادن
سایر در جواب یافتن فرآیند اتمام انجام بدون مطلوب نقطه  هر در را جواب تحلیلی، جواب حقیقت
به دست آسان تر معادله یک با معادله تعویض وسیله به که است جوابی عددی، جواب می کند. پیدا نقاط،
و می کنند عوض متناهی تفاضلات با را اصلی معادله متناهی، تفاضلات روش مثال به عنوان می آید.

می زند. تقریب را اصلی معادله جواب یافته، تغییر معادله جواب

تعاریف ٢ . ٣

سیگنال ٢ . ٣ . ١

محیط در ریختگی برهم و آشوب سرعت یا مکان که محیط از خصوصیتی یا اندازه گیری قابل کمیت هر
می شود.[٣٠] نامیده ٣ سیگنال دهد، نشان را

٣signal



٢١ تعاریف .٢ . ٣

موج ٢ . ٣ . ٢
۴ موج کند حرکت شناختی قابل تکثیر سرعت با دیگر مکان به مکانی از که تشخیص قابل سیگنال هر

است: زیر شکل به موج انتشار معادله ساده ترین می شود. نامیده

utt = c٢uxx,

به صورت کلی جواب دارای معادله این می دهد. نشان را موج سرعت c و موج دامنه u(x, t) آن در که
است: زیر

u(x, t) = f(x− ct) + g(x+ ct),

می باشند. راست و چپ به موج انتشار بیانگر ترتیب به و دلخواه توابع g و f که

سیار امواج ٢ . ٣ . ٣

از که می شوند نامیده ۵ سیار امواج می شوند داده نمایش u(x, t) = f(x − ct) صورت به که امواجی
با که می دهد نشان را آشفتگی تابعی چنین آمده اند. به دست غیرخطی دیفرانسیل معادلات مطالعه طریق
مثبت جهت در c > ٠ اگر و xها محور منفی جهت در c < ٠ اگر به طوری که می کند حرکت c سرعت

می باشد.[٣٠] حرکت در xها محور

سیار موج جواب ۴ . ٢ . ٣

موج جواب دارند. سیار موج جواب های مطالعه به نیاز شده اند مدل سازی موج پدیده های از که معادلاتی
معمولا سیار موج جواب های است. ثابت سرعت یک با حرکت حال در همواره شکل از جوابی سیار
می آیند. به دست متناظر ٧ معمولی دیفرانسیل معادلات به غیرخطی ۶ تکامل معادلات دادن کاهش با
دیفرانسیل معادله به ξ = x − ct که u(x, t) = f(ξ) به کارگیری با جزئی دیفرانسیل معادله واقع در
حاصل جبری مستقیم روش های طریق از معادله این جواب سپس و شده تبدیل ξ حسب بر معمولی

می گردد.[٣٠]
در سرعت به که انفرادی موج نظریه در خاص توجه مورد که سیار موج جواب های انواع از تعدادی

از: عبارتند دارند وجود پلاسما فیزیک در عمق کم آب در آب امواج از علمی زمینه های از بسیاری

ثابت سرعت های با موضعی سیار امواج انفرادی امواج سولیتون ها٩: ٨و انفرادی امواج .٢ . ٣ . ١ تعریف
است موضعی جواب سولیتونی جواب می باشند. انفرادی امواج از مخصوص انواع سولیتون ها و هستند

. ξ → ±∞ هرگاه f(ξ), f ′(ξ), f ′′(ξ), . . . → ٠ که خاصیت این با
۴wave
۵travelling wave
۶Evolution Equations
٧Ordinary Differential Equations
٨Solitary Waves
٩Solitons



٢٢ موج تبدیل .٢

سولیتون های با تعامل در را خود هویت آن ها که هستند توجهی قابل سولیتونی ویژگی دارای سولیتون ها
شکل بل sech٢ انفرادی موج جواب های برای پیشگام مدل یک ١٠ KdV معادله می کنند. حفظ دیگر

می دهد. نشان را شکل بل sech٢ سولیتونی جواب یک ٢ . ١نمودار شکل است. تحلیلی ١١

sech٢(x− t),−π ≤ x, t ≤ π سولیتونی جواب نمودار :٢ . ١ شکل

به طور که هستند سیاری موج جواب های متناوب، جواب های متناوب: جواب های .٢ . ٣ . ٢ تعریف
جواب دارای utt = uxx استاندارد موج معادله .cos(x − t) جواب مانند می شوند، تکرار متناوب
شکل به صورت −π ≤ x, t ≤ π برای جواب این نمودار که می باشد u(x, t) = cos(x − t) متناوب

است. ٢ . ٢

حالت به مجانبی حالت یک از که هستند سیاری امواج تابی امواج تابی١٢: امواج .٢ . ٣ . ٣ تعریف
پراکندگی برگرز معادله می کند. میل صفر به نهایت در تابی جواب می یابند. کاهش یا افزایش دیگر
که غیرخطی مشهور معادله یک است، چسبندگی ضریب v آن در که ،ut + uux = vuxx

استاندارد١٣
می باشد. است، تابی جواب های دارای

معادله برای تابی جواب یک −١٠ ≤ x, t ≤ ١٠, u(x, t) = ١− tanh(x− t) جواب ،٢ . ٣ شکل در
می دهد. نشان را سولیتونی و تابی جواب شکل٢ . ۴، همچنین می دهد. نشان را v = ١

٢ ازای به فوق برگرز

١٠Korteweg-de Vries
١١Bell-shaped
١٢Kink Waves
١٣Standard dissipative Burgers equation



٢٣ تعاریف .٢ . ٣

u(x, t) = cos(x− t),−π ≤ x, t ≤ π متناوب جواب نمودار :٢ . ٢ شکل

u(x, t) = ١ − tanh(x− t),−١٠ ≤ x, t ≤ ١٠ تابی جواب نمودار :٢ . ٣ شکل

معنی این به هستند متناهی موج طول با سولیتون هایی کامپکتون ها، کامپکتون ها١۴: .۴ . ٢ . ٣ تعریف
بر کامپکتونی جواب هستند. نمایی بخش از آزاد سولیتون هایی، یا فشرده پایه با امواجی کامپکتون ها که

f(ξ) → ٠ که ندارد لزومی ξ → ∞ وقتی سولیتونی جواب خلاف
برای u(x, t) = cos

١
٢ (x− t) کامپکتونی جواب دارای ، n > ١, ut + (un)xx + (un)xxx = معادله٠

،۶ . ٢ شکل همچنین و است شده داده نشان ،۵ . ٢ شکل در آن نمودار که ٠است ≤ x, t ≤ ١ و c = ١
می دهد. نشان را راست) (سمت سولیتون یک و چپ) (سمت کامپکتون یک

١۴Compacton



٢۴ موج تبدیل .٢

بالا) سولیتونی(نمودار جواب نمودار و پایین) تابی(نمودار جواب نمودار :۴ . ٢ شکل

c = ١,٠ ≤ x, t ≤ ١, u(x, t) = cos
١
٢ (x− t) کامپکتون نمودار :۵ . ٢ شکل



٢۵ کلاسیک روش به جزئی دیفرانسیل معادلات از بعضی حل .۴ . ٢

راست) سولیتون(سمت جواب نمودار و چپ) کامپکتون(سمت جواب نمودار :۶ . ٢ شکل

کلاسیک روش به جزئی دیفرانسیل معادلات از بعضی حل ۴ . ٢

بگیرید: درنظر است، دوم مرتبه از غیرخطی معادله یک که را برگرز معادله

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
=

∂٢u

∂x٢ (٢ . ٢)

کنید فرض کنیم، استفاده سیار موج تبدیل از آن حل برای می خواهیم

u(x, t) = f(ξ), ξ = x− ct (٢ . ٣)

معادله به برگرز معادله سیار موج تبدیل از استفاده با باشد. برگرز معادله جواب است، ثابت c آن در که
می شود: تبدیل زیر ODE

− c
df(ξ)

dξ
+ (f(ξ))

df(ξ)

dξ
− d٢f(ξ)

dξ٢ = ٠ (۴ . ٢)

داریم: ξ به نسبت فوق معادله از انتگرال گیری با

− cf(ξ) +
١
٢f

٢(ξ)− df(ξ)

dξ
= ٠ (۵ . ٢)
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نمود. انتخاب صفر می توان را انتگرال گیری ثابت این جا در

−٢cf(ξ)dξ + f٢(ξ)dξ − ٢df(ξ)
٢dξ = ٠

و

−٢cf(ξ)dξ + f٢(ξ)dξ

٢dξ − ٢df(ξ)
٢dξ = ٠

می شود. f(ξ)(f(ξ)− ٢c)d٢(ξ) = ٢df(ξ)dξ به منجر که
داریم: زیر به صورت را (٢ . ٣) معادله پس

df(ξ)

f(ξ)(f(ξ)− ٢c) =
١
٢dξ (۶ . ٢)

می گیریم: انتگرال رابطه (۶ . ٢) طرفین از

∫
df(ξ)

f(ξ)(f(ξ)− ٢c) =
١
٢ξ (٢ . ٧)

نتیجه در

١
٢c

∫ (
١

f(ξ)− ٢c −
١

f(ξ)

)
df(ξ) =

١
٢ξ ⇒ f(ξ) =

٢c
١ − ecξ

= c[١ − coth(
c

٢ξ)].

می شود: تابعی نوع از برگرز معادله دقیق جواب صورت این در

u(x, t) = c[١ − coth(
c

٢(x− ct)] c > ٠.



٣ فصل

کودریاشف روش معرفی

روش غیرخطی، جزئی دیفرانسیل معادلات دقیق جواب یافتن برای روش ها قدیمی ترین و اولین از یکی
بعدها که روش این اصلاح شد[١٣]. گرفته به کار ١٩۶۶ سال در بار اولین که می باشد یافته تقلیل بسط
بسط روش در می باشد. روش ها موثرین از یکی گردید نامگذاری اسم همین به ١ کودریاشف توسط

هستیم: زیر به صورت معادله دقیق جواب های از دسته ای دنبال به کودریاشف

y(z) =
N∑

n=٠
anQ

n, (٣ . ١)

به صورت نیز Q تابع هستند. حقیقی ثابت ضرایب anها و مثبت صحیح اعداد N و n آن در که

Q(z) =
١

١ + exp(z)
, (٣ . ٢)

می کند: صدق نیز زیر اول مرتبه غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادله در و شده تعریف

Qz = Q٢ −Q (٣ . ٣)

می کنیم.[١۴، استفاده z به نسبت y(z) تابع مشتقات محاسبه برای (٣ . ٣) و (٣ . ١) روابط از ادامه در
[٢۴ ،٢٢

روش الگوریتم ٣ . ٠ . ١

می باشد: زیر به صورت گام شش شامل روش الگوریتم

باشیم: داشته زیر به صورت چندجمله ای قالب در جزئی دیفرانسیل معادله یک کنید فرض .١

E١(u, ut, ux, utt, uxx, · · · ) = ٠ (۴ . ٣)
١Kudryashov

٢٧



٢٨ کودریاشف روش معرفی .٣

به صورت: متحرک موج جواب های گرفتن نظر در با مرحله این در

u(x, t) = y(z), z = Kx+Wt (۵ . ٣)

زیر به صوت K و W پارامترهای با غیرخطی عادی دیفرانسیل معادله یک به را (۴ . ٣) معادله
می کنیم: تعریف

E٢(y,Wyz, Kyz,W
٢yzz, K

٢yzz) = ٠ (۶ . ٣)

(۶ . ٣) معادله عمومی جواب قطب مرتبه معرف که (٣ . ١) فرمول Nدر تعادل عدد دوم گام در .٢
موجود مشتق مرتبه بالاترین با خطی غیر عبارت مرتبه بالاترین بین کردن موازنه عمل با را است

می کنیم. تعیین
کردن موازنه عمل

برای می گیرد. صورت موجود مشتق مرتبه بالاترین و غیرخطی درجه بالاترین با جملات بین موازنه
عمل این است، صفر که آن راست سمت و (٣ . ١) رابطه چپ سمت عبارت بین تعادل ایجاد
شود. صفر عبارت مجموع که کنیم تعیین باید طوری را تعادل عدد مقدار واقع در می گیرد. صورت

می گیریم. نظر در N + q صورت به را u(q) مثل و pN به صورت را up مثل عبارت هایی توان
در می کنیم. اجرا را بعدی گام باشد صحیح عدد یک فوق، تبدیل از حاصل N مقدار اگر نکته:

y(z) = W (z)m تبدیل است، صحیح عدد یک m که N =
١
m

حالت برای مثلا اینصورت غیر
است. جدیدی تابع W (z) که می بریم به کار را

محاسبه را z به نسبت y(z) تابع مشتقات نیاز حسب بر نظر مورد معادله به توجه با گام این در .٣
،Q تابع برحسب معادله ای بنابراین می کنیم. جانشین (۶ . ٣) معادله در (٣ . ١) رابطه همراه و کرده

داشت. خواهیم K و W پارامترهای و an, (n = ٠, . . . , N) ضرایب

یافتن مسأله به را (۶ . ٣) غیرخطی دیفرانسیل معادله دقیق جواب های یافتن مسأله مرحله، این در .۴
در Q مختلف توان های ضریب یعنی می کنیم. تبدیل جبری معادلات دستگاه یک جواب های

می دهیم. قرار صفر برابر را (۶ . ٣) معادله

ضرایب کردن پیدا و ریاضی نرم افزار های از استفاده با جبری معادلات دستگاه حل با گام این در .۵
به دست را (۴ . ٣) معادله سپس و (۵ . ٣) معادله دقیق جواب های می توانیم مجهول پارامترهای و

بیاوریم.

دقیق جواب های یافتن هنگام که جهت این از جواب ها، درستی از اطمینان برای آخر مرحله در .۶
جواب های که می کنیم بررسی دهد، رخ اشتباهاتی است ممکن غیرخطی دیفرانسیل معادلات

.[٢۴ ،٢٢ می کنند[١۴، صدق اصلی معادله در حتماً آمده به دست



٢٩

روش پیاده سازی ٣ . ٠ . ٢

دیفرانسیل معادله دقیق جواب های آوردن به دست برای را کودریاشف روش از فوق گام شش .٣ . ٠ . ١ مثال
می کنیم. اعمال دارد، نام ناگامو معادله که زیر غیرخطی جزئی

ut = uxx + u(١ − u)(u− α), α = −١

معادله خاص حالت که داریم را نیوول-وایتهد٢ غیرخطی جزئی دیفرانسیل معادله ،α = جایگذاری١− با
کاربرد جمعیت ژنتیک و مدارها نظریه عصبی، علایم مانند علوم مختلف زمینه های در و است ناگامو٣

دارد[١٧].

معادله ،u(x, t) = y(z), z = Kx + Wt به صورت سیار موج جواب های از استفاده با ابتدا .١
می کنیم: تبدیل زیر معمولی دیفرانسیل معادله به را فوق

K٢yzz −Wyz + y(١ − y٢) = ٠, (٣ . ٧)

می آید. به دست یک برابر N + ٢ = ٣N رابطه از N مقدار شد گفته آنچه طبق گام این در .٢

می گیریم: نظر در زیر به صورت را معادله جواب N مقدار به توجه با .٣

y(z) = u(x, t) =
١∑

n=٠
anQ

n(ξ) = a٠ + a١Q (٣ . ٨)

N ازای به (٣ . ٣) و (٣ . ١) روابط طبق نیز را z به نسبت y(z) تابع دوم و اول مرتبه مشتقات
هستند: زیر به صورت ترتیب به که می کنیم محاسبه یک برابر

yz =
N=١∑
n=٠

nanQ
n−١(Q٢ −Q) =

N=٢∑
n=٠

nanQ
n(Q− ١) = a١Q(Q− ١)

yzz =

[
N=٢∑
n=٠

nan(n+ ١)Qn(Q٢ −Q)− n٢anQ
n−١(Q٢ −Q)

]

=
N=٢∑
n=٠

[nan(n+ ١)QnQ(Q− ١)− n٢anQ
n(Q− ١)]

=
N=٢∑
n=٠

nanQ
n(Q− ١)[(n+ ١)Q− n]

= a١Q(Q− ٢](١Q− ١]

= ٢a١Q
٣ − ٣a١Q

٢ + a١Q

٢Newell-Whitehead
٣Fitzhugh–Nagumo



٣٠ کودریاشف روش معرفی .٣

داریم: (٣ . ٧) معادله در فوق روابط جایگذاری با

K٢)٢a١Q
٣ − ٣a١Q

٢ + a١Q)−W (a١Q
٢ − a١Q)

+ (a٠ + a١Q)(١ − a٢
٠ − a٢

١Q
٢ + ٢a٠a١Q) = ٠

داریم: پس

٢a١K
٢Q٣ − ٣a١K

٢Q٢ + a١K
٢Q− a١WQ٢ + a١WQ

+ a٠ + a١Q− a٣
٠ − a٣

١Q
٣ − ٣a٢

٠a١Q− ٣a٢
١Q

٢a٠ = ٠

می رسیم زیر معادله به Q مختلف توان های حسب بر جملات دسته بندی و

(٢a١K
٢ − a٣

١)Q
٣ + (−٣a١K

٢ − a١W − ٣a٢
١a٠)Q

٢

+ (a١K
٢ + a١W + a١ − ٣a٢

٠a١)Q+ (a٠ − a٣
٠) = ٠ (٣ . ٩)

باید معادله این جواب یافتن برای بنابراین است، تابع یک Q فوق معادله در که می کنیم یادآوری .۴
جبری معادلات دستگاه یک صورت این در دهیم. قرار صفر برابر را Q مختلف توان های ضرایب

می شود: حاصل زیر شکل به
٢a١K

٢ − a٣
١ = ٠,

−٣a١K
٢ − a١W − ٣a٢

١a٠ = ٠

a١K
٢ + a١W + a١ − ٣a٢

٠a١ = ٠,

را زیر همانند مسأله مجهولات برای ممکن مختلف مقادیر قبل مرحله از حاصل دستگاه حل با .۵
داریم:

a٠ =
√

٢
۶k (−٣K٢ −W ),

a١ = K
√

٢,

K = ±
√

٢
٢ ,

W = ±
√
−۶K۴ + ١٢K٢.

هستند: زیر به صورت ترتیب به که می آوریم به دست W برای مقدار دو K = ±
√

٢
٢ مقادیر ازای به

W١ =

√
٩
٢ , W٢ = −

√
٩
٢

به صورت های (٣ . ٨) رابطه طبق بر فوق، پارامترهای نظیر (٣ . ٧) معادله مختلف جواب های بنابراین .۶



٣١

می آیند: به دست زیر

y١(z) = ١ +Q(z), z = K١x+W١t,

y٢(z) = Q(z), z = K١x+W٢t,

y٣(z) = −١ −Q(z), z = K٢x+W١t,

y۴(z) = −Q(z), z = K٢x+W٢t.

با پنجم۴ مرتبه کا دی وی معادله دقیق جواب آوردن به دست برای را کودریاشف روش .٣ . ٠ . ٢ مثال
می کنیم، اعمال شده داده کاهش خطی عبارت و زمان مستقل ضرایب

qt − a١(t)qxxxxx − a٢(t)qqxxx + a٣(t)qxxx − [a۴(t)q+ a۵(t)qxx]qx + a۶(t)q = ٠ (٣ . ١٠)

و

qt − b١(t)qxxxxx − b٢(t)qqxxx − [b٣(t)q
٢ + b۴(t)qxx]qx + b۵(t)q = ٠ (٣ . ١١)

عبارت دو هستند. t از مقدار حقیقی دلخواه توابع bj(t), j = ١, · · · ,۵ و ai(t), i = ١, · · · ,۶ که
زمانی مستقل ضرایب با شده داده کاهش خطی عبارت اثر به ترتیب (٣ . ١١) و (٣ . ١٠) معادله در آخر

می دهند. نشان a۵(t)را و a۶(t)

می کنیم. پیدا زیر همانند کودریاشف روش با را (٣ . ١٠) معادله دقیق جواب اکنون
دیفرانسیل معادله به را بالا معادله و می کنیم استفاده ξ = x−v(t)t, q(x, t) = U(ξ) سیار موج تبدیل از

می کنیم تبدیل زیر معمولی

−
(
v(t) + t

dv(t)

dt

)
U ′ − a١(t)U

′′′′′ − a٢(t)UU ′′′ + a٣(t)U
′′′ − a۴(t)UU ′

− a۵(t)U
′′U ′ + a۶(t)U = ٠ (٣ . ١٢)

به صورت را N مقدار بالا معادله در مشتق، مرتبه بالاترین و غیرخطی جمله مرتبه بالاترین کردن موازنه با
می شود. N = ٢ به منجر که داریم N + ۵ = N +N + ٣

داریم، دو درجه از چندجمله ای به صورت را زیر سیار موج جواب N = ٢ مقدار به توجه با

U =
٢∑

n=٠
cnQ

n = c٠ + c١Q+ c٢Q
٢ (٣ . ١٣)

به که می کنیم حساب N = ٢ ازای به را ξ به نسبت U تابع چهارم و سوم دوم، اول، مرتبه مشتقات

۴the fifth-order Korteweg-de Vries
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هستند، زیر به صورت ترتیب

Uξ = ٢c٢Q
٣ + (c١ − ٢c٢)Q

٢ − c١Q,

Uξξ = ۶c٢Q
۴ + (−١٠c٢ + ٢c١)Q

٣ + (−٣c١ + ۴c٢)Q
٢ + c١Q,

Uξξξ = ٢۴c٢Q
۵ + (−۵۴c٢ + ۶c١)Q

۴ + (−١٢c١ + ٣٨c٢)Q
٣ + (−٨c٢ + ٧c١)Q

٢ − c١Q,

Uξξξξξ = ٧٢٠c٢Q
٧ + (−٢۴٠٠c٢ + ١٢٠c١)Q

۶ + (−٣۶٠c١ + ٣٠٠٠c٢)Q
۵

+ (−١٧١٠c٢ + ٣٩٠c١)Q
۴ + (۴٢٢c٢ − ١٨٠c١)Q

٣ + (−٣٢c٢ + ٣١c١)Q
٢ − c١Q,

(١۴ . ٣)

Q(ξ) توان های تمام دادن قرار صفر مساوی و (٣ . ١٢) در (٣ . ١٣) و (١۴ . ٣) معادلات جانشانی با
داریم، را زیر روابط

Q٧ : −١٢a۵(t)c
٢
٢ − ٢۴a٢(t)c

٢
٢ − ٧٢٠a١(t)c٢ = ٠,

Q۶ : −٣٠a٢c١c٢ − ١٠a۵(t)c٢c١ − ١٢٠a١(t)c١ + ۵۴a٢(t)c
٢
٢ + ٣٢a۵(t)c

٢
٢ + ٢۴٠٠a١(t)c٢ = ٠,

Q۵ : −٣٨a٢(t)c
٢
٢ − ٢٨a۵(t)c

٢
٢ − ٢a۴(t)c

٢
٢ + ٢۴a٣(t)c٢ + ٢۶a۵(t)c١c٢ − ٢۴a٢(t)c٠c٢

+ ۶۶a٢(t)c١c٢ − ٣٠٠٠a١(t)c٢ − ۶a٢(t)c
٢
١ + ٣۶٠a١(t)c١ − ٢a۵(t)c

٢
١ = ٠,

Q۴ : ۵a۵(t)c
٢
١ + ١٢a٢(t)c

٢
١ − ٢٢a۵(t)c١c٢ − ٣٩٠a١(t)c١ − ۶a٢(t)c٠c١

− ۴۵a٢(t)c١c٢ − ٣a۴(t)c١c٢ + ۶a٣(t)c١ + ۵۴a٢(t)c٠c٢ + ٢a۴(t)c
٢
٢

+ ١٧١٠a١(t)c٢ + ٨a۵(t)c
٢
٢ + ٨a٢(t)c

٢
٢ − ۵۴a٣(t)c٢ = ٠,

Q٣ : −٢c٢(v(t) + t
dv(t)

dt
) + ٩a٢(t)c١c٢ + ٣a۴(t)c١c٢ − ٢a۴(t)c٠c٢ + ٣٨a٣(t)c٢

+ ۶a۵(t)c١c−٣٨a٢(t)c٠c٢ − ۴٢٢a١(t)c٢ + ١٢a٢(t)c٠c١ − ۴a۵(t)c
٢
١ − ٧a٢(t)c

٢
١

+ ١٨٠a١(t)c١ − ١٢a٣(t)c١ − a۴(t)c
٢
١ = ٠,

Q٢ : a۵(t)c
٢
١ + a٢(t)c

٢
١ + a۴(t)c

٢
١ + ٧a٣(t)c١ − a۴(t)c٠c١ − c١(v(t) + t

dv(t)

dt
)− ٧a٢(t)c٠c١

+ ٢c٢(v(t) + t
dv(t)

dt
+ a۶(t)c٢ + ٨a٢(t)− ٨a٣(t)c٢ + ٣٢a١(t)c٢ + ٢a۴(t)c٠c٢ = ٠,

Q١ : c١(v(t) + t
dv(t)

dt
) + a۴(t)c٠c١ + a٢(t)c٠c١ − a٣(t)c١ + a١(t)c١ + a۶(t)c١ = ٠,

Q٠ : a۶(t)c٠ = ٠, (١۵ . ٣)



٣٣

کردیم، پیدا را زیر ویژه جواب های بالا دستگاه حل با

c٠ =
a٣(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + ۵a١(t)(a۴(t)− a٢(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))
,

c١ =
۶٠a١(t)

a۵(t) + ٢a٢(t)
,

c٢ = − ۶٠a١(t)

a۵(t) + ٢a٢(t)
,

v(t) = −١
t

∫ {
a٣(t)a۴(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + a١(t)(۵a٢

۴ − ٣a٢
٢(t) + a٢(t)a۵(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))

}
dt,

a۶(t) = ٠ (١۶ . ٣)

داریم، زیر مانند را (٣ . ١٢) معادله سیار موج جواب (٣ . ١٣) نتیجه از استفاده با
(٣ . ١٧)

U(ξ) =
a٣(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + ۵a١(t)(a۴(t)− a٢(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))
+

۶٠a١(t)

a۵(t) + ٢a٢(t)

Keξ

(١ +Keξ)٢

شود، نوشته زیر فرم به می تواند (٣ . ١٠) معادله جدید دقیق جواب صورت این در

q(x, t) =
a٣(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + ۵a١(t)(a۴(t)− a٢(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))
× ۶٠a١(t)

a۵(t) + ٢a٢(t)

Ke

(
x+

∫
{
a٣(t)a۴(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + a١(t)(۵a٢

۴(t)− ٣a٢
٢(t) + a٢(t)a۵(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))
}dt
)

(
١ +Ke

(
x+

∫
{
a٣(t)a۴(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + a١(t)(۵a٢

۴(t)− ٣a٢
٢(t) + a٢(t)a۵(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))
}dt
))٢

(٣ . ١٨)

داریم: را زیر ١-سولیتونی جواب باشد، K = ١ اگر

q(x, t) =
a٣(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + ۵a١(t)(a۴(t)− a٢(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))
+

١۵a١(t)

a۵(t) + ٢a٢(t)

sech٢
[

١
٢

(
x

+

∫ {
a٣(t)a۴(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + a١(t)(۵a٢

۴(t)− ٣a٢
٢(t) + a٢(t)a۵(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))

}
dt

)]
.

می آوریم: به دست را زیر ١-سولیتونی جواب باشد، K = −١ اگر

q(x, t) =
a٣(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + ۵a١(t)(a۴(t)− a٢(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))
− ١۵a١(t)

a۵(t) + ٢a٢(t)

csch٢
[

١
٢

(
x

+

∫ {
a٣(t)a۴(t)(a۵(t) + ٢a٢(t)) + a١(t)(۵a٢

۴(t)− ٣a٢
٢(t) + a٢(t)a۵(t))

a٢(t)(a۵(t) + ٢a٢(t))

}
dt

)]
.
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هستند. جدید ما نتایج که دید ،خواهیم در[٢٣] پیشین نتایج و خود نتایج مقایسه با



۴ فصل

معادلات حل برای کودریاشف روش انواع
کسری دیفرانسیل

مقدمه ١ . ۴

پدیده های از بسیاری توصیف در را مهمی نقش صحیح عدد مرتبه با غیرخطی جزئی دیفرانسیل معادلات
مهندسی، سیگنال، پردازش سیالات، مکانیک الکترومغناطیس، نظریه زیستی، ریاضیات مثل غیرخطی

می کنند. ایفا علمی های حوزه دیگر و جامدات فیزیک
دیفرانسیل معادلات حل برای بسیاری روش های محققان نمادین، محاسبات کردن کامپیوتری کمک با
روش ،[٣١ ژاکوبی[١٨، بیضوی تابع بسط روش مثال برای کردند، ابداع و بررسی مختلف غیرخطی

٢٩]و... ،٣٣] G′

G
بسط- روش ،[١ انتگرال[٢٨، اولین روش مستقیم[٢۶]، جزئی

مرتبه با کلاسیک دیفرانسیل معادلات از تعمیمی ١ (NFDEs) غیرخطی کسری دیفرانسیل معادلات
در نظری کاملا حوزه یک به صورت عمدتاً کسری مشتقات نظریه گذشته دهه های هستند.در صحیح عدد

داشت. کارایی ریاضی دانان برای تنها که می شده ارائه ریاضیات
خود پیشرفت دلیل به هم که است، گرفته قرار بسیاری توجه مورد معادلات گونه این اخیر سال های در
این با است. واقعی زندگی مختلف مسائل ساختارهای در آن کاربرد دلیل به هم و کسری حساب
مختلف پدیده های ویژگی های توصیف برای غیرصحیح عدد مرتبه با مشتقات که دریافتند محققان وجود
مرتبه مدل های از مناسب تر کسری مرتبه مدل های که است این بیانگر که می باشند، مناسب فیزیکی
کسری دیفرانسیل معادلات جدید و دقیق جواب های بررسی می شدند. استفاده قبلا که است صحیح عدد
از مختلف علوم در مهمی نقش آن غیرخطی نوع بررسی و است مفید موج رویدادهای بهتر درک برای
نوری، فیبرهای سرمایه گذاری، احتمال، و آمار سیگنال، پردازش سیستم، ویسکوالاستیک فیزیک، جمله
مکانیک سیستم، شناسایی زیست شناسی، جامدات، فیزیک شیمی، هیدرودینامیک، مکانیک، مهندسی

دارد. ذرات دینامیک و حرارت انتقال ترمودینامیک، الکتریکی، کنترل تئوری سیالات،

١Nonlinear Fractional Differential Equations

٣۵



٣۶ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

روش ها این از که آورده اند به دست کسری دیفرانسیل معادلات حل برای را روش هایی زیادی افراد
اشاره هموتوپی تجزیه روش و کسری پیچیده تبدیل روش محلی، کسری وردشی تکرار روش به می توان
که شده اند مطرح بسیاری روش های از استفاده با کسری دیفرانسیل معادلات دقیق جواب همچنین کرد.
روش ،٣ اصلاح شده آزمایشی معادله روش ،٢ تعمیم یافته آزمایشی معادله روش می توان روش ها این از

می باشد. کودریاشف اصلاح شده روش و ۴ چندگانه تعمیم یافته آزمایشی معادله

زمان- دیفرانسیل معادلات برای کودریاشف یافته تعمیم روش ٢ . ۴
کسری

برگرز، زمان-کسری معادله دقیق جواب کردن پیدا برای کودریاشف یافته تعمیم روش از بخش این در
است. شده استفاده ۵ Kdv سوم مرتبه یافته تعمیم کسری زمان معادله و هیلیارد کان زمان-کسری معادله
ارائه برگرز توسط ١٩۴٨ سال در بار اولین است، جزئی دیفرانسیل معادلات از نوعی که ۶ برگرز معادله
می باشد توده ای انتقال و شکل موجی ضربه مرزی، لایه حرکت آشفتگی، برای ساده مدلی به صورت که شد

می رود. به کار و... شیمی مهندسی سیالات، دینامیک در که
می شود. تبدیل گرما معادله به و درآمده خطی به صورت Cole-Hopf تبدیل از استفاده با معادله این
می توان حوزه ها این جمله از است، شده استفاده و مطرح بسیاری اجرایی حوزه های در معادله این همچنین

برد. نام را کیهان در بزرگ خوشه های تشکیل و ترافیک جریان
مدلی به صورت ١٩۵٨ سال در بار اولین است، جزئی دیفرانسیل معادله نوعی که هیلیارد کان معادله

شد.[۶] معرفی بحرانی دمای تحت دوتایی آلیاژ جداسازی فرآیند برای
بین مواد از جز دو تکامل سیر دادن نشان برای هیلیارد کان معادله آن ها در که شده ایجاد مدل هایی
دو دینامیک مدل سازی در بوم شناسی در معادله این استفاده دیگر مثال است. شده استفاده کهکشانی
و توده زیست دینامیک های و مدل سازی در ریاضی-زیست شناسی، در معادله این استفاده یا و جمعیت
برای که است جزئی دیفرانسیل معادله نوعی Kdv معادله .[١٩] است میکروبی غشای یک حلال اجزای
غیرخطی امواج متقابل اثر و تکامل سیر برای مدلی به صورت فیزیکی پدیده های از وسیعی دامنه تعریف

است. گرفته قرار استفاده مورد
ثقلی امواج و کوتاه دامنه ی با بعدی یک امواج که است شده مشتق تکامل معادله به صورت معادله این

.[١٢] می کند هدایت را کم آب سطح با بلند سطحی
داخلی امواج برخورد، بدون مغناطیس هیدرو امواج مانند فیزیکی علوم از بسیاری در ،Kdv معادله

است. رفته به کار شبکه دینامیک های و پلاسما فیزیک صوتی، یون امواج طبقه،
معادله این است. شده بیان Kdv مدل با کوانتوم مکانیک حوزه ی در نظری فیزیک رویدادهای برخی

٢Extended Trial Equation Method
٣The modifiied Trial Equation Method
۴Multiple Extended Trial Equation Method
۵Time-fractional generalized third-order Korteweg-de Vries equation
۶ Burgers Equation



٣٧ زمان-کسری دیفرانسیل معادلات برای کودریاشف یافته تعمیم روش .٢ . ۴

لایه رفتار تشکیل برای مدلی به صورت کوانتومی مکانیک های و آیرودینامیک سیال، دینامیک های در
می شود. استفاده جرم انتقال و مرزی

معمولی دیفرانسیل معادله به سیار امواج انتقال طریق از می توان را زمان-کسری معادلات این
با کنیم. معرفی را کودریاشف روش از تعمیمی که داریم سعی کار این در کرد. تبدیل دیگری غیرخطی
تابع برای جدیدی جواب های است کودریاشف کلاسیک روش از یافته تعمیم فرم که روش این از استفاده

است. آمده به دست هیپربولیک
است. شده داده شرح زیر به صورت کودریاشف تعمیم یافته روش عمومی فاز

در t زمان و x مکان حقیقی متغیر دو و u تابع برای کسری مرتبه با را زیر غیرخطی دیفرانسیل معادله
می گیریم: نظر

p(u,Dα
t , ux, uxx, uxxx, . . .) = ٠. (١ . ۴)

اول گام ٢ . ١ . ۴

آوریم، به دست (٢ . ۴) فرم در را (١ . ۴) سیار موج جواب باید هرچیز، از قبل

u(x, t) = u(η), η = kx− λtα

Γ(١ + α)
, (٢ . ۴)

زیر به صورت غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادله به (١ . ۴) معادله هستند. دلخواه ثابت های λ و k که
می شود، تبدیل

N(u, u′, u′′, u′′′) = ٠. (٣ . ۴)

دوم گام ٢ . ٢ . ۴

است: زیر به صورت (٣ . ۴) معادله پیشنهادی دقیق جواب های

u(η) =

∑N
i=٠ aiQ

i(η)∑M
j=٠ bjQ

i(η)
=

A[Q(η)]

B[Q(η)]
, (۴ . ۴)

.[١۵] می باشد زیر معادله جواب Q تابع که داریم توجه .Q =
١

١ ± eη
که

Qη = Q٢ −Q (۵ . ۴)

داریم: (۴ . ۴) گرفتن نظر در با



٣٨ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

u′(η) =
A′Q′B − AB′Q′

B٢ = Q′
[
A′B − AB′

B٢

]
= (Q٢ −Q)

[
A′B − AB′

B٢

]
, (۶ . ۴)

و

u′′(η) =
Q٢ −Q

B٢

×
[
(٢Q− ١)(A′B − AB′) +

Q٢ −Q

B
[B(A′′B − AB′′)− ٢B′A′B + ٢A(B′)٢]

]
,

(٧ . ۴)
و

u′′′(η) = (Q٢ −Q)٣ ×
[(
(A′′′B − AB′′′ − ٣A′′B′ − ٣B′′A′)B

+ ۶B
(
AB′′ +B′A′)

))
(B٣)−١ − ۶A(B′)٣

B۴

]
+ ٣(Q٢ −Q)٢)٢Q− ١)

×
[B(A′′B − AB′′)− ٢B′A′B + ٢A(B′)٢

B٣

]
+ (Q٢ −Q)(۶Q٢ − ۶Q+ ١)

[A′B − AB′

B٢

]
(٨ . ۴)

سوم گام ٢ . ٣ . ۴

بیان زیر به صورت می تواند (٣ . ۴) جواب که می کنیم فرض پیشنهادی، روش از عباراتی گرفتن نظر در با
شود:

u(η) =
a٠ + a١Q+ a٢Q

٢ + . . .+ aNQ
N + . . .

b٠ + b١Q+ b٢Q٢ + . . .+ bMQM + . . .
(٩ . ۴)

کودریاشف روش می باشد، (٣ . ۴) جواب برای قطب مرتبه یک که (٩ . ۴) در N و M مقادیر محاسبه برای
فرمولی می توانیم و می کنیم اعمال (٣ . ۴) روی بالا مرتبه غیرخطی عبارات کردن موازنه برای را کلاسیک

بیاوریم. به دست را N و M از

چهارم گام ۴ . ٢ . ۴

صفر، به R(Ω) ضرایب تبدیل با می آید. به دست (٣ . ۴) در (۴ . ۴) جایگذاری با Ω از R(Ω) چندجمله ای
داریم. را جبری معادله های از دستگاهی



٣٩ زمان-کسری دیفرانسیل معادلات برای کودریاشف یافته تعمیم روش .٢ . ۴

کنیم. توصیف را a٠, a١, a٢, · · · , aN , b٠, · · · , bN متغیر ضرایب و λ می توانیم دستگاه این حل با
می رسیم. (٣ . ۴) برای دقیقی جواب به روش این در

زمان-کسری معادلات برای کاربردهایی ۵ . ٢ . ۴

برگرز، زمان-کسری معادله دقیق جواب های کودریاشف، تعمیم یافته روش از استفاده با بخش این در
قرار بررسی مورد را Kdv سوم مرتبه تعمیم یافته زمان-کسری معادله و هیلیارد کان زمان-کسری معادله

می دهیم.

داریم. را (١٠ . ۴) به صورت برگرز زمان-کسری معادله .٢ . ١ . ۴ مثال

∂αu(x, t)

∂tα
− uxx − βupux = ٠, t > ٠, p > ٠,٠ < α ≤ ١. (١٠ . ۴)

می کنیم. اجرا برگرز زمان-کسری معادله روی را شده ذکر گام های
η = kx − و u(x, t) = u(η) تبدیل های از و می گیریم نظر در را (١٠ . ۴) سیار موج جواب های
معادله این از انتگرال گیری با هستند. دلخواه ثابت های λ و k که می کنیم استفاده (λtα/Γ[١ + α])

داریم: انتگرال ثابت های دادن قرار صفر و η به نسبت

− λu− k٢u′ − βk
up+١

p+ ١ = ٠ (١١ . ۴)

می کنیم موازنه هم با و گرفته نظر در را u′ و up+١ عبارت شد گفته آنچه طبق

(p+ ١)N = N + ١

استفاده u(η) = v
١
p (η) تبدیل از نیست، صحیح عدد N مقدار ،چون می شود N =

١
p

به منجر که
داریم، و می کنیم

−λv
١
p − k٢ ١

p
v′v

١−p
p − βk

p+١v
p+١
p = ٠

داریم، p(p+ ١) و v
١
p × v

−١
p
+١ در بالا معادله ضرب با

λp(p+ ١)v − k٢(p+ ١)v′ − βpkv٢ = ٠ (١٢ . ۴)

،(١٢ . ۴) در v٢ و v′ غیرخطی عبارت مرتبه بیش ترین توازن و (١٢ . ۴) در (۶ . ۴) و (۴ . ۴) جایگذاری با
است. آمده به دست زیر عبارت نتیجه در

N −M + ١ = ٢N − ٢M (١٣ . ۴)



۴٠ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

داشت: خواهیم کنیم، انتخاب را N = ٢ و M = ١ اگر می شود. N = M + ١ به منجر که

u(η) =
a٠ + a١Q+ a٢Q

٢

b٠ + b١Q
. (١۴ . ۴)

u′(η) = (Q٢ −Q)

×
[(a١ + ٢a٢Q)(b٠ + b١Q)− b١(a٠ + a١Q+ a٢Q

٢)

(b٠ + b١Q)٢

]
,

u′′(η) =
Q٢ −Q

(b٠ + b١Q)٢ (٢Q− ١)× [(a١ + ٢a٢Q)(b٠ + b١Q)− b١(a٠ + a١Q+ a٢Q
٢)]

+
(Q٢ −Q)٢

(b٠ + b١Q)٣ × [٢a٢(b٠ + b١Q)٢ − ٢b١(a١ + ٢a٢Q)(b٠ + b١Q)

+ ٢b٢
١(a٠ + a١Q+ a٢Q

٢)],

u′′′(η) = (Q٢ −Q)(۶Q٢ − ۶Q+ ١)

×
[(a١ + ٢a٢Q)((b٠ + b١Q)− b١(a٠ + a١Q+ a٢Q

٢)

(b٠ + b١Q)٢

]
+ ٣(Q٢ −Q)٢)٢Q+ ١)

×
[(

٢a٢(b٠ + b١Q)٢ − ٢b١(a١ + ٢a٢)(b٠ + b١Q) + ٢b٢
١(a٠ + a١Q+ a٢Q

٢)
)(
(b٠ + b١Q)١−(٣]

+ (Q٢ −Q)٣ ×
[−۶a٢b١(b٠ + b١Q) + ۶b٢

١(a١ + ٢a٢Q)

(b٠ + b١Q)٣ −
۶b٣

١(a٠ + a١Q+ a٢Q
٢)

(b٠ + b١Q)۴

]
.

می آید: به دست زیر به صورت (١٠ . ۴) دقیق جواب
می گیریم نظر در :١ حالت

a٠ = ٠, a٢ = ٠, b١ = − βpa١
k(١ + p)

− b٠, λ =
k٢

p
(١۵ . ۴)

داریم: را (١٠ . ۴) برگرز زمان-کسری معادله از زیر جواب ،(١۴ . ۴) در (١۵ . ۴) جایگذاری با

v١(x, t) =
(
a١

( ١
١ ± ekx−(k٢tα\pΓ(١+α))

))
×
(
b٠ −

( βpa١
k(١ + p)

+ b٠

)( ١
١ ± ekx−(k٢tα⧸pΓ(١+α))

))−١
. (١۶ . ۴)

می آید: به دست (١٠ . ۴) برای جدیدی دقیق جواب جواب، این کردن ساده با

u١(x, t) =

[
١ − tanh(k١x− λ١t

α)

K[١ + tanh(k١x− λ١tα)] + L[١ − tanh(k١x− λ١tα)]

]١
p (١٧ . ۴)
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u٢(x, t) =

[
١ − coth(k١x− λ١t

α)

K[١ + coth(k١x− λ١tα)] + L[١ − coth(k١x− λ١tα)]

]١
p (١٨ . ۴)

می باشد. λ١ = k٢

٢pΓ(١+α)
و k١ = k

٢ ،L = − βp
k(١+p)

،K = b٠
a١

که
بگیرید نظر در :٢ حالت

a٠ =
k(١ + p)b٠

βp
, a١ =

−k(a+ p)b٠
βp

, a٢ = ٠, λ = −k٢

p
(١٩ . ۴)

می آوریم: به دست را (١٠ . ۴) از زیر جواب دهیم، قرار (١۴ . ۴) در را (١٩ . ۴) وقتی

v٢(x, t) =

(
k(١ + p)b٠

βp
− k(١ + p)b٠

βp
(

١
١ ± ekx−(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

)
×

(
b٠ + b١(

١
١ ± ekx−(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

)−١
. (٢٠ . ۴)

می آوریم: به دست (١٠ . ۴) برای جدیدی دقیق جواب جواب، این کردن ساده با قبل مرحله مانند

u٣(x, t) =

[
M [(١

٢) + (١
٢) tanh(k١x− λ٢t

α)]

b٠ + b١[(
١
٢)− (١

٢) tanh(k١x− λ٢tα)]

]١
p
, (٢١ . ۴)

u۴(x, t) =

[
M [(١

٢) + (١
٢) coth(k١x− λ٢t

α)]

b٠ + b١[(
١
٢)− (١

٢) coth(k١x− λ٢tα)]

]١
p

(٢٢ . ۴)

می باشد. λ٢ =
−k٢

٢pΓ(١ + α)
و M =

k(١ + p)b٠
βp

که
مطالعه به نیاز شوند مدل سازی موج پدیده های از که معادلاتی دادیم، توضیح دوم فصل در که همانطور
معادله به غیرخطی تکامل معادلات دادن کاهش با معمولا سیار موج جواب دارند، سیار موج جواب های
یک با حرکت حال در دائم شکل از جوابی سیار موج جواب می آیند. به دست متناظر معمولی دیفرانسیل

و... متناوب انفرادی، تابی، سولیتونی، جواب های مانند است. ثابت سرعت
و k = ١, p = ٣, b٠ = ٣, b١ = ١, β = ١−,٢۵ < x < ١۵ ازای به  (٢١ . ۴) معادله جواب زیر در

است. تابی جواب نظر، مورد جواب می بینیم شکل در که همانطور کردیم. رسم را ٠ < t < ١
بگیرید نظر در :٣ حالت

a٠ = ٠, a١ = ٠, a٢ =
−k(١ + p)b١

βp
, b٠ =

−b١
٢ , λ =

٢k٢

p
. (٢٣ . ۴)
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α = ٠٫٨۵ و α = ٠٫٠۵ مقدار به ازای تابی جواب :١ . ۴ شکل

می آوریم: به دست را (١٠ . ۴) از زیر جواب می دهیم، قرار (١۴ . ۴) در را (٢٣ . ۴) وقتی

v٣(x, t) =

(
−k(١ + p)b١

βp
(

١
١ ± ekx−(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)٢
)

×
(
−b١
٢ + b١(

١
١ ± ekx−(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

)−١
(٢۴ . ۴)

می آوریم: به دست (١٠ . ۴) برای جدیدی دقیق جواب فرمول ها، جایگذاری و جواب این کردن ساده با

u۵(x, t) =

[
E[(١

٢)− (١
٢) tanh(k١x− λ٣t

α)]٢

tanh(k١x− λ٣tα)]

]١
p
, (٢۵ . ۴)

u۶(x, t) =

[
E[(١

٢)− (١
٢) coth(k١x− λ٣t

α)]٢

coth(k١x− λ٣tα)]

]١
p

(٢۶ . ۴)

می باشد. λ٣ =
k٢

pΓ(١ + α)
و E =

٢k(١ + p)

βp
آن در که

بگیرید نظر در :۴ حالت
(٢٧ . ۴)

a٠ = ٠, a١ =
k(١ + p)b١

٢βp , a٢ =
−k(١ + p)b١

βp
b٠ =

−b١
٢ , λ =

k٢

p
.

داریم: را (١٠ . ۴) از زیر جواب دهیم قرار (١۴ . ۴) در را (٢٧ . ۴) وقتی



۴٣ زمان-کسری دیفرانسیل معادلات برای کودریاشف یافته تعمیم روش .٢ . ۴

v۴(x, t) =

(
−k(١ + p)b١

٢βp (
١

١ ± ekx−(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))
)

)
−

(
k(١ + p)b١

βp
(

١
١ ± ekx−(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)٢
)

×
(
−b١
٢ + b١(

١
١ ± ekx−(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

)−١
(٢٨ . ۴)

داشت: راخواهیم (١٠ . ۴) برای جدیدی دقیق جواب جواب، کردن ساده با

u٧(x, t) =

[
N(١ − tanh(k١x− λ١t

α))

]١
p
, (٢٩ . ۴)

u٨(x, t) =

[
N(١ − coth(k١x− λ١t

α))

]١
p (٣٠ . ۴)

می باشد. N = −k(١ + p)

٢βp آن در که
را ٠ < t < ١ و k = ١, p = ٣, β = −١−,٢۵ < x < ١۵ ازای به  (٢٩ . ۴) معادله جواب زیر در

است. تابی جواب نظر، مورد جواب می بینیم شکل در که همانطور کردیم. رسم
بگیرید نظر در :۵ حالت

α = ٠٫٨۵ و α = ٠٫٠۵ مقدار به ازای تابی جواب :٢ . ۴ شکل

(٣١ . ۴)

a٠ =
٢k(١ + p)b٠

βp
, a١ =

−۴k(١ + p)b٠
βp

, a٢ =
٢k(١ + p)b٠

βp
, b٠ = −٢b٠, λ =

−٢k٢

p
.



۴۴ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

داریم: را (١٠ . ۴) برگرز زمان-کسری معادله از زیر جواب ،(١۴ . ۴) در (٣١ . ۴) جایگذاری با

v۵(x, t) =
(٢k(١ + p)b٠

βp
− ۴k(١ + p)b٠

βp
(

١
١ ± ekx+(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

+
٢k(١ + p)b٠

βp
(

١
١ ± ekx+(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)٢
)

×
(
b٠ − ٢b٠(

١
١ ± ekx+(٢k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

)−١
(٣٢ . ۴)

داشت: خواهیم زیر به صورت (٣٢ . ۴) رابطه کردن ساده با (١٠ . ۴) معادله برای جدیدی دقیق جواب

u٩(x, t) =

[
E[(١

٢) + (١
٢) tanh(k١x− λ۴t

α)]٢

tanh(k١x− λ۴tα)]

]١
p
, (٣٣ . ۴)

u١٠(x, t) =

[
E[(١

٢) + (١
٢) coth(k١x− λ۴t

α)]٢

coth(k١x− λ۴tα)]

]١
p

(٣۴ . ۴)

می باشد. λ۴ = − k٢

pΓ(١ + α)
آن در که

بگیرید نظر در :۶ حالت

(٣۵ . ۴)

a٠ =
k(١ + p)b٠

βp
, a١ =

−٣k(١ + p)b٠
βp

, a٢ =
٢k(١ + p)b٠

βp
, b١ = −٢b٠, λ =

−k٢

p
.

داریم: را (١٠ . ۴) از زیر جواب دهیم قرار (٣۵ . ۴) در را (٣۵ . ۴) وقتی

v۶(x, t) =
(k(١ + p)b٠

βp
− ٣k(١ + p)b٠

βp
(

١
١ ± ekx+(k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

+
٢k(١ + p)b٠

βp
(

١
١ ± ekx+(k٢tα⧸pΓ(١+α))

)٢
)

×
(
b٠ − ٢b٠(

١
١ ± ekx+(k٢tα⧸pΓ(١+α))

)

)−١
(٣۶ . ۴)

می آوریم: به دست (١٠ . ۴) برای تابی جواب جواب، این در فرمول ها جای گذاری با

u١١(x, t) =

[
D(١ + tanh(k١x− λ٢t

α)

]١
p (٣٧ . ۴)



۴۵ زمان-کسری دیفرانسیل معادلات برای کودریاشف یافته تعمیم روش .٢ . ۴

u١٢(x, t) =

[
D(١ + coth(k١x− λ٢t

α)

]١
p (٣٨ . ۴)

می باشد. D =
k(١ + p)

٢βp آن در که
رسم را ٠ < t < ١ و k = ١, p = ٣, β = ١−,٢۵ < x < ١۵ ازای به  (٣٧ . ۴) معادله جواب زیر در

است. تابی جواب نظر، مورد جواب می بینیم شکل در که همانطور کردیم.

α = ٠٫٨۵ و α = ٠٫٠۵ مقدار به ازای تابی جواب :٣ . ۴ شکل

کودریاشف یافته تعمیم روش با (١٠ . ۴) برگرز زمان-کسری معادله دقیق جواب های .٢ . ٢ . ۴ ملاحظه
این در که دقیقی جواب های گفت می توان [٢۵ ،۵] در نتایج با آمده به دست نتایج مقایسه با شد. پیدا

است. بیشتر نیز دقیق جواب های تعداد همچنین است. شده ارائه بار اولین برای شد حاصل بخش

داریم: را (٣٩ . ۴) به صورت هیلیارد کان زمان-کسری معادله .٢ . ٣ . ۴ مثال

∂αu(x, t)

∂tα
= ux + ۶u(ux)

٢ + (٣u٢ − ١)uxx − uxxxx, t > ٠,٠ < α ≤ ١, (٣٩ . ۴)

η = kx− (λtα/Γ(١+α)) و u(x, t) = u(η) تبدیل و می گیریم نظر در را (٣٩ . ۴) سیار موج جواب
و η به نسبت معادله این انتگرال گیری با نتیجه در هستند. دلخواه ثابت های λ و k که می دهیم انجام را

می آوریم. به دست انتگرال ثابت های دادن قرار صفر

(λ+ k)u+ ٣k٢u٢u′ − k٢u′ − k۴u′′′ = ٠. (۴٠ . ۴)

u٢u′ و u′′′ غیرخطی عبارت مرتبه بیش ترین توازن و (۴٠ . ۴) در (٨ . ۴) و (۶ . ۴) ،(۴ . ۴) جایگذاری با
داریم: را زیر فرمول (۴٠ . ۴) در

N −M + ٣ = ٣N − ٣M + ١ (۴١ . ۴)



۴۶ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

بگیریم: نظر در اگر ،(٣٩ . ۴) دقیق جواب های آوردن به دست برای می شود، N = M + ١ به منجر که

a١ =
a٠

[
−(١ + k٢)b٠ +

√
(١ + k٣−)(٢a٢

٠ + (١ + k٢)b٢
٠)
]

(١ + k٢)b٠
,

a٢ = ٠,

b١ = −b٠ +

√
(١ + k٣−)(٢a٢

٠ + (١ + k٢)b٢
٠)

(١ + k٢)
,

λ = −k (۴٢ . ۴)

می آوریم: به دست را (٣٩ . ۴) از زیر جواب می دهیم قرار (١۴ . ۴) در را (۴٢ . ۴)

u(x, t) =

(
a٠ +

(
a٠

[
−(١ + k٢)b٠ +

√
(k٢ + ٣−)(١a٢

٠ + (١ + k٢)b٢
٠)

]
×(

١
١ ± ekx+(ktα/Γ(١+α))

)
)
((١ + k٢)b٠)

−١
)

(
b٠ +

[
− b٠ +

√
(١ + k٣−)(٢a٢

٠ + (١ + k٢)b٢
٠

(١ + k٢)

]
×(

١
١ ± ekx+(ktα/Γ(١+α))

)

)−١
. (۴٣ . ۴)

داریم: (٣٩ . ۴) برای دقیقی جواب نتیجه در می کنیم، ساده را (۴٣ . ۴) رابطه

u١(x, t) = P

[
١ + ١ tanh(k١x− λ۵t

α)

١ − tanh(k١x− λ۵tα)]

]
+R, (۴۴ . ۴)

u٢(x, t) = P

[
١ + ١ coth(k١x− λ۵t

α)

١ − coth(k١x− λ۵tα)]

]
+R, (۴۵ . ۴)

می باشد. λ۵ =
−k

٢Γ(١ + α)
و R =

a٠
b٠

،p = a٠
√
(١ + k٣−)/(٢a٢

٠ + (١ + k٢)b٢
٠) آن در که

کودریاشف یافته تعمیم روش با که هیلیارد کان زمان-کسری معادله از دقیق جواب های .۴ . ٢ . ۴ ملاحظه
توسط که دقیقی جواب های که دید خواهیم کنیم، مقایسه [٧] در موجود نتایج با را نتایج اگر آمد، به دست

شدند. ارائه بار اولین برای آمد به دست روش این

:[٢۵ ،٢٠] Kdv سوم مرتبه یافته تعمیم زمان-کسری معادله .۵ . ٢ . ۴ مثال

∂αu(x, t)

∂tα
− uxxx − γupux = ٠, t > ٠, p > ٠,٠ < α ≤ ١ (۴۶ . ۴)



۴٧ زمان-کسری دیفرانسیل معادلات برای کودریاشف یافته تعمیم روش .٢ . ۴

در که را بالا معادله سیار موج جواب از η = kx − (λtα/Γ(١ + α)) و u(x, t) = u(η) تبدیل
صفر و η به نسبت معادله این از انتگرال گیری با می گیریم. نظر در هستند، دلخواه ثابت های λ و K آن

داریم. انتگرال ثابت های دادن قرار

λ(p+ ١)u+ k٣(p+ ١)u′′ + γk
up+١

p+ ١ = ٠. (۴٧ . ۴)

داریم، را زیر فرمول و می گیریم نظر در را u(η) = v١/ρ(η) تبدیل نیست، صحیح عدد N مقدار چون

λp٢(p+ ١)v٢ + k١)٣ − p٢)(v′)٢ + k٣p(p+ ١)vv′′ + γkv٣ = ٠. (۴٨ . ۴)

(٧ . ۴) در v٣ و vv′′ غیرخطی عبارت مرتبه بیش ترین توازن و (۴٨ . ۴) در (٧ . ۴) و (۴ . ۴) جایگذاری با
می آید: به دست زیر رابطه

٢N − ٢M + ٢ = ٣N − ٣M + ١ (۴٩ . ۴)

بگیریم: نظر در را M = ١ و N = ٣ اگر می شود. N = M + ٢ به منجر که

u(η) =
a٠ + a١Q+ a٢Q

٢ + a٣Q
٣

b٠ + b١Q
. (۵٠ . ۴)

u′ = (Q٢ −Q)

×
[
((a١ + ٢a٢Q+ ٣a٣Q

٢)(b٠ + b١Q)− b١(a٠ + a١Q+ a٢Q
٢ + a٣Q

٣))

× ((b٠ + b١Q)١−(٢
]

u′′ =
Q٢ −Q

(b٠ + b١Q)٢ (٢Q− ١)

×
[
(a١ + ٢a٢Q+ ٣a٣Q

٢)(b٠ + b١Q)− b١(a٠ + a١Q+ a٢Q
٢ + a٣Q

٣)
]

+
(Q٢ −Q)٢

(b٠ + b١Q)٣

×
[
(b٠ + b١Q)٢)٢a٢ + ۶a٣Q)− ٢b١(b٠ + b١Q)(a١ + ٢a٢Q+ ٣a٣Q

٢)

+ ٢b٢
١(a٠ + a١Q+ a٢Q

٢ + a٣Q
٣)
]
. (۵١ . ۴)



۴٨ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

بگیریم: نظر در اگر ،(۴۶ . ۴) دقیق جواب های آوردن به دست برای تلاش در

a٠ = ٠,

a١ =
٢k١)٢ + p)(٢ + p)b٠

γ
,

a٢ = −٢k١)٢ + p)(٢ + p)(b٠ − b١)

γ
,

a٣ = −٢k١)٢ + p)(٢ + p)b١
γ

,

λ = −k٣

p٢ (۵٢ . ۴)

داریم را زیر جواب و داده قرار (۵٠ . ۴) در را (۵٢ . ۴)

v(x, t) =

(
٢k١)٢ + p)(٢ + p)b٠

γ

( ١
١ ± ekx+(k٣tα⧸p٢Γ(١+α))

)
− ٢k١)٢ + p)(٢ + p)(b٠ − b١)

γ

( ١
١ ± ekx+(k٣tα⧸p٢Γ(١+α))

)٢

− ٢k١)٢ + p)(٢ + p)b١
γ

( ١
١ ± ekx+(k٣tα⧸p٢Γ(١+α))

)٣
)
.

×
(
b٠ + b١

( ١
١ ± ekx+(k٣tα⧸p٢Γ(١+α))

))−١
(۵٣ . ۴)

می آید. به دست یافته تعمیم سوم مرتبه معادله برای زیر تابی جواب های جواب، این کردن ساده با

u١(x, t) =

[
S(١ − [tanh(k١x− λ۶t

α)]٢)

] ١
p

(۵۴ . ۴)

u٢(x, t) =

[
S(١ − [coth(k١x− λ۶t

α)]٢)

] ١
p

(۵۵ . ۴)

می باشد. λ۶ =
−k٣٢p٢

Γ(١ + α)
و S =

k١)٢ + p)(٢ + p)

٢γ آن در که
رسم را ٠ < t < ١ و k = ١, p = ٣, γ = ١−,٣۵ < x < ١۵ ازای به  (۵۴ . ۴) معادله جواب زیر در

است. سولیتونی جواب نظر، مورد جواب می بینیم شکل در که همانطور کردیم.

به دست روش این از استفاده با که (۵۵ . ۴) و (۵۴ . ۴) جواب های قبل، مثال های طبق .۶ . ٢ . ۴ ملاحظه
حاصل دقیق جواب های است روشن وضوح به [٢۵ ،٢٠] در موجود نتایج و خود نتایج مقایسه با که آمد

شدند. ارائه بار اولین برای کودریاشف یافته تعمیم روش از



۴٩ غیرخطی کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف شده اصلاح روش .٣ . ۴

α = ٠٫٨۵ و α = ٠٫٠۵ مقدار به ازای سولیتونی جواب :۴ . ۴ شکل

دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف شده اصلاح روش ٣ . ۴
غیرخطی کسری مرتبه

از و پیشنهاد شده کسری دیفرانسیل معادلات حل کردن برای کودریاشف شده اصلاح روش بخش این در
معادله به غیرخطی جزئی کسری دیفرانسیل معادله تبدیل برای ژوماری اصلاح شده ریمان-لیوویل مشتق

است. شده استفاده غیرخطی معمولی کسری دیفرانسیل
بنجامین-بونا-ماهونی کسری - زمان مکان اصلاح شده معادله جواب در تقریب محاسبه برای روش این از
BBM با اختصار به و ترتیب به که kadomstev-Petviashvili کسری مکان-زمان پتانسیل معادله و
جواب جمله از زیادی دقیق و تحلیلی جواب های درنتیجه است. شده استفاده می دهیم، نشان KP و

آمد. دست به .... و هذلولوی) هیپربولیک(شبه تابع جواب فیبوناتچی، متقارن تابع
جواب های پیداکردن جهت جایگزینی عنوان به آن از می توان و است موثر و قدرتمند روشی روش، این

کرد. استفاده ریاضی فیزیک در کاربردی دیفرانسیل معادلات انواع جدید
پیشنهاد کسری دیفرانسیل معادلات جواب آوردن به دست برای بسیاری عددی و تحلیلی روش های تاکنون
معادلات برای کودریاشف شده اصلاح روش کاربرد روی بر تاکنون اما ببینید). را [٣٢] مثال (برای شده

است. نشده تحقیق کسری دیفرانسیل

کوردیاشف شده اصلاح روش ٣ . ١ . ۴

مفهوم در جزئی کسری دیفرانسیل معادلات حل برای را کودریاشف شده  اصلاح روش بخش، این در
برای گرفتیم. کار به شده ٩]داده ژوماری[٨، توسط که همان گونه ریمان-لیوویل اصلاح شده و مشتق
و BBM کسری مکان-زمان اصلاح شده معادله در را آن روش این سودمندی و اعتبار کردن روشن

می بریم. به کار KP کسری مکان-زمان پتانسیل معادله
می کنیم. ارائه [١٠ ،١۶] طریق به را کوردیاشف اصلاح شده روش مراحل مهم ترین



۵٠ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

P (u, ut, ux, uy, uz, · · · , Dα
t u,D

α
xu,D

α
z u, · · · ) = ٠ (۵۶ . ۴)

هستند. z ،yو x،t به نسبت u اصلاح شده لیوویل ریمان Dαمشتقات
z u و Dα

y u ، Dα
t u، Dα

xu که
بیش ترین مشتقات شامل که است آن مختلف مشتقات و u = u(x, y, z, ..., t) روی چندجمله ای یک P

است. غیرخطی جمله های مرتبه

اول گام ٣ . ٢ . ۴

می کنیم. بررسی زیر فرم به را (۵۶ . ۴) معادله سیار موج جواب

(۵٧ . ۴)

u(x, y, z, · · · , t) = u(ξ), ξ =
kxβ

Γ(١ + β)
+

nyγ

Γ(١ + γ)
+

mzδ

Γ(١ + δ)
+ · · ·+ λtα

Γ(١ + α)

هستند. دلخواه ثابت های λ و k ، n، mکه
می کند. پیدا کاهش زیر غیرخطی دیفرانسیل معادله فرم به (۵۶ . ۴) معادله

G(u, uξ, uξξ, uξξξ, · · · ) = ٠ (۵٨ . ۴)

دوم گام ٣ . ٣ . ۴

باشد: زیر فرم به می تواند (۵٨ . ۴) معادله دقیق جواب که می کنیم فرض

u(ξ) =
N∑
i=٠

aiQ
i(ξ) (۵٩ . ۴)

است. زیر معادله جواب Q تابع و Q =
١

١ ± aξ
که

Qξ = ln a(Q٢ −Q) (۶٠ . ۴)

سوم گام ۴ . ٣ . ۴

باشد. زیر فرم به می تواند (۵٨ . ۴) معادله جواب روش، طبق

u(ξ) = aNQ
N + · · · (۶١ . ۴)



۵١ غیرخطی کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف شده اصلاح روش .٣ . ۴

عبارات مرتبه بالاترین که (u(p)(ξ)r) و ul(ξ)us(ξ) عبارت به توجه با N تعادل عدد مقدار تعیین برای
موازنه دیگر بیان واقع در که داریم را زیر فرمول عبارات این موازنه و هستند (۶١ . ۴) معادله غیرخطی

است. کودریاشف کلاسیک روش به

N =
s− rp

r − l − ١ (۶٢ . ۴)

چهارم گام ۵ . ٣ . ۴

دستگاه و می دهیم قرار صفر مساوی را Qi ضرایب کرده، جایگذاری (۵٨ . ۴) معادله در را (۵٩ . ۴) معادله
می شود. حاصل (۵٨ . ۴) معادله دقیق جواب های دستگاه این حل با می آید. به دست جبری معادله

و Stakhov به وسیله که متقارن هیپربولیک فیبوناتچی توابع بر مبتنی می تواند آمده به دست جواب های
زیر به صورت متقارن فیبوناتچی cos ، sin ، cot ، tan توابع .[٢٧] باشد است، شده مطرح Rozin

شده اند. تعریف

sFs(x) =
ax − a−x

√
۵

cFs(x) =
ax + a−x

√
۵

(۶٣ . ۴)

tanFs(x) =
ax − a−x

ax + a−x
cotFs(x) =

ax + a−x

ax − a−x
(۶۴ . ۴)

کاربردها ۶ . ٣ . ۴

BBM کسری مکان-زمان شده اصلاح معادله ٣ . ٧ . ۴

می بریم به کار زیر فرم به بنجامین-بونا-موهانی مکان-زمان کسری شده اصلاح معادله برای را روش ابتدا

Dα
t u+Dα

xu− vu٢Dα
xu+Dα

t (D
α
t (D

α
t u)) = ٠, (۶۵ . ۴)

است. صفر مخالف دلخواه ثابت یک v و است (x, t) از تابعی u و t > ٠,٠ < α ≤ ١ که
مىٰ گیریم: نظر در هستند، ثابت k, c, ξ٠ آن در که را زیر سیار موج تبدیل

u(x, t) = u(ξ), ξ =
kxα

Γ(١ + α)
+

ctα

Γ(١ + α)
+ ξ٠. (۶۶ . ۴)

شود. تبدیل زیر معمولی دیفرانسیل معادله به (۵۶ . ۴) معادله فوق تبدیل بکارگیری با

cu′ + ku′ − vku٢u′ + k٣u′′′ = ٠. (۶٧ . ۴)



۵٢ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

در می آید. به دست N = ١ تعادل عدد کنیم، موازنه هم با (۶٧ . ۴) معادله در را g٣ و g′′ عبارت اگر
است. زیر به صورت فوق معادله پیشنهادی جواب نتیجه،

g(ξ) = u(ξ) = a٠ + a١Q (۶٨ . ۴)

می آوریم: به دست را زیر مشتقات Q مقدار به توجه با

uξ = ln a(a١Q
٢ − a١Q)

uξξ = (ln a)٢)٢a١Q
٣ − ٣a١Q

٢ + a١Q)

uξξξ = (ln a)٣(۶a١Q
۴ − ١٢a١Q

٣ + ١٢a١Q
٢ + a١Q) (۶٩ . ۴)

قرار صفر مساوی و Qi ضرایب از کدام هر جمع آوری و (۶٧ . ۴) معادله در (۶٩ . ۴) روابط جانشانی با
روند آسانی برای داریم، را زیر ضرایب آن حل با که می شود حاصل جبری معادلات دستگاه آن ها دادن

می گیریم: نظر در ضرایب برای حالت دو کار

اول حالت

a٠ =

√
٣

٢vkk
٣
٢ (ln a), a١ = −

√
۶
vk

k
٣
٢ (ln a), c =

١
٢k(−٢ + k٢(ln a)٢), (٧٠ . ۴)

می آوریم. به دست زیر به صورت را (۶۵ . ۴) معادله جواب و می دهیم قرار معادله(۴ . ۶٨) در را بالا ضرایب

u١(x, t) = (ln a)

√
٣

٢kvk
٣
٢ tanFs(

kxα

٢Γ(١ + α)
+

ctα

٢Γ(١ + α)
+

ξ٠
٢ ), (٧١ . ۴)

u٢(x, t) = (ln a)

√
٣

٢kvk
٣
٢ cotFs(

kxα

٢Γ(١ + α)
+

ctα

٢Γ(١ + α)
+

ξ٠
٢ ). (٧٢ . ۴)

دوم حالت

a٠ = −
√

٣
٢vkk

٣
٢ (ln a), a١ =

√
۶
vk

k
٣
٢ (ln a), c =

١
٢k(−٢ + k٢(ln a)٢), (٧٣ . ۴)

داریم: زیر همانند را (۶۵ . ۴) معادله جواب (۶٨ . ۴) معادله در بالا ضرایب جانشانی با

u٣(x, t) = −(ln a)

√
٣

٢kvk
٣
٢ tanFs(

kxα

٢Γ(١ + α)
+

ctα

٢Γ(١ + α)
+

ξ٠
٢ ), (٧۴ . ۴)

u۴(x, t) = −(ln a)

√
٣

٢kvk
٣
٢ cotFs(

kxα

٢Γ(١ + α)
+

ctα

٢Γ(١ + α)
+

ξ٠
٢ ). (٧۵ . ۴)



۵٣ غیرخطی کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف شده اصلاح روش .٣ . ۴

KP کسری مکان-زمان پتانسیل معادله ٣ . ٨ . ۴

می گیریم. نظر در را زیر KP کسری مکان-زمان پتانسیل معادله

١
۴D

α
t (D

α
t (D

α
t (D

α
t ))) +

٣
٢D

α
xuD

α
x (D

α
xu)) +

٣
۴D

α
y (D

α
y u) +Dα

t (D
α
xu) = ٠, (٧۶ . ۴)

زیر مانند هستند، ثابت k, c, ξ٠ آن در که را زیر سیار موج تبدیل است. ٠ < α ≤ ١, t > ٠ آن در که
داریم:

u(x, t) = u(ξ), ξ =
kxα

Γ(١ + α)
+

lyα

Γ(١ + α)
+

ctα

Γ(١ + α)
+ ξ٠ (٧٧ . ۴)

می شود. تبدیل زیر معمولی دیفرانسیل معادله به (٧۶ . ۴) معادله فوق تبدیل بکارگیری با قبل، مثال مانند

١
۴k

۴u′′′ +
٣
٢k

٣(u′)٢u′′ +
٣
۴ l

٢u′ + kcu′ = ٠ (٧٨ . ۴)

می آید. به دست N = ١ تعادل عدد کنیم، موازنه هم با بالا معادله در را و عبارت اگر

g(ξ) = u(ξ) =
N∑
i=٠

aiQ
i =

١∑
i=٠

aiQ
i = a٠ + a١Q, (٧٩ . ۴)

روابط این جانشانی با داریم. را (۶٩ . ۴) روابط BBM کسری مکان-زمان شده اصلاح معادله مانند
معادلات دستگاه آن ها دادن قرار صفر مساوی و Qi ضرایب از کدام هر جمع آوری و (۶٧ . ۴) معادله در

داریم. را زیر ضرایب آن حل با که می شود حاصل جبری

a٠ = ٠, a١ = −٢k(ln a), c =
−(ln a)٢k۴ − ٣l٢

۴ , (٨٠ . ۴)

می آوریم. به دست (٧۶ . ۴) معادله از را زیر جواب های (٧٩ . ۴) در (٨٠ . ۴) معادله دادن قرار با

u(x, y, t) = −٢k( ١
١ + a

kxα

Γ(١+α)
+ lyα

Γ(١+α)
+ ctα

Γ(١+α)
+ξ٠

). (٨١ . ۴)



۵۴ کسری دیفرانسیل معادلات حل برای کودریاشف روش انواع .۴

گیری نتیجه ۴ . ۴

غیرخطی جزئی دیفرانسیل معادلات از وسیعی طبقه برای سولیتاری موج حل از شیوه ای کودریاشف روش
پایان این در اما کرده اند، بررسی را کودریاشف روش زیادی نویسندگان اخیراً می دهد. قرار ما اختیار در
دقیق جواب های جمع آوری جهت تازگی به روش این می کنیم. ایجاد را کودریاشف روش کلی فرم نامه

است. گرفته قرار توجه مورد مختلف آثار در غیرخطی کسری دیفرانسیل معادلات
تحلیلی جواب های کردن پیدا در مهمی نقش GKM بگیریم نتیجه می توانیم اطلاعات این طبق بر
ملاحظه ای قابل به طور روش این که می کنیم کید تأ همچنین دارد. غیرخطی کسری دیفرانسیل معادلات
این که هستیم عقیده این بر است. اطمینان مورد و موثر هذلولوی شبه تابع جدید راه های کردن پیدا در

کرد اجرا نیز غیرخطی کسری دیفرانسیل معادلات دیگر برای می توان را روش
توسعه جزئی کسری دیفرانسیل معادلات حل برای را کوردیاشف اصلاح شده روش نامه پایان این در
کردیم. پیدا [٣٢ ،٢] در قبلی جواب های مشابه KP مکان-زمان کسری پتانسیل معادله برای دادیم.
شده اصلاح معادله برای فیبوناتچی متقارن و هذلولوی شبه تابع جواب های که گرفت نتیجه می توان
به دست جدید جواب های چون است نشده گزارش تحقیقی هیچ در تاکنون BBM کسری مکان-زمان
شبه جواب های می توانیم باشد a = e اگر همچنین است. متفاوت قبلی جواب های با روش این از آمده
پس است، همگن تعادل اصول برای روش این که آن جایی از کرد. پیدا [٣٢ ،٣] مشابه دیگری هذلولوی
رود. کار به نیز می باشند دارا را همگن تعادل اصل که جزئی کسری دیفرانسیل معادلات دیگر در می تواند
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Abstract Many of around phenomenon in the world are nonlinear and we
can describe them by nonlinear equations. with the help of advanced computers;
solving the linear problems iseasy but in generally, it will be difficult to find the
exact solution of nonlinear problems. In this thesis, our goal is to fined exact solu-
tion of nonlinear fractional differential equations by using of Kudryashov method.
For this goal, we first introduce fractional caculusfunctions and express some of
their properties; then we introduce the concept of derivative and integral with
noninteger order and their relations and properties. Also we explain the classical
Kudryashov method for equations. Finally we solve some type of nonlinear frac-
tional differential equations by using of the generalized and modified Kudryashov
method.

keywords: Fractional calculus, Kudryashov method, Wave equation, Time-fractional
differential equations, The generalized and modified Kudryashov methods
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