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ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضͬ علوم دانشͺده محض ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی رضائͬ لیلا اینجانب
یͷحلقه� در نیم�مرکزی خودتوان عناصر بررسͬ عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتͬ دانشͽاه

مͬ�شوم: متعهد هاشمͬ ابراهیم دکتر راهنمایͬ تحت ،

برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •
است.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیͽر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیͽری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارائه هیچ�جا در امتیازی

نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ “دانشͽاه

رسید.

در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلͬ نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
مͬ�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج مقالات

استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده

دسترسͬ افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده) استفاده (یا رضاਫییافته ঳ࢯ૱نॻ۱۳۹۴یلا

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مͬ�باشد. شاهرود صنعتͬ دانشͽاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این

نمͬ�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
خودتوان�های از کامل متناهͬ مجموعه�ی دارای R حلقه�ی اگر مͬ�کنیم ثابت پایان�نامه این در
که است همبندی حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب R حلقه�ی آنͽاه باشد، اولیه متعامد
�منظم حلقه�ا�ی R اگر که مͬ�دهیم نشان همچنین باشد. بسته ضربͬ آنها M(R) مجموعه�ی دقیقا
مرکزی R حلقه�ی در اولیه خودتوان هر آنͽاه باشد، بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی با (فون�نیومن)
R حلقه�ی در اولیه خودتوان�های همه آنͽاه باشد، نیم�منظم یا نیم�مورثͬ R حلقه�ی اگر ولͬ است
در f و e خودتوان دو آنͽاه باشد، بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی اگر همچنین نیستند. مرکزی

هستند. مزدوج R حلقه�ی
و مͬ�دهند �بولͬ جبر ͷی تشͺیل یͺدار، حلقه�های مرکزی خودتوان�های مجموعه�ی مͬ�کنیم ثابت
مͬ�دهیم. توسیع� هستند، یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های دارای که حلقه�هایͬ برای را نتیجه این
M(R) \ {٠} اگر فقط و اگر است متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی I(R) که مͬ�دهیم نشان
از ناصفر خودتوان هر و char(R) = ٢ و باشد اولیه مرکزی خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی

بنویسیم. R حلقه�ی متعامد اولیه خودتوان�های از حاصل�جمعͬ صورت به بتوانیم را R حلقه�ی
گروه اگر باشد، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی I(R) به�طوری�که ،R منظم حلقه�ی هر برای

است. جابه�جایͬ حلقه��ی ͷی R حلقه�ی آنͽاه باشد، آبلͬ R یͺه�های ضربͬ
اگر re = ere ،r ∈ R پوچ�توان هر برای اگر فقط و اگر e ∈ Sl(R) که مͬ�کنیم ثابت همچنین
f ∈ I(R) خودتوان هر برای اگر فقط و اگر fe = efe ،f ∈ I(R) خودتوان هر برای اگر فقط و

.fe = efe است، یͺریخت e با که
دارد مرکزی اولیه� خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی R حلقه�ی �مͬ�دهیم نشان همچنین
خودتوان�های از متناهͬ حاصل�جمع به�صورت مͬ�توانیم را ناصفر چپ نیم�مرکزی خودتوان هر و
دارای eRe حلقه�ی ،e ∈ Sl(R) ناصفر خودتوان هر برای و بنویسیم متعامد چپ نیم�مرکزی اولیه

است. اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی
نیم�مرکزی خودتوان�های اولیه، خودتوان�های همبند، حلقه�های بولͬ، حلقه�های کلیدی: کلمات

متعامد
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پیش�گفتار

ساندرز چارلز� آمریͺایͬ، جبردان و ریاضیدان توسط حلقه�ها، در خودتوان�ها ویژگͬ�های نخستین
حلقه�ها، در نیم�مرکزی خودتوان�های مورد در مطالعه است. گرفته قرار بررسͬ پیرس[١١]١مورد
ارائه با میلادی، ١٩٨٣ سال در مطالعات این گردید. آغاز میلادی ١٩٧۶ سال از خاص به�طور
٢٠٠٠ سال در شد. دنبال بیرکنمیر٢ توسط نیم�اول“ کاملا ایده�آل�های و ”خودتوان�ها عنوان با مقاله�ای
خودتوان�های جͬ�پارك۵، و جین��یان�͹کم۴ و هزلای٣ و بیرکنمیر توسط دیͽر مقاله�ای ارائه با میلادی
ویژگͬ�های از تعدادی و شدند معرفͬ تقلیل�یافته[١] نیم�مرکزی حلقه�های و تقلیل�یافته نیم�مرکزی
با R متناهͬ حلقه�ی که کرد ثابت میلادی ٢٠٠۶ سال دولزن۶[٣]در گرفت. قرار بررسͬ مورد آنها
و گرور٧[٩] است. موضعͬ حلقه�های از مستقیم حاصل�ضرب ͷی بسته، M(R)ضربͬ مجموعه�ی
R حلقه�ی اگر به�طوری�که آوردند به�دست را دولزن نتیجه�ی تعمیم میلادی ٢٠٠٩ سال در همͺارانش
اگر است بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی آنͽاه باشد، اولیه خودتوا�های از کامل یͷمجموعه�ی دارای
جͬ�هان٨ حالͬ�که، در باشد. همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب R حلقه�ی اگر فقط و
حلقه�ی چند نیست) (متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب ،R حلقه�ی که کردند ثابت همͺارش و [٧]
میلادی ٢٠١٢ سال در نباشد. بسته ضربͬ مͬ�تواند آنها M(R) مجموعه�ی که شماراست همبند
اول حلقه�ی ͷی در نیم�مرکزی ”خودتوان�های بررسͬ به مقاله�ای ارائه با نیتّو١١ کابررا١٠و کابلّو٩،

پرداختند. بسته“ مرکزی به�طور
مͬ�پردازیم. است، نیاز مورد بعد فصول در که پیش�نیازهایͬ و تعاریف بیان به اول فصل در

متناهͬ حاصل�جمع صورت به را ١ بتوانیم که باشد حلقه�ای R اگر مͬ�کنیم ثابت دوم، فصل در
از خودتوان هر آنͽاه باشد، بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی و بنویسیم متعامد اولیه خودتوان�های از
است. همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب ͷی R حلقه�ی و است مرکزی R حلقه�ی

سوال این حال .I(R) ⊆ Z(R) آنͽاه باشد، بسته ضربͬ I(R) مجموعه�ی اگر مͬ�دهیم �نشان
این پاسخ بود؟ M(R)خواهد ⊆ Z(R) آیا باشد، بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی اگر که مͬ�آید پیش
نیم�منظم حلقه�ی R اگر اما M(R) ⊆ Z(R) آنͽاه باشد، (ون�نیومن) منظم حلقه�ی R اگر که است

.M(R) ⊈ Z(R) آنͽاه باشد، نیم�مورثͬ حلقه�ی یا
e ∈ M(R) ناصفر خودتوان هر برای آنͽاه باشد، بسته مجموعه�یM(R)ضربͬ اگر مͬ�کنیم بیان
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١١Nieto
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.(eue)−١ = eu−١e �که eue ∈ U(ere) ،u ∈ U(R) و
اصلͬ ایده��آل�های به اساسا یͺدار حلقه�های به مربوط شرکت�پذیر شبͺه�های در سوم، فصل در

است. شده مرتب شمول رابطه�ی با که {aR|a ∈ R} یعنͬ مͬ�پردازیم، (چپ) راست
(یعنͬ متمم�دار شرکت�پذیر یͷشبͺه تشͺیل ∧ و روابط∨ با {aR|a ∈ R} = {eR|e ∈ I(R)}
R حلقه�ی راست ایده�آل�های شبͺه�ی از زیرشبͺه ͷی این که مͬ�دهد را بولͬ) حلقه�ی یا بولͬ جبر
معمولا که مͬ�دهند را (کامل) شبͺه ͷی تشͺیل همواره R حلقه�ی در راست پوچ�سازهای است.

نیستند. R حلقه�ی راست ایده�آل�های از زیرشبͺه�ای
B(R) = Z(R) ∩ I(R) صورت این در باشد، مرتب جزئا مجموعه�ی ͷی (I(R),≤) اگر
sup{e, f} = e + و inf{e, f} = ef روابط با که است مرکزی خودتوان�های همه از مجموعه�ای
جبر ͷی تشͺیل ( e ⊞ f = e + f − ٢ef = (e − f)٢ خاص جمع و حلقه�ها ضرب (با f − ef

مͬ�دهد. را متمم�دار) شرکت�پذیر شبͺه ͷی یا و بولͬ حلقه�ی ͷی همچنین (و بولͬ
کران بزرگترین دارای f و e خودتوان دو (I(R),≤) مرتب جزئا مجموعه�ی در مͬ�دهیم نشان
خودتوان�های f و e اگر فقط و اگر inf{e, f} ∈< e, f >s که هستند بالا کران کوچͺترین و پایین

باشند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر
فقط و اگر هستند جابه�جاپذیر یافته تعمیم (I(R),≤)مرتب جزئا مجموعه�ی خودتوان�های همچنین

باشد مرکزی I(R) مجموعه�ی خودتوان هر اگر
مجموعه�ی آنͽاه باشد، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی اگر که مͬ�کنیم بررسͬ چهارم، فصل در

نیست. درست آن عͺس اما است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی M(R)در

باشد بسته ضربͬ I(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی همچنین
.I(R) ⊆ Z(R) اگر وفقط اگر

درست است ممͺن آن عͺس اما I(R) ⊆ Z(R) آنͽاه باشد، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی اگر
است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی که مͬ�دهیم نشان همچنین .( Z٣ ⊕ Z٣ ⊕ Z٣ مثال (به�طور نباشد
M(R) مجموعه�ی همچنین .char(R) = ٢ و باشد جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر
متعامد خودتوان�های همه�ی مجموعه�ی M(R) اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در

باشد. اولیه دوبه�دو
I(R) اگر که مͬ�کنیم ثابت .I(R) ̸= {٠} مجموعه�ی که باشد حلقه�ای R مͬ�کنیم فرض
دارد. وجود اولیه خودتوان کوچͺترین آنͽاه باشد، R حلقه�ی از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی
اگر فقط و اگر است R حلقه�ی از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی I(R) مͬ�دهیم نشان همچنین
حلقه�ی و char(R) = ٢ که باشد مینیمال مرکزی ازخودتوان�های کامل {٠}\M(R)یͷمجموعه�ی

باشد. اساسͬ کاملا R

آبلͬ گروه G اگر است، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی I(R) که R منظم حلقه�ی برای همچنین
است. جابه�جایͬ R حلقه�ی آنͽاه باشد، R حلقه�ی یͺه�های

هر برای اگر فقط و اگر است چپ نیم�مرکزی e ∈ R خودتوان که مͬ�دهیم نشان پنجم، فصل در
هستند. معادل زیر شرایط که مͬ�کنیم بیان همچنین .ae = eae ،a ∈ R
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است. (راست) چپ نیم�مرکزی ،e ∈ R (١)خودتوان
.(er = ere) re = ere ،r ∈ U(R) هر (٢)برای

.(er = ere) re = ere ،r ∈ R پوچ�توان� هر برای (٣)
است. خودتوان ͷی (ef) fe ،f ∈ R خودتوان هر (۴)برای

.(fe = efe) ef = efe ،f ∈ R خودتوان هر (۵)برای
.(ef = efe)fe = efe است، یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر (۶)برای

باشد، مثبت صحیح مقدار n به�طوری��که است یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر (٧)برای
.((ef)n = (efe)n ) (fe)n = (efe)n

مͬ�کنیم: ثابت
مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی (١)

باشد. متعامد (Mr(R))Ml(R)

را R/N حلقه�ی در خودتوان�ها که باشد R حلقه�ی از ایده�آل ͷی N ⊆ J(R) مͬ�کنیم (٢)فرض
ببریم. بالا R حلقه�ی به مͬ�توانیم

( Sr(R/N) ) Sl(R/N) مجموعه�ی آنͽاه باشد، جابه�جایͬ (Sr(R)) Sl(R) مجموعه�ی اگر آ.
مجموعه�ی در (Sr(R)) Sl(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R/N) مجموعه�ی در

باشد. جمع�پذیر I(R)

(Ml(R/N)) Ml(R/N) مجموعه�ی آنͽاه باشد، جابه�جایͬ ( Mr(R)) Ml(R) مجموعه�ی ب.اگر
مجموعه�ی در (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی اگر وفقط اگر است جمع�پذیر I(R/N) مجموعه�ی در

باشد. جمع�پذیر I(R)

مͬ�کنیم: بررسͬ ادامه، در
چپ نیم�مرکزی اولیه خودتوان�های حاصل�جمع ،R حلقه�ی از ناصفر چپ مرکزی نیم خودتوان هر که
کامل مجموعه�ی دارای eRe حلقه�ی ،e ∈ R ناصفر خودتوان هر برای و است R حلقه�ی از متعامد

است. مرکزی اولیه خودتوان�های از
از کامل مجموعه�ی هر و است اولیه خودتوان�های از T کامل مجموعه�ی دارای R حلقه�ی (٢)
مرکزی اولیه خودتوان�های همه�ی شامل T مجموعه�ی و دارد وجود T در مرکزی اولیه خودتوان�های

است. R حلقه�ی
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١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

پیش�نیاز مفاهیم و تعاریف ١.١

هرگاه مͬ�نامیم، خودتوان را a عنصر .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١.١.١ تعریف
خودتوان�های تمام مجموعه�ی .a ̸= ١ و a ̸= ٠ هرگاه �مͬ�نامیم، نابدیهͬ را a خودتوان .a٢ = a

مͬ�دهیم. نمایش I(R)علامت با را ناصفر غیریͺه

هرگاه مͬ�نامیم، متعامد را e, f ∈ R خودتوان دو باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.١.١ تعریف
.ef = fe = ٠

هر برای هرگاه مͬ�نامیم، متعامد را R حلقه�ی خودتوان�های از S مجموعه�ی .٣.١.١ تعریف
.ef = fe = ٠ ،e, f ∈ R

آن نتوانیم هرگاه �مͬ�نامیم، اولیه را e ∈ R خودتوان باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.١.١ تعریف
خودتوان�های تمام شامل مجموعه�ا�ی بنویسیم. ناصفر متعامد خودتوان دو حاصل�جمع صورت به را

مͬ�دهیم. علامتM(R)نمایش با را R صفر و اولیه

یͷمجموعه�ی Rرا حلقه�ی در اولیه خودتوان�های از S متعامد و متناهͬ مجموعه�ی تعریف١.١.۵.
شود. ١R برابر آن اعضای مجموع هرگاه مͬ�نامیم، اولیه خودتوان�های از کامل

اولیه خودتوان�های از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ ٢.١

�مͬ�نامیم، بسته ضربͬ را R حلقه��ی از زیرمجموعه�ای باشد. حلقه ͷی R فرضکنیم .١.٢.١ تعریف
باشد. بسته حلقه ضرب عمل به نسبت هرگاه



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

eR هرگاه ��مͬ�نامیم، یͺریخت را f و e خودتوان دو باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف
باشند. یͺریخت راست R-مدول عنوان به fR و

را R حلقه�ی چپ جیͺوبسن رادیͺال این�صورت در باشد. حلقه ͷی R فرضکنیم .٣.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم تعریف چنین

Jl(R) =
∩
m

m

را R حلقه�ی راست جیͺوبسن رادیͺال ترتیب همین به است. چپ ماکسیمال ایده�آل m آن در که
مͬ�کنیم تعریف نیز

Jr(R) =
∩
m

m

است. راست ماکسیمال ایده�آل m آن در که

را خانواده این حاصل�جمع باشد. R-مدول�ها از ناتهͬ خانواده�ای {Mi}i∈I کنیم فرض قرارداد:
مͬ�دهیم: نمایش زیر صورت ⊕به

i∈I

Mi = {(xi) : xi ∈ Mi و ناصفرند xiها از متناهͬ تعداد }

خانواده این حاصل�ضرب باشد. R-مدول�ها از ناتهͬ خانواده�ای {Mi}i∈I کنیم فرض قرارداد:
مͬ�دهیم: نمایش زیر صورت به ∏را

i∈I

Mi = {(xi) : xi ∈ Mi, i ∈ I هر {برای

چپ صفر مقسوم�علیه ͷی را a �عنصر .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
صفر مقسوم�علیه مشابه به�طور .ax = ٠ که باشد داشته وجود x ∈ R ناصفر عنصر هرگاه مͬ�نامیم،
یͷمقسوم�علیه یا a هرگاه مͬ�نامیم، صفر یͷمقسوم�علیه را a ∈ R عنصر تعریفمͬ�کنیم. را راست
دو� صفر مقسوم�علیه ͷی را a ∈ R عنصر همچنین . باشد راست صفر مقسوم�علیه ͷی یا چپ صفر

باشد. راست صفر مقسوم�علیه هم و چپ صفر مقسوم�علیه ͷی هم a هرگاه �مͬ�نامیم، طرفه

خاص حالت در مͬ�کنیم، معنͬ ef = fe = e را (f ≥ e یا ) e ≤ f ،≤ رابطه در قرارداد:
مͬ�کنیم. معنͬ e ̸= f و e ≤ f را ( f > e (یا e < f

و صفر بین خودتوانͬ هیچ ≤ رابطه با هرگاه �مͬ�نامیم، مینیمال را e ناصفر خودتوان .۵.٢.١ تعریف
باشد. نداشته وجود e



٣ اولیه خودتوان�های از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ .٢.١

تولید متناهͬ راست ایده�آل�های همه هرگاه �مͬ�نامیم، راست نیم�مورثͬ را R حلقه�ی .۶.٢.١ تعریف
را R حلقه�ی مͬ�کنیم. تعریف را چپ �نیم�مورثͬ حلقه�ی مشابه به�طور باشند. تصویری آن شده

چپ. نیم�مورثͬ هم باشد راست نیم�مورثͬ هم هرگاه مͬ�نامیم، نیم�مورثͬ

وجود b ∈ R عنصر ،a ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم، �(ون�نیومن) منظم Rرا حلقه�ی تعریف٧.٢.١.
.a = aba که باشد داشته

باشد. منظم R/J(R) حلقه هرگاه �مͬ�نامیم، نیم�منظم را R حلقه�ی .٨.٢.١ تعریف

باشد. نداشته دیͽری خودتوان ͷی و صفر جز هرگاه �مͬ�نامیم، همبند را R حلقه�ی .٩.٢.١ تعریف

وارون�پذیر را R حلقه�ی از a عنصر .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف
وارون�پذیر مشابه به�طور .ab = ١ که باشد داشته وجود R از b مانند عضوی هرگاه مͬ�نامیم، راست
راست وارون�پذیر ͷی a هرگاه مͬ�نامیم، وارون�پذیر را R حلقه�ی از a عنصر مͬ�کنیم. تعریف را چپ
a هرگاه مͬ�نامیم، دوطرفه وارون�پذیر ͷی را a ∈ R عنصر همچنین باشد. چپ وارون�پذیر ͷی یا
نمایش U(R) با را R وارون�پذیر عناصر مجموعه راست. وارون�پذیر هم و باشد چپ وارون�پذیر هم

مͬ�دهیم.

مͬ�دهیم. (R)M٢نمایش با را R روی ٢× ٢ ماتریس�های تمام حلقه�ی داد: قرار

مͬ�نامیم، مرکزی را R حلقه�ی از x عنصر .x ∈ R و باشد حلقه ͷی R فرضکنیم .١١.٢.١ تعریف
و مͬ�نامیم R حلقه�ی مرکز را R مرکزی عناصر تمام مجموعه�ی .xg = gx ،g ∈ R هر برای هرگاه

مͬ�دهیم. نمایش زیر به�صورت
Z(R) = {x ∈ R|xg = gx, g ∈ R}

حلقه�ی از عضو هر با که Rاست حلقه�ی از اعضایͬ تمام مجموعه�ی حلقه، مرکز دیͽر، به�عبارت
�شود. جابه�جا R

راست پوچ�ساز باشد. R حلقه�ی از زیرمجموعه�ای X و حلقه ͷی R کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نمایش annr(X)علامت با را X مجموعه�ی

annr(X) = {a ∈ R|Xa = ٠}

تعریف زیر صورت به و نمایشمͬ�دهیم annl(X)علامت با Xرا چپمجموعه�ی پوچ�ساز همچنین
مͬ�کنیم.

annl(X) = {a ∈ R|aX = ٠}



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

R/N حلقه�ی در x خودتوان گوییم باشد. R حلقه�ی در ایده�آلͬ N کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف
تحت آن تصویر به�طوری�که باشد داشته وجود e ∈ I(R) هرگاه ببریم، بالا R حلقه�ی به مͬ�توانیم را

شود. x با برابر طبیعͬ، نͽاشت

تصویر اما ٣+N ∈ I(R/N) .N =< ۶ > و صحیح اعداد حلقه�ی R فرضکنیم .١۴.٢.١ مثال
نیست. ٣+N با برابر ،R −→ R/N طبیعͬ نͽاشت تحت R حلقه�ی در خودتوانͬ عضو هیچ

باشد. Z٢ میدان بر ٢× ٢ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی R کنیم فرض .١۵.٢.١ مثال

J(R) =

{(
٠ ٠
٠ ٠

)
,

(
٠ ١
٠ ٠

)}
ببریم. بالا R حلقه�ی به مͬ�توانیم را R/J(R) حلقه�ی خودتوان�های

خودتوان�ها از شبͺه�هایͬ با حلقه�هایͬ ٣.١

و بالا کران کوچͺترین دارای عناصر از جفت هر آن در که Lمرتب جزئا مجموعه .١.٣.١ تعریف
a بالای کران کوچͺترین آنͽاه ،a, b ∈ L اگر مͬ�نامیم، (مشبͺه) شبͺه را باشد پایین کران بزرگترین
را b و a پایین کران بزرگترین مͬ�نامیم. b و a پیوند) (یا ”وست“ و مͬ�دهیم نمایش a ∨ b با را b و

مͬ�نامیم. b و a ”رسند“ و مͬ�دهیم نمایش a ∧ b با

.b ≤ a یا a ≤ b داریم b و a هر برای زیرا است. شبͺه ͷی (R,≤) مرتب مجموعه .٢.٣.١ مثال
.sup{a, b} = b و inf{a, b} = aپس a ≤ b مͬ��کنیم فرض حال

∨ بنابراین است. L از عضوی a ∨ b آنͽاه ،a, b ∈ L اگر باشد. شبͺه ͷی L کنیم فرض قرارداد:
این�صورت در است. L روی دوتایͬ عمل ͷی نیز ∧ مشابه به�طور است. L روی دوتایͬ عمل ͷی

مͬ�دهیم. نمایش (L,∧,∨)به�صورت را L شبͺه

زیر شرایط در ∧ و ∨ دوتایͬ اعمال a, b, c ∈ L هر برای آنͽاه باشد، شبͺه ͷی L اگر .٣.٣.١ قضیه
مͬ�کنند: صدق

.a ∨ b = b ∨ a و a ∧ b = b ∧ a یعنͬ است، جابه�جا�پذیر (L,∧,∨) (الف)
(a ∧ b) ∧ c = a ∧ (b ∧ c)و(a ∨ b) ∨ c = a ∨ (b ∨ c) یعنͬ است، شرکت�پذیر (L,∧,∨)(ب)

.a ∨ (a ∧ b) = a و a ∧ (a ∨ b) = a یعنͬ است، برقرار (L,∧,∨) در جذبͬ (ج)قوانین
a ∧ a = a و a ∨ a = a یعنͬ است، برقرار (L,∧,∨) در خودتوانͬ قوانین (د)

است. شبͺه ͷی (R, sup, inf) .۴.٣.١ مثال

M مجموعه�ی مͬ�گیریم. نظر در را M ⊆ L ناتهͬ مجموعه�ی و (L,∧,∨) شبͺه .۵.٣.١ تعریف
باشد. شبͺه ͷی ∧ و ∨ اعمال تحدید با Mهمراه هرگاه مͬ�نامیم، L زیرشبͺه را



۵ خودتوان�ها از شبͺه�هایͬ با حلقه�هایͬ .٣.١

این�صورت در ،X = {١,٢, · · · , n} اگر نظرمͬ�گیریم. در را (R,≤) شبͺه (١) .۶.٣.١ مثال
هستند. آن زیرشبͺه�های (X,≤) و (N,≤) و (Z,≤)

اگر ولͬ است (N, |) زیرشبͺه (Dn, |) آنͽاه ،Dn = {k ∈ N : k|n} اگر n ∈ N هر برای (٢)
نیست. (N, |) زیرشبͺه (X, |) آنͽاه ،X = {١,٢, · · · , n}

نیست. (P (X),∩,∪) Mزیرشبͺه = {∅, {١}, این�صورت{{٢} در X = {١,٢,٣} اگر (٣)

باشیم داشته a, b, c ∈ L هر برای هرگاه مͬ�نامیم، شرکت�پذیر را L شبͺه .٧.٣.١ تعریف

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)وa ∨ (b ∧ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

است. شرکت�پذیر (P (X),∩,∪) شبͺه .٨.٣.١ مثال

اگر باشد. ٠ عضو کوچͺترین و ١ عضو بزرگترین با شبͺه ͷی L کنیم فرض .٩.٣.١ تعریف
.a ∨ ٠ = a و a ∧ ١ = a داریم بنابراین .٠ ≤ a ≤ ١ آنͽاه ،a ∈ L

a ∈ L هر برای هرگاه مͬ�نامیم، متمم�دار شبͺه را ٠ عضو کوچͺترین و ١ عضو بزرگترین با L شبͺه
.a ∨ a′ = ١ و a ∧ a′ = ٠ به�طوری�که باشد داشته وجود a′ عضو

باشد شرکت�پذیر و متمم�دار که ٠ عضو کوچͺترین و ١ عضو بزرگترین با شبͺه�ای .١٠.٣.١ تعریف
مͬ�نامیم. بولͬ جبر را

است. بولͬ جبر (P (X),∩,∪) شبͺه .١١.٣.١ مثال

باشد. مرکزی آن خودتوان هر هرگاه �مͬ�نامیم، آبلͬ را R حلقه�ی .١٢.٣.١ تعریف

نیم�گروهͬ مͬ�نامیم. نیم�گروه را باشد شرکت�پذیر ∗ آن در که (A, جبری(∗ ساختمان تعریف١٣.٣.١.
را باشد وارون دارای آن عضو هر که را تͺواره�ای مͬ�نامیم. تͺواره را باشد همانͬ عنصر دارای که

مͬ�نامیم. گروه

< e, f >s به�صورت را حلقه از ضربͬ تͺواره از نیم�گروهͬ زیر f و e خودتوان دو برای قرارداد:
مͬ�دهیم. نمایش

مͬ�نامیم. e متمم را e′ = ١− e ،e خودتوان برای .١۴.٣.١ تعریف

مقدار کمترین این�صورت در باشند. R حلقه�ی از خودتوان دو f و e کنیم فرض .١۵.٣.١ تعریف
برای جابه�جایͬ شاخص را (ef)ne = (fe)nf یا (ef)n = (fe)n که n مانند مثبت صحیح

مͬ�نامیم. f و e خودتوان�های



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

عناصر همه�ی هرگاه مͬ�نامیم، بولͬ را R حلقه�ی باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١۶.٣.١ تعریف
باشند. خودتوان آن

مثبت صحیح مقدار هرگاه �مͬ�نامیم، یافته تعمیم جابه�جاپذیر را f و eخودتوان�های تعریف١٧.٣.١.
.(ef)ne = (fe)nf یا (ef)n = (fe)n که باشد داشته وجود n مانند

R حلقه�ی هرگاه مͬ�نامیم، تقلیل�یافته را R حلقه�ی باشد. حلقه ͷی R فرضکنیم .١٨.٣.١ تعریف
.a = ٠ آنͽاه ،a٢ = ٠ اگر دیͽر عبارتͬ به یا باشد نداشته ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ

حلقه�ها در خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ۴.١

مشخصه را n مانند مثبت صحیح مقدار کوچͺترین باشد. حلقه ͷی R فرضکنیم .١.۴.١ تعریف
n ∈ N اگر مͬ�دهیم. نمایش char(R) با را آن و n.x = ٠،x ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم، حلقه

.char(R) = ٠ که �گوییم آنͽاه n.x = ٠ ،x ∈ R هر برای که باشد نداشته وجود

این�صورت در باشد، یͺدار حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢.۴.١ نتیجه
char(R) = {n ∈ N|n · ١ = ٠}

،e ̸= f که e, f ∈ Rهر برای هرگاه مͬ�نامیم، جمع�پذیر را I(R) مجموعه�ی .٣.۴.١ تعریف
. ef = −fe دیͽر عبارت به یا e+ f ∈ I(R)

است. پذیر جمع I(R) آنͽاه باشد، بولͬ حلقه�ی ͷی R اگر .۴.۴.١ مثال

هر برای هرگاه مͬ�نامیم، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در M(R)را مجموعه�ی .۵.۴.١ تعریف
. e+ f ∈ I(R) ،(e ̸= f) e, f ∈ M(R)

باشد، موضعͬ حلقه�های از مستقیم حاصل�ضرب یا بولͬ حلقه�ی ͷی R حلقه�ی اگر .۶.۴.١ مثال
است. جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی M(R)در مجموعه�ی آنͽاه

صورتحاصل�جمعͬ به را e بتوانیم هرگاه مͬ�نامیم، اساسͬ کاملا را e ناصفر خودتوان تعریف١.۴.٧.
بنویسیم. متعامد دوبه�دو اولیه�ی خودتوان�های از

اساسͬ کاملا آن خودتوان�های همه�ی هرگاه �مͬ�نامیم، اساسͬ کاملا را R حلقه��ی .٨.۴.١ تعریف
باشند.

مͬ�دهیم. نمایش T٢(Z٢) با را Z٢ روی مثلثͬ بالا ٢× ٢ ماتریس�های تمام حلقه�ی قرارداد:



٧ حلقه ͷی در نیم�مرکزی خودتوان�های .۵.١

حلقه�ها�ی T٢(Z٢) همچنین و موضعͬ حلقه�های از متناهͬ تعداد حاصل�ضربمستقیم .٩.۴.١ مثال
هستند. اساسͬ کاملا

وجود u ∈ U(R) عنصر ،a ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم، یͺه-منظم را R حلقه�ی .١٠.۴.١ تعریف
.a = aua که باشد داشته

باشد داشته وجود r ∈ R ،a ∈ Rهر برای هرگاه مͬ�نامیم، منظم قویا را R حلقه�ی .١١.۴.١ تعریف
.a = ra٢ طوری�که به

متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی I(R) به�طوری�که باشد حلقه ͷی R �کنیم فرض .١٢.۴.١ تعریف
تعداد یͺتای حاصل�جمع صورت به مͬ�توانیم را e ∈ I(R) ناصفر خودتوان هر این�صورت در باشد.
را آن و مͬ�نامیم e طول را یͺتا تعداد این که بنویسیم R حلقه�ی متعامد اولیه خودتوان�های از متناهͬ

مͬ�دهیم. نمایش L(e) با

ناصفرها همه�ی از مجموعه�ای بیانͽر X یا X(R) باشد. حلقه ͷی R فرضکنیم .١٣.۴.١ تعریف
روی بر G گروه عمل باشد. R یͺه�های همه�ی گروه بیانͽر G یا G(R) باشد. R یͺه�های غیر و

مͬ�نامیم. منظم عمل را (g, x) −→ gx ضابطه با X مجموعه�ی

تعریف زیر به�صورت را X روی G منظم عمل تحت x مدار ،x ∈ X هر برای .١۴.۴.١ تعریف
مͬ�کنیم.

O(x) = {gx|∀g ∈ G}

حلقه ͷی در نیم�مرکزی خودتوان�های ۵.١

مͬ�نامیم، R در چپ مرکزی نیم را e ∈ R خودتوان باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١.۵.١ تعریف
.eR = eRe هرگاه مͬ�نامیم، R در راست مرکزی نیم را e ∈ R خودتوان و Re = eRe هرگاه
مجموعه�ی و مͬ�دهیم نمایش Sl(R) با را R در چپ نیم�مرکزی خودتوان�های همه�ی مجموعه�ی

مͬ�دهیم. نمایش Sr(R) با را R در راست نیم�مرکزی خودتوان�های همه�ی

،e, f ∈ S هر برای هرگاه �مͬ�نامیم، جابه�جایͬ را R حلقه�ی از S زیرمجموعه�ی .٢.۵.١ تعریف
.ef = fe

و c ̸= ٠ هرگاه �مͬ�نامیم، R در مرکزی اولیه را R حلقه�ی از c مرکزی خودتوان .٣.۵.١ تعریف
بنویسیم. R در ناصفر متعامد مرکزی خودتوان دو حاصل�جمع صورت به را c نتوانیم



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

بین سره�ای ایده�آل هیچ هرگاه �مͬ�نامیم، ماکسیمال را R حلقه�ی از M سره ایده�آل .۴.۵.١ تعریف
داشته ماکسیمال ایده�آل ͷی دقیقا که R جابه�جایͬ حلقه��ی هر همچنین باشد. نداشته وجود R Mو

�مͬ�نامیم. موضعͬ را باشد

باشد. چپ آرتینͬ حلقه�ی ͷی R/J(R) هرگاه مͬ�نامیم، نیم�موضعͬ را R حلقه�ی .۵.۵.١ تعریف
است.) R حلقه�ی جیͺوبسن رادیͺال ،J(R) از (منظور

n ∈ N هرگاه �مͬ�نامیم، پوچ�توان را a عنصر .a ∈ R و باشد Rیͷحلقه فرضکنیم تعریف١.۶.۵.
مͬ�دهیم. نمایش nil(R) با را R توان پوچ عناصر مجموعه . an = ٠ که طوری به باشد داشته وجود

باشد. پوچ�توان I عناصر تمام هرگاه �مͬ�نامیم، پوچ را R حلقه�ی از I ایده�آل .٧.۵.١ تعریف

اشتراک به�صورت را R )حلقه�ی (چپ راست اولیه خودتوان�های همه�ی مجموعه�ی .٨.۵.١ تعریف
حلقه�ی اولیه خودتوان�های مجموعه�ی راست(چپ)حلقه�یRبا نیم�مرکزی خودتوان�های مجموعه�ی
Ml(R))نمایش = M(R) ∩ Sl(R)) Mr(R) = M(R) ∩ Sr(R) به�صورت و مͬ�کنیم بیان R

مͬ�دهیم.



٢ فصل

از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ
اولیه خودتوان�های

از متناهͬ حاصل�جمع صورت به را ١ بتوانیم که باشد حلقه�ای R اگر مͬ�کنیم ثابت فصل، این در
خودتوان این�صورتهر در باشد، بسته مجموعه�یM(R)ضربͬ و بنویسیم متعامد اولیه خودتوان�های
است. همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب ͷی R حلقه�ی و است مرکزی R حلقه�ی از
سوال این حال .I(R) ⊆ Z(R) آنͽاه باشد، بسته ضربͬ I(R) مجموعه�ی اگر مͬ�دهیم �نشان
این پاسخ بود؟ M(R)خواهد ⊆ Z(R) آیا باشد، بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی اگر که مͬ�آید پیش
نیم�منظم حلقه�ی R اگر اما M(R) ⊆ Z(R) آنͽاه باشد، (ون�نیومن) منظم حلقه�ی R اگر که است

.M(R) ⊈ Z(R) آنͽاه باشد، نیم�مورثͬ حلقه�ی یا
e ∈ M(R) ناصفر خودتوان هر برای آنͽاه باشد، بسته مجموعه�یM(R)ضربͬ اگر مͬ�کنیم بیان

.(eue)−١ = eu−١e �که eue ∈ U(ere) ،u ∈ U(R) و

همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب ١.٢

همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم صورتحاصل�ضرب به که را بخشمشخصاتحلقه�هایͬ این در
مͬ�دهیم. ارائه را مͬ�شوند نوشته

مͬ�کنیم. بررسͬ را بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی عناصر مقدماتͬ خصوصیات از بعضͬ ابتدا در

هر برای باشد. بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی با حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .١.١.٢ لم
داریم: e, f ∈ M(R)

.e ∈ (١− f)R(١− f) و f ∈ (١− e)R(١− e) بویژه .fe = ٠ آنͽاه ،ef = ٠ اگر (١)
آنͽاه: ،ef ̸= ٠ اگر (٢)

.fef = f و efe = e الف.
.gf = ٠ اگر فقط و اگر ge = ٠ ،g ∈ M(R) هر برای ب.



١٠ اولیه خودتوان�های از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ .٢

.fe = fefe = ٠ آنͽاه ،ef = ٠ اگر (١) برهان.
و است اولیه e خودتوان و efeR ⊆ eR آنجایͬ�که ا�ز .efe ̸= ٠ آنͽاه ،ef ̸= ٠ اگر الف. (٢)

استدلال با .efe = e بنابراین .Refe = Re مشابه، طور به .efeR = eR بنابراین ،efe ∈ M(R)

.fef = f مشابه،
از استفاده با سپس ،ge = ٠ که باشد داشته وجود g ∈ M(R) و ef ̸= ٠ که مͬ�کنیم فرض ب.

داریم: بالا خاصیت
gef = ٠ =⇒ efg = ٠ =⇒ fefg = ٠ =⇒ fg = ٠ =⇒ gf = ٠

داریم. را برگشت اثبات مشابه، استدلال با که

هستند: معادل زیر گزاره�های آنͽاه باشد، خودتوان عنصر ͷی e اگر .٢.١.٢ لم
،e ∈ Z(R) (١)
،eR = Re (٢)

مͬ�شود. جابه�جا R حلقه�ی از eریختͺی خودتوان هر با e (٣)

است. بدیهͬ f = ١− eفرض با ١ =⇒ ٣ و ١ =⇒ ٢ اثبات برهان.
خودتوان�های e+ fre و e+ erf همچنین و f = ١− e مͬ�کنیم فرض ،r ∈ R هر برای ٢ =⇒ ١
به�طور و er = ere که مͬ�دهد نتیجه erf ∈ Ref = ٠ ،r ∈ R هر برای باشند. e با یͺریخت

.er = re ،r ∈ R هر برای بنابراین .re = ere که مͬ�دهد نتیجه fre ∈ feR = ٠ مشابه،
خودتوان�های e+ fre و e+ erf همچنین و f = ١− e مͬ�کنیم فرض ،r ∈ R هر ٣برای =⇒ ١

داریم فرض بنابر باشند. e با یͺریخت
e(e+ erf) = (e+ erf)eوe(e+ fre) = (e+ fre)e

٢ =⇒ ١ اثبات به توجه با که fre = ٠ و erf = ٠ خلاصه، به�طور .fe = ef = ٠ چون که
.er = ere = re

مرکزی e خودتوان آنͽاه شود، جابه�جا آن با یͺریخت خودتوان هر با e خودتوان اگر .٣.١.٢ لم
شود، جابه�جا M(R) مجموعه�ی در دیͽر خودتوان هر با e خودتوان اگر خاص، حالت در است.

است. مرکزی e ∈ M(R) خودتوان آنͽاه

داشت. خواهیم را اثبات لم٢.١.٢، به توجه با برهان.

�کنیم. اثبات را بخش این نتیجه اصلͬ�ترین مͬ�توانیم حالا

اگر فقط و اگر است همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب R حلقه�ی .۴.١.٢ قضیه
خودتوان�های از کامل متناهͬ مجموعه ͷی دارای R حلقه�ی و باشد بسته ضربͬ M(R) مجموعه

باشد. اولیه متعامد

از کامل متناهͬ مجموعه ͷی دارای R حلقه�ی و باشد بسته ضربͬ M(R) مجموعه اگر برهان.
از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب R حلقه�ی که است بدیهͬ آنͽاه باشد، متعامد اولیه خودتوان�های

است. همبند حلقه�های



١١ همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب .١.٢

نشان باید آنͽاه باشد، همبند حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب R حلقه�ی اگر برعͺس،
خودتوان�های از کامل متناهͬ حلقه�یRداراییͷمجموعه استو بسته M(R)ضربͬ مجموعه دهیم
لم مشاهده با و هستند مرکزی اولیه، خودتوان�های که مͬ�دهیم نشان فقط که است متعامد اولیه
،ef = ٠ اگر .ef = fe ،e, f ̸= ٠ که e, f ∈ M(R) هر برای که دهیم نشان است کافͬ ،٢.١.٢
که e١ + e٢ + · · · + en = ١ و ef ̸= ٠ مͬ�کنیم فرض بنابراین .fe = fefe = ٠ آنͽاه
یعنͬ e = e(e١+ · · ·+en) این�رو از است. اولیه خودتوان�های از متعامد مجموعه�ا�ی {e١, · · · , en}
هر برای ١.١.٢ لم بنابر همچنین و ejei = ٠ آنجایͬ�که از .eei ̸= ٠ که دارد وجود ١ ≤ i ≤ n

به�طور ،eie ̸= ٠ آنجایͬ�که از همچنین .e = eei این�صورت در ،eje = ٠ ،١ ≤ j ≤ n ،j ̸= i

و eif = ef ̸= ٠ آنͽاه ei = eieei = eei = e ،١.١.٢ لم بنابر دوباره .e = eie کنیم فرض مشابه،
.f = ei = e همچنین

متعامد R حلقه�ی در متمایز اولیه خودتوان دو هر که کردیم ثابت ،۴.١.٢ قضیه در .۵.١.٢ تذکر
دو f و e اگر اصل، در هستند. مرکزی اولیه، خودتوان�های این�که با است معادل این که هستند
بنابراین ،eR = efR = feR = fR آنͽاه ،ef ̸= ٠ به�طوری�که باشند اولیه جابه�جایͬ خودتوان

.e = f

نداشته را خودتوان�ها از نامتناهͬ متعامد مجموعه�ی هیچ R حلقه�ی اگر که مͬ�بینیم سادگͬ به
عͺس اما است اولیه متعامد خودتوان�های از کامل متناهͬ مجموعه�ی دارای R حلقه�ی آنͽاه باشد،

نیست. درست آن
مستقیم (R)M٢متناهͬ به�طوری�که باشد نداشته صفری مقسوم�علیه هیچ R حلقه�ی کنیم فرض
M٢(R) رو این از (ba ̸= ١ اما ab = ١ به�طوری�که دارد وجود a, b ∈ M٢(R) نباشد.(یعنͬ
مقسوم�علیه هیچ R حلقه�ی حالͬ�که در است متعامد خودتوان�های از نامتناهͬ مجموعه�ی ͷی شامل
در اولیه خودتوان�های از کامل متعامد مجموعه ͷی

{(
١ ٠
٠ ٠

)
,
(

٠ ٠
٠ ١

)}
مجموعه�ی ندارد. صفری

و باشد بسته ضربͬ M(R) مجموعه اگر که داریم ،۴.١.٢ قضیه مشاهده با اما است. M٢(R)

R حلقه�ی آنͽاه باشد، اولیه متعامد خودتوان�های از کامل متناهͬ مجموعه�ی ͷی دارای R حلقه�ی
نیست. خودتوان�ها از نامتناهͬ متعامد مجموعه دارای

ͷی H = {a ∈ U(R)|eae ∈ U(eRe)} مجموعه�ی آنͽاه ،e ∈ I(R) خودتوان اگر .۶.١.٢ قضیه
است. گروه

دهیم نشان باید باشد. داشته وجود H مجموعه�ی در دلخواهͬ b و a مͬ�کنیم فرض برهان.
،e+(١− e)b ∈ U(R) و e+(١− e)a ∈ U(R) که دارد وجود e ∈ I(R)پس است. ba−١ ∈ H

.ba−١ ∈ H بنابراین ،e+ (١− e)ba−١ ∈ U(R)این�صورت در

است. یͺه مینیمال، خودتوان هر آنͽاه باشد، بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی اگر .٧.١.٢ قضیه
هستند.) R حلقه�ی اولیه خودتوان�های دقیقا مینیمال خودتوان�های که تعریف بنابر مͬ�کنیم (توجه

خودتوان�های f+J(R) و e+J(R) به�طوری�که مͬ�گیریم نظر در را e, f ∈ I(R)خودتوان�های برهان.
آنها که کنیم انتخاب طوری را f و e خودتوان�های مͬ�توانیم باشند. R/J(R) حلقه�ی مینیمال



١٢ اولیه خودتوان�های از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ .٢

مͬ�کنیم. بررسͬ را R/J(R) حلقه�ی مستقیم تجزیه باشند. هم R حلقه�ی در مینیمال خودتوان�های
و e + J(R) برای مͬ�توانیم ما آنͽاه باشد، داشته وجود مناسب مستقیم جمعوند ماتریس اگر

مͬ�گیریم نتیجه بنابراین بͽیریم. نظر در f =

٠ ٠ · · · ٠
...

...
. . .

...
٠ ٠ · · · ٠
٠ · · · ٠ ١

 و e =

١ ١ · · · ١
٠ ٠ · · · ٠
...

...
. . .

...
٠ ٠ · · · ٠

 ،f+J(R)

همه�ی مجموعه�ی بنابراین است، ناصفر پوچ�توان ͷی ef آنجایͬ�که از .(ef)٢+ J(R) = J(R) که
جمع ͷی R/J(R) حلقه�ی بنابراین است. تناقض این �که نیست بسته ضربͬ مینیمال، خودتوان�های
خودتوان و a ∈ U(R) مͬ�کنیم فرض است. جابه�جاپذیر دراین�صورت که میدان�هاست از مستقیم
،(e+J(R))(a+J(R))(e+J(R)) = ae+J(R) که مͬ�بینیم باشند، دلخواه e ∈ I(R) مینیمال
از پوچ�توانͬ eje آنجایͬ�که از .ea−١eae = e + j = e + eje که دارد وجود j ∈ J(R) بنابراین

است. یͺه eae بنابراین است، eRe حلقه�ی
است. ۴.١.٢ قضیه�ی از ساده�ای برداشت دولزن[٣] توسط شده اثبات نتایج از بسیاری

به�دست ٧.١.٢ و ۶.١.٢ قضایای تعمیم و ۴.١.٢ قضیه�ی از داریم ادامه در که نتیجه�ای مثال، برای
است. آمده

ناصفر هرخودتوان برای آنͽاه داشته�ایم، ۴.١.٢ قضیه در که باشد حلقه�ای R اگر .٨.١.٢ نتیجه
.(eue)−١ = eu−١e که eue ∈ U(eRe) ،u ∈ U(R) و e ∈ M(R)

M(R) مجموعه�ی با R حلقه�ی هر برای ٨.١.٢ نتیجه که مͬ�دهیم نشان ۶.٢.٢ قضیه در ما
است. برقرار بسته ضربͬ

بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی با R مانند حلقه�ها�یͬ ٢.٢

حالت در کنیم. پیدا بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی با دلخواه حلقه�هایͬ مͬ�کنیم سعͬ بخش این در
ضربͬ M(R) مجموعه�ی با R دلخواه حلقه�ی هر برای ٨.١.٢ نتیجه�ی که مͬ�دهیم نشان خاص،
مͬ�کنیم.(علاقه�مندان آغاز خودتوان�ها درباره شده شناخته نتیجه�ی چند بیان با که است. درست بسته

کنند.) رجوع [١١] مرجع از ٧ فصل به مͬ�توانند

حاصل�جمع به ١ از تجزیه دو ١ = e١ + · · ·+ er = e′١ + · · ·+ e′r که مͬ�کنیم فرض .١.٢.٢ لم
که دارد وجود u ∈ U(R) که مͬ�دهیم نشان .ei ∼= e′i ،i هر برای اگر باشند. متعامد خودتوان�های

.e′i = u−١eiu ،i هر برای

داریم فرض بنابر برهان.
R = e١R⊕ · · · ⊕ erR = e′١R⊕ · · · ⊕ e′rR

از یͷخودریختͬ φ١⊕· · ·⊕φr که باشد داشته وجود φi : e
′
iR −→ eiR R-یͺریختͬ ،i هر برای و

ue′iu
−١ ∈ eiRu−١ = eiR آنجایͬ�که از است. آمده به�دست u ∈ U(R)چپ ضرب با که است R

∑و
ue′iu

−١ = u
(∑

e′i

)
u−١ = ١.



١٣ بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی با R مانند حلقه�ها�یͬ .٢.٢

.ue′iu−١ = ei،i هر برای که مͬ�دهد نشان R = e١R⊕ · · · ⊕ erR مستقیم �جمع تجزیه�ی

حاصل�جمع به ١ از تجزیه دو ١ = e١+ · · ·+ er = e′١+ · · ·+ e′r فرضمͬ�کنیم الف) .٢.٢.٢ لم
داشته وجود u ∈ U(R) اگر فقط و اگر ei ∼= e′i ،i هر برای بنابراین باشند، متعامد خودتوان�های

. e′i = ueiu
−١ ،i هر برای به�طوری�که باشد

دارد وجود u ∈ U(R) آنͽاه ،eR = fR به�طوری�که باشند R حلقه�ی در خودتوان دو f و e اگر ب)
.e = fu طوری�که به

است ممͺن e, f ∈ R متعامد اولیه خودتوان دو برای eRf حلقه�ی که ببینیم مͬ�توانیم آسانͬ به
فرض میدان را F که R = M٢(F ) در f = E٢٢ و e = E١١ خودتوان�های مثال، برای �نباشد. صفر

داریم: زیر لم در اما مͬ�کنیم.

باشد بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی طوری�که به باشد حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .٣.٢.٢ لم
دیͽر، عبارت به .fRe = ٠ و eRf = ٠ این�صورت در ،ef = ٠ که e, f ∈ M(R) و

.HomR(eR, fR) = ٠ و HomR(Re,Rf) = ٠

که باشد داشته وجود r ∈ R که گیریم باشند. ناصفر f و e خودتوان دو که مͬ�کنیم فرض برهان.
،g = ٠ اگر .gR = eR یا g = ٠ بنابراین ،gR ⊆ eR و است خودتوان ͷی g پس ،g = e+ erf

نتیجه که eR = gR بنابراین است، تناقض که e = ee = −erfe = ٠ این�رو از ،e = −erf آنͽاه
این از ،erf = ٠ که مͬ�دهد نتیجه gf = ٠ همچنین و fg = ٠ وضوح، به .g ∈ M(R) مͬ�دهد

.fRe = ٠ مشابه، به�طور و eRf = ٠ مͬ�کنیم انتخاب دلخواه را r چون رو

ef = ٠ ، e, f ∈ M(R) هر برای آنͽاه باشد، بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی اگر .۴.٢.٢ نتیجه
.e ∈ (١− f)R(١− f) و f ∈ (١− e)R(١− e) اگر فقط و اگر

آنͽاه باشد، اولیه ازخودتوان�های {e١, · · · , en} کامل متعامد مجموعه دارای R حلقه�ی اگر
آنͽاه ،eRf = ٠ که ef = ٠ اگر e, f ∈ M(R) هر برای (یعنͬ است برقرار ٣.٢.٢ لم عͺس
که مͬ�دهد نتیجه eiR(١ − ei) = ٠ = (١ − ei)Rei زیرا است.) بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی
برقرار R منظم حلقه�ی برای ٣.٢.٢ لم عͺس که مͬ�دهیم نشان سوم، بخش در است. مرکزی ei هر

است.

ef به�طوری�که باشند R حلقه�ی از ناصفر اولیه خودتوان دو f و e که مͬ�کنیم فرض .۵.٢.٢ قضیه
باشند. برقرار زیر شرایط مͬ�کنیم فرض صورت این در باشد، خودتوان ͷی

،ef ̸= ٠ (١)
باشند. مزدوج f و e خودتوان�های (٢)

باشد، بسته مجموعه�یM(R)ضربͬ اگر و مͬ�دهد نتیجه را (٢) گزاره�ی ،(١) این�صورتگزاره�ی در
مͬ�دهد. نتیجه را (١) گزاره�ی ،(٢) گزاره�ی آنͽاه



١۴ اولیه خودتوان�های از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ .٢

،(١− e)R ∼= (١− f)R و eR ∼= fR که دهیم نشان ٢.٢.٢ لم بنابر است کافͬ ١ =⇒ ٢ برهان.
مشابه، طور به .e = efu که دارد وجود u ∈ U(R) ،٢.٢.٢ لم بنابر پس ،eR = efR آنجایͬ�که از
. fR = veR ∼= eR که مͬ�دهد نتیجه f = veu−١ بنابراین ،f = vef که دارد وجود v ∈ U(R)

حالا
eR⊕ (١− e)R = R =⇒ veR⊕ v(١− e)R = R =⇒ R/veR ∼= v(١− e)R ∼= (١− e)R.

بنابراین
(١− f)R ∼= R/fR = R/veu−١R = R/veR ∼= (١− e)R.

که باشد داشته وجود u ∈ U(R) و باشد بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی که مͬ�کنیم فرض حال
باتوجه بنابراین ،eRueu−١ = eRf ̸= ٠ که مͬ�دهد نتیجه ٠ ̸= eRe = eRue پس ،f = ueu−١

.ef ̸= ٠ ،٣.٢.٢ لم به

بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی زمانͬ�که ۵.٢.٢ قضیه از ٢ =⇒ ١ اثبات که مͬ�بینیم آسانͬ به
مزدوج f = E٢٢ و e = E١١ است، میدان F که M٢(F ) در مثال، برای نیست. برقرار نباشد،

.u =
(

٠ ١
١ ٠

)
که f = ueu−به�طوی�که١ هستند

مͬ�کنیم. دنبال را دلخواه حلقه�های برای ٨.١.٢ نتیجه و دولزن نتیجه تعمیم ادامه، در

و e ∈ M(R) ناصفر خودتوان هر برای آنͽاه باشد، بسته M(R)ضربͬ مجموعه اگر .۶.٢.٢ قضیه
(eue)−١ = eu−١e به�طوری�که eue ∈ U(eRe) ،u ∈ U(R)

و eueu−١e = eueeu−١e = e ،١.١.٢ لم بنابر پس ،eueu−١ ̸= ٠ قضیه٢.٢.۵، بنابر برهان.
.eu−١eeue = eصورت این در که ueu−١eueu−١ = ueu−١

منظم حلقه�ها�ی ٣.٢

باشد، بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی و باشد منظم R حلقه�ی اگر که مͬ�دهیم نشان بخش این در
.M(R) ⊈ Z(R) آنͽاه باشد، نیم�مورثͬ یا نیم�منظم R حلقه�ی اگر M(R)اما ⊆ Z(R) آنͽاه

.I(R) ⊆ Z(R) آنͽاه باشد، بسته ضربͬ I(R) مجموعه اگر .١.٣.٢ لم

مجموعه�ی اینͺه به توجه با باشند، I(R) مجموعه�ی از خودتوان دو f و e مͬ�کنیم فرض برهان.
دوم توان�های که هستند خودتوان (١− e)fe و ef(١− e)این�صورت در است، بسته ضربͬ I(R)

است. تمام اثبات پس ،ef = fe = efe که داریم بنابراین است، صفر برابر آنها

این�صورت: در ،ef ̸= ٠ به�طوری�که e, f ∈ M(R) و باشد منظم R حلقه�ی کنیم فرض .٢.٣.٢ لم
.annr(ef) = annr(f) و annl(ef) = annl(e)(١)

.Re ∼= Rf و eR ∼= fR (٢)



١۵ منظم حلقه�ها�ی .٣.٢

وجود s ∈ Rپس ،frR = fR آنͽاه ،fr ̸= ٠ اگر .efr = ٠ و r ∈ R فرضمͬ�کنیم (١) برهان.
annr(ef) = بنابراین است، تناقض ͷی که ٠ ̸= ef = efrs = ٠ این�رو از ،f = frs که دارد

.annl(ef) = annl(e) مشابه، به�طور و annr(f)

طور به و ،fR ∼= R/annr(f) = R/annr(ef) ∼= efR = eR که داریم اثبات(١) مشاهده با (٢)
.Re ∼= Rf مشابه،

است. برقرار منظم حلقه�های در ٣.٢.٢ لم عͺس که مͬ�دهد نشان زیر قضیه

هستند. معادل زیر شرایط R منظم حلقه�ی هر برای .٣.٣.٢ قضیه
،M(R) ⊆ Z(R) (١)

.eRf = ٠ که مͬ�دهد نتیجه ef = ٠ ،e, f ∈ M(R) هر برای (٢)
است. بسته M(R)ضربͬ مجموعه (٣)

است. بدیهͬ ١ =⇒ ٣ اثبات و داشت خواهیم ،٣.٢.٢ لم به توجه با را ٣ =⇒ ٢ برهان.
اول .e = f که دهیم نشان است کافͬ .ef ̸= ٠ به�طوری�که e, f ∈ M(R) کنیم فرض ٢ =⇒ ١
،eR ∩ fR = ٠ مͬ�کنیم (خلف) فرض .Re ∩ Rf ̸= ٠ و eR ∩ fR ̸= ٠ که مͬ�دهیم نشان
حال .eR ⊕ fR = gR که دارد وجود g ∈ R خودتوان است، منظم R حلقه�ی اینͺه به توجه با
و e١ اگر زیرا نیست امͺان�پذیر این که gRg ∼= M٢(eRe) همچنین و eR ∼= fR ،٢.٣.٢ لم بنابر
حلقه�ی از اولیه خودتوان�های e٢ و e١ این�صورت در باشند، gRg حلقه�ی در اولیه خودتوان�های e٢

دو
(

٠ ٠
٠ e

)
و
(

e ٠
٠ ٠

)
اما e١Re٢ = e١gRge٢ = ٠ ،(٢) گزاره�ی بنابر و ،e١e٢ = ٠ و هستند R

فقط پس ،
(

e ٠
٠ ٠

)
M٢(eRe)

(
٠ ٠
٠ e

)
̸= ٠ به�طوری�که هستند. M٢(eRe) در متعامد اولیه خودتوان

است. تمام اثبات که eR ∼= fR داریم

اگر که بیاید پیش سوال این که است ممͺن است. نیم�مورثͬ منظم، حلقه�ی هر آنجایͬ�که از
قضیه آنͽاه باشد، درست نیم�مورثͬ حلقه�ی هر برای ،٣.٣.٢ قضیه در ٣ =⇒ ١ و ٢ =⇒ ١ اثبات
حلقه�ی برای که مͬ�دهد نشان زیر قضیه�ی درحالͬ�که است برقرار نیم�مورثͬ حلقه�ی هر برای قبل

نیست. برقرار زیر قضیه�ی در شده تعریف نیم�مورثͬ
مͬ�بریم. بͺار را N ⊆⊕ M نماد Mباشد، مدول مستقیم جمعوند N هرگاه قرارداد:

به�طوری�که دارد وجود M(R) ̸= ٠ مجموعه�ی با R نیم�مورثͬ یا نیم�منظم حلقه�ی .۴.٣.٢ قضیه
.M(R) ∩ Z(R) = ٠ اما ef = f ،e, f ∈ M(R) هر برای

مͬ�دهیم قرار F میدان هر برای برهان.

S =

∏
N F⊕
N F

توسط هم را این که است شده نشانده S در طبیعͬ به�طور F و ندارد اولیه خودتوان S که است بدیهͬ
کردیم. تعریف F



١۶ اولیه خودتوان�های از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ .٢

که کنیم فرض

R =

(
F S

٠ S

)

آنجایͬ�که از مͬ�روند. بالا J(R)پیمانه�ی به خودتوان�ها است، پوچ�توان J(R) =
(

٠ s

٠ ٠

)
آنجایͬ�که از

R حلقه�ی در اولیه خودتوان�های است، E١١ + J(R) ،R/J(R) حلقه�ی در اولیه خودتوان�های تنها
هستند. زیر )}به�صورت

١ s

٠ ٠

)
: s ∈ S

}

است بسته ضربͬ M(R) مجموعه�ی بنابراین ،ef = f آنͽاه ،f =
(

١ t

٠ ٠

)
و e =

(
١ s

٠ ٠

)
اگر حال

،M(R)∩Z(R) = ٠ وضوح به اما eRf = ٠،e, f ∈ M(R) هر برای که مͬ�دهد نتیجه ef = ٠ و
است. نیم�منظم R حلقه�ی بنابراین ،R/J(R) ∼= F × S پس

متناهͬ راست ایده�آل ͷی I مͬ�کنیم فرض است. نیم�مورثͬ R حلقه�ی که مͬ�دهیم نشان حال
e خودتوان آنͽاه است، منظم S حلقه�ی آنجایͬ�����که از ،I ⊆ E٢٢R اگر باشد. R حلقه�ی از شده تولید
حال است. تصویری I ایده�آل بنابراین ،I ⊆⊕ E٢٢R ⊆⊕ RR پس I =

(
٠ ٠
٠ es

)
که دارد وجود S در

E١١ =
(

u s

٠ ٠

)(
u−١ s

٠ ٠

)
∈ I آنͽاه ،u ̸= ٠ که

(
u s

٠ ٠

)
∈ I اگر .I ⊆ E١١R که مͬ�کنیم فرض

E٢٢R و
(

٠ s

٠ ٠

)
آنجایͬ�که از اما I ⊆

(
٠ s

٠ ٠

)
مͬ�کنیم فرض حال .I = E١١R که مͬ�دهد نتیجه

ایده�آل�های از بعضͬ با I ایده�آل که مͬ�کنیم �فرض هستند. یͺریخت راست R-مدول عنوان به
حال باشد. یͺریخت هستند، تصویری E٢٢R حلقه�ی در که R حلقه�ی از شده تولید متناهͬ راست
π مͬ�کنیم فرض .R = E١١R ⊕ E٢٢R آنجایͬ�که از باشد. دلخواه I ایده�آل که مͬ�کنیم فرض
پس است، تصویری π(I) ⊆ E١١R آنجایͬ�که از باشد. E٢٢R طول در E١١R روی R از تصویری

بنابراین و مͬ�شود شͺافته π|I : I −→ π(I)

I = I١ ⊕ (I ∩ E٢٢R)

شامل R حلقه�ی از شده تولید متناهͬ راست ایده�آل ͷی I ∩E٢٢R همچنین ،I١ ∼= π(I) به�طوری�که
نیم�مورثͬ حلقه�ی R همچنین و است تصویری I ایده�آل پس است، تصویری که است E٢٢R در

است. راست
،L ⊆ RE١١ اگر حلقه�یRباشد. از شده تولید متناهͬ چپ ایده�آل ͷی L که فرضمͬ�کنیم )}حال

٠ xi

٠ yi

)
: i = ١, · · · , n

}
Lو ⊆ RE٢٢ که فرضمͬ�کنیم است. ایده�آلLتصویری وضوح به آنͽاه

که دارد وجود
∑n

i=١ Fxi -فضای F Wاز زیرفضای که باشد L ایده�آل� مولدهای از مجموعه ͷی

L =

(
٠
∑n

i=١ Fxi +
∑n

i=٠ Syi

٠
∑n

i=١ Syi

)
=

(
٠ W ⊕

∑n
i=١ Syi

٠
∑n

i=١ Syi

)
بنابراین ،

∑n
i=١ Syi = Se که دارد وجود e ∈ S خودتوان است، منظم S حلقه�ی آنجایͬ�که از

L =

(
٠ W

٠ ٠

)
⊕

(
٠ Se

٠ Se

)



١٧ منظم حلقه�ها�ی .٣.٢

است، تصویری که است یͺریخت RE١١ کپͬ�های از متناهͬ تعداد مستقیم جمع با ،
(

٠ W

٠ ٠

)
حال

تصویری L ایده�آل مͬ�دهد نتیجه است تصویری
(

٠ Se

٠ Se

)
،
(

٠ Se

٠ Se

)
⊆⊕ RE٢٢ آنجایͬ�که از همچنین

است.
که باشد تصویری RE١١ طول در p : R −→ RE٢٢ که مͬ�کنیم فرض دلخواه، L ایده�آل برای

است. چپ نیم�مورثͬ حلقه�ی ͷی R بنابراین است، تصویری L ایده�آل بالا استدلال بنابر

مجموعه�ی اینͺه به توجه با باشد. ۴.٣.٢ قضیه در شده گفته شرایط با حلقه�ای R فرضمͬ�کنیم
مثال ͷی سرانجام، .ef = f ،e, f ∈ M(R) ناصفر خودتوان دو هر برای و نیست مرکزی M(R)

که دارند وجود f و e اولیه دوخودتوان �که را بسته M(R)ضربͬ مجموعه�ی با R نیم�منظم حلقه�ی از
مͬ�کنیم. ارائه را ef /∈ {٠, e, f}

کنیم فرض باشند. ۴.٣.٢ قضیه در شده گفته شرایط با S و F مͬ�کنیم فرض .۵.٣.٢ مثال

R =


F S ٠
٠ S ٠
S S S


١ + x ،x ∈ I هر برای به�طوری�که است R حلقه�ی از ایده�آل ͷی I =

(
٠ S ٠
٠ ٠ ٠
S S ٠

)
مͬ�کنیم توجه

F × S × S با R/J(R) وضوح، به .I = J(R) آن در که J(R/I) = ٠ و است معͺوس�پذیر

r =

(
f s١ ٠
٠ s٢ ٠
s٣ s۴ s۵

)
∈ R اگر مͬ�کنیم توجه همچنین است. حلقه�یR/J(R)منظم یͺریختاستکه

e =

(
f ٠ ٠
٠ s٢ ٠
٠ ٠ s۵

)
بنابراین ،s٢۵ = s۵ و s٢٢ = s٢ و f٢ = f آنͽاه ،r٢ − r ∈ J(R) به�طوری�که

J(R) پیمانه�ی به خودتوان�ها که مͬ�دهد نتیجه r − e ∈ J(R) و است R حلقه�ی در خودتوان ͷی
حلقه�ی در f + J(R) اگر فقط و اگر است اولیه f ∈ R خودتوان پس مͬ�روند، بالا R حلقه�ی در
R/J(R) حلقه�ی در اولیه خودتوان تنها

(
١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

)
+ J(R) آنجایͬ�که از باشد. اولیه R/J(R)

اگر اینͺه بررسͬ همچنین هستند.
(

١ x ٠
٠ ٠ ٠
y z ٠

)
از شͺلͬ به R حلقه�ی در اولیه خودتوان�های است.

توسط را
(

١ x ٠
٠ ٠ ٠
y yx ٠

)
اولیه خودتوان است. آسان است خودتوان

(
١ x ٠
٠ ٠ ٠
y z ٠

)
آنͽاه ،z = xy دقیقا

مͬ�کنیم توجه مͬ�کنیم. تعریف E(x, y)

E(x١, y١).E(x٢, y٢) = E(x٢, y١)

که است بدیهͬ پس نمͬ�شود، جابه�جا خودش جز اولیه�ای خودتوان هیچ با E(x, y) که است واضح
آنͽاه ،y١ ̸= y٢ و x١ ̸= x٢ اگر که مͬ�کنیم توجه همچنین .M(R) ∩ Z(R) = ٠

E(x١, y١).E(x٢, y٢) = E(x٢, y١) /∈ {٠, E(x١, y١), E(x٢, y٢)}

مͬ�کنیم توجه این مشاهده با نیست، تصویری fE٣١R آنجایͬ�که از نیست. نیم�مورثͬ R حلقه�ی اما

annr(fE٣١) =


٠ (١− f)S ٠
٠ S ٠
S S S

 =


٠ (١− f)S ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

⊕


٠ ٠ ٠
٠ S ٠
S S S





١٨ اولیه خودتوان�های از بسته ضربͬ مجموعه�ی با حلقه�هایͬ .٢

مدول� از مستقیم جمعوند ͷی
(

٠ (١ − f)S ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

)
دیͽر جاهای زیرا نیست RR از مستقیمͬ جمعوند

است. E١١R =

(
F S ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

)
تجزیه�ناپذیر



٣ فصل

خودتوان�ها از شبͺه�هایͬ با حلقه�هایͬ

راست اصلͬ ایده��آل�های به اساسا یͺدار حلقه�های به مربوط شرکت�پذیر شبͺه�های در فصل، این در
است. شده مرتب شمول رابطه�ی با که {aR|a ∈ R} یعنͬ مͬ�پردازیم، (چپ)

متمم�دار شرکت�پذیر شبͺه ͷی تشͺیل ∧ و ∨ روابط با {aR|a ∈ R} = {eR|e ∈ I(R)}
R حلقه�ی راست ایده�آل�های شبͺه�ی از زیرشبͺه ͷی این که مͬ�دهد بولͬ) حلقه یا بولͬ جبر (یعنͬ
معمولا که مͬ�دهند را (کامل) شبͺه ͷی تشͺیل همواره R حلقه�ی در راست پوچ�سازهای است.

نیستند. R حلقه�ی راست ایده�آل�های از زیرشبͺه�ای
B(R) = Z(R) ∩ I(R) صورت این در باشد، مرتب جزئا مجموعه�ی ͷی (I(R),≤) اگر
sup{e, f} = e + و inf{e, f} = ef روابط با که است مرکزی خودتوان�های همه از مجموعه�ای
جبر ͷی تشͺیل ( e⊞ f = e + f − ٢ef = (e− f)٢ خاص جمع و حلقه�ها ضرب (با f − ef

مͬ�دهد. را متمم�دار) شرکت�پذیر شبͺه ͷی یا بولͬ حلقه ͷی (همچنین بولͬ
کران بزرگترین دارای f و e خودتوان دو (I(R),≤) مرتب جزئا مجموعه�ی در مͬ�دهیم نشان
خودتوان�های f و e اگر فقط و اگر inf{e, f} ∈< e, f >s که هستند بالا کران کوچͺترین و پایین

باشند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر
و اگر هستند جابه�جاپذیر یافته تعمیم (I(R),≤)مرتب جزئا مجموعه�ی خودتوان�های همچنین

باشد. مرکزی I(R) مجموعه�ی خودتوان هر اگر فقط

یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های ١.٣

باشد. ضربͬ نیم�گروه ͷی R که مͬ�کنیم فرض بخش، دراین
که: دهیم نشان مͬ�توانیم آسانͬ به

ef = fe =⇒ efe = fef =⇒ · · · =⇒ (ef)n = (fe)n
(∗)
=⇒ (ef)ne = (fe)nf =⇒ · · ·

آنͽاه کنیم، ضرب e با ازچپ را (ef)n = (fe)n اگر مͬ�کنیم. ثابت� را (∗) مثال، عنوان به
از . f(ef)n = (fe)n آنͽاه کنیم، ضرب f با چپ از را (ef)n = (fe)n اگر و (ef)n = e(fe)n



٢٠ خودتوان�ها از شبͺه�هایͬ با حلقه�هایͬ .٣

(ef)ne = e(fe)n = f(ef)n = (fe)nf رو این
گام: اولین برای مثال، طور به نیستند. برگشت�پذیر نتیجه�گیری�ها این که کنیم دقت باید

.efe = fef =
(

٠ ٠
٠ ٠

)
داریم f =

(
١ ٠
−١ ٠

)
و e =

(
١ ١
٠ ٠

)
که Z روی ٢× ٢ ماتریسͬ حلقه�ی در

هستند.) یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های f و e (همچنین
باشد، متمم خودتوان f ′ = I٢ − f =

(
٠ ٠
١ ١

)
اگر .ef =

(
٠ ٠
٠ ٠

)
̸=
(

١ ١
−١ −١

)
= fe درحالͬ�که

f ′ و e رو این از .f ′ = f ′e = f ′ef ′ = (f ′e)٢ = · · · و e = ef ′ = ef ′e = (ef ′)٢ = · · · آنͽاه
نیستند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های

(ef)ne = (fe)nf تنها نه آنͽاه ،(ef)n = (fe)n اگر (١) که: مͬ�کنیم توجه .١.١.٣ تذکر
.(ef)n = (ef)ne = (fe)nf = (fe)nهͺبل

یا (ef)n = (fe)n که n مانند مثبت صحیح مقدار کمترین قبل، گزاره�ی به توجه با (٢)
مͬ�نامیم. خودتوان دو هر برای جابه�جایͬ شاخص را (ef)ne = (fe)nf

است بالا عناصر همه شامل و مͬ�شود تولید f و e توسط که R از نیم�گروهͬ زیر به�وضوح، (٣)
در خودتوان�ها مثبت، صحیح nهای برای این�رو، از مͬ�دهیم. نمایش < e, f >s به�صورت را

باشند. است ممͺن (fe)nf و (fe)n ،(ef)ne ،(ef)n حالت چهار به فقط < e, f >s

اگر فقط و اگر هستند یافته تعمیم جابه�جاپذیر f و e خودتوان�های .٢.١.٣ گزاره
< ef >s ∩ < fe >s ̸= ∅

تعمیم جابه�جاپذیر f و e خودتوان�های که است بدیهͬ آنͽاه < ef >s ∩ < fe >s ̸= ∅ اگر برهان.
هستند. یافته

مͬ�کنیم ثابت آنͽاه باشند، یافته تعمیم جابه�جاپذیر f و e خودتوان�های اگر برعͺس،
.(ef)n = (fe)mمثبت صحیح n و m برای مͬ�کنیم فرض بنابراین .< ef >s ∩ < fe >s ̸= ∅
(fe)k و (ef)k همچنین و (fe)k = (ef)k که مͬ�دهیم نشان بͽیریم، K = max{m,n} اگر
مͬ�کنیم بررسͬ آنͽاه (ef)n = (fe)m اگر حقیقت، در هستند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های

(fe)m = (fe)m+١ = (fe)m+٢ = · · · و (ef)n = (ef)n+١ = (ef)n+٢ = · · ·
داریم: نمونه برای

(ef)n+١ = (ef)nef = (fe)mef = (fe)mf = (ef)nf = (ef)n

به توجه با هستند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های (ef)k و (fe)k که مͬ�کنیم اثبات حال و
،(fe)mf = (ef)nf = (ef)n = (fe)m و (ef)ne = (fe)me = (fe)m = (ef)n بالا اثبات

است. تمام اثبات (fe)mf = (ef)ne اینͺه و K تعریف به توجه با بنابراین

هستند. برقرار زیر شرایط e, f ∈ R خودتوان هر برای .٣.١.٣ لم
آنͽاه ،s = e + f − ef − fe + efe + fef − · · · + e(fe)n−١ + f(ef)n−١ − (ef)n اگر (١)

.sf = f و es = s

.fs = f + (fe)n − f(ef)n و se = e+ (fe)n − (ef)ne (٢)



٢١ یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های .١.٣

.s = ١− [(١− e)(١− f)]n دمورگان) (٣)(قانون
داریم: بالا شرط ٣ به توجه با (۴)

e+ f − ef − fe+ efe+ fef − · · · − (ef)n − (fe)n + (ef)ne

= ١− [(١− e)(١− f)]n(١− e)

کنیم فرض مͬ�پردازیم، (٣) گزاره از n −→ n+ ١ مرحله�ی استقرایͬ اثبات به فقط برهان.

a = [(١− e)(١− f)]n = ١− e− f + ef + fe− · · ·+ (ef)n

است.) بدیهͬ n = ٢ یا n = (برای١
[(١− e)(١− f)]n+١ = (١− e)(١− f)[(١− e)(١− f)]n

= a− (١− e)fa = a− (١− e)f(١− s)

(٢)
= a− (١− e)(−(fe)n + f(ef)n)

= a+ (fe)n − f(ef)n − e(fe)n + (ef)n+١

یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های از جفت هر (I(R),≤)مرتب جزئا مجموعه در .۴.١.٣ قضیه
هستند. بالا کران کوچͺترین و پایین کران بزرگترین دارای

کران بزرگترین f و e خودتوان�های برای آنͽاه ،(ef)n = (fe)n اگر که مͬ�دهیم نشان اول، برهان.
و دارد وجود پایین

inf{e, f} = (ef)n = (fe)n

و دارد وجود بالا کران کوچͺترین ترتیب به
sup{e, f} = e+ f − ef − fe+ efe+ fef − · · ·+ e(fe)n−١ + f(ef)n−١ − (ef)n

درست e(ef)n = (ef)n خودتوان هر برای زمانͬ�که تا است n(ef)برقرار ≤ e که مͬ�کنیم توجه ابتدا
زمانͬ�که تا است برقرار (fe)n ≤ f مشابه، به�طور .(ef)ne = e(fe)n = e(ef)n = (ef)n و باشد
.(fe)nf = f(ef)n = f(fe)n = (fe)n و باشد درست f(fe)n = (fe)n خودتوان هر برای
آنͽاه a ≤ f و a ≤ e و a ∈ I(R) اگر است. f و e برای پایین کران ͷی (ef)n = (fe)n بنابراین
a = a(ef)n = همچنین این�رو از است. a برابر f و e از حاصل�ضرب هر با a از حاصل�ضرب هر
ͷی (ef)n = (fe)n که مͬ�کنیم توجه آوردیم. به�دست را inf پس ،a ≤ (ef)n بنابراین و (ef)na

حقیقت، در است. خودتوان
(ef)n(ef)n = e(fe)nf(ef)n−١ = e(ef)nf(ef)n−١ = (ef)n(ef)n−١ = · · · = (ef)n

e ≤ e+ f − ef − fe+ · · ·+ e(fe)n−١ + f(ef)n−١ − (ef)n مͬ�کنیم بررسͬ sup داشتن برای
ترتیب به و است.) قبل لم (٢) گزاره به توجه با دیͽر بخش و است قبل لم در (١) گزاره (بخشͬ
مشترک، عنصر فرضیه) (بنابر بنابراین ،f ≤ e+ f − fe+ · · ·+ e(fe)n−١+ f(ef)n−١− (fe)n



٢٢ خودتوان�ها از شبͺه�هایͬ با حلقه�هایͬ .٣

حاصل�جمعͬ هر �ضرب f ≤ a و e ≤ a ، a ∈ I(R) اگر سرانجام، است. f و e برای بالا کران ͷی
نمͬ�کند. تغییر a به توجه با f و eحاصل�ضرب از

بنابراین ،e+ f − ef − fe+ · · ·+ e(fe)n−١ + f(ef)n−١ − (ef)n ≤ a آنجایͬ�که از
sup{e, f} = e+ f − ef − fe+ · · ·+ e(fe)n−١ + f(ef)n−١ − (ef)n.

هر ضرب a = s کنیم فرض e, f ≤ s برای آنجایͬ�که از ،s = sup{e, f} مͬ�کنیم تعریف
s همچنین و s٢ = s بنابراین نمͬ�کند، تغییر s به توجه با f و e حاصل�ضرب از حاصل�جمع

است. خودتوان ͷی
کران بزرگترین f و e خودتوان هر برای آنͽاه (ef)ne = (fe)nf اگر که مͬ�دهیم نشان دوم،

و دارد وجود پایین
inf{e, f} = (ef)ne = (fe)nf

و دارد وجود بالا کران بزرگترین ترتیب به و
sup{e, f} = e+ f − ef − fe+ efe+ fef − · · · − (ef)n − (fe)n + (ef)ne

به�ترتیب و (fe)nf ≤ f یا e(fe)n ≤ e که نیست لازم هرچند، هستند. مشابه اثبات�ها که
یا e ≤ e+ f − ef − fe+ efe− ...− (ef)n − (fe)n + (ef)ne

بررسͬ اولویت با f ≤ e + f − ef − fe + efe + fef − · · · − (ef)n − (fe)n + (fe)nf

شوند.

است. برقرار نیز فوق قضیه عͺس

e, f ∈ I(R) که مͬ�کنیم فرض .۵.١.٣ گزاره
.(ef)n = (ef)ne = (fe)nf اگر فقط و اگر inf{e, f} = (ef)n الف)

.(fe)n = (ef)ne = (fe)nf اگر فقط و اگر sup{e, f} = e+ f − · · · − (ef)n ب)
sup{e, f} = e+f−· · ·−(ef)n−(fe)n+(ef)ne و inf{e, f} = (ef)neبرای مشابه یͷادعای

است. برقرار

داشت. خواهیم را اثبات قضیه١.٣.۴، اثبات به توجه با برهان.

(ef)n برابر و دارد وجود inf{e, f} این�صورت در .e, f ∈ I(R) مͬ�کنیم فرض .۶.١.٣ نتیجه
.(ef)n = (fe)n اگر فقط و اگر است e+ f − · · · − (ef)n برابر و دارد وجود sup{e, f} و است
sup{e, f} = e+f−· · ·−(ef)n−(fe)n+(ef)ne و inf{e, f} = (ef)neبرای مشابه یͷادعای

است. برقرار

inf{e, f} = (ef)n مثبت، صحیح nهای برای (I(R),≤)مرتب جزئا مجموعه در .٧.١.٣ گزاره
به (e+ f − ...− (ef)n− (fe)n+(ef)ne (یا sup{e, f} = e+ f − ...− (ef)n و ( (ef)ne (یا
باشند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر f و e خودتوان�های اگر وفقط اگر هستند وابسته f و e خودتوان�های

داشت. خواهیم را اثبات ،۶.١.٣ نتیجه و قضیه١.٣.۴ به توجه با برهان.



٢٣ هستند آبلͬ دارند، یافته تعمیم خودتوان�های فقط که حلقه�هایͬ .٢.٣

آوریم. دست به را زیر خصوصیات سرانجام مͬ�توانیم ما

و پایین کران بزرگترین دارای f و e خودتوان دو (I(R),≤)مرتب جزئا مجموعه در .٨.١.٣ قضیه
f و e خودتوان�های اگر فقط و اگر inf{e, f} ∈< e, f >s به�طوری�که هستند بالا کران کوچͺترین

باشند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر

و پایین کران بزرگترین دارای f و e خودتوان دو اگر (I(R),≤) مرتب جزئا مجموعه در برهان.
خودتوان�های ٧.١.٣ گزاره بنابر آنͽاه inf{e, f} ∈< e, f >s به�طوری�که باشند بالا کران کوچͺترین

هستند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر f و e
در که نشان�دهیم باید آنͽاه باشند یافته تعمیم جابه�جاپذیر f و e خودتوان�های اگر برعͺس،
کران کوچͺترین و پایین کران بزرگترین دارای f و e خودتوان دو (I(R),≤) مرتب جزئا مجموعه
چهار فقط بالا اثبات (برای مͬ�کنیم فرض بنابراین ،inf{e, f} ∈< e, f >s به�طوری�که هستند بالا
if = fi = ie = ( ≤ رابطه�ی (و inf تعریف بنابر .i = inf{e, f} = (ef)n داریم.) احتمال
f و e خودتوان�های تعریف، به توجه با پس (ef)ne = ie = i = fi = f(ef)n بنابراین .ei = i

مͬ�شوند. اثبات مشابه به�صورت هم موارد بقیه و هستند. یافته تعمیم جابه�جاپذیر

(I(R),≤)مرتب جزئا مجموعه آنͽاه باشند، جابه�جایͬ R حلقه�ی خودتوان�های اگر .٩.١.٣ نتیجه
ͷی این بعلاوه مͬ�دهد. شبͺه ͷی تشͺیل sup{e, f} = e + f − ef و inf{e, f} = ef روابط با

است. بولͬ جبر

و inf{e, f} = ٠ آنͽاه باشند، دلخواه حلقه�ی ͷی متعامد خودتوان�های f و e اگر .١٠.١.٣ نتیجه
.sup{e, f} = e+ f همچنین

مͬ�دهد. بولͬ جبر ͷی تشͺیل B(R) = Z(R) ∩ I(R) .١١.١.٣ نتیجه

مناسب زیر رابطه�ی برای یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های که کنیم توجه باید همچنین
است. برقرار بولͬ جبر در که هم�ارزی نیستند.

inf{e, f ′} = ٠ ⇐⇒ inf{e, f} = e

شاخص کنیم، استفاده آنها متمم�های از یافته تعمیم خودتوان�های جای به اگر که مͬ�گیریم نظر در
.( (ef)′)n = (f ′)n نمͬ�دهد نتیجه (ef)n = (fe)n نمͬ�شود.(یعنͬ حفظ جابه�جایͬ

آبلͬهستند دارند، یافته تعمیم فقطخودتوان�های که حلقه�هایͬ ٢.٣

جابه�جایͬ R حلقه�ی در خودتوان�ها اگر که مͬ�کنیم ثابت را منتظره غیر نتیجه این بخش، این در
با که دید خواهیم ادامه در است.) مرکزی خودتوان هر (یعنͬ است. آبلͬ R حلقه�ی آنͽاه باشند،



٢۴ خودتوان�ها از شبͺه�هایͬ با حلقه�هایͬ .٣

آنجایͬ�که از حال، است. برقرار B(R) = I(R) تساوی کمتر شرایط

eوf ∈ Z(R) =⇒ هستند fوeجابه�جایͬ =⇒ هستند یافته تعمیم fوeجابه�جاپذیر

برای باشند. برگشت�پذیر نمͬ�توانند نتیجه�گیری�ها از ͷهیچ�ی که مͬ�دهد نشان قبلͬ بخش اول مثال
خودتوان�های دارای حلقه�ای B(R)باشند، بولͬ جبر از اصلͬ تعمیم که خودتوان�ها از شبͺه�ای داشتن

نیست. این�طور مͬ�دهیم نشان ادامه در حالͬ�که در داریم، انتظار را یافته تعمیم

است. مرکزی e ∈ R خودتوان هر آنͽاه باشد، تقلیل�یافته حلقه�ی ͷی R اگر (١) .١.٢.٣ لم
مͬ�شود. Rجابه�جا حلقه�ی در پوچ�توان هر با e خودتوان آنͽاه باشد، مرکزی e ∈ R خودتوان اگر (٢)

eaf = ٠ بنابراین ،(eaf)٢ = این�صورت٠ در ،a ∈ R و f = ١−e که فرضمͬ�کنیم (١) برهان.
.ea = ae ،a ∈ R هر برای بنابراین ،ae = eae مشابه، به�طور و ea = eae که مͬ�دهد نتیجه این که
مͬ�دهد نتیجه قبل اثبات بنابر (eaf)٢ = ٠ آنجایͬ�که از .f = ١ − e و a ∈ R مͬ�کنیم (٢)فرض
برای بنابراین ،ae = eae مشابه، به�طور ،ea = eae بنابراین ،eaf = e(eaf) = (eaf)e = ٠ که

.ea = ae ،a ∈ R هر

هستند. معادل زیر شرایط R حلقه�ی برای .٢.٢.٣ گزاره
( B(R) = I(R) یا هستند مرکزی آن خودتوان�های همه�ی (یعنͬ است. آبلͬ R حلقه�ی (١)

هستند. جابه�جاپذیر R حلقه�ی در پوچ�توان�ها و خودتوان�ها (٢)
هستند. جابه�جاپذیر خودتوان�ها R حلقه�ی در (٣)

مͬ�شود. جابه�جا هستند، یͺریخت e با که خودتوان�هایͬ همه�ی با e خودتوان هر (۴)
دارد. یافته تعمیم جابه�جاپذیر خودتوان�های Rفقط (۵)حلقه�ی

مͬ�شود. جابه�جا eریخت�ͷی خودتوان�های همه�ی با e یافته�ی تعمیم خودتوان هر (۶)

مͬ�کنیم. ثابت را ۶ =⇒ ١ ادعای فقط کرده�ایم، بیان را ٢.١.٢ لم و ١.٢.٣ لم آنجایͬ�که از برهان.
معادل به�طور یا er ̸= re که دارد وجود r ∈ Rاین�صورت در نباشد، مرکزی e خودتوان کنیم فرض
است. e از متمایز f که فرضکنیم f = e+ ere′ را خودتوان اول، مورد در .e′re ̸= ٠ یا ere′ ̸= ٠
از هستند. یͺریخت خودتوان�های f و e بنابراین ،fe = e و ef = f که داریم ،٧.١.۵ لم بنابر
خودتوان با e خودتوان و f = ef = fef = (ef)٢ = ... و e = fe = efe = (fe)٢ = ... این�رو

است. ثابت حͺم پس رسیدیم تناقض به نیست، یافته تعمیم جابه�جاپذیر f

مشابه را اثبات و مͬ�کنیم فرض g = e + e′re را خودتوان آنͽاه ،e′re ̸= ٠ اگر دوم، مورد در
مͬ�کنیم. دنبال بالا



۴ فصل

در خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی
حلقه�ها

در M(R) مجموعه�ی آنͽاه باشد، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی اگر که مͬ�کنیم بررسͬ فصل، این در
نیست. درست آن عͺس اما است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی

باشد بسته ضربͬ I(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی همچنین
.I(R) ⊆ Z(R) اگر وفقط اگر

درست است ممͺن آن عͺس اما I(R) ⊆ Z(R) آنͽاه باشد، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی اگر
است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی که مͬ�دهیم نشان همچنین .( Z٣ ⊕ Z٣ ⊕ Z٣ مثال (به�طور نباشد
M(R) مجموعه�ی همچنین .char(R) = ٢ و باشد جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر
متعامد خودتوان�های همه�ی مجموعه�ی M(R) اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در

باشد. اولیه دوبه�دو
I(R) اگر که مͬ�کنیم ثابت .I(R) ̸= {٠} مجموعه�ی که باشد حلقه�ای R مͬ�کنیم فرض
دارد. وجود اولیه خودتوان کوچͺترین آنͽاه باشد، R حلقه�ی از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی
اگر فقط و اگر است R حلقه�ی از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی I(R) مͬ�دهیم نشان همچنین
حلقه�ی و char(R) = ٢ که باشد مینیمال مرکزی ازخودتوان�های کامل {٠}\M(R)یͷمجموعه�ی

باشد. اساسͬ کاملا R

G اگر باشد، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی I(R) ،R منظم حلقه�ی برای اینͺه فرض با همچنین
است. جابه�جایͬ R حلقه�ی آنͽاه باشد، R حلقه�ی یͺه�های آبلͬ گروه

خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� با ویژگͬ�هایحلقه�ای ١.۴

رابطه�ی ≤ مͬ�کنیم فرض .I(R) ̸= {٠} که باشد دلخواه حلقه�ای R مͬ�کنیم فرض بخش دراین
در مͬ�کنیم، معنͬ ef = fe = e را (f ≥ e یا ) e ≤ f که باشد I(R) مجموعه�ی روی معمول



٢۶ حلقه�ها در خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی .۴

مͬ�کنیم. معنͬ e ̸= f و e ≤ f را ( f > e (یا e < f خاص حالت
هستند. R حلقه�ی اولیه خودتوان�های دقیقا مینیمال خودتوان�های که تعریف بنابر مͬ�کنیم توجه

داریم: این�صورت در باشد. حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .١.١.۴ لم
و باشد جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی� اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی� (١)

.char(R) = ٢
از مجموعه�ای M(R) اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی� در M(R) مجموعه�ی� (٢)

باشد. اولیه دوبه�دو متعامد خودتوان�های

جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی� دهیم نشان باید آنͽاه باشد، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی� اگر (١) برهان.
e, f ∈ I(R) خودتوان�های کنیم فرض جابه�جایͬ اثبات برای .char(R) = ٢ همچنین و است

داریم: است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی آنجایͬ�که از .e ̸= f مͬ�کنیم فرض باشند. دلخواه
که داریم این�رو از ،ef = −fe بنابراین ،(e+ f)٢ = e٢ + ef + fe+ f٢ = e+ f

.char(R) = ٢ که مͬ�دهیم نشان حال ef = e(ef) = e(−fe) = (−ef)e = (fe)e = fe

و e + f ∈ I(R) مͬ�کنیم توجه مͬ�گیریم. نظر در را (e ̸= f) e, f ∈ I(R) ناصفر خودتوان�های
توجه با همچنین و ٢e + f ∈ I(R) است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی آنجایͬ�که از .e ̸= e + f

٢efداریم = ٠ که ،(e ̸= f) e, f ∈ I(R) هر برای و است جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی اینͺه به
٢(١−e) = ٠ مشابه، به�طور .٢e = ٠ بنابراین ،٢e+f = (٢e+f)٢ = ۴e+۴ef+f = ۴e+f

جابه�جایͬ I(R) مجموعه�ی� اگر برعͺس، .char(R) = ٢ بنابراین ،٢ · ١ = ٢e = ٠ همچنین و
است. جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی� که است� بدیهͬ آنͽاه ،char(R) = ٢ همچنین و باشد

M(R) که �دهیم نشان باید آنͽاه باشد، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی� در M(R) مجموعه�ی� اگر (٢)
داشته وجود e, f ∈ M(R) مͬ�کنیم فرض است. اولیه دوبه�دو متعامد خودتوان�های از مجموعه�ای

مͬ�کنیم توجه .(ef)٢ = ef که داریم ef = fe آنجایͬ�که از .ef ̸= ٠ به�طوری�که باشد
ef(e(١ − f)) = e(١ − f)(ef) = ٠ و (e(١ − f))٢ = e(١ − f) ،e = ef + e(١ − f)

است اولیه e خودتوان آنجایͬ�که از است. e(١ − f) و ef متعامد خودتوان دو حاصل�جمع e یعنͬ
.e = ef و e(١ − f) = ٠ فرض به توجه با ef ̸= ٠ آنجایͬ�که از .e(١ − f) = ٠ یا ef = ٠
هر برای بنابراین است، تناقض ͷی e = ef = fe = f این�رو از .f = fe داریم مشابه به�طور
مجموعه�ای M(R) اگر برعͺس، است. تمام اثبات پس ef = fe = ٠ ،(e ̸= f)e, f ∈ M(R)

مجموعه�ی� در M(R) مجموعه�ی� که است بدیهͬ آنͽاه باشد، اولیه دوبه�دو متعامد خودتوان�های از
است. جمع�پذیر I(R)

و باشد جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) به�طوری�که باشد حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .٢.١.۴ لم
است. اولیه e خودتوان آنͽاه ،ce = ٠ ،(c ̸= e) c ∈ I(R) هر برای اگر .e ∈ I(R) ناصفر خودتوان

a, b ∈ ناصفر متعامد خودتوان�های برای این�صورت در نباشد، اولیه e خودتوان �کنیم فرض برهان.
،R

و ٠ = ae = a + ab فرض بنابر .a, b ̸= e پس نیست، اولیه e خودتوان که آنجایͬ از ،e = a + b



٢٧ خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� با حلقه�ای ویژگͬ�های .١.۴

هستند، متعامد a, b خودتوان�های این�که به توجه با که a = b = ٠ همچنین و ٠ = be = ba + b

است. اولیه e خودتوان بنابراین است، تناقض ͷی

حلقه�ی در متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) اگر باشد. حلقه ͷی R فرضمͬ�کنیم .٣.١.۴ لم
.M(R) ̸= {٠} آنͽاه باشد، R

اولیه e ∈ I(R) ناصفر خودتوان هر آنͽاه باشد، متعامد I(R) مجموعه�ی� اگر مͬ�کنیم توجه برهان.
متعامد خودتوان�های برای بنابراین نباشد، اولیه e ∈ I(R) خودتوان که مͬ�کنیم فرض(خلف) است.

٠ = eb = b آنͽاه ،(b ̸= e (و a ̸= e اگر .a ̸= b وضوح، به .e = a+ b ،a, b ∈ R ناصفر
که مͬ�کنیم فرض است. اولیه e ∈ I(R) خودتوان هر بنابراین است، تناقض ͷی (٠ = eb = b (و
که دارند وجود (e ̸= f) e, f ∈ I(R) خودتوان�های این�صورت در نباشد، متعامد I(R) مجموعه�ی
اولیه ef خودتوان اگر است. تمام اثبات باشد، اولیه ef خودتوان اگر ،e ≥ ef بنابراین ،ef ̸= ٠
که e١(ef) ̸= ٠ ،٢.١.۴ لم بنابر به�طوری�که دارد وجود e١ ∈ I(R) ناصفر خودتوان آنͽاه نباشد،

مͬ�رسیم. زیر نزولͬ اکیدا رابطه�ی به روند این ادامه با ef > e١(ef)

ef > e١(ef) > e٢e١(ef) > · · ·

ناصفر عناصر بعضͬ با رابطه این است، متناهͬ I(R) مجموعه�ی که آنجایͬ از
بنابراین باشد، اولیه باید et · · · e١(ef) خودتوان پس مͬ�رسد، پایان به et · · · e١(ef) ∈ I(R)

.M(R) ̸= {٠}

متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) به�طوری�که باشد حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .۴.١.۴ قضیه
هستند: برقرار زیر گزاره�های این�صورت در باشد.

است. اساسͬ کاملا R حلقه�ی (١)
eiها که e = e١ + · · · + es = f١ + · · · + ft ،e ∈ I(R) ناصفر خودتوان هر برای اگر (٢)
شماره�گذاری مͬ�توانند fjها و s = t آنͽاه هستند، R حلقه�ی از متعامد دوبه�دو اولیه خودتوان�های

.ei = fi بنابراین شوند،

M(R) ̸= داریم ٣.١.۴ لم بنابر باشد، دلخواه e ∈ I(R) ناصفر خودتوان کنیم فرض (١) برهان.
است. تمام اثبات که باشد اولیه e خودتوان اگر .{٠}

ناصفر عنصر ،٣.١.۴ لم اثبات بنابر این�صورت در نباشد، اولیه e خودتوان که مͬ�کنیم فرض
e = ef١+(e−ef١) همچنین استو اولیه f١e(= ef١) خودتوان به�طوری�که دارد وجود f١ ∈ I(R)

خودتوان اگر .e > (e−ef١) مͬ�کنیم توجه حلقه�یRاست. از متعامد خودتوان�های حاصل�جمع که
استدلال بنابر نباشد، اولیه e− ef١ خودتوان فرضکنیم است. تمام اثبات آنͽاه باشد، اولیه e− ef١

بنابراین است، اولیه (e − ef١)f٢ خودتوان به�طوری�که دارد وجود f٢ ∈ I(R) ناصفر عنصر مشابه
از متعامد خودتوان�های حاصل�جمع �که e − ef١ = (e − ef١)f٢ + ((e − ef١) − (e − ef١)f٢)

این ادامه با .e− ef١ > ((e− ef١)− (e− ef١)f٢) که مͬ�کنیم توجه همچنین است. R حلقه�ی
داشت. خواهیم را زیر نزولͬ اکیدا دنباله�ی روند،

a٠ > a١ > a٢ > · · ·



٢٨ حلقه�ها در خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی .۴

که دارد وجود R حلقه�ی از fn+١ ناصفر خودتوان به�طوری�که an+١ = an − anfn+١ و a٠ = e که
.an ̸= ٠ ،n = ١,٢, · · · هر برای و anfn+١ ∈ M(R)

هستند. متمایز fnها که مͬ�کنیم ثابت n روی استقرا با ادامه، در
i, j هر برای یعنͬ باشد برقرار n برای که فرضمͬ�کنیم .f١ ̸= f٢ که است واضح آنͽاه ،n = ٢ اگر
،i = ١, · · · , n هر برای که دهیم نشان است کافͬ ،n+١ برای .fi ̸= fj ،( ١ ≤ i, j ≤ n) متمایز

این�صورت در .fn+١ = fi که باشد داشته وجود ( ١ ≤ i ≤ n) i کنیم فرض .fn+١ ̸= fi

anfn+١ = (an−١ − an−١fn)fn+١ = (an−١ − an−١fn)fi = an−١fi

= (an−٢ − an−٢fn−١)fi = an−٢fi = · · · = aifi = ٠

.fn+١ ̸= fi ،i = ١, · · · , n هر برای بنابراین دارد، تناقض anfn+١ ∈ M(R) اینͺه فرض با این که
و مͬ�شود محدود بالا دنباله�ی است، متمایز fn هر و است متناهͬ I(R) مجموعه�ی که آنجایͬ از

این�صورت در است. R حلقه�ی از اولیه�ای خودتوان an همچنین
حلقه�ی در متعامد اولیه خودتوان�های از حاصل��جمعͬ که e = a٠f١ + a١f٢ + · · ·+ an−١fn + an

است. R
آنجایͬ�که از . s ≤ t مͬ�کنیم فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون (٢)

حلقه�ی از متعامد دوبه�دو اولیه خودتوان�های fiها) (و eiها و e = e١ + · · ·+ es = f١ + · · ·+ ft

است. R حلقه�ی از اولیه�ای خودتوان eکه١ آن�جایͬ از .e١ = e١e = e١f١ + · · ·+ e١ft هستند، R

که داریم همچنین .e١f٢ = · · · = e١ft مͬ�شوند شماره�گذاری ها fi این�که به باتوجه و e١ = e١f١

e١f١ ̸= ٠ و است R حلقه�ی از اولیه�ای خودتوان f١ که آنجایͬ از .f١ = ef١ = e١f١+ · · ·+ esft

اینͺه به توجه با روند، این ادامه با .e٢+ · · ·+es = f٢+ · · ·+ft این�صورت در f١ = e١f١ = e١ و
fs+١+ · · ·+ft = این�صورت٠ در ،e٢ = f٢, · · · , es = fs که داریم مͬ�شوند، شماره�گذاری ها fi

آوردیم. به�دست را نتیجه بنابراین .fs+١ = · · · = ft = ٠ که مͬ�دهد نتیجه

باشد، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) به�طوری�که باشد حلقه ͷی R که مͬ�کنیم فرض
حاصل�جمع صورت به مͬ�توانیم ،۴.١.۴ قضیه بنابر را e ∈ I(R) ناصفر خودتوان هر این�صورت در
e طول را یͺتا تعداد این که بنویسیم R حلقه�ی در متعامد اولیه خودتوان�های از متناهͬ تعداد یͺتای

مͬ�دهیم. نمایش L(e) با را آن و مͬ�نامیم

گیریم باشد. متناهͬ جمع�پذیر یͷمجموعه�ی� I(R) که باشد Rیͷحلقه فرضمͬ�کنیم .۵.١.۴ لم
( (fiها eiها که L(f) = t و L(e) = s که f = f١ + · · · + ft, e = e١ + · · · + es ∈ I(R)

.eifj = ٠ ،i, j هر برای آنͽاه ،ef = ٠ اگر باشند. R حلقه�ی از متعامد دوبه�دو اولیه خودتوان�های

آنͽاه ،j ̸= l یا i ̸= k حالͬ�که در ekfl ̸= ٠ و eifj ̸= ٠ اگر که مͬ�کنیم بررسͬ اول برهان.
اگر .i ̸= k مͬ�کنیم فرض شود وارد خللͬ مسئله کلیت به اینͺه بدون درحقیقت، .eifj ̸= ekfl

است. تناقض که eifj = ei(ekfl) = (eiek)fl = ٠ آنͽاه ،eifj = ekfl



٢٩ خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� با حلقه�ای ویژگͬ�های .١.۴

بنابراین ،eifj =
∑

ekfl ،( j ̸= l یا i ̸= k ) i, j هر برای که مͬ�کنیم توجه

eifj = ei(eifj)fj = ei

(∑
ekfl

)
fj =

(∑
j ̸=l

eifl

)
fj = ٠

باشد، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) اگر باشد. حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .۶.١.۴ لم
است. اولیه مرکزی خودتوان�های از کامل مجموعه�ی� ͷیM(R) \ {٠} آنͽاه

مͬ�توانیم است، متناهͬ I(R)مجموعه�ی آنجایͬ�که از .M(R) ̸= {٠} داریم ،٣.١.۴ لم بنابر برهان.
پس است، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی آنجایͬ�که از .M(R) \ {٠} = {e١, · · · , er} کنیم فرض
پس است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی آنجایͬ�که از هستند. مرکزی خودتوان�ها همه�ی ،١.١.۴ بنابرلم
{٠}\M(R)مجموعه�ای بنابراین است. جمع�پذیر I(R)مجموعه�ی در وضوح مجموعه�یM(R)به
مرکزی خودتوان�های از مجموعه�ای {e١, · · · , er} پس است. آمده ،٢.١.۴ لم در که متعامد است
خودتوان�های از کامل مجموعه�ی� ͷی {e١, · · · , er} کنیم ثابت اینͺه برای است. R حلقه�ی اولیه
.e = e١+ · · ·+er−١ ∈ I(R) فرضمͬ�کنیم .١ = e١+ · · ·+er مͬ�دهیم نشان است. اولیه مرکزی
R حلقه�ی از متعامد خودتوان�های از حاصل�جمعͬ که ١ = e+(١−e) و ٠ ̸= e ̸= ١ مͬ�کنیم توجه
به�طوری�که دارند وجود f١, · · · , fs ∈ R متعامد دوبه�دو اولیه خودتوان�های ،۴.١.۴ قضیه بنابر است.
.T = {e١, · · · , er−١, f١, · · · , fs} این�صورتگیریم در .s ≥ ٢ فرضکنیم .١−e = f١+· · ·+fs

T این�صورت در .eifj = ٠ ،i, j هر برای ١٠.١.۵ لم بنابر و ،e(١− e) = ٠ آنجایͬ�که از بنابراین
به ،T ⊆ M(R)\{٠} آنجایͬ�که از .|T | = r−١+s > r = |M(R)\{٠}| به�طوری�که است متعامد

.١ = e١+· · ·+er که داریم بنابراین .f١ = er این�صورت در s = ١ �رو این از تناقضرسیدیم،

جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) این�صورت در باشد. حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .٧.١.۴ قضیه
باشد اولیه مرکزی خودتوان�های از کامل مجموعه�ی� ͷیM(R) \ {٠} اگر فقط و اگر است متناهͬ

باشد. اساسͬ کاملا R حلقه�ی و char(R) = ٢ و

۶.١.۴ لم و ١.١.۴ لم کردن دنبال با آنͽاه باشد، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) اگر برهان.
اولیه مرکزی خودتوان�های از کامل مجموعه�ی� ͷی M(R) \ {٠} داشت خواهیم ۴.١.۴ قضیه و

است. اساسͬ کاملا R حلقه�ی و char(R) = ٢ و است
char(R) = ٢ و باشد اولیه مرکزی خودتوان�های از کامل {٠}\M(R)مجموعه�ی اگر برعͺس،
است. متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) دهیم نشان باید آنͽاه باشد، اساسͬ کاملا R حلقه�ی و
I(R)مجموعه�ی است، اساسͬ حلقه�یRکاملا استو مجموعه�ی{٠}\M(R)متناهͬ آنجایͬ�که از
e کنیم فرض است، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی که �دهیم نشان اینͺه برای است. متناهͬ وضوح به
اساسͬ کاملا R حلقه�ی آنجایͬ�که از باشند. R حلقه�ی از دلخواه ناصفر متمایز خودتوان�های f و
خودتوان�های (fjها) eiها که f = f١ + · · ·+ fs و e = e١ + · · ·+ er داریم این�صورت در است،
و ei همه�ی که فرضمͬ�کنیم ،char(R) = ٢ آنجایͬ�که از هستند. R حلقه�ی از متعامد دوبه�دو اولیه
بنابراین و (e+ f)٢ = e+ f است، M(R)متعامد \ {٠} مجموعه�ی ازآنجایͬ�که باشند. متمایز fj

است. جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی



٣٠ حلقه�ها در خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی .۴

باشد، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) اگر باشد. حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .٨.١.۴ نتیجه
|I(R) ∩ {١}| = ٢r و است ناپذیر تجزیه حلقه�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب ͷی R آنͽاه

.|M(R) \ {٠}| = r که

مجموعه�ی� ͷیM(R) \ {٠} ،۶.١.۴ لم بنابر .M(R) \ {٠} = {e١, · · · , er} فرضکنیم برهان.
١ = e١ + · · · + er ،a ∈ R هر برای آنجایͬ�که از است. اولیه مرکزی خودتوان�های از کامل
و است R حلقه�ی از متعامد دوبه�دو خودتوان�های از حاصل�جمعͬ که a = e١a + · · · + era

است. تجزیه�ناپذیر حلقه�های از متناهͬ مستقیم ضرب که R = e١R⊕ e٢R⊕ · · · ⊕ erR همچنین
|I(R)| = ٢r همچنین و |I(eiR)| = ٢ است، اولیه خودتوان ei ∈ M(R) \ {٠} هر آنجایͬ�که از

.|M(R) \ {٠}| = r که

باشد، جمع�پذیر مجموعه�ی� I(R) به�طوری�که باشد حلقه ͷی R اگر که مͬ�کنیم توجه .٩.١.۴ تذکر
I(R) اگر خاص، حالت در مͬ�دهد. را R حلقه�ی از بولͬ زیرحلقه�ی ͷی تشͺیل I(R)∪ {١} آنͽاه
.(r = |M(R)\{٠}|) I(R)∪{١} ∼= Z٢ ⊕ · · · ⊕ Z٢︸ ︷︷ ︸

r−جمعوند

آنͽاه باشد، متناهͬ جمع�پذیر یͷمجموعه�ی�

با R حلقه�ی صورت این در باشد متناهͬ بولͬ حلقه�ی ͷی R مͬ�کنیم فرض .١٠.١.۴ نتیجه
.r = |M(R) \ {٠}| که است یͺریخت Z٢ ⊕ · · · ⊕ Z٢︸ ︷︷ ︸

r−جمعوند

داشت. خواهیم را اثبات ،٩.١.۴ تذکر بنابر برهان.

از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� با منظم ون�نیومن حلقه�ی ٢.۴
خودتوان�ها

یͺه�ی غیر و ناصفر عناصر همه�ی از مجموعه�ای بیانͽر X یا X(R) باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض
مدار، و منظم عمل تعریف بنابر باشد. R حلقه�ی یͺه�های گروه بیانͽر G یا G(R) باشد. R حلقه�ی

داشت. خواهیم را زیر لم

عمل تحت X مجموعه�ی روی G گروه به�طوری�که باشد حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .١.٢.۴ لم
باشد داشته وجود e ∈ X اگر فقط و اگر است یͺه-منظم R حلقه�ی این�صورت در کند، عمل منظم

باشد. مدار O(e) منظم عمل تحت که

تحت که دارد داشته وجود e ∈ X که دهیم نشان باید آنͽاه باشد، یͺه-منظم R حلقه�ی اگر برهان.
u ∈ G ،x ∈ R هر برای پس است، یͺه-منظم R حلقه�ی آنجایͬ�که از باشد. مدار O(e) منظم عمل
تحت همچنین و است خودتوان ux آنͽاه x ∈ X اگر خاص، حالت در .xux = x که دارد وجود

است. مدار O(x) = O(ux) منظم عمل
باید آنͽاه باشد، مدار O(e) منظم عمل تحت که باشد داشته وجود e ∈ X اگر برعͺس،
آنͽاه ،x ∈ G اگر باشد. دلخواه x ∈ X کنیم فرض است. یͺه-منظم R حلقه�ی دهیم نشان



٣١ خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� با منظم ون�نیومن حلقه�ی .٢.۴

است، خودتوان g−١x = e آنͽاه ،x = ge که باشد داشته وجود g ∈ G اگر .xx−١x = x ∈ G

است. یͺه-منظم R حلقه�ی پس xg−١x = x بنابراین

متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) به�طوری�که باشد حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .٢.٢.۴ تذکر
مͬ�کنیم: ملاحظه این�صورت در باشد،

قویا R حلقه�ی اگر فقط و اگر باشد یͺه-منظم R حلقه�ی اگر فقط و اگر است منظم R حلقه�ی (١)
باشد. آبلͬ منظم R حلقه�ی اگر فقط و اگر باشد منظم

دارد. Xوجود مجموعه�ی Gروی گروه منظم عمل تحت مدار متناهͬ تعداد R منظم حلقه�ی در (٢)

R آنͽاه باشد، آبلͬ گروه ͷی G اگر باشد. آبلͬ منظم حلقه�ی ͷی R مͬ�کنیم فرض .٣.٢.۴ قضیه
است. جابه�جایͬ حلقه�ی ͷی

است، آبلͬ منظم R حلقه�ی که آنجایͬ از باشند. دلخواه g ∈ G و x ∈ X کنیم فرض اول برهان.
همچنین ،x = xux به�طوری�که دارد وجود u ∈ G عنصر بنابراین است. یͺه-منظم نیز R حلقه�ی
G گروه که آنجایͬ از هستند. مرکزی xu, ux است، آبلͬ R حلقه�ی که آنجایͬ از .xu, ux ∈ I(R)

در .gx = xg همچنین و (gx)u = g(xu) = (xu)g = x(ug) = x(gu) = (xg)u است. آبلͬ
آنͽاه ،x /∈ I(R) اگر .xy = yx آنͽاه ،x ∈ I(R) اگر باشند، دلخواه x, y ∈ X کنیم فرض ادامه،

داشت: خواهیم بالا استدلال بنابر این�صورت در ،vx, xv ∈ I(R) که دارد وجود v ∈ G

ͷی R بنابراین ، xy = yx همچنین و v(xy) = (vx)y = y(vx) = (yv)x = (vy)x = v(yx)

است. جابه�جایͬ حلقه�ی

جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) به�طوری�که باشد منظم حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .۴.٢.۴ نتیجه
است. جابه�جایͬ حلقه�ی ͷی R آنͽاه باشد، آبلͬ G گروه اگر باشد. متناهͬ

مͬ�کنیم. دنبال را اثبات ٣.٢.۴ قضیه و ٢.٢.۴ تذکر بنابر برهان.

از کامل مجموعه�ی ͷی دارای که باشد آبلͬ منظم حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .۵.٢.۴ قضیه
میدان�های از حلقه�یRحاصل�ضربمستقیم آنͽاه باشد، Gدوری گروه اگر است. اولیه خودتوان�های

است. متناهͬ

مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی S = {e١, e٢, · · · , er} کنیم فرض برهان.
موضعͬ حلقه�های از متناهͬ حاصل�ضرب ͷی R = e١R× e٢R× · · · × erR که باشد R حلقه�ی
از است. تقسیم حلقه�ی ،eiR هر و است صفر R حلقه�ی جیͺوبسن رادیͺال که مͬ�کنیم توجه است.
هر این�صورت در و است جابه�جایͬ Rیͷحلقه�ی ،٣.٢.۴ قضیه بنابر است، Gآبلͬ گروه که آنجایͬ
eiR هر همچنین استو G(eiR)دوری هر است، Gدوری گروه که آنجایͬ از است. میدان ͷی eiR

است. متناهͬ میدان�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب R حلقه�ی �رو این از است. متناهͬ

باشد. متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) و منظم حلقه�ی ͷی R مͬ�کنیم فرض .۶.٢.۴ نتیجه
از متناهͬ میدان�های از متناهͬ مستقیم حاصل�ضرب R حلقه�ی آنͽاه باشد، دوری G گروه اگر

است. متمایز رتبه�های با و ٢ مشخصه�ی



٣٢ حلقه�ها در خودتوان�ها از متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی .۴

مͬ�کنیم. دنبال را اثبات ۵.٢.۴ قضیه و ٢.٢.۴ تذکر بنابر برهان.

از کامل مجموعه�ی� ͷی دارای که باشد آبلͬ منظم حلقه�ی ͷی R مͬ�کنیم فرض .٧.٢.۴ قضیه
است. متناهͬ R حلقه�ی آنͽاه باشد، متناهͬ G گروه اگر است. اولیه خودتوان�های

e ∈ خودتوان ١.٢.۴ بنابرلم و ،g ∈ G این�صورت در باشد، دلخواه x ∈ X مͬ�کنیم فرض برهان.
خودتوان�های از کامل مجموعه�ی� ͷی {e١, e٢, · · · .er} کنیم فرض .x = ge که دارد وجود I(R)

از x = ge =
∑

eei ̸=٠ g(eei) و ١ = e١ + e٢ + · · · + er آنجایͬ�که از باشد. R حلقه�ی اولیه
X مجموعه�ی این�رو از است. متناهͬ O(eei) ،eei ̸= ٠ هر برای است متناهͬ G گروه آنجایͬ�که

است. متناهͬ R حلقه�ی بنابراین است، متناهͬ

جمع�پذیر مجموعه�ی� ͷی I(R) به�طوری�که باشد منظم حلقه�ی ͷی R مͬ�کنیم فرض .٨.٢.۴ نتیجه
داریم: این�صورت در است، متناهͬ

است. متناهͬ R حلقه�ی آنͽاه باشد، متناهͬ G گروه اگر (١)
باشد. متناهͬ بولͬ حلقه�ی ͷی R اگر فقط و اگر G = {١} گروه (٢)

مͬ�کنیم. دنبال را اثبات ٧.٢.۴ قضیه و ٢.٢.۴ تذکر (١)بنابر برهان.
Rیͷحلقه�ی که آنجایͬ از است. حلقه�یRمتناهͬ آنͽاه ،G = {١} گروه اگر اول، گزاره�ی (٢)بنابر
R حلقه�ی ،٢.٢.۴ تذکر بنابر است، متناهͬ جمع�پذیر مجموعه�ی ͷی I(R) به�طوری�که است منظم
e ∈ I(R)،١.٢.۴ لم بنابر و g ∈ Gاین�صورت در باشد، دلخواه x ∈ X فرضکنیم است. یͺه-منظم
بنابراین ،X = I(R) \ {٠} همچنین و x = e ،G = {١} که آنجایͬ از ،x = ge که دارد وجود

است. واضح نیز نتیجه این برعͺس است. بولͬ حلقه�ی ͷی R = I(R) ∪ {١}



۵ فصل

حلقه ͷی در نیم�مرکزی خودتوان�های

،a ∈ R هر برای اگر فقط و اگر است چپ نیم�مرکزی e ∈ R خودتوان که مͬ�دهیم نشان فصل این در
هستند. معادل زیر شرایط مͬ�کنیم ثابت همچنین .ae = eae

است، (راست) چپ نیم�مرکزی ،e ∈ R خودتوان (١)
.(er = ere) re = ere ،r ∈ U(R) هر (٢)برای

.(er = ere) re = ere ،r ∈ R توان پوچ هر برای (٣)
است. خودتوان ͷی (ef) fe ،f ∈ R خودتوان هر (۴)برای

.(fe = efe) ef = efe ،f ∈ R خودتوان هر (۵)برای
.(ef = efe)fe = efeاست یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر (۶)برای

باشد، مثبت صحیح مقدار n به�طوری��که است یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر (٧)برای
. ((ef)n = (efe)n ) (fe)n = (efe)n

مͬ�کنیم: بیان همچنین
مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی (١)

باشد. متعامد (Mr(R))Ml(R)

را R/N درحلقه�ی خودتوان�ها که باشد R حلقه�ی از ایده�آل ͷی ،N ⊆ J(R) مͬ�کنیم فرض (٢)
ببریم. بالا R حلقه به مͬ�توانیم

( Sr(R/N) ) Sl(R/N) مجموعه�ی آنͽاه باشد، جابه�جایͬ (Sr(R)) Sl(R) مجموعه�ی اگر آ.
مجموعه�ی در (Sr(R)) Sl(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R/N) مجموعه�ی در

باشد. جمع�پذیر I(R)

(Ml(R/N))Ml(R/N) � مجموعه�ی آنͽاه باشد، جابه�جایͬ (Mr(R))Ml(R)مجموعه�ی اگر ب.
مجموعه�ی در (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی اگر وفقط اگر است جمع�پذیر I(R/N) مجموعه�ی در

باشد. جمع�پذیر I(R)

آنͽاه باشد، اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی دارای R حلقه�ی اگر که مͬ�دهیم نشان
است. مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی دارای R حلقه�ی
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مرکزی اولیه خودتوان�های از {c١, c٢, · · · , cn} کامل مجموعه�ی دارای R اگرحلقه�ی همچنین
است. {c١, c٢, · · · , cn} زیرمجموعه��ی از حاصل�جمعͬ مرکزی خودتوان هر آنͽاه باشد،

مͬ�دهیم: نشان ادامه در
خودتوان هر که است، مرکزی اولیه خودتوان�های از T کامل مجموعه�ی دارای R حلقه�ی (١)
حلقه�ی متعامد چپ نیم�مرکزی اولیه خودتوان�های حاصل�جمع R حلقه�ی ناصفر چپ نیم�مرکزی
اولیه خودتوان�های کامل مجموعه�ی دارای eRe حلقه�ی e ∈ R ناصفر خودتوان هر برای و است R

است. مرکزی
از کامل مجموعه�ی هر و است اولیه خودتوان�های از T کامل مجموعه�ی دارای R حلقه�ی (٢)
مرکزی اولیه خودتوان�های همه�ی شامل T مجموعه�ی و دارد وجود T در مرکزی اولیه خودتوان�های

است. R حلقه�ی

حلقه ͷی نیم�مرکزی خودتوان�های از ویژگͬ�هایͬ ١.۵

را R حلقه�ی در (راست) چپ نیم�مرکزی خودتوان�های ویژگͬ�های بعضͬ مͬ�خواهیم بخش این در
کنیم. پیدا

مͬ�کنیم. ارائه را یͺریخت خودتوان�های از دیͽری تعریف زیر گزاره�ی بیان با ابتدا در

زیر شرایط این�صورت در باشند، R حلقه�ی از خودتوان�هایͬ f و e مͬ�کنیم فرض .١.١.۵ گزاره
هستند: معادل

هستند. یͺریخت راست R-مدول عنوان به fR و eR (١)
هستند. یͺریخت چپ R-مدول عنوان به Rf و Re (٢)
.f = ba و e = ab آنͽاه ،b ∈ fRe و a ∈ eRf اگر (٣)

.f = ba و e = ab آنͽاه ،a, b ∈ R اگر (۴)
یͺریخت f و eخودتوان�های که گوییم کنند، صدق فوق شرایط از ͷهری در f و eخودتوان�های اگر

هستند.

است. برقرار ١ =⇒ ٢ =⇒ ٣ =⇒ ١ که دهیم نشان است کافͬ برهان.
به�طور و b = θ(e) ∈ fRe که مͬ�گیریم نظر در را θ : eR −→ fR R-همریختͬ ابتدا ١ =⇒ ٢
خودتوان ،θ−١θترکیب با که a = θ−١(f) ∈ eRf که مͬ�گیریم نظر در را θ−١ : fR −→ eR مشابه

.f = ba و e = ab بنابراین مͬ��دهد، نتیجه را ab عنصر ،e
است. بدیهͬ ٢ =⇒ ٣

af = و be = b(ab) ∈ fR بنابراین کنند، صدق (٣) شرط در b و a کنیم فرض ٣ =⇒ ١
و θ(x) = bx ∈ fR که θ′ : fR −→ eR و θ : eR −→ fR مͬ�کنیم تعریف .a(ba) ∈ eR

بنابراین ،θ′(y) = ay ∈ eR

θ′θ(e) = abe = e٢ = e
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θθ′(f) = baf = f٢ = f

است. تمام اثبات پس θθ′ = ١ و θ′θ = ١ این�رو از

هستند: معادل زیر شرایط R حلقه�ی از e خودتوان هر برای .٢.١.۵ گزاره
است. (راست) چپ نیم�مرکزی ،e ∈ R خودتوان (١)

.(er = ere) re = ere ،r ∈ U(R) هر (٢)برای
.(er = ere) re = ere ،r ∈ R توان پوچ هر برای (٣)

است. خودتوان ͷی (ef) fe ،f ∈ R خودتوان هر (۴)برای
.(fe = efe) ef = efe ،f ∈ R خودتوان هر (۵)برای

.(ef = efe)fe = efeاست یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر (۶)برای
باشد، مثبت صحیح مقدار n به�طوری��که است یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر (٧)برای

. ((ef)n = (efe)n ) (fe)n = (efe)n

اثبات مشابه به�طور راست مرکزی نیم مورد و مͬ�کنیم اثبات را چپ نیم�مرکزی مورد فقط برهان.
شد. خواهد

است. بدیهͬ ۵ =⇒ ۶ =⇒ ٧ و ١ =⇒ ٢,٣,۴
در باشد، R حلقه��ی از دلخواهͬ پوچ�توان r و باشد برقرار (٢) شرط که مͬ�کنیم فرض ٢ =⇒ ٣
بنابراین ،re = ere داریم که (١+ r)e = e(١+ r)e فرض(٢)، بنابر است. یͺه ١+ r این�صورت

است. برقرار (٣) شرط
،r = (١− e)ae ∈ R که باشد دلخواه a ∈ R و باشد برقرار شرط(٣) که مͬ�کنیم فرض ٣ =⇒ ١
بنابراین ،(١ − e)ae = ٠ که مͬ�دهد نتیجه این و re = ere همچنین و r٢ = ٠ این�صورت در

است. چپ نیم�مرکزی خودتوان e و ae = eae

١−f ∈ R ،f ∈ R خودتوان برایهر آنجایͬ�که از باشد. برقرار (۴) شرط که ۴فرضمͬ�کنیم =⇒ ۵
این�صورت در ،(١− f)e = ((١− f)e)٢ بنابرفرض است، خودتوان

هر برای بنابراین e − fe = (١ − f)e = ((١ − f)e)٢ = e − fe − efe + (fe)٢ = e − efe.

.fe = efe ،f ∈ R خودتوان
این�صورت در نباشد، چپ نیم�مرکزی e خودتوان و باشد برقرار (۶) شرط که فرضمͬ�کنیم ٧ =⇒ ١
این�صورت در ،f = e + ae − eae مͬ�کنیم فرض .ae − eae ̸= ٠ که دارد وجود a ∈ R

صحیح n برای بنابراین هستند، یͺریخت خودتوان�های این�ها که ef = e و fe = f و f٢ = f ̸= e

نیم�مرکزی e خودتوان بنابراین است، تناقض در (۶) فرض با که e = (efe)n ̸= (fe)n = f مثبت
است. چپ

هستند: معادل زیر شرایط R حلقه�ی از e خودتوان هر برای .٣.١.۵ نتیجه
است. مرکزی e ∈ R خودتوان (١)
.re = er ،r ∈ U(R) هر (٢)برای

.re = er ،r ∈ R پوچ�توان هر برای (٣)
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هستند. خودتوان ef و fe ،f ∈ R خودتوان هر (۴)برای
،fe = ef ،f ∈ R خودتوان هر برای (۵)

.fe = ef است یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر برای (۶)
است، مثبت صحیح مقدار ͷی n به�طوری�که است یͺریخت e با که f ∈ R خودتوان هر برای (٧)

.(fe)n = (ef)n

داشت. خواهیم را اثبات ٢.١.۵ گزاره به توجه با برهان.

اگر است چپ نیم�مرکزی R حلقه�ی از e خودتوان باشد. حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .۴.١.۵ نتیجه
باشد. راست نیم�مرکزی ١− e خودتوان اگر فقط و

گزاره بنابر این�صورت در باشد، R حلقه�ی از چپ نیم�مرکزی خودتوان ͷی e کنیم فرض برهان.
(١− e)f(١− e) = f − ef − fe+ efe = بنابراین .fe = ef ،f ∈ R خودتوان هر برای ،٢.١.۵
حلقه�ی راست نیم�مرکزی خودتوان ١− e ،٢.١.۵ گزاره بنابر مͬ�دهد نتیجه که f − ef = f(١− e)

است. برقرار مشابه استدلال با نتیجه این عͺس که است R

ͷی Z٣ که باشد، Z٣ روی ٢ × ٢ مثلثͬ بالا ماتریسͬ حلقه�ی ͷی R مͬ�کنیم فرض .۵.١.۵ مثال
R ازحلقه�ی خودتوان دو f =

(
٠ ١
٠ ١

)
و e =

(
١ ١
٠ ٠

)
مͬ�کنیم فرض است. ٣ پیمانه�ی به میدان

نیم�مرکزی e خودتوان ،٢.١.۵ گزاره��ی بنابر نیست. R حلقه�ی از خودتوانͬ ef آنجایͬ�که از باشند.
نتیجه�ی به باتوجه است. چپ نیم�مرکزی e خودتوان که �کنیم بررسͬ مͬ�توانیم اما نیست. راست
نیست. R حلقه�ی از چپ نیم�مرکزی خودتوان اما است، راست نیم�مرکزی خودتوان ١− e ،۴.١.۵

حلقه�ی چپ نیم�مرکزی خودتوان�های همه�ی مجموعه�ی (Sr(R)) Sl(R) کنیم فرض .۶.١.۵ تذکر
هستند. برقرار زیر گزاره�های مͬ�کنیم توجه باشد. R

است. بسته ضرب تحت (Sr(R)) Sl(R) مجموعه (١)
e ∈ Sl(R) هر برای یعنͬ است بسته مزدوج�گیری تحت (Sr(R)) Sl(R) مجموعه (٢)

.ueu−١ ∈ Sl(R) ،u ∈ U(R) هر و (e ∈ Sr(R))
e+ ea(١− e) ∈ Sl(R) ،a ∈ R هر برای اگر فقط و اگر (f ∈ Sr(R)) e ∈ Sl(R) (٣)خودتوان

.(f + fa(١− f) ∈ Sr(R))

هستند. معادل زیر شرایط این�صورت در ،e, e′ ∈ R خودتوان�های مͬ�کنیم فرض .٧.١.۵ لم
،eR = e′R(١)

،ee′ = e′, e′e = e(٢)
،e′ = e+ er(١− e) که دارد وجود r ∈ R (٣)

،R(١− e) = R(١− e′) (۴)
شرط اگر مͬ�کنیم ′e.(توجه = u−١eu که دارد وجود u ∈ U(R) آنͽاه باشند، برقرار شرایط این اگر

(.e′ = e+ ee′(١− e) آنͽاه باشد، برقرار (٢)
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e′ ضربچپ با .e′ = es و e = e′r که باشند داشته وجود r, s ∈ R فرضکنیم ١ =⇒ ٢ برهان.
داریم. را (٢) شرط به�ترتیب e و

.e+ee′(١−e) = e+e′(١−e) = e+e′−e′e = e′ باشد، برقرار (٢) شرط فرضکنیم ٢ =⇒ ٣
چون��که u ∈ U(R) این�رو از .u = ١+ er(١− e) که e′ = eu داریم (٣) شرط به توجه ٣با =⇒ ۴

است. ١− er(١− e)وسͺمع دارای آن
.u ∈ U(R) که e′R = euR = eR داریم باشد، برقرار (۴) شرط کنیم فرض ۴ =⇒ ١

که داریم را (٢) شرط ،(١) شرط به توجه با ١ =⇒ ۵
،١− e′ ∈ R(١− e) مشابه، به�طور ١− e = ١− e− e′ + ee′ = (١− e)(١− e′) ∈ R(١− e′)

.R(١− e) = R(١− e′) بنابراین
داریم. را اثبات بالا، اثبات� به توجه با ۵ =⇒ ١

داریم ٣ =⇒ ۴ در ،u ∈ U(R) برای باشند. برقرار فوق شرایط مͬ�کنیم فرض
مͬ�کنیم توجه ترتیب به u−١eu = eu = e′ بنابراین ،u−١e = (١− er(١− e))e = e

(١− e)R ∼= R/eR = R/e′R ∼= (١− e′)R

است. e مزدوج e′ (٢) شرط و نتیجه این بنابر که هستند راست R-مدول�های که

باشند، R حلقه�ی از خودتوان�هایͬ (a ∈ R) e′ = e + ea(١ − e) و e اگر که مͬ�کنیم توجه
است ممͺن آن عͺس اما e+ ea(١− e) = ueu−١ که دارد وجود u ∈ U(R) ،٧.١.۵ لم بنابر آنͽاه

مͬ�کنیم. دنبال را زیر مثال نادرستͬ این اثبات برای که نباشد درست

به میدان ͷی Z٢ که باشد Z٢ روی ٢ × ٢ ماتریسͬ حلقه�ی ͷی R مͬ�کنیم فرض .٨.١.۵ مثال
بررسͬ این�صورت در باشد، R حلقه�ی از خودتوانͬ e=

(
٠ ١
٠ ١

)
مͬ�کنیم فرض است. ٢ پیمانه�ی

که مͬ��کنیم
{e+ ea(١− e)|a ∈ R} =

{(
٠ ١
٠ ١

)
,
(

١ ٠
١ ٠

)}
عبارت به .f /∈ {e + ea(١ − e)|a ∈ R} این�صورت در ،f٢ = f =

(
١ ٠
٠ ٠

)
∈ R کنیم فرض

.e = ufu−١ که دارد وجود u =
(

١ ١
١ ٠

)
∈ U(R) چون�که هستند مزدوج f و eخودتوان�های دیͽر،

مͬ�آید. پیش زیر سوال حال
زمانͬ چه این�صورت در باشند، R حلقه�ی از یͺریختͬ خودتوان���های e′ و e مͬ�کنیم فرض سوال:
نتیجه را e′ خودتوان بودن (راست) چپ نیم�مرکزی ،e خودتوان بودن (راست) چپ نیم�مرکزی

مͬ�دهد؟
باشد داشته وجود u ∈ U(R) اگر فقط و اگر e ∼= e′ آنͽاه باشد، موضعͬ نیم حلقه�ی ͷی eRe اگر

.e′ = ueu−١ به�طوری�که
چپ نیم�مرکزی ،۶.١.۵ تذکر دوم قسمت بنابر باشد، نیم�موضعͬ حلقه�ی ͷی eRe زمانͬ�که بنابراین

مͬ�دهد. نتیجه را e′ خودتوان بودن (راست) چپ نیم�مرکزی ،e خودتوان بودن (راست)



٣٨ حلقه ͷی در نیم�مرکزی خودتوان�های .۵

این�صورت در باشد، R حلقه�ی از زیرمجموعه ͷی S و حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.١.۵ لم
جابه�جایͬ S زیرمجموعه�ی اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در S زیرمجموعه�ی

.٢ef = ٠ ،e ̸= f که e, f ∈ S هر برای و باشد

(e ̸= f) e, f ∈ S و باشد جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در S زیرمجموعه�ی که کنیم فرض برهان.
،ef = −fe که مͬ�دهد نتیجه e+f = (e+f)٢ = e+ef +fe+f این�صورت در باشند، دلخواه
جابه�جایͬ S زیرمجموعه�ی این�رو از .ef = e(ef) = e(−fe) = (−ef)e = (fe)e = fe بنابراین

است. واضح نیز لم این عͺس و ٢ef = ٠ ، (e ̸= f) e, f ∈ S هر برای همچنین و است

هستند. معادل زیر شرایط R حلقه�ی هر برای .١٠.١.۵ لم
است. جابه�جایͬ Sl(R) مجموعه�ی (١)
است. جابه�جایͬ Sr(R) مجموعه�ی (٢)

.Sl(R) = B(R) (٣)
.Sr(R) = B(R) (۴)

است. بدیهͬ ۴ =⇒ ١ و ٣ =⇒ ١ و مͬ�کنیم دنبال ،۴.١.۵ نتیجه��ی بنابر را ١ ⇐⇒ ٢ برهان.
باشند. دلخواه a ∈ R و e ∈ Sl(R) و باشد جابه�جایͬ Sl(R) مجموعه���ی مͬ�کنیم فرض ١ =⇒ ٣
آنجایͬ�که از .f ∈ Sl(R) ،۶.١.۵ تذکر بنابر این�صورت در ،f = e + ea(١− e) مͬ�گیریم نظر در
ea = eae = همچنین و e = fe = ef = f = e+ ea(١− e) است، جابه�جایͬ Sl(R) مجموعه�ی
به�طور داشت. خواهیم را (٣) گزاره�ی ،(١) گزاره�ی بنابر و است مرکزی e خودتوان رو این از .ae

داشت. خواهیم را ٢ =⇒ ۴ اثبات مشابه،

هستند. معادل زیر گزاره�های R حلقه�ی هر در .١١.١.۵ گزاره
جمع�پذیراست. I(R) مجموعه�ی در (Sr(R)) Sl(R) (١)مجموعه�ی

.٢e = ٠ ،( e ∈ Sl(R)) e ∈ Sl(R) هر برای و است جابه�جایͬ (Sr(R)) Sl(R) (٢)مجموعه�ی
.char(R) = ٢ و است جابه�جایͬ (Sr(R)) Sl(R) (٣)مجموعه�ی

اثبات مشابه به�طور راست نیم�مرکزی مورد و مͬ�کنیم اثبات را چپ نیم�مرکزی مورد فقط برهان.
شد. خواهد

این�صورت در باشد، جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در Sl(R) مجموعه�ی مͬ�کنیم فرض ١ =⇒ ٢
(e ̸= ١) e ∈ Sl(R) کنیم فرض است. جابه�جایͬ Sl(R) مجموعه�ی که داریم ،٩.١.۵ لم بنابر
،١, e ∈ Sl(R) و است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در Sl(R) مجموعه�ی آنجایͬ�که از باشد، دلخواه

.٢e = ٠ بنابراین و ١+ e ∈ I(R)

از .٢e = ٠ ،e ∈ Sl(R) هر برای و باشد جابه�جایͬ Sl(R) مجموعه�ی کنیم فرض ٢ =⇒ ٣
فرض بنابر پس Sr(R)=Sl(R) ،١٠.١.۵ لم بنابر و ،١− e ∈ Sr(R) ،۴.١.۵ نتیجه بنابر آنجایͬ�که

.char(R) = ٢ بنابراین ،٢ · ١ = ٢e = ٠ هم��چنین و ١)٢− e) = ٠



٣٩ حلقه ͷی نیم�مرکزی خودتوان�های از ویژگͬ�هایͬ .١.۵

است. بدیهͬ ٣ =⇒ ١

مجموعه�ی در B(R) مجموعه�ی دراین��صورت باشد، حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .١٢.١.۵ نتیجه
دهد. بولͬ حلقه�ی ͷی تشͺیل B(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R)

مͬ�کنیم. دنبال را اثبات ١١.١.۵ گزاره و ١٠.١.۵ لم بنابر برهان.

پوچ ایده�آل ͷی I که e
(I)
≡ e′ که باشند جابه�جاپذیر خودتوان�های e′ و e مͬ�کنیم فرض .١٣.١.۵ لم

.e = e′ این�صورت در است،

مͬ�کنیم. مراجعه [١٢] مرجع از ٢١.١٣ گزاره�ی به برهان.

باشند R حلقه�ی از جابه���جاپذیر خودتوان�های f و e اگر که مͬ�کنیم توجه ١٣.١.۵ لم به توجه با
e = f این��صورت در است R حلقه�ی از پوچ ایده�آل ͷی N حالͬ�که در ē = f̄ ∈ R/N به�طوری�که

.N ⊆ J(R) آنͽاه باشد، R حلقه�ی از پوچ ایده�آل ͷی N اگر که است شده شناخته این و
داریم: ادامه در حقیقت، در

خودتوان�های e, f ∈ R اگر باشد. R حلقه�ی از ایده�آل ͷیN ⊆ J(R) فرضکنیم .١۴.١.۵ گزاره
.e = f آنͽاه ،ē = f̄ ∈ R/N که طوری به باشند جابه�جاپذیر

که داریم پس ef = fe همچنین ،e− f ∈ N ،ē, f̄ ∈ R/N آنجایͬ�که از برهان.
که (e− f)٢ ∈ I(R) همچنین و (e− f)٢ = e− ٢ef + f = (e− f)۴

،I(R) ∩ J(R) = {٠} که آنجایͬ از .(e− f)٢ ∈ I(R) ∩N ⊆ I(R) ∩ J(R)

با را (f) e طرف دو هر از اگر که (∗) e + f = ٢ef این�رو از .(e − f)٢ = e − ٢ef + f = ٠
.e− f = ef − ef = ٠ بنابراین ،(f = ef) e = ef داریم �کنیم، ضرب (∗)

در (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی این�صورت در باشد، حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .١۵.١.۵ گزاره
باشد. متعامد (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی

و باشد جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در ( Mr(R)) Ml(R) مجموعه�ی که مͬ�کنیم فرض برهان.
Ml(R) مجموعه�ی که آنجایͬ از .ef ̸= ٠ که باشد داشته وجود (e, f ∈ Mr(R)) e, f ∈ Ml(R)

(Mr(R)) Ml(R) مجموعه�ی ،٩.١.۵ لم بنابر است جمع�پذیر I(R) مجموعه�ی در (Mr(R))
.ef = fe همچنین و است جابه�جایͬ

خودتوان که آنجایͬ از .ef(e− ef) = (e− ef)ef = ٠ و e = ef + (e− ef) که مͬ�کنیم توجه
e = f بنابراین ،f = fe(= ef) که داریم مشابه استدلال بنابر .e = ef ،ef ̸= ٠ و است اولیه e
عͺس که است متعامد (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی همچنین و ef = ٠ پس است تناقض این که

است. واضح نیز گزاره این



۴٠ حلقه ͷی در نیم�مرکزی خودتوان�های .۵

از ایده�آل ͷی I ⊆ J(R) و باشد R حلقه�ی از خودتوان ͷی e ∈ R مͬ�کنیم فرض .١۶.١.۵ گزاره
اولیه R حلقه�ی در e خودتوان آنͽاه باشد، اولیه ،R̄ := R/I در ē خودتوان اگر باشد. R حلقه�ی
است. برقرار گزاره این عͺس ببریم، بالا R حلقه�ی به بتوانیم را R̄ حلقه��ی خودتوان�های اگر است،

مͬ�کنیم. مراجعه [١١] مرجع از ٢١.٢٢ گزاره�ی به برهان.

در خودتوان�ها طوری�که به باشد R حلقه�ی از ایده�آل ͷی N ⊆ J(R) کنیم فرض .١٧.١.۵ گزاره
هستند: برقرار زیر گزاره�های این�صورت در ببریم. بالا R حلقه به مͬ�توانیم را R/N حلقه

متعامد (Sr(R)) Sl(R/N) مجموعه�ی آنͽاه باشد، جابه�جایͬ (Sr(R)) Sl(R) مجموعه�ی اگر (١)
باشد. متعامد (Sr(R)) Sl(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است

(Mr(R/N))Ml(R/N) مجموعه�ی آنͽاه باشد، جابه�جایͬ (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی (٢)اگر
باشد. متعامد (Mr(R))Ml(R) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است متعامد

اثبات مشابه به�طور راست نیم�مرکزی مورد و مͬ�کنیم اثبات را چپ نیم�مرکزی مورد فقط برهان.
شد. خواهد

دلخواه (e ̸= f) e, f ∈ Sl(R) و باشد متعامد Sl(R/N) مجموعه�ی که مͬ�کنیم فرض (١)
گزاره بنابر آنͽاه ،ē = f̄ اگر .e, f ̸= ٠ که کنیم فرض .ē, f̄ ∈ Sl(R/N) به�وضوح، باشند.
است، متعامد Sl(R/N) مجموعه�ی آنجایͬ�که از .ē ̸= f̄ بنابراین تناقضاست، که e = f ،١۴.١.۵

این�صورت در و ef, fe ∈ I(R) ،٢.١.۵ گزاره بنابر .ef, fe ∈ N بنابراین و ēf̄ = f̄ ē = ٠
عͺس که است متعامد Sl(R) مجموعه�ی این�رو از .ef, fe ∈ I(R)∩N ⊆ I(R)∩J(R) = {٠}

است. واضح نیز این
،١۶.١.۵ گزاره�ی به توجه با آنͽاه باشد، اولیه خودتوان ͷی e ∈ R اگر که مͬ�کنیم توجه (٢)
را اثبات ،(١) اثبات مشابه استدلال به باتوجه رو، این از است. اولیه خودتوان ͷی ē ∈ R/N

داشت. خواهیم

خودتوان�های به�طوری�که باشد R حلقه�ی از ایده�آل ͷی N ⊆ J(R) مͬ�کنیم فرض .١٨.١.۵ تذکر
مجموعه�ی اگر که مͬ�کنیم توجه ،١۴.١.۵ گزاره بنابر ببریم. بالا R حلقه به مͬ�توانیم را R/N حلقه

.|Sl(R/N)|=|Sl(R)| آنͽاه باشد، جابه�جایͬ (Ml(R),Mr(R)) Sl(R)

است. S مجموعه�ی اندازه همان |S| که (|Ml(R)| = |Ml(R/N)|, |Mr(R)| = |Mr(R/N)|)

خودتوان هر که باشد R حلقه�ی از پوچ ایده�آل ͷی N ⊆ J(R) که مͬ�کنیم فرض .١٩.١.۵ نتیجه
I(R/N) مجموعه�ی اگر فقط و اگر است متعامد I(R) مجموعه�ی این�صورت در است، مرکزی آن

باشد. متعامد

مͬ�کنیم. دنبال را اثبات ١٧.١.۵ گزاره و ١٠.١.۵ لم به توجه با برهان.

هستند. معادل زیر شرایط R حلقه�ی از e خودتوان هر برای .٢٠.١.۵ گزاره
است. مرکزی (Mr(R)) e ∈ Ml(R) خودتوان (١)هر

.re = er ،r ∈ U(R) و (e ∈ Mr(R)) e ∈ Ml(R) خودتوان هر برای (٢)



۴١ هستند مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ای دارای که حلقه�هایͬ .٢.۵

.re = er ،r ∈ R پوچ�توان هر و (e ∈ Mr(R)) e ∈ Ml(R) خودتوان هر برای (٣)
است. Ml(R)جابه�جایͬ مجموعه�ی (۴)

.ef = feاست یͺریخت e با که (f ∈ Mr(R)) f ∈ Ml(R) خودتوان هر (۵)برای
مقدار n به�طوری�که است یͺریخت e با که (f ∈ Mr(R)) f ∈ Ml(R) خودتوان هر (۶)برای

.(ef)n = (fe)n باشد، مثبت صحیح

اثبات مشابه به�طور راست نیم�مرکزی مورد و مͬ�کنیم اثبات را چپ نیم�مرکزی مورد فقط برهان.
کنیم. اثبات را ۶ =⇒ ١ است کافͬ شد. خواهد

نیست. مرکزی که باشد داشته وجود e ∈ Ml(R) خودتوان و باشد برقرار (۶) شرط مͬ�کنیم فرض
واضح .f = e + ea(١ − e) کنیم فرض .ea ̸= ae که دارد وجود a ∈ R این�صورت در
e با f پس e = fe و f = ef ازآنجایͬ�که .f ∈ Sl(R) ،۶.١.۵ تذکر بنابر و e ̸= f که است
آنجایͬ�که از حقیقت، در است. R حلقه�ی از اولیه خودتوان ͷی f که مͬ�کنیم توجه است. یͺریخت
R حلقه�ی از اولیه خودتوان ͷی f همچنین و eR = efR = fR ،eR = efeR ⊆ efR ⊆ eR

تناقض در فرض(۶) با که e = (fe)n ̸= (ef)n = f ،nمثبت صحیح مقدار برای بنابراین، است.
است. مرکزی e ∈ Ml(R) خودتوان بنابراین است،

آنͽاه باشد، جابه�جایͬ (Ml(R),Mr(R)) M(R) مجموعه�ی اگر که است واضح .٢١.١.۵ تذکر
نباشد. برقرار است ممͺن این عͺس اما است بسته ضربͬ (Ml(R),Mr(R))M(R) مجموعه�ی

بررسͬ مͬ�توانیم بنابراین باشد، Z٢ روی ٢× ٢ ماتریسͬ حلقه�ی ͷی R اگر کنیم فرض حقیقت در
که �کنیم

Ml(R) =

{(
١ ٠
٠ ٠

)
,

(
١ ١
٠ ٠

)}

(Mr(R) =

{(
٠ ٠
٠ ١

)
,

(
٠ ١
٠ ١

)}
)

نیست. جابه�جایͬ اما است بسته ضربͬ

اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ای دارای که حلقه�هایͬ ٢.۵
هستند مرکزی

(یا چپ نیم�مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه ͷی دارای R حلقه�ی اگر .١.٢.۵ گزاره
هستند. مرکزی ciها ،i = ١, · · · , n هر برای آنͽاه باشد، راست)

باشد، نیم�مرکزیچپ اولیه خودتوان�های از کامل یͷمجموعه {c١, · · · , cn} فرضمͬ�کنیم برهان.
که داریم ،r ∈ R هر برای همچنین و ١ = c١ + c٢ + · · ·+ cn این�صورت در

،i = ١, · · · , n هر برای بنابراین ،r = rc١ + rc٢ + · · ·+ rcn = c١rc١ + c٢rc٢ + · · ·+ cnrcn

{c١, c٢, · · · , cn} اگر هستند. مرکزی ها ci ،i = ١, · · · , n هر برای همچنین و cir = circi = rci



۴٢ حلقه ͷی در نیم�مرکزی خودتوان�های .۵

ciها ،i = ١, · · · , n هر برای پس باشد، راست نیم�مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه ͷی
هستند. مرکزی مشابه به�طور

متعامد مرکزی اولیه خودتوان�های حاصل�جمع روی ١ ∈ R از تجزیه��ای فرضمͬ�کنیم .٢.٢.۵ گزاره
: این�صورت در ،١ = c١ + · · ·+ cr که باشد داشته وجود

است. {c١, · · · , cr} زیرمجموعه�ی از حاصل�جمع ͷی c ∈ R مرکزی هرخودتوان (١)
دو هر خاص حالت در هستند. R در مرکزی اولیه خودتوان�های تنها cr, · · · , c١ مجموعه (٢)

هستند. متعامد R حلقه�ی در متمایز مرکزی اولیه خودتوان
است. یͺتا جمع�وندها از جایͽشتͬ روی ١ = c١ + · · ·+ cr تجزیه (٣)

مͬ�کنیم. مراجعه [١١] مرجع از ٢٢.١ گزاره�ی به برهان.

نیم�مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی حلقه�یRدارای که مͬ�دهد نشان ،١.٢.۵ گزاره
اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی دارای R حلقه�ی اگر فقط و اگر است (راست) چپ
کامل مجموعه ͷی دارای R حلقه�ی اگر که مͬ�دهیم نشان ٢.٢.۵ گزاره�ی بنابر باشد. مرکزی
از حاصل�جمعͬ مرکزی خودتوان�های آنͽاه باشد، مرکزی اولیه خودتوان�های از {c١, c٢, · · · , cn}

داریم: ادامه در دیͽر، عبارت به هستند. {c١, c٢, · · · , cn} زیرمجموعه�ی

آنͽاه باشد، مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی دارای R حلقه اگر .٣.٢.۵ گزاره
چپ نیم�مرکزی خودتوان�های حاصل�جمع R حلقه�ی از ناصفر (راست) چپ نیم�مرکزی خودتوان هر

است. R حلقه�ی متعامد (راست)

اثبات مشابه به�طور راست نیم�مرکزی مورد و مͬ�کنیم اثبات را چپ نیم�مرکزی مورد فقط برهان.
ͷی {c١, c٢, · · · , cn} و باشد ناصفر چپ نیم�مرکزی خودتوان ͷی e ∈ R کنیم فرض شد. خواهد
و ١ = c١ + · · ·+ cn آنجایͬ���که از باشد. R حلقه�ی مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی
R حلقه�ی اولیه خودتوان eci آنͽاه ،eci ̸= ٠ که باشد داشته وجود i اگر .e = ec١ + · · · + ecn

eci هر بنابراین و (eci)r(eci) = e(rci)e = r(eci) ،i هر برای و r هر برای دیͽر، عبارت به است.
eci آنͽاه ،eci ̸= ٠ که باشد داشته وجود i اگر بنابراین است. R حلقه�ی از چپ نیم�مرکزی خودتوان
حاصل�جمعͬ که e =

∑
eci ̸=٠ eci همچنین است، R حلقه�ی از چپ نیم�مرکزی اولیه خودتوان ͷی

{eci : eci ̸= ٠} مجموعه�ی وضوح، به است. R حلقه�ی از چپ نیم�مرکزی اولیه خودتوان�های از
است. متعامد

اولیه خودتوان�های از {c١, c٢, · · · , cn} کامل مجموعه ͷی دارای R حلقه�ی اگر .۴.٢.۵ گزاره
{c١, c٢, · · · , cn}زیرمجموعه�یͷی از صورتحاصل�جمعͬ به مرکزی خودتوان هر آنͽاه باشد، مرکزی

است.

حاصل�جمعͬ که e =
∑

eci ̸=٠ eci این�صورت در باشد، مرکزی e ∈ R خودتوان فرضکنیم برهان.
وجود i اگر کنیم توجه است. ٣.٢.۵ گزاره اثبات در R حلقه�ی اولیه چپ نیم�مرکزی خودتوان�های از

.e =
∑

eci ̸=٠ eci =
∑

eci ̸=٠ ci دیͽر، عبارت به .eci = ci آنͽاه ،eci ̸= ٠ که باشد داشته



۴٣ هستند مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ای دارای که حلقه�هایͬ .٢.۵

eRe حلقه�ی آنͽاه باشد، اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی دارای R حلقه�ی اگر .۵.٢.۵ گزاره
e ∈ R ناصفر (راست) چپ نیم�مرکزی خودتوان�های از اولیه خودتوان�های کامل مجموعه�ی دارای

است.

اثبات مشابه به�طور راست نیم�مرکزی مورد و مͬ�کنیم اثبات را چپ نیم�مرکزی مورد فقط برهان.
{e١, e٢, · · · , en} و باشد دلخواه نیم�مرکزیچپناصفر یͷخودتوان e ∈ R فرضکنیم شد. خواهد
e = همچنین و ١ = e١ + · · · + en این�صورت در باشد، اولیه خودتوان�های کامل مجموعه�ی
.eie = eeie ،i هر برای و است چپ نیم�مرکزی خودتوان ͷی e ∈ R ازآنجایͬ�که .e١e+ · · ·+ ene

eRe حلقه�ی از اولیه خودتوان eeie [ ١.۵ لم ،١] بنابر آنͽاه ،eeie ̸= ٠ که باشد داشته وجود i اگر
بنابراین .e =

∑
eeie ̸=٠ eeie و است متعامد {eeie : eeie ̸= ٠} مجموعه�ی که مͬ�کنیم توجه است.
است. eRe حلقه�ی اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی {eeie : eeie ̸= ٠}

زیر شرایط آنͽاه باشد، اولیه خودتوان�های از T کامل مجموعه�ی دارای R حلقه�ی اگر .۶.٢.۵ گزاره
هستند: برقرار

آنͽاه ،ef = fe ،f ∈ T هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود e ∈ R اولیه خودتوان اگر (١)
.e ∈ T

مͬ�گیرد. قرار T مجموعه�ی در R حلقه�ی از مرکزی اولیه خودتوان هر (٢)
خودتوان�های کامل مجموعه�ی ͷی تشͺیل R حلقه�ی مرکزی اولیه خودتوان�های از مجموعه�ای (٣)

مͬ�دهند. را R حلقه�ی مرکزی اولیه

همچنین و ١ = e١ + · · ·+ en این�صورت در ،T = {e١, e٢, · · · , en} کنیم فرض (١) برهان.
e = eie+(e−eie) آنͽاه ،eie ̸= ٠ که باشد داشته وجود i اگر مͬ�کنیم توجه .e = e١e+ · · ·+ene

متعامد خودتوان دو حاصل�جمع e خودتوان یعنͬ eie(e − eie) = (e − eie)eie = ٠ به�طوری�که
.e = eie است، R حلقه�ی از اولیه خودتوان ͷی e آنجایͬ�که از است. R حلقه�ی از e − eie و eie
به�طوری�که ei = eie + (ei − eie) آنͽاه ،eie ̸= ٠ که باشد داشته وجود i اگر مشابه، به�طور
ei − eie و eie متعامد خودتوان�های از حاصل�جمعͬ ei یعنͬ eie(ei − eie) = (ei − eie)eie = ٠
رو این از .ei = eie است، R حلقه�ی از اولیه خودتوان ͷی ei ازآنجایͬ�که است. R حلقه�ی از

.e = eie = ei ∈ T

مͬ�کنیم. دنبال را اثبات ،(١) اثبات بنابر (٢)
دارای همچنین و است اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی دارای R حلقه�ی آنجایͬ�که از (٣)
مرکزی اولیه خودتوان که مͬ�کنیم فرض است. مرکزی اولیه خودتوان�های از T١ کامل مجموعه�ی
١ = c١+ · · ·+cn پس .T١ = {c١, c٢, · · · , cn} فرضکنیم .e /∈ T١ که باشد داشته وجود e ∈ R

آنͽاه ،cie ̸= ٠ که باشد داشته وجود i اگر مͬ�کنیم توجه .e = c١e + · · · + cne همچنین و
دو حاصل�جمع e یعنͬ ،cie(e − cie) = (e − cie)cie = ٠ به�طوری�که e = cie + (e − cie)

مرکزی اولیه خودتوان ͷی e ازاین�رو است. R حلقه�ی از cie, e − cie متعامد مرکزی خودتوان
پس ،cie ̸= ٠ که باشد داشته وجود i اگر مشابه، به�طور .e = cie ∈ R است، R حلقه�ی از
حاصل�جمع ci یعنͬ ،cie(ci − cie) = (ci − cie)cie = ٠ به�طوری�که ci = cie + (ci − cie)



۴۴ حلقه ͷی در نیم�مرکزی خودتوان�های .۵

مرکزی اولیه خودتوان ci ازاین�رو هستند. R حلقه�ی از ci − cie و cie متعامد مرکزی خودتوان�های
هر شامل T١ پس است تناقض ͷی e = cie = ci ∈ T١ ازاین�رو .ci = cie است، R حلقه�ی

است. R حلقه�ی از مرکزی اولیه خودتوان

بنابر باشد، اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه ͷی دارای R حلقه�ی مͬ�کنیم فرض .٧.٢.۵ تذکر
مͬ�کنیم: ملاحظه ،۶.٢.۵ گزاره

مجموعه�ی ͷی تشͺیل که دارند وجود R حلقه�ی در مرکزی اولیه خودتوان�های از متناهͬ تعداد (١)
مͬ�دهند. مرکزی اولیه خودتوان�های از کامل

باشد)، مرکزی آن عناصر همه�ی که (حلقه�ای باشد آبلͬ حلقه�ی ͷی R اگر خاص، حالت در (٢)
را اولیه خودتوان�های از کامل مجموعه�ی ͷی تشͺیل R حلقه�ی از اولیه خودتوان�های همه آنͽاه

مͬ�دهند.
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Aabstract

In this thesis we prove that if R has a complete finite set of primitive orthogonal
idempotents, then R is a finite direct product of connected rings precisely when M(R) is
multiplicative. We prove that if R is a (von Neumann) regular ring with M(R) multi-
plicative, then every primitive idempotent in R is central. It is also shown that this does
not happen even in semihereditary and semiregular rings. We also prove that if M(R) is
multiplicative, then two primitive idempotents e and f in R are conjugates.
The central idempotents of any ring with identity form a Boolean algebra. This result is
largely extended for rings with generalized commuting idempotents.
We show that I(R) is a finite additive set if and only if M(R) \ {0} is a complete set of
primitive central idempotents, char(R) = 2 and every nonzero idempotent of R can be
expressed as a sum of orthogonal primitive idempotents of R.
Also we show that for a regular ring R such that I(R) is a finite additive set, if the multi-
plicative group of all units of R is abelian , then R is a commutative ring.
For idempotent e, it is shown that e ∈ Sl(R) if and only if re = ere for all nilpotent
elements r ∈ R if and only if fe ∈ I(R) for all f ∈ I(R) if and only if fe = efe for all
f ∈ I(R) if and only if fe = efe for all f ∈ I(R) which are isomorphic to e.
For a ring R having a complete set of centrally primitive idempotents, we show that
every nonzero left semicentral idempotent is a finite sum of orthogonal left semicentral
primitive idempotents, and eRe has also a complete set of primitive idempotents for any
0 ̸= e ∈ Sl(R).

Keywords: Boolean rings, Connected rings, Primitive idempotents, Orthogonal semi-
central idempotents
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