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චاری... ণپاس໋�
باشد، او از پس آخری یا بگیرد پیشی او بر اولی آنکه بی است. بوده آخر و اول که را خدایی سپاس
آسمان در پرواز از گری توصیف کبوتر هر فهم و است کوتاه دیدارش دامن از چشمی هر دست که خدایی
دیگری از شوم می زاده یکی از هستند، من تولد سرآغاز که هستم کسانی سپاسگزار عاجز. وصفش
پدرم را. ها اندیشه نه آموخت، من به را اندیشیدن که طهرانی احسنی حجت دکتر گرامی استاد جاودانه.
اش صبوری که همسرم است. پناهم یگانه مهرش پر دامان که مادرم و بود برسرم محبتش چتر همواره که

بود. من راهگشای

඼້نਚی৖ور ۱۳۹۴عඵ෪رضا



ଓฬ࠻ھدৎ
علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی پور قرنلی علیرضا اینجانب
با �قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم یک عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی
احسنی حجت دکتر راهنمایی تحت ، خطی سیستم�های برای مشتق�حالت پسخورد از استفاده

می�شوم: متعهد طهرانی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology“ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

඼້نਚی৖ور ۱۳۹۴عඵ෪رضا

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
برای مشتق�حالت پسخورد از استفاده با قطب جایابی مساله مستقیم راه�حل ارائه به ما پایان�نامه، این در
برای قطب جایابی مساله راه�حل پایان�نامه این می�پردازیم. ورودی چند و �ورودی تک خطی سیستم�های
سپس می�دهد، توضیح را نظر مورد نا�صفر قطب�های و نا�منفرد سیستم ماتریس با کنترل�پذیر سیستم هر
حل روش کرد. جایابی می�توان را سیستم مطلوب عملکرد به رسیدن درجهت را بسته حلقه قطب�های
به ورودی چند و ورودی تک سیستم انتقال حاصل که می�شود آکرمن شبیه فرمولی به منجر مساله این
قطب جایابی مساله حل آن از پس است. انتقال مختصات خاص شکل�های براساس فروبینیوس، فرم

است. اصلی مختصات به راه�حل تبدیل و حالت مشتق پسخورد با
کننده تنظیم شبیه روشی از استفاده با خروجی مشتق پسخورد ویژه به حالت مشتق پسخورد ادامه در

است. آمده بدست نظر مورد شاخص برای پسخورد بهینه ماتریس همچنین و دوم درجه خطی
هست. حل قابل کنترل�پذیری هرسیستم برای مساله این باشد، نامنفرد سیستم باز حلقه� ماتریس اگر

داریم: را زیر نتابج ادامه در
برابر خروجی با ،{A,B,C,D} ماتریسی مدل با ��ثابت زمان خطی سیستم�های det(A) = ٠ اگر اولا
اگر ثانیا باشد. پذیر مشاهده و پایدار نمی�تواند خروجی پسخورد از استفاده با حالت، مشتق بردار با
از استفاده با فوق، سیستم�های ورودی به شده اضافه ثابت، اغتشاش کردن دفع باشد det(A) ̸= ٠
عددی مثال�های مفاهیم، بیشتر درک برای بخش هر پایان در نیست. امکان�پذیر حالت مشتق پسخورد

است. شده ارائه

پایدار�پذیری. مشاهده�پذیری، مشتق�خروجی، پسخورد مشتق�حالت، پسخورد جایابی�قطب، کلیدواژه:



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
چهل ، حالت” مشتق از بااستفاده قطب ”جایابی ، (١٣٩۴) ، طهرانی.ح احسنی و .ع �پور قرنلی .١

یزد. ،دانشگاه ١۵١-٢۵۵ ص ، ایران ریاضی کنفرانس� ششمین

روش از بااستفاده قطب جایابی برای ”الگوریتمی ، (١٣٩۴) ، طهرانی.ح احسنی و .ع �پور قرنلی .٢
یزد. ،دانشگاه ۴٨٠-۴٨٣ ص ، ایران ریاضی کنفرانس� ششمین چهل آکرمن”، روش و بس�گیورا
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١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

است، حالت پسخورد های کننده کنترل طراحی کنترل، سیستم�های طراحی عمل و تئوری در مهم مساله
حالت، پسخورد کنترل مساله می�دهند. قرار مناسب جایگاه در را سیستم�خطی بسته حلقه های قطب که

است. بوده تو�جه مورد کاملا گذشته، دهه�ی سه ظرف
طراحی حالت پسخورد تحت آنها کنترل هدف با سیستم�های�خطی، از دسته�ای برای را روشهایی محققان،
،ن.الگک۴ وم.والاسک [٢۵]٣ ،و.ج.تیول ف.ل.لوییز٢[٨] ، [٢۴] آکرمن١ ج. از می�توان که اند کرده
حلقه سیستم که، است این ،هدف قطب جایابی برای کنترل سیستم�های طراحی در برد. نام [٢ ،١]
نوسانات از جلوگیری حالت، مشتق پسخورد از استفاده ایده دهد. قرار مطلوب مکان در را قطب�ها بسته
هستند. شتاب�سنج ارتعاشات، اصلی سنسورهای که است، شده گرفته مکانیکی های سیستم شده کنترل
از آورد. بدست را مکان تغییر نمی�توان ولی آورد بدست بالا دقت با را سرعت�ها می�توان شتاب�سنج، با
قابل برای لازم شرایط از یکی هستند. شتاب و سرعت پسخورد، برای دسترسی قابل سیگنا�ل�های رو این
عملکرد تعیین برای دسترس قابل شده�ی گیری اندازه پاسخ�های از که است این کنترل، راهبرد بودن اجرا
می�توان را �ها حالت همه که کرده�اند فرض کنترل درباره گذشته، تحقیقات همه کرد. استفاده کنترل،
م.پ.بایون ، [٢۶]۵ ن.لوی آ.پریمانت، سیستم�ها از گروه این کنترل برای کرد. اندازه�گیری مستقیما
مشتق پسخورد از استفاده با جایابی�قطب داده�اند. انجام تحقیقاتی [٢٨ ،٢٧] س.و.هنگاد۶ ، نویر دی
پایان�نامه این در است. مهم زمان به نسبت حالت متغیر تغییرات که دارد اهمیت نظر این از حالت،

است. گرفته قرار بررسی مورد مشتق�حالت از استفاده با تنها قطب جایابی

١J.Ackerman
٢F.L.Lews
٣W.G.Tuel
۴M.Valášek,N.Olgac
۵A.Preumont,N.Loxi
۶M.P,Bayon de Noyer , S.V , Hanagud



۴ مقدمات و تعاریف .١

کامل بطور تشابهی عملیات از استفاده با حالت پسخورد ماتریس تعیین جدید روش پایان�نامه این در
شد. خواهد تشریح

می�دهیم. شرح را نیاز مورد مقدماتی تعاریف یک، فصل ادامه در •

زمان خطی سیستم�های برای مشتق�حالت پسخورد از استفاده با قطب جایابی مساله دوم، فصل در •
پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای آکرمن روش . داده�ایم قرار بررسی مورد ورودی تک �ثابت
با مثالهایی، آخر در و است. شده تشریح ورودی تک �ثابت زمان خطی سیستم�های برای حالت

است. شده حل شده ارائه روش�های از استفاده

خطی سیستم�های برای مشتق�حالت پسخورد از بااستفاده قطب جایابی مساله سوم، فصل در •
کنترل�پذیر هرسیستم برای قطب جایابی مساله داده�ا�یم. قرار بررسی مورد ورودی چند زمان�ثابت
عملیات از استفاده روش ادامه در است. اجرا قابل ناصفر قطب�های و نامنفرد سیستم ماتریس با
پسخورد تعیین منظور به برداری همدم فرم نهایت در و اشلون استاندارد فرم به رسیدن و تشابهی
است. شده حل شده، ارائه روش�های با مثالی درنهایت و است. شده تشریح کامل بطور حالت

سیستم�های برای مشتق�خروجی، پسخورد ویژه به مشتق�حالت پسخورد روشتعیین چهارم، فصل در •
شرایط و داد خواهیم ارائه دوم درجه خطی کننده تنظیم شبیه شیوه��ی، از استفاده با ثابت زمان خطی
خواهیم نشان را مذکور روش کارآیی مثالی با نهایت، در است. شده تشریح کامل بطور آن برای لازم

داد.

زمان��ثابت خطی سیستم�های det(A) = ٠ اگر اولا که، رسید خواهیم زیر نتایج به پنجم، فصل در •
پسخورد از استفاده با حالت، مشتق بردار با برابر خروجی با ،{A,B,C,D} ماتریسی مدل با
اغتشاش کردن دفع باشد det(A) ̸= ٠ اگر ثانیا . باشد پذیر ومشاهده پایدار نمی�تواند خروجی
امکان�پذیر حالت مشتق پسخورد از استفاده با فوق، سیستم�های ورودی به شده اضافه ثابت،
می�تواند حالت، مشتق پسخورد با کنترل، سیستم�های طراحی و آنالیز برای بالا نتایج نیست.

باشد. مفید

می�دهیم. شرح را فصل�ها از حاصل نتایج ششم، فصل در •



۵ مقدماتی تعاریف .٢.١

مقدماتی تعاریف ٢.١

بردار ١.٢.١

کنید. مراجعه [٢١] به مبحث این بیشتر توضیحات برای

بردار می�شوند. نامیده بردار عناصر اعداد این و نامند بردار را اعداد از منظم مجموعه�ای .١.٢.١ تعریف
می�شود: داده نشان زیر صورت به عنصر n داشتن با v

v =


v١

v٢
...
vn

 (١.١)

می�شود. نوشته نیز v = (v١, v٢, . . . , vn)
T صورت به بالا v بردار

مجموعه می�شود. نامیده سطری بردار آن، ترانهاده و ستونی بردار ،(١.١) صورت به شده اشاره بردار
مزدوج - ترانهاده و vT با را v بردار ترانهاده می�دهند. نشان Rn با را n بعد با حقیقی بردار�های همه

می�دهند. نشان vH با را v مختلط

می�شود: نامیده اسکالر ضرب ،v و u بردار دو داخلی ضرب .٢.٢.١ تعریف
u ∗ v = ū١v١ + ū٢v٢ + · · ·+ ūnvn

است.
√
vHv برابر و می�شود داده نشان ∥v∥ با v بردار طول .٣.٢.١ تعریف

∥v∥ =
√
|v٢|١ + |v٢|٢ + · · ·+ |vn|٢

ماتریس ٢.٢.١

n و سطر m از متشکل مستطیلی، آرایه یک در مرتبط عنصر mn از مجموعه�ای A .۴.٢.١ تعریف
می�شود: داده نمایش زیر صورت به و می�شود نامیده m× n مرتبه ماتریس یک که است ستون

A =


a١١ a١٢ . . . a١n
... . . . ...

am١ am٢ . . . amn

 .

می�شود. داده نشان نیز (j = ١,٢, . . . , n ،i = ١,٢, . . . ,m) ،A = (aij)m×n صورت به که
عناصر با ماتریس�ها، همه مجموعه و Rm×n با طبیعی، عناصر با ،m × n ماتریس�های همه مجموعه

می�شوند. داده نشان Cm×n با مختلط،
تمام که مربعی ماتریس می�شود. نامیده مربعی ماتریس برابر، ستون و سطر تعداد با A ماتریس
نشان I با و می�نامند واحد ماتریس را باشد صفر آن عناصر مابقی و یک آن اصلی قطر روی عناصر

می�دهند.



۶ مقدمات و تعاریف .١

آن: در که است ماتریس یک B = (bij) و A = (aij) ماتریس دو جمع
A+B = (aij + bij)

است: ماتریس یک cA سپس باشد، اسکالر یک c اگر
cA = (caij)

می�شود. داده نشان AT با و است n×m ماتریس یک Am×n ماتریس، ترانهاده

AT =


a١١ a٢١ . . . am١
... . . . ...

a١n a٢n . . . amn


ماتریس از شده تشکیل ماتریس ،Ā آن در که است AH = (Ā)T ماتریس ،A ماتریس مزدوج ترانهاده
باشد. A = AT اگر است، متقارن A مربعی ماتریس شده�اند. مختلط مزدوج آن، عناصر که است A

،AB ضرب سپس باشد. n× p ماتریس B و m× n مربعی ماتریس A کنید فرض .۵.٢.١ تعریف
می�آید: به�دست زیر �صورت به که است m× p ماتریس یک

AB = (
n∑

k=١
aikbkj) ; i = ١,٢, · · · ,m, j = ١,٢, · · · , p

است. ستونی بردار یک Ab باشد، ستونی بردار یک b اگر

به�طوری�که: است ∥ . ∥: Rm×n −→ R نگاشت ماتریس٧، [٢١]نرم .۶.٢.١ تعریف

، A = ٠ اگر اگروفقط� ∥ A ∥= ٠ و A ∈ Rm×n ازای به ،∥ A ∥≥ ٠ .١

همگنی)، (خاصیت A ∈ Rm×n و α ∈ R ازای به ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ .٢

. مثلثی) (نامساوی A,B ∈ Rm×n ازای به ∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .٣

نرم .٧.٢.١ تعریف

∥ A ∥F=

√√√√ n∑
i,j=١
∥aij∥٢ = tr(AAH), (٢.١)

می�شود[٢١]. نامیده (Cn٢ ٩در اقلیدسی نرم (یا فروبینیوس٨ نرم است، ماتریسی نرم یک که

تابع باشد، برداری نرم یک ∥ . ∥ کنید فرض .٨.٢.١ قضیه

∥ A ∥= sup
x ̸=٠

∥ Ax ∥
∥ x ∥

, (٣.١)

.[٢١] می�شود نامیده (١١ طبیعی ماتریسی (نرم ١٠ القایی ماتریسی نرم که است ماتریسی نرم یک
٧Matrix norm
٨Frobenius norm
٩Euclidean norm

١٠Induced matrix norm
١١Natural matrix norm



٧ مقدماتی تعاریف .٢.١

ارز هم (٣.١) که داریم توجه ابتدا برهان.

∥ A ∥= sup
∥u∥=١

∥ Au ∥,

به�صورت (٣.١) به�طوری�که می�کنیم تعریف را u = x
∥x∥ واحد بردار x ̸= ٠ هر برای واقع، در است.

∥ A ∥= sup
∥u∥=١

∥ Au ∥=∥ Aw ∥, ∥ w ∥= ١. (۴.١)

۶.٢.١ تعریف از استفاده با است. نرم یک ((۴.١) معادل به�طور (یا (٣.١) می�دهیم نشان حال باشد.
داریم:

به�علاوه . ∥ A ∥= sup∥x∥=١ ∥ Ax ∥≥ ٠ که می�شود نتیجه آن�گاه ، ∥ Ax ∥≥ ٠ اگر .١

∥ A ∥= sup
x ̸=٠

∥ Ax ∥
∥ x ∥

= ٠⇐⇒∥ Ax ∥= ٠, x ̸= ٠

.∥ A ∥= ٠⇔ A = ٠ بنابراین A؛ = ٠ اگروتنهااگر x ̸= ٠ برای Ax = ٠ و

پس می�گیریم، نظر در را α اسکالر .٢
∥ αA ∥= sup

∥x∥=١
∥ αAx ∥= |α| sup

∥x∥=١
∥ Ax ∥= |α| ∥ A ∥ .

x ̸= ٠ اگر سوپریمم، تعریف از استفاده با زیرا، است. برقرار مثلثی نامساوی خاصیت سرانجام، .٣
آن�گاه

∥ Ax ∥
∥ x ∥

≤∥ A ∥=⇒∥ Ax ∥≤∥ A ∥∥ x ∥,

می�آوریم: به�دست یک، نرم با x فرض با بنابراین،
∥ (A+B)x ∥≤∥ Ax ∥ + ∥ Bx ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥,

نتیجه در
∥ A+B ∥= sup

∥x∥=١
∥ (A+B)x ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .

می�شوند: تعریف زیر به�صورت نهایت١٣ بی نرم و یک١٢ نرم .٩.٢.١ تعریف

∥ A ∥١= max
j=١,...,n

m∑
i=١
∥aij∥ , ∥ A ∥∞= max

i=١,...,m

n∑
j=١
∥aij∥. (۵.١)

١٢1-norm
١٣Infity norm



٨ مقدمات و تعاریف .١

می�شوند. نامیده ١۵نیز سطری مجموع نرم ١۴و ستونی مجموع نرم به�ترتیب و
.∥ A ∥١=∥ A ∥∞ باشد حقیقی متقارن یا خودمزدوج A اگر و ∥ A ∥١=∥ AT ∥∞ داریم: به�علاوه

می�توان دترمینان عنوان به را منحصربه�فردی اسکالر ،An×n مربعی ماتریس هر برای .١٠.٢.١ تعریف
می�شود. داده نمایش det(A) صورت به که داد نسبت

det(A) = |A| =
n∑

j=١
aij(−١)i+jdet(Aij) (۶.١)

ماتریس از jام ستون و iام سطر حذف از که است (n− ١)× (n− ١) مربعی ماتریس ،Aij آن در که
می�آید. به�دست An×n

از: است عبارت دترمینان خواص

می�کند. تغییر A ماتریس دترمینان علامت تنها ،A ماتریس در ستون یا سطر دو جای تعویض با .١

.det(A) = det(A)T .٢

k در نیز ماتریس آن دترمینان آنگاه شود، ضرب k اسکالر در ماتریس ستون یا سطر یک اگر .٣
می�شود. ضرب

det(AB) = det(A).det(B) داریم: Bn×n و An×n مربعی ماتریس دو برای .۴

است. صفر آن دترمینان آنگاه باشد، داشته یکسان ستون یا سطر دو ماتریس یک اگر .۵

ماتریس آن دترمینان آنگاه شوند، ضرب k اسکالر در ،An×n مربعی ماتریس درایه�های تمامی اگر .۶
.det(kA) = kndet(A) شد: خواهد ضرب kn در نیز

می�باشد. آن قطری درایه�های حاصل�ضرب برابر مثلثی ماتریس دترمینان .٧

برداری فضای ٣.٢.١

شده�است. گرفته [١٨] و [٢١] از فصل این قضایای و تعاریف

دو با که است بردار�ها از مجموعه�ای ،F میدان روی بر ،V مانند برداری فضای یک .١١.٢.١ تعریف
می�سازند: برآورده را زیر شرایط ضرب، و جمع عمل

.∀u, v ∈ V −→ u+ v ∈ V .١

.∀u ∈ V, ∀α ∈ F −→ αu ∈ V .٢

.∀u, v ∈ V −→ u+ v = v + u .٣
١۴Column sum norm
١۵Row sum norm



٩ مقدماتی تعاریف .٢.١

.∀u, v, w ∈ V −→ u+ (v + w) = (u+ v) + w .۴

.∀u ∈ V,∃٠ ∈ V −→ u+ ٠ = ٠+ u = u .۵

.∀u ∈ V, ∃ − u ∈ V −→ u+ (−u) = (−u) + u = ٠ .۶

.∀u, v ∈ V, ∀α, β ∈ F −→ (α + β)u = αu+ βu, α(u+ v) = αu+ αv .٧

.∀u ∈ V,∀α, β ∈ F −→ α(βu) = (αβ)u .٨

∃١ ∈ F, ∀u ∈ V,−→ ١u = u .٩

باشد، V از تهی غیر زیر�مجموعه یک S و F میدان روی بر برداری فضای یک V اگر .١٢.٢.١ تعریف
هر�گاه: می�نامند، V از زیر�فضا یک را S

.∀s, t ∈ S −→ s+ t ∈ S .١

.∀s ∈ S,∀α ∈ F −→ αs ∈ S .٢

ν ∈ V بردار باشد. V از نامتناهی زیرمجموعه یک S و برداری فضای V کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف
اسکالرهای و un, . . . , u١ مانند S بردارهای از متناهی تعداد اگر گوییم V اعضای از خطی ترکیب را

به�طوری�که: باشند داشته وجود an, . . . , a١
ν = a١u١ + a٢u٢ + . . .+ anun.

آن�گاه باشد، F میدان روی V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه�ای S کنید فرض .١۴.٢.١ قضیه
است. V زیرفضای S اعضای از خطی ترکیبات تمام مجموعه

تمام شامل زیرفضای باشد. V برداری فضای از ناتهی زیرمجموعه S کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده S توسط شده تولید زیرفضای S اعضای از خطی ترکیبات

،(i = ٠,١, . . . , n) ،ci اسکالر�های برای بگیرید. نظر در را V فضای از S زیرمجموعه تعریف٢.١.١۶.
اگر

∀u١, u٢, ..., un ∈ S , c١u١ + c٢u٢ + · · ·+ cnun = ٠→ c١ = c٢ = · · · = cn = ٠

نامند. خطی مستقل را u١, u٢, . . . , un بردار�های آنگاه
گویند. خطی وابسته را u١, u٢, . . . , un بردار�های غیر�این�صورت در

هرگاه گوییم V پایه را S ⊆ V باشد. F میدان روی برداری فضای یک V کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
�کند. تولید را V و باشد خطی مستقل S

V فضای بعد را V پایه یک عناصر، تعداد باشد برداری فضای یک V کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف
می�دهند. نشان dimV با و نامیده



١٠ مقدمات و تعاریف .١

ماتریس پوچ فضای و برد رتبه،

آن در خطی مستقل سطر�های یا ستون�های تعداد ماکزیمم با برابر A ماتریس رتبه .١٩.٢.١ تعریف
می�شود. داده نشان rank(A) با که است ماتریس

An×n نا�منفرد −→ |A| ̸= ٠ −→ rank(A) = n کامل) (رتبه

Am×n →

rank(A) = min(m,n) −→ کامل) (رتبه

rank(A) < min(m,n) −→ ( ناقص (رتبه

است: زیر صورت به خطی نگاشت ،Am×n ماتریس پوچ فضای .٢٠.٢.١ تعریف
N(A) = {x ∈ Rn | Ax = ٠}

تنها اگر و است Ax = ٠ همگن معادله صفر غیر پاسخ�های تمامی مجموعه پوچ، فضای .٢١.٢.١ نکته
است. کامل ،A رتبه باشد، صفر بدیهی پاسخ همان ،Ax = ٠ معادله پاسخ

و ترتیب به Bو Cنامنفرد ماتریس هر برای mباشد،آنگاه × n ماتریس یک A اگر .٢٢.٢.١ قضیه
داشت خواهیم

rank(AC) = rank(A) = rank(BA)

B ،m× r ماتریس�های اینصورت باشد،در r رتبه با m× n ماتریس یک A اگر .٢٣.٢.١ قضیه
طوری�که: به دارند وجود ،r رتبه با دو هر C ،r × n و

A = BC

وجود n× n مرتبه از B ماتریس اگر است معکوس�پذیر ، n× n مرتبه از A ماتریس .٢۴.٢.١ تعریف
طوری�که: به باشد داشته

AB = BA = I

اغلب معکوس�پذیر ماتریس و است فرد منحصربه ماتریس معکوس می�شود. داده نمایش A−١ با و
می�شود. نامیده نامنفرد ماتریس

از عبارتست A ماتریس ij−�ام کهاد باشد. دلخواه ماتریس�مربعی یک A کنید فرض .٢۵.٢.١ تعریف
Mij با را آن و می�آید بدست A ماتریس ام −j ستون� و i−ام سطر حذف از که ماتریس�مربعی دترمینان

می�دهیم. نشان
می�آید: بدست زیر رابطه�ی از همسازه�ماتریس

Cij = (−١)i+jMij

می�آید: بدست زیر رابطه از الحاقی ماتریس و
adj (A) = CT

از: است عبارت A معکوس باشد، معکوس�پذیر مربعی ماتریس A اگر .٢۶.٢.١ قضیه
A−١ =

١
|A|

adj (A)



١١ مقدماتی تعاریف .٢.١

داریم: باشند نامنفرد ماتریس�های B و A اگر .٢٧.٢.١ ]نکته
A D

٠ B

]−١
=

[
A−١ −A−١DB−١

٠ B−١

]

در که می�باشد، آن یافته تعمیم معکوس A+ ماتریس ،m × n ماتریس یک A اگر .٢٨.٢.١ تعریف
کند صدق زیر شرایط

AA+A = A .١

A+AA+ = A+ .٢

(AA+)H = AA+ .٣

(A+A)H = A+A .۴

١۶می�نامند. مور-پنرس شرایط را بالا شرط چهار ، است n×m ماتریسی A+

باشد n رتبه با m× n ماتریس A اگر .٢٩.٢.١ قضیه
A+ = (AHA)−١AH

mباشد رتبه با m× n ماتریس A اگر .٣٠.٢.١ قضیه
A+ = AH(AAH)−١

که: داشته، وجود T نامنفرد ماتریس اگر می�شوند، نامیده متشابه B و A ماتریس دو .٣١.٢.١ تعریف
T−١AT = B

هستند. یکسان ویژه مقادیر دارای که است این متشابه ماتریس�های مهم خاصیت یک

باشد. AT = A هرگاه گویند، متقارن را A مربعی ماتریس .٣٢.٢.١ تعریف

xTAx > ٠، x ̸= بردار٠ هر ازای به هرگاه نامند. مثبت معین را A متقارن ماتریس .٣٣.٢.١ تعریف
منفی معین نیمه و منفی معین ماتریس�های گویند. مثبت معین نیمه را A ،xTAx ≥ که٠ صورتی در و

می�شود. تعریف مشابه بطور

آنگاه باشد، مثبت معین A کنید فرض .٣۴.٢.١ قضیه

هستند. معین�مثبت A اصلی زیر�ماتریس�های تمام .١

هستند. مثبت A مقادیرویژه�ی تمام .٢
١۶More-penrose



١٢ مقدمات و تعاریف .١

پایین ماتریس آنگاه باشد، معین�مثبت و متقارن ماتریس A ١٧)اگر چولسکی (تجزیه .٣۵.٢.١ قضیه
که طوری به دارد وجود مثبت قطری درایه�های با L بفرد منحصر مثلثی

A = LLT

می�شوند تجزیه زیر صورت به دوم ریشه�های به Q مثبت نیمه�معین ماترس هر .٣۶.٢.١ نکته
Q =

√
Q
√
QT

یا

Q =
√

QT
√

Q

خاص ماتریس چند معرفی

صفر اصلی قطر روی درایه�های جز به آن درایه�های تمام که مربعی ماتریس قطری١٨: ماتریس .١
باشد.

A = diag(a١١, a٢٢, · · · , ann) , aij = ٠ i ̸= j

است. صفر آن اصلی قطر زیر درایه�های تمام که است مربعی ماتریسی بالامثلثی١٩: ماتریس .٢

U =

aij i ⩽ j

٠ i > j

است. صفر آن اصلی قطر بالای درایه�های تمام که است مربعی ماتریسی پایین�مثلثی٢٠: ماتریس .٣

L =

aij i ⩾ j

٠ i < j

کند: برآورده را زیر رابطه و بوده حقیقی اگر است، متعامد A ماتریس متعامد٢١: ماتریس .۴

ATA = AAT = I

١٧Cholesky decomposition
١٨Diagonal
١٩Upper triangular
٢٠Lower triangular
٢١Orthogonal



١٣ مقدماتی تعاریف .٢.١

ویژه ومقدار ویژه بردار ۴.٢.١

مشخصه جمله�ای چند ،PA(λ) = det(λI −A) چند�جمله�ای باشد. n× n ماتریس یک A کنید فرض
می�شود. نامیده A ماتریس

با: است معادل این هستند. A ویژه مقادیر مشخصه، جمله�ای چند های صفر .٣٧.٢.١ تعریف
داشته�باشد، وجود x صفر غیر بردار اگر، وتنها اگر است، A ماتریس از ویژه مقدار یک ،λ ∈ C

به�طوری�که:
Ax = λx

اگر: است، A ماتریس ویژه بردار ،x ̸= ٠ بردار .٣٨.٢.١ تعریف
Ax = λx

اگر: می�شود، نامیده چپ ویژه بردار ،y ̸= ٠ بردار .٣٩.٢.١ تعریف
yHA = λyH

با ای جمله چند یک | λI − A |= ٠ مشخصه معادله An×n حقیقی ماتریس برای .۴٠.٢.١ نکته
است. α± iβ مختلط صورت به یا حقیقی صورت به ویژه مقادیر کلیه بنابراین است. حقیقی ضرایب

قابل زیر صورت به ماتریس اثر و دترمینان λ١, λ٢, · · · , λn ویژه مقادیر با An×n ماتریس برای
است: محاسبه

| A |= λ١λ٢ · · ·λn

trace(A) = λ١ + λ٢ + · · ·+ λn

است. n مرتبه از ای جمله چند یک An×n ماتریس هر برای مشخصه ای جمله چند
| λI − A |= λn + Cn−١λ

n−١ + Cn−٢λ
n−٢ + · · ·+ C٢λ

٢ + C١λ+ C٠

داد: نمایش زیر صورت به توان می را ای جمله چند این
| λI − A |= (λ− λ١)(λ− λ٢) · · · (λ− λn)

باشند. تکراری یا متمایز و مزدوج مختلط یا حقیقی توانند می که هستند ای ویژه مقادیر λ١, λ٢, · · · , λn

مقادیر همان اصلی قطر روی عناصر مثلثی پایین و مثلثی بالا قطری، های ماتریس در .۴١.٢.١ نکته
هستند. ماتریس ویژه

خطی کنترل دستگاه ۵.٢.١

شده�است. انتخاب [١٩] و [٢٠] از بخش این قضایای و تعاریف

می�کنند. کار مشخص عملی انجام برای باهم که است اجزا از �ای مجموعه سیستم یک .۴٢.٢.١ تعریف

نامند. سیگنال شود، گرفته کار به اطلاعات انتقال برای که محرکه�ای نوع هر .۴٣.٢.١ تعریف



١۴ مقدمات و تعاریف .١

یا هدف دیگر، عبارت به است، سیستم به مطلوب پاسخ دهنده نشان مرجع، ورودی .۴۴.٢.١ تعریف
برسد. مقدار این به سیستم خروجی شودکه می برآورده موقعی سیستم، عملکردمطلوب

می آن کنترل و گیری اندازه به مایل و می�آید دست به سیستم خروجی از که سیگنالی .۴۵.٢.١ تعریف
نامند. سیستم خروجی را باشیم،

نامند. اغتشاش را کند، می عمل سیستم خروجی شدید تغییر درجهت که است سیگنالی .۴۶.٢.١ تعریف

خروجی کنترل منظور به ورودی بر آن تاثیر و سیستم یک خروجی از بخشی گرداندن باز .۴٧.٢.١ تعریف
نامند. می پسخورد را می�باشد

حلقه کنترل سیستم ندارد، ورودی سیگنال روی بر اثری خروجی آن در که سیستمی .۴٨.٢.١ تعریف
نامند. می باز

مقدار در خروجی که می�گذارند اثر ورودی بر ای گونه به خروجی درآن که سیستمی .۴٩.٢.١ تعریف
نامند. می بسته حلقه کنترل سیستم بماند، باقی مطلوب

دینامیکی های سیستم

گرفت: نظر در زیر �صورت به می�توان را آن دیفرانسیل معادله فیزیکی، دستگاه�های از بسیاری برای •

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t).
(٧.١)

آن در که

زمان، متغیر t –

حالت، بردار به موسوم بعدی n ستونی بردار یک x(t) –

، کنترل متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی m ستونی بردار یک u(t) –

خروجی بردار به�نام زمان با متغیر بعدی r بردار یک y(t) –

و می�باشد فوق معادلات با سازگار ابعاد با ماتریسهایی D و C ، B، A ماتریس�های است.
ثابت و t از مستقل D و C ، B، A ماتریس�های حالتی�که در باشند. زمان با متغیر توانند می

می�نامیم. زمان٢٢ ناوردای خطی دستگاه را حاصل دستگاه باشند،

گویند. پیوسته دستگاه معادله را (٧.١) معادله

محاسبه قابل زمان از لحظه هر در دو هر یا و ورودی بردار یا حالت بردار دستگاه�ها، از برخی برای
دسترس در کمیت�ها این i = ٠,١, . . . , n ،ti نقاط از دنباله�ای در بلکه نیستند، اندازه�گیری یا

٢٢Time invariant



١۵ مقدماتی تعاریف .٢.١

تفاضلی معادله صورت به هم�ارز طور به دستگاه حالت دیفرانسیل معادله موارد، این در است.
است: زیر اول مرتبه

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i),

y(i) = Cx(i) +Du(i).
(٨.١)

هستند. ti زمان در ورودی حالت بردار�های ترتیب، به u(i) و x(i) آن در که

زمانی نقاط در فقط دستگاه حالت تغییر و هستند زمانی گسسته ذاتا�� دستگاه�ها از برخی .۵٠.٢.١ نکته
است: زیر خطی گسسته صورت به دستگاه حالت، این در می�پذیرد. صورت خاصی

x(k + ١) = Ax(k) + Bu(k). (٩.١)

ماتریس همراه شکل همراه٢٣است. شکل به حالت ماتریس سودمند نمایشهای از یکی .۵١.٢.١ نکته
ماتریس کلی صورت دارد. کنترل های سیستم حالت فضای وطراحی درتحلیل فراوانی کاربردهای حالت

است: زیر صورت به همراه

AF =



٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ١
−a٠ −a١ −a٢ . . . −an−١


است زیر صورت به ،AF ماتر�یس مشخصه ای جمله چند که

det [sI − AF ] = sn + an−١s
n−١ + ...+ a٠.

کنترل�پذیری

،x(٠) اولیه حالت از شروع با اگر می�شود، نامیده کنترل�پذیر ، (٧.١) معادله با شده توصیف دستگاه
نهایی گام هر به را دستگاه بتوان ،t١ متناهی زمان در ،٠ ⩽ t ⩽ t١ ،u(t) مناسب ورودی انتخاب با

کرد. هدایت x١ = x(t١)

دارد. اشاره (A,B) زوج کنترل�پذیری به اغلب ،(٧.١) دستگاه ٢۴ کنترل�پذیری .۵٢.٢.١ نکته

کنترل�پذیری ماتریس

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را کنترل�پذیری ماتریس (٧.١) تفاضلی معادله با شده توصیف دستگاه برای

Q =
[
B AB A٢B . . . An−١B

]
(١٠.١)

٢٣Companion
٢۴Controllability



١۶ مقدمات و تعاریف .١

زمانی)[١٩] پیوسته دستگاه کنترل�پذیری (معیار .۵٣.٢.١ قضیه
هستند: معادل زیر عبارت�های باشد، (m ⩽ n) ،B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n کنید فرض

است. کنترل�پذیر (٧.١) دستگاه •

است. n کامل رتبه ،Qn×nm کنترل�پذیری ماتریس •
rank(Q) = n

آنگاه: ،xTA = λxT که معنی این به باشند، AT ماتریس ویژه جفت ،(λ, x) اگر •

xTB ̸= ٠

کرونکر ناورداهای

کنترل�پذیری ماتریس
Q =

[
B AB A٢B . . . An−١B

]
, (١١.١)

بنابراین باشند، B ماتریس mام تا اول ستون�های به�ترتیب b١, . . . , bm می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را
نوشت: می�توان

Q =
[
b١ . . . bm Ab١ . . . Abm . . . An−١b١ . . . An−١bm

]
, (١٢.١)

آورد به�دست طوری را Q ستون�های اولین از ستون n می�توان پس است، کنترل�پذیر دستگاه آن�جایی�که از
m و سطر n که مستطیلی بلوک یک در را Q ستون�های آسان�تر، نمایش برای باشند. خطی مستقل که

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت دارد ستون



b١ . . . bm

Ab١ . . . Abm

A٢b١ . . . A٢bm
... ...

An−١b١ . . . An−١bm


. (١٣.١)

وابسته قبل بردار با که بردارهایی پایین، و راست به�طرف بلوک بالای چپ سمت گوشه از شروع با
حذف بلوک از نیز آن زیر در واقع بردارهای همه�ی شد حذف بردار اگر و می�کنیم حذف بلوک از خطی�اند،
این�حالت در باشد. بردار n خطی مستقل بردارهای تعداد که می�دهیم ادامه جایی تا را عمل این و می�شوند
مستقل بردار n این اگر می�کنیم. حذف بلوک از را آمده به�دست بردار nاز غیر باقیمانده بردارهای همه�ی
موردنظر تبدیل و بود خواهد معکوس�پذیر P آن�گاه دهیم قرار P ماتریس ستون�های ترتیب به را خطی

می�آید. به�دست

P =
[
b١ . . . bm Ab١ . . . Abm . . . Ap١−١b١ . . . Apm−١bm

]
. (١۴.١)



١٧ مقدماتی تعاریف .٢.١

عددی است B ماتریس از ستونی متناظر که بلوک از ستون هر به (١٣.١) رابطه در .۵۴.٢.١ تعریف
می�کند: صدق زیر رابطه در که می�شود مربوط pi مانند صحیح

١ ≤ pi ≤ n i = ١,٢, . . . ,m (١۵.١)

بلوک ام i ستون در باقیمانده بردارهای تعداد pi طرفی از می�نامیم. کرونکر ناورداهای را ها pi این
: با است برابر بلوک ستون�های در واقع بردارهای تعداد پس است،

p١ + p٢ + . . .+ pm, (١۶.١)

نتیجه در است، nبرابر تعداد این طرفی از

p١ + p٢ + . . .+ pm = n, (١٧.١)

زمان کوتاه�ترین در را دستگاه حالت که هستیم به�گونه�ای F ماتریس یافتن به�دنبال بهینه کنترل در
نامیم. می کنترل�پذیری اندیس را v برسد). تعادل حالت (به نماید میل صفر به v مانند مرحله) (کمترین

می�کنیم: تعریف

v = max{pi | i = ١, . . . ,m}, (١٨.١)

حداکثر minآن�ها maxو بین اختلاف هرگاه گوییم منظم را (B,A) کرونکر ناورداهای .۵۵.٢.١ تعریف
گویند. نامنظم را کرونکر ناورداهای این�صورت غیر در باشد. یک

پایداری ۶.٢.١

شده�است. انتخاب [٢٠] و [١٩] از بخش این قضایای و تعاریف

هرگاه: می�نامند، ẋ = f(x(t)) دیفرانسیل معادله تعادل، نقطه را xe نقطه .۵۶.٢.١ تعریف
f(xe) = ٠

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی دستگاه .۵٧.٢.١ ẋتعریف = f(x(t)),

x(t٠) = xe = ٠ ∈ Rn.
(١٩.١)

:t ≥ t٠ تمامی برای ، ϵ > ٠ و t٠ ازای به اگر گوییم، پایدار لیاپانوف مفهوم به را xe تعادل نقطه

∃δϵ > ٠ ; ∥ x(t٠)− xe ∥< δ(ϵ) −→∥ x(t)− xe ∥≤ ϵ



١٨ مقدمات و تعاریف .١

اگر گوییم، پایدارمجانبی را xe تعادل نقطه .۵٨.٢.١ تعریف
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

زیر ∞→tرابطه برای ،∥x (t٠)− xe∥ < ρ ازای به که دارد ρوجود (t٠) > ٠ یک ، tکلیه٠ برای ب)
باشد: برقرار

∥x (t)− xe∥ → ٠

دهد. می نشان را مجانبی و لیاپانوف پایدار�ی از تعبیری (١.١) شکل

مجانبی پایداری و لیاپانوف مفهوم به پایداری از ترسیمی تعبیر :١.١ شکل

را زیر حالت دیفرانسیل معادله xe تعادل نقطه .۵٩.٢.١ تعریف
ẋ (t) = f (x (t) , t)

اگر گویند فراگیر مجانبی پایدار
باشد. لیاپانوف مفهوم به پایدار الف)

باشیم داشته t→∞ ازای t٠،به هر و x(t٠) هر برای پ)

∥x (t)− xe∥ → ٠

و باشد مشخص x(t) حالت بردار می�کنیم فرض بگیرید. نظر در را (٧.١) پیوسته خطی دستگاه
می�کنیم: انتخاب

u(t) = −Kx(t) (٢٠.١)

است. ثابت ماتریس یک K آن، در که



١٩ مقدماتی تعاریف .٢.١

می�آوریم: �دست به (٧.١) دستگاه در (٢٠.١) معادله جایگذاری از

ẋ(t) = (A−BK)x(t),

y(t) = (C −DK)x(t).
(٢١.١)

(٢١.١) دستگاه که به�گونه�ای ،K ماتریس کردن پیدا مسئله به ،(٧.١) دستگاه پایداری مسئله سپس
دیگر: بیان به می�شود. تبدیل باشد، پایدار

پایدار A−BK که می�یابیم به�گونه�ای Kرا حالت پسخورد ماتریس ،(A,B)ماتریس زوج به توجه با
می�نامند. بسته حلقه ماتریس را A−BK ماتریس و بسته حلقه دستگاه یک (٢١.١) دستگاه باشد.

مطلب این عکس باشد. پایدار باید زوج این آنگاه باشند، کنترل�پذیر (A,B) زوج اگر .۶٠.٢.١ نکته
باشد. پایدار اما نباشد کنترل�پذیر دستگاه است ممکن یعنی، نباشد. صحیح است ممکن

بگیرید: نظر در را زیر زمان با ناپذیر تغییر خطی دستگاه .۶١.٢.١ قضیه
ẋ(t) = Ax(t) (٢٢.١)

اگر: فقط و اگر است لیاپانوف مفهوم به پایدار دستگاه این

باشد. داشته غیرمثبت حقیقی قسمت�های A ویژه مقادیر کلیه الف)

مشخصه چندجمله�ای ساده صفرهای دارند صفر حقیقی قسمت�های که A ویژه مقادیر از دسته آن ب)
باشند.

برای اگر � فقط اگر�و است، مجانبی پایدار ẋ(t) = Ax(t) معادله با شده داده سیستم .۶٢.٢.١ قضیه
معین�مثبت P ماتریس ،ATP +PA = −Q لیاپانوف معادله پاسخ ،Q شده داده مثبت معین ماتریس

باشد.

پذیر مشاهده ٧.٢.١

هر بتوان اگر می�نامند، پذیر مشاهده کاملا (٧.١)را معادلات با شده توصیف سیستم .۶٣.٢.١ تعریف
نمود. تعیین y(t) خروجی مشاهده با را x(t٠) حالت

ماتریس اگر وتنها اگر است پذیر مشاهده کاملا معادلات(٧.١)را با شده توصیف سیستم .۶۴.٢.١ قضیه
باشد. داشته کامل رتبه زیر ٢۵ مشاهده�پذیری

C

CA

CA٢

...
CAn−١


٢۵Observability



٢٠ مقدمات و تعاریف .١

تشابهی یا همانندی تبدیلهای ٨.٢.١

خاص مزیت از دیگر، صورت به �دینامیکی سیستم خروجی و حالت �معادلات تبدیل با می�توان راحتی به
تبدیلهای که پذیرد می انجام خطی تبدیل با سیستم حالت نمایشفضای تغییر نمود. استفاده نمایشجدید

شود. می نامیده ٢۶ تشابهی
بگیرید درنظر را زیر زمان با تغییرناپذیر خطی دینامیکی سیستم خروجی و حالت معادلات

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t) (٢٣.١)

می�کنیم تعریف زیر صورت به را �جدید، حالت متغیر اکنون

x(t) = Tz(t)

حالت معادلات در x(t) = Tz(t) جایگزینی با است. نامنفرد و ثابت تبدیل ماتریس T آن در که
زیر صورت به z(t)جدید حالت متغیر براساس سیستم خروجی و حالت معادلات ،(٢٣.١) خروجی و

می�آید بدست

ż(t) = T−١ATz(t) + T−١Bu(t),

y(t) = CTz(t) +Du(t)

براساس سیستم خروجی و حالت معادلات C̄ = CT و B̄ = T−١B ، Ā = T−١AT دادن قرار با و
می�آید بدست زیر صورت به z(t)جدید حالت متغیر

ż(t) = Āz(t) + B̄u(t),

y(t) = C̄ +Du(t) (٢۴.١)

(٢٣.١)باشد خروجی و حالت معادلات مشاهده�پذیری و کنترل�پذیری ماتریس ترتیب، به Vn و Un اگر
(٢۴.١)باشد، خروجی و حالت معادلات مشاهده�پذیری و کنترل��پذیری ماتریس ترتیب، به V̄n و Ūn و

داشت خواهیم

rank(Ūn) = rank(Un)

rank
(
V̄n

)
= rank (Vn)

٢۶Similarity transformations



٢١ مقدماتی تعاریف .٢.١

تبدیل تابع ٩.٢.١

تابع را �ورودی لاپلاس تبدیل به، �خروجی لاپلاس تبدیل نسبت خطی، درسیستم .۶۵.٢.١ تعریف
تبدیل٢٧گویند.

بگیرید: درنظر را زیر سیستم

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t)

داریم: صفر، برابر اولیه شرط گرفتن نظر در و لاپلاس تبدیل بکاربردن با

sX(s) = AX(s) + BU(s),

sX(s)− AX(s) = BU(s),

(sI − A)X(s) = BU(s),

X(s) = (sI − A)−١BU(s),

Y (s) = CX(s) +DU(s).

از: عبارتست تبدیل تابع

G (s) =
Y (s)

U (s)
= C(sI − A)−١B +D

٢٧Transfer function





٢ فصل

با قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم
برای حالت مشتق پسخورد از استفاده

ورودی تک خطی سیستم�های

سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم حل راه فصل، دراین
روش می�شود. آکرمن فرمول مشابه فرمولی به منجر مساله این حل روش شده ارائه ورودی تک خطی
مساله آن از پس کرده، تبدیل فروبنیوس استاندارد صورت به را سیستم ابتدا که است صورت این به کار

شود. می حل حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی

خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد با قطب جایابی ١.٢
ثابت زمان با

استفاده با ثابت زمان با خطی سیستم�های بخش این در حالت، مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی
می�شود. حل [٣ ،٢ ،١] روش�های از

قطب جایابی مساله بندی فرمول ١.١.٢

بگیرید. درنظر زیر ثابت زمان ورودی تک کنترل�پذیر خطی سیستم
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t٠) = x٠, (١.٢)

که بطوری هستند، کنترل یا عددی ورودی و حالت بردار ترتیب به ،u(t) ∈ R و x(t) ∈ Rn آن در که
مشخصه چندجمله�ای می�باشند. ورودی بردار و سیستم ماتریس ترتیب به B ∈ Rn×١ و A ∈ Rn×n

آورد. بدست زیر بصورت می�توان را A ماتریس
det [sI − A] = sn + an−١s

n−١ + ...+ a٠ = ٠, (٢.٢)

٢٣



ورودی٢۴ تک خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٢

است. واحد ماتریس I ∈ Rn×n و مشخصه چندجمله�ای ضرایب a = [a٠ a١ ... an−١] آن در که
است. an−١ = −trace(A) و a٠ = det(−A) = (−١)n det(A) که می�دانیم

حالت مشتق پسخورد کنترل از استفاده با بسته حلقه سیستم برای مطلوب قطب�های جایابی هدف
است زیر ثابت

u(t) = −Kẋ(t), (٣.٢)

(٣.٢) پسخورد از استفاده با می�کند. پایدار را سیستم رو این از و اجرا حالت�ها برای را مطلوب رفتار که
بود خواهد این�صورت به بسته حلقه سیستم

ẋ(t) = (I +BK)−١Ax(t), (۴.٢)

حلقه سیستم دلخواه، قطب�های {λ١, λ٢, λ٣, . . . , λn} بطوریکه Kاست ماتریسپسخورد یافتن مساله،
رویکرد یک و است، دشوار حالت پسخورد روش�های از استفاده با مساله این حل باشند. (۴.٢) بسته
این در تبدیل یک بکارگیری با مساله این حل راه می�شود. تکراری سازی بهینه به منجر معمولا مستقیم
ویژه، مقادیر تخصیص و ثابت زمان با سیستم�های برای فروبنیوس استاندارد شکل به تغییر و سیستم

می�شود. تکمیل

زمان با سیستم�های برای فروبنیوس استاندارد حالت به کردن تبدیل ٢.١.٢
ثابت

معادله�ی آن در که می�شود ایجاد جدید هماهنگ سیستم به حالت بردار تبدیل با فروبنیوس استاندارد شکل
بگیرید درنظر را زیر ثابت زمان حالت تبدیل می�گیرد. خود به را خاصی شکل سیستم

z(t) = Q−١x(t), (۵.٢)

به اصلی سیستم است. انتقال ماتریس Q−١ ∈ Rn×n و جدید حالت متغیر بردار z(t) ∈ Rn آن در که
به که می�شود، تبدیل BF ∈ Rn جدید کنترل بردار و AF ∈ Rn×n جدید سیستم ماتریس با سیستمی

می�باشد زیر صورت
AF = Q−١AQ , BF = Q−١B (۶.٢)

می�شود انتخاب زیر صورت به انتقال ماتریس

Q−١ =


q١

q١A
...

q١A
n−١

 , (٧.٢)

می�شود محاسبه زیر صورت به q١ ∈ R١×n سطری بردار آن در که
q١ = eTnR

−١, (٨.٢)

است زیر (١.٢)بصورت سیستم پذیری کنترل ماتریس R ∈ Rn×n که
R =

(
B AB A٢B . . . An−١B

)
, (٩.٢)



٢۵ ثابت زمان با خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد با قطب جایابی .١.٢

فروبنیوس استاندارد شکل به یافته تغییر سیستم صورت دراین است، یکه بردار en = [٠, . . . ,٠,١]T و
می�باشد زیر

ż = AF z +BFu =



٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... . . .

...
٠ ٠ ٠ . . . ١
−a٠ −a١ −a٢ . . . −an−١


z +



٠
٠
٠
...
١


u. (١٠.٢)

کرد کنترل سادگی به را آن می�توان که می�یابد، تغییر ساده�ی و رایج شکل به سیستم این صورت این در
ماتریس اگر که داریم توجه کنیم. حل را حالت مشتق پسخورد از استفاده با را قطب جایابی مساله�ی و

است. امکان�پذیر فروبنیوس استاندارد شکل به تبدیل دراینصورت باشد، نامنفرد انتقال

ثابت زمان با سیستم�های برای قطب جایابی مساله�ی حل راه ٣.١.٢

مطلوب قطب�های بسته، ماتریسحلقه که می�کنیم پیدا Kرا حالت مشتق پسخورد ماتریس بخش، این در
شکل به بالا تبدیل بردن بکار با می�باشد. ساده و کارآمد محاسبه، لحاظ از که کند اختیار گونه�ای به را
قائل تمایز با داد. تغییر مطلوب، رفتار برای خطی پسخورد با را سیستم می�توان فروبنیوس، استاندارد
زیر شرح به آید می دست به z مختصات در که بسته�ا�ی حلقه سیستم ،(۵.٢) تغییرشکل معادله�ی شدن

است

ż(t) = Q−١ẋ(t). (١١.٢)

داشت خواهیم بالا، معادله�ی در (۵.٢) و (۴.٢) جایگزینی از بعد بنابراین،

ż(t) = Q−١[I +BK]−١AQz = Azz, (١٢.٢)

است زیر صورت به Az ∈ Rn×n بسته حلقه سیستم ماتریس درآن که

Az = Q−١[I +BK]−١AQ. (١٣.٢)

بنویسیم زیر صورت به را بالا معادله�ی می�توانیم Az در Q−١A−١[I +BK] ضرب با

AzQ
−١A−١[I +BK] = Q−١. (١۴.٢)

زیر صورت به بسته حلقه مشخصه چندجمله�ای بگیرید. درنظر را {λ١, ..., λn} مطلوب ویژه�ی مقادیر
است

D(s) = (s− λ١)(s− λ٢) . . . (s− λn) = sn + dn−١s
n−١ + · · ·+ d١s+ d٠, (١۵.٢)



ورودی٢۶ تک خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٢

می�توان را بسته حلقه ماتریس هستند. مشخصه چندجمله�ای ضرایب d = [d٠ d١ . . . dn−١] آن در که
نوشت زیر استاندارد شکل به

Az =



٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ١ . . . ٠
... ... ... . . .

...
٠ ٠ ٠ . . . ١
−d٠ −d١ −d٢ . . . −dn−١


. (١۶.٢)

بازنویسی زیر صورت به Q−١ انتقال ماتریس سطری بردارهای قالب در می�توان، را (١۴.٢) معادله�ی
کرد

q١A
i[I +BK] = q١A

i, i = ٠, . . . , n− ٢

و

− dQ−١A−١[I +BK] = q١A
n−١. (١٧.٢)

نوشت می�توان راحتی به Q−١ انتقال ماتریس تعریف به توجه با

q١A
iB = ٠, i = ٠, . . . , n− ٢. (١٨.٢)

نوشت زیر صورت به می�توان را ثابت زمان با سیستم Kبرای پسخورد ماتریس درنهایت

K = (−dQ−١A−١B)−١(q١A
n−١ + dQ−١A−١). (١٩.٢)

زیرنوشت صورت به می�توان را بالا معادله�ی

K =

((
−

n−١∑
i=٠

diq١A
i−١

)
B

)−١(
q١A

n−١ +
n−١∑
i=٠

diq١A
i−١

)
. (٢٠.٢)

می�کنیم استفاده زیر رابطه از پسخورد، ماتریس کردن ساده برای

AQ = QAF (٢١.٢)

که کرد تحقیق می�توان سادگی به بنابراین،

Q−١A−١B = A−١
F Q−١B = A−١

F BF (٢٢.٢)

آید می بدست زیر صورت به ،AF ماتریس معکوس

A−١
F =



−a١
a٠
−a٢
a٠

. . . −an−١
a٠

− ١
a٠

١ ٠ . . . ٠ ٠

٠ ١ . . .
... ...

... ... . . . ٠ ٠
٠ ٠ . . . ١ ٠


. (٢٣.٢)



٢٧ ثابت زمان با خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد با قطب جایابی .١.٢

که آورد دست به می�توان نهایت، در

− dQ−١A−١B = −dA−١
F BF = −d


− ١
a٠
٠
...
٠

 =
d٠
a٠

. (٢۴.٢)

نوشت زیر صورت به می�توان را ثابت، زمان سیستم برای K پسخورد ماتریس بنابراین،

K =

(
a٠
d٠

)(
q١A

n−١ +
n−١∑
i=٠

diq١A
i−١

)

=

(
a٠
d٠

)
q١A

−١[An + dn−١A
n−١ + · · ·+ d١A+ d٠I] (٢۵.٢)

=

(
a٠
d٠

)
eTn [AR]−١D(A) =

(−١)n
d٠

eTnR
−١adj(A)D(A)

نتایج است. Aحالت ماتریس ازای به (١۵.٢) مشخصه چندجمله�ای مقادیر دهنده D(A)نشان آن در که
رایج پسخورد حالت برای آکرمن فرمول شبیه ثابت، مشتق حالت پسخورد ماتریس برای بندی فرمول

است.
Kتغییر پسخورد ماتریس محاسبه�ی برای معادل مؤثر الگوریتم به [٣ ،٢ ،١] در آکرمن اصلی فرمول
مبتنی که معادلی مؤثر فرمول داد. انجام مشتق حالت پسخورد برای می�توان را کار همین است. شده داده

می�آید. ادامه در که است بازگشتی روشی می�آید، دست به چندجمله�ای ضرایب بر

K =
a٠
d٠

(
q′n +

n−١∑
i=٠

diq
′
i

)
(٢۶.٢)

درآن که
q′٠ = q١A

−١ = eTn [AR]−١, q′i = q′i−١A, i = ١, . . . , n

است. کامل مربعی ماتریس�های با محاسبه از کارآمدتر سطری، بردارهای با محاسبه که است واضح
معلوم مشخصه معادله�ی از di ضرایب بجای λi, i = ١, . . . , n ویژه، مقادیر از اگرمجموعه�ای حال،

می�شود. حاصل زیر صورت به پسخورد ماتریس صورت دراین باشند،

K =
a٠∏n

i=١ (−λi)
q١A

−١
n∏

i=١
(A− λiI)

=
det(−A)∏n
i=١ (−λi)

eTn [AR]−١
n∏

i=١
(A− λiI) (٢٧.٢)

=
١∏n

i=١ λi

eTnR
−١adj(A)

n∏
i=١

(A− λiI)

شود نوشته زیر صورت به می�تواند بالا فرمول ،(٢۶.٢) سازی ساده گیری بکار با دوباره و
K =

a٠∏n
i=١ (−λi)

q′n, (٢٨.٢)



ورودی٢٨ تک خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٢

آن در که
q′٠ = q١A

−١ = eTn [AR]−١, q′i = q′i−١(A− λiI), i = ١, . . . , n.

محاسبات این، بر علاوه است. آسان پیشنهادی الگوریتم بکارگیری که شد متوجه می�توان سادگی به
نیازی ما می�شود. اجرا اصلی حالت فضای در آن مستقیم سازی پیاده و حالت مشتق پسخورد ماتریس
دست به امکان انتقال، ماتریس اصلی مزیت�های از یکی نداریم. فروبنیوس شکل تغییر محاسبه�ی به
یا حقیقی که ویژه�ای مقادیر برای بالا الگوریتم است. پسخورد ماتریس برای صریح تحلیلی حالت آوردن

می�رود. کار به هستند مختلط مزدوج
توان می را دلخواه قطب دادن قرار برای کافی و لازم شرایط حالت مشتق از استفاده با قطب جایابی از
(٢٨.٢)-(٢۵.٢) فرمول�های محاسبه�ی یا و فروبنیوس استاندارد شکل به انتقال برای . کرد توصیف
رایج، حالت پسخورد مانند باید اصلی سیستم یعنی باشد، کامل رتبه�ی از باید R پذیری کنترل ماتریس
ضرایب به مربوط دانسته�های از استفاده با باشد. صفر نباید a٠ ضریب این بر علاوه باشد پذیر کنترل

است زیر شرط با معادل مشخصه، چندجمله�ای

a٠ =
n∏

i=١
−λoi ̸= ٠ (٢٩.٢)

قطب�های همه�ی یعنی این و هستند. (١.٢) سیستم اصلی قطب�های λoi, (i = ١, . . . , n) اینجا در که
(١.٢) اصلی سیستم برای A سیستم ماتریس که است این با معادل این و باشند ناصفر باید اصلی

است[۴]. نامنفرد
کنیم. بیان زیر صورت به را فوق مطالب از نتیجه�ی می�توانیم بالا، کافی و لازم شریط براساس

Aماتریس اگر بگیرید. درنظر را ثابت(١.٢) زمان با ورودی تک خطی پذیر کنترل سیستم .١.١.٢ قضیه
طور به می�تواند ،(١.٢) بسته حلقه سیستم قطب�های صورت دراین باشد، (٣.٢) کنترل قانون و نامنفرد
(٢٨.٢)-(٢۵.٢) فرمول�های بوسیله�ی حالت، مشتق پسخورد و گیرند قرار مطلوب مکانهای در دلخواه

شود. می محاسبه

بگیرید. درنظر زیر ثابت زمان ورودی تک کنترل�پذیر خطی سیستم [١] آکرمن روش .٢.١.٢ نکته
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t٠) = x٠,

که بطوری هستند، کنترل یا عددی ورودی و حالت بردار ترتیب به ،u(t) ∈ R و x(t) ∈ Rn آن در که
با قطب جایابی هدف می�باشند. ورودی بردار و سیستم ماتریس ترتیب به B ∈ Rn×١ و A ∈ Rn×n

به را {λ١, λ٢, λ٣, . . . , λn} مطلوب قطب�های که uمی�باشد = KSx کنترل قانون با حالت، پسخورد
محاسبه زیر بصورت آکرمن روش حالت پسخورد ماتریس دهد، اختصاص سیستم بسته حلقه ماتریس

می�شود

KS = −q١
n∏

i=١
(A− λiI)

می�شود محاسبه زیر صورت به q١ ∈ R١×n سطری بردار آن در که
q١ = eTnR

−١,



٢٩ عددی مثال�های .٢.٢

است زیر بصورت سیستم پذیری کنترل Rماتریس ∈ Rn×n که

R =
(
B AB A٢B . . . An−١B

)
,

. است یکه بردار en = [٠ . . . ٠ ١]T و

عددی مثال�های ٢.٢

پیشنهاد قطب جایابی الگوریتم کارایی و بودن شدنی تا می�گردد ارائه شده سازی شبیه نتایج بخش، این در
دهد. نشان حالت مشتق پسخورد بوسیله�ی را شده

معادله است. شده داده نشان (١.٢) شکل در آن پارامترهای و مکانیکی سیستم ساختار .١.٢.٢ مثال
شود توصیف زیر حالت فضای شکل در می�تواند سیستم این دینامیکی

ẋ =



٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

−k١ − k٢
m١

k٢
m١

−b١ − b٢
m١

b٢
m١

k٢
m٢

−k٢
m٢

b٢
m٢

−b٢
m٢


x+



٠
٠
−١
m١
١
m٢


x٢ و x١ ، گیر ضربه ثابتهای b٢ و b١ فنر، ثابتهای k٢ و k١ است، دوم و اول جرم m٢ و m١ آن در که
است. کنترل ورودی بردار u و حالت بردار x = [x١ x٢ ẋ١ ẋ٢] دوم، و اول جرم عمودی جابجایی

مکانیکی سیستم :١.٢ شکل

هستند زیر بصورت پارامترها درمدل

m١ = ١٠٠ kg, m٢ = ١٠ kg, k١ = ٣۶٠ kN/m,

k٢ = ٣۶ kN/m, b١ = ٧٠N.s/m, b٢ = ۵٠N.s/m



ورودی٣٠ تک خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٢

باشد. می −٠٫ ٩١۶۵ ± ۵١٫ ٣٠٠۶i ٢٫−و ١٨٣۵ ± ٧٠٫ ١٢٩۴i قطب�ها باز حلقه سیستم این برای
است. −١٠± ۵i و −۵± ٢i صورت به نظر مورد بسته حلقه قطب�های
پردازیم می زیر صورت به حالت مشتق پسخورد ماتریس محاسبه به ابتدا،

K =
١

n∏
i=١

λi

q١adj (A)
n∏

i=١
(A− λiI)

داریم پس باشد، می بسته حلقه ماتریس های قطب λi درآن که

۴∏
i=١

λi = ٣۶٢۵

و

q١ =
[
٠٫ ٠٢٧٨ ٠٫ ٠٠٢٨ ٠ ٠

]
و

adj(A) =


−٣٠٠٠ ٠ −۴٠٠٠ ٠
١۵٠٠٠ −١٨٠٠٠ −۴٠٠٠ −۴٠٠٠

١٢٩۶٠٠٠٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١٢٩۶٠٠٠٠ ٠ ٠


و

۴∏
i=١

(A− λiI) =


١۵٧۵٠٠٠٠ −٢۶۵٠٠٠٠ −١٠٠٠٠٠ ٠
−٢۶٨۵٠٠٠٠ ١٣۴٧٠٠٠٠ ۵٠٠٠٠ −٧٠٠٠٠
۴٣٠٢١٠٠٠٠ −۵۵١١٠٠٠٠ ١۵٩٠٠٠٠٠ −٢٧٣٠٠٠٠
−۴٣٧٢٣٠٠٠٠ ٢۶١٢١٠٠٠٠ −٢٧٢۵٠٠٠٠ ١٣٨٣٠٠٠٠


K = [−١٠۵١٩٠٠٠ ١٨٠٠٠ − ٣٢٣٠٠٠ ٣٠٠٠]

است. شده انجام سازی شبیه x(t٠) = [٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠٫ ٢ ٠٫ ٢]T حالت اولیه شرایط با
است. شده داده نشان (٣.٢) و (٢.٢) شکلهای در کنترل ورودی و حالت گذرا پاسخ

صورت به مطلوب، سیستم�های قطب�های همان برای آکرمن پسخورد ماتریس مقایسه، برای سپس
کنیم می محاسبه زیر

KS = −q١
n∏

i=١
(A− λiI)

KS = [٣۶٠٧۴٠ − ٣۵٩٩٠ − ٢٨٣٠ ۴٠]



٣١ عددی مثال�های .٢.٢

حالت مشتق پسخورد پذیری کنترل سیستم گذرا پاسخ :٢.٢ شکل

حالت مشتق پسخورد پذیری کنترل سیستم کنترل ورودی :٣.٢ شکل

می نشان که است. شده رسم (۵.٢) و (۴.٢) شکلهای در یکسان اولیه شرایط برای پایداری نتایج
است. یکسان روش دو این برای وکنترل گذرا پاسخ دهد،



ورودی٣٢ تک خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٢

آکرمن بندی فرمول با سیستم گذرا پاسخ :۴.٢ شکل

آکرمن بندی فرمول با سیستم کنترل ورودی :۵.٢ شکل

آن پارامترهای و سیستم این ساختار (۶.٢) شکل درنظربگیرید. را ومیله توپ سیستم .٢.٢.٢ مثال
و θ = ٠ پیرامون کوچک حرکات برای حالت فضای مدل خطی دینامیک معادلات می�دهد. نشان را



٣٣ عددی مثال�های .٢.٢

است. آمده درزیر r = r٠

ẋ =



٠ ١ ٠ ٠

٠ −b
mr٢٠ + I

−mg

mr٢٠ + I
٠

٠ ٠ ٠ ١
−mgp٢

mp٢ + Ib
٠ ٠ ٠


x+


o
١

mr٢٠ + I

٠
٠

u (٣٠.٢)

میله و توپ سیستم :۶.٢ شکل

میله، لختی گشتاور I توپ، شعاع و لختی گشتاور ترتیب به هستند، نیرو p و m, Ib آن در که
افق محور با میله که است ای زاویه θ میله، چرخش چسبندگی اصطکاک ضریب b گرانش، شتاب g

کنترل ورودی u و ،x = [θ θ̇ r ṙ] حالت بردار است، میله مرکز و توپ مرکز بین فاصله�ی r می�سازد،
می�کند. حرکت میله روی اصطکاک بدون توپ که می�کنیم فرض بررسی، این در است. دورانی گشتاور
موتور نیروی و میله عقب کردن شیبدار بوسیله�ی لولا نقطه مرکز از فاصله در توپ با توازن در کنترل

هستند. زیر صورت به مدل گوناگون پارامترهای مقادیر است.

m = ١ kg, p = ٠٫ ٠۵m, r٠ = ٠٫ ١m, g = ٩٫ ٨١m/s٢,

b = ٠٫ ١N.s/m, Ib = ۵ kg.m٢, I = ١Kg.m٢

اصلی قطب�های هستند. a = [١ ٫ ٠٩٩ ٠ − ٠٫ ٠۴٧۶] مشخصه چندجمله�ای ضرایب
و −٧ ± ٢i مطلوب بسته حلقه قطب�های هستند. −٠٫ ٠٢۴۶ ± ٠٫ ۴۶۵٢i و ٠٫ ۴۴۴٠٫−,٢ ۴٩۴

هستند. −١٠± ۵i
می�شود محاسبه زیر صورت به حالت مشتق پسخورد ماتریس ابتدا

K = [−٠٫ ١٠١٢ − ١٫ ٠١ ۴٫ ١۶٠٩ ٠٫ ۶٧٨٢]

در شده سازی شبیه نتایج درنظربگیرید. را x(t٠) = [٠٫ ١ ٠٫ ١ ٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠۵]T اولیه حالت�های
است. شده داده نشان (٨.٢) و (٧.٢) شکل�های



ورودی٣۴ تک خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٢

حالت مشتق باپسخورد پذیری کنترل سیستم گذرا پاسخ :٧.٢ شکل

حالت مشتق پسخورد با پذیری کنترل سیستم کنترل ورودی :٨.٢ شکل

شده محاسبه زیر صورت به قطب�های همان برای آکرمن فرمول با پسخورد، ماتریس مقایسه برای
است

KS = [−۵٠٠ ٠ ١٣۶۴٩٠٠ ۵٧٨٩٠٠]

در شده سازی شبیه نتایج است. یکسان کنترل ورودی و گذرا پاسخ عملکرد قبل، مثال نتایج مشابه
است. شده داده نشان (١٠.٢) و (٩.٢) شکل�های



٣۵ عددی مثال�های .٢.٢

آکرمن بندی فرمول با پذیری کنترل سیستم گذرا پاسخ :٩.٢ شکل

آکرمن بندی فرمول با پذیری کنترل سیستم کنترل ورودی :١٠.٢ شکل





٣ فصل

بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم
سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد

ورودی چند خطی

های سیستم برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی برای مستقیم حل راه فصل، این در
سیستم ماتریس که پذیری کنترل سیستم هر برای قطب جایابی حل راه است. شده ارائه ورودی چند خطی
صورت به را سیستم ابتدا که است صورت این به کار روش است. اجرا ناصفرقابل های قطب با نامنفرد
حل حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی مساله سپس و کرده تبدیل فروبنیوس استاندارد

می�شود.

حالتبرایسیستم�های مشتق پسخورد قطببوسیله�ی جایابی ١.٣
ثابت زمان ورودی چند

سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد بوسیله�ی قطب جایابی مساله برای الگوریتم جزئیات بخش، این در
می�دهیم. شرح را ثابت زمان خطی

قطب جایابی مساله بندی فرمول ١.١.٣

بگیرید درنظر زیر حالت فضای نمایش با را ثابت زمان ورودی، چند خطی سیستم
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١.٣)

بطوریکه ،(m ≤ n)هستند کنترل و حالت بردارهای ترتیب به u(t) ∈ Rm و x(t) ∈ Rn آن در که
است این مساله مفروضات هستند. کنترل و سیستم های ماتریس ترتیب به B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n

به باشند. خطی مستقل ،B = [b١, b٢, . . . , bm] ،B ماتریس ستون m و پذیر کنترل کاملا سیستم که،

٣٧
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خطی، پسخورد از استفاده با که است این هدف باشد. نامنفرد A سیستم، ماتریس می�کنیم فرض علاوه
با حالت مشتق پسخورد کردن پیدا مساله کنیم. ایجاد سیستم در پایداری مساله مختلف حالات برای

کنترل قانون

u(t) = −Kẋ(t) (٢.٣)

باشد. می مطلوب عملکرد به دستیابی و پایداری منظور به دهد، می اختصاص را نظر مورد ویژه مقادیر که
می�شود زیر صورت به بسته حلقه دینامیکی سیستم (١.٣) در (٢.٣) جایگذاری با

(In +BK)ẋ(t) = Ax(t)

ẋ(t) = (In +BK)−١Ax(t) (٣.٣)

برای است کامل رتبه�ی (In + BK) ماتریس شده فرض است. n × n همانی ماتریس In آن در که
است. تعریف خوش بسته حلقه سیستم اینکه

خودمزدوج بسته حلقه ویژه�ی مقادیر که هست K ∈ Rm×n پسخورد ماتریس کردن پیدا به مساله
باید ویژه�ی مقادیر این که داد خواهیم نشان شوند. داده تخصیص مطلوبی مقادیر به {λ١, λ٢, . . . , λn}
K ماتریس محاسبه در مستقیم بطور A سیستم ماتریس از که است این اساسی مشکل باشند. ناصفر
B و A تبدیل ماتریس�های از ساده�ای ساختار به سیستم مشکل، این به یافتن غلبه برای می�شود استفاده
بالا، مساله حل برای مقدماتی مراحل رود. کار به می�تواند قطب جایابی روش سپس و می�شود داده تغییر
قطب جایابی روش کاربردن به بعدی مرحله�ی و است فروبنیوس استاندارد شکل به سیستم این تبدیل

است. سیستم بسته حلقه قطب�های دلخواه تخصیص منظور به

ثابت زمان سیستم�های برای فروبنیوس استاندارد شکل به انتقال ٢.١.٣

معادلات درآن که می�آید بدست جدید مختصات در حالت بردار تبدیل بوسیله�ی فروبنیوس استاندارد شکل
بگیرید درنظر را زیر ثابت زمان خطی مختصات تبدیل می�گیرند. خود به ویژه�ای شکل سیستم

z(t) = Q−١x(t), x(t) = Qz(t) (۴.٣)

شکل بنابراین است. انتقال ماتریس Q−١ ∈ Rn×n و حالت متغیر بردار تبدیل z(t) ∈ Rn آن در که
است زیر صورت به فروبنیوس استاندارد

ż(t) = AF z(t) +BFu(t) (۵.٣)

تبدیل کنترل ماتریس و یافته تبدیل سیستم ماتریس ترتیب به BF ∈ Rn×m و AF ∈ Rn×n درآن که
می�شود[۵] داده زیر صورت به که می�باشد یافته

AF = Q−١AQ, BF = Q−١B (۶.٣)

آن در که
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AF =




٠ ١ ... ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ١
× × · · · ×


٠ · · ·
...
٠ · · ·
× × · · · ×

· · ·

· · ·
· · ·

· · · ٠
...

· · · ٠
× × · · · ×

٠ · · · ٠
... ...
٠ · · · ٠
× × · · · ×


٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ١
× × · · · ×


· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

٠ · · · ٠
... ...
٠ · · · ٠
× × · · · ×

... ...
. . . ...

٠ · · ·
...
٠ · · ·
× × · · · ×

· · · · · · ٠
...

· · · · · · ٠
× × · · · ×

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·


٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ١
× × · · · ×





BF =




٠
...
٠
١


٠
...
٠
×

· · ·

· · ·
· · ·

٠
...
٠
×

٠
...
٠
٠


٠
...
٠
١


· · ·

· · ·
· · ·

٠
...
٠
×

... ... . . . ...
٠
...
٠
٠

٠
...
٠
٠

· · ·

· · ·
· · ·


٠
...
٠
١





(٧.٣)

به بلوک�ها در شده، مشخص همراه ماتریس m کردن ترکیب از سیستم این که، می�دهد نشان این
شده جفت سیستم�های زیر دادن نمایش به می�تواند همراه ماتریس هر است. شده تشکیل قطری صورت
ماتریس از bj با متناظر پذیری کنترل اندیس که ، µj بلوک�ها اندازه شود. درنظرگرفته سیستم�ها دیگر به
ورودی چند سیستم صورت، این در می�باشد. j = ١, . . . ,m و µ١ + · · · + µm = n ، که است B
می�یابد کاهش کرد پردازش آسانی به می�توان که ورودی تک سیستم زیر m از جفت�هایی مجموعه�ی به
می�دهد. نشان را ناصفر عناصر کلی بطور ماتریس در × می�شود.نماد حل قطب جایابی مساله بنابراین
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است زیر ساختار دارای ثابت انتقال ماتریس Q−١ ∈ Rn×n

Q−١ = rows(q١ q١A . . . q١A
µ١−١ q٢ q٢A . . . q٢A

µ١−٢ . . . qm qmA . . . qmA
µm−١)

(٨.٣)
است آمده زیر در که است سطری بردار دهنده نشان qj ∈ R١×n آن در که

qj = eTrjR
−١, rj =

j∑
k=١

µk, j = ١, . . . ,m, (٩.٣)

می�باشد. rj موقعیت در ١ با یکه، بردار erj ∈ Rn آن در که
است زیر صورت به R ∈ Rn×n ،(١.٣) سیستم پذیری کنترل ماتریس

R = (b١ Ab١ . . . Aµ١−١b١ b٢ Ab٢ . . . Aµ١−٢b٢ . . . bm Abm . . . Aµm−١bm) (١٠.٣)

تمام انتخاب با ابتدا در می�شود. انجام زیر صورت به هستند، R ماتریس در که بردارهای انتخاب
برای Ai−١bj ستون�های راست به ازچپ iام، مرحله�ی در می�شود. شروع B ماتریس از bj ستونهای
از خطی مستقل شده انتخاب بردار اگر می�گیرند. قرار مطالعه مورد وابستگی نظر jاز = ١, . . . ,m
روند این می�کنیم. حذف انتخاب�ها از را آن اینصورت از غیر در حفظ، را آن باشد، قبلی بردارهای
گیری شکل منظور به را، بردار n شود. حاصل خطی مستقل بردار n که می�یابد پایان زمانی انتخاب�ها
نامنفرد آمده دست به Q−١ تبدیل ماتریس که است شده ثابت ،[٢] مرجع در می�کنیم. مرتب R ماتریس
کامل را استاندارد شکل به تبدیل بالا مراحل شود. ایجاد می�تواند کلی استاندارد شکل به تبدیل و است

می�کند. ساده را قطب جایابی مساله پردازش اساسی نتایج این می�کند.

ثابت زمان سیستم�های برای قطب جایابی مساله حل راه ٣.١.٣

را قطب�ها که K حالت مشتق پسخورد ماتریس برای صریح فرمول گیری نتیجه چگونگی بخش، این در
استاندارد، شکل به بالا تبدیل گیری بکار با داد. خواهیم نشان را می�دهد تخصیص بسته حلقه سیستم به
معادله گیری دیفرانسیل با کند. ایجاد را مطلوبی رفتار خطی، پسخورد از استفاده با می�تواند سیستم

است زیر صورت به z مختصات در بسته حلقه سیستم نتایج (۴.٣) انتقال
ż(t) = Q−١ẋ(t) (١١.٣)

می�آوریم دست به بالا معادله در (۴.٣) و (٣.٣) ازجایگزینی بعد بنابراین،
ż(t) = Q−١(In +BK)−١AQz(t) = AZz(t) (١٢.٣)

می�باشد زیر صورت به و است z مختصات در سیستم بسته حلقه ماتریس AZ ∈ Rn×n آن در که
AZ = Q−١(In +BK)−١AQ (١٣.٣)

داشت خواهیم بالا، معادله�ی در Q−١A−١(In +BK) رابطه�ی کردن ضرب با
AZQ

−١A−١(In +BK) = Q−١ (١۴.٣)

با مزدوج، خود {λ١}, . . . , {λm} گروه m به را مطلوب قطب�های ابتدا قطب، جایابی مساله حل در
همچنین می�کنیم. تقسیم ،λj ≡ (λj

١, . . . , λ
j
µj
) که j = ١, . . . ,m بلوک هر در µj قطب�های تعداد
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بلوک�های در بزرگتر ویژه مقادیر و شوند توزیع بلوک�ها همه�ی در مطلوب قطب�های که است سودمند
که dj ≡ (dj٠, . . . , d

j
µj−١) با {d

١}, . . . , {dm} متناظر حقیقی بردارهای .[٢] می�گیرند قرار کوچکتر
می�شوند محاسبه زیر صورت به هستند j گروه برای مطلوب مشخصه�ی معادلات ضرایب

Dj(s) = (s− λj
١)(s− λj

٢) . . . (s− λj
µj)

= sµj + djµj−١s
µj−١ + · · ·+ dj١s+ dj٠, j = ١, . . . ,m (١۵.٣)

شکل به بلوکی قطری ماتریس صورت به می�تواند، مطلوب بسته حلقه ماتریس ساختار صورت این در
شود داده نشان زیر

AZ =



(
٠µ١,١−١ Iµ١−١

−d١

)
٠ · · · ٠

٠
(

٠µ١,١−٢ Iµ١−٢

−d٢

)
· · · ٠

... ... . . . ...

٠ ٠ · · ·

(
٠µm−١,١ Iµm−١

−dm

)


(١۶.٣)

معادله�ی از است. مطلوب بسته حلقه قطب�های همان AZ ویژه مقادیر که کرد اشاره نکته این به می�توان
همچنین و نامنفرد باید نیز AZ مطلوب ماتریس و نامنفرد Aماتریس که است واضح (١۴.٣) و (١٣.٣)

باشد. کامل رتبه�ی از باید Q و (In +BK) ماتریسهای
شده داده توضیح زیر لم در ناصفر ویژه مقادیر با حالت مشتق باپسخورد قطب جایابی برای لازم شرایط

است.

(A,B) ماتریس زوج برای ناصفر مطلوب خودمزدوج قطب�های با قطب جایابی مساله اگر .١.١.٣ لم
که است پذیر کنترل کامل بطور (A,B) اینصورت در شود، حل

rank[B,AB, . . . , An−١B] = n (١٧.٣)

است. نامنفرد A و

λ،از مثلا ویژه، مقدار یک صورت این در نباشند، پذیر کنترل کامل بطور (A,B) کنیم فرض برهان.
بطوریکه دارد وجود w ̸= ٠ نظیر ویژه بردار Aو

wTA = λwT , wTB = ٠

اینصورت در
wT [(In −BK)λ− A] = wTλ− λwT = ٠

است موردنظر که آن�هایی به قطب�های تغییرهای با همچنین است، بسته حلقه ویژه مقادیر λ بنابراین
پذیر کنترل ماتریس پسخورد، محاسبه با و فروبنیوس استاندارد شکل به تبدیل برای است. تناقض در

باشد. کامل رتبه�ی از باید R پسخورد
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رتبه�ی In)از + BK) آن در باید پس شود، تعریف باید (٣.٣) در بسته حلقه ماتریس که شرط این از
می�شود نوشته زیر صورت به آسانی به (١٣.٣) معادله�ی باشد. کامل

AZ = (In +BFKF )
−١AF , KF = KQ. (١٨.٣)

نامنفرد هردو یا باید AZ و AF ماتریس�های است، کامل رتبه�ی (In+BFKF ) ماتریس اینکه خاطر به
در هستند، ناصفر مطلوب قطب�های یعنی باشد، نامنفرد AZ اگر بنابراین باشند. منفرد هردو یا باشند

است. نامنفرد A یعنی باشد نامنفرد باید AF ماتریس اینصورت

زیر صورت به Q−١ از qj, (j = ١, . . . ,m)سطر بردارهای صورت به می�توان را (١۴.٣) معادله�ی
کرد بازنویسی

q١A
i(In +BK) = q١A

i, i = ٠, . . . , µ١ − ٢,
µ١−١∑
i=٠

(−d١i q١Ai−١)(In +BK) = q١A
µ١−١,

q٢A
i(In +BK) = q٢A

i, i = ٠, . . . , µ٢ − ٢,
µ١−٢∑
i=٠

(−d٢i q٢Ai−١)(In +BK) = q٢A
µ١−٢,

. . .

qmA
i(In +BK) = qmA

i, i = ٠, . . . , µm − ٢,
µm−١∑
i=٠

(−dmi qmAi−١)(In +BK) = qmA
µm−١. (١٩.٣)

که داد نشان می�توان ،Q−١ انتقال ماتریس تعریف اساس بر

qjA
iB = ٠١,m, j = ١, . . . ,m, i = ٠, . . . , µj − ٢. (٢٠.٣)

نوشت زیر صورت به را بسته حلقه سیستم کننده توصیف معادله m می�توان همچنین و

µ١−١∑
i=٠

(−d١i q١Ai−١)(In +BK) = q١A
µ١−١,

µ١−٢∑
i=٠

(−d٢i q١Ai−١)(In +BK) = q٢A
µ١−٢,

. . .

µm−١∑
i=٠

(−dmi q١Ai−١)(In +BK) = qmA
µm−١. (٢١.٣)

پسخورد ماتریس بنابراین، شود. حل جبری بصورت و شده داده قرار ماتریس در می�تواند معادلات این
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شود نوشته زیر صورت به می�تواند ثابت زمان سیستم برای K

K =


(∑µ١−١

i=٠ (−d١i qiAi−١)
)
B

...(∑µm−١
i=٠ (−dmi qmAi−١)

)
B


−١

q١A
µ١−١ +

∑µ١−١
i=٠ (d١i q١A

i−١)
...

qmA
µm−١ +

∑µm−١
i=٠ (dmi qmA

i−١)



= M−١
١


q١A

µi−١ +
∑µ١−١

i=٠ (d١i q١A
i−١)

...
qmA

µm−١ +
∑µm−١

i=٠ (dmi qmA
i−١)

 (٢٢.٣)

می�شود زیر صورت به M١ ماتریس (٢٠.٣) بکارگیری با

M١ =


∑µ١−١

i=٠ (−d١i q١Ai−١)
...∑µm−١

i=٠ (−dmi qmAi−١)

B = −


d١٠ ٠

. . .
٠ dm٠



q١
...
qm

A−١B (٢٣.٣)

قطب�های تمام و کامل ستونی رتبه�ی دارای B و کامل رتبه�ی دارای A اگر است نامنفرد M١ بنابراین،
باشند. ناصفر مطلوب

�شود نوشته زیر صورت به می�تواند پسخورد ماتریس

K = −



q١
...
qm

A−١B


−١


١
d١٠

(
q١A

µ١−١ +
∑µ١−١

i=٠ (d١i q١A
i−١)

)
...

١
dm٠

(
qmA

µm−١ +
∑µm−١

i=٠ (dmi qmA
i−١)

)
 (٢۴.٣)

نوشت: می�توان همچنین

K = −



eTµ١(AR)−١

...
eTn (AR)−١

B


−١


١
d١٠

(eTµ١(AR)−١D١(A))

...
١
dm٠

(eTn (AR)−١Dm(A))

 (٢۵.٣)

که است A حالت ماتریس ازای به Dj مطلوب مشخصه چندجمله�ای مقدار Dj(A) ∈ Rn×n آن در که
می�شود محاسبه زیر صورت به

Dj(A) = Aµj + djµj−١A
µj−١ + · · ·+ dj١A+ dj٠In, j = ١, . . . ,m (٢۶.٣)

مقادیر ضرایب بجای ،i = ١, . . . , n, λi ویژه مقادیر مجموعه�ی از استفاده با را پسخورد کنترل اکنون
µj قطب�های تعداد با {λ١}, . . . , {λm} خودمزدوج گروه m به ویژه مقادیر می�کنیم. تعیین مشخصه

می�شوند. توزیع بلوک�ها بین آن�ها قطب�های و شده تقسیم



ورودی۴۴ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

است: زیر صورت به پسخورد ماتریس

K = −



q١
...
qm

A−١B


−١


µ١∏
i=١

(
−١
λ١i

)(
q١A

−١
µ١∏
i=١

(A− λ١i In

)
...

µm∏
i=١

(
−١
λm
i

)(
qmA

−١
µm∏
i=١

(A− λm
i In

)
 (٢٧.٣)

است زیر صورت به K پسخورد ماتریس محاسبات برای موثر عددی الگوریتم یک

K = −



q١
...
qm

A−١B


−١


µ١∏
i=١

(
١
λ١i

)
q١

′

µ١

...
µm∏
i=١

(
١
λm
i

)
qm

′
µm

 (٢٨.٣)

آن در که
qj

′

٠ = eTrj(AR)−١, qj
′

i = qj
′

i−١(A− λj
iIn), j = ١, . . . ,m, i = ١, . . . , µj.

پسخورد محاسبات و است ساده آن کردن اجرا است، ساده پیشنهادی الگوریتم که نمود توجه می�توان
بالا الگوریتم می�شود. اجرا مستقیم بطور اصلی حالت فضای در و نمی�شود انجام فروبنیوس شکل در
ویژه مقادیر می�شویم، یادآور است. مدنظر تکراری قطب�های و مختلط مزدوج حقیقی، ویژه مقادیر برای
از مختلف دنباله�های می�توان که است ذکر به لازم شود. داده قرار بلوک همان در باید مختلط مزدوج
و هموارکردن برای گرفت. درنظر می�شود مختلف پسخورد ماتریس�های به منجر که نظر مورد قطب�های
انتقال ماتریس گیرند[٢]. قرار کوچکتر بلوک�های در بزرگ قطب�های ناپایدار، تغییرات رساندن حداقل

می�کند. اجرا مساله این حل در مهمی نقش Q−١

شود داده زیر صورت به می�تواند پسخورد (١۴.٣) بکارگیری و m = n حالت برای .٢.١.٣ نکته
K = B−١(AQA−١

Z Q−١ − In) (٢٩.٣)

نوشته زیر صورت به می�تواند حالت پسخوردمشتق ،(m = ١) ورودی تک حالت برای .٣.١.٣ نکته
:[٧ شود[۶،

شوند داده مشخصه معادله از di, i = ١, . . . , n ضرایب اگر

K =

(
det(−A)

d٠

)(
q′n +

n−١∑
i=٠

(diq
′
i)

)
, (٣٠.٣)

آن در که
q
′

٠ = eTn (AR)−١, q
′

i = q
′

i−١A

شوند داده λi, i = ١, . . . , n مطلوب ویژه مقادیر از مجموعه�ی اگر بعلاوه،
K =

det(A)
n∏

i=١
λi

q′n, (٣١.٣)

درآن که
q
′

٠ = eTn (AR)−١, q
′

i = q
′

i−١(A− λiIn)



۴۵ ثابت زمان ورودی چند سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد بوسیله�ی قطب جایابی .١.٣

کنیم. می بیان را فوق مطالب نتیجه مهمترین بالا، نتایج با

ماتریس اگر نظربگیرید. در را (١.٣) ثابت زمان ورودی چند پذیر کنترل خطی سیستم .۴.١.٣ قضیه
مشتق پسخورد با (١.٣) سیستم اینصورت در باشد کامل ستونی رتبه�ی دارای B و نامنفرد A سیستم
{λ١}, . . . , {λm} ناصفر ویژه مقادیر با (٢۵.٣) یا (٢٨.٣)K فرد به منحصر پسخورد با می�تواند حالت(٢.٣)
برای می�شود. پایدار ،{d١}, . . . , {dm} ناصفر ضرایب با بلوک هر در µj خودمزدوج قطب�های تعداد با

می�آید. بدست (٣١.٣) یا (٣٠.٣) صورت به می�تواند پسخورد ،(m = ١) ورودی تک حالت

است. یکسان حالت مشتق پسخورد و حالت پسخورد دو هر برای u(t) کنترل دیگر طرف از اگرچه،
پسخورد بردن کار به از بعد سیستم حقیقت در و شود نتیجه (١١.٣)،(١٢.٣)،(١۴.٣) از می�تواند این

دارد زیر صورت به مطلوب دینامیکی ویژگی�های K

u(t) = −Kẋ(t) = −B+(AQA−١
Z Q−١ − In)QAZz(t)

= −B+(AQ−QAZ)z(t) = −B+(A−QAZQ
−١)x(t) (٣٢.٣)

= −KSx(t)

برای رایج حالت پسخورد دقیقا اخیر مطلب است. یافته تعمیم معکوس دهنده�ی نشان (.)+ آن در که
است. حالت انتقال ماتریس همان Q−١ و است مدنظر قطب�های به اصلی، سیستم قطب�های از تغییر

می�آید. دست به (١٣.٣) بکارگیری با مشتق حالت پسخورد برای گذرا پاسخ علاوه، به
(In +BK)−١A = QAZQ

−١ (٣٣.٣)

است زیر صورت به بسته حلقه سیستم بنابراین،
ẋ(t) = QAZQ

−١x(t) (٣۴.٣)

است. انتقال ماتریس و نظر مورد قطب�های همان با حالت پسخورد برای یکسان پاسخ که
ناپذیر کنترل سیستم�های نکته(١.٣.۵) در می�باشد. پذیر کنترل کامل بطور سیستم�های برای بالا فرمول

شود. پذیر پایداری می�تواند مشتق حالت پسخورد با

انتقال ماتریس از استفاده با اینصورت در نباشد، پذیر کنترل کامل بطور (١.٣) سیستم اگر .۵.١.٣ نکته
صورت به T ∈ Rn×n نامنفرد حالت

z(t) = Tx(t) (٣۵.٣)

می�آوریم دست به

ż(t) =

(
A١١ A١٢

٠ A٢٢

)
z(t) +

(
B١

٠

)
u(t), z(t) =

(
x١(t)

x٢(t)

)
(٣۶.٣)

بعد دارای x١(t) ∈ Rc بردار و پذیراست کنترل (A١١, B١) مرتب زوج آن در که
است، حالت مولفه�های شامل x٢(t) ∈ Rn−c بردار درحالیکه ،c = rank[B,AB, . . . , An−١B] < n

هستند.[١٩] سیستم ناپذیر کنترل قطب�های به مربوط A٢٢ ماتریس قطب�های نیستند. پذیر کنترل که



ورودی۴۶ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

می�کنیم اختیار زیر صورت به را کنترل قانون حال
u(t) = −[K١, K٢]ż(t) (٣٧.٣)

می�باشد. K٢ ∈ Rm×n−c و K١ ∈ Rm×c آن در که
شود توصیف زیر صورت به می�تواند یافته انتقال بسته حلقه سیستم )بنابراین،
IC +B١K١ B١K٢

٠ In−c

)
ż(t) =

(
A١١ A١٢

٠ A٢٢

)
z(t) (٣٨.٣)

بنابراین

ż(t) =

(
(IC +B١K١)

−١ N

٠ In−c

)(
A١١ A١٢

٠ A٢٢

)
z(t) (٣٩.٣)

است. N ∈ Rc×n−c درآن که
می�آوریم دست به آسانی به دادن ادامه با

ż(t) = AZz(t), AZ =

(
(IC +B١K١)

−١A١١ (In +B١K١)
−١A١٢ +NA٢٢

٠ A٢٢

)
(۴٠.٣)

مشتق پسخورد تاثیر بنابراین، A٢٢هستند. و (Ic+B١K١)
−١A١١ از AZ ماتریس مقادیرویژه بنابراین،

با مطلوب مقادیر در می�توانند پذیر کنترل قطب�های است. سیستم پذیر کنترل قسمت در تنها حالت
تغییر پسخورد بوسیله�ی ناپذیر کنترل قطب�های که درحالی شوند، داده اختصاص بالا الگوریتم از استفاده
پیدا پسخورد که است ممکن و خواهدبود پذیر پایداری سیستم باشد، پایدار A٢٢ ماتریس اگر نمی�کند.
بسته حلقه قطب�های روی K٢ ماتریس شود. پایدار، مجانبی بطور بسته حلقه سیستم هر برای که شود

می�شود. انتخاب دلخواه K٢ = ٠ و ندارد تاثیر
شود داده زیر صورت به می�تواند حالت مشتق پسخورد نهایت، در

K = [K١,٠n−c]T (۴١.٣)

شود. داده تخصیص دوباره مطلوب مقادیر با می�تواند پذیر کنترل ویژه مقادیر بنابراین،

تشابهی ت تبدیلا از استفاده با حالت پسخورد ماتریس تعیین ٢.٣

چگونگی سپس، می�پردازیم. (B,A) زوج برداری همدم و اشلون استاندارد فرم بیان به ابتدا بخش این در
بخش در کنیم. می تشریح ٢٣]را ،٢٢] تشابهی تبدیلات از استفاده با حالت پسخورد ماتریس محاسبه
است. شده حل حالت مشتق پسخورد از استفاده با و تشابهی تبدیلات از استفاده با را عددی مثال بعدی

اشلون استاندارد فرم ١.٢.٣

به را دستگاه حالت معادله شده�است. تعریف Rn فضای بر که باشد تشابهی تبدیل T که کنید فرض
می�گیریم: نظر در زیر صورت



۴٧ تشابهی ت تبدیلا از استفاده با حالت پسخورد ماتریس تعیین .٢.٣

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۴٢.٣)

یعنی: شود، تبدیل جدید فضای به T−١ تبدیل ماتریس توسط دستگاه حالت بردار می�کنیم فرض حال

x̂(t) = T−١x(t) یا x(t) = T x̂(t) (۴٣.٣)

داشت: خواهیم (۴٢.٣) حالت معادله در (۴٣.٣) جایگذاری با

T ˆ̇x(t) = ATx̂(t) +Bu(t)

ˆ̇x(t) = T−١ATx̂(t) + T−١Bu(t)
(۴۴.٣)

داریم: (۴۴.٣) معادله در B̂ = T−١B و Â = T−١AT گرفتن نظر در با

ˆ̇x(t) = Âx̂(t) + B̂u(t) (۴۵.٣)

کرد. مشخص پذیری کنترل ماتریس از استفاده با منحصر�به�فردی به�صورت می�توان را T تبدیل ماتریس

می�دهیم. قرار T تبدیل ماتریس ستون�های را Q ماتریس خطی مستقل ستون n اولین که ترتیب به�این
می�کنیم: تعریف زیر صورت به را اشلون استاندارد فرم صورت این در

T = [b١ b٢ . . . bm . . . Aq−١b١ . . . A
q−١br Aq−١br+١ . . . A

q−١bm Aqb١ . . . A
qbr]

ماتریس اگر می�دهیم. تشکیل را است ستون n +m و سطر n دارای که ،[B,A] افزوده ماتریس
داشت: خواهیم دهیم، تشکیل را [T−١B, T−١AT ]

T−١[B,AT ] = T−١[b١ b٢ . . . bm Ab١ . . . A
qb١ . . . A

qbr Aqbr+١ . . . A
qbm Aq+١b١ . . . A

q+١br]

= T−١[T,Aqbr+١ . . . A
q+١br] = [I, T−١Aqbr+١ . . . T

−١Aq+١br] = [In×n, Vn×m]

(۴۶.٣)

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را نظیر ستونی و سطری تشابهی تبدیلات اکنون

.١
r(i)←→ r(j) , c(i)←→ c(j)

.٢
r(i)←→ ar(i) , c(i)←→ ١

a
c(i)

.٣
r(i)←→ r(i) + kr(j) , c(j)←→ c(j)− kc(i)



ورودی۴٨ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

افزوده ماتریس ابتدا نماییم، تبدیل [I, V ] اشلون استاندارد فرم به را (B,A) زوج بخواهیم که صورتی در
و Q ماتریس روی مقدماتی سطری عملیات از استفاده با سپس می�دهیم. تشکیل را Q = [B,A, I]

تبدیل I به را Q ماتریس اول ستون n مرحله، هر در حاصل A ماتریس روی نظیر مقدماتی ستونی
می�شود. تبدیل زیر صورت به Q̂ افزوده ماتریس این�صورت در می�کنیم.

Q̂ = [B̂, Â, T−١] = [In, Vn×m, T
−١] (۴٧.٣)

هستند: زیر صورت به B̂ و Â های ماتریس که

Â =



٠m×m ٠ . . . ٠m×r v(١)m×m

Im ٠ . . . ٠ v(٢)m×m

٠m×m Im . . . ٠ v(٣)m×m

... ... ... ...
٠ ٠ . . . ٠ v(q)m×m

٠r×m ٠r×m . . . Ir v(q+١)r×m


, B̂ =



Im

٠m×m

٠m×m

...
٠m×m

٠r×m


(۴٨.٣)

برداری همدم فرم ٢.٢.٣

اکنون شده�است. تعریف Rn فضای بر که می�گیریم نظر در را S مانند تشابهی خطی تبدیل ماتریس یک
تبدیل ماتریس توسط آوردیم، در اشلون استاندارد فرم به را آن بخش١.٢.٣ در که دستگاه حالت بردار

می�گردد: تبدیل جدید فضای به S−١

x̃(t) = S−١x̂(t) = S−١T−١x(t) (۴٩.٣)

داریم: (۴۵.٣) معادله در فوق معادله جایگذاری با

S ˜̇x(t) = ÂSx̃(t) + B̂u(t)

⇒ ˜̇x(t) = S−١ÂSx̃(t) + S−١B̂u(t)
(۵٠.٣)

معادله در B̃ = S−١B̂ = S−١T−١B و Ã = S−١ÂS = S−١T−١ATS گرفتن نظر در با
داریم: (۵٠.٣)

˜̇x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t) (۵١.٣)

هم�ارز (۵١.٣) و (۴٢.٣) معادلات که آن�جایی از می�باشد (B,A) زوج برداری همدم فرم ،(B̃, Ã) زوج
است. یکسان نیز آن�ها جواب هستند، یکدیگر



۴٩ تشابهی ت تبدیلا از استفاده با حالت پسخورد ماتریس تعیین .٢.٣

عددی روش به برداری همدم فرم آوردن به�دست ٣.٢.٣

سطری و Â ماتریس روی مقدماتی ستونی عملیات از استفاده با باشد، منظم کرونکر ناوردا�های اگر
زیر صورت به را آن تبدیل ماتریس و برداری همدم فرم می�توان ،Q̂ ماتریس کل روی آن نظیر مقدماتی

آورد: به�دست

B̃ =


B٠m×m

. . . . . .

٠(n−m)×m

 (۵٢.٣)

Ã =


G٠m×n

. . . . . . . . .

I(n−m) ٠(n−m)×m

 (۵٣.٣)

مشابه طور به و می�کنیم تعریف u(t) = Fx(t) صورت به را کنترل قانون ،(۴٢.٣) معادله برای
پسخورد ماتریس F̃ که می�شود تعریف u(t) = F̃ x̃(t) صورت به کنترل قانون ،(۴۵.٣) معادله برای
x̃ جای به S−١T−١x(t) جایگذاری با است. برداری همدم فرم به شده تبدیل دستگاه معادله حالت

داشت: خواهیم

u(t) = F̃S−١T−١x(t) (۵۴.٣)

می�گیریم: نظر در

F = F̃S−١T−١ (۵۵.٣)

می�نامیم. (B,A) زوج اولیه پسخورد ماتریس را آن که
بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر نماییم، تعریف −B٠

−١G٠ صورت به را F̃ که صورتی در
است. صفر Γ̃ = Ã+ B̃F̃

Γ̃ =


G٠

. . . . . . . . .

I ٠


n×n

+


B٠

. . . . . .

٠


n×m

(−B٠
−١G٠) =


٠m×n

. . . . . . . . .

I(n−m) ٠(n−m)×m


n×n

نیز Γ = A+BF �بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر تمامی ،Γ̃ با Γ بودن متشابه دلیل به .١.٢.٣ نتیجه
صفراند.

Γ̃ = S−١T−١ATS + S−١T−١BKTS = S−١T−١(A+BK)TS

= (TS)−١(A+BK)TS = (TS)−١ΓTS
(۵۶.٣)



ورودی۵٠ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

تشابهی تبدیلات از استفاده با حالت پسخورد ماتریس تعیین ۴.٢.٣

حلقه ماتریس ویژه مقادیر که کنیم تعیین ای گونه به را Kp حالت پسخورد ماتریس که است این هدف
شده تعریف پیش از مجموعه در u(t) = Kpx(t) کنترل قانون با Γ = A+BKpبسته

برداری همدم فرم صورت به (B,A)را پذیر کنترل زوج ابتدا کار این برای باشد. Λ = {λ١, λ٢, ...λn}
مقادیر که کنیم می محاسبه ای گونه به را F̃حالت پسخورد ماتریس سپس کنیم، می ,B̃)تبدیل Ã)

Γ̃جمع با را D = diag (λ١, ..., λn) قطری ماتریس اگر حال . باشد Γ̃صفر بسته حلقه سیستم ویژه
با اگر باشد.حال Λمی مجموعه مقادیرویژه Aλهمان ویژه شود.مقادیر می Aλ = Γ̃ + D ،داریم کنیم

Ãλ =

[
Gλm×n

In−m ٠

]
بصورت Aλ آنگاه دهیم انجام نظیر مقدماتی وسطری مقدماتی ستونی عملیات

به حالت پسخورد ماتریس .حال شود می Λ مجموعه همان Ãλ ویژه مقادیر پس اند متشابه ÃλوAλکه
شود: می تعریف زیر فرم

K̃p = F̃ +B−١
٠ Gλ = B−١

٠ (−G٠ +Gλ)→ K̃p = F̃ + K̃λ

گردد: می محاسبه زیر بصورت Kp بالا رابطه از

Kp = F +Kλ =
(
−B−١

٠ G٠ +B−١
٠ Gλ

)
(TS)−١ = K̃p(TS)

−١

بسته حلقه ویژه مقادیر کنیدکه تعیین طوری را KP پسخورد ماتریس زیر خطی دستگاه در .٢.٢.٣ مثال
باشد Λ = {−١−,٢−,١} مجموعه به متعلق

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

B =


١ ٢
١ ٠
٠ ٠

 , A =


٠ ١ ٠
−٢ ٣ ٢
−٢ −١ ٣


آوریم: می بدست را اشلون استاندارد فرم ابتدا حل.

Q =


١ ٢ ... ٠ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠

١ ٠ ... −٢ ٣ ٢ ... ٠ ١ ٠

٠ ٠ ... −٢ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(٢)−r(١)→r(٢) on(Q)−−−−−−−−−−−−→
c(١)+c(٢)→c(١) onA


١ ٢ ... ١ ١ ٠ ... ١ ٠ ٠

٠ −٢ ... ٠ ٢ ٢ ... −١ ١ ٠

٠ ٠ ... −٣ −١ ٣ ... ٠ ٠ ١


−١
٢ r(٢)→r(٢) on(Q)

−−−−−−−−−−−→
−٢c(٢)→c(٢) onA


١ ٢ ... ١ −٢ ٠ ... ١ ٠ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ ٢ ٣ ... ٠ ٠ ١





۵١ تشابهی ت تبدیلا از استفاده با حالت پسخورد ماتریس تعیین .٢.٣

r(١)−٢r(٢)→r(١) on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٢)+٢c(١)→c(٢) onA


١ ٠ ... ١ −۴ ٢ ... ٠ ١ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ −١ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... −٣ −۴ ٣ ... ٠ ٠ ١


−١
٣ r(٣)→r(٣) on(Q)

−−−−−−−−−−−→
−٣c(٣)→c(٣) onA


١ ٠ ... ١ −۴ −۶ ... ٠ ١ ٠

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... −١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٣ ... ٠ ٠ ١



r(١)−٢r(٣)→r(١) on(Q)−−−−−−−−−−−−−→
c(٣)+٢c(١)→c(٣) onA


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ۴ ... ٠ ٠ −١

٣

 = Q̂ = [I, V, T−١]

آوریم. می به�دست را برداری همدم فرم حال

Q̂ =


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ۴ ... ٠ ٠ −١

٣



c(٣)−۴c(١)→c(٣)−−−−−−−−−→
onA


١ ٠ ... ٠ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ ١
٣

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٠ ... ٠ ٠ −١

٣



r(١)+۴r(٣)→r(١)−−−−−−−−−−→
onQ̂


١ ٠ ... ۴ ٠ −٩ ... ٠ ١ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ۴
٣ ٠ ... ٠ ٠ −١

٢


c(٢)−۴

٣ c(١)→c(٢)
−−−−−−−−−−→

onA


١ ٠ ... ۴ −١۶

٣ −٩ ... ٠ ١ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١
٣


r(١)+۴

٣ r(٢)→r(١)
−−−−−−−−−−→

onQ̂


١ ۴

٣
... ۴ −٨

٣ −۵
... ٢

٣
١
٣ −١

٠ ١ ... ٠ ٢ ٣ ... ١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ ... ١ ٠ ٠ ... ٠ ٠ −١
٣



B̃ =


١ ۴

٣

٠ ١
٠ ٠

 Ã =


۴ −٨

٣ −۵
٠ ٢ ٣
١ ٠ ٠





ورودی۵٢ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

S−١T−١ =


٢
٣

١
٣ −١

١
٢ −

١
٢ ٠

٠ ٠ −١
٣


شود: می حاصل زیر بصورت KP نهایت در و

KP =

[
٠ −۶ ١٠/٣
−٢ ٢ ١

]

حالت: پسخورد ماتریس تعیین برای در[٢] شده استفاده روش توضیح .٣.٢.٣ نکته
بگیرید درنظر زیر حالت فضای نمایش با را ثابت زمان ورودی، چند خطی سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۵٧.٣)

بطوریکه ،(m ≤ n)هستند کنترل و حالت بردارهای ترتیب به u(t) ∈ Rm و x(t) ∈ Rn آن در که
است این مساله مفروضات هستند. کنترل و سیستم های ماتریس ترتیب به B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n

باشند. خطی مستقل ،B = [b١, b٢, . . . , bm] ،B ماتریس از ستون m و پذیر کنترل کاملا سیستم که،
به را مطلوب قطب�های که uمی�باشد = KSx کنترل قانون با ، حالت پسخورد با قطب جایابی هدف

می�شود محاسبه زیر صورت به حالت پسخورد دهد.ماتریس اختصاص سیستم بسته حلقه ماتریس

KS =


q١AB
...

qmAB


−١

−q١

µ١∏
i=١

(
A− λ١i I

)
...

−qm
µm∏
i=١

(A− λm
i I)


شده تشکیل قطری صورت به بلوک�ها در شده، مشخص همراه ماتریس m کردن ترکیب از سیستم این
درنظرگرفته سیستم�ها دیگر به شده جفت سیستم�های زیر دادن نمایش به می�تواند همراه ماتریس هر است.
، و می�دهد نشان را B ماتریس از bj با متناظر پذیری کنترل اندیس که است µj بلوک�ها اندازه شود.
مطلوب قطب�های ابتدا قطب، جایابی مساله حل در می�باشد. j = ١, . . . ,m و µ١ + · · ·+ µm = n

که j = ١, . . . ,m بلوک هر در µj قطب�های تعداد با مزدوج، خود {λ١}, . . . , {λm} گروه m به را
زیر در که است سطری بردار دهنده نشان qj ∈ R١×n آن در که می�کنیم. تقسیم ،λj ≡ (λj

١, . . . , λ
j
µj
)

است آمده

qj = eTrjR
−١, rj =

j∑
k=١

µk, j = ١, . . . ,m,

می�باشد. rj موقعیت در ١ با یکه، بردار erj ∈ Rn آن در که
است زیر صورت به R ∈ Rn×n ، سیستم پذیری کنترل ماتریس

R = (b١ Ab١ . . . Aµ١−١b١ b٢ Ab٢ . . . Aµ١−٢b٢ . . . bm Abm . . . Aµm−١bm)



۵٣ عددی مثال .٣.٣

عددی مثال ٣.٣

بودن شدنی و کارایی اثبات برای را سیستم و برده بکار را پیشنهادشده قطب جایابی روش بخش، این در
می�کنیم سازی شبیه قبل، نتایج

معادلات است. شده داده (١.٣) شکل در آن پارامترهای و مکانیکی سیستم ساختار .١.٣.٣ مثال
بردار از استفاده با حالت فضای در می�گیریم، درنظر کوچک را φ زاویه آن در که سیستم، این دینامیک

می�شود: توصیف x(t) = [x١ x٢ ẋ١ ẋ٢] حالت

ẋ =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−k١c١ −k٢c٢ −b١c١ −b٢c٢
−k١c٢ −k٢c١ −b١c٢ −b٢c١

x+


٠ ٠
٠ ٠
c١ c٢

c٢ c١


(
u١

u٢

)

آن در که

c١ =
١
m

+
L٢

I
, c٢ =

١
m
− L٢

I
, x٣ = ٠٫ ۵(x١ + x٢), φ = ٠٫ ۵(x١ − x٢)/L

و x١ ، گیر ضربه ثابتهای b٢ و b١ فنر، ثابتهای k٢ و k١ جرم، اینرسی گشتاور و جرم I و m آن در که
فاصله�ی ٢L افق، با جرم میل زاویه φ جرم، مرکز جابجایی بردار x٣ هردوطرف، از جرم جابجایی x٢

می�شوند انتخاب زیر صورت به مدل پارامترهای هستند. کنترل ورودهای u٢ و u١ و حامی دونقطه بین

مکانیکی سیستم ساختار :١.٣ شکل

m = ١٠Kg, I = ١Kg.m٢, L = ١m, k١ = ۵٠٠N/m,

k٢ = ٧٠٠N/m, b١ = ١٠N.s/m, b٢ = ٢٠N.s/m.

مقادیر هستند. −١٫ ٣۶١۶ ± ١٠٫ ٧١٠۶i و −١۵٫ ١٣٨۴ ± ٣١٫ ١٧٣٨i سیستم اصلی قطب�های
صورت به دوم بلوک برای و ، {λ١١, λ١٢} = −۵ ± ٢i صورت به اول بلوک برای بسته حلقه ویژه

باشند. می µ٢ = و٢ µ١ = درآن٢ می�شوند.که انتخاب ،{λ٢١, λ٢٢} = −١٠± ۵i

r١ =
١∑

k=١
µk = ٢



ورودی۵۴ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

r٢ =
٢∑

k=١
µk = ۴

و
q١ = eTr١R

−١ = [٠,١,٠,٠]R−١ = [٢٫ ٧۵,٢٫ ٢۵,٠,٠]

q٢ = eTr٢R
−١ = [٠,٠,٠,١]R−١ = [٢٫ ٢۵,٢٫ ٧۵,٠,٠]

است زیر صورت به فروبنیوس استاندارد شکل معادل و انتقال ماتریس

Q−١ =


q١

q١A

q٢

q٢A

 =


٢٫ ٧۵ ٢٫ ٢۵ ٠ ٠
٠ ٠ ٢٫ ٧۵ ٢٫ ٢۵

٢٫ ٢۵ ٢٫ ٧۵ ٠ ٠
٠ ٠ ٢٫ ٢۵ ٢٫ ٧۵


و

ż =


٠ ١ ٠ ٠

−٣٠٢۵ −١١ ٢۴٧۵ ٩
٠ ٠ ٠ ١

−٢٣٩۵ ١٨ ١٧٠۵ −٢٢

 z +


٠ ٠
١ ٠
٠ ٠
٠ ١


(
u١ u٢

)

است زیر صورت به حالت مشتق پسخورد ماتریس

K = −

((
q١

q٢

)
A−١B

)−١


µ١∏
i=١

(
−١
λ١i

)(
q١A

−١
µ١∏
i=١

(
A− λ١i I

))
µ٢∏
i=١

(
−١
λ٢i

)(
q٢A

−١
µ٢∏
i=١

(
A− λ٢i I

))


داریم: جایگذاری از پس که

K =

(
١٩۶٧٫ ۵ ١٢۵٨ ٢٣٩٫ ۶ ١٧٨
١۶۵٧٫ ٣ ١٠٨٨ ١٩۴٫ ٢ ١۴۵٫ ۶

)
سازی، شبیه این در می�بریم. کار به سیستم این در را ٢ بخش از کنترل قطب جایابی ترکیبی فرآیند
گذرا پاسخ می�کنیم اختیار x(t٠) = [−٠٫ ٠١, ٠٫ ٠٢, −٠٫ ٠٢, ٠٫ ٠١]T صورت به حالت اولیه شرایط

است. شده داده نشان (٢.٣) شکل�های در کنترل ورودی و
از استفاده با سیستم مطلوب قطب�های همان برای حالت پسخورد ماتریس محاسبات مقایسه، برای

است. زیر صورت به [٢]

KS =

(
q١AB

q٢AB

)−١
 −q١

µ١∏
i=١

(
A− λ١i I

)
−q٢

µ٢∏
i=١

(
A− λ٢i I

)


KS =

(
٢۶٧٠٫ ٢ −۶۵٫ ٢ −١٧٫ ۵ −٢٢٫ ۵
٢۴۶٨٫ ٧ ٣۵۶٫ ٢ −۴۵ −٣۵

)
شبیه نتایج است. شده داده نشان (۴.٣) و (٣.٣) شکل�های در ترتیب به کنترل ورودی و گذرا پاسخ
برابرند. سیستم، آمده دست به یکسان قطب�های برای مورد دو هر کارایی که می�دهد نشان شده سازی

. است برابر مورد دو هر در کنترل ورودی بنابراین



۵۵ عددی مثال .٣.٣

مشتق حالت پسخورد با سیستم کنترل ورودی و گذرای پاسخ :٢.٣ شکل



ورودی۵۶ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

پسخوردحالت[٢] با سیستم گذرای پاسخ :٣.٣ شکل

[٢] پسخوردحالت با سیستم کنترل ورودی :۴.٣ شکل

فرم صورت این در آوریم می بدست تشابهی تبدیلات از استفاده با را حالت پسخورد ماتریس حال



۵٧ عددی مثال .٣.٣

است: زیر صورت به برداری همدم

Ã =


−١١ ٩ −٣٠٢۵ ٢۴٧۵
١٨ −٢٢ −٢٣٩۵ ١٧٠۵
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


و

B̃ =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠


کنیم می رامحاسبه ΓوΓ̃،های ماتریس و

Γ =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 , Γ̃ =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


دهیم: می قرار و

D = diag(−۵+ ٢i,−١٠+ ۵i,−۵− ٢i,−١٠− ۵i)

به Ãλرا آن نظیرروی وسطری مقدماتی ستونی عملیات با حال کنیم می محاسبه Aλرا = Γ̃ + D و
کنیم می محاسبه زیر صورت

Ãλ =


−١٠ ٠ −٢٩ ٠
٠ −٢٠ ٠ −١٢۵
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠


کرد: محاسبه زیر صورت رابه KPتوان Kλمی = K̃λ(TS)

−١ K̃λو = B−١
٠ Gλ روابط به توجه با و

KP = Kλ + F =

[
٢۶٧٠٫ ٢ −۶۵٫ ٢ −١٧٫ ۵ −٢٢٫ ۵
٢۴۶٨٫ ٧ ٣۵۶٫ ٣ −۴۵ −٣۵

]
دقیقا که است، آمده (۵.٣)و(٣.۶) درشکلهای ترتیب به تشابهی تبدیلات کنترل ورودی و گذرا پاسخ

است. مثال در شده استفاده روشهای مانند



ورودی۵٨ چند خطی سیستم�های برای حالت مشتق ازپسخورد بااستفاده قطب جایابی برای مستقیم الگوریتم .٣

تشابهی تبدیلات از استفاده با حالت پسخورد با سیستم گذرای پاسخ :۵.٣ شکل

تشابهی تبدیلات از استفاده با حالت پسخورد با سیستم کنترل ورودی :۶.٣ شکل



۴ فصل

کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق
زمان خطی های سیستم برای دوم درجه خطی

ثابت

با ثابت زمان خطی های سیستم برای خروجی مشتق ویژه به و حالت مشتق پسخوردهای فصل، این در
سیستم هر برای مساله این است. آمده بدست رایج دوم درجه خطی کننده تنظیم مشابه، روش از استفاده

است. حل قابل باشد نا�منفرد باز حلقه سیستم ماتریس که صورتی در پذیر کنترل

درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق ١.۴
دوم

کننده تنظیم مشابه روش از استفاده با ثابت زمان خطی های سیستم برای مشتق پسخورد بخش این در
است. آمده بدست دوم درجه خطی

دوم درجه خطی کننده تنظیم مساله فرمول�بندی ١.١.۴

بگیرید درنظر را زیر پیوسته ثابت زمان خطی سیستم

ẋ (t) = Ax (t) + Bu (t) , x (t٠) = x٠ (١.۴)

B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n که می�باشد (m ≤ n) کنترل بردار u(t) ∈ Rm و بردارحالت x(t) ∈ Rn که
پذیر کنترل کامل بطور سیستم که است این فرض هستند. کنترل ماتریس و سیستم ماتریس ترتیب به
استفاده با سیستم پایدارکردن هدف است. کامل رتبه A ماتریس که کنیم می فرض این بر علاوه است.

۵٩



۶٠ ثابت زمان خطی های سیستم برای دوم درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق .۴

باشد می زیر خطی، مشتق�حالت �پسخورد از
u(t) = −Kẋ(t) (٢.۴)

است زیر صورت به بسته حلقه دینا�میکی سیستم شود. آن مطلوب عملکرد موجب و پایدار را سیستم که

ẋ (t) = Acx(t) , Ac = (In +BK)−١A (٣.۴)

بخاطر است کامل رتبه (In+BK)ماتریس است شده فرض این بر علاوه است. همانی ماتریس In که
است. تعریف خوش بسته حلقه سیستم که این

می�کند مینیمم را شاخص�عملکرد که، است کنترلی طراحی نتیجه مناسب، دینامیکی رفتار با پایدار کنترل

J(ẋ (t) , u(t)) = min
u

∫ ∞

٠

(
ẋT (t)Qẋ (t) + uT (t)Ru(t)

)
dt (۴.۴)

و مثبت)می�باشد معین نیمه (یا مثبت معین متقارن حالت، مشتق وزن ماتریس ،�n× n ماتریس Q که
تنظیم یک به شبیه بالا فرمول می�باشد. مثبت معین متقارن کنترل، وزن ماتریس m×m ماتریس R
با است. حالت جای به حالت، مشتقات روی بر عملکرد شاخص عنوان به رایج دوم درجه خطی کننده
در (٢.۴) جایگذاری با می�دهد. نتیجه را رایج دوم درجه خطی کننده تنظیم مشابه خواصی وجود این

شود: می زیر بصورت عملکرد شاخص J

J =

∫ ∞

٠

(
ẋTQẋ+ (Kẋ)TR (Kẋ)

)
dt =

∫ ∞

٠

(
ẋT
(
Q+KTRK

)
ẋ
)
dt (۵.۴)

مساله پس باشد. (٣.۴)برقرار قید بطوریکه برساند حداقل به را J که است، K پسخورد انتخاب مساله،
شود: می بیان زیر شرح به خطی سیستم�های برای حالت مشتق پسخورد با دوم درجه خطی کننده تنظیم

ماتریس R > ٠ و Q ≥ ٠ متقارن ماتریس�های و (١.۴) دینامیکی سیستم به توجه با .١.١.۴ مساله
می�رساند حداقل به را (۵.۴) دوم درجه عملکرد شاخص که می�کنیم پیدا را (٢.۴) در K پسخوردحقیقی

می�کند. پایدار اولیه x٠ هر رابرای (٣.۴) بسته حلقه سیستم و

دوم درجه خطی کننده تنظیم تحلیل ٢.١.۴

که کنیم فرض Kاست. پسخورد به توجه با (۵.۴) در عملکرد شاخص رساندن حداقل به ما اصلی هدف
داریم پس می�کند، صدق (۵.۴) در که یافت متقارن و �مثبت معین نیمه p ثابت ماتریس یک می�توانیم

ẋT
(
Q+KTRK

)
ẋ = − d

dt
(xTpx) = −ẋTpx− xTpẋ (۶.۴)



۶١ دوم درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق .١.۴

نوشت زیر صورت به می�توان را شاخص�عملکرد بنابراین

J =

∫ ∞

٠

(
ẋT
(
Q+KTRK

)
ẋ
)
dt = − xTpx

∣∣∞
٠ = −xT (∞) px (∞) + xT (٠) px (٠)

(٧.۴)

حقیقی قسمت دارای Ac ویژه مقادیر همه یعنی دارد، مجانبی پایداری بسته حلقه سیستم که کنیم فرض
به عملکرد شاخص بنابراین x(∞)→ ٠ و رسد می صفر x(t)به زمان گذشت با بنابراین هستند، منفی

است. همگرا مثبت بهینه مقدار

J = xT (٠) px (٠) (٨.۴)

(٣.۴) از می�آید. بدست J عملکرد شاخص باشند، p ماتریس و x٠ اولیه شرایط که درصورتی بنابراین
آورد بدست را زیر رابطه می�توان

x = Ac
−١ẋ , Ac

−١ = A−١ (In +BK) (٩.۴)

کرد بازنویسی زیر صورت به می�توان را (۶.۴) معادله پس

ẋT
(
Q+KTRK

)
ẋ = −ẋT

(
PAc

−١ + Ac
−TP

)
ẋ (١٠.۴)

داریم بالا معادله طرف دو هر مقایسه از

PAc
−١ + Ac

−TP +KTRK +Q = ٠ (١١.۴)

که دارد وجود P مثبت معین ماتریس یک باشد پایدار ماتریس Ac اگر (۶٢.٢.١) قضیه از استفاده با
است. P ماتریس تعیین ما هدف بنابراین می�کند. صدق بالا معادله در

بنویسیم توانیم می (٩.۴) از

Ac
−١ = A−١ + A−١BK , Ac

−T = A−T +KTBTA−T (١٢.۴)

آوریم بدست می�توانیم (١١.۴) در جایگذاری با

P
(
A−١ + A−١BK

)
+
(
A−T +KTBTA−T

)
P +KTRK +Q = ٠ (١٣.۴)

PA−١ + A−TP + PA−١BK +KTBTA−TP +KTRK +Q = ٠ (١۴.۴)

است متقارن و معین مثبت ماتریس R چون

R = T TT (١۵.۴)



۶٢ ثابت زمان خطی های سیستم برای دوم درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق .۴

داریم (١۴.۴) در جایگذاری با است. نامنفرد Tماتریس که

PA−١ + A−TP + PA−١BK +KTBTA−TP +KTT TTK +Q = ٠ (١۶.۴)

نوشت زیر صورت به می�توان که

PA−١ + A−TP +
(
TK + T−TBTA−TP

)T (
TK + T−TBTA−TP

)
− PA−١BR−١BTA−TP +Q = ٠ (١٧.۴)

عبارت کردن مینیمم به ط Jمنو کردن کمینه
ẋT
(
TK + T−TBTA−TP

)T (
TK + T−TBTA−TP

)
ẋ (١٨.۴)

که می�شود حاصل هنگامی آن حداقل پس است، نامنفی بالا عبارت چون است. K گرفتن نظر در با
باشد صفر برابر

TK = −T−TBTA−TP (١٩.۴)

است زیر صورت به K ماتریس بهینه مقدار
K = −T−١T−TBTA−TP = −R−١BTA−TP (٢٠.۴)

می�آید بدست زیر صورت به پایدار بهینه کنترل قانون نهایت در
u (t) = −Kẋ (t) = R−١BTA−TPẋ (٢١.۴)

کند زیرصدق ریکاتی جبری درمعادله یا (١۴.۴) در باید (٢١.۴) در P ماتریس
PA−١ + A−TP − PA−١BR−١BTA−TP +Q = ٠ (٢٢.۴)

دوم درجه خطی کننده تنظیم حل ٣.١.۴

معادله متناظر حل راه به شده تبدیل حالت، مشتق پسخورد با دوم درجه خطی کننده تنظیم محاسبه
درمورد زیر معروف قضیه از دارد. وجود آن حل برای الگوریتم تعدادی است. ریکاتی(۴.٢٢) ماتریس

.[٨] کنیم می استفاده بودن بفرد منحصر

جواب ریکاتی معادله باشد، پذیر مشاهده
(√

Q,A−و(١ پذیر ,١−A)کنترل B
)
جفت اگر .٢.١.۴ قضیه

دارد. را P معین نیمه بفرد منحصر

مشتق پسخورد با دوم درجه خطی کننده تنظیم مساله وجود برای وکافی لازم شرایط آن براساس
(٢٢.۴)تبدیل معادله حل به حالت مشتق پسخورد پایداری مساله بنابراین کرد. ثابت توان می را حالت

�شود. می

کننده تنظیم مشابه مساله باشد، Aنامنفرد و پذیر مشاهده
(√

Q,A
)
و پایدار (A,B) اگر .٣.١.۴ قضیه

است. پذیر (A,B)حل حقیقی برجفت حالت، مشتق پسخورد از استفاده با دوم درجه خطی



۶٣ دوم درجه خطی کننده تنظیم بوسیله خروجی مشتق پسخورد .٢.۴

کنترل قابلیت ماتریس یعنی نیزاست کنترل�پذیر (A,B) که است معنا بدین هست (A,B)پایدار برهان.
A ماتریس بوسیله حالت انتقال از استفاده با و است Aنامنفرد سیستم ماتریس است. کامل رتبه √)دارای

Q,A
)
اگر مشابه بطور است. کامل رتبه دارای نیز

(
A−١, B

)
کنترل قابلیت ماتریس گفت می�توان

Ac بسته حلقه سیستم می�گیریم نتیجه رو این از است. پذیر مشاهده نیز
(√

Q,A−١) باشد پذیر مشاهده
است. پایدار

پسخورد از همچنین می�تواند دوم درجه خطی کننده تنظیم طریق از حالت مشتق پسخورد .۴.١.۴ نکته
عملکرد درشاخص (١.۴) جایگذاری با شود. حاصل رایج دوم درجه خطی کننده تنظیم طریق از حالت

می�آید. بدست رایج دوم درجه خطی کننده تنظیم مساله (۴.۴)

J =

∫ ∞

٠

(
xTATQAx+ uT

(
R +BTQB

)
u+ ٢xTATQBu

)
dt

پس است. پسخورد بهینه Kopt

uopt = −Koptx = −Kẋ = −K (Ax+Buopt)

= −K (Ax+B (−Koptx)) = −K (A−BKopt)x

خروجی مشتق پسخورد گرفتن نتیجه حال این با می�دهد. نتیجه را K = Kopt(A−BKopt)
آن١− که

رایج دوم درجه خطی کننده تنظیم وسیله به خروجی پسخورد از دوم، درجه خطی کننده تنظیم وسیله به
می�باشد. دشوار

دوم درجه خطی کننده تنظیم بوسیله خروجی مشتق پسخورد ٢.۴

نیست دسترس در پسخورد برای مستقیم بطور کامل، حالت مشتقات عملی، کاربردهای از بسیاری در
استفاده سیستم اندازه�گیر چند از و می�شود پیشنهاد خروجی مشتق با دوم درجه خطی کننده تنظیم بنابراین

ثابت زمان خطی سیستم می�شود.

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t) , ẋ(t٠) = ẋ٠ (٢٣.۴)

ẏ (t) = Cẋ (t)

(m ≤ n) ورودی بردار u(t) ∈ Rmو اندازه�گیرخروجی بردار ẏ(t) ∈ Rr حالت، بردار x(t) ∈ Rn که
خروجی و کنترل سیستم، ماتریس�های ترتیب به C ∈ Rr×n Bو ∈ Rn×m ، A ∈ Rn×n که هستند،
هدف باشد. کامل رتبه A سیستم ماتریس و مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر کاملا سیستم که فرض هستند.

است زیر خطی خروجی پسخوردمشتق کنترل وسیله به سیستم پایداری
u (t) = −F ẏ (t) (٢۴.۴)

برسد مطلوب عملکرد به بسته حلقه سیستم و شود پایدار سیستم که
ẋ (t) = Acox (t) , Aco = (In +BFC)−١A (٢۵.۴)



۶۴ ثابت زمان خطی های سیستم برای دوم درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق .۴

خوش بسته حلقه سیستم که جهت این به دارد کامل رتبه (In + BFC) که می�کنبم فرض ادامه در
به برای سیستم، ورودی عنوان به u (t) انتخاب با باشد. مجانبی پایدار Aco این بر علاوه باشد. تعریف

داریم دوم درجه عملکرد شاخص رساندن حداقل

J (ẋ (t) , u (t)) = min
u

∫ ∞

٠

(
ẋT (t)Qẋ (t) + u(t)TRu (t)

)
dt (٢۶.۴)

است. متقارن و کنترل وزن ماتریس R > ٠ و متقارن و حالت مشتق وزن Q ≥ ٠ ماتریس که
داریم J در (٢۴.۴) باجایگذاری

J =

∫ ∞

٠

(
ẋTQẋ+ (FCẋ)TR (FCẋ)

)
dt =

∫ ∞

٠

(
ẋT
(
Q+ CTF TRFC

)
ẋ
)
dt (٢٧.۴)

می�شود زیر شرح به خروجی مشتق پسخورد با دوم درجه خطی کننده تنظیم مساله پس است،

نظر در اند متقارن که را R > ٠ و Q ≥ ٠ ماترس�های و (٢٣.۴) خطی دینامیکی سیستم .١.٢.۴ مساله
می�رساند حداقل به (٢٧.۴) ارزش (٢۴.۴)که کنترل قانون با F پسخورد ماتریس یافتن هدف بگیرید.

می�کند. پایدار x(٠) اولیه، حالت هر (٢۵.۴)برای بسته حلقه سیستم و

دوم درجه خطی کننده تنظیم تحلیل ١.٢.۴

(٢۴.۴)صدق در که یافت متقارن و مثبت معین نیمه ثابت که را ،P ماتریس می�توان کنیم فرض
پس کند، می

ẋT
(
Q+ CTF TRFC

)
ẋ = − d

dt

(
xTPx

)
= −ẋTPx− xTPẋ (٢٨.۴)

بنویسیم زیر معادل صورت به می�توان را عملکرد شاخص

J =

∫ ∞

٠

(
ẋT
(
Q+ CTF TRFC

)
ẋ
)
dt = −xTPx

∣∣∞
٠ = −x(∞)TPx(∞) + x(٠)TPx(٠)

(٢٩.۴)
و x (∞)→ ٠ پس دارد مجانبی پایداری بسته حلقه سیستم که بودیم کرده فرض ما چون

J = x(٠)TPx(٠) (٣٠.۴)

روابط از استفاده با آورد. بدست می�توان را P و x(٠) اولیه شرایط با را عملکرد شاخص بنابراین
x = A−١

co ẋ, A
−١
co = A−١ (In +BFC) (٣١.۴)

کرد بازنویسی زیر صورت توان می (٢٨.۴)را معادله
ẋT
(
Q+ CTF TRFC

)
ẋ = −ẋT

(
PA−١

co + A−T
co P

)
ẋ (٣٢.۴)

است آمده بدست لیاپانوف معادله است، برقرار حالت مشتقات همه برای (٣٢.۴) طرف دو هر مقایسه

g ≡ PA−١
co + A−T

co P + CTF TRFC +Q = ٠ (٣٣.۴)

محاسبه معادله از P ماتریس است، ممکن شود داده هستند معین مثبت و متقارن ثابت، که Q و F اگر
شود.

می�نویسیم را (٣٠.۴)
J = tr (PX) (٣۴.۴)



۶۵ دوم درجه خطی کننده تنظیم بوسیله خروجی مشتق پسخورد .٢.۴

شده تعریف زیر صورت به که n× n متقارن X ماتریس که
X ≡ x (٠) xT (٠) (٣۵.۴)

(٢۵.۴) دینامیکی محدودیت�های گرفتن نظر بادر J رساندن حداقل به برای Fانتخاب مساله بنابراین
ماتریس روی g قیدهای با J رساندن حداقل به برای F انتخاب جبری مساله معادل ، حالت مشتق با
[٨] طبق مساله دوباره تبدیل و گرانژ لا ضرایب از یافته تغییر مساله حل برای شود. می تبدیل P کمکی

می�کنیم اضافه زیر صورت به هامیلتونی، تابع وسیله به (٢٧.۴) قیدهای بنابراین می�کنیم. استفاده
H = tr (PX) + tr (gS) (٣۶.۴)

بهینه مساله پس نیازمندیم. آن تعیین به همچنان که لاگرانژ ضرایب از ،n × n متقارن ماتریس یک S
جزیی مشتقات گرفتن با می�شود. قید بدون (٣۶.۴) سازی مینیمم مساله معادل، ما قیدهای با سازی

از استفاده با آنها دادن قرار صفر برابر و ،S،P Fو مستقل متغیرهای نسبت H
A−١

co = A−١ + A−١BFC,A−T
co = A−T + CTF TBTA−T (٣٧.۴)

به خروجی مشتق ازپسخورد استفاده با دوم درجه خطی کننده تنظیم مساله حل برای لازم شرایط پس
می�شود حاصل زیر صورت

٠ =
∂H

∂S
= g = PA−١

co + A−T
co P + CTF TRFC +Q (٣٨.۴)

٠ =
∂H

∂P
= A−١

co S + SA−T
co +X (٣٩.۴)

٠ =
∂H

∂F
= ٢RFCSCT + ٢BTA−TPSCT (۴٠.۴)

در۴.۴١ S > اگر٠ است. F پسخورد برای معادله�ی سومین و هستند لیاپانوف ت معادلا اول معادله دو
پسخورد بهینه مقدار تا ، کرد حل توان می را بنابراین(۴.۴٠) ، است نامنفرد CSCT صورت دراین

�آید. بدست زیر صورت به خروجی مشتق
F = −R−١BTA−TPSCT

(
CSCT

)−١ (۴١.۴)

می�توان را شاخصعملکرد بنابراین است، ناشناخته x(٠) حالت، مشتق ها مساله از دربسیاری متاسفانه
حوزه در یکنواخت بطور x(٠) کنیم می فرض E{J}هست. که آن انتظار مورد ارزش با اما آورد بدست

پس Xو = In شده توزیع واحد
J = tr (p) (۴٢.۴)

حل به ،(٢۶.۴)ما عملکرد شاخص رساندن حداقل به و خروجی مشتق پسخورد آوردن بدست برای
سه غیرخطی ماتریس های معادله جفت F و P ، S به مربوط معادله�های داریم. نیاز (٣٩.۴)-(٣٨.۴)

[٩ کرد[٨، استفاده عددی های تکنیک از می�توان ماتریسی معادلات حل برای هستند. مجهولی
بیشتر برای، تضمینی آن در که دارد. وجود J Fدر تغییرات اساس بر ای شونده تکرار عددی های روش
است می�زنیم که اولیه حدس به وابسته، بهینه یافتن ندارد. وجود سراسری بهینه و محلی مینیمم یک از
این با است. اهمیت با ولی کوچک مشکل یک این که کند، تضمین را کنترلگر اولیه پایداری باید که
کننده تنظیم مساله حل برای محاسباتی الگوریتم است. دشواری کار هم هنوز سراسری بهینه تعیین حال



۶۶ ثابت زمان خطی های سیستم برای دوم درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق .۴

است: زیر بصورت خروجی مشتق پسخورد از استفاده با دوم درجه خطی

Rماتریس�های > ٠ Qو ≥ ٠ ، Aنامنفرد که C Bو ،A حقیقی ماتریس�های ورودی .٢.٢.۴ الگوریتم
هستند متقارن وزن

باشد. مجانبی پایدار (In +BF٠C)−١A بطوریکه F٠ کنید تعیین و دهید قرار k = ٠ :١ گام
در Sk و Pk و Ak = (In +BFkC)−١A تکرار، گام٢:k-امین

٠ = PA−١
k + A−T

k P + CTF TRFC +Q (۴٣.۴)

٠ = A−١
k S + SA−T

k +X

پسخورد رسانی برروز جهت و Jk = tr (PkX) بده قرار آورید، بدست
∆F = −R−١BTA−TPSCT

(
CSCT

)−١ − Fk (۴۴.۴)

شود انتخاب طوری باید α کنید، تعیین را Fk+١ = Fk + α∆F آن وسیله به بده قرار
باشد. Jk+١ = (Pk+١X) ≤ Jk و مجانبی پایدار (In +BFk+١C)−١Aکه

k = k+١ بده قرار صورت این غیر در برو ٣ گام به باشند نزدیک یکدیگر به کافی اندازه به Jk+١ ،Jk اگر
برو ٢ گام به و

است. J = Jk+١ و F = Fk+١ خروجی پسخوردمشتق بهینه انتها، ٣:در گام

پسخورد مساله ابتدا امر این برای است. پایدار اولیه پسخورد ماتریس انتخاب مستلزم فوق، الگوریتم
خروجی پسخورد ماتریس ساختار درنهایت و شده، حل قبل تکنیک از استفاده با کامل حالت مشتق

مربع کمترین معادله حل وسیله به پایدار اولیه
K = F٠C (۴۵.۴)

می�شود. حاصل است، کامل حالت مشتق پسخورد ماتریس K که

عددی مثال ٣.۴

دینامیک معادلات است. شده داده (١.۴) شکل در لرزش تجزیه از مکانیکی سیستم .١.٣.۴ مثال
حالت بردار از استفاده با حالت فضای در می�گیریم، درنظر کوچک را φ زاویه آن در که سیستم، این

می�شود: توصیف x(t) = [x١ x٢ ẋ١ ẋ٢]

ẋ =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−k١c١ −k٢c٢ −b١c١ −b٢c٢
−k١c٢ −k٢c١ −b١c٢ −b٢c١

 x+


٠ ٠
٠ ٠
c١ c٢

c٢ c١


(
u١

u٢

)



۶٧ عددی مثال .٣.۴

آن در که

c١ =
١
m

+
L٢

I
, c٢ =

١
m
− L٢

I
, x٣ = ٠٫ ۵(x١ + x٢), φ = ٠٫ ۵(x١ − x٢)/L

و x١ ، گیر ضربه ثابتهای b٢ و b١ فنر، ثابتهای k٢ و k١ جرم، اینرسی گشتاور و جرم I و m آن در که
فاصله�ی ٢L افق، با جرم میل زاویه φ جرم، مرکز جابجایی بردار x٣ هردوطرف، از جرم جابجایی x٢

می�شوند انتخاب زیر صورت به مدل پارامترهای هستند. کنترل ورودهای u٢ و u١ و حامی دونقطه بین

لرزش تجزیه :١.۴ شکل

m = ١٠Kg, I = ١Kg.m٢, k١ = ۵٠٠N/m, L = ١m

k٢ = ٧٠٠N/m, b١ = ١٠N.s/m, b٢ = ٢٠N.s/m.

ابتدا در هستند. −١٫ ٣۶١۶ ± ١٠٫ ٧١٠۶i و −١۵٫ ١٣٨۴ ± ٣١٫ ١٧٣٨i اصلی سیستم قطب�های
است. شده محاسبه دوم درجه خطی کننده تنظیم از استفاده با حالت، پسخوردمشتق

Q = diag(١٠٠٠٠,١٠,١٠,١٠) Rهستند،که و Q عملکرد شاخص های ماتریس وزن
می�آید بدست زیر صورت به P ریکاتی، معادله حل با است. شده انتخاب R = diag(١,١) و

P =


۴٩٠٠٠۴ −٣٢۶۴ ٧٩۴ −٧۵۶
−٣٢۶۴ ٢۴٩۴٩ −٢٠٨ ١٣۶۴
٧٩۴ −٢٠٨ ۴٣٢ ٣۵
−٧۵۶ ١٣۶۴ ٣۵ ٢٠٢


می�آید بدست زیر صورت به پسخورد ماتریس K = −R−١BTA−TP از استفاده با نهایت در و

K =

(
٩٨٫ ٠٠٨١ −۶٫ ۵٢٧٠ ١٫ ۵٨٧۵ −١٫ ۵١١٩
−۴٫ ۶۶٢٢ ٣۵٫ ۶۴١٢ −٠٫ ٢٩٧٨ ١٫ ٩۴٩٠

)

٢٣٫−هستند. ١٨٩٣,−۵٫ ٩٣۶۵,−۵٫ ۶٣٣١± ١٠٫ ١٢۴٢i سیستم ویژه مقادیر پس



۶٨ ثابت زمان خطی های سیستم برای دوم درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق .۴

اولیه شرایط با بسته حلقه سیستم گذرا پاسخ (٢.۴) شکل در
. شده�است داده نشان x(t٠) = [−٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ − ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠١]T حالت

شده�است. محاسبه دوم درجه خطی کننده تنظیم از استفاده با خروجی، پسخوردمشتق سپس
شده�است. استفاده جرم از شتاب گیری اندازه برای فقط بردارخروجی،

ẏ (t) =

(
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

)
ẋ

Q = diag(١٠٨,١,١,١) عملکرد شاخص وزن های ماتریس سازی شبیه برای
را اولیه پسخورد ماتریس شده�است گرفته نظر در R = diag(١,١) و

F٠ =

(
−١٫ ١٩۵٠ −٢٫ ٢٣٨۴
١٫ ٠٩٧٧ ٠٫ ٩۴١٢

)
پسخورد ماتریس داده�ایم. قرار

F =

(
−١٫ ٠٢١٣ −١٫ ٠٨٩۶
٣٫ ۵۶۵٩ ١٫ ٢٧٢٣

)
است. آمده بدست

هستند. −٣٫ ٠٫−,١٢٩٧ ۴٠٫−,٩٨٧ ٠١٣٩٨٧± ٠٫ ١٠٣٨i بسته حلقه ویژه مقادیر نتیجه در
(٣.۴) ها، شکل در x٠ = [−٠٫ ٠١ ٠٫ ٠٢ − ٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠١] اولیه حالت با سازی شبیه نتایج
به ٢٫ ۴۶١۵ × ١٠٩ از تکرار این درطول J عملکرد شاخص ویژه، به است. شده داده نشان (۴.۴)

است. یافته کاهش ١٫ ۵١۶٠× ١٠٩



۶٩ عددی مثال .٣.۴

حالت مشتق پسخورد از استفاده با پاسخ :٢.۴ شکل



٧٠ ثابت زمان خطی های سیستم برای دوم درجه خطی کننده تنظیم از بااستفاده حالت پسخوردمشتق .۴

خروجی مشتق پسخورد از استفاده با پاسخ :٣.۴ شکل



٧١ عددی مثال .٣.۴

خروجی مشتق پسخورد از استفاده با پاسخ :۴.۴ شکل





۵ فصل

محاسبه و حالت پسخوردمشتق با پایداری
اغتشاش تاثیر

حالت فضای های ماتریس مدل توسط ثابت زمان خطی های سیستم دهیم می نشان فصل، این در
مشاهده خروجی پسخورد از استفاده با det(A) = اگر٠ حالت، مشتق برابربا خروجی {A,B,C,D}با
نظر در با فوق، سیستم از شده اضافه ورودی به که ثابت اغتشاش یک دفع که این و پایدارنیست. و پذیر

نیست. پذیر امکان حالت خروجی پسخورد کننده کنترل یک و det(A) ̸= ٠ گرفتن

حالت پسخوردمشتق با سیستم پایداری و مشاهده�پذیری ١.۵

{A,B,C,D} حالت فضای های ماتریس مدل توسط که ثابت، زمان خطی سیستم�های کنترل در
det(A) ̸= ٠ که است این بر فرض معمولا حالت مشتق پسخورد از استفاده با می�شوند، داده نمایش
پایداری و پذیری مشاهده رابطه�ی و جزئیات شرایط این با فصل این در .[١۴ ،١٣ ،١٢ ،١١ ،١٠ ،٧]
خروجی عنوان به ،ẋ(t) حالت مشتق بردار نمایش مطالعه این در اصلی ایده می�کنیم. بررسی را سیستم

است. y(t) سیستم

آنگاه بگیرید. درنظر را B و A ،n× p q×nو [١۵])ماتریس�های سیلوستر١ (نامساوی .١.١.۵ قضیه

rank(A) + rank(B) ≤ rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}

بگیرید درنظر زیر صورت به را y(t) خروجی و u(t) ورودی با ثابت زمان خطی سیستم .٢.١.۵ لم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) = Cx(t) +Du(t), (١.۵)

١Sylvester’ s inequality
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است. x(t) ∈ Rn×١ و B ∈ Rn×m،A ∈ Rn×n آن در که
det(A) ̸= ٠ اگر فقط و اگر است پذیر مشاهده سیستم این اینصورت در

{A,B,C,D} = {A,B,A,B} صورت به (١.۵) سیستم ماتریس�های می�شویم یادآور برهان.
میباشد داده زیر صورت به (١.۵) سیستم پذیری مشاهده ماتریس هستند.

O =



C

CA

CA٢

...
CAn−١


=



A

A٢

A٣

...
An


=



In

A

A٢

...
An−١


A (٢.۵)

داریم (١.١.۵) قضیه و (٢.۵) از بنابراین،

rank(O) = rank





In

A

A٢

...
An−١


A


= rank(A) = n (٣.۵)

اگر فقط و اگر است پذیر مشاهده (١.۵) سیستم بنابراین، باشد. det(A) ̸= ٠ اگر وتنها اگر
det(A) ̸= ٠

می�دهد. نمایش می�باشد، det(A) = ٠ که زمانی (١.۵) سیستم قطب�های پیرامون نتایجی بعدی لم

تجزیه قابل (١.۵) سیستم بنابراین، باشد. rank(A) = q < n و det(A) = ٠ کنیم فرض .٣.١.۵ لم
در قطب n− q دارای آن ناپذیر مشاهده قسمت که است ناپذیر مشاهده و پذیر مشاهده سیستم یک به

است. s = ٠

شود داده نمایش زیر صورت به می�تواند A ماتریس ،rank(A) = q < n و det(A) = ٠ چون برهان.

A = RA٠ (۴.۵)

،A٠١ ∈ R(n−q)×n می�کنیم .تعریف rank(A٠) = q و A٠ ∈ Rq×n، R ∈ Rn×q آن در که
می�دهیم انجام را زیر خطی انتقال بنابراین، .A٠A

T
٠١ = ٠ و rank(A٠١) = n− q

z = Tx

T =

[
A٠١[

A٠A
T
٠
]−١

A٠

]
(۵.۵)
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شود تبدیل زیر شکل به می�تواند (١.۵) سیستم

ż =
(
TAT−١) z + TBu,

y =
(
AT−١) z +Bu, (۶.۵)

آن در که

T−١ =
[
AT
٠١
[
A٠١A

T
٠١
]−١

AT
٠

]
(٧.۵)

داریم (٧.۵)-(۴.۵) از

AT−١ = RA٠

[
AT
٠١
[
A٠١A

T
٠١
]−١

AT
٠

]
=
[
٠ RA٠A

T
٠
]
. (٨.۵)

داریم ،zb ∈ Rq و za ∈ Rn−q ،zT = [zTa z
T
b ] کردن تعریف و (٨.۵)-(۶.۵) از بنابراین،

y = AT−١z +Bu = RA٠A
T
٠ zb +Bu. (٩.۵)

می�شود نتیجه (٧.۵)-(۴.۵) از حال،

ż =

[
ża

żb

]

=

([
A٠١[

A٠A
T
٠
]−١

A٠

]
RA٠

)[
A٠١[

A٠A
T
٠
]−١

A٠

]T [
za

zb

]
+

[
A٠١[

A٠A
T
٠
]−١

A٠

]
Bu (١٠.۵)

=

[
٠ A٠١RA٠A

T
٠

٠
[
A٠A

T
٠
]−١

A٠RA٠A
T
٠

][
za

zb

]
+

[
A٠١B[

A٠A
T
٠
]−١

A٠B

]
u

در żb به همچنین و y به (٩.۵) در za زیرا نیست، آشکار y خروجی از za پذیری مشاهده بنابراین،
می�شود نتیجه (١٠.۵) از حال، نیست. پذیر مشاهده za بردار با سیستم بنابراین نیست. (١٠.۵)وابسته

ża = A٠١RA٠A
T
٠ zb + A٠١Bu, (١١.۵)

دارد. s = ٠ در قطب n− q سیستم این و

می�دهد. نشان را (١.۵) سیستم پایداری بعد لم

باشد. پایدار خروجی پسخورد از استفاده با نمی�تواند (١.۵) سیستم باشد det(A) = ٠ اگر .۴.١.۵ لم

(١.۵) سیستم اینصورت در باشد rank(A) = q < n و det(A) = ٠ اگر (٣.١.۵) لم از برهان.
قسمت بنابراین است. s = ٠ در قطب n − q دارای آن ناپذیر مشاهده قسمت و نیست پذیر مشاهده
ممکن خروجی پسخورد بوسیله�ی آن قطب�های تغییر و شود وابسته خروجی به نمی�تواند ناپذیر مشاهده

نیست. ممکن دلخواه خروجی پسخورد با کردن پایدار بنابراین، نیست.
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حالت مشتق پسخورد با اغتشاشات تاثیر ٢.۵

دارد. s = ٠ در صفر انتقال یک حداقل (١.۵) سیستم اینصورت در باشد، det(A) ̸= ٠ اگر .١.٢.۵ لم

بگیرید درنظر را می�شود داده زیر صورت به که (١.۵) سیستم برهان.

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = ẋ(t). (١٢.۵)

داریم صفر برابر اولیه شرایط گرفتن نظر در و لاپلاس تبدیل بکاربردن با

sX(s) = AX(s) +BU(s),

sX(s)− AX(s) = BU(s),

(sI − A)X(s) = BU(s), (١٣.۵)

X(s) = (sI − A)−١BU(s),

Y (s) = sX(s).

می�شود نتیجه (١٢.۵) از
Y (s) = s(sI − A)−١BU(s). (١۴.۵)

و شود محاسبه می�تواند A−١ اینصورت در ،det(A) ̸= ٠ می�کنیم فرض بنابراین،
s(sI − A)−١B|s=٠ = −sA−١B|s=٠ = ٠. (١۵.۵)

دارد. وجود s = ٠ در صفر انتقال که می�کند کامل را اثبات این

Fفراهم (s) روی از مستقیما fرا (∞) محاسبه امکان قضیه این نهایی[١٧]) (مقدار .٢.٢.۵ قضیه
باشد موجود زیر حدود که این به مشروط می�کند

lim
t→∞

f (t) = f (∞) = lim
s→٠

sF (s)

بگیرید. درنظر را y خروجی و u ورودی با دستگاه یک .٣.٢.۵ لم

ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + ξ)

y(t) = ẋ(t) = Ax(t) +B(u(t) + ξ), (١۶.۵)

صورت به حالت مشتق کننده کنترل و است، نامعلوم و ثابت اغتشاش ξ ،ξ ∈ Rm و u(t) ،x(t) ∈ Rn

است زیر
u(t) = −Kẋ(t), det(I +BK) ̸= ٠. (١٧.۵)

(١٧.۵) و (١۶.۵) کننده کنترل سیستم تعادل نقطه�ی xe = −A−١Bξ و det(A) ̸= ٠ که کنیم فرض
صورت به و است K کننده کنترل پسخورد از مستقل x(∞) بنابراین است. فراگیر مجانبی پایدار ،

می�آید. زیربدست
x(∞) = lim

t→∞
x(t) = −A−١Bξ. (١٨.۵)



٧٧ عددی مثال .٣.۵

داریم (١٧.۵) و (١۶.۵) از برهان.

ẋ(t) = Ax(t) + B(−Kẋ(t) + ξ),

(I +BK)ẋ(t) = Ax(t) + Bξ, (١٩.۵)

ẋ(t) = (I +BK)−١Ax(t) + (I +BK)−١Bξ.

که می�کنیم مشاهده (١٩.۵) در لاپلاس تبدیل بکاربردن با

sX(s)− x(٠) = (I +BK)−١AX(s) + (I +BK)−١Bξs−١,

X(s) =
(
sI − (I +BK)−١A

)−١ (
(I +BK)−١Bξs−١ + x(٠)

)
. (٢٠.۵)

قضیه از است، فراگیر مجانبی (١٧.۵)،پایدار و (١۶.۵) تعادل نقطه�ی xe اینکه به توجه با بنابراین،
می�شود نتیجه (٢.٢.۵)

x(∞) = lim
s→٠

sX(s) = lim
s→٠

s
(
sI − (I +BK)−١A

)−١
(I +BK)−١Bξs−١

= −A−١(I +BK)(I +BK)−١Bξ = −A−١Bξ (٢١.۵)

می�شود تمام اثبات بنابراین،

بگیرید: نظر در زیر صورت به ثابت زمان با کنترل�پذیر خطی سیستم .۴.٢.۵ قضیه

ẋ (t) = Ax (t) +Bu (t)

A ∈ Rn×n که حال در باشند، می کنترل ورودی و حالت بردار ترتیب به u (t) ∈ Rm و x (t) ∈ Rn که
و rank (A) = n کنیم می فرض باشند. می وکنترل سیستم های ماتریس ترتیب به B ∈ Rn×m و
دلخواه ویژه مقادیر ، u (t) = −Kẋ (t) کنترل قانون و rank (A+BK) = n و rank (B) = m

باشند Λ١ = {λ١, λ٢, ...λn} بسته حلقه صفر مخالف
باشد کنترل�پذیر (An, Bn) اینکه فرض و Bn = −A−١B و An = A−١ تعریف با صورت دراین
زیر سیستم بسته، حلقه ماتریس ویژه مقادیر Λ٢ =

{
λ−١
١ , λ−١

٢ , ..., λ−١
n

}
و حالت پسخورد K آنگاه

می�باشد.[١۶] un (t) = −Kxn (t) کنترل قانون با ẋn (t) = Anxn (t) +Bnun (t)

پسخورد طراحی از استفاده با حالت مشتق پسخورد طراحی [١۶] در (۴.٢.۵) قضیه ایده .۵.٢.۵ نکته
است حالت

عددی مثال ٣.۵

اصلی ایده است. شده داده نشان (١.۵) شکل در بگیریدکه نظر در را گیر ضربه با با فنر-جرم سیستم
جهت در ارتعاش، کننده کنترل از ساده�ای مدل سیستم این است. (٣.٢.۵) لم از استفاده مثال این در ما
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در است. گیر ضربه ضریب bو١ k٢ و k١ فنر، الاستیسیته ضرایب است. m٢ و m١ جرم نوسان کاهش
است. ثابت اما ξ٢ و ξ١ نامعلوم اغتشاش دو و u٢(t) و u١(t) ورودی کنترل دو شامل مدل مورد، این

می�شود[١٠]: توصیف زیر معادلات با سیستم این

m١ÿ١(t) + b١(ẏ١(t)− ẏ٢(t)) + k١y١(t) = u١(t) + ξ١

m٢ÿ٢(t) + b١(ẏ٢(t)− ẏ١(t)) + k٢y٢(t) = u٢(t) + ξ٢ (٢٢.۵)

شود. داده نمایش (١۶.۵) صورت به می�تواند (١.۵) شکل مکانیکی سیستم حالت فضای شکل

گیر ضربه با چندمتغیره فنر-جرم سیستم :١.۵ شکل

درآن که x(t) = [x١(t) x٢(t) x٣(t) x۴(t)]
T حالت متغیرهای

x١(t) = y١(t), x٢(t) = ẏ١(t), x٣(t) = y٢(t),

x۴(t) = ẏ٢(t), u(t) = [u١(t) u٢(t)]
T , ξ = [ξ١ ξ٢]

T

بگیرید رادرنظر

A =



٠ ١ ٠ ٠
−k١
m١

−b١
m١

٠ b١
m١

٠ ٠ ٠ ١

٠ b١
m٢

−k٢
m٢

−b١
m٢


, B =



٠ ٠
١
m١

٠

٠ ٠

٠ ١
m٢


(٢٣.۵)

،(١۶.۵) کننده کنترل سیستم بنابراین بگیرید. درنظر را (١٧.۵) حالت مشتق پسخورد کنترل قانون
استفاده با K مناسب پسخورد طراحی برای شود. توصیف (١٩.۵) توسط می�تواند (٢٣.۵) و (١٧.۵)

می�کنیم: تعریف را زیر ماتریس�های ابتدا ، (۴.٢.۵) قضیه از
An = A−١, Bn = −A−١B (٢۴.۵)



٧٩ عددی مثال .٣.۵

و (٢۴.۵) ،(٢٣.۵) از بنابراین،
m١ = ١٠ kg, m٢ = ٣٠ kg, k١ = ٢٫ ۵KN/m, k٢ = ١٫ ۵, KN/m, b١ = ٣٠Ns/m

داریم

An =


−٠٫ ٠١٢٠ −٠٫ ٠٠۴٠ ٠٫ ٠١٢٠ ٠
١٫ ٠٠٠ ٠ ٠ ٠
٠٫ ٠٢٠٠ ٠ −٠٫ ٠٢٠٠ −٠٫ ٠٢٠٠

٠ ٠ ١٫ ٠٠٠ ٠

 ,

Bn =


٠٫ ۴٠٠× ٣−١٠ ٠

٠ ٠
٠ ٠٫ ۶۶۶٧× ٣−١٠

٠ ٠


هستند. پذیر کنترل (An, Bn) درآن که

بگیرید. نظر در زیر بصورت را (١٩.۵) سیستم حالت مشتق پسخورد تعیین برای بسته حلقه قطب�های
λ١ = −١٠, λ٢ = −١۵, λ٣,۴ = −٢± ١٠i.

سیستم (۴.٢.۵) قضیه به توجه با اکنون،

ẋn(t) = Anxn(t) + Bnun(t),

un(t) = −Kxn(t)

می�باشد λ−١
١ , λ−١

٢ , λ−١
٣ , λ−١

۴ بسته حلقه قطب�های دارای
زیر بصورت شده داده Bn و An با حالت، پسخورد با جدید بسته حلقه سیستم قطب�های بنابراین .

می�باشند
λ−١
١ = −٠٫ ١٠٠٠, λ−١

٢ = −٠٫ ٠۶۶٧, λ−١
٣,۴ = −٠٫ ٠١٩٢± ٠٫ ٠٩۶٢i

ماتریس ،MATLAB افزار نرم در command place دستور از استفاده و شده داده پارامترهای با حال،
می�آید: دست به زیر در K٠ پسخورد

K٠ =

[
١٧٨٫ ٩۵٣٢ −۶٫ ۴۶۴٧ ٣٢٣٫ ٣۵۴٢ ١٩٫ ٨۴٧٨
−٧٩٫ ۶٣٧٠ −١١٫ ۴٣٢١ ١۵٢٫ ٣٢٠۴ −٢۶٫ ١٨۶٣

]

هستند. λ−١
١ , λ−١

٢ , λ−١
٣ , λ−١

۴ برابر قطب�های ،K = K٠ برای بطوریکه،
با است برابر (١٩.۵) در شده داده قطب�های K = ٠ برای

λ١,٢ = −٠٫ ١۴٩۶٢± ١۵٫ ۶١٩٨i, λ٣,۴ = −٠٫ ۵٠٣٨± ٧٫ ١٠٧۴i

(١٩.۵) کننده کنترل سیستم دیجیتال سازی شبیه زمانی، فاصله در را K و ξ١, ξ٢ مقادیر (١.۵) جدول
می�دهد. نشان را (٢٣.۵) و
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شده سازی شبیه سیستم کننده کنترل پسخورد و اغتشاشات :١.۵ جدول
Times(s) ξ١[N ] ξ٢[N ] K xe = −A−١B[ξ١ ξ٢]

T

٢٠-٠ ٠ ٠ K٠ [٠ ٠ ٠ ٠]T

٢٠-۴٠ ٣٠٠ ٠ K٠ [٠٫ ١٢ ٠ ٠ ٠]T

۴٠-۶٠ ٠ -٣٠٠ K٠ [٠ ٠ − ٠٫ ٢ ٠]T

۶٨٠-٠ ٣٠٠ ٠ ٠ [٠٫ ١٢ ٠ ٠ ٠]T

١٠٠-٨٠ ٠ -٣٠٠ ٠ [٠ ٠ − ٠٫ ٢ ٠]T

١٢٠-١٠٠ ٠ ٠ ٠ [٠ ٠ ٠ ٠]T

شرط با ،(٢٣.۵) و (١٧.۵) ،(١۶.۵) کننده کنترل سیستم کنترل، ورودی و پاسخ�گذرا (٢.۵) شکل
می�دهد. نشان را (١.۵) جدول در شده توصیف شرایط و x(٠) = [٠٫ ١ ٠ ٠٫ ١ ٠]T اولیه

داریم لم(۵.٣.٢)، ،از t ∈ [۶٠,٨٠) و t ∈ (٢٠,۴٠) در ξ = [ξ١ ξ٢]
T = [٣٠٠ ٠]T برای

x(∞) = lim
t→∞

x(t) = −A−١Bξ =


٠٫ ١٢
٠
٠
٠


،داریم لم(۵.٣.٢) از ، t ∈ [٨٠,١٠٠) و t ∈ [۴٠,۶٠) در ξ = [ξ١ ξ٢]

T = [٠ − ٣٠٠]T برای و

x(∞) = lim
t→∞

x(t) = −A−١Bξ =


٠
٠
−٠٫ ٢
٠


می�دهد. نشان را نتایج (٢.۵) شکل



٨١ عددی مثال .٣.۵

جدول در شده داده پسخورد و اغتشاشات با کننده کنترل سیستم گذرای و ورودی پاسخ :٢.۵ شکل
(١.۵)





۶ فصل

گیری نتیجه

های سیستم برای حالت مشتق ازپسخورد استفاده با قطب جایابی برای الگوریتمی نامه، پایان این در
تنظیم از استفاده با مشتق پسخورد تعیین نیز و شد ارائه ورودی چند و ورودی تک ثابت، زمان خطی
بررسی مورد حالت مشتق پسخورد از استفاده با اغتشاش و پایداری نهایت در و دوم درجه خطی کننده

است. گرفته قرار
باشد ناصفر اصلی سیستم های قطب همه و پذیر کنترل اگرسیستم شد، اشاره آن به ٢ فصل در که همانطور
ورودی تک ثابت زمان خطی های سیستم برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی مساله
را سیستم ابتدا منظور این برای است، شده پیشنهاد آن برای آسان ساده الگوریتمی که است حل قابل
می حل حالت مشتق از استفاده با قطب جایابی مساله سپس آورد در فروبنیوس استاندارد صورت به

ندارد. وجود آن در تکراری روند و دارد ساده الگوریتم که روش این مزایای شود.از
برای حالت مشتق پسخورد از استفاده با قطب جایابی مساله برای آمد کار الگوریتمی ،٣ فصل در
استاندارد صورت به را سیستم ابتدا منظور این برای شد ارائه ورودی چند ثابت زمان خطی سیستمهای
الگوریتم این شود. می حل حالت مشتق از استفاده با قطب جایابی مساله سپس آورد در فروبنیوس
در است. اجرا قابل است ناصفر آن های قطب و نامنفرد سیستم ماتریس که پذیر کنترل هرسیستم برای
گرفته قرار بررسی مورد تشابهی تبدیلات روش از حالت، پسخورد از استفاده با قطب جایابی روش ادامه

است. گرفته قرار بررسی مورد روشها کارآیی مثال ارائه با و است.
های سیستم برای دوم درجه خطی کننده تنظیم از استفاده با حالت مشتق پسخورد تعیین ،۴ فصل در
سیستم که است این مساله پذیری حل برای لازم شرط است. گرفته قرار بررسی مورد ثابت زمان خطی

باشد. نامنفرد سیستم، باز حلقه ماتریس و پذیر کنترل
های سیستم برای اغتشاشات و پایداری و پذیری مشاهده مورد در قطعی نتایج از برخی ،۵ فصل در
در تواند می نتایج این است، شده ارائه خروجی حالت مشتق بردار با برابر خروجی با ثابت زمان خطی
از حاصل نتایج باشد، می مفید حالت مشتق پسخورد با کنترلی های سیستم طراحی و تحلیل و تجزیه

قرارداد. بررسی مورد می�توان غیرخطی سیستم�های برای را آن





آ� پیوست

MATLAB کدهای

دوم فصل MATLAB کدهای آ�.١

دو ١فصل مثال متلب کد

clc
clear all

k1 = 360000;
k2 = 36000;
b1 = 70;
b2 = 50;
m1 = 100;
m2 = 10;

A = [0 0 1 0;
0 0 0 1;
(-k1-k2)/m1 k2/m1 (-b1-b2)/m1 b2/m1;
(k2/m2) -k2/m2 b2/m2 -b2/m2];

B = [0; 0; -1/m1; 1/m2];

adj = A^-1*det(A);



٨۶ MATLAB کدهای آ�.

ple = (-5 + 2i)*(-5 - 2i)*(-10 + 5i)*(-10 - 5i);

R = [B A*B A*A*B A*A*A*B];
q = [0 0 0 1]*R^-1;

z =
(A - (-5 + 2i)*eye(4))*(A - (-5 - 2i)*eye(4))
*(A - (-10 + 5i)*eye(4))*(A - (-10 - 5i)*eye(4));

k = (1/ple)*q*adj*z;
k = real(k)

Ac = (eye(4) + B*k)^-1*A;

eig(Ac);
%K = acker(A,B,[-5+2i,-5-2i,-10+5i,-10-5i])
K=-q*(A+(5+2i)*eye(4))*(A+(5-2i)*eye(4))*(A+(10+5i)*eye(4))*(A+(10-5i)*eye(4))
Anew = (eye(4) + B*k)^-1*A;

init = [.5 .5 .2 .2];

c1 = [1 0 0 0];

sys = ss(Anew,B,c1,0);
sys1 = ss(A+B*K,B,c1,0);

[y,t,x] = initial(sys,init,1.6);
[y1,t1,x1] = initial(sys1,init,1.6);

[s1,s2] = size(x);
[si1,si2] = size(x1);



٨٧ دوم فصل MATLAB کدهای آ�.١.

for i = 1:s1

dx(i,:) = (Anew*x(i,:)')';
u(i,:) = -(k*(dx(i,:)'))';

end
%%%%%%%
for i = 1:si1

dx1(i,:) = ((A+B*K)*x1(i,:)')';
% u1(i,:) = -(K*(dx1(i,:)'))';

u1(i,:) = (K*(x1(i,:)'))';

end

%%%%%%%
plot(t,x);
%figure
%plot(t,dx);
figure
plot(t,u);
figure
plot(t1,x1);
%figure
%plot(t1,dx1);
figure
plot(t1,u1);

*********************************************

دو ٢فصل مثال متلب کد



٨٨ MATLAB کدهای آ�.

m = 1;
ro = 0.05;
r0 = 0.1;
g = 9.81;
b = 0.1;
ib = 5;
i = 1;
A = [0 1 0 0; 0 (-b)/(m*r0^2 + 1) -m*g/(m*r0^2 + 1) 0; 0 0 0 1; -(m*g*ro^2)/(m*ro^2 + ib) 0 0 0];
B = [0; 1/(m*r0^2 + i);0;0];
adj = A^-1*det(A);
ple = (-7 + 2i)*(-7 - 2i)*(-10 + 5i)*(-10 - 5i);

R = [B A*B A*A*B A*A*A*B];
q = [0 0 0 1]*R^-1;

z = (A - (-7 + 2i)*eye(4))*(A - (-7 - 2i)*eye(4))
*(A - (-10 + 5i)*eye(4))*(A - (-10 - 5i)*eye(4));

k = (1/ple)*q*adj*z;
k = real(k)

Ac = (eye(4) + B*k)^-1*A;

eig(Ac);
%K = acker(A,B,[-5+2i,-5-2i,-10+5i,-10-5i])
K=-q*(A+(7+2i)*eye(4))*(A+(7-2i)*eye(4))*(A+(10+5i)*eye(4))*(A+(10-5i)*eye(4))
Anew = (eye(4) + B*k)^-1*A;

init = [.1 .1 0.05 0.05 ];

c1 = [1 0 0 0];

sys = ss(Anew,B,c1,0);
sys1 = ss(A+B*K,B,c1,0);



٨٩ دوم فصل MATLAB کدهای آ�.١.

[y,t,x] = initial(sys,init,1.4);
[y1,t1,x1] = initial(sys1,init,1.4);

[s1,s2] = size(x);
[si1,si2] = size(x1);

for i = 1:s1

dx(i,:) = (Anew*x(i,:)')';
u(i,:) = -(k*(dx(i,:)'))';

end

for i = 1:si1

dx1(i,:) = ((A+B*K)*x1(i,:)')';
% u1(i,:) = -(K*(dx1(i,:)'))';

u1(i,:) = (K*(x1(i,:)'))';

end

plot(t,x);
%figure
%plot(t,dx);
figure
plot(t,u);
figure
plot(t1,x1);
%figure
%plot(t1,dx1);



٩٠ MATLAB کدهای آ�.

figure
plot(t1,u1);

n= sum(sum(k.^2))^.5 ;
N=sum(sum(K.^2))^.5;

سوم فصل مثال کدمتلب آ�.٢

clc
clear all
close all

m = 10;
k1 = 500;
k2 = 700;
b1 = 10;
b2 = 20;
c1 = (1/m) + 1;
c2 = (1/m) - 1;

A = [0 0 1 0;
0 0 0 1;
-k1*c1 -k2*c2 -b1*c1 -b2*c2;
-k1*c1 -k2*c1 -b1*c2 -b2*c1];

B = [0 0;
0 0;
c1 c2;
c2 c1];

b1 = B(:,1);
b2 = B(:,2);

R = [b1 A*b1 b2 A*b2];



٩١ سوم فصل مثال کدمتلب آ�.٢.

q1 = [0 1 0 0]*R^-1;

q2 = [0 0 0 1]*R^-1;

inq = [q1; q1*A; q2; q2*A];
pole1 = [-5+2i -5-2i];
pole2 = [-10+5i -10-5i];

k11 = 1;
k12 = eye(4);

k21 = 1;
k22 = eye(4);

for i = 1:1:2

k11 = (-1/pole1(i)) * k11;
k12 = (A - pole1(i)*eye(4)) * k12;

k21 = (-1/pole2(i)) * k21;
k22 = (A - pole2(i)*eye(4)) * k22;

end

k1 = k11*q1*A^-1*k12;
k2 = k21*q2*A^-1*k22;
%k=[349.5517 228.7241 41.3052 30.5224;-320.2138 -169.9931 -48.1314 -34.6893];
k = -([q1; q2]*A^-1*B)^-1*[k1; k2];
T=[q1*A*B;q2*A*B]^-1
M=[-q1*(A+(5-2i)*eye(4))*(A+(5+2i)*eye(4));-q2*(A+(10-5i)*eye(4))*(A+(10+5i)*eye(4))];
%K=[-420.2500 65.2500 17.50000 22.5000;281.2500 -356.2500 45.00000 35.0000]
K=T^-1*M
Anew = (eye(4) + B*k)^-1*A;



٩٢ MATLAB کدهای آ�.

init = [-0.01 0.02 -0.02 0.01];

c1 = [1 0 0 0];

sys = ss(Anew,B,c1,0);
sys1 = ss(A+B*K,B,c1,0);

[y,t,x] = initial(sys,init,1.4);
[y1,t1,x1] = initial(sys1,init,1.4);

[s1,s2] = size(x);
[si1,si2] = size(x1);

for i = 1:s1

dx(i,:) = (Anew*x(i,:)')';
u(i,:) = -(k*(dx(i,:)'))';

end

for i = 1:si1

dx1(i,:) = ((A+B*K)*x1(i,:)')';
% u1(i,:) = -(K*(dx1(i,:)'))';
u1(i,:) = +(K*(x1(i,:)'))';

end
plot(t,dx);
figure
plot(t,x);
figure



٩٣ چهارم فصل مثال کدمتلب آ�.٣.

plot(t,u);
figure
plot(t1,x1);
figure
%plot(t1,dx1);
%figure
plot(t1,u1);
n= sum(sum(k.^2))^.5 ;
N=sum(sum(K.^2))^.5;

******************************************************************************************

چهارم فصل مثال کدمتلب آ�.٣

m=10;
i=1;
l=1;
k1=500;
k2=700;
b1=10;
b2=20;
c1=(1/m)+1;
c2=(1/m)-1;
A=[0 0 1 0;0 0 0 1;-k1*c1 -k2*c2 -b1*c1 -b2*c2;-k1*c2 -k2*c1 -b1*c2 -b2*c1];
B=[0 0;0 0;c1 c2;c2 c1];
k=[98.0081 -6.5270 1.5875 -1.5119;-4.6622 35.6412 -0.2978 1.9490];
Anew = (eye(4) + B*k)^-1*A;

init = [-0.01 0.02 -0.02 0.01];
c1 = [1 0 0 0];
sys = ss(Anew,B,c1,0);
[y,t,x] = initial(sys,init,1.4);
[s1,s2] = size(x);



٩۴ MATLAB کدهای آ�.

for i = 1:s1

dx(i,:) = (Anew*x(i,:)')';
u(i,:) = -(k*(dx(i,:)'))';

end
plot(t,dx);
figure
plot(t,x);
figure
plot(t,u);

*******************************************************

k1=500;
k2=700;
b1=10;
b2=20;
c1=(1/m)+1;
c2=(1/m)-1;
A=[0 0 1 0;0 0 0 1;-k1*c1 -k2*c2 -b1*c1 -b2*c2;-k1*c2 -k2*c1 -b1*c2 -b2*c1];
B=[0 0;0 0;c1 c2;c2 c1];
c=[0 0 1 0;0 0 0 1];

f=[-1.0213 -1.0896;3.5659 1.2723];
Anew = (eye(4) + B*f*c)^-1*A;

init = [-0.01 0.02 -0.02 0.01];

c1 = [1 0 0 0];

sys = ss(Anew,B,c1,0);
[y,t,x] = initial(sys,init,1.4);
[s1,s2] = size(x);
k=f*c;



٩۵ چهارم فصل مثال کدمتلب آ�.٣.

for i = 1:s1

dx(i,:) = (Anew*x(i,:)')';
u(i,:) = -(k*(dx(i,:)'))';

end
plot(t,x);
figure
plot(t,dx);
figure
plot(t,c*(dx)');
figure
plot(t,u);

*****************************************************************

m=10;
i=1;
l=1;
k1=500;
k2=700;
b1=10;
b2=20;
c1=(1/m)+1;
c2=(1/m)-1;
A=[0 0 1 0;0 0 0 1;-k1*c1 -k2*c2 -b1*c1 -b2*c2;-k1*c2 -k2*c1 -b1*c2 -b2*c1];
B=[0 0;0 0;c1 c2;c2 c1];

Q=[10000 0 0 0;0 10 0 0;0 0 10 0;0 0 0 10];
R=[1 0;0 1];
AN=A^-1;
BN=A^-1*B;

[x,l,g] = care(AN,BN,Q,R)
k=-g



٩۶ MATLAB کدهای آ�.

پنجم فصل مثال سیمولینک آ�.١: شکل

******************************************************************************

***************************************************************************************

تشابهی تبدیلات از استفاده به مربوط کدهای آ�.۴

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A
% This program obtains :
% (1)- The Standard form
% (2)- The primary vector companion form
% (3)- The feedback matrix F
% (4)- The transformation matrix T
% (5)- The Kronecker invariants
% **************************************************
%
t0=cputime;



٩٧ تشابهی تبدیلات از استفاده به مربوط کدهای آ�.۴.

disp(' This is the given plant matrix A') %line 1
disp(' ********************************') %line 2

A %line 3
disp(' This is the given input matrix B') %line 4
disp(' ********************************') %line 5

B %line 6
[n,m]=size(B); %line 7
r=n+m;
Q=[B,A];
T1=eye(n); %line 10
% The Echelon form of Q
% ----------------------
i=1;j=1; tol=1e-6;
while ( i<=n ) & ( j<=r )

[q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1;
if (q<=tol)

Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1);
j=j+1;

else
% perform the similarity operations
% swap i-th row with k-th row:

o1
% divide the pivot row

o2
% subtract multiples of the pivot row

o3
i=i+1 ;
j=j+1;

end
end
% **********************************************



٩٨ MATLAB کدهای آ�.

% Now compute the Standard echelon form !
% ----------------------------------------------
s=1;
while s < n

i=s+1 ;
for j=i:r

if Q(i,j)~=0
for k=1:s

if Q(k,j)~=0
t=Q(k,j);
Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:);
T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:);

Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m);
end

end
break

end
end

s=s+1;
end

% *****************************************************************
% choice=input(' do you want the kronecker invariants displayed,y/n %','s')

% if choice=='y'
kronk3

% end
% *****************************************************************

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=i:r
if Q(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Q(i,j);
Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k);

Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:);



٩٩ تشابهی تبدیلات از استفاده به مربوط کدهای آ�.۴.

T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:);
end
break

end
end

end
% ***************************************************************

% choice=input('do you want the prim. vec comp form displayed,y/n%','s')
% if choice=='y'
% disp(' The standard Vector Companion form ')
% disp(' ********************************** ')

Q
% end
% ....................................................
disp(' This is the transformation matrix,T1')
disp(' ************************************')

T1
% disp(' press any key to continue')

% ****************************************************
% pause
% The Feed-back matrix , F
B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r])
B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0)
G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G;
Fp=F1*T1;

% **************************************************************
disp(' This is the primdry feedback law ')
disp(' ******************************** ')

Fp
% **************************************************************

%disp(' The closed loop matrix A+B*F ')
%disp(' **************************** ')



١٠٠ MATLAB کدهای آ�.

gama=A+B*Fp
% **************************************************************
%choice=input(' do you want to check the resultfeed,y/n ','s')
%if choice=='y'
% g=gama^p(1);
% for i=1:n
% for j=1:n
% if abs(g(i,j))<tol
% g(i,j)=0;
% end
% end
% end

%end
%fprintf(' This is g=(A+B*F)^%g',p(1))
%disp(' **************************')
%g

% **************************************************************
% generating parametric feed-back laws
% q=fix(n/m);
% if p(1)==q
% disp(' The feed-back law is unique ! ')
% disp(' ***************************** ')

% disp(' The kronecker invariants are all equal ')
%disp(' ************************************** ')
% else
% allfeeds
% end

% **************************************************************
t1=cputime-t0

% program for assigning eigenvalues,eigen.m
% *****************************************

% D=[-1 0 0 0 0 ;0 -2 1 0 0 ;0 -1 -2 0 0; 0 0 0 -3 1 ;0 0 0 -1 -3]
D=[];



١٠١ تشابهی تبدیلات از استفاده به مربوط کدهای آ�.۴.

for j=1:n
landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']);
end

%landa=[ 0 0 0 ]

for i=1:n
D(i,i)= landa(i);

end
% D
%if c==0

Acap=A1;
Bcap=B1;
newF=Fp ;

%end
ac=Acap+Bcap*F1;
ac1=ac+D;
bc1=Bcap*bo;

Qc=[bc1 ac1];
%A=[0.95 0.49 0.46;0.23 0.89 0.02;0.61 0.76 0.82]

% The vector companion form
for i=n:-1:m+1

for k=1:r
if Qc(i,k)==1

for j=k+1:r
t=Qc(i,j);
Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k);

Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:);
end
break

end
end

end
G2=Qc(1:m,m+1:r);



١٠٢ MATLAB کدهای آ�.

glanda=Qc(:,m+1:r);
Fc=bo*G2*T1;

disp(' The feedback matrix which gives the desired eigenvalues')
disp(' *******************************************************')

Kp=newF+Fc
% disp(' with the closed-loop matrix ')
% disp(' *************************** ')

gamac=A+B*Kp;
disp(' checking the eigen values ')
disp(' ************************* ')
v=eig(gamac)'
[u1,v1]=eig(gamac);
c2=cond(u1)
disp(' Frobenius norm of feedback matrix ')
disp(' ********************************* ')
Normkp=norm(Kp,'fro')

% disp(' frobenious norm of closed-loop matrix ')
% disp(' ************************************* ')
% Normgama=norm(gamac,'fro')

% End of program for eigen

*****
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Aabstract

In this thesis, we will intraduce the direct solution of the pole placement problem by stat-
ederivative feedback for single-input and multi-input linear systems. this thesis describes
the solution of this pole placement problem for any controllable system with nonsingular
system matrix and nonzero desired poles. Then closed-loop poles can be placed in order to
achieve the desired system performance. The solving procedure results into a formula sim-
ilar to Ackermann one. Its derivation is based on the transformation of linear single-input
and multi-input systems into Frobenius canonical form by coordinate transformation, then
solving the pole placement problem by state derivative feedback and transforming the so-
lution into original coordinates.
Then we introduce state-derivative and especially output-derivative feedbacks for linear
time-invariant systems are derived using control approach similar to linear quadratic regu-
lator (LQR). The optimal feedback gain matrices are derived for the desired performance.
This problem is always solvable for any controllable system if the open-loop system ma-
trix is nonsingular. Explicit expression of the state-derivative gain matrix is derived.
Then we introduce (i) linear time-invariant plants given by the state-space model matri-
ces {A,B,C,D} with output equal to the state-derivative vector are not observable and
can not be stabilizable by using an output feedback if det(A) = 0 and (ii)the rejection
of a constant disturbance added to the input of the aforementioned plants, considering
det(A) ̸= 0, and a static output feedback controller is not possible. At the end of each
section for more understanding of concepts, numerical examples are provided.

keywords:Pole placement, State-derivative feedback,Output derivative feedback, Observ-
ability , Stabilizability.
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