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یارباଌن঻ندهଦدا৯دਗଦ଒ی�بایدࣻࡣت
دا਩یده داষنده৔وਪیଽآ૏৅ه

آن�ها خسته دستان حاصل و سرم بر است افتخاری تاج بودنشان که مادرم و پدر آن از بی�کران سپاس
که مهربانم، همسر زندگیم، در الهی لطف نشانه�ی از می�کنم تشکر افتخار کمال در شد. من موفقیت رمز
پدر و همسران�شان و برادرانم از ویژه تشکر بود. صبورم سنگ و راه رفیق لحظات تمامی در صبرش با

بودند. من دلگرمی مایه� که پرمهرشان حضور بابت عزیزم، همسر مادر و
آقای جناب اندیشمندم و کمالات با راهنمای استاد از بتوانم که است آن از حقیرتر بنده، زبان شک بدون
روشن چراغ که را شما آموزی علم تاثیر گویم سپاس چگونه کنم. تشکر و تقدیر فروش مس علی دکتر
توان نه مرا شکوه، و عظمت همه این مقابل در آری ساخت. فروزان وجودم محقر کلبه�ی بر را هدایت
عمل جامه�ی را شما خواسته�ی و کنم دین ادای سپاس برای که باشد وصف. کلام نه و است سپاس
اساتید همچنین و بودند بنده این مشاور که قوتمند مهدی دکتر آقای جناب فرهیخته استاد از بپوشانم.
زحمت که ناظمی علیرضا دکتر آقای جناب و طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب شایسته و عزیز

دارم. را سپاس و تشکر کمال شدند متقبل را پایان�نامه این داوری
گوید. سپاس را آنان زحمات از بخش خردترین این که باشد

ओوکار دیੀ঳۱۳۹۴ناز



ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی جوکار بهناز اینجانب
معادلات برای کالوکیشن مش بدون همگرایی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی دانشگاه

می�شوم: متعهد فروش مس علی دکتر راهنمایی تحت ، غیرخطی تمام سهموی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University Of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
معادلات نهایی مقدار مسائل برای کالوکیشن مش بدون روش�های همگرایی اثبات پایان�نامه این در
جواب�های همگرایی که می�گیرد، انجام خطی غیر تمام و خطی سهموی جزئی مشتقات با دیفرانسیل
قضیه خلاصه می�پردازیم. مقدماتی مفاهیم بیان به ابتدا راستا این در می�کنیم. اثبات را ١ چسبندگی
بیان را سهموی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله برای عمومی کالوکیشن روش و مش بدون درونیابی
آخر در می�کنیم. ثابت را همگرایی خاصیت آنها کمک به و می�شوند بیان دقیق به�طور فرضیات می�کنیم.

است. شده حل کالوکیشن مش بدون روش با که می�شود، ارائه عددی مثالی
چسبندگی. جواب�های سهموی، معادلات مش، بدون روش�های شعاعی، پایه�ای توابع کلیدی: کلمات

١Viscosity
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۶٠ . . . . . . . . . . . . . گره. ٢۵ شامل x محمل در f(x١j, x٢j) تابع مقادیر ١.۴
۶١ . . . . . . . . . . . . . .(٠, xj) نقطه در F̃k+١(v

h
k+١) و vhk+١ توابع مقادیر ٢.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٠, xj) نقطه در vhk تابع مقادیر ٣.۴
۶۵ . . . . .h = با٢−١٠ N از مختلف انتخاب�های برای Max و RMS خطاهای ۴.۴

١





١ فصل

مقدماتی مفاهیم

تاریخچه ١.١

دیفرانسیل، معادلات حل برای متناهی عناصر روش شد. مطرح متناهی عناصر روش ١٩۵٠ دهه در
از زیادی تعداد با مساله دامنه است. مناسب و کارا روشی مهندسی، سیستم�های مدل�سازی از حاصل
تقریب می�شود. داده نشان شده�اند، متصل یکدیگر به گره نام به نقاطی در که ساده اشکال با عناصر
این با دقیق نتایج آمدن به�دست برای و دارد بستگی رفته به�کار عنصر تعداد و ویژگی�ها به �آمده به�دست
عناصر روش بخش�های اصلی�ترین از مش ایجاد شود. گرفته درنظر بیشتری عنصر تعداد باید روش
می�گردد. زیادی پیچیدگی�های به منجر مش�بندی از استفاده مسائل، از خاصی دسته برای است. متناهی
هم به دلیل به هستند، دامنه در زیادی شکل تغییر دارای که مسائلی در متناهی عناصر روش از استفاده

شد. خواهد دقت کاهش به منجر عناصر، خوردن
گره�ها بین اتصال از حاصل پیچیدگی�های از رهایی منظور به [١۵] مش بدون روش�های ایده بنابراین
امکان در مش بدون روش�های اصلی جذابیت ببرد. بین از را مش وجود از ناشی مشکلات تا شد، مطرح
با پراکنده گره�های از مجموعه�ای با مساله دامنه مش بدون روش�های در است. آن�ها ساده رسانی به�روز
بنابراین ندارند. یکدیگر با اتصال و ارتباط هیچ� به احتیاج گره�ها این می�شود. داده نمایش دلخواه توزیع
باشند. مناسب گره�ها، توزیع با دلخواه هندسی ناحیه یا مساله هر برای می�توانند مش بدون روش�های

مقدمه ٢.١

معادله باشد، داشته وجود گوناگون متغیرهای به نسبت تابع مشتق آن در که دیفرانسیلی معادله به
است، (١.١) شکل به جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک می�گوییم. جزئی مشتقات با دیفرانسیل

F (x, y, . . . , ux, uy, . . . , uxx, uyy, . . . ) = ٠, (١.١)



۴ مقدماتی مفاهیم .١

ux, uy, . . . , uxx, uyy, . . . جزئی مشتقات و متغیرها این از u تابع و x, y, . . . متغیرهای شامل که
در که است این در معمولی دیفرانسیل معادله و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله تفاوت می�باشد.
با دیفرانسیل معادله در ولی می�شود، ظاهر متغیر یک به نسبت فقط مشتق معمولی دیفرانسیل معادله
جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک مرتبه دارد. وجود متغیر چند به نسبت مشتق جزئی مشتقات

است. معادله در موجود جزئی مشتق بالاترین با برابر

اولیه و مرزی شرایط ١.٢.١

به که دارد، معادله از بیشتری اطلاعات داشتن به نیاز جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله جواب تعیین
گوناگونی انواع دارای مرزی شرایط می�آید. به�دست مساله فیزیکی تحلیل با و می�گویند مرزی شرایط آن

هستند،

١ دیریکله مرزی شرط (١

u(x٠, t) = α(t).

٢ نویمن مرزی شرط (٢
∂u

∂x
(x٠, t) = β(t).

٣ رابین مرزی شرط (٣

u(x٠, t) + h
∂u

∂x
(x٠, t) = γ(t).

می�دهند. را صفر زمان در معادله مقدار که هستند شرایطی اولیه شرایط

مثال

بگیرید: نظر در را زیر مساله
uxx = ut, ٠ < x < ١, t > ٠,
ux(٠, t) = ٠, t > ٠,
ux(١, t) = ٠, t > ٠,
u(x,٠) = x١)٢− x)٢, ٠ < x < ١.

هستند. اولیه شرایط و مرزی شرایط باقی�مانده معادله�های و است جزئی دیفرانسیل معادله اول معادله

١Dirichlet
٢Neumann
٣Robin



۵ جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دسته�بندی .٣.١

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات دسته�بندی ٣.١

است، زیر شکل به دوم مرتبه خطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله یک

a
∂٢u

∂x٢
+ b

∂٢u

∂x∂y
+ c

∂٢u

∂y٢
+ h

∂u

∂x
+ k

∂u

∂y
+ eu+ f = ٠.

می�شود. تعریف زیر به�صورت معادلات مبین فرم
∆(x, y) = b٢(x, y)− ۴a(x, y)c(x, y),

می�شود. دسته�بندی زیر به�شکل است، شده تشکیل c و b ،a ضرایب از که
x, y ∈ R هر برای

۴ سهموی را معادله ∆ = ٠ اگر .١

۵ بیضوی را معادله ∆ < ٠ اگر .٢

۶ هذلولوی را معادله ∆ > ٠ اگر .٣

می�باشد. سهموی معادلات روی ما بحث گوییم.

سهموی معادلات ١.٣.١

می�باشد، زیر به�صورت سهموی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله
Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + F = ٠.

می�شوند. ظاهر مهندسی و علوم در مسائل از گسترده�ای طیف توصیف در دیفرانسیل معادلات از نوع این
سیستم�های و ریاضی مدل�های توصیف تا اقیانوس در صوتی امواج انتشار تا گرفته حرارت معادله از

زمان. گذر به وابسته فیزیکی

جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل روش�های ۴.١

و موج حرارت، مانند: طبیعی گوناگون پدیده�های مدل�بندی در جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات
دسته حل برای محدودی تحلیلی معادلاتروش�های این پیچیدگی به توجه با می�روند. به�کار حرکتسیالات
جداسازی روش و فوریه سری روش دارند(مانند وجود جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات از خاصی
با دیفرانسیل معادلات حل برای ابزار اصلی�ترین به عددی روش�های امروزه دلیل همین به متغیرها)،
مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل عددی روش�های بیشتر کلی ایده شده�اند. تبدیل جزئی مشتقات

۴Parabolic
۵Elliptical
۶Hyperbolic



۶ مقدماتی مفاهیم .١

با مجهول تابع سپس می�شود. گسسته�سازی مساله، پیوسته� دامنه ابتدا که است، شکل این به جزئی
از مختلف عددی روش�های بین تفاوت حقیقت در می�شوند. زده تقریب عددی تکنیکی با آن مشتقات
تقریب و گسسته�سازی ترکیب می�شود. حاصل آن مشتقات یا مجهول تابع تقریب نوع در آنها تفاوت
جواب ماتریسی دستگاه این حل با و می�شود، ماتریسی دستگاه یک به دیفرانسیل معادله تبدیل باعث

می�آید. به�دست دیفرانسیل معادله

متناهی تفاضل روش ١.۴.١

این در می�باشد. متناهی تفاضل روش جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل روش�های از یکی
مجهول تابع مشتقات سپس هستیم. گسسته� دامنه در جواب دنبال به و کرده گسسته�سازی را دامنه روش
حل با نهایت در شود. حاصل ماتریسی دستگاه تا می�زنیم، تقریب تیلور بسط از حاصل فرمول�های با را

می�کنیم. پیدا گسسته� دامنه در را مجهول تابع مقادیر ماتریسی دستگاه
است این آن بزرگ ایراد اما است، آن بودن هزینه کم و سادگی روش�ها دیگر به روش این اصلی برتری

می�شود. مشکل دچار نامنظم دامنه�های روی که

متناهی عناصر روش ٢.۴.١

در است. متناهی عناصر روش جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل عددی روش�های از دیگر یکی
ساده” ”فرم به که می�شود، تبدیل ساده�تری شکل به انتگرال�گیری کمک به دیفرانسیل معادله روش این
با دارند)، نام پایه��ای توابع مشخص(که تابع متناهی تعداد جمع با� مجهول تابع سپس است. معروف
مشخص مجهول تابع تا است مجهول ضرایب یافتن ما هدف واقع در می�شود. زده تقریب مجهول ضرایب
این حل با می�شود. تبدیل ماتریسی �دستگاهی به جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله نهایت در شود.

می�شوند. مشخص مجهول تابع نتیجه در و مجهول ضرایب ماتریسی دستگاه
پیچیده�تر قبل روش از اما می�کند، کار خوبی به نامنظم دامنه�های روی که است این روش این اصلی برتری

است. پرهزینه�تر و
قابل تحلیلی به�صورت می�شوند، بیان دیفرانسیل معادلات از استفاده با که فیزیکی مسائل از بسیاری

گرفت. کمک عددی روش�های از باید آن�ها حل برای و نیستند حل
هر از قبل مرزی المان�های روش و متناهی عناصر متناهی، تفاضلات روش مانند: عددی روش�های در
مسائل حل در پایدار و قوی تئوری داشتن دلیل به روش�ها این نمود. مش�بندی را مساله دامنه باید کاری
اولیه ایده متناهی، عناصر روش در مثال عنوان به می�شود. استفاده آن�ها از گسترده به�طور گرما، جریان
به دامنه کل تقسیم�بندی اما است، المان هر در اصلی جواب تابع جای به تقریب تابع یک جایگزینی
که دارند وجود مسائل از بعضی آن بر علاوه است. زمان�بر و پیچیده فرآیندی چسبیده، هم به المان�های
روش�های مسائل این�گونه حل در پس نمی�باشد. امکان�پذیر محدود المان روش کمک به آن�ها تحلیل



٧ مش بدون روش�های .۵.١

باشند. داشته بیشتری کارایی می�توانند مش بدون
می�باشند. بالایی دقت دارای که می�روند به�کار مسائل این حل برای [١۵] مش بدون روش�های اخیرا
دامنه مش�بندی به نیاز عدم است. شده ارائه مختلف زمینه�های در گوناگونی مش بدون روش�های
المان روش مانند مش، بدون روش�های در به�طورکلی است. روش�ها این اصلی خصوصیت محاسباتی
تخمین برای پایه توابع تعدادی از منظور این به می�شود. استفاده تقریب تابع یک از گره�ها بین محدود،
گردد. تولید شکل تابع نهایت در تا می�شود گرفته کمک گره�ها دقیق مقادیر اساس بر گره�ها، بین در فاصله
می�شوند: تقسیم�بندی گروه دو به کلی حالت در که دارد وجود مختلفی روش�های شکل تابع تولید برای
خاصی پایه�ای توابع از روش�ها این از کدام هر متحرک٨. مربعات کمترین روش و نقطه�ای٧ درونیابی روش
شکل توابع نهایت در گروه، هر در مشخصی روند کردن دنبال� و پایه توابع این از استفاده با می�کنند. استفاده
هستند. خاصی خصوصیات دارای شده، گرفته به�کار پایه�ای تابع نوع با متناسب توابع این می�گردند. تولید

مش بدون روش�های ۵.١

می�توان را شیمیایی یا زیست�شناسی زمین�شناسی، مکانیکی، پدیده�های مانند طبیعت در پدیده�ها بیشتر
پس حالت ایده�آل�ترین کرد. توصیف انتگرال معادلات یا و دیفرانسیل معادلات جبری، معادلات کمک به
پیچیدگی دلیل به ولی آید، به�دست معادلات دقیق و تحلیلی جواب که می�دهد رخ زمانی مدل�سازی از
برای ریاضی�دانان هستیم. معادلات این از برخی دقیق و تحلیلی حل به قادر تنها مسائل، از بسیاری
و مهندسان امروزه کردند. ابداع آن�ها تقریبی حل برای گوناگونی عددی روش�های معادلات، این حل
دلیل به می�باشند. آشنا مسائل مختلف انواع برای تکنیک�ها و روش�ها این از بسیاری با علوم محققان
کاهش، روبه مسیر یک با عددی شبیه�ساز روش�های کامپیوتری، و محاسباتی تکنولوژی سریع پیشرفت

می�روند. به�کار علوم و مهندسی در پیچیده مسائل حل برای مهم ابزاری به�عنوان

بتوان که گونه�ای به می�باشد، گسسته شکل به پیچیده مساله�ای تبدیل عددی، شبیه�سازی .١.۵.١ تعریف
کرد. حل را آن کامپیوتر با

با دیفرانسیل معادلات معمولی، دیفرانسیل معادلات از مجموعه�ای به�صورت مساله اصلی معادلات
معادلات تکمیل برای اولیه شرایط و مرزی شرایط و می�شوند بیان انتگرالی معادلات و جزئی مشتقات
خوبی به حاصل نتایج به�طوری�که عددی روش به مساله یک حل برای بنابراین می�روند. به�کار اصلی

کنیم. استفاده مناسب عددی روش از باید باشد، مساله فیزیک نمایانگر
یک عناصر برای توابع این می�شوند. ساخته عناصر اساس بر پایه�ای توابع متناهی عناصر روش در
تابع محاسبه منظور به گره�ها بین اتصال ایجاد و عنصر معرفی حقیقت در می�باشند. یکسان شکل،

٧Point Interpolation Method
٨Moving Least Square



٨ مقدماتی مفاهیم .١

دوبعدی دامنه برای زمینه سلول�های با المان�ها از مثلثی مش :١.١ شکل

دامنه در دلخواه نقطه یک ازای به معمولا پایه�ای توابع مش بدون روش�های در حالی�که در است. پایه�ای
پایه�ای توابع می�شوند. ساخته عنصر به عنصر پایه�ای، توابع متناهی، عناصر روش در می�شوند. تعریف
آن به متصل گره�های بقیه در و می�گیرند یک مقدار گره همان در تنها گره هر در متناهی عناصر روش در
مرزی شرایط اعمال برای ویژگی این است. معروف کرونکر دلتای خاصیت به ویژگی این هستند. صفر
کمترین تقریب از که مش بدون روش�های پایه�ای توابع که است حالی در این است. مناسب بسیار دیریکله
یکه٩ افراز خاصیت مانند متناهی عناصر پایه�ای توابع ویژگی�های از برخی در می�آیند، به�دست مربعات
در ندارند. را متناهی عناصر روش کرونکر دلتای خاصیت مش بدون روش�های کل اما هستند، مشترک
این از حاصل معادلات دستگاه که گفت باید مش، بدون روش�های در معادلات دستگاه تشکیل مورد
گرفته به�کار که روشی به بسته ولی می�باشد، متناهی عناصر روش مانند بودن نواری و اسپارس روش�ها،

باشد. نامتقارن متناهی، عناصر روش برخلاف تواند می می�شود،

مش بدون روش�های دسته�بندی ١.۵.١

دلخواه مش�های با متناهی تفاضلات روش گره�ای، روش می�توان مش بدون روش�های اولین به�عنوان
سه اساس بر مش بدون روش�های کلی حالت در کرد. معرفی را هموار ذرات هیدرودینامیک روش و
قرار خود به مربوط دسته�های در دامنه نمایش نوع و توابع تقریب نوع فرمول�بندی، چگونگی عامل

می�گیرند[١۵].

٩Unity Partition



٩ مش بدون روش�های .۵.١

فرمول�بندی چگونگی

ضعیف. شکل و قوی شکل دارد: وجود مش بدون روش�های در فرمول�بندی نوع دو کلی حالت در
معادلات و مساله اصلی معادلات روش این در می�باشد. هم�مکانی یا قوی شکل اساس بر اول نوع
گسسته�سازی هم�مکانی، روش از استفاده با و شده توزیع گره�ها در مستقیم طور به مرزی شرایط به مربوط
مش بدون روش تعمیم�یافته، متناهی تفاضلات روش به می�توان نوع این از مثال�هایی عنوان به می�شوند.
مش از بی�نیاز کاملا و دارند ساده�ای الگوریتم روش�ها این کرد. اشاره متناهی نقاط روش و هم�مکانی

می�باشند. ناپایدار غالبا روش�ها این ولی هستند،
معادله ضعیف شکل روش�های در هستند. ضعیف شکل براساس مش بدون روش�های دوم، نوع در
قرار نوع این در زیادی مش بدون روش�های می�شود. تبدیل انتگرال به جزئی مشتقات با دیفرانسیل
نقطه�ای درونیابی روش المان١٠، بدون گالرکین روش می�توان حالت این روش�های بهترین از می�گیرند.
برد[١۵]. نام را ١٣ منطقه�ای پترو�ف-گالرکین مش بدون روش ،١٢ نقاط درونیابی روش�های شعاعی١١،

توابع تقریب نوع

دارد: وجود کلی دسته سه توابع تقریب نوع براساس مش بدون روش�های دسته�بندی در

متحرک. مربعات کمترین تقریب بر مبتنی روش�های .١

انتگرالی. نمایش بر مبتنی روش�های .٢

نقاط. درونیابی بر مبتنی روش�های .٣

در سطوح و رویه�ها تقریب برای ١٩٨١ سال در که متحرک مربعات کمترین تقریب اساس بر اول، دسته
تقریبی متحرک، مربعات کمترین تقریب حقیقت در می�کنند. عمل شد، مطرح پراکنده داده�های برازش
می�توان می�کنند، استفاده تقریب این از که مش بدون روش�های از می�باشد. مجهول تابع برای پیوسته
و منطقه�ای پترو�ف-گالرکین مش بدون روش المان، بدون گالرکین روش ،١۴ پراکنده المان روش�های

برد. نام را مرزی١۵ گره�های روش
روش دسته، این روش�های جمله از می�شود. استفاده تابع تقریب برای انتگرال شکل از دوم، دسته در

می�باشند. شعاعی نقطه�ای درونیابی روش و هموار١۶ ذرات هیدرودینامیک

١٠Element Free Galerkin
١١Radial Point Interpolation Method
١٢Point Interpolation Method
١٣Meshless Local Petrov-Galerkin
١۴Diffuse Element Method
١۵Boundary Nodes Method
١۶Smoothed Particle Hydrodynamics



١٠ مقدماتی مفاهیم .١

منطقه�ای وزنی دامنه محمل در گره�ها و دوبعدی دامنه معرفی :٢.١ شکل

شکل توابع ساخت برای روش�ها این در هستند. نقاط درونیابی روش بر مبتنی روش�های سوم، دسته
آن�ها در شکل توابع متحرک، مربعات کمترین تقریب روش برخلاف و می�شود استفاده نقاط درونیابی از
و چندجمله�ای پایه�های شامل مختلفی پایه�های روش�ها این در می�باشند. کرونکر دلتای خاصیت دارای

می�روند[١۵]. به�کار شعاعی پایه�ای توابع

دامنه نمایش نوع

می�شوند: تقسیم کلی دسته دو به دامنه نمایش اساس بر مش بدون روش�های

دامنه. نوع از مش بدون روش�های .١

مرز. نوع از مش بدون روش�های .٢

هم و مرز روی گره�های هم بنابراین می�شوند. توزیع مساله دامنه مرز روی تقریب گره�های اول، دسته در
گالرکین روش می�شوند. استفاده مساله جواب یافتن و دستگاه تشکیل برای مساله دامنه داخل گره�های

می�گیرند. قرار دسته این در دیگر روش�های از بسیاری و مش بدون
گره�ای هیچ و می�شود داده نمایش تقریب گره�های توسط مساله مرز تنها دوم، دسته در موجود روش�های در
مرزی، گره�های روش�های به می�توان دسته این در موجود روش�های جمله از نمی�شود. توزیع مساله دامنه در
در کرد. اشاره شعاعی١٨ مرزی نقاط درونیابی روش�های و منطقه�ای١٧ مرزی انتگرال معادله روش�های
جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١٩ نهایی مقدار مسائل حل برای عددی روش�های به پایان�نامه این

١٧Local Boundary Integral Equation
١٨Boundary Radial Point Interpolation Method
١٩Terminal Value Problem



١١ مش بدون روش�های .۵.١

می�پردازیم. (٢.١) ٢٠ }سهموی
−∂tv + F (t, x, v(t, x), Dv(t, x), D٢v(t, x)) = ٠, (t, x) ∈ [٠, T )× Rd,

v(T, x) = f(x), x ∈ Rd,
(٢.١)

حقیقی ماتریس�های از مجموعه�ای برای پایه�ای Sd ،F : [٠, T ]×Rd ×R×Rd × Sd → R جایی�که
در همچنین و ∂t با را t زمانی متغیر به نسبت جزئی مشتقات عملگر این�جا در است. d × d متقارن

داده�ایم. نشان Dj ≡ Dj
x با را x متغیر به نسبت جزئی مشتق �مرتبه jامین (٢.١) معادله

برای جواب خطی نمونه�های در است. شده ظاهر ٢١ احتمالی مسائل از بیشتر (٢.١) نهایی مقدار مساله
اجرا قابل موجود عددی روش�های می�آید. به�دست ٢٣ پخش فرآیند از ٢٢ ریاضی امید به�وسیله (٢.١)
روش�های و [۵ ،٣] ٢۵ متناهی عناصر مانند: هستند، [١١ ،٢] ٢۴ متناهی تفاضلات روش (٢.١) برای
که می�کنند، صدق هم فضا در بالا بعد با گوناگون مسائل برای روش�ها این به�علاوه . [١٢ ،٧] احتمالی
به�دست برای متناهی، تفاضلات روش در مثال برای است. شده ظاهر (٢.١) از کاربردی مانند کدام هر
روش�هایی باشد. [١١] ٢٧ غالب قطری اکید به�طور باید ٢۶ همیلتون پخش ماتریس همگرایی، آوردن
حفظ را یکنوایی شرایط که است، نمونه فضای در جواب�هایی درونیابی به نیازمند متناهی عناصر مانند

.[۴] دارد نیاز بالا بعد با مسائل در آن�ها اجرای برای پیچیده�تری محاسباتی روش�های به و می�کند
نمونه�هایی ٣٠ مش بدون روش و ٢٩ متناهی حجم�های ، ٢٨ مرزی المان�های متناهی، تفاضلات روش
حل روش�های اولین از یکی هستند. جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل روش�های از
برای روش این از استفاده است. متناهی تفاضلات روش جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی
به می�توان جمله از که است مواجه مشکلاتی با جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادلات از بسیاری حل
متناهی تفاضلات روش در محاسباتی هزینه�های افزایش صریح، متناهی تفاضلات روش محدود پایداری
اشاره نامنظم مرزهای با رویارویی در دقت کاهش و خطی غیر مسائل برای مشکل پیاده�سازی ضمنی،

نمود.
به�عنوان که است، شده پیشنهاد ٣١ کانسا توسط (٢.١) جواب آوردن به�دست برای ممکن شیوه�های دیگر

٢٠Parabolic Partial Differential Equations
٢١Probabilistic Problems
٢٢Expectation
٢٣Diffusion Process
٢۴Finite Difference Methods
٢۵Finite Element
٢۶Diffusion Matrix Hamiltonian
٢٧Diagonally Dominate
٢٨Boundary Element Method
٢٩Finite Volume Method
٣٠Meshfree Method
٣١Kansa



١٢ مقدماتی مفاهیم .١

به�شکل تقریبی جوابی به�دنبال روش، این در می�گیرد. قرار استفاده مورد ٣٢ کالوکیشن مش بدون روش
دیفرانسیل معادلات در معادلات از فرم این جایگذاری هستیم. ٣٣ شعاعی پایه�ای توابع از خطی ترکیب
به�وسیله�ی تقریبی جواب بنابراین می�شود. کالوکیشن نقاط برای معادله�ای به منجر جزئی مشتقات با
با ساده عددی اجرای امکان روش، این می�شود. ساخته کالوکیشن نقاط این از مش بدون ٣۴ درونیابی
همگرایی، برای همچنین می�دهد. ما به را بالا بعد با مسائل برای حتی محاسباتی کمتر نسبت به زمان
همیلتون-ژاکوبی-بلمن معادله�ی اول مرتبه که دادند نشان عددی به�صورت [٨] همکارانش و ٣۵ هوانگ
ثابت (٢.١) برای کالوکیشن روش دقیق همگرایی می�کنیم فرض است. (٢.١) معادله از خاصی حالت ٣۶

است. شده
همگرایی بررسی برای مفیدی ابزار ،[١] ٣٨ سوگانیدیس و ٣٧ بارلس توسط شده پیشنهاد خلاصه روش
عملگری اگر که گفتیم به�طورکلی می�باشد. توابع از مفروضی خانواده�ای ٣٩ چسبندگی یکتای جواب�
آنگاه می�باشد، دارا را سازگاری و پایداری یکنواختی، ویژگی�های بسازد را ممکن تقریبی جواب�های
این ما، بحث در کنیم. ثابت را همگرایی�اش اساسی به�طور می�توانیم [١] در استدلال�هایی به�وسیله�ی
شرایط باشد مشتق شرایط شامل کالوکیشن روش زمانی�که جزئی روش یک در و نمی�باشد پاسخگو روش
[١٠] ۴١ سرفاتی و ۴٠ کاهان در (۴.١) لم مشکل این بر کردن غلبه برای راهی می�شود. منحل یکنوایی

می�باشد.

است. شعاعی پایه�ای تابع یک باشد، داشته را Φ(x) = ϕ(∥x∥) ویژگی که Φ تابع هر .٢.۵.١ تعریف

y = g(x) =
k∑

i=١
αiG(∥x− ti∥)

می�پردازیم. آن�ها از برخی معرفی به ادامه در که دارند، وجود گوناگونی شعاعی پایه�ای توابع

می�باشد. ϕ(r) = e−α|r|٢ به�صورت ۴٢ گاوسی شعاعی پایه�ای توابع (١

است. ϕ(r) =
√
١+ (cr)٢ به�صورت ۴٣ ربعی چند شعاعی پایه�ای توابع (٢

٣٢Collocation
٣٣Radial Basis Function(RBF)
٣۴Interpolation
٣۵Huang
٣۶Hamilton-Jacobi-Bellman
٣٧Barles
٣٨Souganidis
٣٩Unique Viscosity
۴٠Kohan
۴١Serfaty
۴٢Gaussian RBF
۴٣Multiquadrics RBF



١٣ ریاضی مقدماتی تعاریف .۶.١

می�شود. تعریف ϕ(r) = ١√
١+(cr)٢

به�صورت ۴۴ معکوس ربعی چند شعاعی پایه�ای توابع (٣

می�باشد. ϕ(r) = ١
١+(cr)٢ به�صورت ۴۵ معکوس ربعی شعاعی پایه�ای توابع (۴

به�صورت ۴۶ همساز چند اسپلاین شعاعی پایه�ای توابع (۵

ϕ(r) = rk, k = ١,٣,۵, . . . ϕ(r) = rk(ln(r)), k = ٢,۴,۶, . . .

است.

خاصی نوع که است، ϕ(r) = r٢ ln(r) به�صورت ۴٧ نازک صفحه اسپلاین شعاعی پایه�ای توابع (۶
می�باشد. همساز چند اسپلاین شعاعی پایه�ای تابع از

قرارداد

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را |ã| و |a| ،ã ∈ Rℓ١×ℓ٢ و a = (ai) ∈ Rℓ برای پایان��نامه این سراسر در

|a| =
(∑ℓ

i=١ a
٢
i

)١/٢
, |ã| = supy∈Rℓ{٠}\٢

|ãy|
|y|

.

با است ممکن که داده نشان c با را مثبت ثابت مقدار می�دهیم. نشان aT با را aماتریس یا بردار ترانهاده�
k١, . . . , kℓ پارامترهای به فقط که است C مثبت ثابت مقدار Ck١,...,kℓ از منظور نباشند. برابر یکدیگر

می�باشد. وابسته

ریاضی مقدماتی تعاریف ۶.١

را Dαu(x) ،u تابع و نامنفی صحیح عدد از α = (α١, . . . , αd)
۴٨ اندیسه چند برای .١.۶.١ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر شکل به

Dαu(x) =
∂|α|u(x)

∂x١
α١ . . . ∂xd

αd
,

.[١۶] |α| = α١ + · · ·+ αd آن در که

با m حداکثر درجه از Rℓ-مقدار چندجمله�ای�های تمام از مجموعه�ای m ∈ N برای .٢.۶.١ تعریف
.[١۴] می�شود داده نشان Πm(Rℓ)

۴۴Inverse Multiquadratic RBF
۴۵Inverse Quadratic RBF
۴۶Polyharmonic Spline RBF
۴٧Thin Plate Spline RBF
۴٨Multiindex



١۴ مقدماتی مفاهیم .١

می�شود. تعریف زیر شکل به f ∈ L١(Rd) برای [١۶] ۴٩ فوریه تبدیل .٣.۶.١ تعریف
f̂(x) := (٢π)− d

٢

∫
Rd

f(ω)e−ixTωdω.

می�باشد، Ω روی شرطی معین مثبت که Φ متقارن هسته� با متناظر [١٣] ۵٠ محلی فضای .۴.۶.١ تعریف
می�شود. تعریف زیر به�صورت ρ به نسبت

NΦ = R(FΦ(Ω)) + ρ,

داخلی نیمه ضرب با همراه

(f, g)NΦ(Ω) = (R−١(f − ϕρf), R
−١(g − ϕρg))Φ.

می�شود. تعریف زیر به�صورت ۵١ واندرموند ماتریس .۵.۶.١ تعریف

V =


١ x١ x٢١ · · · xn−١

١

١ x٢ x٢٢ · · · xn−١
٢

... ... ... . . . ...
١ xn x٢n · · · xn−١

n

 , detV = Π١≤i≤j≤n(xj − xi), i ̸= j.

می�باشد. صفر مخالف همواره واندرموند ماتریس دترمینان که است ذکر شایان

۵٢ کوشی-شوارتز نامساوی به نامساوی این است. برقرار |x.y| ≤ ∥x∥.∥y∥ نامساوی .۶.۶.١ تعریف
است[١۶]. موسوم

گوییم، ۵۴ (پایینی) ۵٣ بالایی پیوسته�ی شبه ،x٠ نقطه�ی در f شده�ی وسیع R-مقدار تابع .٧.۶.١ تعریف
f(x٠) از) (بزرگتر از کمتر یا بسته f(x٠) برای یا x٠ نزدیک آرگومان برای تابع مقدار تقریبی به�طور اگر

.[١٨] می�باشد f R-مقدار تابع کردن جدا از ویژگی�ای و است ضعیفتر پیوسته حالت از که باشد،

a نقطه حول آن ۵۵ تیلور بسط آنگاه باشد، مشتق�پذیر مرتبه n تا a نقطه در f(x) اگر .٨.۶.١ تعریف
می�شود[١٧]. داده نمایش زیر به�صورت

f(x) =
f(a)

٠! (x− a)٠ +
f ′(a)

١! (x− a)′ + · · · =
∞∑
n=٠

fn(a)

n!
(x− a)n.

d : X×X → R حقیقی تابع d و نقاط از Xمجموعه�ای آن در که را (X, d)مرتب زوج .٩.۶.١ تعریف
هرگاه: گویند متریک فضای می�باشد،

۴٩Fourier Transform
۵٠Native Space
۵١Vandermonde Matrix
۵٢Cauchy-Schwartz Inequality
۵٣Upper-Semicontinuous
۵۴Lower-Semicontinuous
۵۵Taylor Expansion



١۵ ریاضی مقدماتی تعاریف .۶.١

باشد). منفی نمی�تواند هیچ�گاه (فاصله d(p, q) ≥ ٠ (١

باشند). یکسان شی دو هر اگروتنهااگر است صفر (فاصله p = q ⇔ d(p, q) = ٠ (٢

مثلث). (نامساوی d(p, q) + d(q, r) ≥ d(p, r) (٣

نقطه�ی X در p نقطه� آنگاه باشد، آن از مجموعه�ای زیر E و متریک فضایی X اگر .١٠.۶.١ تعریف
باشد. p از غیر E در q چون نقطه�ای شامل p همسایگی هر هرگاه است، E مجموعه [١٨] ۵۶ حدی

که می�شود، داده نمایش Hk(Ω) نماد با را Ω دامنه روی [١۶] ۵٧ سوبولوف فضای .١١.۶.١ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت و می�باشد k ≥ ٠

Hk(Ω) = Hk = {v ∈ L٢(Ω) : D
αv ∈ L٢(Ω), |α| ≤ k}.

ویژگی دو دارای و می�کند استفاده ”>” علامت از S فرضی مجموعه روی ترتیب رابطه .١٢.۶.١ تعریف
است، زیر

است. x < y یا y = x یا y < x یا آنگاه باشند، x, y ∈ S اگر .١

است. x < z آنگاه y < z و x < y و باشند x, y, z ∈ S اگر .٢

باشد. شده تعریف آن روی ترتیب رابطه که S مانند مجموعه�ای یعنی مرتب مجموعه .١٣.۶.١ تعریف

و است کراندار بالا از که باشد، S از مجموعه�ای زیر E و مرتب مجموعه�ا�ی S اگر .١۴.۶.١ تعریف
باشد. داشته وجود زیر خواص با S از a مانند عنصری همچنین

باشد، E از بالایی کران a الف.

نباشد. E بالای کران b آنگاه ،b < a هرگاه ب.
نوشته a = supE به�صورت و شده، نامیده [١٨] ۵٨ E بالای کران کوچک�ترین a صورت این در

می�شود.

و است کراندار پایین از که باشد، S از مجموعه�ای زیر E و مرتب مجموعه�ا�ی S اگر .١۵.۶.١ تعریف
باشد. داشته وجود زیر خواص با S از a مانند عنصری همچنین

باشد، E از پایینی کران a الف.

۵۶Limit Point
۵٧Sobolev Space
۵٨Supremem



١۶ مقدماتی مفاهیم .١

نباشد. E پایین کران b آنگاه ،b > a هرگاه ب.
نوشته a = inf E به�صورت و شده، نامیده [١٨] ۵٩ E پایین کران بزرگ�ترین a صورت این در

می�شود.

نامساوی c از همسایگی هر در اگر c عدد و f تابع ازای به .١۶.۶.١ تعریف
f(c) ≥ f(x),

دارد. [١٨] ۶٠ موضعی بیشینه c در f آنگاه باشد، برقرار

نامساوی c از همسایگی هر در اگر c عدد و f تابع ازای به .١٧.۶.١ تعریف
f(c) ≤ f(x),

دارد. [١٨] ۶١ موضعی کمینه c در f آنگاه باشد، برقرار

x٢ و x١ عدد دو هر برای اگر می�شود، گفته [١٨] ۶٢ اکید صعودی I بازه روی f تابع .١٨.۶.١ تعریف
باشد. برقرار f(x١) < f(x٢) نامساوی ،x١ < x٢ خاصیت با I در

x٢ و x١ عدد دو هر برای اگر می�شود، گفته [١٨] ۶٣ اکید نزولی I بازه روی f تابع .١٩.۶.١ تعریف
باشد. برقرار f(x١) > f(x٢) نامساوی ،x١ < x٢ خاصیت با I در

نرمال توزیع یک را باشد زیر به�صورت احتمال چگالی تابع دارای که X تصادفی متغیر .٢٠.۶.١ تعریف
مقیاس کننده تعیین دیگری و (µ) مکان کننده تعیین یکی که می�گویند، σ و µ پارامتر دو با ۶۴ گاوسی یا

[١٩] می�باشد. توزیع (σ)

f(x;µ, σ) =
١√
٢πσ٢

e
−(x−µ)٢

(٢σ٢) , x ∈ R.

می�دهند. نشان X : N(µ, σ٢) یا X : N(µ, σ) نماد با را X گاوسی توزیع

می�شود، تعریف زیر به�صورت X تصادفی متغیر [١٩] ۶۵ ریاضی امید .٢١.۶.١ تعریف
E[X] =

∫
xfX(x)dx.

است. X تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع fX(x)

می�شود، تعریف زیر به�صورت لاپلاس عملگر .٢٢.۶.١ تعریف

∆u =
N∑
j=١

δ٢

δx٢j
= D٢u.

۵٩Infimum
۶٠Local Maximum
۶١Local Mainimum
۶٢Strict Maximum
۶٣Strict Minimum
۶۴Gaussian Distribution
۶۵Expectation



١٧ ریاضی مقدماتی تعاریف .۶.١

به�صورت X ∈ Γ هر برای ۶۶ اثر تابع Γ مرز روی و Ω دامنه در .٢٣.۶.١ تعریف
tr(X) = X, onΓ,

می�شود[١۶]. تعریف

هرگاه می�نامیم، X روی یکه افراز را X روی {gi}i حقیقی پیوسته توابع از مجموعه�ای .٢۴.۶.١ تعریف
باشند. برقرار زیر شرایط

،gi ≥ ٠ داریم i هر برای (١

داریم giها از محدود گروهی برای به�طوری�که دارد، وجود U مانند همسایگی x ∈ X هر برای (٢
،U ∩ sup(gi) = ϕ

است، برقرار زیر تساوی x ∈ X هر برای (٣∑
i

gi(x) = ١.

برای می�گویند. تنک یا اسپارس ماتریس باشد صفر آن عناصر بیشتر که ماتریسی به .٢۵.۶.١ تعریف
می�شود. استفاده ماتریس این از تصویر نمایش و تصویر پردازش

۶۶Trace





٢ فصل

مش بدون کالوکیشن روش

مقدمه ١.٢

برای کرد، خواهیم پیدا نیاز آن�ها به ادامه در که می�پردازیم، نیازهائی پیش بیان به ابتدا بخش این در
شده تولید فضای در تقریبی تابعی دنبال به مش، بدون روش در کنید. مراجعه [١٣] به بیشتر اطلاعات

می�دهیم. شرح را مش بدون کالوکیشن روش فصل این در هستیم. شده تعیین پیش از هسته�های با

شرطی معین مثبت هسته� ٢.٢

یعنی است، m درجه از ٣ شرطی معین مثبت هسته� باشد، ٢ هموار و ١ متقارن Φ : Rd ×Rd → R گر� ا
می�کند، صدق زیر شرایط در Φ

،Φ ∈ C٢v(Rd × Rd) و v ⩾ ٢ •

،Φ(x, y) = Φ(y, x) ,xو y ∈ Rd •

رابطه α ∈ Rℓ \ {٠} تمام برای و هستند، مجزا دو به دو که y١, . . . , yℓ ∈ Rd و ℓ ∈ N هر برای اگر
باشد، برقرار (١.٢)

ℓ∑
j=١

αjπ(yj) = ٠, π ∈ Πm−١(Rd), (١.٢)

١Symmetric
٢Smooth
٣Conditionally positive definite kernels



٢٠ مش بدون کالوکیشن روش .٢

آنگاه
ℓ∑

i,j=١
αiαjΦ(yi, yj) > ٠. (٢.٢)

می�نامند. معین مثبت هسته را Φ آنگاه آید، به�دست (١.٢) رابطه از استفاده بدون (٢.٢) رابطه اگر
با Φ شعاعی پایه�ای تابع کدام هر در می�کنیم. بیان شرطی معین مثبت هسته� از مثال�هایی ادامه در
برای پیش�نیازهائی بیان به ابتدا می�آید. به�دست Φ(x, y) = ϕ(|x− y|) با Φ : [٠,∞) → R ضابطه

می�پردازیم. مثال�ها این اثبات

.[١٣] است برقرار زیر شرایط پس ،f, g ∈ L١(Rd) کنید فرض .١.٢.٢ قضیه

.
∫
Rd f̂(x)g(x)dx =

∫
Rd f(x)ĝ(x)dx .١

می�آوریم، به�دست f̂ ∗ g = (٢π) d
٢ f̂ ĝ به�وسیله را زیر رابطه از فوریه تبدیل .٢

f ∗ g(x) =
∫
Rd

f(x)g(x− y)dy.

است. برقرار f̂ ∗ f̃ = (٢π) d
٢ |f̂ |٢ رابطه f̃(x) = f(−x) برای .٣

.T̂af(x) = e−ixT af̂(x) داریم Taf(x) = f(x− a) و a ∈ Rd برای .۴

.Ŝαf = αdS١/αf̂ داریم Sαf(x) = f(x/α) و α > ٠ برای .۵

حاصل زیر رابطه است، مشتق�پذیر Xj به نسبت که f̂ برای آنگاه باشد، Xjf(x) ∈ L١(Rd) اگر .۶
می�شود،

∂f̂

∂Xj

(x) = (−iyjf(y))
(x).

داریم، آنگاه باشد، L١(Rd) در فقط ∂f/∂Xj اگر
∂̂f

∂Xj

(x) = iXj f̂(x).

.[١٣] می�کند صدق Ĝ = G در G(x) = e−∥x∥٢٢/٢ تابع .٢.٢.٢ قضیه

.[١٣] می�کنند صدق زیر در r > ٠ برای یافته تبدیل بسل توابع v ∈ C برای .٣.٢.٢ لم

|Kv(r)| ≤

٢
|R(v)|−١Γ(|R(v)|)r−|R(v)|, R(v) ̸= ٠,

١
e
− log r

٢ , r < ٢,R(v) = ٠.

Φ(x) = e−α|x|٢ به�شکل گاوسی شعاعی پایه�ای توابع α > ٠ و x ∈ Rd برای الف) .۴.٢.٢ مثال
است. معین مثبت Φ حالت این در می�شود. تعریف



٢١ شرطی معین مثبت هسته� .٢.٢

تعریف G(x) := e
−∥x∥٢٢

٢ به�صورت را G(x) تابع Φ بودن معین مثبت اثبات برای برهان.
قضیه طبق آنگاه دهیم، قرار Gα = G(·/α) اگر می�کند. صدق G = Ĝ تساوی در که می�کنیم.

داریم: ١.٢.٢

Ĝα = αdĜ(α), Φ = G١/
√
٢α.

می�شود[١۶]. حاصل فوریه تبدیل تعریف طبق زیر رابطه بنابراین

Φ(x) = ٢−d(πα)−
d
٢

∫
Rd

e
−∥ω∥٢٢

۴α e−iXTωdω. (٣.٢)

است. Φ بودن معین مثبت معنای به (٣.٢) رابطه

پایه�ای توابع به Φ(x) = (α٢ + |x|٢)β توابع β ∈ R\(N ∪ {٠}) و α ∈ R ،x ∈ Rd برای ب)
می�باشند. معین مثبت β < ٠ برای که هستند، موسوم چندربعی شعاعی

می�دهیم. نشان زیر به�صورت β > d
٢ و c > ٠ ،x ∈ Rd برای را Φ تابع برهان.

Φ(x) = (c٢ + ∥x∥٢٢)
−β,

داریم، فوریه تبدیل تعریف طبق

Φ̂(ω) =
٢١−β

Γ(β)

(
∥ω∥٢
c

)β−d/٢
kd/٢−β(c∥ω∥٢). (۴.٢)

نمایش زیر به�صورت β > ٠ برای را Γ تابع است. L١(Rd) در Φ تابع آنگاه باشد، β > d/٢ اگر
می�دهیم.

Γ(β) =

∫ ∞

٠
tβ−١e−tdt = sβ

∫ ∞

٠
uβ−١e−sudu, (۵.٢)

زیر نتیجه ،s = c٢ + ∥x∥٢٢ فرض با و کنیم، جایگذاری را t = su اگر (۵.٢) رابطه در s > ٠ برای
می�شود. حاصل

Φ(x) =
١

Γ(β)

∫ ∞

٠
uβ−١e−c٢ue−∥x∥٢٢udu. (۶.٢)

می�آید. به�دست زیر روابط انتگرال�گیری مرتبه تغییر با می�دهیم. قرار را (۶.٢) رابطه فوریه تبدیل در

Φ̂(ω) = (٢π)−d/٢
∫
Rd

Φ(x)e−iXTωdx

= (٢π)−d/٢ ١
Γ(β)

∫
Rd

∫ ∞

٠
uβ−١e−cu٢e−∥x∥٢٢ue−iXTωdudx

= (٢π)−d/٢ ١
Γ(β)

∫ ∞

٠
uβ−١e−cu٢

∫
Rd

e−∥x∥٢٢ue−iXTωdxdu

=
١

Γ(β)

∫ ∞

٠
uβ−١e−cu٢(٢u)−d/٢e−∥ω∥٢٢/۴udu

=
١

٢d/٢Γ(β)

∫ ∞

٠
uβ−d/١−٢e−cu٢e−∥ω∥٢٢/۴udu



٢٢ مش بدون کالوکیشن روش .٢

داریم، α > ٠ هر برای ٣.٢.٢ لم اثبات همچنین و ٢.٢.٢ و ١.٢.٢ قضیه�های به توجه با

kv(r) = a−v١
٢

∫ ∞

٠
e(−r/٢)(u/a+a/u)uv−١du,

می�آید. به�دست زیر رابطه آنگاه دهید، قرار v = β − d/٢ و a = ∥ω∥٢
٢c ،r = c∥ω∥٢ اگر ω ̸= ٠ برای

kβ−d/٢(c∥ω∥٢) =
١
٢

(
∥ω∥٢
٢c

)d/٢−β ∫ ∞

٠
e−uc٢e(−∥ω∥٢٢)/(۴u)uβ−d/١−٢du

= ٢β−١Γ(β)

(
∥ω∥٢
٢c

)d/٢−β

Φ̂(ω),

(٧.٢)

می�شود. ω ̸= ٠ برای فوریه تبدیل به منجر که می�آید، به�دست (٧.٢) رابطه k−v = kv دادن قرار با
بسل یافته تبدیل تابع هرگاه است. برقرار (۴.٢) رابطه همچنان ω = ٠ برای پیوستگی از استفاده با

است. معین مثبت Φ آنگاه باشد، نامنفی

شکل توابع ساخت ٣.٢

نقطه�ای درونیابی روش ١.٣.٢

می�باشد. مفید شکل توابع ساخت و تابع تقریب برای که، است روش�هایی از یکی نقطه�ای۴ درونیابی روش
می�زند. تقریب زیر به�شکل x دلخواه نقطه در Ω دامنه روی را u(x) تابع روش این

uh(x) =
m∑
i=١

Bi(x)ai.

می�باشند. توابع این ضرایب aiها و است پایه�ای توابع تعداد m همچنین هستند، پایه�ای توابع Bi(x)ها

نوع دو تاکنون می�شود. معرفی است، گره n شامل که x نقطه منطقه�ای محمل دامنه ابتدا تقریب، برای
یافته گسترش متفاوت پایه توابع به�کارگیری با شکل توابع ساخت برای نقطه�ای درونیابی روش�های از

است.

چندجمله�ای نقطه�ای درونیابی روش .١

شعاعی. نقطه�ای درونیابی روش .٢

می�پردازیم. شعاعی نقطه�ای درونیابی روش به بخش این در

محمل دامنه را، است نیاز مورد x در معادله جواب تقریب برای که گره�هایی ،x نقطه برای .١.٣.٢ تعریف
داشته مستطیل یا دایره مانند متفاوتی، شکل�های می�تواند منطقه�ای محمل دامنه می�کند. تعیین منطقه�ای۵

باشد.
۴Point Interpolation Method
۵Local Support Domain



٢٣ شکل توابع ساخت .٣.٢

ماتریس باشند، شده تشکیل تک�جمله�ای�ها از آن درایه�های که متقارنی مربعی ماتریس به .٢.٣.٢ تعریف
می�شود. گفته گشتاور۶ یا ممان

شعاعی نقطه�ای درونیابی روش ٢.٣.٢

توابع از روش این در شد. بیان لیو٨ و وانگ٧ توسط ٢٠٠٠ سال در شعاعی نقطه�ای درونیابی روش
گره�ای توزیع برای شعاعی نقطه�ای درونیابی روش است. شده استفاده ایده این اجرای برای شعاعی پایه�ای
نقطه�ای درونیابی روش از بیشتر شعاعی نقطه�ای درونیابی روش بنابراین، است. قوی و پایدار دلخواه،
غیرخطی مسائل سه�بعدی، و دوبعدی مکانیکجامداتمسائل روشدر این می�شود. استفاده چندجمله�ای

می�رود. به�کار عمران مهندسی در مواد غیرخطی مسائل و غشایی و هسته�ای ساختار شناسی، زمین
تابع و Ri(x) شعاعی پایه�ای تابع از استفاده با گره�ها همه بین از عبور برای u(x) درونیابی ساختار

است. (٨.٢) به�صورت Pj(x) چندجمله�ای پایه�ای

u(x) =
n∑

i=١
Ri(x)ai +

m∑
j=١

Pj(x)bj = RT (x)a+ P T (x)b, (٨.٢)

است. چندجمله�ای جملات تعداد m و x دامنه در گره�ها تعداد n هستند، ثابت ضرایب bj و ai آن در که
می�روند. به�کار شعاعی پایه�ای توابع فقط باشد، m = ٠ زمانی�که و است، m < n معمولا

می�شوند. تعریف زیر به�صورت P T و RT ،b ،a بنابراین
a = [a١, a٢, · · · , an]T , b = [b١, b٢, · · · , bm]T ,

RT (x) = [R١(x), R٢(x), · · · , Rn(x)], P T (x) = [P١(x), P٢(x), · · · , Pm(x)].

می�شود. بیان زیر به�صورت و می�باشد ri برحسب تابعی شعاعی، پایه
Ri(x) = Ri(ri), ri =

[
(x− xi)

٢ + (y − yi)
٢
]١/٢

.

حالت دهنده نشان ١.٢ شکل که می�باشند، xT = [x, y] مختصات در پاسکال چندجمله�ای�های Pi(x)

است، تکین جملات دارای P T (x) چندجمله�ای پایه است. دوبعدی
P T (x) = [١, x, y, x٢, xy, y٢, · · · ].

پایه�ای توابع بیشتر در شد. بیان اول فصل در که دارد، وجود شعاعی پایه�ای توابع از گوناگونی انواع
تا شود تعیین نظر مورد مساله ماهیت براساس باید آن�ها مقدار که دارند وجود ثابتی پارامترهای شعاعی
تعیین x نقطه برای دامنه محمل یک (٨.٢) معادله در bj و ai ضرایب تعیین برای گردد. بهینه روش

می�شود. ایجاد خطی معادله�ای گره هر برای درنهایت است. گره n شامل که می�شود،
است، (٩.٢) به�صورت معادله این ماتریسی شکل

Us = R٠a+ Pmb. (٩.٢)
۶Moment Matrix
٧Wang
٨Liu



٢۴ مش بدون کالوکیشن روش .٢

دوبعدی دامنه برای چندجمله�ای�ها پاسکال مثلث :١.٢ شکل

توابع از R٠ گشتاور ماتریس است. تابع مقادیر از برداری Us = [ u١ u٢ · · · un ]T آن در که
است. زیر به�صورت شعاعی پایه�ای

R٠ =


R١(x١, y١) R٢(x١, y١) · · · Rn(x١, y١)

R١(x٢, y٢) R٢(x٢, y٢) · · · Rn(x٢, y٢)
... ... . . . ...

R١(xn, yn) R٢(xn, yn) · · · Rn(xn, yn)


n×n

.

می�شود. تعریف زیر به�صورت Pm چندجمله�ای گشتاور ماتریس همچنین

P T
m =



١ ١ · · · ١
x١ x٢ · · · xn

y١ y٢ · · · yn
... ... . . . ...

pm(x١) pm(x٢) · · · pm(xn)


m×n

.

درنظر (١٠.٢) به�صورت را محدودیت شرط m دارد. وجود (٩.٢) معادله در متغیر (n +m) بنابراین
می�گیریم،

n∑
i=١

pj(xi)ai = P T
ma = ٠, j = ١,٢, · · · ,m. (١٠.٢)

می�شود. دیگر معادله m منجربه که
(١١.٢) به�صورت bj و ai ضرایب روی معادلات از مجموعه�ای دامنه، در نقطه n روی درونیابی انجام با

می�شود. تشکیل

uk = u(xk, yk) =
n∑

i=١
aiRi(xk, yk) +

m∑
j=١

bjPj(xk, yk), k = ١,٢, · · · , n. (١١.٢)

است. بیان قابل (١٢.٢) ماتریسی شکل به (١١.٢) و (١٠.٢) ]معادلات
R٠ Pm

P T
m ٠

][
a

b

]
=

[
ue

٠

]
, (١٢.٢)



٢۵ شکل توابع ساخت .٣.٢

داریم، G =

[
R٠ Pm

P T
m ٠

]
فرض با

G

[
a

b

]
=

[
ue

٠

]
, (١٣.٢)

آن در ]که
a

b

]
= [ a١ a٢ · · · an b١ b٢ · · · bm ]T ,

است. زیر به�صورت گره هر در تابعی مقادیر بردار و
ue = [u١, u٢, · · · , un]

T ,

معادله حل با شد. خواهد معکوس�پذیر و متقارن نیز G ماتریس ،R٠ ماتریس بودن متقارن به�دلیل
داریم: ،(١٣.٢)[

a

b

]
= G−١

[
ue

٠

]
.

می�شود، بیان زیر به�صورت u(x) تابع درونیابی

u(x) = [RT (x) P T (x)]G−١

[
ue

٠

]
= φ(x)ue.

می�شود. تعریف (١۴.٢) به�صورت φ(x) شکل توابع ماتریس
φ(x) = [ϕ١(x), ϕ٢(x), · · · , ϕi(x), · · · , ϕn(x)], (١۴.٢)

داریم:

ϕk(x) =
n∑

i=١
Ri(x)Gi,k +

m∑
j=١

Pj(x)Gn+j,k, (١۵.٢)

نشان (١۶.٢) رابطه در Φ(x) شکل توابع مشتقات است. G−١ ماتریس از (i, k) المان Gi,k آن در که
است. شده داده

∂ϕk

∂x
=

n∑
i=١

∂Ri

∂x
Gi,k +

m∑
j=١

∂Pj

∂x
Gn+j,k,

∂ϕk

∂y
=

n∑
i=١

∂Ri

∂y
Gi,k +

m∑
j=١

∂Pj

∂y
Gn+j,k.

(١۶.٢)

همچنین و کرونکر، دلتای خاصیت دارای شعاعی، نقطه�ای درونیابی روش با شده تعین شکل توابع نکته:
در مجزا دو به دو نقاط از مجموعه�ای X = {x(١), . . . , x(N)} می�کنیم فرض هستند. پیوسته و یگانه

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را Q می�باشد. Πm−١(Rd) از پایه�ای π١, . . . , πQ و است، Ω
Q = dim(Πm−١(Rd)) = (m+ d)!/(m!d!)

که کنید فرض می�دهیم. قرار AΦ,X = {Φ(x(i), x(j))}١≤i,j≤N و است P = (πk(x
(j))) ∈ RN×Q

یکتا جوابی b ∈ RN هر برای (١٧.٢) دستگاه بنابراین است، حل�پذیر تک Πm−١(Rd) مجموعه X
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دارد. (ξ(b), η(b)) ∈ RN × RQ )به�صورت
AΦ,X P

P T o

)(
ξ

η

)
=

(
b

٠

)
. (١٧.٢)

می�آید. به�دست g از تقریبی به�صورت که می�دهد، نشان را X روی g درونیاب (١٨.٢) رابطه بنابراین

Ig,X(x) =
N∑
j=١

ξj(g |X)Φ(x, x(j)) +

Q∑
i=١

ηi(g |X)πi(x), x ∈ Ω. (١٨.٢)

داریم b ∈ RN هر برای
ξ(b) = (ξ١(b), . . . , ξN(b))

T , η(b) = (η١(b), . . . , ηQ(b))
T ,

g |X=
(
g
(
x(١)) , . . . , g (x(N)

))T
.

b ∈ RN برای و است معکوس�پذیر AΦ,X ماتریس آنگاه باشد، معین مثبت Φ اگر که، است ذکر به لازم
می�آید، �به�دست زیر به�شکل (١٧.٢) از جوابی

ξ(b) = A−١
Φ,Xb, η(b) = ٠. (١٩.٢)

می�کنیم. یادآوری شرطی معین مثبت هسته� با درونیابی برای را ٩ خطا برآورد نتایج ادامه، در
فضای زیر NΦ(Ω) که کنید توجه .[١٣] باشد Φ با متناظر محلی فضای NΦ(Ω) که می�کنیم فرض
هر برای آنگاه باشند، g, g′ ∈ C(Ω) اگر است. (·, ·)NΦ(Ω) داخلی نیمه ضرب همراه به C(Ω) از خطی

داریم، x ∈ Ω

g(x) =
M∑
j=١

αjΦ(x, yj), g′(x) =
M ′∑
j=١

α′
jΦ(x, y

′
j),

خاصیت این با همچنین است، y١, . . . , yM , y′١, . . . , y
′
M ′ ∈ Ω ،α, α′ ∈ RN ،M,M ′ ∈ N آن در که

است. برقرار زیر رابطه π ∈ Πm−١(Rd) تمام برای که
M∑
j=١

αjπ(yj) =
M ′∑
j=١

α′
jπ(y

′
j) = ٠,

داریم: آنگاه

(g, g′)NΦ
(Ω) =

M∑
j=١

M ′∑
j=١

αjα
′
ℓΦ(yj, y

′
ℓ).

درونی مخروط شرایط ۴.٢

معادله برای تقریبی جواب می�خواهیم که کنید فرض بگیرید. نظر در را Rd از Ω کراندار و باز مجموعه� زیر
یعنی کند، صدق ١٠ درونی مخروط شرایط در Ω که کنید فرض به�علاوه کنیم. حساب Ω روی را (٢.١)

٩Error estimation
١٠Interior cone condition
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ξ(x) ∈ Rd برخی برای زیر رابطه x ∈ Ω هر برای به�طوری�که است، r > ٠ و دارد وجود θ ∈ (٠, π٢ )
است. برقرار |ξ(x)| = ١ با

C(x, ξ(x), θ, r) := {x+ λy : y ∈ Rd, |y| = ١, yT ξ(x) ≥ cos θ, λ ∈ [٠, r]} ⊂ Ω.

با π ∈ Πm−١(Rd) برای هرگاه می�نامند، ١١ حل�پذیر تک را Πm−١(Rd) مجموعه .١.۴.٢ تعریف
باشد. صفر چندجمله�ای X روی π(x) = ٠

خطا برآورد ۵.٢

زیر �به�صورت ،|α| ≤ v همراه به α چنداندیسه هر و g ∈ NΦ(Ω) هر برای درونیابی از حاصل خطای
می�شود. برآورد

|Dαg(x)−DαIg,X(x)| ≤ Cv,R∆
v−|α|
X,Ω |g|NΦ(Ω), x ∈ Ω, (٢٠.٢)

می�شود: تعریف زیر �به�صورت ∆Ω,X و است، |.|NΦ(Ω) = (., .)١/٢NΦ(Ω) که
∆Ω,X = sup

x∈Ω
min

j=١,...,N
|x− x(j)|.

ادامه در باشد. حل�پذیر تک Πm−١(Rd) ،X و کند صدق درونی مخروط شرایط در Ω که کردیم فرض
می�پردازیم. آنها اثبات به گزاره قالب در و می�گیریم، درنظر را مختلفی حالت�های Ω برای

در {x ∈ Rd : |x − x٠| < R} مجموعه�� آنگاه باشد، R > ٠ و x٠ ∈ Rd اگر الف) .١.۵.٢ گزاره
می�کند. صدق درونی مخروط شرایط

در Πd
ℓ=١(aℓ, bℓ) مجموعه� آنگاه باشند، مفروض ℓ = ١, . . . , d برای aℓ < bℓ و aℓ, bℓ ∈ R اگر ب)

می�کند. صدق درونی مخروط شرایط

x
(١)
ℓ , . . . , x

(N)
ℓ مختصات ℓـ�امین از دنباله�ای ℓ = ١, . . . , d هر برای و Nاست، ≥ M فرضکنید ج)

است. تک�حل�پذیر Πm−١(Rd) X آنگاه باشند. مجزا دو به دو

فرض می�دهیم. نشان Ω١ با را باز گوی می�دهیم. قرار θ = π
۴ و r =

R
(١+

√
٢) اثبات برای الف) برهان.

،x ∈ Ω١\{x٠} برای .c(x٠, ξ(x٠), θ, r) ⊂ Ω داریم است، x٠ ∈ Ω١ که ξ(x٠) هر برای کنید
می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را ξ(x)

ξ(x) = −(x− x٠)/|x− x٠|.

|x − x٠| <
√
٢r اگر .yT ξ(x) ≥ cos θ و |y| = ١ با y ∈ Rd و λ ∈ [٠, r] کنید فرض

آنگاه: باشد،
|x+ λy − x٠| ≤ |x− x٠|+ λ|y| (٢١.٢)

١١Unisolvent
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|x − x٠| <
√
٢r و |y| = ١ این�که و r تعریف طبق می�گیرد. r در را خود ماکزیمم مقدار λ

داریم، (٢١.٢) رابطه در است،
|x− x٠|+ λ|y| ≤

√
٢r + r = R.

است. برقرار زیر رابطه پس |x− x٠| ≥
√
٢r اگر

|x+ λy − x٢|٠ = |x− x٢|٠ + ٢λyT (x− x٠) + λ٢|y|٢. (٢٢.٢)

داریم، طرفی از

|y| = ١, ξ(x) = −(x− x٠)

|x− x٠|
, θ =

π

۴ ,

می�بریم، به�کار θ = π
۴ برای را yT ξ(x) ≥ cos(θ) نامساوی درونی مخروط شرایط فرض طبق

داریم، بنابراین
yT ξ(x) ≥ cos(

π

۴),

داریم: گفتیم، ξ(x) برای اثبات ابتدای در که تعریفی از استفاده با
− ٢yT (x− x٠) ≥

√
٢|x− x٠| (٢٣.٢)

می�شود. حاصل زیر رابطه منفی در (٢٣.٢) رابطه طرفین ضرب با
٢yT (x− x٠) ≤ −

√
٢|x− x٠|,

داریم: نتیجه در
|x+ λy − x٢|٠ ≤ |x− x٢|٠ −

√
٢|x− x٠|λ+ λ٢ = f(λ). (٢۴.٢)

خود ماکزیمم مقدار مقدار که است، λ برحسب دوم درجه تابعی (٢۴.٢) نامساوی راست سمت
می�گیرد. λ = ٠ در [٠, r] روی را

٠ ≤ |
√
٢r − r| ≤ |

√
٢r|+ |r| = R.

است. c(x٠, ξ(x٠), θ, r) ⊂ Ω که کردیم ثابت پس است، |x+ λy − x٠| ≤ R بنابراین

زیر ساده� نمونه ابتدا، در می�کنیم. اثبات d ≥ ٢ برای بنابراین است. واضح d = ١ حالت برای ب)
می�کنیم. اثبات را

d∑
i=١

y٢i = ١,
d∑

i=١
yi ≥

√
d− ١ yi ≥ ٠, i = ١, . . . , d. (٢۵.٢)

باشد. دلخواه k ∈ ١, . . . , d می�کنیم فرض شود، حاصل (٢۵.٢) رابطه این�که برای
d∑

i=١
yi =

∑
i ̸=k

yi + yk.

می�شود. حاصل زیر نامساوی پس است،
√
d− ١ ≤

∑
i̸=k yi + yk بنابراین

√
d− ١− yk ≤

∑
i ̸=k

yi.
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می�شود. حاصل زیر رابطه شوارتز کوشی نامساوی از استفاده ∑با
i̸=k

yi =
∑
i ̸=k

١.yi

= ⟨١, . . . ,١⟩ . ⟨y١, . . . , yk−١, yk+١, . . . , yd⟩

≤
√⟨

١٢, . . . ,١٢
⟩
.

(∑
i̸=k

yi
٢

)١/٢

=
√
d− ١.

(∑
i̸=k

yi
٢

)١/٢

,

باشد، برقرار زیر تساوی اگر است،
∑d

i=١ y
٢
i = ١ طرفی ∑از

i̸=k

yi
٢ = ١− y٢k ,

آنگاه
√
d− ١− yk ≤

∑
i̸=k

yi ≤
√
(d− ١)(١− y٢k).

است. برقرار زیر رابطه است، |yk| ≤ ١ زمانی�که
√
d− ١− yk ≥ ٠, (٢۶.٢)

می�شود. بیان (٢٧.٢) به�شکل (٢۶.٢) نامساوی بنابراین
√
d− ١− yk ≤

√
(d− ١)(١− y٢k), (٢٧.٢)

می�رسانیم: دو توان به را (٢٧.٢) رابطه طرف دو
d− ١− ٢

√
d− ١yk + y٢k ≤ (d− ١)(١− y٢k) = d− dy٢k + y٢k − ١,

−٢
√
d− ١yk + dy٢k ≤ ٠,

بنابراین می�باشد.
√
d− ١−yk ≥ ٠ که گفتیم طرفی از است. yk(dyk−٢

√
d− ١) ≤ پس٠

داریم:
yk −

√
d− ١ ≤ ٠,

است. yk ≥ ٠ که دادیم نشان درنتیجه است. dyk − ٢
√
d− ١ ≤ ٠ پس

cos θ برای به�طوری�که می�گیریم، نظر در را θ ∈ (٠, π٢ ) و r = mini(bi − ai)/۴ مجموعه حال
باشیم، داشته

cos θ =
√
(d− ١)/d,

را ξ(x) = (ξ(x)١, . . . , ξ(x)d)
T تابع حال می�گیریم. درنظر باز و مستطیلی مجموعه را Ω٢ و

می�کنیم. تعریف (٢٨.٢) ضابطه با

ξi(x) =

{
١, xi ≤ (ai + bi)/٢,
−١, جاها .سایر

(٢٨.٢)
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می�کنیم، تعریف زیر به�صورت را I−(x) و I+(x) مجموعه�های علاوه به�

I+(x) = {k ∈ {١, . . . , d} : ξk(x) > ٠}, I−(x) = {k ∈ {١, . . . , d} : ξk(x) < ٠}.

داریم: پس است، x+ λy ∈ c(x, ξ(x), θ, r) که کنید ∑فرض
k∈I−(x)

(−yk)
٢ +

∑
k∈I+(x)

y٢k = ١,
∑

k∈I−(x)

(−yk) +
∑

k∈I+(x)

yk ≥
√
d− ١.

،k ∈ I−(x) برای و است yk ≥ ٠ ،k ∈ I+(x) برای که می�گیریم نتیجه (٢٠.٢) رابطه�ی طبق
می�باشد. yk ≤ ٠

k ∈ {١, . . . , d}, aℓ < bℓ, ℓ = ١, . . . , d

داریم: aℓ < bℓ نامساوی و Ω٢ تعریف طبق

ak < xk < bk,

است. برقرار زیر نامساوی است، k ∈ I+(x) حالتی�که در

xk + λyk ≥ xk > ak,

طبق و است، k ∈ I+(x) حالتی�که در می�گیرد. r در را خود ماکزیمم مقدار λ ∈ [٠, r] بازه در λ
از می�باشد. xi ≤ (ai + bi)/٢ که معنا این به است. برقرار ξ(x) > ٠ نامساوی I+(x) تعریف

داریم، r تعریف مطابق طرفی

xk + λyk ≤
ak + bk

٢ + r ≤ ak + bk
٢ +

bk − ak
۴

≤ ak + bk
٢ +

bk − ak
٢ = bk

،xi ≥ (ai + bi)/٢ که معنا این به است، برقرار ξ(x) < ٠ نامساوی k ∈ I−(x) حالتی�که در
می�گردد. xk + λyk ≤ xk ≤ bk منجربه اخیر نامساوی

xk + λyk >
(ak + bk)

٢ − r ≥ (ak + bk)

٢ − (bk − ak)

٢ = ak

می�باشد. c(x, ξ(x), θ, r) ⊂ Ω١ کردیم ثابت پس است، ak < xk + λyk < bk بنابراین

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را xℓ ،ℓ = ١, . . . , d برای می�کنیم. ثابت را حکم d روی استقرا با ج)

xℓ =
{
(x

(١)
١ , . . . , x

(١)
ℓ )

T
, . . . , (x

(N)
١ , . . . , x

(N)
ℓ )

T
}
,

نشان π(x) =
∑m−١

j=٠ cjx
j �به�صورت x ∈ R برای و است، π ∈ Πm−١(R) کنید فرض

داریم، x١ روی π = ٠ برای آنگاه می�دهیم.
١ x

(١)
١ . . .

(
x
(١)
١

)m−١

... ... . . . ...

١ x
(N)
١ . . .

(
x
(N)
١

)m−١




C٠
...

C(m−١)

 = ٠, (٢٩.٢)
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و دارد کامل مرتبه (٢٩.٢) تساوی در واندرموند ماتریس باشند، مجزا دو به دو x(j)ها
١ وقتی�

می�گیرد. صفر مقدار R روی π پس است، c٠ = · · · = cm−١ = ٠ بنابراین است، N ≥ m

و باشد، π ∈ Πm−١(Rℓ+١) اگر باشد. �حل�پذیر (Rℓ)١−Πm-تک ،xℓ که می�کنیم فرض حال
به�صورت را π(x) ،x̃ = (x١, . . . , xℓ)

T و j = ٠, . . . ,m − ١ ،x = (x١, . . . , xℓ) برای
که کنید فرض . است πj ∈ Πm−١−j(Rℓ) که می�دهیم، نشان π(x) =

∑m−١
j=٠ πj(x̃)(xℓ+١)

j

داریم، بنابراین باشد. صفر برابر Xℓ+١ روی π
١ x

(١)
ℓ+١ . . .

(
x
(١)
ℓ+١

)m−١

... ... . . . ...

١ x
(N)
ℓ+١ . . .

(
x
(N)
ℓ+١

)m−١




π٠(x̃)
...

π(m−١)(x̃)

 = ٠,

است. πj(x̃) = ٠ ،j = ٠, . . . ,m − ١ و x̃ ∈ Xℓ هر برای که، گرفتیم نتیجه بالا استدلال در
به می�باشند. π٠ = · · · = πm−١ = ٠ ،Rℓ روی که آوردیم دست به� استقرا از فرض با بنابراین

است. صفر برابر Rℓ+١ روی π که معنا این

مش بدون کالوکیشن روش ۶.٢

در همان�طورکه می�دهیم. شرح (٢.١) سهموی� معادلات برای را مش بدون کالوکیشن روش بخش، این در
گسسته�سازی فرمول از استفاده با حال است. تقریبی تابعی دنبال به روش این شد، ذکر فصل این مقدمه�ی

داریم: [١۶] اویلر وارون روش از استفاده با می�کنیم. شروع (٢.١) معادله از زمان
vk − vk+١

h
+ θvk = ٠, v(tk) = vk,

v(tk+١, x)− v(tk, x)

h
≃ θF (tk+١, x; v(tk+١, .)) + (١− θ)F (tk, x; v(tk, .)), (٣٠.٢)

φ ∈ c٢(Rd) هر برای و θ ∈ [٠,١] ،h = T/n همچنین و است، tk = kh ،k = ٠, . . . , n برای که
است. برقرار (٣١.٢) رابطه

F (t, x;φ) = F (t, x;φ(x), Dφ(x), D٢φ(x)), x ∈ Rd. (٣١.٢)

vk,j با {t٠, . . . , tn}×X در j = ١, . . . , N ، k = ٠, . . . .n برای را (٢.١) معادله از تقریبی جواب
به�دست x ∈ Ω برای {vk,j}j=١,...,N روی مش بدون درونیابی با vh(tk, .) مجموعه می�دهیم. نشان

می�آید،

vh(tk, x) =
N∑
j=١

ξj(vk)Φ(x, x
(j)) +

Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x),



٣٢ مش بدون کالوکیشن روش .٢

صدق X روی (٣٠.٢) تساوی در vh که کنید فرض این بر علاوه است. vk = (vk,١, . . . , vk,N)
T که

است. برقرار زیر رابطه k = ٠, . . . , n− ١ و j = ١, . . . , N برای بنابراین کند.
vk+١,j − vk,j = hθF̃k+١,j(vk+١) + h(١− θ)F̃k,j(vk),

می�باشد، F̃k(vk) = (F̃k,١(vk, . . . , F̃k,N(vk))
T همچنین است، F̃k,j(vk) = F (tk, x

(j); vh(tk, .))

می�شود. حاصل (٣٢.٢) رابطه بنابراین
vk + h(١− θ)F̃k(vk) = vk+١ − hθF̃k+١(vk+١), k = ٠, . . . , n− ١. (٣٢.٢)

است. شده داده نشان زیر در vh(tn, .) نهایی شرایط
vh(tn, x) = If,X(x), x ∈ Ω.

می�شود. حاصل زیر رابطه با b به نسبت (ξ(b), η(b)) بودن خطی
vh(tk, x) = vh(tk+١, x)−h(١−θ)IF (tk,.;vh(tk,.)),X(x)−hθIF (tk+١,.;vh(tk+١,.)),X(x). (٣٣.٢)

نکته

vh تابع بنابراین می�آید، �به�دست ساده بازگشتی فرمول از استفاده با (٣٠.٢) معادله θ = ١ حالتی�که در
می�آید، به�دست x ∈ Ω �برای تکراری درونیابی روش�های با

vh(tk, x) = vh(tk+١, x)− hIF (tk+١,.;vh(tk+١,.)),X(x).



٣ فصل

همگرایی

مقدمه ١.٣

بیان را آن قضیه�ای قالب در که است، مش بدون کالوکیشن روش همگرایی اثبات فصل این اصلی هدف
می�گیریم. درنظر زیر سهموی نهایی مقدار مساله برای را فرض�هایی منظور این به }می�کنیم.

−∂tv + F (t, x, v(t, x), Dv(t, x), D٢v(t, x)) = ٠, (t, x) ∈ [٠, T )× Rd,

v(T, x) = f(x), x ∈ Rd.
(١.٣)

فرض�ها ٢.٣

Γ,Γ′ ∈ Sd و p ∈ Rd ،z ∈ R ،x ∈ Rd ،t ∈ [٠, T ] مانند ثابتی عددهای الف) .١.٢.٣ فرض
داریم، آنگاه باشد، Γ ≥ Γ′ اگر دارند. وجود

F (t, x, z, p,Γ) ≤ F (t, x, z, p,Γ′).

k٠ ∈ (٠,∞) مانند ثابتی مقدار همچنین و داریم، [٠, T ]×Rd×R روی F٠ مانند پیوسته� تابعی ب)
و p, p′ ∈ Rd ،z, z′ ∈ R ،x, x′ ∈ Rd ،t, t′ ∈ [٠, T ] برای زیر رابطه به�طوری�که دارد، وجود

است. برقرار Γ,Γ′ ∈ Sd

|F (t, x, z, p,Γ)− F (t′, x′, z′, p′,Γ′)| ≤

|F٠(t, x, z)− F٠(t
′, x′, z′)|+K٠(|p− p′|+ |Γ− Γ′|).

به�طوری�که دارد، وجود K١,B ∈ (٠,∞) مانند ثابت عددی B ⊂ Rd کراندار مجموعه� هر برای ج)
داریم، Γ ∈ Sd و p ∈ Rd ،z ∈ R ،x ∈ B ،t ∈ [٠, T ] برای

|F (t, x, z, p,Γ)| ≤ K١,B(١+ |z|+ |p|+ |Γ|).



٣۴ همگرایی .٣

از ١ چسبندگی جواب زیر ،[٠, T ]×Rd روی u بالایی شبه-پیوسته تابع مقدار، R یک .٢.٢.٣ تعریف
باشند. برقرار زیر شرط دو اگر می�شود، نامیده (١.٣) نهایی مقدار مساله

ماکزیمم u − φ به�طوری�که باشد، موجود φ مانند هموار تابعی (t, x) ∈ [٠, T ) × Rd هر برای .١
باشد: برقرار زیر نامساوی آنگاه باشد، داشته (t, x) در موضعی

−∂tφ(t, x) + F (t, x, u(t, x), Dφ(t, x), D٢φ(t, x)) ≤ ٠,

باشد. برقرار u(T, x) ≤ f(x) نامساوی x ∈ Rd هر برای .٢

از ٢ چسبندگی جواب ابر ،[٠, T ]×Rd روی u پایینی شبه-پیوسته تابع مقدار، R یک .٣.٢.٣ تعریف
باشند. برقرار زیر شرط دو اگر می�شود، نامیده (١.٣) نهایی مقدار مساله

مینیمم u − φ به�طوری�که باشد، موجود φ مانند هموار تابعی (t, x) ∈ [٠, T ) × Rd هر برای .١
باشد: برقرار زیر نامساوی آنگاه باشد، داشته (t, x) در موضعی

−∂tφ(t, x) + F (t, x, u(t, x), Dφ(t, x), D٢φ(t, x)) ≥ ٠,

باشد. برقرار u(x) ≥ f(x) نامساوی x ∈ Rd هر برای .٢

ابر هم و چسبندگی جواب زیر هم u اگر است، (١.٣) معادله از ٣ چسبندگی uجوابی .۴.٢.٣ تعریف
باشد. (١.٣) معادله از چسبندگی جواب

چسبندگی جواب ابر و u بالایی پیوسته شبه و کراندار چسبندگی جواب زیر هر برای .۵.٢.٣ فرض
(t, x) ∈ [٠, T ]×Rd برای (٢.٣) نامساوی (١.٣) نهایی مقدار مساله از w پایینی پیوسته شبه کراندار،

است. برقرار
u(t, x) ≤ w(t, x). (٢.٣)

j = ١, . . . , N ،k = ٠, . . . , n − ١ برای vk,j مانند یکتایی جواب (٣٣.٢) معادله .۶.٢.٣ فرض
دارد.

m ≥ ١ درجه از شرطی معین مثبت Φ اگر و است، LN = |A−١
Φ,X | آنگاه باشد، معین مثبت Φ اگر

است. شده داده نشان (١٧.٢) رابطه چپ سمت ماتریس در ÃΦ,X که ،LN = |Ã−١
Φ,X | آنگاه باشد،

می�گیریم. درنظر vh کران کردن کنترل برای را زیر فرض�های

برای که دارند، وجود h٠ ∈ (٠,١) ،δ ∈ (٠,١/۵) ،k٣ ∈ (٠,∞) مانند ثابتی عددهای .٧.٢.٣ فرض
است. برقرار زیر رابطه N ≥ N٠ و h ≤ h٠ همچنین و N٠ ≥ ١

hδ
√
NLN exp(٢

√
٢TK١K١)٢+

√
N)LN) ≤ k٣,

١Viscosity Subsolution
٢Viscosity Supersolution
٣Viscosity Solution



٣۵ فرض�ها .٢.٣

می�شود. تعریف زیر به�شکل K٢ و است k١ = k١,Ω ١.٢.٣ فرض اساس بر

K٢ = max


∑

|α|≤٣

max
x,y∈Ω

|DαΦ(x, y)|٢
١/٢

,

∑
|α|≤٣

max
x∈Ω

Q∑
ℓ=١

|Dαπℓ(x)|٢
١/٢

 .

است. شده گرفته درنظر آرگومان اولین به نسبت Φ از جزئی مشتق عنوان به Dα(x, y) این�جا در
cqu > ٠ با cqu ثابت به نسبت مختصات پایه�های Xاز مجموعه�ی که می�کنیم یادآوری فرض٧.٢.٣ برای

باشد. برقرار زیر نامساوی اگر می�شود، نامیده ۴ یکنواخت شبه
qX ≤ ∆Ω,X ≤ cquqX,

می�شود. تعریف زیر به�صورت که است، X از فاصله تفاضل qX
qX =

١
٢ min

i̸=j
|x(i) − x(j)|.

فقط که دارند وجود c١, c٢ > ٠ مانند ثابتی مقادیر آنگاه باشد، یکنواخت شبه cqu > ٠ به نسبت X اگر
است. برقرار (٣.٣) نامساوی طوری�که به دارند، بستگی cqu و d به
c١N

−١/d ≤ qX ≤ c٢N
−١/d. (٣.٣)

داریم، α > ٠ هر برای است، Φ(x, y) = e−α|x−y|٢ حالتی�که در الف) .٨.٢.٣ ١−A∣∣مثال
Φ.X

∣∣ ≤ (٢α)d/٢
c̃d,١

qdxe۴٠٫٧١d
٢/(αq٢X)

می�شوند. تعریف زیر به�صورت c̃d,٢ و c̃d,١

c̃d,١ =
١

٢Γ((d+ ٢/(٢)

(
c̃d,٢√
٨

)d

, c̃d,٢ = ١٢
(
πΓ٢((d+ ٢/(٢)

٩

)١/(d+١)

داریم، (٣.٣) طبق آنگاه باشد، یکنواخت شبه X اگر است. شده داده [١٣]نشان Γ با گاما تابع

LN = |A−١
Φ,X | ≤

(٢α)d/٢
c̃d,١

cd٢N
−١e۴٠٫٧١d

٢N٢/d/(αc٢١)

داریم، α, β > ٠ هر برای است، Φ(x, y) = (α٢ + |x− y|٢)−β حالتی�که در ب)
|A−١

Φ,X | ≤ c̃d,α,βq
β+d/١/٢−٢x exp(٢αc̃d,٢/qX)

برقرار زیر رابطه آنگاه باشد، یکنواخت شبه [١٣] c̃d,α,β معین ثابت به نسبت X اگر بنابراین
است.

LN = |A−١
Φ,X | ≤ c̃d,α,βc

β+d/١/٢−٢
٢ N−(β+d/١/٢−٢)/de٢αc̃d,٢N

١/d/c١

می�شود. استفاده درونیابی از همگرایی آوردن به�دست برای (٢٠.٢) رابطه در زیر شرایط

k = ٠, . . . , n−١ برای F (tk, .; v
h(tk, .)) تابع همچنین و f تابع نهایی مقدار الف) .٩.٢.٣ فرض

دارند. تعلق NΦ(Ω) به

۴Quasi-Uniform



٣۶ همگرایی .٣

داریم، و است h زمانی گام از تابعی مختصات، پایه از N عدد ب)

∆v
X,Ω

(
١+ sup

k=٠,...,n−١
|F (tk,.; v

h(tk, .))|NΦ(Ω)

)
→ ٠, h → ٠.

مش بدون کالوکیشن روش همگرایی ٣.٣

،s ∈ (tk, tk+١) برای بنابراین می�کنیم. اثبات را مش بدون کالوکیشن روش همگرایی بخش این در
می�کنیم. تعریف vh(tk+١, x) و vh(tk, x) از پیوسته درونیابی هر با را vh(s, x)

داریم، بنابراین باشند، برقرار ٩.٢.٣ ٧.٢.٣و ،١.٢.٣ فرض�های که کنید فرض .١.٣.٣ قضیه
lim
h→٠
s→٠

sup
x∈Ω

|vh(s, x)− v(t, x)| = ٠.

نکته

زیر Ω مجموع در ٩.٢.٣ ٧.٢.٣و ،١.٢.٣ فرض�های برای مجموع در ١.٣.٣ قضیه در که می�کنیم فرض
(Rd)١−Πm-تک ،X و می�کند صدق درونی مخروط شرایط در و است، Rd از کراندار و باز مجموعه�ا�ی
شبکه�ای نقاط از Xمجموعه�ای و است، باز مستطیلی مجموعه� Ω وقتی�که شرایط� این تمام است. حل�پذیر

هستند. برقرار باشد، N ≥ m با Ω از یکنواخت شبه

لم�ها ١.٣.٣

می�کنیم. بیان گزاره و لم چند قالب در و می�پردازیم، پیش�نیازهائی بیان ١.٣.٣به قضیه اثبات برای

وجود h١ ∈ (٠,١) ثابت عدد آنگاه باشند. برقرار ٧.٢.٣ و ١.٢.٣ فرض�های که کنید فرض .٢.٣.٣ لم
می�آید. به�دست (۴.٣) رابطه N ≥ N١ و h ≤ h١ برای به�طوری�که است، N١ ≥ ١ همچنین و دارد

max
k=٠,...,n−١

|vk| ≤
(
sup
x∈Ω

|f(x)|+ ١√
٢K٢

)
exp(٢

√
٢TK١K٢

√
N(١+

√
N)LN). (۴.٣)

است. برقرار (۵.٣) نامساوی برهان.
|a|+ |b| ≤

√
٢
√

a٢ + b٢, (۵.٣)

می�کنیم. یادآوری زیر به�صورت را (١٧.٢) رابطه )همچنین
AΦ,X P

P T o

)(
ξ

η

)
=

(
b

٠

)
{

ξ(b) = A−١
Φ,Xb,

η(b) = ٠.
(۶.٣)



٣٧ مش بدون کالوکیشن روش همگرایی .٣.٣

داریم: (۶.٣) رابطه و (۵.٣) نامساوی طبق حال

|ξ(b)|+ |η(b)| ≤
√
٢
√

ξ٢(b) + η٢(b) =
√
٢
√

(A−١
Φ,Xb)

٢ + ٠٢

=
√
٢|A−١

Φ,Xb| =
√
٢|A−١

Φ,X ||b|

می�آید. به�دست (٧.٣) رابطه پس است. جواب vk همچنین و است، LN = |A−١
Φ,X | طرفی از

|ξ(vk)|+ |η(vk)| ≤
√
٢LN |vk|. (٧.٣)

است. زیر به�صورت
∑٢

i=٠ |Divh(tk, x)| ،k هر برای
٢∑

i=٠
|Divh(tk, x)| = vh(tk, x) +Dvh(tk, x) +D٢vh(tk, x),

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت را vh(tk, x)

vh(tk, x) =
N∑
j=١

ξj(vk)Φ(x, y) +

Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x),

٢∑
i=٠

|Divh(tk, x)| =

 N∑
j=١

ξj(vk)Φ(x, y) +

Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x)


+

D
N∑
j=١

ξj(vk)Φ(x, y) +D

Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x)


+

D٢
N∑
j=١

ξj(vk)Φ(x, y) +D٢
Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x)


=

N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y) +
Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x) +D
N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y)

+D

Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x) +D٢
N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y) +D٢
Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x)

≤ max

 N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y) +
Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x) +D

N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y)

+ D

Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x) +D٢
N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y) +D٢
Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x)


η(vk) = (η١(vk), . . . , ηQ(vk))

T و ξ(vk) = (ξ١(vk), . . . , ξN(vk))
T به�صورت η و ξ طرفی از

رابطه
∑N

j=١ ξj(vk) برای شوارتز کوشی نامساوی و تعریف این از استفاده با همچنین می�شوند. تعریف



٣٨ همگرایی .٣

می�شود. حاصل زیر
N∑
j=١

١.ξj(vk) = ⟨١, . . . ,١⟩ ⟨ξ١(vk), . . . , ξN(vk)⟩T

≤
√
١٢ . . .١٢

(
ξ(vk)

١/٢(٢
=

√
N∥ξ(vk)∥ =

√
N max |ξ(vk)|

داریم، همچنین

D

N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y) =
N∑
j=١

١.ξj(vk)DΦ(x, y).

می�شود. حاصل زیر به�صورت vh(tk, x) نتیجه در
٢∑

i=٠
|Divh(tk, x)| ≤ max

 N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y) +
Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x) +D
N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y)

+ D

Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x) +D٢
N∑
j=١

١.ξj(vk)Φ(x, y) +D٢
Q∑
ℓ=١

ηℓ(vk)πℓ(x)


≤ max

(√
N |ξ(vk)|+ |η(vk)|

)
∑

|α|≤٣

max |DαΦ(x, y)|٢
١/٢

,

∑
|α|≤٣

max

Q∑
ℓ=١

|Dαπℓ(x)|٢
١/٢

 = K٢(
√
N |ξ(vk)|+ |η(vk)|)

می�آوریم: به�دست (٧.٣) رابطه طبق
٢∑

i=٠
|Divh(tk, x)| ≤ K٢

√
٢LN |vk|(١+

√
N) ≤

√
٢K١)٢+

√
N)LN |vk|. (٨.٣)

می�شود. حاصل زیر به�صورت |F̃k,j(vk)| ،١.٢.٣ فرض و (٨.٣) از
|F̃k,j(vk)| = |F (tk, x; v

h(tk, x), Dvh(tk, x), D
٢vh(tk, x))|

≤ K١)١+ |vh(tk, x)|+ |Dvh(tk, x)|+ |D٢vh(tk, x)|)

= K١ +K١

٢∑
i=٠

∣∣Divh(tk, x
(j))
∣∣

≤ K١ +
√
٢K١K١)٢+

√
N)LN |vk|

(٩.٣)

است، برقرار y = (y١, . . . , yN)
T ∈ RN برای |y| ≤

√
N maxj=١,...,N |yj| نامساوی طرفی از
می�آید. به�دست (١٠.٣) رابطه بنابراین

|F̃k(vk)| ≤
√
N max |F̃k,j(vk)|. (١٠.٣)

داریم، (١٠.٣) و (٩.٣) رابطه طبق پس
|F̃k(vK)| ≤ K١

√
N +

√
٢K١K٢

√
NLN |vk|+

√
٢K١K٢NLN |vk|.
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داریم، vk برای (٣٢.٢) رابطه طبق بنابراین
|vk| ≤ |vk+١|+ h(١− θ)|F̃k(vk)|+ hθ|F̃k+١(vk+١)|

= |vk+١|+ (h− hθ)(K١
√
N +

√
٢K١K٢

√
NLN |vk|+

√
٢K١K٢NLN |vk|)

+ hθ(K١
√
N +

√
٢K١K٢

√
NLN |vk+١|+

√
٢K١K٢NLN |vk+١|)

= |vk+١|+ hK١
√
N +

√
٢hK١K٢

√
NLN |vk|+

√
٢hK١K٢NLN |vk|

− hθK١
√
N −

√
٢hθK١K٢

√
NLN |vk| −

√
٢hθK١K٢NLN |vk|

+ hθK١
√
N +

√
٢hθK١K٢

√
NLN |vk+١|+

√
٢hθK١K٢NLN |vk+١|

=
(
١+

√
٢hθK١K٢

√
N(١+

√
N)LN

)
|vk+١|

+
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN |vk|+ hK١

√
N,

|vk| −
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN |vk| ≤

(
١+

√
٢hθK١K٢

√
N(١+

√
N)LN

)
|vk+١|+ hK١

√
N,

|vk|(١−
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN) ≤

(
١+

√
٢hθK١K٢

√
N(١+

√
N)LN

)
|vk+١|+ hK١

√
N,

(١١.٣)

رابطه N١ ≥ N٠ و h١ ≤ h٠ برای می�کنیم. تقسیم |vk| ضریب بر را (١١.٣) نامساوی طرف دو حال
است. زیر شرح به N ≥ N١ و h ≤ h١ ، k = ٠, . . . , n− ١ هر برای (١١.٣)

|vk| ≤
١+

√
٢hθK١K٢

√
N(١+

√
N)LN

١−
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN

|vk+١|

+
hK١

√
N

١−
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN

.

می�شود. حاصل زیر نامساوی
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN برای ٧.٢.٣ فرض طبق

√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN ≤ hδ

√
NLN exp(٢

√
٢TK١K١)٢+

√
N)LN)

≤ k٣ ≤
١
٢

می�گیرد. یک در را خود ماکزیمم مقدار پس است، θ ∈ [٠,١] طرفی از
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN ≤ ١

٢

١−
√
٢h(١− θ)K١K٢

√
N(١+

√
N)LN ≥ ١

٢
می�شود. حاصل (١٢.٣) رابطه vk برای پس

|vk| ≤ (١+ ٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
NLN))|vk+١|+ ٢hK١

√
N. (١٢.٣)



۴٠ همگرایی .٣

می�نویسیم. زیر به�شکل K = ٠, . . . , n− ١ هر برای را |vk+١|

(١+ ٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
NLN))|v١)|١+ ٢

√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
NLN))|v٢| · · ·

(١+ ٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
NLN))|vn|,

بنابراین

|vk+١| ≤ (١+ ٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
NLN))

n sup
x∈Ω

|f(x)|,

می�شود. حاصل زیر به�صورت vk برای بالایی کران

|vk| ≤ (١+ ٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
NLN))

n sup
x∈Ω

|f(x)|

+ ٢hK١
√
N
(١+ ٢

√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
NLN))− ١

٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
N)LN

.

می�آید. به�دست زیر رابطه ٧.٢.٣ فرض طبق

|vk| ≤ (١+ ٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
N)LN)

n sup
x∈Ω

|f(x)|

+
١√

٢K١)٢+
√
N)LN

(١+ ٢
√
٢hK١K٢

√
N(١+

√
N)LN)− ١)

≤ exp(٢
√
٢TK١K٢

√
N(١+

√
N)LN) sup

x∈Ω
|f(x)|

+
١√

٢K١)٢+
√
N)LN

(exp(٢
√
٢Tk١k٢

√
N(١+

√
N)LN)),

شد. ثابت حکم درنتیجه

max
k=٠,...,n−١

|vk| ≤
(
sup
x∈Ω

|f(x)|+ ١√
٢K٢

)
exp(٢

√
٢TK١K٢

√
N(١+

√
N)LN).

k۴ ∈ (٠,∞) ثابت�های آنگاه باشند. برقرار ٧.٢.٣ و ۶.٢.٣ ، ١.٢.٣ فرض�های کنید فرض .٣.٣.٣ لم
است. برقرار زیر موارد N ≥ N٢ و h ≤ h٢ برای به�طوری�که دارند، وجود h٢ ∈ (٠,١] و

.
∑

|α|≤٣ |Dαvh(tk, x)| ≤ K۴h
−δ داریم k = ٠, . . . , n− ١ و x ∈ Ω برای الف)

k = ٠, . . . , n − ٢ برای
∑

|α|≤٣ |Dαvh(tk+١, x) −Dαvh(tk, x)| ≤ K۴h
٢−١δ نامساوی ب)

است. برقرار x ∈ Ω و

N ≥ N١ و h ≤ h١ که می�کنیم فرض می�گیریم. درنظر را k = ٠, . . . , n − ١ ثابت الف) برهان.
(١ +

√
N) ≤ ٢

√
N نامساوی همچنین و ٢.٣.٣ لم از استفاده با باشند، فرض٧.٢.٣ مانند
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می�آید. به�دست زیر ∑رابطه
|α|≤٣

|Dαvh(tk, x)| ≤
√
٢K١)٢+

√
N)LN |vk|

≤ ٢
√
٢K٢

√
NLN |vk|

≤ ٢
(
K٢
K٢

+
√
٢K٢ sup

x∈Ω
|f(x)|

)
√
NLN exp(٢

√
٢TK١K٢

√
N(١+

√
N)LN)

= ٢
(
١+

√
٢K٢ sup

x∈Ω
|f(x)|

)
√
NLN exp(٢

√
٢TK١K٢

√
N(١+

√
N)LN)

≤ ٢
(
١+

√
٢K٢ sup

x∈Ω
|f(x)|

)
K٣h

−δ

= K۴h
−δ.

شد. ثابت حکم اولین بنابراین

داریم: بنابراین باشند، خطی b در η(b) و ξ(b) می�کنیم فرض ∑ب)
|α|≤٣

|Dαvh(tk+١, x)−Dαvh(tk, x)| ≤ K٢

(√
N |ξ(vk+١)|+ |η(vk+١)|

)
−K٢

(√
N |ξ(vk)|+ |η(vk)|

)
≤

√
٢K١)٢+

√
N)LN |vk+١ − vk|.

(١٣.٣)

می�کنیم. تعریف (١۴.٣) به�صورت را |Fk(vk)|

|Fk(vk)| =

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=١

Fk,j(vk)

∣∣∣∣∣∣
١/٢

(١۴.٣)

تعریف و (١۴.٣) رابطه طبق بنابراین است. F̃k,j(vk) = F
(
tk, x

(j); vh(tk, .)
)
همچنین

می�شود. حاصل زیر رابطه F̃k,j(vk)

|F̃k(vk)| =

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=١

F̃k,j(vk)

∣∣∣∣∣∣
١/٢

=
N∑
j=١

∣∣F (tk, x(j); vh(tk, x)
)∣∣١/٢

داریم، ١.٢.٣ فرض (ج) قسمت طبق حال

|F (t, x, z, p,Γ)| ≤ K١,B(١+ |z|+ |p|+ |Γ|). (١۵.٣)
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می�آید. به�دست زیر نامساوی |F̃k(vk)| برای (١۵.٣) نامساوی از پس

|F̃k(vk)| ≤

 N∑
j=١

K١)١+
٢∑

i=٠
|Divh(tk, x)|)

١/٢

≤

 N∑
j=١

K٢
١)١+

٢∑
i=٠

|Divh(tk, x
j)|)٢

١/٢

≤ K١
√
N

(
١+

٢∑
i=٠

sup
x∈Ω

|Divh(tk, x
j)|

)
(١۶.٣)

همچنین و نورم تعریف الف، قسمت حکم طبق N ≥ N١ و h ≤ h١ برای (١۶.٣) نامساوی
است. زیر به�صورت |y| ≤

√
N max |yj| رابطه

|F̃k(vk)| ≤ C
√
Nh−δ.

است. برقرار زیر رابطه θ = ٠ برای بنابراین
|vk+١ − vk| ≤ h(١− θ)|F̃k(vk)|+ hθ|F̃k+١(vk+١)| ≤ C

√
Nh١−δ. (١٧.٣)

برای ٧.٢.٣ فرض از استفاده با همچنین و (١٣.٣) نامساوی در (١٧.٣) رابطه جایگذاری با
داریم بزرگ، Nهای و کوچک کافی اندازه به ∑hهای

|α|≤٣

|Dαvh(tk+١, x)−Dαvh(tk, x)| ≤
√
٢k١)٢+

√
N)LN |vk+١ − vk|

≤
√
٢k١)٢+

√
N)LNC

√
Nh١−δ

= c(١+
√
N)

√
NLNh

١−δ

≤ ch١−δh−δ

= ch٢−١δ.

شد. ثابت حکم دومین بنابراین

زیر به�صورت به�ترتیب را X و D ،k > ٠ و h > ٠ برای می�گیریم. درنظر ٣.٣.٣ لم مانند را k۴
می�کنیم. تعریف

Dh,δ =
{
(p,Γ) ∈ Rd × Sd : |p|, |Γ| ≤ K۴h

−δ
}
, (١٨.٣)

Xh,k =
{
w ∈ Rd : |w| ≤ h−k

}
. (١٩.٣)

می�باشد. [١٠] در (۴.١) لم از دیگری نوع ۴.٣.٣ لم

،β ∈ (٠,∞) ،h٣ ∈ (٠,١] ثابت اعداد آنگاه است، کراندار و باز O ⊂ Rd کنید فرض .۴.٣.٣ لم
{φh}h∈(٠,h٣] ⊂ C٣(O) و (t, x, z) ∈ [٠, T ]× O × R برای به�طوری�که دارند، وجود k ∈ (٠,∞)

داریم، را (٢٠.٣) نامساوی ،h ∈ (٠, h٣] همچنین ∑و
|α|≤٣

sup
y∈O

|Dαφh(y)| ≤ K۴h
−δ, (٢٠.٣)
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است. برقرار زیر رابطه پس

∣∣∣∣∣φh(x) − hF (t, x, z,Dφh(x), D٢φh(x))

− sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
φh(x+

√
hw)

−
√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (t, x, z, p,Γ)

] ∣∣∣∣∣
≤ Ck٠,K۴h

١+β

برای همچنین می�گیریم، درنظر را φh ∈ C٣(O) دلخواه ثابت ابتدا لم همین صورت طبق برهان.
سپس است. برقرار

∑
|α|≤٣ supy∈O |Dαφh(y)| ≤ K۴h

−δ نامساوی (t, x, z) ∈ [٠, T ]×O×R

قرار F (p,Γ) = F (t, x, z, p,Γ) سادگی برای همچنین و Γ٠ = D٢ϕ(x) ،p٠ = Dϕ(x) ، φ = φh

δ < ١
۵+ε

طوری�که به دارد، وجود ε > ٠ است، δ < ١/۵ که وقتی (p,Γ) ∈ Dh,δ برای می�دهیم.
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت k > ٠ برای آنگاه است،

k =
١
٣

(
۵

١٠+ ٢ε − δ

)
.

x+
√
hw ∈ Ω و h ∈ (٠, h٣] ،w ∈ Xh,k برای به�طوری�که می�گیریم، درنظر را h٣ ∈ ثابت[٠,١) حال

می�بریم. به�کار لم حکم عبارت سومین در ϕ روی را تیلور بسط است.

sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
φ(x+

√
hw)−

√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (p,Γ)

]
= sup

(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
φ(x) +

√
hwφ′(x) +

١
٢(

√
hw)٢φ′′(x)−

√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (p,Γ)

]
= φ(x) + sup

(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[√
hwT (φ′(x)− p) +

h

٢w
T (φ′′(x)− Γ)w − hF (p,Γ)

]
,

(٢١.٣)

قرار (٢١.٣) رابطه در گفتیم، اثبات ابتدای در D٢ϕ(x) و Dϕ(x) برای که نمادگذاری از استفاده با
می�دهیم.

sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
φ(x+

√
hw)−

√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (p,Γ)

]
= φ(x) + sup

(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[√
hwT (p٠ − p) +

h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

]
,

(٢٢.٣)

کمترمساوی (٢٠.٣) نامساوی و Xh,k مجموعه تعریف طبق ،(٢٢.٣) نامساوی راست سمت بنابراین
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می�شود. حاصل زیر به�صورت (٢١.٣) رابطه بنابراین می�شود. K۴h
−δh− ٣

٢h−٣k

sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
φ(x+

√
hw)−

√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (p,Γ)

]
≥ φ(x)− ch−δ+ ٣

٣−٢k + sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[√
hwT (p٠ − p)

+
h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

]
= φ(x)− ch٣+١٠ε/٢+١٠ε + sup

(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[√
hwT (p٠ − p)

+
h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

]
,

(٢٣.٣)

است. برقرار ch٣+١٠ε/٢+١٠ε ≥ ch٣+١ε/٢+١٠ε نامساوی همچنین می�دهیم، قرار Γ = Γ٠ و p = p٠

است. φ(x) − ch٣+١ε/٢+١٠ε − hF (p,Γ) از بزرگتر (٢٣.٣) نامعادله�ی راست سمت که یافتیم پس
آنگاه باشد، برقرار زیر رابطه اگر می�گیریم. درنظر (p,Γ) ∈ Dh,δ نامساوی، عکس دادن نشان برای

بگیریم. درنظر λ ∈ (٠,٢k − δ) می�توانیم

٢k − δ =
٢
٣

(
۵

١٠+ ٢ε − δ

)
− δ =

۵
٣

(
١

۵+ ε
− δ

)
> ٠

می�باشد، Γ ≤ Γ٠ + hγI پس است. h−γ از بزرگتر Γ٠ − Γ از µ ویژه مقدار مینیمم که کنید فرض
داریم، الف قسمت ١.٢.٣ فرض طبق به�طوری�که

F (p,Γ) ≥ F (p٠,Γ٠ + hγI).

است. برقرار زیر نامساوی ١.٢.٣ فرض ب قسمت طبق دیگر طرفی از

|F (t, x, z, p,Γ)− F (t, x, z, p٠,Γ٠)| ≤ |F٠(t, x, z)− F٠(t, x, z)|+ k٠|p− p٠|+ k٠|Γ− Γ٠|

≤ k٠|p− p٠|+ k٠h
γ,

می�شود. حاصل (٢۴.٣) رابطه بنابراین دادیم، قرار F (p,Γ) = F (t, x, z, p,Γ)

|F (p,Γ)− F (p٠,Γ٠)| ≤ k٠|p− p٠|+ k٠h
γ. (٢۴.٣)

بنابراین |F (t, x, z, p,Γ)| ≥ |F (t, x, z, p′,Γ′)| داریم F (p,Γ) برای پیوستگی تعریف از استفاده با
F (p٠,Γ٠) جابه�جایی و (٢۴.٣) رابطه در منفی ضرب با نتیجه در است. F (p,Γ) ≥ F (p٠,Γ٠)

می�شود. حاصل زیر نامساوی

F (p,Γ) ≥ F (p٠,Γ٠)− k٠|p− p٠| − k٠h
γ,
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داریم، بنابراین
√
hw(p٠ − p)T +

h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

≤
√
hw(p٠ − p)T +K۴hh

−δ|w|٢ − hF (p٠,Γ٠)

+ k٠h|p− p٠|+K٠h
١+γ

=
√
hw(p٠ − p)T +K۴h

١−δ|w|٢ − hF (p٠,Γ٠)

+K٠h|p− p٠|+K٠h
١+γ,

(٢۵.٣)

(٢۵.٣) نامساوی راست سمت بنابراین می�گیریم. درنظر صفر مساوی را w است، p = p٠ که حالتی در
نامساوی در w = −hδ (p٠−p)

|p٠−p| انتخاب با جاها سایر در می�شود. −hF (p٠,Γ٠) + k٠h
١+γ برابر

داریم، (٢۵.٣)
√
hw(p٠ − p)T +

h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

= −h
١
٢+δ|p٠ − p|+K۴h

١+δ − hF (p٠,Γ٠) +K٠h|p− p٠|+K٠h
١+γ

= |p٠ − p|(−h
١
٢+δ +K٠h)− hF (p٠,Γ٠) +K۴h

١+δ +K٠h
١+γ

≤ −hF (p٠,Γ٠) + (K٠ +K۴)h
١+min{γ,δ}.

−h١/٢+δ + k٠h ≤ ٠ نامساوی به�طوری�که دارد، وجود h′
٣ ∈ (٠, h′

٣] کوچک کافی اندازه به h هر برای
است. برقرار h ∈ (٠.h′

٣] تمام برای

می�گیریم، درنظر را w ̸= ٠ سپس است. −hγ از کمتر Γ٠−Γ از µ ویژه مقدار مینیمم که کنید فرض
می�شود. حاصل زیر نامساوی انتخاب این با است. |w| = h−k و (p٠ − p)Tw ≤ ٠ به�طوری�که

√
hw(p٠ − p)T +

h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

≤ h

٢µ|w|
٢ − hF (p٠,Γ٠) + hK٠(|p− po|+ |Γ− Γ٠|),

داریم، |p|, |Γ| ≤ K۴h
−δ و |w| < h−k ،µ < −hγ نامساوی�های از استفاده با بنابراین

√
hw(p٠ − p)T +

h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

≤ −h

٢h
γh−٢k − hF (p٠,Γ٠) + ۴K٠K۴h

١−δ

≤ −hF (p٠,Γ٠) +
h−δ

٢
(
−h١+γ−٢k+δ + ٨K٠K۴h

)
,

(٢۶.٣)

h′′
٣ ∈ (٠, h′

٣] ثابت عدد بنابراین است. برقرار (٢۶.٣) نامساوی کوچک کافی اندازه به h هر برای
است. −h١+γ−٢k+δ + ٨K٠K۴h ≤ ٠ نامساوی h ∈ (٠, h′′

٣] تمام برای به�طوری�که دارد، وجود
برای که کردیم اثبات درنتیجه می�شود. −hF (p٠,Γ٠) با برابر (٢۶.٣) نامعادله راست سمت بنابراین



۴۶ همگرایی .٣

داریم، (p,Γ) ∈ Dh,δ هر

inf
w∈Xh

[√
hw(p٠ − p)T +

h

٢w
T (Γ٠ − Γ)w − hF (p,Γ)

]
≤ −hF (p٠,Γ٠) + ch١+β,

(٢٧.٣)
جمله دومین روی φ تیلور بسط از استفاده با است. برقرار (٢٧.٣) نامساوی β = βδ از برخی برای

می�آوریم. به�دست را زیر رابطه (٢٧.٣) رابطه

sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
φh(x+

√
hw)−

√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (p,Γ)

]
≤ −hF (p٠,Γ٠) + Ck٠,K۴h

١+β

شد. کامل لم اثبات نتیجه در

است. کراندار x و h به نسبت دقیق به�طور vh تابع که کنید توجه

مثبتی ثابت مقدار و h۴ ∈ ثابت[٠,١) عدد است، شده اعمال ١.٣.٣ قضیه در زیر فرض�های .۵.٣.٣ لم
|vh(tk, x)| ≤ K۵ نامساوی x ∈ Ω و h ≤ h۴ ،k = ٠, . . . , n برای به�طوری�که دارد، وجود K۵ مانند

است. برقرار

می�دهد. نتیجه h ∈ (٠,١] و x ∈ Ω برای را زیر نامساوی f ∈ C(Ω) و ٩.٢.٣ فرض برهان.
|vh(tn, x)| ≤ Bn, (٢٨.٣)

k ≤ n−١ برای که کنید فرض است. برقرار (٢٨.٣) نامساوی Bn مثبت ثابت عددهای از برخی برای
زیر به�صورت (٢٩.٣) رابطه h ∈ (٠, h۴] و x ∈ Ω برای به�طوری�که است، برقرار Bk+١ > ٠ نامساوی

می�شود. تعریف
|vh(tk+١, x)| ≤ Bk+١. (٢٩.٣)

است. برقرار (٢٩.٣) نامساوی است، شده مشخص زیر در که h۴ ∈ (٠,١] ثابت عدد از برخی برای
می�نویسیم. زیر به�صورت را vh(tk, ·) آوریم، به�دست vh(tk, ·) از کرانی این�که برای

vh(tk, x) = vh(tk+١, x)− hF
(
tk+١, x; v

h(tk+١, .)
)
+ hRh

١ + hRh
٢ + hRh

٣, (٣٠.٣)

می�شوند. تعریف زیر به�صورت θ ∈ [٠,١] برای Rh
٣ و Rh

٢ ،Rh
١

Rh
١ = (١− θ)

(
F (tk, x; v

h(tk, .)
)
− IF(tk,x;vh(tk,.)),X(x),

Rh
٢ = θ

(
F (tk+١, x; v

h(tk+١, .)
)
− θIF(tk+١,x;vh(tk+١,.)),X(x),

Rh
٣ = (١− θ)

(
F (tk+١, x; v

h(tk+١, .)
)
− F (tk, x; v

h(tk, .)).

است. برقرار (٣١.٣) رابطه ١.٢.٣ فرض ب قسمت طبق F∣∣حال (tk+١, x; vh(tk+١, .))− F
(
tk, x; v

h(tk, .)
) ∣∣

≤
∣∣F٠
(
tk+١, x; v

h(tk+١, .)
)
− F٠

(
tk, x; v

h(tk, .)
) ∣∣

+K٠
∣∣Dvh(tk+١, x)−Dvh(tk, x)

∣∣+K٠
∣∣D٢vh(tk+١, x)−D٢vh(tk, x)

∣∣ .
(٣١.٣)



۴٧ مش بدون کالوکیشن روش همگرایی .٣.٣

می�کند، میل بی�نهایت به h وقتی گرفت، نتیجه می�توان (٣١.٣) رابطه و ٣.٣.٣ لم ،٩.٢.٣ فرض از
لم از پس است. کراندار h به نسبت

∑٣
i=١ sup |Rh

i (x)| بنابراین می�کنند. میل Rh
١, R

h
٢, R

h
٣ → ٠

داریم، ۴.٣.٣

|φh(x)− hF (t, x, z,Dφh(x), D٢φh(x))| ≤

∣∣∣∣∣ sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
φh(x+

√
hw)

−
√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (t, x, z, p,Γ)

] ∣∣∣∣∣+Ch

(٣٢.٣)

می�دهیم. قرار φh(x) = vh(tk+١, x)

|vh(tk+١, x)− hF (t, x, z,Dvh(tk+١, x), D
٢vh(tk+١, x))| ≤

∣∣∣∣∣ sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k[

vh(tk+١, x+
√
hw)−

√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (t, x, z, p,Γ)

] ∣∣∣∣∣+Ch

می�شود. حاصل زیر نامساوی (٣٠.٣) رابطه در vh(tk, x) تعریف ,vh(tk∣∣طبق x)∣∣ ≤ |Q|+ Ch,

می�کنیم، تعریف (٣٣.٣) رابطه به�صورت را Q

Q = sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
vh(tk+١, x+

√
hw)−

√
hwTp

− h

٢w
TΓw − hF (t, x, vh(tk+١, x), p,Γ)

]
.

(٣٣.٣)

می�دهیم. قرار Γ = ٠ و p = ٠ (٣٣.٣) رابطه در

Q = sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

[
vh(tk+١, x)− hF (t, x, vh(tk+١, x)

]
≥ −K١h− (١+K١h)Bk+١,

(٣۴.٣)

همچنین و F (t, x, vh(tk+١, x)) برای ١.٢.٣ فرض ج قسمت طبق ،(٣۴.٣) نامعادله راست سمت
کران آوردن به�دست برای می�توانیم را (٣۵.٣) نامساوی بنابراین می�شود. حاصل ،(٢٩.٣) نامساوی

بنویسیم. Q از بالایی

Q ≤ Bk+١ + sup
(p,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈Xh,k

Qp,Γ,w. (٣۵.٣)

Qp,Γ,w = −
√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (t, x, vh(tk+١, x), p,Γ). (٣۶.٣)

کند، صدق زیر در که باشد، داشته وجود w ∈ Xh,k ،(p,Γ) ∈ Fh,δ هر برای اگر

Qp,Γ,w ≤ K١hBk+١ + Ch



۴٨ همگرایی .٣

در باشد. −hγ مساوی یا بزرگتر −Γ ویژه مقدار مینیمم که کنید فرض ابتدا است. (p,Γ) ∈ Fh,δ آنگاه
می�شود. زیر رابطه منجربه این و دهیم قرار w = ٠ می�توانیم آنگاه باشد، p = ٠ اگر (٣۶.٣) رابطه

Qp,Γ,w ≤ −hF (t, x, vh(tk+١, x),٠, hγI)

≤ K١hBk+١ +K١h+K١h
١+γ.

نامساوی ١.٢.٣ فرض ج قسمت طبق می�دهیم. قرار w = hδ p
|p| باشد، p ̸= ٠ اگر (٣۶.٣) رابطه در

داریم، را زیر

Qp,Γ,w ≤ −h١/٢+δ|p|+ ١
٢h

٢+١δ+γ +K١h(١+Bk+١)

+K١h|p|+K١h
١+γ

≤ |p|
(
−h١/٢+δ +K١h

)
+ Ch+K١hBk+١,

(٣٧.٣)

برقرار h′
۴ ∈ (٠, h٣] از برخی همراه به h١/٢+δ +K١h ≤ ٠ نامساوی h ∈ (٠, h′

۴] ثابت عدد برای
می�شود. (٣٨.٣) نامساوی منجربه� (٣٧.٣) رابطه پس است.

Qp,Γ,w ≤ Ch+K١hBk+١ (٣٨.٣)

که است، ویژه بردار با متناظر w آنگاه باشد، −hγ از کمتر −Γ ویژه مقدار مینیمم که کنید فرض حال
این با می�گیریم. درنظر |w| = h−k به�صورت را w همچنین می�کند. صدق −pTw ≤ ٠ نامساوی در

داریم، انتخاب

Qp,Γ,w ≤ −h١+γ−٢k

٢ +K١h(١+Bk+١) + ٢K١h
١−δ

= −h١+γ−٢k+δ + ۴K١h+K١h(١+Bk+١)

≤ K١h(١+Bk+١).

(٣٩.٣)

−h١+γ−٢k+δ + ۴K١h ≤ ٠ ،h ∈ (٠, h۴] برای به�طوری�که دارد، وجود h۴ ∈ (٠, h′
۴] ثابت عدد

برای Q از بالایی کران (٣۵.٣) نامساوی در (٣٩.٣) و (٣٨.٣) روابط جایگذاری با بنابراین است.
می�آید. به�دست زیر به�صورت h ≤ h۴

|Q| ≤ (١+K١h)Bk+١ + Ch (۴٠.٣)

در صدق�پذیر {Bk}های از دنباله�ای درنتیجه می�دهیم. نشان Bk با را (۴٠.٣) نامساوی راست سمت
آوردیم. به�دست Bk = (١+K١h)Bk+١ + Ch

|vh(tk+١, x)| ≤ Bk + Ch = K۵.

همگرایی اثبات ۴.٣

می�کنیم. ثابت زیر گزاره�ی در را ١.٣.٣ قضیه اول بخش



۴٩ همگرایی اثبات .۴.٣

برای یکتا چسبندگی جواب v پس باشند. برقرار ۵.٢.٣ و ١.٢.٣ فرض�های کنید فرض .١.۴.٣ گزاره
است. (٢.١) معادله از v ∈ C([٠, T ]× Rd)

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت {v̂h(tk, .)}nk=٠ توابع از خانواده�ای ,v̂h(tnبرهان. x) = f(x), x ∈ Rd,

v̂h(tk, x) = Φh
[
v̂h(tk+١, .)

]
(tk, x), x ∈ Rd,

است. زیر به�صورت Φh که

Φh[φ](t, x) = sup
(ρ,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈χh,k

[
φ(x+

√
hw)−

√
hwTp− h

٢w
TΓw − hF (t, x, φ(x), p,Γ)

]
.

دارد. را زیر ویژگی�های Φh که داد نشان می�توان ۵.٣.٣ و ۴.٣.٣ لم از استفاده با پس

است. برقرار Φh[φ١] ≤ Φh[φ٢] نامساوی φ١ ≤ φ٢ با φ١, φ٢ ∈ Rd توابع برای یکنوایی: الف)

داریم: تیلور بسط از استفاده با برهان.

Φh[φ١](t, x) = φ١(x)+ sup
(ρ,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈χh,k

[√
hwT (φ′

١−p)+
h

٢w
T (φ′′

١−Γ)w−hF (p,Γ)
]

Φh[φ٢](t, x) = φ٢(x)+ sup
(ρ,Γ)∈Dh,δ

inf
w∈χh,k

[√
hwT (φ′

٢−p)+
h

٢w
T (φ′′

٢−Γ)w−hF (p,Γ)
]

φ١ ≤ φ٢ ⇒ Φh[φ١](t, x) ≤ Φh[φ٢](t, x).

داریم. را زیر رابطه φ ∈ C٠])٢, T ]× Rd) برای سازگاری: ب)

lim
(x,y)→(t,x)
c→٠,h→٠

١
h

[
Φh[φ(s+ h, .) + c](s, y)− (φ(s, y) + c)

]
= ∂tφ(t, x)−F (t, x, φ(t, .)).

کراندار x در موضعی به�طور همچنین و است، کراندار h در یکنواخت به�طور v̂h(tk, x) پایداری: ج)
که می�گیریم نتیجه [١] در چسبندگی جواب روش مانند و ویژگی�ها این بودن برقرار با است.

می�باشد. یکتا چسبندگی جواب و است، lim v(t, x) = lim(s,y)→(t,x),h→٠ v
h(s, y)

برای که می�کنیم فرض پذیرفتیم. شده، داده توضیح [١] در که را چسبندگی حل روش ١.٣.٣ برهان.
(۴١.٣) رابطه (t, x) ∈ [٠, T ]× Rd برای است. vh(t, x) = v(t, x) ،(t, x) ∈ [٠, T ]× (Rd\Ω)

است. برقرار

v̄(t, x) = lim
h→٠

sup
s→t
y→x

vh(s, y), (۴١.٣)



۵٠ همگرایی .٣

[٠, T ]×Rd روی v̄ ۵.٣.٣ لم طبق می�باشد. (٢.١) معادله از چسبندگی جوابی زیر v̄ که می�دهیم نشان
ماکزیمم v̄−φ به�طوری�که می�گیریم، درنظر φ ∈ C٠])٣, T ]×Ω) و (t, x) ∈ [٠, T )×Ω ثابت است.

داریم، (s, y) ∈ Br(t, x) برای است. r > ٠ آنگاه باشد، داشته (t, x) در موضعی

(v̄ − φ)(s, y) ≤ (v̄ − φ)(t, x).

برای است. Br(t, x) ⊂ [٠, T ]× Ω همچنین می�باشد. مرکز در r شعاع با بسته�ای گوی Br(t, x) که
است. برقرار زیر رابطه (s, y) ∈ Br(t, x)

φ̃(s, y) = φ(s, y)− (φ(t, x)− v̄(t, x)) + |s− t|٢ + |y − x|٢. (۴٢.٣)

v̄− φ̃ از اکید ماکزیمم (t, x) یعنی است، v̄(t, x) = φ̃(t, x) که گرفت نتیجه می�توان (۴٢.٣) رابطه از
با v̄(t, x) = φ(t, x) درنتیجه می�دهیم، قرار φ = φ̃ نکته این از استفاده با است. Br(t, x) روی
روابط m → ∞ وقتی به�طوری�که است، (s̃k, ỹk) ∈ Br(t, x) و دارد وجود hkای ،v̄ تعریف از استفاده

هستند. برقرار زیر

hm → ٠, (s̃m, ỹm) → (t, x), vhm(s̃m, ỹm) → v̄(t, x).

رابطه i = im = ٠, . . . , n − ١ از برخی برای sm = ihm که می�گیریم درنظر طوری� را ym و sm

می�شود. حاصل زیر به�صورت (۴٣.٣)

(vhm − φ)(sm, ym) ≥ sup
(s,y)∈Br(t,x)

(vhm − φ)(s, y)− h
٣
٢
m (۴٣.٣)

گرفت، درنظر Br(t, x) کراندار مجموعه�ی از می�توان mرا ≥ ١ برای (sm, ym) از دنباله�ای این بر علاوه
به�صورت را cm بنابراین دارد. وجود دنباله�ای زیر با همراه (t̃, x̃) ∈ Br(t, x) مانند حدی نقطه�ا�ی پس

داریم: می�کنیم، تعریف cm = (vhm − φ)(sm, ym)

٠ = (v̄−φ)(t, x) = lim
m→∞

(vhm −φ)(s̃m, ỹm) ≤ lim inf
m→∞

cm ≤ lim sup
m→∞

cm ≤ (v̄−φ)(t̃, x̃).

میل cm → ٠ وقتی بنابراین است. (t̃, x̃) = (t, x) که می�گیریم نتیجه باشد، اکید ماکزیمم (t, x) وقتی�
داریم، x همسایگی در y هر برای (۴٣.٣) رابطه طبق می�کند. ,sm)میل ym) → (t, x) آنگاه کند،

cm = (vhm − φ)(sm, ym) ≥ sup
(s,y)∈Br(t,x)

(vhm − φ)(s, y)− h
٣
٢
m

φ(sm + hm, y) + cm + h
٣
٢
m ≥ vhm(sm + hm, y) (۴۴.٣)

است. برقرار زیر رابطه کند، میل m → ∞ وقتی ٣.٣.٣ لم از استفاده با حال
٢∑

i=٠
|Divhm(sm + hm, ym)−Divhm(sm, ym)| → ٠,

داریم، خاص حالت در .

lim
m→∞

vhm(sm + hm, ym) = lim
m→∞

vhm(sm, ym) = v̄(t, x) = φ(t, x).



۵١ همگرایی اثبات .۴.٣

است. برقرار (۴۵.٣) رابطه ١.٢.٣ فرض از استفاده با F∣∣∣همچنین (sm + hm, ym; v
hm(sm + hm, .))− F (sm, ym; v

hm(sm, .))
∣∣∣

≤
∣∣∣F٠(sm + hm, ym; v

hm(sm + hm, ym))− F٠(t, x, φ(t, x))
∣∣∣

+
∣∣∣F٠(t, x, φ(t, x))− F٠(sm, ym; v

hm(sm, ym))
∣∣∣

+K٠

∣∣∣Dvhm(sm + hm, ym)−Dvhm(sm, ym)
∣∣∣

+
∣∣∣D٢vhm(sm + hm, ym)−D٢vhm(sm, ym)

∣∣∣.
(۴۵.٣)

داریم، زیر به�صورت ۵.٣.٣ لم اثبات مانند را vh(sm, ym)

vhm(sm, ym) = vhm(sm + hm, ym)− hmF (sm + hm, ym; v
hm(sm + hm, .))

+ hmR
m
١ + hmR

m
٢ + hmR

m
٣ ,

می�شوند. تعریف زیر به�صورت θ ∈ [٠,١] برای Rm
٣ و Rm

٢ ،Rm
١ که

Rm
١ = (١− θ)

(
F (sm, ym; v

hm(sm, .)
)
− IF(sm,.;vh(sm,.)),X(ym),

Rm
٢ = θ

(
F (sm + hm, ym; v

hm(sm + hm, .)
)
− IF(sm+hm,.;vhm (sm+hm,.)),X(ym),

Rm
٣ = (١− θ)

(
F (sm + hm, ym; v

hm(sm + hm, .)
)
− F (sm, ym; v

hm(sm, .)).

کنید فرض می�کنند. میل Rm
١ , R

m
٢ , R

m
٣ → ٠ می�دهند نشان (۴۵.٣) رابطه و ٣.٣.٣ لم ،٩.٢.٣ فرض

برقرار {vh(sm + h, .), φ(sm + h, .)}h∈(٠,١],m≥١ خانواده برای ۴.٣.٣ لم و (۴۵.٣) نامساوی که
داریم، بزرگ کافی اندازه به m هر برای باشند.

vhm(sm, ym)

≤ sup
(p,Γ)∈Dhm,δ

inf
w∈χhm,k

[
vhm(sm + hm, ym +

√
hmw)−

√
hmp

Tw − hm

٢ wTΓw

− hmF (sm + hm, ym, v
hm(sm + hm, ym), p,Γ)

]
+hmR

m
١ + hmR

m
٢ + hmR

m
٣ + Ch١+β

m

≤ sup
(p,Γ)∈Dhm,δ

inf
w∈χhm,k

[
φ(sm + hm, ym +

√
hmw)−

√
hmp

Tw − hm

٢ wTΓw

− hmF (sm + hm, ym, v
hm(sm + hm, ym), p,Γ)

]
+cm + h

٣
٢
m + hmR

m
١ + hmR

m
٢ + hmR

m
٣ + Ch١+β

m

≤ φ(sm + hm, ym)− hmF (sm + hm, ym, v
hm(sm + hm, ym), Dφ(sm + hm, ym),

D٢φ(sm + hm, ym)) + cm + h
٣
٢
m + hmR

m
١ + hmR

m
٢ + hmR

m
٣ + Ch١+β

m .

(۴۶.٣)

بر (۴۶.٣) نامساوی طرفین تقسیم با همچنین و (cm + φ(sm, ym)) = vhm(sm, ym) تعریف طبق



۵٢ همگرایی .٣

می�شود. حاصل زیر به�صورت (۴٧.٣) نامساوی −hm

− ١
hm

(φ(sm + hm, ym)− φ(sm, ym))

+ F (sm + hm, ym, v
hm(sm + hm, ym), Dφ(sm + hm, ym), D

٢φ(sm + hm, ym))

≤ ٠
(۴٧.٣)

به�دست (۴٨.٣) رابطه بنابراین کند. میل m → ∞ که می�کنیم فرض بزرگ کافی قدر به m هر برای
می�آید.

− ∂tφ(t, x) + F (t, x, v̄(t, x), Dφ(t, x), D٢φ(t, x)) ≤ ٠ (۴٨.٣)

vh تعریف طبق است، (t, x) ∈ {T} × Rd حالتی�که در آمد. به�دست (t, x) در جواب زیر ویژگی
جواب زیر ویژگی�های بنابراین است. برقرار v̄(t, x) = f(x) تساوی ٩.٢.٣ فرض الف قسمت و
همانند داد. خواهیم نشان را است (t, x) ∈ [٠, T ) × ∂Ω حالتی�که ادامه در است. برقرار چسبندگی
(۴۴.٣) در که m ≥ ١ برای بگیریم درنظر (hm, sm, ym) از دنباله�ای می�توانیم اثبات اول بخش

داریم، به�علاوه می�گیریم. درنظر (sm, ym) → (t, x) و است صدق�پذیر
vhm(sm, ym) = cm + φ(sm, ym) → φ(t, x) = v̄(t, x).

باشد. ym ∈ Rd\Ω ،m ≥ m٠ تمام برای به�طوری�که باشد، داشته وجود m٠ ≥ ١ ثابت عدد اگر پس
است. برقرار زیر رابطه می�کند، میل m → ∞ وقتی

vhm(sm, ym) = v(sm, ym) → v(t, x),

به�طوری�که دارد وجود {ym} مانند دنباله�ای زیر جاها سایر در است. برقرار جواب زیر ویژگی بنابراین
(۴٧.٣) نامساوی دنباله این با کند. میل ymj

→ x می�کند، میل j → ∞ وقتی ،ymj
∈ Ω برای

که کنید فرض سپس می�کنیم. جایگذاری (hmj
, smj

, ymj
) با را (hm, sm, ym) و می�آوریم، به�دست را

استدلالی با آوردیم. به�دست (t, x) ∈ [٠, T ) × ∂Ω در را (۴٨.٣) رابطه بنابراین کند، میل j → ∞

است. (٢.١) معادله از چسبندگی ابرجواب (۴٩.٣) رابطه که دهیم نشان می�توانیم مشابه
v(t, x) = lim inf

s→t,y→x
h↘٠

vh(s, y), (t, x) ∈ [٠, T ]× Rd (۴٩.٣)

v̄ ≤ v تعریف، طبق به�علاوه است. برقرار v ≤ v̄ نامساوی (۴٩.٣) و (۴١.٣) رابطه دو مقایسه با حال
است. v̄ = v که کردیم اثبات بنابراین می�باشد.



۴ فصل

عددی حل

مقدمه ١.۴

معادلات به خطی غیر جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات تبدیل برای روشی ابتدا فصل این در
[١٩] کارلو مونت روش و [١٧] براونی حرکت درمورد می�کنیم. ارائه خطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل

می�پردازیم. عددی مثالی حل به روش�ها این از استفاده با سپس می�دهیم، توضیح

خطی به خطی غیر معادلات تبدیل روش�های ٢.۴

مشتقات با دیفرانسیل معادلات به خطی غیر مشتقاتجزئی با دیفرانسیل معادلات تبدیل برای روش�هایی
است. [۶] ١ هوپف کول تبدیل روش�ها این از یکی دارد. وجود خطی جزئی

هوپف کول تبدیل ١.٢.۴

می�کنیم. بررسی خطی شبه سهموی معادله برای را مرزی مقدار مسائل }ابتدا
ut − a∆u+ b|Du|٢ = ٠, in Rn × (٠,∞),

u = g, on Rn × {t = ٠},
(١.۴)

می�باشد. a > ٠ (١.۴) معادله در که
به�صورت Φ : R −→ R هموار تابع برای را w است، (١.۴) معادله از هموار جوابی u که می�کنیم فرض

می�کنیم. تعریف زیر

w := Φ(u).

١Cole-Hopf
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داریم، بنابراین است. (١.۴) خطی معادله� از جوابی w مناسب، Φ انتخاب با
wt = Φ′(u)ut, ∆w = Φ′(u)∆u+ Φ′′(u)|Du|٢.

می�آید. به�دست زیر رابطه ،wt = Φ′(u)ut در ut = a∆u− b|Du|٢ جایگذاری با نتیجه در
wt = Φ′(u)ut = Φ′(u)[a∆u− b|Du|٢]

= aΦ′(u)∆u− bΦ′(u)|Du|٢

= a∆w − aΦ′′(u)|Du|٢ − bΦ′(u)|Du|٢

= a∆w − [aΦ′′(u) + bΦ′(u)]|Du|٢

معادله این کند. صدق bΦ′(u) + aΦ′′(u) = ٠ تساوی در که کنیم انتخاب راطوری Φ این�که شرط به
آنگاه باشد، (١.۴) معادله از جوابی u اگر بنابراین می�کنیم. حل Φ = e−

b
a
z جایگذاری با را دیفرانسیل
می�شود. حاصل (٢.۴) رابطه

w = e−
b
a
u, (٢.۴)

تبدیل زیر به�صورت (١.۴) معادله تبدیل این از استفاده با می�گویند. هوپف کول تبدیل (٢.۴) فرمول به
wtمی�شود. − a∆w = ٠, in Rn × (٠,∞),

w = e−
b
a
g, on Rn × {t = ٠}.

(٣.۴)

است[۶]. زیر به�صورت t > ٠ و x ∈ Rn برای (٣.۴) معادله از کراندار یکتای جواب حال
w(x, t) =

١
(۴πat)n

٢

∫
Rn

e−
|x−y|٢
۴at e−

b
a
g(y)dy.

مرزی مقدار مساله از جوابی بنابراین می�شود. حاصل u = −a
b
logw به�صورت (٢.۴) رابطه از u
می�آید. به�دست زیر به�صورت (١.۴)

u(x, t) = −a

b
log

(
١

(۴πat)n
٢

∫
Rn

e−
|x−y|٢
۴at e−

b
a
g(y)dy

)
, x ∈ Rn, t > ٠.

داریم، اثر، عملگر و Dα لاپلاس، عملگر تعریف طبق حال
∆u = tr(D٢u),

می�شود. تبدیل زیر به�صورت (١.۴) معادله +∂tuبنابراین ١
٢tr(D

٢u) + ١
٢ |Du|٢ = ٠,

u(٠, x) = g(x).
(۴.۴)

می�باشد. زیر به�شکل (۴.۴) معادله از جوابی

u(t, x) = − log

[
(٢πt)− d

٢

∫
Rd

exp

(
−g(y)− |x− y|٢

٢t

)
dy

]
. (۵.۴)

E همچنین می�کنیم، تعریف t واریانس و صفر میانگین با همراه گاوسی توزیع با براونی حرکت را wt

است. ریاضی امید عملگر
wt ∼ N(٠, t)
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می�شوند. تعریف زیر به�صورت به�ترتیب نرمال چگالی تابع و ریاضی امید

E[wt] =

∫
g(wt)f(wt)dw, f(wt) =

(
١√
٢πt

)d

e−
١
٢tw

٢
t .

می�شود. حاصل (۶.۴) تساوی (۵.۴) رابطه در dw = −dy ،x− y = w متغییر تغییر از استفاده با

u(t, x) = log

[
(٢πt)− d

٢

∫
Rd

exp

(
−g(x− w)− ١

٢tw
٢
t

)
dw

]
= log

[
(٢πt)− d

٢

∫
Rd

e−
١
٢tw

٢
t e−g(x−w)dw

]
= logE[exp(−g(x−Wt))]

(۶.۴)

داریم، پس است، متقارن g چون حال
u(t, x) = logE[exp(−g(x+Wt))].

مثال ٣.۴

می�کنیم. تعریف زیر به�صورت ۴ بعدی دو ٣ ٢جبری KPZ ∂tvمعادله +
١
٢tr(D

٢v) + ١
٢ |Dv|٢ = ٠,

v(١, x) = f(x).
(٧.۴)

است کافی بنابراین می�کنیم، استفاده هوپف کول تبدیل از (٧.۴) معادله از جوابی آوردن به�دست برای
دارد. زیر به�صورت یکتایی جواب پس شود، خطی (٧.۴) معادله تا دهیم، قرار v(t, x) = −u(١− t, x)

v(t, x) = logE[exp(f(x+W١−t))], (t, x) ∈ [٠,١]× R٢, (٨.۴)

احتمالی فضای در ریاضی امید عملگر E و است، بعدی دو استاندارد ۵ براونی حرکت {Wt}٠≤t≤١

است.

براونی حرکت ۴.۴

مقدمه ١.۴.۴

fX(x) چگالی توزیع تابع با X متغییر گاوسی یا نرمال تصادفی توزیع از مجموعه�ای N(µ, σ) (١
می�باشد. واریانس σ٢ و میانگین µ که است،

fX(x) =
١

σ
√
٢π

exp

[
−(x− µ)٢

٢σ٢
]
.

٢Kardar-Parisi-Zhang
٣Deterministic
۴Two-Dimensional
۵Brownian
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است. a < b می�باشد،که [a, b] بازه�ی روی تصادفی اعداد توزیع از یکنواخت مجموعه�ای U(a, b) (٢

تعریف ٢.۴.۴

باشند. برقرار زیر خواص اگر فقط و اگر گوییم، t در براونی حرکت را Wt فرآیند

داریم، آنگاه باشد، نرمال تصادفی اعداد توزیع از مجموعه�ای N اگر .١
Wt+∆t −Wt ∈ N(٠,

√
∆t).

است، برقرار زیر رابطه ε مشخص مقدار برای .٢
ε[Wt.dWt] = ε[wt]ε[dwt].

داریم، دارد. بستگی قبل به براونی حرکت ،dWt افزایش با ∆t > ٠ برای همچنین
dWt = Wt,∆t −Wt, ∆t > ٠.

پایه�ای توابع همراه به N = ٢۵ و h = ٢−١٠ ،θ = ١ برای کالوکیشن روش با را ۶ عددی جواب
محاسبه نمونه ١٠۶ همراه به مونت-کارلو روش با ٧ تحلیلی جواب می�آوریم. به�دست گاوسی شعاعی

می�دهیم. ٨ مونت-کارلو روش از توضیحی ابتدا می�شود.

مونت-کارلو روش ۵.۴

تصادفی اعداد کردن وارد با است. نمونه�گیری، بر مبتنی تقریب راه�های از یکی مونت-کارلو روش
محاسبه برای مونت-کارلو روش از رایج استفاده� بیشترین می�شود. تولید روش این برای نمونه�هایی
نرم از نمونه�ها تولید برای بنابراین است، زیاد نمونه�ها تعداد چون می�باشد. بعدی چند انتگرال�های
می�تواند X ،J انتگرال در است. J انتگرال محاسبه هدف، کل در می�کنیم. استفاده مختلف افزارهای

است. تابع یک h و چگالی تابع f باشد. بعدی چند یا بعدی یک

J = Ef [h(x)] =

∫
X

h(x)f(x)dx

مونت-کارلو روش به انتگرال جواب

استفاده نمونه میانگین با J انتگرال تقریب برای که می�شوند، حاصل f توزیع از (x١, . . . , xm) نمونه
می�شود.

h̄m =
١
m

m∑
j=١

h(xj)

۶Numerical Solution
٧Analytical Solution
٨Monte-Carlo Method
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استفاده با می�کند. میل انتگرال مقدار به میانگین این است، J انتگرال برای تقریبی h نمونه�ای میانگین
دقیق جواب به جواب برآورد و است کمتر خطا باشد، بیشتر نمونه�ها تعداد هرچه مونت-کارلو روش از
مستقیم روش در نمونه�ها که است این مستقیم روش با مونت-کارلو روش تفاوت می�شود. نزدیک�تر
معادلات برای مونت-کارلو روش هستند. وابسته� هم به مونت-کارلو روش در ولی می�باشند، مستقل�
برای است. مفید و موثر مختلط، هندسه�های و بالا بعد با مسائل برای ولی نیست، مناسب غیرخطی
روش یا متناهی تفاضل روش از موثرتر مونت-کارلو روش� است، برقرار d

n
> ٢ نامساوی که مسائلی
می�باشد. متناهی عناصر

مثال حل ۶.۴

می�کنیم. بررسی زیر به�شکل را نهایی داده�های از حالتی
f(x١, x٢) = cos(x١) cos(x٢)

{٠}×[−π
۴ ,

π
۴ ]

٢ در گاوسی شعاعی پایه�ای توابع و θ = ١ با کالوکیشن روش از استفاده با را جوابعددی
برای نقطه N شامل که می�کنیم، استفاده [−π

٢ ,
π
٢ ]

٢ روی مساوی فضای با شبکه�ها از می�کنیم. محاسبه
[−π

۴ ,
π
۴ ]

٢ مرزهای نمایش از بهتر کارایی منظور به که کنید توجه است. مختصات پایه� از X مجموعه�
می�گیریم. نظر در را [−π

٢ ,
π
٢ ]

٢ بزرگتر ناحیه
می�کنیم. تولید گاوسی شعاعی پایه�ای توابع از استفاده با را شکل توابع

Φj(x١j, x٢j) = e−α|(x١j−x١)
٢+(x٢j−x٢)

٢|

است، شده محاسبه شبکه نقاط بین اقلیدسی نورم ε همچنین است، α = ١
ε٢ که

ε =
√

(x١j + x٢(١ + (x٢j + x٢(٢.

می�شوند. تعریف زیر به�شکل Φjها از n× ٢۵ ماتریسی بنابراین

Φj =


ϕ١(x١١, x٢١) ϕ٢(x١١, x٢١)

. . . ϕ٢۵(x١١, x٢١)

ϕ١(x١٢, x٢٢) ϕ٢(x١٢, x٢٢)
. . . ϕ٢۵(x١٢, x٢٢)

... ... . . . ...
ϕ١(x١n, x٢n) ϕ٢(x١n, x٢n) . . . ϕ٢۵(x١n, x٢n)


ماتریس پس می�گیریم، نظر در را [١,١] × [−١−,١] بازه� گره ٢۵ محمل در ,x١j)ها x٢j) برای

داریم، را زیر ٢۵× ٢۵

Φj =


ϕ(١,١)١ ϕ(١,١)٢

. . . ϕ٢۵(١,١)

ϕ١,٠٫)١ ۵) ϕ١,٠٫)٢ ۵)
. . . ϕ٢۵(١,٠٫ ۵)

... ... . . . ...
ϕ(١−,١−)١ ϕ(١−,١−)٢ . . . ϕ٢۵(−١−,١)





۵٨ عددی حل .۴

می�باشند. زیر به�صورت شکل توابع گره�ای نقطه ٢۵ در

ϕ(١,١)١ = e−
١
ε٢

|(١−x١)
٢+(١−x٢)

٢| = e−
١
٨ |(١−١)

٢(١−١)+٢| = ٠

ϕ(١,١)٢ = e−
١
ε٢

|(١−x١)
٢+(١−x٢)

٢| = e−
١

۶٫٢۵ |(١−١)
٢+(٠٫−١۵)٢| = ٠٫ ٩۶٠٧٨٩۴۴

...

ϕ٢۵(١,١) = e−
١
ε٢

|(١−x١)
٢+(١−x٢)

٢| = e−
١
٠ |(١+١)

٢(١+١)+٢| = ∞

...

ϕ٠٫)١ ۵,٠٫ ۵) = e−
١
ε٢

|(٠٫۵−x١)
٢+(٠٫۵−x٢)

٢| = e−
١
۴٫۵ |(٠٫۵−١)

٢+(٠٫۵−١)٢| = ٠٫ ٨٩۴٨٣٩٣٢

ϕ٠٫)٢ ۵,٠٫ ۵) = e−
١
ε٢

|(٠٫۵−x١)
٢+(٠٫۵−x٢)

٢| = e−
١

٣٫٢۵ |(٠٫۵−١)
٢+(٠٫۵−٠٫۵)٢| = ٠٫ ٩٢۵٩۶١٠٨

...

ϕ٢۵(٠٫ ۵,٠٫ ۵) = e−
١
ε٢

|(٠٫۵−x١)
٢+(٠٫۵−x٢)

٢| = e−
١
٠٫۵ |(٠٫۵+١)

٢+(٠٫۵+١)٢| = ٠٫ ٠٠٠١٢٣۴٠

...

ϕ(١−,١−)١ = e−
١
ε٢

|(−١−x١)
٢+(−١−x٢)

٢| = e−
١
٠ |(−١−١)

٢(١−١−)+٢| = ∞

ϕ(١−,١−)٢ = e−
١
ε٢

|(−١−x١)
٢+(−١−x٢)

٢| = e−
١

٠٫٢۵ |(−١−١)
٢+(−٠٫−١۵)٢| = ٠٫ ٠٠٠٠٠١٣٨

...

ϕ٢۵(−١−,١) = e−
١
ε٢

|(−١−x١)
٢+(−١−x٢)

٢| = e−
١
٨ |(−١+١)

٢(١+١−)+٢| = ٠

f تابع مقادیر (١.۴) جدول .(١.۴ می�کنیم(شکل رسم α = ١
ε٢ برای (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه� در را شکل تابع

است. شده داده نشان گره ٢۵ شامل x محمل در

کالوکیشن روش به معادله حل ١.۶.۴

می�زنیم، تقریب vh با را آن v مجهول تابع یافتن برای حال

vh(tj, xj) =
N∑
j=١

Φj(tj, xj)αj.

داریم، کالوکیشن روش برای دوم فصل در (٣٢.٢) فرمول طبق

vk = vk+١ − hθF̃k+١(vk+١)− h(١− θ)F̃k(vk), (٩.۴)

می�دهیم. قرار (٩.۴) فرمول در را h = ٢−١٠ و θ = ١

vk = vk+١ − ٢−١٠F̃k+١(vk+١),

می�کنیم، تعریف زیر به�صورت را F̃k,j(vk) همچنین

F̃k,j(vk) = F (tk, x
(j); vh(tk, .)) =

١
٢tr(D

٢vh) +
١
٢ |Dvh|٢.



۵٩ مثال حل .۶.۴

. (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه در شعاعی نقطه�ای درونیابی روش شکل تابع :١.۴ شکل



۶٠ عددی حل .۴

گره. ٢۵ شامل x محمل در f(x١j, x٢j) تابع مقادیر :١.۴ جدول

n x١j x٢j cos(x١j) cos(x٢j) cos(x١j) cos(x٢j)

١ ١ ١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٢٩١٩٢۶۵٩
٢ ١ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۴٧۴١۵٩٨٨
٣ ١ ٠ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١
۴ ١ −٠٫ ۵ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۴٧۴١۵٩٨٨
۵ ١ −١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٢٩١٩٢۶۵٩
۶ ٠٫ ۵ ١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۴٧۴١۵٩٨٨
٧ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٧٧٠١۵١١۵
٨ ٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶
٩ ٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٧٧٠١۵١١۵
١٠ ٠٫ ۵ −١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۴٧١۴۵٩٨٨
١١ ٠ ١ ١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١
١٢ ٠ ٠٫ ۵ ١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶
١٣ ٠ ٠ ١ ١ ١
١۴ ٠ −٠٫ ۵ ١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶
١۵ ٠ −١ ١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١
١۶ −٠٫ ۵ ١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۴٧۴١۵٩٨٨
١٧ −٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٧٧٠١۵١١۵
١٨ −٠٫ ۵ ٠ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶
١٩ −٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ٧٧٠١۵١١۵
٢٠ −٠٫ ۵ −١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۴٧۴١۵٩٨٨
٢١ −١ ١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٢٩١٩٢۶۵٩
٢٢ −١ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۴٧۴١۵٩٨٨
٢٣ −١ ١ ٠ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١
٢۴ −١ −٠٫ ۵ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٨٧٧۵٨٢۵۶ ٠٫ ۴٧۴١۵٩٨٨
٢۵ −١ −١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ۵۴٠٣٠٢٣١ ٠٫ ٢٩١٩٢۶۵٩



۶١ مثال حل .۶.۴

.(٠, xj) نقطه در F̃k+١(v
h
k+١) و vhk+١ توابع مقادیر :٢.۴ جدول

n vhk+١ F̃k+١(vk+١)

٢۵ ٠٫ ٢٩١٩٢۶۵٩ ٠٫ ٨٢٩۵۵٧٧٨
٢۴ ٠٫ ٢٨٣۶٣١٠١ ٠٫ ۴٢۶٧۶٠٨٩
٢٣ ٠٫ ٢٧٩٣۶٣۴ −٠٫ ١٨۶٢۶۵۶
٢٢ ٠٫ ٢٨١٢٢۶٠۶ −٠٫ ٣٨٠٠٨۴۴
٢١ ٠٫ ٢٧٧۴٢۵٢٢ −٢٫ ٠۴٧٠٧٨١
٢٠ ٠٫ ٢٩٧٨٩۶ ٠٫ ۴٢۶٧۶٠٨٩
١٩ ٠٫ ٢٩٣۶٢٨٣٩ ٠٫ ٣۵۴٠٣۶۶۵
١٨ ٠٫ ٢٩٠٠٨٨٠٢ ٠٫ ٠٠١١۴٩٢۴۴
١٧ ٠٫ ٢٨٨٩٣٨٧٧ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠۴۵
١۶ ٠٫ ٢٨٨٩٣٨٧٧ ٠٫ ٩٩٢۵٠٧٠٣
١۵ ٠٫ ٢٧٩٠١٣٧٠٩ −٠٫ ١٨۶٢۶۵۶
١۴ ٢٨٠٨٧۶٣۶.٠ ٠٫ ١١۴٩٢۴۴
١٣ ٠٫ ٢٧٩٧٢٧١١ ٠٫ ١١۴٩٢۴۴٢
١٢ ٠٫ ٢٧٩٧٢٧١١ ٠٫ ١١۴٩٢۴۴٢
١١ ٠٫ ٢٧٨۵٧٧٨۶ −٠٫ ٢۶۵۴١٢٧
١٠ ٠٫ ٢٨١٢٣١٩٩ −٠٫ ٧۶٢۶۵٨١
٩ ٠٫ ٢٨٨٨۵٨۵٧ ٠٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠٠٠۴
٨ ٠٫ ٢٨٨٨۵٨۵٧ ٠٫ ١١۴٩٢۴۴
٧ ٠٫ ٢٨٧٧٠٩٣٢۶ ٠٫ ٣۵۴٠٣۶٧٠
۶ ٠٫ ٢٨۴١۶٨٩۵ ٠٫ ۴٢۶٧۶٠٩٣
۵ ٠٫ ٢٧٩٩٠١٣۴ −١
۴ ٠٫ ٢٨٩٩٠١٣۴ −٠٫ ٧۶٢۶۵٨١
٣ ٠٫ ٢٩٧۵٢٧٩٢ −٠٫ ١٨۶٢۶۵۶
٢ ٠٫ ٢٩٩٣٩٠۵٧ ٠٫ ۴٢۶٧۶٠٩٣
١ ٠٫ ٢٩۵١٢٢٩۶ ١٫ ٣٢۵۴۴۴٢۴



۶٢ عددی حل .۴

.(٠, xj) نقطه در vhk تابع مقادیر :٣.۴ جدول

n k vhk

٢۵ ٢۴ ٠٫ ٢٨٣۶٣١٠١
٢۴ ٢٣ ٠٫ ٢٧٩٣۶٣۴
٢٣ ٢٢ ٠٫ ٢٨١٢٢۶٠۶
٢٢ ٢١ ٠٫ ٢٧٧۴٢۵٢٢
٢١ ٢٠ ٠٫ ٢٩٧٨٩۶
٢٠ ١٩ ٠٫ ٢٩٣۶٢٨٣٩
١٩ ١٨ ٠٫ ٢٩٠٠٨٨٠٢
١٨ ١٧ ٠٫ ٢٨٨٩٣٨٧٧
١٧ ١۶ ٠٫ ٢٨٨٩٣٨٧٧
١۶ ١۵ ٠٫ ٢٧٩٠١٣٧٠٩
١۵ ١۴ ٠٫ ٢٨٠٨٧۶٣۶
١۴ ١٣ ٠٫ ٢٧٩٧٢٧١١
١٣ ١٢ ٠٫ ٢٧٩٧٢٧١١
١٢ ١١ ٠٫ ٢٧٨۵٧٧٨۶
١١ ١٠ ٠٫ ٢٨١٢٣١٩٩
١٠ ٩ ٠٫ ٢٨٨٨۵٨۵٧
٩ ٨ ٠٫ ٢٨٨٨۵٨۵٧
٨ ٧ ٠٫ ٢٨٧٧٠٩٣٢۶
٧ ۶ ٠٫ ٢٨۴١۶٨٩۵
۶ ۵ ٠٫ ٢٧٩٩٠١٣۴
۵ ۴ ٠٫ ٢٨٩٩٠١٣۴
۴ ٣ ٠٫ ٢٩٧۵٢٧٩٢
٣ ٢ ٠٫ ٢٩٩٣٩٠۵٧
٢ ١ ٠٫ ٢٩۵١٢٢٩۶
١ ٠ ٠٫ ٢٨١٨۶٨۵١



۶٣ مونت-کارلو روش به معادله حل .٧.۴

داریم، بنابراین است. v ≃ vh

vhk = vhk+١ − ٢−١٠F̃k+١(v
h
k+١).

است. زیر به�صورت k = ٠,١, ..., n− ١ برای بازگشتی رابطه�ای vhk
vh٠ = vh١ − ٢−١٠F̃١(v

h
١)

vh١ = vh٢ − ٢−١٠F̃٢(v
h
٢)

vh٢ = vh٣ − ٢−١٠F̃٣(v
h
٣)

vh٣ = vh۴ − ٢−١٠F̃۴(v
h
۴)

vh۴ = vh۵ − ٢−١٠F̃۵(v
h
۵)

...

vh٢۴ = vh٢۵ − ٢−١٠(F̃٢۵(v
h
٢۵)).

(١٠.۴)

داریم، همچنین

vh٢۵ = cos(x١ ٢۵) cos(x٢ ٢۵).

می�شود. حاصل زیر به�شکل vh٢۴ بنابراین

vh٢۴ = cos(x١ ٢۵) cos(x٢ ٢۵)− ٢−١٠(
١
٢tr(D

٢vh٢۵) +
١
٢ |Dv٢۵h |٢).

(x١j, x٢j) ∈ [١,١] × [−١−,١] برای vhjها دوم و اول مرتبه مشتق بازگشتی، روابط تمام برای
است. زیر به�صورت

Dvhj = − sin(x١j) cos(x٢j)− sin(x٢j) cos(x١j),

D٢vhj = ٢ (sin(x١j) sin(x٢j)− cos(x١j) cos(x٢j)) .

داریم، Γ روی اثر تابع تعریف طبق طرفی از

tr(D٢v) = D٢v.

محاسبه (x١j, x٢j) ∈ [١,١]× [−١−,١] بازه در را F̃k+١(v
h
k+١) و vhk+١ تابع مقادیر ٢.۴ جدول در

است. شده داده نشان ٣.۴ جدول در (١٠.۴) بازگشتی روابط طبق vhk تابع مقادیر می�کنیم.

vh(tj, xj) = vh(t٠, xj) = vh(٠, xj) = ٠٫ ٢٨١٨۶٨۵١

مونت-کارلو روش به معادله حل ٧.۴

در استاندارد یکنواخت را f تابع می�آوریم. به�دست را تحلیلی جواب مونت-کارلو روش از استفاده با
و می�دهیم قرار h تابع در را نمونه�ها می�کنیم، تولید گاوسی توزیع از نمونه M = ١٠۶ و می�گیریم، نظر
با شد. حاصل v(٠, xj) مقدار درواقع می�آوریم. به�دست را می�باشد انتگرال مقدار همان که میانگین،



۶۴ عددی حل .۴

h = ٢−١٠ و N = ٢۵ با عددی حل :٢.۴ شکل

نرم از استفاده با بگیریم. لگاریتم v(٠, xj) این از که است کافی ،(٨.۴) دقیق جواب فرمول از استفاده
کرد. محاسبه را v٠ می�توان و... پایتون متلب، جمله: از مختلف افزارهای

v(٠, xj) = ٠٫ ٢٨٧٧

شکل به�ترتیب آوردیم، به�دست KPZ معادله برای که تحلیلی جواب و عددی جواب از استفاده با حال
دو این در چندانی تفاوت بنابراین هستند نزدیک هم به جواب دو این می�کنیم. رسم را ٣.۴ شکل و ٢.۴

نمی�شود. مشاهده شکل

خطاها بررسی ٨.۴

ماکزیمم خطای و میانگین مربع ریشه خطای می�دهیم. قرار بررسی مورد را خطا نوع دو بخش این در
می�شوند. تعریف زیر به�صورت به�ترتیب

RMS =

√
١

۶٢۵
∑
x∈X٠

|vh,N(٠, x)− v(٠, x)|٢

Max = max
x∈X٠

|vh,N(٠, x)− v(٠, x)|

است. [−π/۴, π/۴] در مساوی فضای با شبکه�ای نقطه ٢۵٢ شامل شده ارزیابی نقاط از X٠مجموعه�ای

نزدیک�تر بهم خطا دو هر مقادیر گره�ای نقاط افزایش با می�کنیم. بررسی را خطاها این ۴.۴ جدول در
است. دقیق�تر جواب نتیجه در و می�شوند،



۶۵ نتیجه�گیری .٩.۴

h = ٢−١٠ و N = ٢۵ با تحلیلی حل :٣.۴ شکل

.h = با٢−١٠ N از مختلف انتخاب�های برای Max و RMS خطاهای :۴.۴ جدول

N=٩ N=١۶ N=٢۵
RMS error ٠٫ ٠۴٠٩٩٢١۴٠۵١۵٩ ٠٫ ٠١٢٨٩۶٨٩۴٧۶۴۵ ٠٫ ٠٠٢٧٣٩١٢٨٣٧١٠٨
Max error ٠٫ ٠۴۶٩١٨٨۴۵۴٧٧۴ ٠٫ ٠١۶۶۴٢۵٠٠۴٧۵٨ ٠٫ ٠٠۴٩٠٨٩٣۴٧١٠۴١

نتیجه�گیری ٩.۴

بیان کالوکیشن روش همان یا کانسا یافته تعمیم روش از مقدماتی و تعاریف ابتدا پایان�نامه این در
روش همگرایی اثبات برای همچنین پرداختیم. کالوکیشن روش عملکرد نحوه�� توضیح به ادامه در کردیم.
بسیار کالوکیشن روش که دادیم نشان عددی مثالی بیان با پرداختیم. لم�هایی و فرض�ها بیان به کالوکیشن
و دارد، بالایی دقت دیگر طرفی از و است پایدار عددی لحاظ از هم که دلیل این به است، مفید و کارآمد
به�راحتی بنابراین نیست. زمان�بر و طولانی انتگرال�گیری�های با جواب محاسبه به نیازی دیگر این�که هم
این می�آید. به�دست کالوکیشن روش با سهموی غیرخطی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب

می�دهد. جواب هم بالا بعد با مسائل روی روش

آتی کارهای برای پیشنهاد ١٠.۴

روش این بردیم. به�کار سهموی نهایی مقدار مسائل برای را کالوکیشن مش بدون روش پایان�نامه این در
هم مسائل این برای روش این آیا ببینیم و کنیم استفاده هذلولوی و بیضوی مسائل برای می�توانیم هم



۶۶ عددی حل .۴

و کنیم امتحان انتگرال�گیری مختلف روش�های با می�توانیم را تحلیلی جواب خیر. یا می�باشد پاسخگو
می�باشد. هزینه�تر کم و بهتر روش کدام کنیم بررسی



آ� پیوست

متلب �کد

%Calculate analytical solution

function anal = Analytical(x1,x2)

sigma = 1;

% Variance in Brownian motion.

mu = 0;

% Mean in Brownian motion.

m = 10^6;

% Number of samples for estimating v(t,x).

W = randn(2,m)*sqrt(sigma)+mu;

% Uniform gaussian distribution. (2D standard Brownian motion).

h = exp(Fx(x1+W(1,:),x2+W(2,:)));

% Function "h" in Monte-Carlo method.

J = (1/m)*sum(h);

% Integrate solution by Monte-Carlo method.

anal = log(J);

% Analitical solution by Cole-Hopf transformation method.

end

Calculate f(x1,x2)

function fx = Fx(x1,x2)

fx = cos(x1).*cos(x2);



۶٨ متلب �کد آ�.

% Examine the case of the terminal data

end

clc;

clf;

clear all;

close all;

syms x1 x2;

% Initialization

N = 25;

% Number of points.

x = linspace(-pi/4, pi/4,N);

% Use equi-spaced grids on [-pi/4,pi/4]^2 consisting of N points for the set x of data sites.

%Calculating

xx = linspace(-pi/2, pi/2,10^6);

yy = linspace(-pi/2, pi/2,10^6);

fx = Fx(xx,yy)

anal_init = Analytical(xx,yy)

[x1,x2] = meshgrid(x,x);

% rectangular grid in 2d space for x1 and x2.

anal_sol = analytical(x1,x2);

% calculate analitical solution by cole-hopf transformation method.

x3 = subs(anal_sol,{x1,x2},{x1,x2});

% replace all x1 and x2 symbolic variables with x1 and x2 and then evaluate "anal_sol" again.

x3 = double(x3);

% convert symbolic objects to double precision.

%plotting

figure;



۶٩

grid on;

view(30,40);

% set the viewing angle of plot.

v = surface(x1,x2,x3);

% create surface object of analytical solution v(t,x).

set(gca,'xtick',-1:0.2:1);

% customize the locations of tick marks along x axis.

set(gca,'ytick',-1:0.2:1);

% customize the locations of tick marks along y axis.

set(gca,'ztick',0:0.05:0.5);

% customize the locations of tick marks along z axis.

xlabel('x1'); ylabel('x2'); zlabel('x3');
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Abstract

In this thesis, we prove the convergence of the meshfree collocation methods for the ter-
minal value problems of linear and fully nonlinear parabolic partial differential equa-
tions in the frame-work of viscosity solutions. We represent preliminary concepts. We
briefly review the meshfree interpolation theory and derive a general collocation method
for parabolic partial differential equation. Finally we prove the convergence property.

keywords:Radial basis function, Meshfree method, Parabolic equations, Viscosity solu-
tion.
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