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ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده آمار رشته ارشد کارشناسی دانشجوی عابدی محمد اینجانب
ماکزیمم و تصادفی وزنی مجموع برای مجانبی دمی احتمالات عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود،
نزاکتی احمد دکتر راهنمایی تحت ، سنگین�دم تصادفی متغیرهای برای تصادفی وزنی مجموع

می�شوم: متعهد رضازاده

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) عا঴دی(یا آبان೺ख़۹۴مد

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
می�باشند. زیرنمایی و درازدم سنگین�دم، توزیع�های خانواده آماری، توزیع�های خانواده از مهم نوع سه
ابتدا در پایان�نامه این در است.� سنگین�دم توزیع�های خانواده خانواده�ها، این نوع گسترده�ترین هم�چنین
دوم فصل در به�علاوه می�رسانیم. اثبات به را نتایجی و بیان را توزیع خانواده سه این از تعاریفی و مقدمات
توزیع�های خانواده کلاس می�دهیم نشان و می�کنیم ارائه را دمی غالب مقادیر توزیع�های خانواده از تعریفی
پایان�نامه این آخر فصل در نهایت، در می�باشند.� بسته پیچش عمل تحت دمی غالب مقادیر و درازدم
بسته متغیر، دو این بین خاصی وابستگی ساختار ایجاد و X٢ و X١ وزنی متغیرهای گرفتن نظر در با
بیان را هم�ارزی نتایج و اثبات پیچش عمل تحت را دمی غالب مقادیر و درازدم توزیع�های خانواده بودن

می�کنیم.
توزیع�های پیچش، زیرنمایی، توزیع�های درازدم، توزیع�های سنگین�دم، توزیع�های کلیدی: کلمات

دمی غالب مقادیر



ج

ൈঠ�அتار
خانواده�ها، این از کدام هر که دارند وجود وسیعی و مختلف توزیع�های خانواده و کلاس آمار، علم در
چهار روی ما عمده و اصلی بحث پایان�نامه این در دارند. را خود به مربوط و خاص ویژگی�های و خواص
خانواده درازدم، توزیع�های خانواده سنگین�دم، توزیع�های خانواده می�باشد:� آماری توزیع�های از خانواده

دمی. غالب مقادیر توزیع�های خانواده آخر در و زیرنمایی توزیع�های
خواهیم بیان زیرنمایی و درازدم سنگین�دم، توزیع�های خانواده از را تعاریفی و مقدمات اول، فصل در
σ-میدان متریک، فضاهای از تعاریفی هم�چنین می�پردازیم. توزیع�ها این بین ارتباط بیان به و کرد
سنگین�دم توزیع�های خانواده از مختصر کاربردی بیان به ادامه در می�کنیم. بیان را بورل مجموعه و

رساند. خواهیم اثبات به را نتایجی و قضایا سنگین�دم توزیع�های خانواده مورد در آخر در می�پردازیم.
که حالتی برای را تصادفی متغیرهای از دنباله�ای مجموع ماکزیمم و مجموع هم�ارزی دوم، فصل در
خواهیم قرار بررسی مورد می�باشند، حقیقی�مقدار و مستقل دو به دو X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای
خواهیم نظر در را کلی�تری حالت تصادفی، متغیرهای به متناظر وزن�های دادن نسبت با ادامه، در و داد
نظر در را استقلال حالت متناظر، تصادفی متغیرهای و تصادفی وزن�های بین حالت این در که گرفت

کرد. خواهیم بیان را مرتبط نتایج و می�گیریم
ایجاد برای و گرفت خواهیم نظر در را X١,X٢ وابسته تصادفی متغیر دو پایان�نامه، این سوم فصل در
را خاصی وابستگی ساختار تصادفی، وزنی مقادیر این مجموع ماکزیمم و مجموع بین هم�ارزی رابطه
می�کنیم. اثبات را مرتبط نتایج و قضایا وابستگی، ساختار این طبق بر و مطرح تصادفی متغیرهای بین
دو به دو تصادفی بردار n ،(X١,Θ١), (X٢,Θ٢), . . ., (Xn,Θn) که کرد خواهیم فرض فصل، ادامه در
تصادفی وزن�های نیز و تصادفی متغیرهای بین را قبل وابستگی ساختار حالت این در که باشند مستقل

رساند. خواهیم اثبات به را نتایجی و قضایا فرض، همین راستای در و گرفت خواهیم نظر در



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
تصادفی، وزنی مجموع برای مجانبی دمی احتمالات بررسی عابدی، محمد و رضا�زاده نزاکتی احمد .١

.١٣٩۴ شهریور ٣-۶ یزد، دانشگاه ایران، ریاضی کنفرانس ششمین و چهل
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١ فصل

و زیرنمایی و سنگین�دم درازدم، توزیع�های
آن�ها خواص برخی

مقدمه ١.١

است. شده گرفته نظر در حدی حالت در هم�ارزی روابط تمام پایان�نامه، این در کلی به�طور و فصل این در
متغیرهای مورد در را وابستگی و استقلال ممکن حالت�های پایان�نامه، این مختلف فصل�های در هم�چنین
Foss کتاب از برگرفته�شده فصل، این مطالب به�علاوه کرد. خواهیم بررسی X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی

می�باشد. [۶] هم�کاران، و

بورل مجموعه و σ-میدان ٢.١

را M مانند X زیرمجموعه�های از خانواده یک بگیرید.� درنظر را X مرجع مجموعه .١.٢.١ تعریف
باشد: دارا را زیر خاصیت سه هرگاه گوییم، σ-میدان

∅ ∈ M (١
یعنی: باشد، M به متعلق نیز A مجموعه� متمم آن�گاه باشد، M به متعلق A مانند مجموعه�ای اگر (٢

A ∈ M =⇒ A′ ∈ M

M به متعلّق نیز آن�ها اجتماع آن�گاه باشند، M به متعلّق A١, A٢, . . . مجموعه�های از دنباله�ای اگر (٣
یعنی: باشد،

A١, A٢, . . . ∈ M =⇒
∞∪
i=١

Ai ∈ M

نظر در را {[a, b]; a, b ∈ R} بسته مجموعه�های خانواده توسط تولید�شده σ-میدان .٢.٢.١ تعریف
می�نامیم. ١ بورل مجموعه�های را آن عناصر و داده نمایش β با را σ-میدان این بگیرید.

١Borel Set



٢ آن�ها خواص برخی و زیرنمایی و سنگین�دم درازدم، توزیع�های .١

باز پوشش و متریک فضای ٣.١

عدد ،X از q و p نقطه دو هر به که است ٢ متریک فضای یک صورتی در X مجموعه .١.٣.١ تعریف
که: باشد شده داده نسبت طوری می�باشد، q تا p از فاصله�ای عنوان به که ،d(p, q) حقیقی

.d(p, p) = ٠ و باشد d(p, q) > ٠ ،p ̸= q برای الف)
d(p, q) = d(q, p) ب)

باشیم: داشته X مجموعه از r > ٠ دلخواه عنصر هر ازای به ج)

d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q)

می�نامند. متر یک را فوق خاصیت سه از برخوردار تابع هر که است ذکر به لازم

زیرمجموعه�های از گردایه�ای ،X متریک فضای در E مجموعه ٣ باز پوشش یک از منظور .٢.٣.١ تعریف
می�باشد. Gαها تمام اجتماع زیرمجموعه E که است، Gαها مانند X باز

برای گرفت، نظر در را متفاوتی پوشش�های می�توان A برای باشد. A ⊆ R کنید فرض .٣.٣.١ تعریف
زیر به�صورت را ۴ لبگ خارجی اندازه حال باشد، A مجموعه برای پوششی

∪
In می�کنیم فرض مثال

می�کنیم: تعریف

m∗(A) = inf


∑

ℓ(In); A ⊆
∪

In︸ ︷︷ ︸
Aبرای پوششی

, In = [an, bn]


می�باشد. موردنظر بازه طول ℓ آن در که

گویند. لبگ خارجی اندازه m∗ به

: است زیر خاصیت دو دارای m∗ اندازه
m∗(A) ≤

∑
ℓ(In) (١

(٢
∀ε > ٠ پوششی∃, ;

∑
ℓ(In) ≤ m∗(A) + ε

طول مجموع از A مانند دلخواه مجموعه هر خارجی اندازه چون که درمی�یابیم اول، خاصیت به توجه با
این به می�باشد، کوچک�تر نیز بازه طول خود از لذا است، کوچک�تر A مجموعه برای موردنظر پوشش

داریم: A دلخواه مجموعه برای که صورت

m∗(A) ≤ ℓ(A)

٢Metric Space
٣Open Cover
۴Lebesgue Outer Measure



٣ خطر تابع و سنگین�دم توزیع�های دم، تابع .۴.١

خطر تابع و سنگین�دم توزیع�های دم، تابع ۴.١

خواص� این از جمله آن از که دارند، مختلف علوم در زیادی بسیار کاربردهای و خواص آماری توزیع�های
تمام بین در به�علاوه داشت، اشاره بیمه و ریسک مدیریت در توزیع�ها این کاربرد به می�توان کاربردها و
می�باشند. سنگین�دم توزیع�های خانواده توزیع�ها، این از خانواده نوع وسیع�ترین آماری، توزیع�های خانواده
خانواده این کاربرد به می�توان آماری، توزیع�های خانواده از وسیع نوع این کاربرد از مثالی عنوان به
این خواص از کارشناسان هرچه کرد. اشاره دارند، کار و سر ریسک با که بیمه و صنایع کیفیت کنترل در
مدیریت می�توانند باشند، داشته بیش�تری اطلاعات آن�ها ارتباط و توزیع�ها، از (سنگین�دم) وسیع خانواده

باشند. داشته ریسک�ها نمودن بیمه در بهتری
تصادفی سیستم�های از بسیاری تحلیل و تجزیه در را عمده�ای نقش هم�چنین سنگین�دم توزیع�های
و کامپیوتری شبکه�های به مدل ورودی�های بودن دقیق برای اغلب توزیع�ها این مثال، برای می�کنند. ایفا
اساسی بخش یک خطر فرآیندهای از بسیاری در هم�چنین آن�ها می�باشند، نیاز مورد و ضروری ارتباطات،
۵ اپیدمیولوژیک علم گسترش و توسعه در طبیعی به�طور توزیع�ها، از نوع این به�علاوه می�آیند، به�شمار
برای زیادی آماری شواهد و می�دهند رخ اپیدمیولوژیک گسترش مدل�های در اغلب و دارند را مهمی تأثیر
از خانواده این از مثال�هایی عنوان به دارد. وجود اقتصاد و زمین علوم داده�های فیزیک، در آن�ها تناسب
اشاره (١ از کوچک�تر مکان پارامتر (با وایبل توزیع و لگ�نرمال توزیع پارتو، توزیع به می�توان توزیع�ها،

کرد.

ازای به حقیقی اعداد مجموعه� روی F دم تابع است، تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١.۴.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت x هر

F(x) = F(x,∞) = P(X > x)

اگر: است بی�کران راست از x هر برای F هم�چنین و

F(x) > ٠

احتمال انباشتگی مقدار تجمعی، توزیع تابع برخلاف تابع این برمی�آید، دم تابع تعریف از که همان�طور
می�نماید. محاسبه مربوطه، توزیع احتمال چگالی تابع نمودار از ،x نقطه راست سمت در را

باشیم: داشته اگر می�نامیم، ۶ سنگین�دم حقیقی، اعداد مجموعه�ی روی را F توزیع .٢.۴.١ ∫تعریف +∞

−∞
eλx d(F(x)) = ∞ ∀λ > ٠

باشد، مربوط سلامت به که عاملی هر یا بیماری�زا عوامل و بیماری�ها انتشار نحوه مطالعه اپیدمیولوژی یا ۵همه�گیرشناسی

تمام پیشرفت با امروزه ولی شد، برده کار به ” عفونی بیماری�های همه�گیری بررسی علم ” مفهوم به ابتدا اصطلاح این است.
بررسی علم ” مفهوم به و کرده پیدا بیش�تری وسعت آن دامنه همه�گیری�ها از بسیاری کنترل و پزشکی علم جمله از و علوم
عبارت�اند است گرفته قرار پژوهش�گران از زیادی گروه پذیرش مورد که تعریفی اما می�گردد. تلقی ” بیماری�ها علل و انتشار
از استفاده و معین جمعیت یک در سلامت به مربوط وقایع و حالات تعیین�کننده�های و انتشار وقوع، چگونگی مطالعه ” از:

بهداشتی”. مسائل سامان�دهی و مدیریت برای دانش این
۶Heavy-tailed
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می�دهیم. نمایش H با را سنگین�دم توزیع�های تمام خانواده
نامتناهی آن مثبت نمایی گشتاورهای تمام اگر است، سنگین�دم F توزیع تابع که، درمی�یابیم فوق تعریف از

باشد.

داشته λ > ٠ هر برای اگر فقط و اگر است سنگین�دم f ≥ ٠ احتمال چگالی تابع .٣.۴.١ تعریف
باشیم:

lim sup
x→∞

f(x)eλx = ∞

به نیازی f تابع بودن سنگین�دم برای که می�شود استنتاج مطلب این فوق، تعریف به دقیق نگاه با
باشد. نامتناهی موردنظر، تابع lim sup باید فقط بلکه نیست، آن بودن متناهی حتی و lim وجود

باشیم: داشته λ > ٠ مقدار برای اگر فقط و اگر می�شود نامیده ٧ سبک�دم ،F توزیع .۴.۴.١ ∫تعریف +∞

−∞
eλxd(F(x)) < ∞ (١.١)

نباشد. سنگین�دم اگر فقط و اگر می�شود نامیده سبک�دم F توزیع دیگر، عبارت به

تعریف�شده انتگرال�های داشتن مقدار و داشتن وجود سبک�دم، و سنگین�دم توزیع�های بین آشکار تمایز
(چون ندارد وجود اما دارد مقدار موردنظر انتگرال سنگین�دم توزیع�های در که ترتیب این به می�باشد،

دارد. وجود و است متناهی تعریف�شده، انتگرال سبک�دم توزیع�های در ولی است)، بی�نهایت برابر

می�شود: تعریف زیر به�صورت F توزیع ٨ خطر تابع ،F توزیع هر برای .۵.۴.١ تعریف

R(x) := − ln F(x)

گوییم. خطر نرخ را r(x) = R′(x) مشتق آن�گاه باشد، مشتق�پذیر خطر تابع اگر

می�کنیم. اثبات تعریف به توجه با را R خطر تابع بودن نانزولی زیر لم در

است. نانزولی F دلخواه توزیع هر برای R خطر تابع .۶.۴.١ لم

x٢ و x١ حقیقی عدد دو هر برای لذا است، نزولی F تابع درنتیجه است، نانزولی F تابع چون برهان.
داریم:

x١ ≤ x٢ =⇒ F(x١) ≥ F(x٢),

x١ ≤ x٢ =⇒ ln F(x١) ≥ ln F(x٢),

x١ ≤ x٢ =⇒ − ln F(x١) ≤ − ln F(x٢),

x١ ≤ x٢ =⇒ R(x١) ≤ R(x٢).

٧Light-tailed
٨Hazard Function
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است. نانزولی R خطر تابع بنابراین

داریم: به�علاوه

R(x+ ١)−R(x) = lnF(x)− ln F(x+ ١) = ln
F(x)

F(x+ ١)
هم�چنین

R(x)−R(x+ ١) = lnF(x+ ١)− ln F(x) = ln
F(x+ ١)
F(x)

می�آید: به�دست زیر نتیجه −١ عدد در دوم برابری کردن ضرب با حال

R(x+ ١)−R(x) = − ln
F(x+ ١)
F(x)

.

معادل�اند: زیر گزاره�های F توزیع هر برای .٧.۴.١ قضیه
است. سنگین�دم توزیع یک F (١

است. سنگین�دم F تابع (٢
است: برقرار زیر نتیجه ،R متناظر خطر تابع برای (٣

lim inf
x→∞

R(x)

x
= ٠

است. سنگین�دم F(x, x+ T ] تابع ،T > ٠ ثابت هر برای (۴

نباشد، سنگین�دم F(x, x+ T ] تابع کنید فرض نقیض). عکس از استفاده با (اثبات :١ → ۴ برهان.
می�کنیم: تعریف λ′ > ٠ بعضی برای آن�گاه

c := sup
x∈R

F(x, x+ T ]eλ
′x < ∞

داریم: λ < λ′ هر برای بنابراین

∫ ∞

٠
eλxd(F(x)) =

∞∑
n=٠

∫ (n+١)T

nT

eλxd(F(x))

≤
∞∑
n=٠

eλ(n+١)T
∫ (n+١)T

nT

d(F(x))

=
∞∑
n=٠

eλ(n+١)TF(nT, nT + T ]

≤ c
∞∑
n=٠

eλ(n+١)T e−λ′nT = ceλT
∞∑
n=٠

e(λ−λ′)nT < ∞
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سنگین�دم F توزیع نتیجه در و است متناهی F تابع برای تعریف�شده انتگرال که می�دهد نشان رابطه این
است. برقرار حکم پس نمی�باشد.

F(x) تابع پس ،F(x) ≥ F(x, x + T ] به�علاوه و است سنگین�دم F(x, x + T ] تابع چون :۴ → ٢
است. سنگین�دم

یک پس باشد، مثبت اکیداً (٣) قسمت در تعریف�شده lim inf خلف، برهان به کنید فرض :٢ → ٣
.R(x) ≥ εx ،x ≥ x٠ هر برای که به�طوری دارد وجود ε > ٠ و x٠ > ٠

داریم: مخاطره تابع تعریف به توجه با نتیجه در

R(x) = − ln F(x) =⇒ − ln F(x) ≥ εx =⇒ F(x) ≤ e−εx

در (٢) حکم با است شده محدود نمایی تابع وسیله به سنگین�دم تابع یک که علت این به آخر رابطه که
است. صحیح حکم و باطل خلف فرض پس می�باشد. تناقض

توجه با بنابراین است. سبک�دم لذا نباشد، سنگین�دم F توزیع که خلف برهان به می�کنیم فرض :٣ → ١
داریم: λ > ٠ مقادیر بعضی برای (١.١) رابطه به

F(x) ≤ e−λx =⇒ − ln F(x) ≥ − ln e−λx = λx =⇒ R(x) ≥ λx

داریم: رابطه آخرین طرفین از گرفتن lim inf با نتیجه در

lim inf
x→∞

R(x)

x
≥ λ

می�باشد. صحیح حکم پس است، تناقض در (٣) قسمت با که

یک آن دم تابع اگر تنها و اگر است سنگین�دم توزیع یک می�کند بیان که ٧.۴.١ قضیه به توجه با
توزیع هر که می�شود نتیجه ،F ≥ ٠ تابع اینکه و سنگین�دم تابع تعریف هم�چنین و باشد سنگین�دم تابع

است. بی�کران راست از سنگین�دم
تنها و اگر است سنگین�دم نامنفی تابع یک که دریافت می�توان سنگین�دم تابع تعریف به توجه با هم�چنین

کرد. محدود کاهشی نمایی تابع هیچ توسط را آن نتوان اگر
را آن دم تابع نتوان اگر وتنها اگر است سنگین�دم F توزیع که می�شود نتیجه مطالب این به توجه با لذا

کرد. محدود کاهشی نمایی تابع هیچ توسط

پیچش مفهوم و زیرنمایی توزیع�های درازدم، توزیع�های ۵.١

و باشد بی�کران راست از F اگر است، ٩ درازدم حقیقی اعداد مجموعه�ی روی F توزیع .١.۵.١ تعریف
باشیم: داشته y ̸= ٠ ثابت هر برای

lim
x→∞

F(x+ y)

F(x)
= ١

٩Long-tailed
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می�دهیم. نمایش L با را درازدم توزیع�های تمام خانواده

دم�های در که است خاصیتی درازدمی چون که گرفت نتیجه می�توان درازدم، توزیع تعریف به توجه با
انباشتگی احتمال که است معنی این به باشد، درازدم توزیعی اگر لذا می�گیرد، قرار بررسی مورد توزیع
x به y ناصفر مقدار که زمانی در دمی انباشتگی احتمال با چندانی فرق بی�نهایت، تا x نقطه از دمی

ندارد. شود، اضافه

باشیم: داشته y ̸= ٠ هر برای اگر تنها و اگر است درازدم f مثبت تابع .٢.۵.١ تعریف

lim
x→∞

f(x+ y)

f(x)
= ١.

بورل مجموعه هر برای و می�دهیم نشان F ∗G با را G و F توزیع تابع دو ١٠ پیچش .٣.۵.١ تعریف
می�شود: تعریف زیر به�صورت B مانند

(F ∗G)(B) =

∫ +∞

−∞
F(B − y)G(dy) =

∫ +∞

−∞
G(B − y)F(dy)

.B − y = {x− y : x ∈ B} که
F ترتیب به توزیع�های با مستقل تصادفی متغیرهای η و ξ ،P احتمال اندازه�ی با احتمالی فضای در اگر
تابع دو دمی پیچش یا پیچش دم تابع به�علاوه .(F ∗G)(B) = P {ξ + η ∈ B} آن�گاه باشند، G و

می�شود: تعریف زیر به�صورت x ∈ R هر برای G و F توزیع

F ∗G(x) = P {ξ + η > x} =

∫ +∞

−∞
F(x− y)G(dy) =

∫ +∞

−∞
G(x− y)F(dy)

باشیم: داشته اگر است، ١١ زیرنمایی مثبت، حقیقی اعداد مجموعه�ی روی F توزیع .۴.۵.١ تعریف

lim
x→∞

F ∗ F(x)
F(x)

= ٢

می�دهیم. نمایش S با را زیرنمایی توزیع�های تمام خانواده
است: زیر به�صورت زیرنمایی و درازدم سنگین�دم، توزیع�های بین رابطه�ی خاص حالت در

S ⊂ L ⊂ H

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را x− و x+ ،x حقیقی عدد هر برای .۵.۵.١ تعریف

x+ = max {٠, x}

x− = −min {٠, x}

بیان را زیرنمایی توزیع�های خانواده از خاصیتی و می�کنیم مطرح را قضیه دو بخش، این ادامه در
می�کنیم.

١٠Convolutions
١١Subexponential
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و F١ ترتیب به توزیع�های با متناظر و مستقل تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض .۶.۵.١ قضیه
i = ١,٢ برای ،li > ٠ مقدار برای که به�طوری باشد داشته وجود F ∈ S توزیع تابع اگر باشند. F٢

رابطه

Fi(x) ∼ liF(x)

رابطه ٠ < a ≤ b < ∞ ثابت هر برای آن�گاه باشد، برقرار

P (X١ + cX٢ > x) ∼ F١(x) + F٢

(x
c

)
می�باشد. برقرار c ∈ [a, b] برای یکنواخت به�طور

شود. مراجعه [١٣] به برهان.

می�باشد. فوق نتیجه از تعمیمی که می�کنیم مطرح را زیر قضیه اکنون

مشترک توزیع با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیر n ،{Xk;١ ≤ k ≤ n} کنید فرض .٧.۵.١ قضیه
رابطه ٠ < a ≤ b < ∞ ثابت هر برای آن�گاه باشند. F ∈ S

P

(
n∑

k=١
ckXk > x

)
∼

n∑
k=١

F

(
x

ck

)
(٢.١)

nتایی بردار ،cn بردار از منظور قسمت این� در که است برقرار cn ∈ [a, b]n برای یکنواخت به�طور
می�باشد. cn = (c١, c٢, . . . , cn)

′

می�کنیم: اثبات استقراء روش به را قضیه برهان.
،n = m برای (٢.١) رابطه که فرضمی�کنیم حال است.� برقرار n = ١ برای (٢.١) رابطه که است بدیهی

رابطه که دهیم نشان باید بنابراین باشد. برقرار است، مثبت و صحیح عددی m که

P

(
m+١∑
k=١

ckXk > x

)
∼

m+١∑
k=١

F

(
x

ck

)
(٣.١)

می�باشد. برقرار cm+١ ∈ [a, b]m+١ برای یکنواخت به�طور
می�کنیم: بازنویسی زیر به�صورت را (٣.١) رابطه

P

(
m∑

k=١
ckXk + cm+١Xm+١ > x

)
∼

m∑
k=١

P (ckXk > x) + P (cm+١Xm+١ > x) (۴.١)

نتیجه: در می�کنیم، تقسیم cm+١ بر را (۴.١) رابطه طرفین حال

P

(
m∑

k=١
c′kXk +Xm+١ > x′

)
∼

m∑
k=١

P (c′kXk > x′) + P (Xm+١ > x′) (۵.١)

می�باشند. x′ =
x

cm+١
و c′k =

ck
cm+١

،(۵.١) رابطه در که
داریم: ١ ≤ k ≤ m هر برای و cm+١ ∈ [a, b] که می�کنیم مشاهده وضوح به



٩ پیچش مفهوم و زیرنمایی توزیع�های درازدم، توزیع�های .۵.١

a ≤ ck ≤ b︸ ︷︷ ︸
(∗)

و a ≤ cm+١ ≤ b︸ ︷︷ ︸
(∗∗)

داریم: (**) و (*) روابط گرفتن نظر در با نتیجه در

١
b
≤ ١

cm+١
≤ ١

a
=⇒ a

b
≤ ck

b
≤ ck

cm+١
≤ ck

a
≤ b

a

نهایت: در و

٠ <
a

b
≤ c′k ≤

b

a
< ∞

در باشد. cm+١ = ١ ،(٣.١) رابطه در که کنیم فرض می�توانیم مسأله کلیت دادن دست از بدون بنابراین
رابطه کنیم ثابت که است کافی نتیجه

P

(
m∑

k=١
ckXk +Xm+١ > x

)
∼

m∑
k=١

F

(
x

ck

)
+ F(x) (۶.١)

است. برقرار cm ∈ [a, b]m برای یکنواخت به�طور
نامعادلات: که به�طوری دارد وجود B١ > ٠ ثابت مقدار استقراء، فرض توسط ε > ٠ هر برای

(١− ε)
m∑

k=١
P (ckXk > x) ≤ P

(
m∑

k=١
ckXk > x

)
≤ (١+ ε)

m∑
k=١

P (ckXk > x) (٧.١)

می�باشد. برقرار x ≥ B١ و cm ∈ [a, b]m برای یکنواخت به�طور
می�کنیم: تقسیم زیر به�صورت پیچش، تعریف به توجه با را (۶.١) رابطه چپ سمت احتمال اکنون

L١ + L٢ =

(∫ x−B١

−∞
+

∫ ∞

x−B١

)
P

(
m∑

k=١
ckXk > x− t

)
F(dt).

داریم: (٧.١) رابطه به توجه با منظور این برای می�کنیم، بررسی را L١ ابتدا در

L١ ≤ (١+ ε)

∫ x−B١

−∞

m∑
k=١

P (ckXk > x− t) F(dt)

= (١+ ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x,Xm+١ ≤ x−B١

)
(١)

≤ (١+ ε)
m∑

k=١

(
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
− P

(
ckX

+
k +Xm+١ > x,Xm+١ > x

))
(٢)

= (١+ ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
− (١+ ε)mF(x). (٨.١)

Xk هر توزیع تابع که این به توجه با هم�چنین و پیچش تعریف به توجه با (١) برابری فوق روابط در که
فضاهای به توجه با (٢) نامساوی هم�چنین می�آید، به�دست می�باشد، زیرنمایی توزیع�های خانواده به متعلق

می�شود. حاصل تصادفی متغیرهای به مربوط
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مشابه: به�طور

L١ ≥ (١− ε)

∫ x−B١

−∞

m∑
k=١

P (ckXk > x− t) F(dt)

= (١− ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x,Xm+١ ≤ x−B١

)
≥ (١− ε)

m∑
k=١

(
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
− P (Xm+١ > x−B١)

)
(٣)

= (١− ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
− (١− ε)mF(x−B١). (٩.١)

[Xm+١ ≤ x−B١] = B و
[
ckXk

+ +Xm+١ > x
]
= A گرفتن نظر در با (٣) نامساوی آن در که

می�آید. به�دست احتمالی ساده روابط و
کلاس این در را روابط تمام و می�کنیم بزرگ�تری کلاس به معطوف را اثبات بقیه ادامه، در حال
کلاس به می�توان آخر در را موردنظر نتیجه لذا است، S ⊂ L که این به توجه با می�گیریم. نظر در بزرگ�تر

داد. نسبت کوچک�تر
نامعادلات: که به�طوری دارد وجود B٢ > ٠ ثابت مقدار است، F ∈ L که این و ۶.۵.١ قضیه به توجه با

(١− ε)

(
F

(
x

ck

)
+ F(x)

)
≤ P

(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
≤ (١+ ε)

(
F

(
x

ck

)
+ F(x)

)
(١٠.١)

و

F(x−B١) ≤ (١+ ε)F(x), (١١.١)

می�باشند. برقرار x ≥ B٢ و cm ∈ [a, b]m برای یکنواخت به�طور
می�رسیم: زیر نتیجه به (٩.١) و (٨.١) روابط در (١١.١) و (١٠.١) روابط جایگزینی با حال

داریم: را زیر نتایج (١١.١) و (١٠.١) رابطه طبق

(١+ ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
≤ (١+ ε)٢

[
m∑

k=١
F

(
x

ck

)
+mF(x)

]
, (١٢.١)

و

(١− ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
≥ (١− ε)٢

[
m∑

k=١
F

(
x

ck

)
+mF(x)

]
, (١٣.١)

هم�چنین

F(x−B١) ≤ (١+ ε)F(x) =⇒ −(١− ε)mF(x−B١) ≥ −(١− ε٢)mF(x). (١۴.١)
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داریم: (١٢.١) و (٨.١) رابطه بنابر

L١ ≤ (١+ ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
− (١+ ε)mF(x)

≤ (١+ ε)٢
m∑

k=١
F

(
x

ck

)
+ (١+ ε)٢mF(x)− (١+ ε)mF(x)︸ ︷︷ ︸

(ε+ε٢)mF(x)

(١۵.١)

داریم: (١۴.١) و (١٣.١) ،(٩.١) روابط بنابر به�علاوه و

L١ ≥ (١− ε)
m∑

k=١
P
(
ckX

+
k +Xm+١ > x

)
− (١− ε)mF(x−B١)

≥ (١− ε)٢
m∑

k=١
F

(
x

ck

)
+ (١− ε)٢mF(x)− (١− ε)mF(x−B١)

≥ (١− ε)٢
m∑

k=١
F

(
x

ck

)
+ (١− ε)٢mF(x)− (١− ε٢)mF(x)︸ ︷︷ ︸

−٢(ε−ε٢)mF(x)

(١۶.١)

که: می�آید به�دست (١۶.١) و (١۵.١) روابط ادغام با نتیجه در

(١− ε)٢
m∑

k=١
F

(
x

ck

)
− ٢(ε− ε٢)mF(x) ≤ L١

≤ (١+ ε)٢
m∑

k=١
F

(
x

ck

)
+ (ε+ ε٢)mF(x). (١٧.١)

هر برای (١١.١) رابطه هم�چنین و L٢ تعریف به توجه با طرف، یک از می�کنیم. بررسی را L٢ اکنون
داریم: x ≥ B٢

L٢ ≤ F(x−B١) ≤ (١+ ε)F(x). (١٨.١)

یکنواخت به�طور زیر روابط که به�طوری کرد انتخاب را B٣ > ٠ و C > ٠ مقادیر می�توان دیگر، طرف از
باشند: برقرار x ≥ B٣ و cm ∈ [a, b]m برای

L٢ ≥
∫ ∞

x−B١

P

(
m∑

k=١
ck min {Xk,٠} > x− t

)
F(dt) (۴)

≥
∫ ∞

x+C

P

(
b

m∑
k=١

min {Xk,٠} > x− t

)
F(dt) (۵)

≥ P

(
b

m∑
k=١

min {Xk,٠} > −C

)
F(x+ C) (۶)

≥ (١− ε)٢F(x). (٧) (١٩.١)



١٢ آن�ها خواص برخی و زیرنمایی و سنگین�دم درازدم، توزیع�های .١

بازه به توجه با (۵) رابطه هم�چنین و Xkها بودن منفی یا مثبت به توجه با (۴) رابطه فوق، روابط در
انتگرال محاسبه و انتگرالده در پایین کران دادن قرار از (۶) رابطه به�علاوه می�شود.� نتیجه cmها به مربوط
(١−ε)٢ از بزرگ�تر (۶) عبارت که می�کنیم انتخاب طوری را C مقدار نهایت در می�آید. به�دست باقی�مانده

بود. خواهد F(x) معادل تقریباً F(x+ C) می�باشد، F ∈ L که این به توجه با و شود،
داریم: cm ∈ [a, b]m و x ≥ max {B٢, B٣} هر برای که می�دهد نشان (١٩.١) و (١٨.١) روابط

(١− ε)٢F(x) ≤ L٢ ≤ (١+ ε)F(x). (٢٠.١)

نامعادلات: (٢٠.١) و (١٧.١) روابط ترکیب با نهایت در

P

(
m∑

k=١
ckXk +Xm+١ > x

)
≥ (١−ε)٢

m∑
k=١

F

(
x

ck

)
−
(
٢εm− ٢ε٢m− (١− ε)٢

)
F(x)

و

P

(
m∑

k=١
ckXk +Xm+١ > x

)
≤ (١+ ε)٢

m∑
k=١

F

(
x

ck

)
+
(
εm+ ε٢m+ ε+ ١

)
F(x)

می�باشند. برقرار x ≥ max {B١, B٢, B٣} و cm ∈ [a, b]m برای یکنواخت به�طور
می�شود. اثبات (۶.١) رابطه ،ε بودن دلخواه به توجه با نتیجه در

متغیرهای مجموع احتمال زیرنمایی، توزیع�های خانواده در که رسانید اثبات به را مطلب این فوق قضیه
است. هم�ارز متغیرها این احتمالات مجموع با مستقل تصادفی

متغیر دو ξ٢ و ξ١ می�کنیم فرض آن بهتر درک برای و زیرنمایی توزیع�های خانواده تعریف به توجه با
شد، ذکر بالا در که بودن زیرنمایی تعریف آن�گاه باشند، F مشترک توزیع با متناظر مستقل، تصادفی

که: این با است معادل

P {ξ١ + ξ٢ > x} ∼ ٢P {ξ١ > x}

بنویسیم: که است این معادل فوق رابطه لذا

P
{
ξ١ > x

∣∣ξ١ + ξ٢ > x
}
−→ ١

٢
داریم: نیز را زیر هم�ارزی به�علاوه

P {max (ξ١, ξ٢) > x} = ١− P {max (ξ١, ξ٢) ≤ x}

= ١−

P (ξ١ ≤ x)︸ ︷︷ ︸
Fξ١ (x)

P (ξ٢ ≤ x)︸ ︷︷ ︸
Fξ٢ (x)


= ١− P٢ {ξ١ ≤ x} = ١− (١− P {ξ١ > x})٢

= ٢P {ξ١ > x} − P٢ {ξ١ > x}
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رابطه در که این به توجه با و می�کند میل صفر سمت به P {ξ١ > x} آن�گاه ،x → ∞ اگر فوق رابطه در
داریم: بنابراین می�باشد، سریع�تر خیلی P٢ {ξ١ > x} شدن صفر سرعت لذا داریم، را دو توان فوق

P {max (ξ١, ξ٢) > x} ∼ ٢P {ξ١ > x}

فقط و اگر است زیرنمایی توزیع�های خانواده به متعلق F توزیع که می�گیریم نتیجه فوق روابط به توجه با
اگر:

P {ξ١ + ξ٢ > x} ∼ P {max (ξ١, ξ٢) > x}

می�دهیم: تعمیم تصادفی متغیر n حالت برای را بودن زیرنمایی تعریف حال
مستقل تصادفی متغیرهای ξ١, ξ٢, . . . , ξn و R+ مجموعه�ی روی دلخواه توزیعی F کنید فرض
روی F توزیع اگر که داد نشان می�توان فوق استدلال به شبیه استدلالی با باشند، F مشترک توزیع با

است: برقرار نیز زیر رابطه�ی آن�گاه باشد، زیرنمایی R+ مجموعه�ی

lim
x→∞

F∗n(x)

F(x)
= n ∀n ≥ ١

که: معنی این به است، خودش به نسبت F توزیع پیچش برابر n همان F∗n(x) از منظور این�جا در

F ∗ F ∗ · · · ∗ F︸ ︷︷ ︸
nبار

داریم: ξ٢ و ξ١ متغیر دو حالت همانند

P {(ξ١ + ξ٢ + · · ·+ ξn) > x} ∼ P {max (ξ١, ξ٢, . . . , ξn) > x} (٢١.١)

آن در که توجهی قابل راه تنها که، است این کرد برداشت می�توان (٢١.١) رابطه از آن�چه و تفسیر
متغیرهای از یکی حداکثر که، است این باشد بزرگ�تر x مقدار از می�تواند ξ١ + ξ٢ + · · ·+ ξn مجموع

باشد. x از بزرگ�تر نیز ξ١, ξ٢, . . . , ξn

داریم: (٢١.١) رابطه راست سمت احتمال برای لذا

P {max (ξ١, ξ٢, . . . , ξn) > x} = ١− P {max (ξ١, ξ٢, . . . , ξn) ≤ x}

= ١− [P (ξ١ ≤ x) P (ξ٢ ≤ x) . . .P (ξn ≤ x)]

= ١− Fn(x)

و

P {max (ξ١, ξ٢, . . . , ξn) > x} = P (ξ١ > x) + P (ξ٢ > x) + · · ·+ P (ξn > x)

= nF(x)

داریم: ξ٢ و ξ١ متغیر دو حالت همانند نتیجه در
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P {(ξ١ + ξ٢ + · · ·+ ξn) > x} ∼ P {max (ξ١, ξ٢, . . . , ξn) > x} ∼ nF(x)

بنابراین:

lim
x→∞

F∗n(x)

F(x)
= n ∀n ≥ ١

است: صادق نیز زیر رابطه همواره به�علاوه

P {(ξ١ + ξ٢ + · · ·+ ξn) > x} ≥ P {max (ξ١, ξ٢, . . . , ξn) > x}

داریم: ،lim inf گرفتن با سپس و بگیریم نظر در را n = ٢ فوق رابطه در اگر لذا

lim inf
x→∞

F ∗ F(x)
F(x)

≥ ٢ (٢٢.١)

سنگین�دم توزیع�های خواص و قضایا ۶.١

تساوی به (٢٢.١) رابطه�ی آن�گاه باشد، سنگین�دم F اگر که می�دهیم نشان بخش این از دوم قضیه در
یعنی: می�شود، تبدیل

lim inf
x→∞

F ∗ F(x)
F(x)

= ٢

باشد. ∞ حتی یا ٢ از بزرگ�تر عددی هر است ممکن lim sup فوق تساوی در
باشد. ٢ از کوچک�تر نمی�تواند R+ مجموعه�ی روی توزیع هر برای بالا در تعریف�شده lim inf هم�چنین

g(x) تابع کنید فرض باشد.� سنگین�دم توزیع با تصادفی متغیر یک ξ ≥ ٠ کنید فرض .١.۶.١ قضیه
یکنواخت مقعر تابع یک صورت این در �.g(x) → ∞ آن�گاه کند، میل x → ∞ وقتی که باشد به�صورتی

.Eeh(ξ)+g(ξ) = ∞ و Eeh(ξ) < ∞ ،h(x) = o(x) که به�طوری دارد وجود h : R+ → R+

شود. مراجعه [۶] به برهان.

رابطه: صورت این در باشد، R+ مجموعه� روی سنگین�دم توزیعی F کنید فرض .٢.۶.١ قضیه

lim inf
x→∞

F ∗ F(x)
F(x)

= ٢

است. برقرار

داریم: (٢٢.١) رابطه به توجه با برهان.

lim inf
x→∞

F ∗ F(x)
F(x)

≥ ٢

کنیم: ثابت است کافی حال

lim inf
x→∞

F ∗ F(x)
F(x)

≤ ٢
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:x > x٠ هر برای که به�طوری دارد وجود x٠ و δ > ٠ یعنی باشد صادق حکم خلاف کنید فرض

F ∗ F(x) ≥ (٢+ δ)F(x) (٢٣.١)

افزایشی مقعر تابع یک می�توان g(x) = lnx گرفتن نظر در با و ١.۶.١ قضیه به�کارگیری با حال
.Eξeh(ξ) = ∞ و Eeh(ξ) < ∞ که به�طوری کرد انتخاب h : R+ → R+

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را hb(x) مقعر تابع ،b > ٠ هر برای

hb(x) := min(h(x), bx)

که به�طوری دارد وجود x١ای ثابت، b هر برای لذا ،h(x) = o(x) و است سنگین�دم F توزیع که آن�جا از
که زمانی ،x هر برای .Eξehb(ξ) = ∞ و Eehb(ξ) < ∞ رو این از .hb(x) = h(x) ،x > x١ هر برای

.Eehb(ξ١) ↓ ١ ،b ↓ ٠ که زمانی بنابراین می�شود. همگرا hb(x) ↓ ٠ آن�گاه b ↓ ٠
که: به�طوری دارد وجود bای بنابراین

Eehb(ξ١) ≤ ١+
δ

۴ (٢۴.١)

.a[t] = min(a, t) می�دهیم: قرار حقیقی t و a هر برای ادامه در
داریم: hb تابع بودن مقعر به توجه با نتیجه در

E
(
ξ
[t]
١ + ξ

[t]
٢

)
ehb(ξ١+ξ٢) = ٢Eξ[t]١ ehb(ξ١+ξ٢) ≤ ٢Eξ[t]١ ehb(ξ١)+hb(ξ٢)

بنابراین:

E
(
ξ
[t]
١ + ξ

[t]
٢

)
ehb(ξ١+ξ٢)

Eξ[t]١ ehb(ξ١)
≤ ٢

Eξ[t]١ ehb(ξ١)Eehb(ξ٢)

Eξ[t]١ ehb(ξ١)

= ٢Eehb(ξ٢) ≤ ٢+
δ

٢ (٢۵.١)

می�شود. نتیجه (٢۴.١) رابطه به توجه با آخر نامساوی
که این دلیل به ،min (x+ y, z) ≤ min (x, z) + min (y, z) نامساوی به توجه با دیگر، طرف از

داریم: است، (ξ١ + ξ٢)
[t] ≤ ξ

[t]
١ + ξ

[t]
٢

E
(
ξ
[t]
١ + ξ

[t]
٢

)
ehb(ξ١+ξ٢)

Eξ[t]١ ehb(ξ١)
≥ E(ξ١ + ξ٢)

[t]ehb(ξ١+ξ٢)

Eξ[t]١ ehb(ξ١)

=

∫∞
٠ x[t]ehb(x)d ((F ∗ F) (x))∫∞

٠ x[t]ehb(x)d (F(x))
(٢۶.١)
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داریم: زیر به�صورت جزء به جزء انتگرال�گیری از بعد (٢۶.١) رابطه برای
می�گیریم: نظر در زیر به�صورت را dv و u کسر، صورت برای (٢۶.١) رابطه در

u = x[t]ehb(x) ⇒ du = d
(
x[t]ehb(x)

)
dv = d ((F ∗ F)(x)) ⇒ v = (F ∗ F)(x)

بنابراین:

x[t]ehb(x) (F ∗ F) (x)−
∫ ∞

٠
(F ∗ F) (x) d

(
x[t]ehb(x)

)
=

x[t]ehb(x) (F ∗ F) (x)−
∫ ∞

٠

(
١−

(
F ∗ F

)
(x)
)
d
(
x[t]ehb(x)

)
=

x[t]ehb(x) (F ∗ F) (x)−
∫ ∞

٠
d
(
x[t]ehb(x)

)
+

∫ ∞

٠

(
F ∗ F

)
(x) d

(
x[t]ehb(x)

)
=

x[t]ehb(x) (F ∗ F) (x)− x[t]ehb(x) +

∫ ∞

٠

(
F ∗ F

)
(x) d

(
x[t]ehb(x)

)
=

x[t]ehb(x) [(F ∗ F(x))− ١] +
∫ ∞

٠

(
F ∗ F

)
(x) d

(
x[t]ehb(x)

)
(٢٧.١)

x[t] = min(x, t) به توجه با x[t]ehb(x) [(F ∗ F(x))− ١] مورد در (٢٧.١) رابطه معادله�ی آخرین در
.x[t]ehb(x) = ٠ ،x → ٠ که زمانی و F ∗ F(x) → ١ و x[t] = t آن�گاه ،x → ∞ که زمانی گفت می�توان
(٢۶.١) رابطه کسر صورت نتیجه در می�باشد. x[t]ehb(x) [(F ∗ F(x))− ١] = ٠ حالت دو هر در پس

با: است ∫برابر ∞

٠

(
F ∗ F

)
(x) d

(
x[t]ehb(x)

)
با: است برابر مشابه به�طور (٢۶.١) رابطه کسر مخرج نیز ∫و ∞

٠
F(x) d

(
x[t]ehb(x)

)
با: است برابر (٢۶.١) رابطه کلی به�طور ∞∫پس

٠ x[t]ehb(x)(F ∗ F)(dx)∫∞
٠ x[t]ehb(x)F(dx)

=

∫∞
٠
(
F ∗ F

)
(x) d

(
x[t]ehb(x)

)∫∞
٠ F(x) d (x[t]ehb(x))

هر سنگین�دم، توزیع�های تعریف به توجه با ،t → ∞ که زمانی دوم بخش در ،Eξ١ehb(ξ١) = ∞ چون
∞
∞

به لذا می�کند، میل بی�نهایت سمت به فوق، رابطه راست سمت کسر مخرج و صورت در انتگرال دو
(٢٣.١) فرض به توجه با hb(x) صعودی تابع مورد در منظور همین برای شود. ابهام رفع باید که می�رسیم

داریم: را زیر نتیجه

lim inf
t→∞

∫∞
٠ F ∗ F(x)d

(
x[t]ehb(x)

)∫∞
٠ F(x)d (x[t]ehb(x))

≥ (٢+ δ) lim inf
t→∞

∫∞
٠ F(x)d

(
x[t]ehb(x)

)∫∞
٠ F(x)d (x[t]ehb(x))

= ٢+ δ



١٧ سنگین�دم توزیع�های خواص و قضایا .۶.١

بزرگ کافی اندازه به tهای برای (٢۵.١) رابطه با تناقضی ،(٢۶.١) در فوق رابطه کردن جایگزین با
است. برقرار حکم و باطل خلف فرض پس می�شود، ایجاد

باشد: برقرار نیز زیر رابطه�ی و سنگین�دم R+ مجموعه�ی روی F توزیع اگر خاص حالت در

lim
x→∞

F ∗ F(x)
F(x)

= c

توجه با حال باشد، ٢ برابر باید lim inf ،F توزیع برای ،٢.۶.١ قضیه به توجه با آن�گاه ،c ∈ (٠,∞) که
سنگین�دم توزیع برای نتیجه در باشد، lim inf = lim sup که دارد وجود lim زمانی که مطلب این به
که باشد، c = ٢ باید لزوماً لذا باشد، ٢ برابر نیز lim sup باید فوق، lim داشتن وجود به توجه با و F

است. زیرنمایی توزیع تعریف همان
می�کنیم. پیدا F١,F٢, . . . ,Fn توزیع�های دمی پیچش برای پایینی کران بعد قسمت در

نامحدود تکیه�گاه با R+ مجموعه روی تعریف�شده توزیع�های F١,F٢, . . . ,Fn کنید فرض .٣.۶.١ قضیه
آن�گاه باشند،

lim inf
x→∞

F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fn(x)

F١(x) + F٢(x) + · · ·+ Fn(x)
≥ ١

F١,F٢, . . . ,Fn ترتیب به توزیع�های با مستقل تصادفی متغیرهای ξ١, ξ٢, . . . , ξn فرضمی�کنیم برهان.
باشند.

می�کنیم: تعریف را زیر مجموعه j ̸= k هر برای

{ξk > x, ξj ∈ [٠, x]}

پایین کران پس می�باشند، هم از جدا مختلف kهای برای ξj ∈ [٠, x] و ξk > x پیشامدهای که آن�جا از
می�شود: حاصل زیر به�صورت F١,F٢, . . . ,Fn توزیع�های دمی پیچش برای

F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fn(x) ≥
n∑

k=١
P {ξk > x, ξj ∈ [٠, x];∀j ̸= k} (٨)

=
n∑

k=١
Fk(x)

∏
j ̸=k

Fj(x) (٩)

∼
n∑

k=١
Fk(x) (١٠)

لذا گرفتیم، نظر در ξiها متغیرهای برای را ممکن حالت�های از یکی (٨) رابطه در که این به توجه با
تعریف به توجه با و ξjها و ξk بودن هم از جدا دلیل به (٩) رابطه به�علاوه می�شود.� نتیجه بزرگ�تری رابطه
حاصل طرفین از گرفتن lim inf با ،(١٠) رابطه یعنی رابطه آخرین نهایت در می�آید. به�دست توزیع تابع

می�شود.



١٨ آن�ها خواص برخی و زیرنمایی و سنگین�دم درازدم، توزیع�های .١

روی مختلف توزیع�های برای که کرد استنتاج را مطلب این فوق قضیه از می�توان که می�رسد نظر به
بزرگ�تر F١,F٢, . . . ,Fn توزیع�های دمی پیچش مقدار نامحدود، تکیه�گاه با مثبت، حقیقی اعداد مجموعه

می�باشد. ذکرشده توزیع�های دمی پیچش تک�تک مجموع مساوی یا

می�دهد. نشان F٢ و F١ یکسان غیر توزیع�های برای را نتیجه�ای زیر قضیه

باشد. سنگین�دم F١ کنید فرض هم�چنین و باشند R+ روی توزیع دو F٢ و F١ کنید فرض .۴.۶.١ قضیه
آن�گاه:

lim inf
x→∞

F١ ∗ F٢(x)

F١(x) + F٢(x)
= ١ (٢٨.١)

اکیداً می�کنیم فرض حال است. ١ حداقل (٢٨.١) رابطه چپ سمت ،٣.۶.١ قضیه به توجه با برهان.
که: به�طوری دارد وجود ε > ٠ بزرگ کافی اندازه به xهای تمام برای بنابراین باشد. ١ از بزرگ�تر

F١ ∗ F٢(x)

F١(x) + F٢(x)
≥ ١+ ٢ε (٢٩.١)

لذا: است، سنگین�دم F١ چون می�گیریم. نظر در را G =
F١ + F٢

٢ ∫توزیع +∞

−∞
eλxd (F١(x)) = ∞

داریم: G تابع مورد در ∫بنابراین +∞

−∞
eλxd (G(x)) =

١
٢

(∫ +∞

−∞
eλxd (F١(x)) +

∫ +∞

−∞
eλxd (F٢(x))

)
می�باشد. سنگین�دم نیز است، سنگین�دم F١ که مطلب این به توجه با G توزیع وضوح به

داریم: G سنگین�دم توزیع برای ٢.۶.١ قضیه به توجه با هم�چنین

lim inf
x→∞

G ∗G(x)

G(x)
= ٢ (٣٠.١)

که: می�دهد نشان بزرگ کافی اندازه به xهای تمام برای ٣.۶.١ قضیه و (٢٩.١) رابطه دیگر، طرف از

G ∗G(x) =
F١ ∗ F١(x) + F٢ ∗ F٢(x) + ٢F١ ∗ F٢(x)

۴

≥
١)٢− ε)F١(x) + ١)٢− ε)F٢(x) + ١)٢+ ٢ε)

(
F١(x) + F٢(x)

)
۴

= ٢
(
١+

ε

٢

)
G(x)

در است، تناقض در (٣٠.١) رابطه با که می�شود ایجاد رابطه�ای فوق، رابطه طرفین از گرفتن lim inf با
می�باشد. برقرار حکم نتیجه



٢ فصل

توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم
درازدم

تصادفی متغیرهای ماکزیمم و مجموع ١.٢

می�باشد. ،[٢] هم�کاران و چن مقاله از برگرفته�شده فصل، این مطالب

آن صورت این غیر در است، شده گرفته نظر در x → ∞ حالت برای حدی روابط تمام فصل این در
می�کنیم. ذکر را

می�دهیم. نشان h(x) = o (g(x)) نماد با را آن باشد، lim h(x)

g(x)
= ٠ اگر

را آن ،lim inf
a(x)

b(x)
≥ ١ اگر و a(x) ∼ b(x) نماد با را آن آن�گاه باشد، lim a(x)

b(x)
= ١ اگر هم�چنین

می�دهیم. نمایش a(x) ≳ b(x) نماد با
به�صورت F دم توزیع ،F توزیع هر ازای به و می�باشد x+ = max {x,٠} ،x حقیقی عدد هر برای

می�شود. تعریف F(x) = ١− F(x)

نظر در بعدی n ستونی بردار عنوان به را Xn = (X١, X٢, . . . , Xn)
′ نوشتار، در راحتی برای هم�چنین

می�گیریم.
توزیع�های با ترتیب به مستقل دو به دو و حقیقی�مقدار تصادفی متغیرهای X١,X٢, . . . ,Xn کنید فرض
از: است عبارت که می�دهیم نشان Sm با را تصادفی متغیرهای جزئی مجموع باشند، F١,F٢, . . . ,Fn

Sm =
m∑

k=١
Xk ; m = ١,٢, . . . , n

Mn = max
١≤m≤n

Sm داریم: آن�ها ماکزیمم برای هم�چنین و



٢٠ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

دمی غالب مقادیر توزیع�های کلاس ٢.٢

١ دمی غالب مقادیر توزیع�های کلاس به متعلّق حقیقی اعداد مجموعه روی F توزیع .١.٢.٢ تعریف
باشیم: داشته y ∈ (٠,١) هر برای اگر است،

lim sup
x→∞

F(xy)

F(x)
< ∞

می�دهیم. نمایش D با را دمی غالب مقادیر توزیع�های تمام خانواده

و داده نمایش γq(X) با را X تصادفی متغیر q−ام مرتبه چندک ٠ < q < ١ برای .٢.٢.٢ تعریف
می�شود: انتخاب زیر مجموعه�ی از دلخواه به�طور γq(X) مقدار

Γq(X) = {x : P(X ≤ x) ≥ q,P(X ≥ x) ≥ ١− q}

مربوطه قضایای و دمی هم�ارز توزیع�های ٣.٢

اگر: می�نامیم، دمی هم�ارز را می�باشند بی�کران راست از که G و F توزیع دو .١.٣.٢ تعریف

F(x) ∼ G(x)

که: معنی این به باشد،

lim
x→∞

F(x)

G(x)
= ١

که به�طوری باشند حقیقی اعداد مجموعه روی توزیع�هایی G و F٢ ،F١ کنید فرض .٢.٣.٢ قضیه
آن�گاه: باشد، داشته وجود G درازدم توزیع کنید فرض به�علاوه باشد. F١(x) ∼ F٢(x)

F١ ∗G(x) ∼ F٢ ∗G(x)

شود. مراجعه [۶] به برهان.

که به�طوری باشند حقیقی اعداد مجموعه روی توزیع�هایی G٢ و G١ ،F٢ ،F١ کنید فرض .٣.٣.٢ قضیه
آن�گاه: باشد، درازدم F١ +G١ تابع کنید فرض این بر علاوه .G١(x) ∼ G٢(x) و F١(x) ∼ F٢(x)

F١ ∗G١(x) ∼ F٢ ∗G٢(x).

شود. مراجعه [۶] به برهان.
١Dominatedly varying-tailed Distributions



٢١ پیچش تحت درازدم توزیع�های کلاس بودن بسته خاصیت .۴.٢

پیچش تحت درازدم توزیع�های کلاس بودن بسته خاصیت ۴.٢

است. بسته پیچش تحت درازدم توزیع�های کلاس که می�دهیم نشان ٣.٣.٢ قضیه از استفاده با اکنون

و درازدم F + G تابع درازدم، F توزیع که به�طوری بگیرید، نظر در را G و F توزیع�های .١.۴.٢ قضیه
آن�گاه می�باشد). درازدم توزیع، دو دمی توابع از F + G مجموع (یعنی باشد، درازدم نیز F + G اندازه

است. درازدم نیز F ∗G

مقدار با ولی F با برابر نیز F٢ و F١ = F می�کنیم فرض می�گیریم، نظر در را y > ٠ ثابت برهان.
یعنی: باشد، y اندازه به جابه�جایی

F٢(x) = F(x+ y)

.F٢ ∗G(x) = F ∗G(x+ y) نتیجه: در
F١+G چون نیز و F١(x) ∼ F٢(x)پس می�باشد، درازدم توزیع�های کلاس به متعلّق F توزیع که آن�جا از

داریم: G١ = G٢ = G گرفتن نظر در با ٣.٣.٢ قضیه به توجه با آن�گاه می�باشد، درازدم

F١ ∗G(x) ∼ F٢ ∗G(x).

:F٢ و F١ تعریف به توجه با نتیجه در

F ∗G(x) ∼ F ∗G(x+ y).

کلاس به متعلق F ∗G بنابراین می�باشد، F ∗G برای درازدم توزیع تعریف همان آخر هم�ارزی که
است. درازدم توزیع�های

از: است عبارت می�آید، به�دست ١.۴.٢ قضیه از که نتیجه�ای دو

کلاس به متعلق نیز F ∗G یعنی آن�ها پیچش آن�گاه باشند، درازدم G و F توزیع دو هرگاه .٢.۴.٢ نتیجه
است. درازدم توزیع�های

G(x) = o
(
F(x)

)
هم�چنین و درازدم، F توزیع که به�طوری باشند توزیع دو G و F اگر .٣.۴.٢ نتیجه

می�باشد. درازدم نیز F ∗G آن�گاه باشد،

باشد، داشته تعلّق درازدم توزیع�های کلاس به ،n ≥ ١ هر برای Fn توزیع تابع کنید فرض .۴.۴.٢ لم
داریم: k ∈ N هر برای آن�گاه

V = F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fk ∈ L

توزیع�های کلاس به متعلّق دو هر که ،G و F توزیع دو برای ١.۴.٢ قضیه نتیجه اولین طبق برهان.
است. F ∗G ∈ L می�باشد، درازدم

یعنی: باشد، برقرار k = n−١ برای مسأله حکم که می�کنیم فرض استقرایی استدلال از استفاده با حال



٢٢ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

V = F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fn−١ ∈ L

داریم: منظور این برای است، برقرار نیز k = n برای حکم که دهیم نشان باید اکنون

V = F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fn =

F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fn−١︸ ︷︷ ︸
Z

 ∗ Fn︸︷︷︸
T

توزیع عنوان به Fn هم�چنین و Z جدید توزیع عنوان به F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fn−١ گرفتن نظر در با بنابراین
می�شود: نتیجه لذا است، Z ∗ T ∈ L ،١.۴.٢ قضیه نتیجه اولین به توجه با و T

V = F١ ∗ F٢ ∗ · · · ∗ Fk ∈ L

که این بر علاوه درازدم توزیع�های کلاس که درمی�یابیم ۴.۴.٢ لم هم�چنین و ١.۴.٢ قضیه به توجه با
بسته پیچش عمل به نسبت نیز nتایی حالت در بلکه است، بسته پیچش به نسبت دوتایی حالت در

می�باشد.

است: برقرار زیر رابطه�ی x حقیقی عدد هر و ٠ < q < ١ هر برای .۵.۴.٢ لم

P

(
max
١≤m≤n

Sm ≥ x

)
≲ ١

q
P

(
Sn ≥ x− max

١≤m≤n
{γq (Sm − Sn)}

)
(١.٢)

شود. مراجعه [١٠] به برهان.

مجانبی دمی احتمالات ۵.٢

نشان را Sn و Mn مقادیر دمی احتمالات بین مجانبی هم�ارزی که است این بر ما سعی بخش این در
دهیم.

داریم: n ∈ N هر برای آن�گاه باشد، درازدم m ≥ ١ هر برای Fm توزیع کنید فرض .١.۵.٢ قضیه

P (Mn ≥ x) ∼ P (Sn ≥ x) (٢.٢)

دهیم: نشان را زیر رابطه�ی دو که داریم نیاز (٢.٢) گزاره�ی اثبات برای برهان.

P (Mn ≥ x) ≲ P (Sn ≥ x) (٣.٢)

P (Mn ≥ x) ≳ P (Sn ≥ x) (۴.٢)

Mnبلافاصله = max
١≤m≤n

Sm Mnکه و Sn تعریف به توجه با رابطه این زیرا است، بدیهی (۴.٢) رابطه�ی
توزیع�های کلاس به متعلق Sn که می�دانیم ۴.۴.٢ لم به توجه با (٣.٢) رابطه اثبات برای می�شود. نتیجه



٢٣ تصادفی وزنی مجموع از مختصر کاربردی .۶.٢

. Sn ∈ L یعنی می�باشد، درازدم
داریم: ۵.۴.٢ لم به توجه با هم�چنین

P

(
max
١≤m≤n

Sm ≥ x

)
≲ ١

q
P

(
Sn ≥ x− max

١≤m≤n
{γq (Sm − Sn)}

)
∼ ١

q
P (Sn ≥ x)

(٣.٢) رابطه ،١ سمت به q دادن میل با حال می�شود، نتیجه Sn توزیع درازدمی دلیل به آخر هم�ارزی که
می�شود. نتیجه (٢.٢) رابطه نهایت در و

کلاس به متعلق F١,F٢, . . . ,Fn توزیع�های که خاصی حالت برای ١.۵.٢ قضیه نتیجه�ی مشابه
دارد. وجود [١١] اسگیبنف،٢ ١ قضیه در هستند، S یکسان

تصادفی وزنی مجموع از مختصر کاربردی ۶.٢

با اغلب خطر نظریه در دارد. فراوان کاربرد مالی ریسک�های و بیمه نظریه در عمدتاً تصادفی وزنی مجموع
می�توان مدل�ها این میان از که می�شویم روبه�رو هستند، تصادفی وزنی مقادیر شامل که تصادفی مدل�های

کرد. اشاره زمان-گسسته تصادفی خطر مدل�های به

وزن�دار تصادفی متغیرهای ٧.٢

می�کنیم: اشاره وزن�دار تصادفی متغیرهای به ادامه در
ترتیب به توزیع توابع با حقیقی�مقدار تصادفی متغیرهای ،X١,X٢, . . . ,Xn کنید فرض قبل مانند
که می�باشد، تصادفی وزن دارای Xk هر کنید فرض هم�چنین باشند.� مستقل دو به دو و F١,F٢, . . . ,Fn

.Wk ≥ ٠ ،k هر ازای به و می�دهیم نشان Wk با
می�کنیم: تعریف زیر به�صورت قبل مشابه را M (w)

n و S(w)
m مقادیر

S(w)
m =

m∑
k=١

WkXk ;m = ١,٢, . . . , n

M (w)
n = max

١≤m≤n
S(w)
m (۵.٢)

فرض [١٣] ٣ تسیتسیاشویلی، و تانگ می�گیریم. نظر در را (۵.٢) در تعریف�شده M (w)
n و S(w)

m مقادیر
٠ < a ≤ b < ∞ مقادیر یعنی می�باشند، کران�دار دوطرف از مقادیر این برای تصادفی وزن�های که کردند

: k = ١,٢, . . . , n برای که به�طوری دارد وجود
٢Sgibnev
٣Tang and Tsitsiashvili



٢۴ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

P (a ≤ Wk ≤ b) = ١. (۶.٢)

مهم لم چند بیان به ابتدا منظور این برای است. (٢.٢) رابطه�ی مشابه رابطه�ای ایجاد این�جا در هدف
می�پردازیم:

درازدم Xk هر توزیع که باشند، مستقل تصادفی متغیر n ،X١,X٢, . . . ,Xn کنید فرض .١.٧.٢ لم
رابطه ،A > ٠ و ٠ < a ≤ b < ∞ دلخواه ثابت هر برای آن�گاه .Fk ∈ L یعنی می�باشد،

P

(
n∑

k=١
wkXk > x− A

)
∼ P

(
n∑

k=١
wkXk > x

)
(٧.٢)

که: معنی این به است برقرار wn = (w١, w٢, . . . , wn)
′ ∈ [a, b]n هر برای یکنواخت به�طور

lim
x→∞

sup
wn∈[a,b]n

∣∣∣∣∣P
(∑n

k=١wkXk > x− A
)

P
(∑n

k=١wkXk > x
) − ١

∣∣∣∣∣ = ٠.

می�کنیم: اثبات استقراء روش به را قضیه برهان.
داریم: n = ١ برای

lim sup
x→∞

sup
w١∈[a,b]

∣∣∣∣∣P (w١X١ > x− A)

P (w١X١ > x)
− ١
∣∣∣∣∣ = lim sup

x→∞
sup

w١∈[a,b]

∣∣∣∣∣
P

(
X١ >

x

w١
− A

w١

)
P

(
X١ >

x

w١

) − ١
∣∣∣∣∣

≤ lim sup
x→∞

sup
w١∈[a,b]

P

(
X١ >

x

w١
− A

a

)
P

(
X١ >

x

w١

) − ١



= lim sup
x→∞

P

(
X١ >

x

b
− A

a

)
P
(
X١ >

x

a

) − ١

 = ٠

است. درازدم توزیع�های کلاس به F١ توزیع تابع داشتن تعلق دلیل به کسر آخرین شدن صفر مساوی که

برای (٧.٢) رابطه که دهیم نشان باید لذا باشد، برقرار n برای (٧.٢) رابطه می�کنیم فرض حال
رابطه که صورت این به است، برقرار نیز n+ ١

P

(
n+١∑
k=١

wkXk > x− A

)
∼ P

(
n+١∑
k=١

wkXk > x

)
(٨.٢)

می�باشد. برقرار wn+١ ∈ [a, b]n+١ برای یکنواخت به�طور
می�کنیم: بازنویسی زیر به�صورت را (٨.٢) رابطه اکنون



٢۵ وزن�دار تصادفی متغیرهای .٧.٢

P

(
n∑

k=١

wk

wn+١
Xk +Xn+١ >

x

wn+١
− A

wn+١

)
∼ P

(
n∑

k=١

wk

wn+١
Xk +Xn+١ >

x

wn+١

)
کافی بنابراین گرفت، نظر در wn+١ = ١ ،(٨.٢) رابطه در می�توان مسأله، کلیت دادن دست از بدون

است: برقرار زیر رابطه wn ∈ [a, b]n برای یکنواخت به�طور که کنیم ثابت است

P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x− A

)
∼ P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x

)
.

رابطه لذا است، A > ٠ که آن�جا از

P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x− A

)
≳ P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x

)
است. بدیهی

ثابت یکنواخت به�طور wn ∈ [a, b]n برای که است این معادل فوق هم�ارزی رابطه اثبات بنابراین
کنیم:

P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x− A

)
≲ P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x

)
(٩.٢)

که: به�طوری دارد وجود B١ > A مقدار ε > ٠ هر برای استقراء، فرض به توجه با

sup
x≥B١

sup
wn∈[a,b]n

P

(
n∑

k=١
wkXk > x− A

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > x

) ≤ ١+ ε. (١٠.٢)

داریم: پیچش تعریف به توجه با ،x ≥ B١ برای B١ > ٠ مقدار انتخاب با

P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x− A

)
=

(∫ x−B١

−∞
+

∫ ∞

x−B١

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y − A

)
d (Fn+١(y))

= I١١(x) + I١٢(x)

و

P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x

)
=

(∫ x−B١

−∞
+

∫ ∞

x−B١

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y

)
d (Fn+١(y))

= I٢١(x) + I٢٢(x)

که: دادند نشان ،[٢] هم�کاران و چن

P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x− A

)
P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x

) ≤ max

{
I١١(x)

I٢١(x)
,
I١٢(x)

I٢٢(x)

}
. (١١.٢)



٢۶ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

داریم: (١٠.٢) رابطه به توجه با می�کنیم. بررسی را I١١(x)
I٢١(x)

ابتدا، در

sup
wn∈[a,b]n

I١١(x)

I٢١(x)
≤ sup

y≤x−B١

sup
wn∈[a,b]n

P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y − A

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y

)

= sup
x≥B١

sup
wn∈[a,b]n

P

(
n∑

k=١
wkXk > x− A

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > x

)
≤ ١+ ε. (١٢.٢)

می�پردازیم: I١٢(x)

I٢٢(x)
بررسی به حال

I١٢(x)

I٢٢(x)
=

(∫ x−A

x−B١
+
∫∞
x−A

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y − A

)
d (Fn+١(y))(∫ x

x−B١
+
∫∞
x

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y

)
d (Fn+١(y))

≤
Fn+١ (x−B١, x− A] +

∫∞
x−A

P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y − A

)
d (Fn+١(y))∫∞

x
P

(
n∑

k=١
wkXk > x− y

)
d (Fn+١(y))

= I٣(x) + I۴(x). (١٣.٢)

که: به�طوری دارد وجود B٢ ≥ B١ ثابت مقدار است، Fn+١ ∈ L که این به توجه با ،I٣(x) برای

sup
x≥B٢

sup
wn∈[a,b]n

I٣(x) ≤ sup
x≥B٢

sup
wn∈[a,b]n

Fn+١ (x−B١, x− A]

P

(
n∑

k=١
wkXk > ٠

)
Fn+١(x)

≤ ١
n∏

k=١
Fk(٠)

sup
x≥B٢

Fn+١ (x−B١, x− A]

Fn+١(x)
≤ ε (١۴.٢)

و

sup
x≥B٢

Fn+١(x− A)

Fn+١(x)
≤ ١+ ε. (١۵.٢)

همواره Xkها تصادفی متغیرهای تمام بودن مثبت احتمال که است ذکر به لازم نکته این (١۴.٢) رابطه در
متغیرهای مجموع احتمال لذا است، کوچک�تر باشد، مثبت متغیرها این مجموع که این احتمال از
(١۴.٢) نامساوی و می�شود تبدیل تصادفی متغیرهای این دمی احتمال حاصل�ضرب به Xkها تصادفی

می�شود. نتیجه



٢٧ وزن�دار تصادفی متغیرهای .٧.٢

داریم: زیر صورت به جزء به جزء انتگرال�گیری با I۴(x) برای

و Fn+١ := FY و
n∑

k=١
wkXk := T ،x− A := t گرفتن نظر در با و I۴(x) عبارت خلاصه�نویسی با

که: نوشت می�توان زیر به�صورت dv و u

u = P (T > t− y) ⇒ du = d (P (T > t− y))

dv = fY(y) d(y) ⇒ v = FY(y)

∫بنابراین: ∞

t

P (T > t− y) dFY(y)︸ ︷︷ ︸
fY(y)dy

= P (T > t− y) FY(y)
∣∣∣∞
t
−
∫ ∞

t

FY(y) d (P (T > t− y))

= ١− P (T > ٠) FY(t)−
∫ ∞

t

FY(y) d (P (T > t− y))

= ١− P (T > ٠)
[
١− FY(t)

]︸ ︷︷ ︸
B

−
∫ ∞

t

FY(y) d (P (T > t− y))

= B −
∫ ∞

t

d (P (T > t− y)) +

∫ ∞

t

FY(y) d (P (T > t− y))

= P (T > ٠) FY(t) +

∫ ∞

t

FY(y) d (P (T > t− y))︸ ︷︷ ︸
C

با: است برابر t− y = z متغیر تغییر با C انتگرال آن در ∫که ∞

t

FY(y) d (P (T > t− y)) =

∫ ٠

−∞
FY(t− z) d (P (T > z))

داریم: I۴(x) برای نتیجه در

I۴(x) =

P

(
n∑

k=١
wkXk > ٠

)
Fn+١(x− A) +

∫ ٠
−∞ Fn+١(x− y − A)P

(
n∑

k=١
wkXk ∈ dy

)
P

(
n∑

k=١
wkXk > ٠

)
Fn+١(x) +

∫ ٠
−∞ Fn+١(x− y)P

(
n∑

k=١
wkXk ∈ dy

)

≤ max


Fn+١(x− A)

Fn+١(x)
,

∫ ٠
−∞ Fn+١(x− y − A)P

(
n∑

k=١
wkXk ∈ dy

)
∫ ٠
−∞ Fn+١(x− y)P

(
n∑

k=١
wkXk ∈ dy

)


≤ max

{
Fn+١(x− A)

Fn+١(x)
, sup
y≤٠

Fn+١(x− y − A)

Fn+١(x− y)

}
= sup

t≥x

Fn+١(t− A)

Fn+١(t)
.

داریم: (١۵.٢) رابطه به توجه با بنابراین

sup
x≥B٢

sup
wn∈[a,b]n

I۴(x) ≤ ١+ ε. (١۶.٢)

می�رسیم: زیر نتیجه به (١٣.٢) در (١۶.٢) و (١۴.٢) روابط جایگزینی با



٢٨ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

sup
x≥B٢

sup
wn∈[a,b]n

I١٢(x)

I٢٢(x)
≤ ١+ ٢ε. (١٧.٢)

داریم: (١١.٢) رابطه در (١٧.٢) و (١٢.٢) روابط جایگزینی با به�علاوه

sup
x≥B٢

sup
wn∈[a,b]n

P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x− A

)
P

(
n∑

k=١
wkXk +Xn+١ > x

) ≤ ١+ ٢ε.

می�دهد. به�دست را است (٩.٢) رابطه همان که مطلوب نتیجه ،ε بودن دلخواه به توجه با فوق رابطه

در که بود خاصیتی درازدمی چون درازدم، توزیع تعریف همانند گرفت، نتیجه می�توان فوق لم از
مقدار کردن اضافه مستقل، تصادفی متغیر n برای نیز اینجا در می�گرفت، قرار بررسی مورد توزیع دم�های

ندارد. موردنظر احتمال مقدار بر تاثیری A مثبت

توزیع�های کلاس به متعلق S(w)
n =

n∑
k=١

WkXk مجموع آن�گاه باشد، برقرار زیر شرایط اگر .٢.٧.٢ لم

می�باشد. درازدم
توزیع�های کلاس به Xk هر توزیع تابع و مستقل دو به دو X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای الف)

باشد. داشته تعلق درازدم
(۶.٢) رابطه�ی k = ١,٢, . . . , n هر ازای به W١,W٢, . . . ,Wn مستقل تصادفی وزن�های برای ب)

باشد. برقرار
باشند. مستقل هم از {W١,W٢, . . . ,Wn} و {X١,X٢, . . . ,Xn} دنباله�های ج)

داریم: ١.٧.٢ لم از استفاده و Wn روی شرایط به توجه با ،A > ٠ ثابت هر برای برهان.

P
(
S(w)
n > x− A

)
=

∫
. . .

∫
wn∈[a,b]n

P

(
n∑

k=١
wkXk > x− A

)
P
(
Wn ∈ dwn

)
∼
∫

. . .

∫
wn∈[a,b]n

P

(
n∑

k=١
wkXk > x

)
P
(
Wn ∈ dwn

)
= P

(
S(w)
n > x

)
.

می�باشد. درازدم توزیع�های کلاس به متعلق S(w)
n توزیع می�دهد نشان که

Y و هستند مستقل تصادفی متغیرهای Y و Z که بگیرید، نظر در را X = Z − Y اختلاف .٣.٧.٢ لم
صورت: این در است. (P (X = ٠) ̸= ١) صفر در ناتباهیده و نامنفی

FX ∈ L ⇐⇒ FZ ∈ L ⇐⇒ FX(x) ∼ FZ(x).

توزیع درازدمی و X = Z− Y تعریف از خوبی به ”FZ ∈ L =⇒ FX(x) ∼ FZ(x)” مفهوم برهان.
می�شود. نتیجه FZ



٢٩ وزن�دار تصادفی متغیرهای .٧.٢

نامنفی Y تصادفی متغیر که آن�جا از می�کنیم. اثبات را ”FX ∈ L =⇒ FZ ∈ L” مفهوم اکنون
داریم: x ≥ M و y > ٠ ،M > ٠ هر برای لذا است،

{Z > x,Y ≤ M} ⊂ {X > x−M}

و

{X > x+ y} ⊂ {Z > x+ y} .

داریم: فوق مجموعه�های طرفین از گرفتن احتمال با این�رو از

FZ(x)FY(M) ≤ FX(x−M) (١٨.٢)

و

FX(x+ y) ≤ FZ(x+ y). (١٩.٢)

داریم: نتیجه در
لذا: می�کنیم، تقسیم FZ(x) بر را (١٩.٢) رابطه ابتدا

FX(x+ y)

FZ(x)
≤ FZ(x+ y)

FZ(x)
. (٢٠.٢)

داریم: (١٨.٢) رابطه از به�علاوه

FZ(x) ≤
FX(x−M)

FY(M)
=⇒ ١

FZ(x)
≥ FY(M)

FX(x−M)
(٢١.٢)

داریم: (٢٠.٢) رابطه در (٢١.٢) رابطه جایگزینی با بنابراین

FZ(x+ y)

FZ(x)
≥ FX(x+ y)

FX(x−M)
FY(M).

نهایت در و فوق نامعادله در M → ∞ سپس و x → ∞ دادن میل با اول لذا می�باشد، FX ∈ L چون
می�رسیم: زیر نتیجه به گرفتن، lim inf

lim inf
x→∞

FZ(x+ y)

FZ(x)
≥ ١ (∗)

داریم: (١٩.٢) و (١٨.٢) روابط به توجه با دیگر طرف از

FZ(x)

FZ(x+ y)
≤ FX(x−M)

FX(x+ y)

١
FY(M)

گرفتن، lim sup نهایت در و فوق نامعادله در M → ∞ سپس و x → ∞ دادن میل با قبل مانند
داریم:

lim sup
x→∞

FZ(x)

FZ(x+ y)
≤ ١ (∗∗)



٣٠ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

.FZ ∈ L که: می�کند بیان (**) و (*) نامساوی�های که
را y٠ > ٠ مقدار منظور این برای می�کنیم. ثابت را ”FX(x) ∼ FZ(x) =⇒ FX ∈ L” مفهوم حال

می�باشد. FY(y٠) > ٠ که به�طوری می�کنیم انتخاب
داریم: لذا

FX(x) ≤ FZ(x)FY(y٠) + FZ(x+ y٠)FY(y٠).

بنابراین:

١ ≤ FY(y٠) + FY(y٠) lim inf
x→∞

FZ(x+ y٠)

FZ(x)

که: می�کند بیان فوق عبارت که

lim inf
x→∞

FZ(x+ y٠)

FZ(x)
≥ ١.

.FX ∈ L لذا و FZ ∈ L که می�کند اثبات فوق رابطه که

رابطه�ی آن�گاه باشد، برقرار ٢.٧.٢ لم شرایط اگر .۴.٧.٢ قضیه

P
(
M (w)

n > x
)
∼ P

(
S(w)
n > x

)
∼ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)
(٢٢.٢)

است. برقرار نیز

کنیم: ثابت است کافی رو این از ،S(w)
n ≤ M

(w)
n ≤

n∑
k=١

WkX
+
k که است واضح برهان.

P
(
S(w)
n > x

)
≳ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)
(٢٣.٢)

تقسیم�بندی زیر به�صورت را Ω فضای کل منفی، هم باشد می�تواند مثبت هم Xk هر اینکه به توجه با
می�کنیم:

Ω =
∪

K⊂{١,٢,...,n}

{∀ k ∈ K, Xk ≥ ٠ و ∀ l /∈ K, Xl < ٠} =
∪

K⊂{١,٢,...,n}

ΩK

بنابراین:

P
(
S
(w)
n > x

)
=

∑
∅ ̸=K⊂{١,٢,...,n}

P
(
S
(w)
n > x,ΩK

)
≥

∑
∅ ̸=K⊂{١,٢,...,n}

P

(
(
∑
k∈K

WkXk + b
∑
l /∈K

Xl) > x,ΩK

)
(٢۴.٢)



٣١ وزن�دار تصادفی متغیرهای .٧.٢

لذا: می�باشند، منفی Xkها تمام نتیجه در باشد، K = ∅ اگر که داریم توجه هم�چنین

P
(
S(w)
n > x

)
= ٠.

می�کنیم: تعریف k = ١,٢, . . . , n برای
X+

k := max {٠,Xk}

X−
k := −min {٠,Xk}

X+
k = Xk پس است، Xk ≥ ٠ آن ازای به که دارد Kوجود در kای یک حداقل چون ،K ̸= ∅ هر برای

است. درازدم توزیع�های کلاس به متعلق
∑
k∈K

WkX
+
k ،٢.٧.٢ لم به توجه با نتیجه در می�باشد،

می�باشد. مستقل
∑
l /∈K

WlX
−
l از

∑
k∈K

WkX
+
k این، بر علاوه

داریم: ٣.٧.٢ لم از استفاده با هم�چنین و است ΩK روی که شرایطی به توجه با بنابراین

P

(
(
∑
k∈K

WkXk + b
∑
l /∈K

Xl) > x,ΩK

)
∼ P

(∑
k∈K

WkXk > x,ΩK

)
= P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,ΩK

)
(٢۵.٢)

داریم: (٢۴.٢) در (٢۵.٢) رابطه�ی جایگزینی با

P
(
S(w)
n > x

)
≳

∑
∅ ̸=K⊂{١,٢,...,n}

P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,ΩK

)
= P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)

شد. اثبات (٢٣.٢) رابطه�ی نتیجه در

{W١,W٢, . . . ,Wn} وابستگی ساختار روی فرضی هیچ ۴.٧.٢ قضیه در که باشیم داشته توجه باید
نداریم.

است. یک�طرفه کران�داری شرط به (۶.٢) دوطرفه کران�داری شرط کردن ضعیف ما هدف ادامه در
است. تصادفی وزن�های وابستگی ساختار روی محدودیت یک ایجاد کار این انجام هزینه

نامعادله اگر می�شوند گفته ۴ مثبت هم�پیوند W١,W٢, . . . ,Wn تصادفی وزن�های .۵.٧.٢ تعریف

Ef١(W١, . . . ,Wn)f٢(W١, . . . ,Wn) ≥ Ef١(W١, . . . ,Wn)Ef٢(W١, . . . ,Wn) (٢۶.٢)

باشد. برقرار باشند، داشته وجود موجود، گشتاورهای که f٢ و f١ همسوی و افزایشی توابع تمام برای

۴Positively Associated



٣٢ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

فوق تعریف در اگر که است بدیهی ببینید. را [۵] هم�کاران،۵ و ایساری فوق، مفهوم معرفی برای
پیدا تغییر زیر نامعادله به (٢۶.٢) نامعادله آن�گاه باشند همسو کاهشی f٢ تابع و همسو افزایشی f١ تابع

می�کند:

Ef١(W١, . . . ,Wn)f٢(W١, . . . ,Wn) ≤ Ef١(W١, . . . ,Wn)Ef٢(W١, . . . ,Wn) (٢٧.٢)

که هستند مثبت هم�پیوند تصادفی وزن�های است، [١٢] ۶ تانگ، کار از برگرفته�شده که بعدی قضیه در
کران�داری شرط به را (۶.٢) دوطرفه کران�داری شرط سپس می�باشد،� مالی اطلاعات به مربوط اغلب

می�دهیم: تغییر زیر یک�طرفه
:k = ١,٢, . . . , n هر برای

∃b > ٠ s.t P (٠ ≤ Wk ≤ b) = ١ و P (Wk = ٠) < ١. (٢٨.٢)

باشد: برقرار زیر شرایط اگر .۶.٧.٢ قضیه
توزیع�های کلاس به Xk هر توزیع تابع و مستقل دو به دو X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای الف)

باشد. داشته تعلق درازدم
رابطه ٠ < b < ∞ مقدار برای و می�باشند مثبت هم�پیوند W١,W٢, . . . ,Wn تصادفی وزن�های ب)

باشد. برقرار (٢٨.٢)
باشند. مستقل هم از {W١,W٢, . . . ,Wn} و {X١,X٢, . . . ,Xn} دنباله�های ج)

است. برقرار (٢٢.٢) رابطه صورت این در

یعنی: کنیم ثابت را (٢٣.٢) رابطه است کافی ۴.٧.٢ قضیه مانند برهان.

P
(
S(w)
n > x

)
≳ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)

می�کنیم: بخش�بندی مرحله دو در را قضیه
می�کنیم فرض هم�چنین باشند. مثبت اکیداً تصادفی وزن�های که می�کنیم فرض ابتدا در اول: مرحله

داریم: ۴.٧.٢ قضیه از استفاده با باشد. دلخواه و کوچک ثابت δ ∈ (٠, b)

P
(
S
(w)
n > x

)
≥ P

(
S
(w)
n > x,

n∩
k=١

(Wk ≥ δ)

)
∼ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,

n∩
k=١

(Wk ≥ δ)

)
. (٢٩.٢)

می�باشد، X١,X٢, . . . ,Xn از مستقل و مثبت ,W٢,W١هم�پیوند . . . ,Wn تصادفی وزن�های که آن�جا از
داریم: (٢٧.٢) رابطه یادآوری با نتیجه در

۵Esary et al.
۶Tang



٣٣ وزن�دار تصادفی متغیرهای .٧.٢

P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)

= P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,

n∪
k=١

(Wk < δ)

)
+ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,

n∩
k=١

(Wk ≥ δ)

)

≤ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)
P

(
n∪

k=١
(Wk < δ)

)
+ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,

n∩
k=١

(Wk ≥ δ)

)
.

بنابراین:

P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,

n∩
k=١

(Wk ≥ δ)

)

≥
(
١− P

(
n∪

k=١
(Wk < δ)

))
P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)
. (٣٠.٢)

داریم: (٢٩.٢) در (٣٠.٢) جایگزینی با

P
(
S(w)
n > x

)
≳
(
١− P

(
n∪

k=١
(Wk < δ)

))
P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)
.

و P
(

n∪
k=١

(Wk < δ)

)
= ٠ پس می�باشد، مثبت اکیداً Wk هر و است دلخواه و کوچک ثابت δ چون

می�دهد. به�دست را مطلوب نتیجه رابطه، آخرین
صفر مقدار به احتمالی جرم تصادفی وزن�های به که می�گیریم نظر در را کلی�تری حالت اکنون دوم: مرحله

می�کنیم: افراز زیر به�صورت را Ω فضای کل ۴.٧.٢ قضیه اثبات مانند شود. داده اختصاص

Ω =
∪

K⊂{١,٢,...,n}

{ ∀k ∈ K Wk > ٠ و ∀l /∈ K Wl = ٠} =
∪

K⊂{١,٢,...,n}

Ω∗
K

داریم: اول، مرحله در اثبات�شده نتیجه از استفاده با



٣۴ درازدم توزیع�های با تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم .٢

P
(
S
(w)
n > x

)
= P

(
S
(w)
n > x,

∪
K⊂{١,٢,...,n}

Ω∗
K

)

=
∑

∅≠K⊂{١,٢,...,n}
P

(∑
k∈K

WkXk > x,Ω∗
K

)

≳
∑

∅≠K⊂{١,٢,...,n}
P

(∑
k∈K

WkX
+
k > x,Ω∗

K

)

=
∑

∅≠K⊂{١,٢,...,n}
P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x,Ω∗

K

)

= P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)
.

رابطه بنابراین

P
(
S(w)
n > x

)
≳ P

(
n∑

k=١
WkX

+
k > x

)
شد. ثابت حکم نتیجه در و است برقرار هم هنوز



٣ فصل

وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی
مختلف توزیع�های تحت تصادفی

می�باشد. ،[١۶] هم�کاران و یانگ مقاله از برگرفته�شده فصل، این مطالب
با متناظر وابسته، و حقیقی�مقدار تصادفی متغیر دو X٢ و X١ می�کنیم فرض فصل این در به�علاوه
دلخواه وابسته تصادفی متغیر دو Θ٢ و Θ١ می�کنیم فرض هم�چنین باشند. F٢ و F١ ترتیب به توزیع�های

باشند. X٢ و X١ از مستقل و
می�دهیم. نشان f(x) ≡ a نماد با را آن آن�گاه باشد، lim f(x) = a اگر

٠ < a ≤ b < ∞ ثابت�های که معنی این به می�باشند، کران�دار تصادفی وزن�های می�کنیم فرض به�علاوه
داریم: k = ١,٢ برای که به�طوری دارند وجود

P (a ≤ Θk ≤ b) = ١

می�دهیم: نمایش زیر به�صورت را آن�ها ماکزیمم و تصادفی وزنی مجموع

SΘ
٢ = Θ١X١ +Θ٢X٢ و MΘ

٢ = max {Θ١X١,Θ١X١ +Θ٢X٢} . (١.٣)

به�طوری می�گیریم نظر در شد، مطرح ابتدا در که خواصی همان با را، X٢ و X١ تصادفی متغیر دو ادامه در
و X١ تصادفی متغیر دو بین به�علاوه و هستند Fk ∈ D یا Fk ∈ L توزیع توابع k = ١,٢ هر برای که

زیر: وابستگی ساختار X٢

P
(
X٢ > x

∣∣X١ = y
)
∼ h١(y)F٢(x),

P
(
X١ > x

∣∣X٢ = y
)
∼ h٢(y)F١(x).

(٢.٣)

،hk(.) : R −→ R+ := (٠,∞) توابع آن در که است، برقرار y ∈ R همه برای یکنواخت به�طور
است: زیر به�صورت یکنواختی مفهوم آن در و هستند اندازه�پذیر توابع ،k = ١,٢

lim
x→∞

sup
y∈R

∣∣∣∣∣P
(
Xi > x

∣∣Xj = y
)

hj(y)Fi(x)
− ١
∣∣∣∣∣ = ٠, i, j = ١,٢, i ̸= j.



٣۶ مختلف توزیع�های تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٣

است، P (Xk = y) = ٠ احتمال آن�گاه نباشد، Xj هر ممکن مقدار یک y اگر که است ذکر به لازم
و می�شود غیرشرطی (٢.٣) شرطی احتمالات لذا باشد، می�تواند عددی هر احتمالی چنین بنابراین
بر دارد دلالت (٢.٣) در یکنواختی که است واضح می�شود. hj(y) = ١ yای، چنین برای بنابراین

است. Eh١(X١) = Eh٢(X٢) = ١ که این
می�باشد. h١(y) = h٢(y) ≡ ١ آن�گاه باشند، هم از مستقل X٢ و X١ اگر هم�چنین
شد. پیشنهاد [١] ١ بادسکو، و آسیمیت توسط بار اولین (٢.٣) وابستگی ساختار

پیچش تحت بودن بسته خاصیت و مجانبی دمی احتمالات ١.٣

می�کنیم. تعریف را احتمال فضای ابتدا در

هرگاه: است احتمال فضای یک (Ω,F ,P) سه�گانه .١.١.٣ تعریف
باشد. نمونه فضای یک Ω (١

هستند. Ω از اندازه�پذیر زیرمجموعه�های که باشد (پیشامدها)یی مجموعه�ها از σ-میدان یک F (٢
باشد. احتمال اندازه یک P (٣

است: برقرار زیر کلموگروف موضوعه اصول P برای و
می�باشد. A از احتمالی عنوان به P(A) ≥ ٠ ،A ∈ F هر برای :i

.P(Ω) = ١ :ii
آن�گاه: باشند، هم از جدا (پیشامد)های مجموعه {An; n ≥ ١} کنید فرض :iii

P

(
∞∪
n=١

An

)
=

∞∑
n=١

P(An).

متناهی بعد با حاصل�ضرب فضای ١.١.٣

معرفی را زیر نماد اکنون باشد.� احتمالی فضای یک می�باشد، ١ ≤ k ≤ n که ،(Ωk,Fk,Pk) کنید فرض
می�کنیم:

F١ ×F٢ × · · · × Fn = σ {F١ × F٢ × · · · × Fn : Fk ∈ Fk , k = ١,٢, . . . , n} .

اندازه یک با را
(
×n

k=١Ωk,×n
k=١Fk

)
حاصل�ضربی فضای می�توان نماد، و تعریف این به توجه با

که: به�طوری ساخت، P وابسته احتمال

P (A١ × A٢ × · · · × An) =
n∏

k=١
Pk(Ak) : Ak ∈ Fk , k = ١,٢, . . . , n.

١Asimit and Badescu



٣٧ پیچش تحت بودن بسته خاصیت و مجانبی دمی احتمالات .١.٣

احتمالی فضای هم�چنین دارد، مستقل ساختار یک فوق احتمالی اندازه که داشت توجه باید به�علاوه
است. فرد به� منحصر

(
×n

k=١Ωk,×n
k=١Fk,×n

k=١ Pk

)
حاصل�شده�ی

فوبینی قضیه ٢.١.٣

هرگاه: گوییم انتگرال�پذیر را X تصادفی متغیر .٢.١.٣ تعریف

EX < ∞

باشد. متناهی X تصادفی متغیر امیدریاضی دیگر عبارت به باشد،

می�باشد. EX < ∞ آن�گاه باشد، E (| X |) < ∞ اگر .٣.١.٣ نتیجه

اگر است، انتگرال�پذیر X تصادفی متغیر که می�گیریم نتیجه ٣.١.٣ نتیجه و ٢.١.٣ تعریف به توجه با
باشد. انتگرال�پذیر | X |

می�کنیم. بیان است، معروف ٢ فوبینی قضیه به که را قضیه�ای حال

و باشند، احتمال فضاهای (Ω٢,F٢,P٢) و (Ω١,F١,P١) کنید فرض فوبینی). (قضیه ۴.١.٣ قضیه
در تعریف�شده ضربی اندازه P = P١ × P٢ که را (Ω١ × Ω٢,F١ × F٢,P) ضربی فضای هم�چنین
،g هم�چنین و باشد بعدی دو تصادفی متغیر X = (X١,X٢)

′ کنید فرض می�گیریم. نظر در است، بالا
آن�گاه: باشد، انتگرال�پذیر و نامنفی و F١-اندازه�پذیر ×F٢

Eg(X) =

∫
Ω

g(X)dP =

∫
Ω١×Ω٢

g(X١,X٢)d(P١ × P٢)

=

∫
Ω١

(∫
Ω٢

g(X)dP٢

)
dP١ =

∫
Ω٢

(∫
Ω١

g(X)dP١

)
dP٢.

شود. مراجعه [٧] به برهان.

کنیم. مطرح را فرضیه�ای می�بایست آن از قبل که می�پردازیم اساسی قضیه و لم چند بیان به ادامه در
می�باشند F٢ و F١ ترتیب به توزیع�های با متناظر حقیقی�مقدار تصادفی متغیرهای X٢ و X١ :A فرضیه
دلخواه وابسته تصادفی متغیرهای Θ٢ و Θ١ کنید فرض است. برقرار (٢.٣) رابطه آن�ها برای هم�چنین و
وجود ٠ < a ≤ b < ∞ مثبت ثابت�های که به�طوری می�باشند مستقل X٢ و X١ از که هستند مثبت و

:k = ١,٢ برای که دارد
P (a ≤ Θk ≤ b) = ١

SΘ
٢ برای را مجانبی دمی احتمال و است بسته پیچش عمل تحت SΘ

٢ که داد خواهیم نشان فصل این در
کرده�ایم. بیان پیوست در را آن�ها که داریم مقدماتی به نیاز منظور این برای کرد، خواهیم اثبات MΘ

٢ و

٢Fubini’s Theorem
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باشند، F٢ و F١ ترتیب به توزیع توابع با حقیقی�مقدار تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض .۵.١.٣ لم
A > ٠ هر برای آن�گاه باشد Fk ∈ L اگر باشد. برقرار (٢.٣) وابستگی ساختار کنید فرض هم�چنین و

رابطه

P (w١X١ + w٢X٢ > x− A) ∼ P (w١X١ + w٢X٢ > x) (٣.٣)

مفهوم و است برقرار ٠ < a ≤ b < ∞ که (w١, w٢) ∈ [a, b] × [a, b] همه برای یکنواخت به�طور
می�شود: مطرح زیر به�صورت یکنواختی

lim sup sup
w١,w٢∈[a,b]

∣∣∣∣∣P (w١X١ + w٢X٢ > x− A)

P (w١X١ + w٢X٢ > x)
− ١
∣∣∣∣∣ = ٠.

کنیم: اثبات که این با است معادل (٣.٣) رابطه اثبات لذا است، A > ٠ که آن�جا از برهان.

lim sup sup
w١,w٢∈[a,b]

P (w١X١ + w٢X٢ > x− A)

P (w١X١ + w٢X٢ > x)
≤ ١ (۴.٣)

داریم: لذا می�باشد، F٢ ∈ L که این به توجه با باشد. ε ∈ (٠,١) می�کنیم فرض ابتدا در

lim sup sup
w٢∈[a,b]

P (w٢X٢ > x− A)

P (w٢X٢ > x)
= lim sup sup

w٢∈[a,b]

F٢

(
x

w٢
− A

w٢

)
F٢

(
x

w٢

)

≤ lim sup sup
w٢∈[a,b]

F٢

(
x

w٢
− A

a

)
F٢

(
x

w٢

)

≤ lim sup sup
z≥x

b

F٢

(
z − A

a

)
F٢ (z)

= ١.

:x ≥ x١ هر برای که به�طوری دارد وجود x١ > A رو، این از

١ ≤ sup
w٢∈[a,b]

P (w٢X٢ > x− A)

P (w٢X٢ > x)
≤ ١+ ε (۵.٣)

(x ≥ x٢ > ٢x١) بزرگ کافی اندازه به x هر برای و y ∈ R برای زیر نتیجه (٢.٣) رابطه از به�علاوه
می�آید: به�دست

(١− ε)h١(y)F٢(x) ≤ P
(
X٢ > x

∣∣X١ = y
)
≤ (١+ ε)h١(y)F٢(x) (۶.٣)

داریم: کسر مخرج و صورت برای پیچش تعریف به توجه با آن�گاه باشد، x ≥ x٢ اگر



٣٩ پیچش تحت بودن بسته خاصیت و مجانبی دمی احتمالات .١.٣

P (w١X١ + w٢X٢ > x− A)

P (w١X١ + w٢X٢ > x)

=

(∫ (x−x٢−A)/w١
−∞ +

∫∞
(x−x٢−A)/w١

)
P
(
w٢X٢ > x− w١u− A

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))(∫ (x−x٢)/w١

−∞ +
∫∞
(x−x٢)/w١

)
P
(
w٢X٢ > x− w١u

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

:=
I١١(x) + I١٢(x)

I٢١(x) + I٢٢(x)

≤ max

{
I١١(x)

I٢١(x)
,
I١٢(x)

I٢٢(x)

}
.

(٧.٣)
داریم: (۶.٣) و (۵.٣) روابط به�کارگیری با حال

sup
w١,w٢∈[a,b]

I١١(x)

I٢١(x)
≤ ١+ ε

١− ε
sup

w١,w٢∈[a,b]

∫ (x−x٢−A)/w١
−∞ P (w٢X٢ > x− w١u− A)h١(u) d (F١(u))∫ (x−x٢)/w١

−∞ P (w٢X٢ > x− w١u)h١(u) d (F١(u))

≤ ١+ ε

١− ε
sup

w١,w٢∈[a,b]
sup

u≤(x−x٢)/w١

P (w٢X٢ > x− w١u− A)

P (w٢X٢ > x− w١u)

≤ (١+ ε)٢

١− ε
. (٨.٣)

داریم: لذا می�پردازیم، I١٢(x)

I٢٢(x)
بررسی به حال

I١٢(x)

I٢٢(x)
=

(∫ (x−A)/w١
(x−x٢−A)/w١

+
∫∞
(x−A)/w١

)
P
(
w٢X٢ > x− w١u− A

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))(∫ x/w١

(x−x٢)/w١
+
∫∞
x/w١

)
P
(
w٢X٢ > x− w١u

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

≤ P ((x− x٢ − A) /w١ < X١ ≤ (x− A) /w١)∫∞
x/w١

P
(
w٢X٢ > x− w١u

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

+

∫∞
(x−A)/w١

P
(
w٢X٢ > x− w١u− A

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))∫∞

x/w١
P
(
w٢X٢ > x− w١u

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

:= I٣(x) + I۴(x). (٩.٣)

می�پردازیم: I۴(x) و I٣(x) برای تخمین�هایی به اکنون
w١ ∈ [a, b] هر و x ≥ x٣ هر برای که به�طوری دارد وجود x٣ ≥ x٢ بزرگ مقدار یک فوق، ε > ٠ برای

داریم: (۶.٣) رابطه به توجه ∫با ∞

x/w١

P
(
X٢ > ٠

∣∣X١ = u
)
d (F١(u)) = P

(
X١ >

x

w١
,X٢ > ٠

)
=

∫ ∞

٠
P

(
X١ >

x

w١

∣∣X٢ = u

)
d (F٢(u))

≥ (١− ε)F١

(
x

w١

)
Eh٢(X٢)I{X٠<٢}. (١٠.٣)
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یعنی: است، مثبت F٢ توزیع سنگین�دمی دلیل به تعریف�شده، ریاضی امید ،(١٠.٣) رابطه در که

Eh٢(X٢)I{X٠<٢} > ٠

به�طوری دارد وجود x۴ ≥ x٣ بزرگ مقدار است، F١ ∈ L که این و (١٠.٣) رابطه به توجه با این�رو از
داریم: x ≥ x۴ برای که

sup
w١,w٢∈[a,b]

I٣(x) ≤ sup
w١∈[a,b]

F١ ((x− x٢ − A) /w١)− F١ ((x− A) /w١)∫∞
x/w١

P
(
X٢ > ٠

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

≤ ١
(١− ε)Eh٢(X٢)I{X٠<٢}

sup
w١∈[a,b]

F١ ((x− x٢ − A) /w١)− F١ ((x− A) /w١)

F١(x/w١)

≤ ε

(١− ε)Eh٢(X٢)I{X٠<٢}
(١١.٣)

داریم: (٢.٣) روابط به توجه با I۴(x) مخرج ∫برای ∞

x/w١

P
(
w٢X٢ > x− w١u

∣∣X١ = u
)
d (F١(u)) = P (w١X١ + w٢X٢ > x,X١ > x/w١)

=

∫ ٠

−∞
P
(
w١X١ > x− w٢u

∣∣X٢ = u
)
d (F٢(u))

+

∫ ∞

٠
P
(
w١X١ > x

∣∣X٢ = u
)
d (F٢(u)) .

داریم: x ≥ x۵ ≥ x۴ بزرگ مقدار یک برای حال

inf
w١,w٢∈[a,b]

inf
u≤٠

P
(
w١X١ > x− w٢u

∣∣X٢ = u
)

P (w١X١ > x− w٢u)h٢(u)
≥ inf

z≥x
b

inf
u≤٠

P
(
X١ > z

∣∣X٢ = u
)

P (X١ > z)h٢(u)
≥ ١− ε

هم�چنین: و

inf
w١∈[a,b]

inf
u>٠

P
(
w١X١ > x

∣∣X٢ = u
)

P (w١X١ > x)h٢(u)
≥ ١− ε,

که: می�دهد به�دست w١, w٢ ∈ [a, b] برای یکنواخت به�طور را مطلب این فوق، inf ∞∫دو
x/w١

P
(
w٢X٢ > x− w١u

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

≥ (١− ε)
(∫ ٠

−∞ P (w١X١ > x− w٢u)h٢(u) d (F٢(u)) + P (w١X١ > x)Eh٢(X٢)I{X٠<٢}

)
.

w١, w٢ ∈ [a, b] برای یکنواخت �طور به x ≥ x۶ ≥ x۵ هر برای I۴(x) کسر صورت مشابه، طریق به
می�آید: به�دست زیر ∞∫به�صورت

(x−A)/w١
P
(
w٢X٢ > x− w١u− A

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

≤ (١+ ε)
(∫ ٠

−∞ P (w١X١ > x− w٢u− A)h٢(u) d (F٢(u)) + P (w١X١ > x− A)Eh٢(X٢)I{X٠<٢}

)
.

است: برقرار زیر رابطه x ≥ x٧ ≥ x۶ بزرگ مقدار برای ،F١ ∈ L که این به توجه با بنابراین،
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sup
w١,w٢∈[a,b]

I۴(x)

≤ ١+ ε

١− ε
sup

w١,w٢∈[a,b]

∫ ٠
−∞ F١((x− w٢u− A)/w١)h٢(u) d (F٢(u)) + F١((x− A)/w١)Eh٢(X٢)I{X٠<٢}∫ ٠

−∞ F١((x− w٢u)/w١)h٢(u) d (F٢(u)) + F١(x/w١)Eh٢(X٢)I{X٠<٢}

≤ ١+ ε

١− ε
sup

w١,w٢∈[a,b]
max

{
sup
u≤٠

F١((x− w٢u− A)/w١)

F١((x− w٢u)/w١)
,
F١((x− A)/w١)

F١(x/w١)

}

≤ (١+ ε)٢

١− ε
(١٢.٣)

داریم: (٩.٣) رابطه در (١٢.٣) و (١١.٣) روابط کردن جایگزین و ادغام با نتیجه در

sup
x≥x٧

sup
w١,w٢∈[a,b]

I١٢(x)

I٢٢(x)
≤ (١+ ε)٢

١− ε
+

ε

(١− ε)Eh٢(X٢)I{X٠<٢}
. (١٣.٣)

به�دست است، دلخواه ε که این به توجه با و (١٣.٣) و (٨.٣) ،(٧.٣) روابط از ،(۴.٣) رابطه نهایت در
می�آید.

برای که به�طوری باشند، حقیقی اعداد مجموعه روی توزیع�هایی H و G٢ ،G١ کنید فرض .۶.١.٣ لم
متناهی ثابت یک صورت این در می�باشند. H ∈ D و G١(x) ≲ d١G٢(x) ،d١ > ٠ متناهی مقدار

که: به�طوری دارد وجود d٢ > ٠
G١ ∗ H(x) ≲ d٢G٢ ∗ H(x).

شود. مراجعه [١۶] به برهان.

توزیع�های کلاس به متعلق Fk ،k = ١,٢ برای اگر باشد. برقرار A فرضیه که کنید فرض .٧.١.٣ قضیه
رابطه: به�علاوه و است درازدم نیز SΘ

٢ توزیع آن�گاه باشد، درازدم

P
(
MΘ

٢ > x
)
∼ P

(
SΘ
٢ > x

)
∼ P

(
SΘ+

٢ > x
)
. (١۴.٣)

.SΘ+

٢ = Θ١X
+
١ +Θ٢X

+
٢ آن در که است، برقرار

برای ۵.١.٣ لم از استفاده با هستند، هم از مستقل (X١,X٢) و (Θ١,Θ٢) بردارهای که آن�جا از برهان.
داریم: A > ٠ هر

P
(
SΘ
٢ > x− A

)
=

∫ b

a−

∫ b

a−
P (w١X١ + w٢X٢ > x− A) P (Θ١ ∈ dw١,Θ٢ ∈ dw٢)

∼
∫ b

a−

∫ b

a−
P (w١X١ + w٢X٢ > x) P (Θ١ ∈ dw١,Θ٢ ∈ dw٢)

= P
(
SΘ
٢ > x

)
,
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.SΘ
٢ ∈ L که: است معنی این به رابطه این

می�دانیم: منظور این برای می�کنیم. اثبات را (١۴.٣) رابطه حال

SΘ
٢ ≤ MΘ

٢ ≤ Θ١X١
+ +Θ٢X٢

+ := SΘ+

٢

کنیم: ثابت است کافی پس

P
(
SΘ
٢ > x

)
≳ P

(
SΘ+

٢ > x
)
. (١۵.٣)

می�کنیم: افراز زیر به�صورت را (١۵.٣) رابطه چپ سمت دمی احتمال ،x > ٠ هر برای

P
(
SΘ
٢ > x

)
= P

(
Θ١X١ +Θ٢X٢

+ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠
)

+ P
(
Θ١X١

+ +Θ٢X٢ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠
)
,

+ P
(
Θ١X١

+ +Θ٢X٢
+ > x,X١ > ٠,X٢ > ٠

)
:= j١(x) + j٢(x) + j٣(x). (١۶.٣)

تعریف حوزه به توجه با که می�باشد P (Θ١X١ +Θ٢X٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ ≤ ٠) عبارت دیگر، حالت
نوشتن از دلیل همین به می�شود، صفر با برابر فوق احتمال حاصل x بودن مثبت هم�چنین و X٢ و X١

کرده�ایم. صرف�نظر آن
P (X١ ≤ ٠) = ٠ که حالتی در ) باشد. P (X١ ≤ ٠) > ٠ فرضمی�کنیم می�کنیم. بررسی را j١(x) ابتدا

.(j١(x) = ٠ آن�گاه: می�باشد، j١(x) ≤ P (X١ ≤ ٠) = ٠ که این به توجه با باشد،
و (٢.٣) وابستگی به توجه با رو این از می�باشد. درازدم Θ٢X٢ توزیع ٢ فصل در ٢.٧.٢ لم به توجه با

داریم: بزرگ x و دلخواه ε ∈ (٠,١) هر برای فوبینی) (قضیه ۴.١.٣ قضیه

J١(x)

P (Θ٢X٢ > x)
≥

P
(
bX١ +Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

)
P (Θ٢X٢ > x)

=
١

P (Θ٢X٢ > x)

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P
(
w٢X٢ > x− bu

∣∣X١ = u
)
d (F١(u)) P (Θ٢ ∈ dw٢)

≥ ١− ε

P (Θ٢X٢ > x)

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P (w٢X٢ > x− bu)h١(u) d (F١(u)) P (Θ٢ ∈ dw٢)

= (١− ε)

∫ ٠

−∞

P (Θ٢X٢ > x− bu)

P (Θ٢X٢ > x)
h١(u) d (F١(u)) . (١٧.٣)

از می�کند. میل Eh١(X١) I{X٠≥١} > ٠ سمت به (١٧.٣) رابطه انتگرال آ�.١.١۶، قضیه به توجه با
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داریم: بزرگ xهای برای ،(٢.٣) وابستگی ساختار به توجه با دیگر طرف

P
(
Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

)
= P (Θ٢X٢ > x,X١ ≤ ٠)

=

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P
(
w٢X٢ > x

∣∣X١ = u
)
d (F١(u)) P (Θ٢ ∈ dw٢)

≤ (١+ ε)

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P (w٢X٢ > x)h١(u) d (F١(u)) P (Θ٢ ∈ dw٢)

= (١+ ε)P (Θ٢X٢ > x)Eh١(X١) I{X٠≥١}. (١٨.٣)

که: داریم (١٨.٣) و (١٧.٣) از استفاده با

P
(
Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

)
≤ (١+ ε)P (Θ٢X٢ > x)Eh١(X١) I{X٠≥١}

≤ ١+ ε

١− ε
j١(x).

نتیجه: در

j١(x) ≳ P
(
Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

)
= P

(
SΘ+

٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠
)
. (١٩.٣)

داریم: ترتیب همین به j٢(x) برای

J٢(x)

P (Θ١X١ > x)
≥

P
(
Θ١X

+
١ + bX٢ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠

)
P (Θ١X١ > x)

=
١

P (Θ١X١ > x)

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P
(
w١X١ > x− bu

∣∣X٢ = u
)
d (F٢(u)) P (Θ١ ∈ dw١)

≥ ١− ε

P (Θ١X١ > x)

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P (w١X١ > x− bu)h٢(u) d (F٢(u)) P (Θ١ ∈ dw١)

= (١− ε)

∫ ٠

−∞

P (Θ١X١ > x− bu)

P (Θ١X١ > x)
h٢(u) d (F٢(u)) . (٢٠.٣)

می�کند. میل Eh٢(X٢) I{X٠≥٢} > ٠ سمت به (٢٠.٣) انتگرال آ�.١.١۶، قضیه به توجه با قبل مانند
داریم: بزرگ xهای برای ،(٢.٣) روابط به توجه با هم�چنین

P
(
Θ١X

+
١ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠

)
= P (Θ١X١ > x,X٢ ≤ ٠)

=

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P
(
w١X١ > x

∣∣X٢ = u
)
d (F٢(u)) P (Θ١ ∈ dw١)

≤ (١+ ε)

∫ b

a−

∫ ٠

−∞
P (w١X١ > x)h٢(u) d (F٢(u)) P (Θ١ ∈ dw١)

= (١+ ε)P (Θ١X١ > x)Eh٢(X٢) I{X٠≥٢}. (٢١.٣)

داریم: باشد، j٢(x) = ٠ دیگر حالت در و P (X٢ ≤ ٠) > ٠ اگر نتیجه در پس

j٢(x) ≳ P
(
SΘ+

٢ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠
)
. (٢٢.٣)



۴۴ مختلف توزیع�های تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٣

داریم: (١۶.٣) در (٢٢.٣) و (١٩.٣) روابط جایگزینی با

P
(
SΘ
٢ > x

)
≳ P

(
SΘ+

٢ > x
)
.

توزیع�های با مستقل تصادفی بردارهای از دنباله�ای {(X٢k−١,X٢k) , k ≥ ١} فرضکنید .٨.١.٣ قضیه
بردارهای از دنباله�ای {(Θ٢k−١,Θ٢k) , k ≥ ١} فرضکنید نیز و باشد F٢k و F٢k−١ ترتیب به حاشیه�ای
می�باشد. P (a ≤ Θk ≤ b) = ١ ،a ≤ b ثابت�های و k ≥ ١ هر برای که به�طوری باشد مستقل تصادفی
هم از مستقل {(Θ٢k−١,Θ٢k) , k ≥ ١} و {(X٢k−١,X٢k) , k ≥ ١} دنباله�های کنید فرض هم�چنین
به�طوری دارد وجود hk : R −→ R+ اندازه�پذیر تابع k ≥ ١ هر برای که کنید فرض این بر علاوه هستند.

روابط: که
P
(
X٢k−١ > x

∣∣X٢k = y
)
∼ h٢k(y)F٢k−١(x)

P
(
X٢k > x

∣∣X٢k−١ = y
)
∼ h٢k−١(y)F٢k(x)

n ≥ ١ هر برای آن�گاه باشد Fk ∈ L ،k ≥ ١ برای اگر حال است. برقرار یکنواخت به�طور y ∈ R برای
داریم:

P
(
MΘ

٢n > x
)
∼ P

(
SΘ
٢n > x

)
∼ P

(
SΘ+

٢n > x
)
.

برای است کافی تنها پس می�باشد، برقرار SΘ
٢n ≤ MΘ

٢n ≤ SΘ+

٢n :=
٢n∑
k=١

ΘkX
+
k رابطه چون برهان.

کنیم: ثابت دلخواه n ≥ ١

P
(
SΘ
٢n > x

)
∼ P

(
SΘ+

٢n > x
)
. (٢٣.٣)

می�دهیم: ادامه استقراء وسیله به را اثبات
رابطه می�کنیم فرض اکنون است. برقرار n = ١ برای (٢٣.٣) هم�ارزی رابطه ٧.١.٣ قضیه به توجه با

یعنی: باشد برقرار n = N برای (٢٣.٣)

P
(
SΘ
٢N > x

)
∼ P

(
SΘ+

٢N > x
)
. (٢۴.٣)

داریم: k ≥ ١ هر برای ٧.١.٣ قضیه به توجه با

P (Θ٢k−١X٢k−١ +Θ٢kX٢k > x) ∼ P
(
Θ٢k−١X

+
٢k−١ +Θ٢kX

+
٢k > x

)
(٢۵.٣)

متعلق Θ٢k−١X
+
٢k−١+Θ٢kX

+
٢k و Θ٢k−١X٢k−١+Θ٢kX٢k تصادفی متغیرهای توزیع�های هم�چنین و

تصادفی متغیر توزیع تابع Ĝ می�کنیم فرض هم�چنین می�باشد. درازدم توزیع�های کلاس به

Θ٢N+١X٢N+١ +Θ٢N+٢X٢N+٢

باشد.



۴۵ پیچش تحت بودن بسته خاصیت و مجانبی دمی احتمالات .١.٣

داریم: ٢ فصل در ٢.٣.٢ قضیه و (٢۴.٣) رابطه به توجه با بنابراین است، درازدم Ĝ چون

P
(
SΘ
٢(N+١) > x

)
= P

(
SΘ
٢N +Θ٢N+١X٢N+١ +Θ٢N+٢X٢N+٢ > x

)
∼ P

(
SΘ+

٢N +Θ٢N+١X٢N+١ +Θ٢N+٢X٢N+٢ > x
)
. (٢۶.٣)

G̃ ،٢ فصل در ١.۴.٢ قضیه نتیجه اولین به توجه با پس باشد، SΘ+

٢N توزیع تابع G̃ می�کنیم فرض اکنون
که: داریم ٢ فصل در ٢.٣.٢ قضیه دوباره و (٢۵.٣) رابطه به توجه با لذا می�باشد. درازدم نیز

P
(
SΘ+

٢N +Θ٢N+١X٢N+١ +Θ٢N+٢X٢N+٢ > x
)
∼ P

(
SΘ+

٢N +Θ٢N+١X
+
٢N+١ +Θ٢N+٢X

+
٢N+٢ > x

)
= P

(
SΘ+

٢(N+١) > x
)
. (٢٧.٣)

(٢٣.٣) رابطه گرفته�شده کار به استقرایی استدلال و (٢٧.٣) و (٢۶.٣) روابط گرفتن نظر در با نتیجه در
یعنی: است برقرار n هر برای

P
(
SΘ
٢n > x

)
∼ P

(
SΘ+

٢n > x
)
.

توزیع�های کلاس به متعلق Fk ،k = ١,٢ برای اگر باشد. برقرار A فرضیه کنید فرض .٩.١.٣ قضیه
رابطه c > ٠ بعضی برای و است کلاس همین به متعلق نیز SΘ

٢ توزیع آن�گاه باشد، دمی غالب مقادیر

cP
(
SΘ+

٢ > x
)
≲ P

(
SΘ
٢ > x

)
≤ P

(
MΘ

٢ > x
)
≤ P

(
SΘ+

٢ > x
)
. (٢٨.٣)

می�باشد. برقرار

غالب مقادیر توزیع�های کلاس به متعلق SΘ
٢ = Θ١X١ +Θ٢X٢ توزیع تابع که این اثبات برای برهان.

دهیم: نشان است کافی است، دمی

lim sup
x→∞

P

(
Θ١X١ +Θ٢X٢ >

x

٢

)
P (Θ١X١ +Θ٢X٢ > x)

< ∞. (٢٩.٣)

داریم: X+ := max {X,٠} تعریف هم�چنین و x > ٠ هر برای

P

(
Θ١X١ +Θ٢X٢ >

x

٢

)
≤ P

(
bX+

١ + bX+
٢ >

x

٢

)
= P

(
b
(
X+
١ +X+

٢
)
>

x

٢

)
(١)︷ ︸︸ ︷

≤ P

(
bX+

١ >
x

۴

)
+ P

(
bX+

٢ >
x

۴

)
= F١

(
x

۴b

)
+ F٢

(
x

۴b

)
. (٣٠.٣)



۴۶ مختلف توزیع�های تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٣

خاص مقداری از تصادفی متغیر دو مجموع زمانی که می�شود نتیجه نکته این به توجه با (١) نامساوی که
باشد. بیش�تر نظر مورد مقدار نصف از تصادفی متغیر دو آن از یکی حداقل که است بیش�تر

داریم: ٧.١.٣ قضیه مانند هم�چنین

P
(
SΘ
٢ > x

)
= P

(
Θ١X١ +Θ٢X٢

+ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠
)

+ P
(
Θ١X١

+ +Θ٢X٢ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠
)
,

+ P
(
Θ١X١

+ +Θ٢X٢
+ > x,X١ > ٠,X٢ > ٠

)
:= j١(x) + j٢(x) + j٣(x). (٣١.٣)

.P (Xk ≤ ٠) > ٠ :k = ١,٢ برای می�کنیم فرض مسأله کلیت دادن دست از بدون
داریم: بزرگ کافی اندازه به xهای برای (٢.٣) وابستگی ساختار به توجه با حال

j٢(x) ≥ P
(
Θ١X

+
١ + bX٢ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠

)
= P (Θ١X١ + bX٢ > x,X٢ ≤ ٠)

=

∫ ٠

−∞
P
(
Θ١X١ > x− bu

∣∣X٢ = u
)
d (F٢(u))

≥
∫ ٠

−x
b

P
(
Θ١X١ > ٢x

∣∣X٢ = u
)
d (F٢(u))

≥ ١
٢

∫ ٠

−x
b

P

(
X١ >

٢x
a

)
h٢(u) d (F٢(u))

=
١
٢F١

(
٢x
a

)
Eh٢(X٢)I{−x

b
<X٠≥٢}. (٣٢.٣)

داریم: مشابه به�طور بزرگ کافی اندازه به xهای برای دوباره هم�چنین

P
(
Θ١X

+
١ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠

)
≤ P (bX١ > x,X٢ ≤ ٠)

=

∫ ٠

−∞
P
(
X١ >

x

b

∣∣X٢ = u
)
d (F٢(u))

≤ ٢F١

(x
b

)
Eh٢(X٢)I{X٠≥٢}. (٣٣.٣)

داریم: (٣٣.٣) و (٣٢.٣) روابط به توجه با بنابراین

lim inf
x→∞

j٢(x)

P
(
Θ١X

+
١ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠

) ≥ ١
۴ lim inf

x→∞

F١

(
٢x
a

)
F١

(x
b

) lim inf
x→∞

Eh٢(X٢)I{−x
b
<X٠≥٢}

Eh٢(X٢)I{X٠≥٢}

≥ c١ > ٠.

داریم: c٢ > ٠ ثابت مقدار و بزرگ xهای برای این�رو از

j٢(x) ≥ c٢P
(
Θ١X

+
١ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠

)
= c٢P

(
Θ١X

+
١ +Θ٢X

+
٢ > x,X١ > ٠,X٢ ≤ ٠

)
.
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که: است واضح j١(x) برای مشابه به�طور

j١(x) ≥ P
(
bX١ +Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

)
= P (bX١ +Θ٢X٢ > x,X١ ≤ ٠)

=

∫ ٠

−∞
P
(
Θ٢X٢ > x− bu

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

≥
∫ ٠

−x
b

P
(
Θ٢X٢ > ٢x

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

≥ ١
٢

∫ ٠

−x
b

P

(
X٢ >

٢x
a

)
h١(u) d (F١(u))

=
١
٢F٢

(
٢x
a

)
Eh١(X١)I{−x

b
<X٠≥١}. (٣۴.٣)

داریم: هم�چنین و

P
(
Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

)
≤ P (bX٢ > x,X١ ≤ ٠)

=

∫ ٠

−∞
P
(
X٢ >

x

b

∣∣X١ = u
)
d (F١(u))

≤ ٢F٢

(x
b

)
Eh١(X١)I{X٠≥١}. (٣۵.٣)

رسید: خواهیم زیر نتیجه به (٣۵.٣) و (٣۴.٣) روابط گرفتن نظر در با اکنون

lim inf
x→∞

j١(x)

P
(
Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

) ≥ ١
۴ lim inf

x→∞

F٢

(
٢x
a

)
F٢

(x
b

) lim inf
x→∞

Eh١(X١)I{−x
b
<X٠≥١}

Eh١(X١)I{X٠≥١}

≥ c٣ > ٠.

که: دارد وجود c۴ > ٠ ثابت مقدار بنابراین

j١(x) ≥ c۴P
(
Θ١X

+
١ +Θ٢X

+
٢ > x,X١ ≤ ٠,X٢ > ٠

)
.

داریم: (٣١.٣) رابطه نیز و j٢(x) و j١(x) برای فوق تخمین�های گرفتن نظر در با اکنون

P (Θ١X١ +Θ٢X٢ > x) ≥ min {١, c٢, c۴}P
(
Θ١X

+
١ +Θ٢X

+
٢ > x

)
≥ min {١, c٢, c۴}P

(
X+
١ +X+

٢ >
x

a

)
≥ ١

٢ min {١, c٢, c۴}
(
F١

(x
a

)
+ F٢

(x
a

))
. (٣۶.٣)



۴٨ مختلف توزیع�های تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٣

که: می�دهد نتیجه را مطلب این بزرگ xهای برای (٣۶.٣) و (٣٠.٣) روابط

P

(
Θ١X١ +Θ٢X٢ >

x

٢

)
P (Θ١X١ +Θ٢X٢ > x)

≤ ٢
min {١, c٢, c۴}

F١

(
x

۴b

)
+ F٢

(
x

۴b

)
F١

(x
a

)
+ F٢

(x
a

)

≤ ٢
min {١, c٢, c۴}

max


F١

(
x

۴b

)
F١

(x
a

) ,

F٢

(
x

۴b

)
F٢

(x
a

)
 .

می�باشد، متناهی رابطه آخرین مقدار لذا است، Fk ∈ D ،k = ١,٢ برای که این به توجه با نتیجه در
از (٢٨.٣) رابطه آخر در است. دمی غالب مقادیر توزیع�های کلاس به متعلق نیز SΘ

٢ توزیع بنابراین
می�شود. نتیجه اثبات مراحل

دمی، غالب مقادیر توزیع�های کلاس در ،F٢ و F١ توزیع دو برای که می�دهیم نشان زیر قضیه در
است. برقرار پیچش تحت بودن بسته خاصیت

می�باشد. F١ ∗ F٢ ∈ D آن�گاه باشند، F١,F٢ ∈ D اگر .١٠.١.٣ قضیه

داریم: [٠,∞) روی تعریف�شده F٢ و F١ توزیع دو هر برای برهان.

F١ ∗ F٢(x) ≤ F١

(
x

٢

)
+ F٢

(
x

٢

)
, x ≥ ٠ (٣٧.٣)

داریم: هم�چنین و

F١ ∗ F٢(x) ≥F١(x)

F١ ∗ F٢(x) ≥F٢(x)

داریم: را زیر نتیجه فوق رابطه دو طرفین جمع با حال

F١ ∗ F٢(x) ≥
١
٢
(
F١(x) + F٢(x)

)
, x ≥ ٠ (٣٨.٣)

داریم: است، F١,F٢ ∈ D که این به توجه با و (٣٨.٣) و (٣٧.٣) روابط به توجه با بنابراین

lim sup
x→∞

F١ ∗ F٢

(
x

٢

)
F١ ∗ F٢(x)

≤ ٢ lim sup
x→∞

F١

(
x

۴

)
+ F٢

(
x

۴

)
F١(x) + F٢(x)

≤ ٢

lim sup
x→∞

F١

(
x

۴

)
F١(x)

+ lim sup
x→∞

F٢

(
x

۴

)
F٢(x)

 < ∞.

.F١ ∗ F٢ ∈ D که می�دهد نشان رابطه آخرین



۴٩ پیچش تحت بودن بسته خاصیت و مجانبی دمی احتمالات .١.٣

از دنباله دو {(Θ٢k−١,Θ٢k) , k ≥ ١ } و {(X٢k−١,X٢k) , k ≥ ١ } کنید فرض .١١.١.٣ قضیه
برای اگر باشد. برقرار آن�ها برای ٨.١.٣ قضیه اساسی شرایط تمام که باشند مستقل تصادفی بردارهای

رابطه: n ≥ ١ ثابت هر برای آن�گاه باشد، Fk ∈ D ،k ≥ ١

ĉP
(
SΘ+

٢n > x
)
≲ P

(
SΘ
٢n > x

)
≤ P

(
MΘ

٢n > x
)
≤ P

(
SΘ+

٢n > x
)
,

باشد. وابسته n به است ممکن که است مثبت ثابت مقدار یک ĉ آن در که است برقرار

کنیم: ثابت ĉ٢n مثبت مقدار برای که است کافی برهان.

ĉ٢nP
(
SΘ+

٢n > x
)
≲ P

(
SΘ
٢n > x

)
(٣٩.٣)

می�دهیم: ادامه استقراء روش به را اثبات
(٣٩.٣) رابطه می�کنیم فرض اکنون است. برقرار n = ١ برای (٣٩.٣) رابطه ،٩.١.٣ قضیه به توجه با

داریم: ĉ٢N > ٠ برای که معنی این به باشد برقرار n = N برای

ĉ٢NP
(
SΘ+

٢N > x
)
≲ P

(
SΘ
٢N > x

)
(۴٠.٣)

داریم: c̃k > ٠ با k ≥ ١ هر برای ٩.١.٣ قضیه به توجه با هم�چنین

c̃kP
(
Θ٢k−١X

+
٢k−١ +Θ٢kX

+
٢k > x

)
≲ P (Θ٢k−١X٢k−١ +Θ٢kX٢k > x) (۴١.٣)

Θ٢k−١X٢k−١ + Θ٢kX٢k و Θ٢k−١X
+
٢k−١ + Θ٢kX

+
٢k تصادفی متغیرهای ،٩.١.٣ قضیه به توجه با

است. دمی غالب مقادیر توزیع�های کلاس به متعلق
لذا می�باشد، Ĥ ∈ D که آن�جا از باشد. Θ٢N+١X

+
٢N+١ + Θ٢N+٢X

+
٢N+٢ توزیع تابع Ĥ کنید فرض

که: می�کند بیان را مطلب این c̃٢N برای ،۶.١.٣ لم و (۴٠.٣) رابطه

P
(
SΘ+

٢(N+١) > x
)
= P

(
SΘ+

٢N +Θ٢N+١X
+
٢N+١ +Θ٢N+٢X

+
٢N+٢ > x

)
≲ ١

c̃٢N
P
(
SΘ
٢N +Θ٢N+١X

+
٢N+١ +Θ٢N+٢X

+
٢N+٢ > x

)
(۴٢.٣)

مقادیر توزیع�های کلاس به متعلق ١٠.١.٣ قضیه بنابر که باشد SΘ
٢N توزیع تابع H̃ می�کنیم فرض حال

است. دمی غالب
می�آید: به�دست زیر نتیجه c̃٢N+٢ > ٠ برای ۶.١.٣ لم دوباره و (۴١.٣) رابطه به�کارگیری با لذا

P
(
SΘ
٢N +Θ٢N+١X

+
٢N+١ +Θ٢N+٢X

+
٢N+٢ > x

)
≲ ١

c̃٢N+٢
P
(
SΘ
٢N +Θ٢N+١X٢N+١ +Θ٢N+٢X٢N+٢ > x

)
=

١
c̃٢N+٢

P
(
SΘ
٢(N+١) > x

)
. (۴٣.٣)



۵٠ مختلف توزیع�های تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٣

است برقرار n = N + ١ حالت برای (٣٩.٣) رابطه که درمی�یابیم (۴٣.٣) و (۴٢.٣) روابط ترکیب با
(٣٩.٣) رابطه بنابراین می�شود، حاصل مطلوب نتیجه ĉ٢(N+١) = c̃٢N c̃٢N+٢ گرفتن نظر در با آن در که

است. برقرار دلخواه n هر برای

تحتساختار تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی ٢.٣
خاص وابستگی

می�کنیم. بررسی Θkها و Xkها روی فرضیاتی تغییر با را قبل مجانبی دمی احتمالات بخش این در
آن در که باشند، مستقل دو به دو تصادفی بردار n ،(X١,Θ١), (X٢,Θ٢), . . ., (Xn,Θn) می�کنیم فرض
و F١,F٢, . . . ,Fn ترتیب به توزیع توابع با متناظر حقیقی�مقدار تصادفی متغیرهای X١,X٢, . . . ,Xn

G١,G٢, . . . ,Gn ترتیب به توزیع� توابع با متناظر نامنفی تصادفی متغیرهای Θ١,Θ٢, . . . ,Θn هم�چنین
می�توانند Θk و Xk تصادفی متغیرهای k = ١,٢, . . . , n هر برای به�علاوه می�باشند. صفر در ناتباهیده و

شوند. گرفته نظر در نیز وابسته
که مواردی در را P

(
MΘ

n > x
)
و P

(
SΘ
n > x

)
مجانبی رفتار مقالات از تعدادی اخیر، سال�های در

می�باشند، Θ١,Θ٢, . . . ,Θn از مستقل هم�چنین و دارند مشابهی توزیع و مستقل X١,X٢, . . . ,Xn

وجود Θ١,Θ٢, . . . ,Θn روی یکسانی توزیع فرض و استقلال فرض هیچ که حالی در کرده�اند، بررسی
مقاله این در که ببینید را [١٣] تسیتسیاشویلی و تانگ فوق مطلب بهتر درک برای مثال عنوان به ندارد.
زیرنمایی مشترک توزیع دارای X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای که را حالتی تسیتسیاشویلی و تانگ

گرفته�اند. نظر در را می�باشند کران�دار دوطرفه Θ١,Θ٢, . . . ,Θn تصادفی وزن�های و هستند
:n ≥ ١ هر برای که است شده ثابت [١٣] تسیتسیاشویلی و تانگ مقاله در

P
(
MΘ

n > x
)
∼ P

(
SΘ
n > x

)
∼

n∑
k=١

P (ΘkXk > x) . (۴۴.٣)

کرد. پیدا [١۵ ،١۴ ،٣ ،٢] در می�توان را مشابهی نتایج هم�چنین
داریم: ٢ فصل در ۴.٧.٢ قضیه طبق و

P
(
MΘ

n > x
)
∼ P

(
SΘ
n > x

)
∼ P

(
n∑

k=١
ΘkX

+
k > x

)
. (۴۵.٣)

است X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای مجانبی رفتار بررسی و مطالعه بخش این در ما اصلی هدف
دو (X١,Θ١), (X٢,Θ٢), . . ., (Xn,Θn) تصادفی بردارهای هم�چنین و نشده�اند توزیع یکسان طور به که
دارد. وجود خاصی وابستگی ساختار Θk و Xk بین k = ١,٢, . . . , n هر برای و می�باشند مستقل دو به
استفاده [١] بادسکو، و آسیمیت توسط معرفی�شده وابستگی ساختار از ما ،(Xk,Θk) جفت هر برای
hk := [٠,∞) −→ (٠,∞) اندازه�پذیر تابع یک k = ١,٢, . . . , n هر برای که معنی این به می�کنیم

رابطه: که به�طوری دارد وجود

P
(
Xk > x

∣∣Θk = t
)
∼ Fk(x)hk(t) (۴۶.٣)



۵١ خاص وابستگی ساختار تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٢.٣

می�شود: مطرح زیر به�صورت یکنواختی مفهوم آن در که است برقرار t ≥ ٠ هر برای یکنواخت به�طور

lim
x→∞

sup
t≥٠

∣∣∣∣∣P
(
Xk > x

∣∣Θk = t
)

Fk(x)hk(t)
− ١
∣∣∣∣∣ = ٠.

را هستند برخوردار� (۴۶.٣) وابستگی شرط از X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای که مثال�هایی نمونه
یافت. [٨] ٣ هم�کاران، و لی و [١] بادسکو، و آسیمیت در می�توان

اگر: گوییم، مجموع-ماکزیمم هم�ارز را F٢ و F١ توزیع دو .١.٢.٣ تعریف

F١ ∗ F٢(x) ∼ F١(x) + F٢(x).

نمایش F١ ∼M F٢ نماد با را هم�ارزی این آن�گاه باشند، مجموع-ماکزیمم هم�ارز F٢ و F١ توزیع دو اگر
می�دهیم.

F٢ و F١ توزیع دارای ترتیب به که بگیریم نظر در را X٢ و X١ مستقل تصادفی متغیر دو اگر حال
با: است معادل F١ ∼M F٢ آن�گاه هستند،

P {X١ +X٢ ≥ x} ∼ P {max {X١,X٢} ≥ x}

ماکزیمم توسط تقریباً مستقل، تصادفی متغیر دو مجموع دمی احتمال که، است معنی این به بالا گزاره
می�شود. تعیین تصادفی متغیر دو آن از یکی

می�کنیم فرض آن در که می�کنیم مطرح را قضیه�ای نهایت در و می�پردازیم مهم لم چند بیان به ادامه در
می�باشند. مثبت اکیداً Θ١,Θ٢, . . . ,Θn

نامنفی تصادفی متغیر η و Fξ توزیع تابع با متناظر حقیقی�مقدار تصادفی متغیر ξ کنید فرض .٢.٢.٣ لم
مانند اندازه�پذیر تابع یک کنید فرض این بر علاوه باشند. Fη توزیع تابع با متناظر صفر، در ناتباهیده و

رابطه: t ∈ [٠,∞) هر برای که به�طوری دارد وجود h := [٠,∞) −→ (٠,∞)

P
(
ξ > x

∣∣η = t
)
∼ Fξ(x)h(t) (۴٧.٣)

باشد، Fη(x) = o
(
Fξ(cx)

)
،c > ٠ مقدار برای و Fξ ∈ L اگر حال است. برقرار یکنواخت به�طور

می�باشد. درازدم توزیع�های کلاس به متعلق ξη حاصل�ضرب به مربوط Fξη توزیع تابع آن�گاه

که: شود ثابت است کافی لم اثبات برای برهان.

lim inf
x→∞

Fξη(x+ ١)
Fξη(x)

≥ ١. (۴٨.٣)

اندازه به مقادیر Lکلاس تعریف هم�چنین و (۴٧.٣) رابطه به توجه با باشد. ε ∈
(
٠, ١٢

)
می�کنیم فرض

:z ≥ D١ و t ∈ (٠,∞) برای که به�طوری دارد وجود D٢ > ١ و D١ > ١ بزرگ کافی
٣Li, et al.



۵٢ مختلف توزیع�های تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٣

(١− ε)Fξ(z)h(t) ≤ P
(
ξ > z

∣∣η = t
)
≤ (١+ ε)Fξ(z)h(t), (۴٩.٣)

و

E
(
h(η)I{٠<η≤ ١

D١

})
E
(
h(η)I{ ١

D١
≤η≤D١

}) < ε (۵٠.٣)

داریم: هم�چنین و

Fξ(z +D١) ≥ (١− ε)Fξ(z), z ≥ D١D٢. (۵١.٣)

داریم: x > D١D٢ و انتخاب�شده D٢ و D١ برای

Fξη(x+ ١) =
∫
(٠,∞)

P

(
ξ >

x+ ١
y

∣∣η = y

)
dFη(y)

≥
∫
(

١
D١

, x
D١D٢

] P
(
ξ >

x

y
+D١

∣∣η = y

)
dFη(y).

داریم: بزرگ کافی اندازه به xهای برای (۵١.٣) و (۴٩.٣) روابط به توجه با اکنون

Fξη(x+ ١) ≥ (١− ε)

∫
(

١
D١

, x
D١D٢

] Fξ

(
x

y
+D١

)
h(y)dFη(y)

≥ (١− ε)٢
∫
(

١
D١

, x
D١D٢

] Fξ

(
x

y

)
h(y)dFη(y). (۵٢.٣)

و x > D٢
١D٢ آن�گاه باشد بزرگ کافی اندازه به x اگر

∫
(

١
D١

, x
D١D٢

]
A︷ ︸︸ ︷

Fξ

(
x

y

)
h(y)dFη(y) =

∫
(٠,x/(D١D٢)]

A

(
١−

∫
(٠,١/D١]

A∫
(٠,x/(D١D٢)]

A

)

≥
∫
(٠,x/(D١D٢)]

A

(
١−

∫
(٠,١/D١]

A∫
[١/D١,D١]

A

)
.

داریم: فوق انتگرال�های در که

∫
(٠,١/D١]

Fξ

(
x

y

)
h(y)dFη(y) ≤ Fξ(xD١)

∫
(٠,١/D١]

h(y)dFη(y)

که: می�شود نتیجه مطلب این به توجه با فوق نامساوی

٠ < y ≤ ١
D١

=⇒ D١ ≤
١
y



۵٣ خاص وابستگی ساختار تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٢.٣

موردنظر نامساوی لذا است، D١ ≤ ١
y
که این به توجه با و می�باشد دم تابع انتگرال، زیر تابع چون و

می�آید. به�دست
داریم: هم�چنین و

∫
[١/D١,D١]

Fξ

(
x

y

)
h(y)dFη(y) ≥ Fξ(xD١)

∫
[١/D١,D١]

h(y)dFη(y)

که: می�شود نتیجه مطلب این به توجه با فوق نامساوی قبل مانند
١
D١

≤ y ≤ D١ =⇒
١
D١

≤ ١
y
≤ D١

داریم: (۵٠.٣) و (۴٩.٣) روابط به توجه با بنابراین

∫
(

١
D١

, x
D١D٢

]
A︷ ︸︸ ︷

Fξ

(
x

y

)
h(y)dFη(y) ≥

∫
(٠,x/(D١D٢)]

A

١−
E
(
h(η)I{٠<η≤ ١

D١

})
E
(
h(η)I{ ١

D١
≤η≤D١

})


≥ (١− ε)

∫
(٠,x/(D١D٢)]

A

≥ ١− ε

١+ ε

∫
(٠,x/(D١D٢)]

P

(
ξ >

x

y

∣∣η = y

)
dFη(y)

=
١− ε

١+ ε

(
Fξη(x)−

∫
(x/(D١D٢),∞)

P

(
ξ >

x

y

∣∣η = y

)
dFη(y)

)
≥ ١− ε

١+ ε

(
Fξη(x)− Fη(x/(D١D٢))

)
. (۵٣.٣)

می�دهد: به�دست را زیر نتیجه�ی انتخاب�شده D٢ و D١ و ε ∈
(
٠, ١٢

)
برای (۵٣.٣) و (۵٢.٣) روابط

lim inf
x→∞

Fξη(x+ ١)
Fξη(x)

≥ (١− ε)٣

١+ ε

(
١− lim sup

x→∞

Fη(x/(D١D٢))

Fξη(x)

)
. (۵۴.٣)

که به�طوری دارد وجود a > ٠ است، صفر در ناتباهیده η که آن�جا از آن�گاه باشد، کران�دار η اگر
داریم: (۴٧.٣) رابطه به توجه با لذا و می�باشد E

(
h(η)I{η≥a}

)
> ٠

lim sup
x→∞

Fη(x/(D١D٢))

Fξη(x)
= lim sup

x→∞

Fη(x/(D١D٢))∫
[٠,∞)

P(ξ >
x

y

∣∣η = y)dFη(y)

≤ lim sup
x→∞

Fη(x/(D١D٢))∫
[a,∞)

P(ξ >
x

a

∣∣η = y)dFη(y)

= lim sup
x→∞

Fη(x/(D١D٢))

Fξ

(x
a

) ∫
[a,∞)

h(y)dFη(y)
= ٠. (۵۵.٣)



۵۴ مختلف توزیع�های تحت تصادفی وزنی مقادیر ماکزیمم و مجموع هم�ارزی .٣

هم�چنین است، Fξ(x) > ٠ لذا است، Fξ ∈ L که این به توجه با ،x هر برای آن�گاه باشد، بی�کران η اگر
که: می�دهد را نتیجه این D > ٠ هر برای Fη(x) = o

(
Fξ(cx)

)
شرط و (۴٧.٣) رابطه

lim sup
x→∞

Fη(x)

Fξη(xD)
≤ lim sup

x→∞

Fη(x)∫
[D/c,∞)

P(ξ > cx
∣∣η = y)dFη(y)

=
١

E
(
h(η)I{η≥D/c}

) lim sup
x→∞

Fη(x)

Fξ(cx)
= ٠.

بلافاصله (۴٨.٣) رابطه و شد صفر برابر مورد دو هر در (۵۴.٣) رابطه در تعریف�شده lim sup این�رو از
می�شود. نتیجه ε بودن دلخواه به توجه با و (۵۵.٣) و (۵۴.٣) روابط از

صفر در ناتباهیده و نامنفی تصادفی متغیر η و حقیقی�مقدار تصادفی متغیر ξ کنید فرض .٣.٢.٣ لم
،Fη(x) = o

(
Fξ(x)

)
و باشد Fξ ∈ D اگر باشد. برقرار (۴٧.٣) رابطه آن�ها برای که به�طوری باشند

می�باشد. Fξη ∈ D آن�گاه

که: شود ثابت تنها است کافی برهان.

lim inf
x→∞

Fξη(٢x)
Fξη(x)

> ٠. (۵۶.٣)

هر برای که طوری به دارد وجود D ≥ ٢ و c١ > ٠ مقادیر ،D کلاس تعریف و (۴٧.٣) رابطه به توجه با
داریم: را زیر روابط t ≥ ٠ و z ≥ D

٢
١
٢Fξ(z)h(t) ≤ P

(
ξ > z

∣∣η = t
)
≤ ٣

٢Fξ(z)h(t) (۵٧.٣)

هم�چنین: و

Fξ(٢z) ≥ c١Fξ(z) (۵٨.٣)

داریم: (۵٨.٣) و (۵٧.٣) روابط به توجه با (۵۶.٣) کسر صورت در بزرگ، کافی اندازه به xهای برای

Fξη(٢x) =
∫
(٠,∞)

P

(
ξ >

٢x
y

∣∣η = y

)
dFη(y)

≥ ١
٢

∫
(٠,٢x/D]

P

(
ξ >

٢x
y

)
h(y)dFη(y)

≥ c١
٢

∫
(٠,٢x/D]

P

(
ξ >

x

y

)
h(y)dFη(y)

≥ c١
٣

∫
(٠,٢x/D]

P

(
ξ >

x

y

∣∣η = y

)
dFη(y)

=
c١
٣

(
Fξη(x)−

∫
(٢x/D,∞)

P

(
ξ >

x

y

∣∣η = y

)
dFη(y)

)
≥ c١

٣

(
Fξη(x)− Fη

(
٢x
D

))
.
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بنابراین

lim inf
x→∞

Fξη(٢x)
Fξη(x)

≥ c١
٣

١− lim sup
x→∞

Fη

(
٢x
D

)
Fξη(x)

 .

یعنی: است، صفر برابر فوق lim sup کنیم ثابت اگر حال

lim sup
x→∞

Fη

(
٢x
D

)
Fξη(x)

= ٠. (۵٩.٣)

می�شود. نتیجه (۵۶.٣) رابطه آن�گاه
داریم: منظور این برای

که به�طوری دارد وجود c٢ > ٠ مقدار آن�گاه باشد، صفر در ناتباهیده لم، شرط طبق و کران�دار η اگر
داریم: (۴٧.٣) رابطه به توجه با بنابراین و می�باشد مثبت E

(
h(η)I{η≥c٢}

)

lim sup
x→∞

Fη

(
٢x
D

)
Fξη(x)

= lim sup
x→∞

Fη

(
٢x
D

)
∫
(٠,∞)

P

(
ξ >

x

y

∣∣η = y

)
dFη(y)

≤ lim sup
x→∞

Fη

(
٢x
D

)
∫
[c٢,∞)

P

(
ξ >

x

c٢

∣∣η = y

)
dFη(y)

= lim sup
x→∞

Fη

(
٢x
D

)
Fξ

(
x

c٢

)∫
[c٢,∞)

h(y)dFη(y)

= ٠.

و (۴٧.٣) رابطه به توجه با و است Fη(x) > ٠ ،x هر برای آن�گاه نباشد، کران�دار η اگر دیگر، طرف از
داریم: D مثبت ثابت هر برای لم، از Fη(x) = o

(
Fξ(x)

)
شرط

lim sup
x→∞

Fη(x)

Fξη

(
xD

٢

) ≤ lim sup
x→∞

Fη(x)∫
[D/٢,∞)

P
(
ξ > x

∣∣η = y
)
dFη(y

=
١

E
(
h(η)I{η≥D/٢}

) lim sup
x→∞

Fη(x)

Fξ(x)
= ٠.

است. تمام لم اثبات و است برقرار مورد هردو در (۵٩.٣) رابطه این�رو، از

درازدم توزیع�های از خانواده دو اشتراک برای را پیچش تحت بودن بسته خاصیت زیر لم در حال
بررسی F٢ و F١ توزیع تابع دو برای را مجموع-ماکزیمم هم�ارزی خاصیت و بیان دمی غالب مقادیر و

می�کنیم.
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نیز به�علاوه و می�باشد F١ ∗ F٢ ∈ L ∩ D آنگاه باشند، F١,F٢ ∈ L ∩ D توزیع توابع اگر .۴.٢.٣ لم
رابطه:

F١ ∗ F٢(x) ∼ F١(x) + F٢(x)

است. برقرار

هم�چنین و پیچش) تحت درازدم توزیع�های کلاس بودن (بسته ٢ فصل در ١.۴.٢ قضیه به توجه با برهان.
خاصیت که می�گیریم نتیجه پیچش)، تحت دمی غالب مقادیر توزیع�های کلاس بودن (بسته ١٠.١.٣ قضیه

است. برقرار نیز توزیع�ها از خانواده دو این اشتراک برای بودن بسته
که است، برقرار L∩D کلاس برای مجموع-ماکزیمم هم�ارزی خاصیت کنیم ثابت است کافی تنها اکنون

است: برقرار زیر رابطه که داد نشان ١٩٩۴ سال در ،[٩] امی منظور این برای
٠ ≤ F١(x)F٢(x)− F١ ∗ F٢(x) = I١ + I٢ + I٣, (۶٠.٣)

رساند: اثبات به I٣ و I٢ ،I١ برای را زیر برابری�های آن در که

I١ =

∫ x/٢

٠

(
F١(x− y)− F١(x)

)
dF٢(y),

I٢ =

∫ x/٢

٠

(
F٢(x− y)− F٢(x)

)
dF١(y),

I٣ =

(
F١

(
x

٢

)
− F١(x)

)(
F٢

(
x

٢

)
− F٢(x)

)
.

نسبت لذا است، F١ ∈ D چون که است واضح

F١(x− y)− F١(x)

F١(x)

همگرایی قضیه از استفاده با این�رو از می�باشد. کران�دار x ≥ ٠ و y ∈
[
٠, x٢

]
هر برای یکنواخت به�طور

که: است واضح F١ ∈ L شرط و لبگ تسلطی

lim
x→∞

I١

F١(x)
=

∫ ∞

٠
lim
x→∞

F١(x− y)− F١(x)

F١(x)
dF٢(y) = ٠.

نسبت پس می�باشد، F٢ ∈ D چون مشابه به�طور هم�چنین

F٢(x− y)− F٢(x)

F٢(x)

لبگ: تسلطی همگرایی قضیه طبق و می�باشد کران�دار

lim
x→∞

I٢

F٢(x)
= ٠.

داریم: نتیجه در می�باشد، F١ ∈ D چون ،I٣ برای همین�طور و

I٣ = o
(
F١(x)

)
.
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داریم: (۶٠.٣) رابطه در فوق نتایج جایگزینی با حال

F١ ∗ F٢(x) = ١− F١(x)F٢(x) + o
(
F١(x) + F٢(x)

)
∼ F١(x) + F٢(x).

می�شود. نتیجه [٩] ۴ امی از ” ۴-۴ گزاره اول” قسمت به توجه با آخر هم�ارزی که

که مستقل دو به دو تصادفی بردارهای (X١,Θ١), (X٢,Θ٢), . . ., (Xn,Θn) کنید فرض .۵.٢.٣ قضیه
و F١,F٢, . . . ,Fn ترتیب به توزیع توابع با متناظر حقیقی�مقدار، تصادفی متغیرهای X١,X٢, . . . ,Xn

,G٢,G١می�باشند. . . . ,Gn ترتیب به توزیع توابع با متناظر مثبت، تصادفی ,Θ٢,Θ١متغیرهای . . . ,Θn

برقرار (۴۶.٣) وابستگی شرط (Xk,Θk) جفت در ،k = ١,٢, . . . , n هر برای کنید فرض هم�چنین
باشیم: داشته ،ck مثبت مقدار برای و (Fk ∈ L ∩ D ترتیب به و ) باشد، Fk ∈ L اگر باشد.

Gk(x) = o
(
Fk(ckx)

)
.

می�باشد. برقرار ((۴۴.٣) رابطه ترتیب به و ) ،(۴۵.٣) رابطه آن�گاه

رابطه که آن�جا از باشد.� Fk ∈ L ،k = ١,٢, . . . , n هر برای که می�کنیم فرض ابتدا در برهان.

کنیم: ثابت است کافی لذا است، برقرار SΘ
n ≤ MΘ

n ≤
n∑

k=١
ΘkX

+
k

P

(
n∑

k=١
ΘkXk > x

)
∼ P

(
n∑

k=١
ΘkX

+
k > x

)
. (۶١.٣)

با ΘkXk توزیع تابع که این هم�چنین و (ΘkXk)
+ = ΘkX

+
k که مطلب این به توجه با (۶١.٣) رابطه

در ۴.٧.٢ قضیه از استفاده با بلافاصله می�باشد، درازدم توزیع�های کلاس به متعلق ٢.٢.٣ لم به توجه
می�شود. نتیجه ٢ فصل

باشد. Fk ∈ L ∩ D می�کنیم فرض می�گیریم، نظر در را دیگری حالت اکنون
L∩D کلاس به متعلق k هر برای ΘkX

+
k تصادفی متغیر که می�گیریم نتیجه ٣.٢.٣ و ٢.٢.٣ لم به توجه با

می�باشد.
تصادفی متغیر و می�باشند، مستقل (X١,Θ١), (X٢,Θ٢), . . ., (Xn,Θn) بردارهای که این به توجه با

داریم: ٢ فصل در ۴.٧.٢ قضیه به توجه با لذا است، ΘkX
+
k ∈ L

P

(
n∑

k=١
ΘkXk > x

)
∼ P

(
n∑

k=١
ΘkX

+
k > x

)
. (۶٢.٣)

داریم: ۴.٢.٣ لم به توجه با لذا است ΘkX
+
k ∈ L ∩ D چون هم�چنین

P

(
n∑

k=١
ΘkX

+
k > x

)
∼

n∑
k=١

P
(
ΘkX

+
k > x

)
. (۶٣.٣)

داریم: (۶٣.٣) و (۶٢.٣) رابطه دو ادغام با که

۴Omey
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P

(
n∑

k=١
ΘkXk > x

)
∼

n∑
k=١

P
(
ΘkX

+
k > x

)
.

ثابت (۴۴.٣) رابطه لذا می�باشد، P
(
ΘkX

+
k > x

)
= P (ΘkXk > x) ،x ≥ ٠ برای فوق رابطه در که

شد.

تحقیق آینده و نتیجه�گیری ٣.٣

X١,X٢, . . . ,Xn تصادفی متغیرهای وابستگی و استقلال مورد در را ممکن حالت�های تمام پایان�نامه این در
ادامه مورد در رساندیم. اثبات به را نتایجی نیز وزن�دار تصادفی متغیرهای مورد در هم�چنین کردیم، بررسی
نتایج، بیان روند در که بگیرد نظر در را وابسته و وزن�دار تصادفی متغیر n می�تواند خواننده تحقیق این

می�باشد. و... قوی آمیخته منفی، هم�پیوند مثبت، هم�پیوند تصادفی، وزن�های بین وابستگی ساختار



آ� پیوست

لبگ اندازه و اندازه�پذیری

لبگ خارجی اندازه آ�.١

می�باشند: برقرار زیر گزاره�های A مانند دلخواه مجموعه�ای مورد در لبگ خارجی اندازه برای آ�.١.١. قضیه
m∗(A) ≥ ٠ (١
m∗(∅) = ٠ (٢

.m∗(A) ≤ m∗(B) آن�گاه باشد، A ⊆ B اگر (٣
.m∗ ([x]) = ٠ ،x ∈ R هر برای (۴

نظر در که پوششی هر بنابراین ،ℓ(In) ≥ ٠ پس است، نامنفی بازه هر طول می�دانیم :(١ اثبات برهان.
که: معنی این به است، نامنفی نیز ∑بگیریم

ℓ(In) ≥ ٠

پس: بود، خواهد نامنفی نامنفی، مقادیر inf نتیجه در

m∗(A) ≥ ٠

.A = ∅ است، تهی که می�گیریم نظر در �عضوی تک پوشش یک :(٢ اثبات
داریم: (١) قسمت به توجه با لذا

٠ ≤ m∗(∅) ≤ ℓ(∅) = ٠ =⇒ m∗(∅) = ٠

{Jn} بنابراین باشد، B برای دلخواه پوشش یک {Jn} و باشد A ⊆ B می�کنیم فرض :(٣ اثبات
A زیرا است، B پوشش�های از بیش�تر A پوشش�های که است بدیهی می�باشد. هم A برای پوشش یک

داریم: نتیجه در می�شود، اضافه آن به هم B پوشش�های مجموعه و دارد را خود ∑}پوشش�های
ℓ(Jn); B ⊆

∪
Jn

}
⊆
{∑

ℓ(In); A ⊆
∪

In

}



۶٠ لبگ اندازه و اندازه�پذیری آ�.

می�گیریم: inf طرفین از حال

inf
{∑

ℓ(Jn); B ⊆
∪

Jn

}
= m∗(B)

و

inf
{∑

ℓ(In); A ⊆
∪

In

}
= m∗(A)

نتیجه: در

m∗(A) ≤ m∗(B)

می�گیریم: نظر در زیر به�صورت پوشش یک x برای :(۴ اثبات

In =

[
x, x+

١
n

)
پس:

٠ ≤ m∗ ([x]) ≤ ℓ(In) =
١
n
−→ ٠.

بنابراین

٠ ≤ m∗ ([x]) ≤ ٠ =⇒ m∗ ([x]) = ٠.

خارجی اندازه که می�آید به�دست نتیجه این فوق قضیه (۴) قسمت از می�شود، ملاحظه که همان�طور
کنید. توجه زیر مثال به فوق مطلب بهتر درک برای است. صفر برابر عضوی تک� مجموعه�های

است. صفر خارجی اندازه دارای شمارا مجموعه هر آ�.٢.١. مثال

برای لبگ خارجی اندازه تعریف طبق می�گیریم، نظر در را A = {X١, X٢, . . . } مجموعه حل:
داریم: A مجموعه

m∗(A) = inf
{∑

ℓ(In); A ⊆
∪

In

}
.

می�گیریم: نظر در را زیر پوشش A مجموعه برای

A =
∞∪
i=١

{Xi}

که: می�شود نتیجه لذا

٠ ≤ m∗(A) = m∗

(
∞∪
i=١

{Xi}

)
≤

∞∑
i=١

m∗(Xi) = ٠

.m∗(A) = ٠ بنابراین



۶١ لبگ خارجی اندازه آ�.١.

معروف زیرجمعی خاصیت به که زیر رابطه ،R زیرمجموعه�های از {Ei} دنباله هر برای آ�.٣.١. قضیه
داریم: را است،

m∗

(∪
i

Ei

)
≤
∑
i

m∗(Ei)

برهان.

∀ε > ٠ ;∃

 Ii,j︸︷︷︸
پوشش

 , Ei ⊆
∪
j

Ii,j (آ�.١)

داریم: اینفیموم دوم خاصیت ∑بنابر
j

ℓ (Ii,j) ≤ m∗(Ei) +
ε

٢i (آ�.٢)

داریم: (آ�.١) رابطه از گرفتن اجتماع با ∪هم�چنین
i

Ei ⊆
∪
i

∪
j

Ii,j

داریم: آ�.١.١ قضیه (٣) قسمت و (آ�.٢) رابطه به توجه با نتیجه در

m∗

(∪
i

Ei

)
≤
∑
i

∑
j

ℓ (Ii,j) ≤
∑
i

(
m∗(Ei) +

ε

٢i

)
=
∑
i

m∗(Ei) + ε
∑
i

١
٢i

بنابراین:

m∗

(∪
i

Ei

)
≤
∑
i

m∗(Ei) + ε.

می�باشد. برقرار حکم لذا است، دلخواه ε چون

باشیم: داشته A مانند دلخواه مجموعه هر برای اگر است، اندازه�پذیر E مجموعه آ�.١.۴. قضیه

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E ′)

که: است واضح برهان.

A = (A ∩ E) ∪ (A ∩ E ′)

داریم: فوق رابطه از گرفتن m∗ با و آ�.٣.١ قضیه طبق

m∗(A) = m∗ ((A ∩ E) ∪ (A ∩ E ′)) ≤ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E ′).

نتیجه: در



۶٢ لبگ اندازه و اندازه�پذیری آ�.

m∗(A) ≤ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E ′) (آ�.٣)

کنیم: ثابت اگر حال

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E ′)

است. اندازه�پذیر E که می�گیریم نتیجه آن�گاه
می�کنیم. اثبات باشد، m∗(E) = ٠ که حالتی برای را دوم قسمت

داریم: آ�.١.١ قضیه (٣) قسمت به توجه با بنابراین ،(A ∩ E) ⊆ E که می�دانیم

٠ ≤ m∗(A ∩ E) ≤ m∗(E) = ٠ =⇒ m∗(A ∩ E) = ٠

بنابراین: ،(A ∩ E ′) ⊆ A می�دانیم دیگر، طرف از

m∗(A ∩ E ′) ≤ m∗(A)

داریم: لذا

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E ′) + ٠ = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E ′) (آ�.۴)

داریم: (آ�.۴) و (آ�.٣) روابط به توجه با نهایت در

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E ′)

است. اندازه�پذیر E مجموعه لذا

با برابر دلخواهی مجموعه هر خارجی اندازه اگر که، می�آید به�دست نتیجه این فوق قضیه به توجه با
∅ مجموعه خارجی اندازه چون مطلب، این به توجه با می�باشد. اندازه�پذیر مجموعه آن آن�گاه شود، صفر

می�باشد. اندازه�پذیر ∅ پس است، صفر با برابر

است. اندازه�پذیر حقیقی اعداد مجموعه دهید نشان آ�.١.۵. مثال

که: یافت مجموعه�ای آ�.١.۴ قضیه بنابر می�توان لذا است، R ⊆ R که می�دانیم حل:

m∗(R) = m∗(R ∩ R) +m∗(R ∩ ∅) = m∗(R) + ٠ = m∗(R)

حقیقی اعداد مجموعه لذا است، برقرار آن برای فوق تساوی که شد یافت R مانند مجموعه�ای چون
است. اندازه�پذیر

حقیقی اعداد توسعه��یافته دستگاه آ�.١.١

داد: نمایش زیر به�صورت می�توان را حقیقی اعداد مجموعه که می�دانیم

R = (−∞,+∞)
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نمی�باشد. درک و لمس قابل حقیقی اعداد در ∞ عمل در که
دستگاه آن به که جدیدی مجموعه به کنیم اضافه حقیقی اعداد مجموعه به را +∞ و −∞ همین اگر حال

داریم: و می�دهیم نمایش R∗ با را دستگاه این می�رسیم. می�گوییم، حقیقی اعداد توسعه�یافته

R∗ = R
∪

{−∞,+∞}

را f تابع باشد. اندازه�پذیر مجموعه E که بگیرید نظر در را f : E ⊆ R −→ R∗ تابع آ�.١.۶. تعریف
مجموعه ،α ∈ R هر برای اگر گوییم، اندازه�پذیر

{x : f(x) > α} ⊆ R

باشد. اندازه�پذیر

است؟ اندازه�پذیر f(x) = ١ تابع آیا آ�.٧.١. مثال

مجموعه دهیم نشان باید حل:

{x : f(x) > α}

است. اندازه�پذیر
داریم: منظور این برای

{x : f(x) > α} =

R α < ١

∅ α ≥ ١

است. اندازه�پذیر نیز f تابع لذا می�باشند، اندازه�پذیر ∅ و R مجموعه�های چون

فاتو لم و لبگ یکنوایی همگرایی قضیه آ�.٢.١

می�شود: تعریف زیر به�صورت مجموعه این نشانگر تابع ،A دلخواه مجموعه برای آ�.٨.١. تعریف

Iw(A) =

١ w ∈ A

٠ w /∈ A

نوشت: زیر به�صورت �را آن بتوان اگر گوییم، ساده را X تصادفی متغیر آ�.٩.١. تعریف

X =
n∑

k=١
xk I (Ak)

گوییم. نامنفی ساده تابع یک را X آن�گاه باشد، xk ≥ ٠ اگر به�علاوه

است: زیر شکل به ساده تصادفی متغیرهای از دنباله نمونه یک ،Xn ↗ X می�کنیم فرض آ�.١٠.١. مثال
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Xn =


k − ١
٢n

k − ١
٢n ≤ X <

k

٢n ; k = ١,٢, . . . , n٢n

n X ≥ n

مطلب این به داریم اشاره آن در که می�کنیم، مطرح را قضیه�ای ساده تصادفی متغیرهای مورد در حال
می�کند، میل Xسمت به که ،Xn مانند نامنفی ساده� تصادفی متغیرهای از صعودی دنباله�ای امیدریاضی که

می�کند. میل X امیدریاضی سمت به

وجود نامنفی ساده متغیرهای از صعودی دنباله�ای باشد، نامنفی تصادفی متغیر Xیک اگر آ�.١١.١. قضیه
صورت این در .Xn ↗ X که به�طوری دارد

EXn ↗ EX

شود. مراجعه [۴] به برهان.

آ�.١١.١ قضیه از کلی�تری حالت است، موسوم لبگ یکنوایی همگرایی قضیه به که زیر قضیه در حال
حالت فقط و کردیم حذف را تصادفی متغیرهای بودن ساده فرضیه که صورت این به می�کنیم، اثبات را

می�گیریم. نظر در را تصادفی متغیرهای بودن نامنفی کلی�تر

تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Xn ;n ≥ ١} فرضکنید لبگ). یکنوایی همگرایی (قضیه آ�.١٢.١ قضیه
آن�گاه کند، میل Xn ↗ X اگر باشد، نامنفی

EXn ↗ EX

Xn سمت به که دارد وجود نامنفی ساده متغیرهای از دنباله�ای ،Xn هر ازای به می�کنیم فرض برهان.
داریم: زیر به�صورت دنباله�ای چنین تعریف با بنابراین می�کند، میل

Yk,n ↗ Xn k → ∞

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Zn تصادفی متغیر

Zn = max
١≤k≤n

Yk,n

داریم: همواره هستند. نامنفی ساده� تصادفی متغیرهای Znها که

Yk,n ≤ Zn ≤ Xn (آ�.۵)

لذا:

EYk,n ≤ EZn ≤ EXn (آ�.۶)

نتیجه: در می�گیریم، حد می�کند، میل n → ∞ که زمانی به نسبت (آ�.۵) رابطه از حال

lim
n→∞

Yk,n ≤ lim
n→∞

Zn ≤ lim
n→∞

Xn = X

بنابراین:
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Xk ≤ lim
n→∞

Zn ≤ lim
n→∞

Xn = X (آ�.٧)

نتیجه: در می�گیریم، حد می�کند، میل k → ∞ که زمانی به نسبت (آ�.٧) رابطه از اکنون

X = lim
k→∞

Xk ≤ lim
n→∞

Zn ≤ X =⇒ lim
n→∞

Zn = X

داریم: فوق رابطه به توجه با لذا

E
(
lim
n→∞

Zn

)
= E (X) و Zn ↗ X (آ�.٨)

داریم: آ�.١١.١ قضیه هم�چنین و هستند نامنفی ساده متغیرهای Znها که این به توجه با بنابراین

EZn ↗ EX

داریم: (آ�.٨) رابطه هم�چنین و فوق رابطه به توجه با نتیجه در

lim
n→∞

E (Zn) = E
(
lim
n→∞

Zn

)
(آ�.٩)

نتیجه: در می�گیریم، حد می�کند، میل n → ∞ که زمانی به نسبت (آ�.۶)، رابطه از حال

EXk ≤ lim
n→∞

EZn ≤ lim
n→∞

EXn

نتیجه: در می�گیریم، حد می�کند، میل k → ∞ که زمانی به نسبت فوق رابطه از دوباره

lim
k→∞

EXk ≤ lim
n→∞

EZn ≤ lim
n→∞

EXn =⇒ lim
n→∞

EZn = lim
n→∞

EXn (آ�.١٠)

که: می�آید به�دست (آ�.١٠) و (آ�.٩) (آ�.٨)، روابط از نهایت در

lim
n→∞

EXn = lim
n→∞

EZn = E
(
lim
n→∞

Zn

)
= EX.

فاتو لم

باشد، نامنفی تصادفی متغیرهای از دنباله یک {Xn;n ≥ ١} کنید فرض فاتو). (لم آ�.١٣.١ قضیه
آن�گاه:

E
(
lim inf
n→∞

Xn

)
≤ lim inf

n→∞
E (Xn)

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را Yn نامنفی تصادفی متغیرهای از دنباله�ای ابتدا برهان.

Yn = inf
k≥n

Xk

لذا: است، صعودی دنباله Yn چون حال

Yn = inf
k≥n

Xk ↗ lim inf
k→∞

Xk

داریم: لبگ یکنوایی همگرایی قضیه بنابر نتیجه در
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E (Yn) ↗ E
(
lim inf
k→∞

Xk

)
(آ�.١١)

داریم: n هر برای به�علاوه

Yn ≤ Xk =⇒ E (Yn) ≤ E (Xk)

بنابراین:
lim inf
n→∞

E (Yn) ≤ lim inf
k→∞

E (Xk) (آ�.١٢)

می�گیریم: نتیجه (آ�.١١) رابطه از هم�چنین
lim inf
n→∞

E (Yn) = lim
n→∞

E (Yn) = E
(
lim inf
k→∞

Xk

)
(آ�.١٣)

که: می�آید به�دست (آ�.١٣) و (آ�.١٢) روابط از نهایت در

E
(
lim inf
k→∞

Xk

)
≤ lim inf

k→∞
E (Xk)

است، صفر آن�ها وقوع احتمال که جاهایی مگر باشد، برقرار همه�جا در خاصیتی هرگاه آ�.١.١۴. تعریف
آن باشد برقرار فوق خاصیت اگر است. محتمل تقریباً موردنظر خاصیت برقراری گوییم صورت این در

می�دهیم. نمایش ،١ ”a.s.” نماد با را
باشیم: داشته اگر مثال عنوان به

P (X = ٢) = ٠٫ ٩ a.s.

اختیار را ٢ مقدار X تصادفی متغیر که جاهایی وقوع احتمال که است معنی این به فوق احتمالی عبارت
است. صفر برابر نمی�کند،

به را انتگرال�پذیری فرضیه که تفاوت این با می�پردازیم، فاتو لم مشابه قضیه�ای بیان به ادامه در
می�کنیم. بیان را نتیجه�ای و می�دهیم نسبت تصادفی متغیرهای

که به�طوری باشند، انتگرال�پذیر تصادفی متغیر دو Z و Y اگر آ�.١.١۵. قضیه

Y ≤ Xn ≤ Z a.s.

آن�گاه:

E
(
lim inf
n→∞

Xn

)
≤ lim inf

n→∞
E (Xn) ≤ lim sup

n→∞
E (Xn) ≤ E

(
lim sup
n→∞

Xn

)
بسازیم: زیر به�صورت نامنفی دنباله�های که است نیاز قضیه اثبات برای برهان.

{Z− Xn} و {Xn − Y} .

داریم: فوق دنباله�های مورد در فاتو لم به�کارگیری با اکنون

١Almost Surely
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E
(
lim inf
n→∞

(Xn − Y)
)
≤ lim inf

n→∞
E (Xn − Y)

نتیجه: در

E
(
lim inf
n→∞

Xn

)
− E (Y) ≤ lim inf

n→∞
E (Xn)− E (Y) (آ�.١۴)

هم�چنین

E
(
lim inf
n→∞

(Z− Xn)
)
≤ lim inf

n→∞
E (Z− Xn)

بنابراین

E (Z)− E
(
lim sup
n→∞

Xn

)
≤ E (Z)− lim sup

n→∞
E (Xn)

لذا

lim sup
n→∞

E (Xn) ≤ E
(
lim sup
n→∞

Xn

)
(آ�.١۵)

می�آید. به�دست (آ�.١۵) و (آ�.١۴) روابط ادغام با مطلوب نتیجه نهایت در

می�کنیم. بیان را ٢ لبگ تسلطی همگرایی قضیه به موسوم قضیه�ای حال

لبگ تسلطی همگرایی قضیه آ�.٣.١

که به�طوری باشد،
∣∣Xn

∣∣ ≤ Y ،n هر برای کنید فرض لبگ). تسلطی همگرایی (قضیه آ�.١.١۶ قضیه
باشیم: داشته ،n → ∞ که زمانی و است EY < ∞ a.s.

Xn → X a.s.

صورت: این در

E
∣∣Xn − X

∣∣→ ٠

خاص: حالت در و

EXn → EX

داریم: Xn → X و
∣∣Xn

∣∣ ≤ Y از Xn∣∣برهان.

∣∣− ∣∣X∣∣ ≤ ∣∣Xn − X
∣∣ ≤ ∣∣Xn

∣∣+ ∣∣X∣∣ ≤ ٢Y =⇒ −٢Y︸ ︷︷ ︸
Y

≤ Xn − X︸ ︷︷ ︸
Xn

≤ ٢Y︸︷︷︸
Z

٢The Lebesgue Dominated Convergence Theorem
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داریم: آ�.١.١۵ قضیه به�کارگیری با حال

E
(
lim inf
n→∞

(Xn − X)
)

︸ ︷︷ ︸
٠

≤ lim inf
n→∞

E (Xn − X) ≤ lim sup
n→∞

E (Xn − X)

≤E
(
lim sup
n→∞

(Xn − X)

)
︸ ︷︷ ︸

٠

نتیجه در

lim
n→∞

E (Xn − X) = ٠ =⇒ E (Xn) −→ E (X) (آ�.١۶)

برقرار فوق به�دست�آمده نتایج هم باز باشیم، داشته را −٢Y ≤ X − Xn ≤ ٢Y رابطه هم اگر به�علاوه
که: صورت این به است،

lim
n→∞

E (X− Xn) = ٠ (آ�.١٧)

که: می�آید به�دست (آ�.١٧) و (آ�.١۶) روابط از آخر در

E
∣∣Xn − X

∣∣ −→ ٠
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Long-Tailed Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درازدم توزیع
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Asymptotic Behavior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی رفتار

Subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرمجموعه

Weakened . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن ضعیف

Probability Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال فضای

Product Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصل�ضرب. فضای

Metric Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریک فضای

Sample Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه فضای

Upper Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالا کران

Lower Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایین کران

Bounded . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کران�دار
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Nondegenerate at Zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر در ناتباهیده
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Positively Associated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت هم�پیوند

Identically Distributed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�توزیع
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Asymptotic Behavior . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی رفتار

Asymptotic Tail Probability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی دمی احتمالات

Borel Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بورل مجموعه
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Closed Set . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته مجموعه
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Complement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمم

Concave Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقعر تابع

Conditional Probability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرطی احتمال

Convolutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچش.
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Degree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه
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Hazard Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطر تابع
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Heavy-Tailed Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سنگین�دم توزیع

Identically Distributed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�توزیع

Independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل
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Integrable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال�پذیر

Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال�گیری

Intersection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشتراک

Kolmogorov Axioms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلموگروف موضوعه اصول

Long-Tailed Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درازدم توزیع

Lower Bound . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایین کران

Marginal Distribution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاشیه�ای توزیع

Maximum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکزیمم

Max-Sum Equivalence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموع-ماکزیمم هم�ارزی

Measurable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندازه�پذیر

Metric Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متریک فضای

Moment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گشتاور

Mutually Independent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل دو به دو

Nondecreasing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نانزولی

Nondegenerate at Zero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر در ناتباهیده

Open Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باز پوشش

Partial Sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جزئی مجموع

Positively Associated . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت هم�پیوند

Probability Mass . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال جرم

Probability Measure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال اندازه

Probability Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال فضای

Product Space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاصل�ضرب. فضای

Quantile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندک.

Randomly Weighted Sums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی وزنی مقادیر

Random Variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفی متغیر
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Aabstract

Three important type of statistical distributions family, family heavy-tailed distribu-
tions, long-tailed and are subexponential. The largest of these families, the family of
heavy-tailed distributions. In this thesis, at first express distribution arrangements and
the definitions of these three families and bring proven results. In addition, in the second
chapter the definition of family to give the dominatedly varying-tailed distributions and
show the family class is closure under the action of convolutions long-tailed and dominat-
edly varying-tailed distributions. Finally, the last chapter of this thesis by considering the
a weighted random variables X1 and X2 and create a certain dependence structure be-
tween these two variables, is proof Close family long-tailed and dominatedly varying-tailed
distributions under convolutions and expressed planned equivalence results.

keywords: Heavy-Tailed distribution, Long-Tailed distribution, Subexponential distri-
bution, Convolutions, Dominatedly Varying-Tailed distributions
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