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چൊیده
تعمیم توابع این می�پردازیم. شبه�ستاره�گون توابع به مربوط قضایای و تعاریف بیان به ، پایان�نامه این در

داشت خواهیم α =
١
٢ دادن قرار Sα(z)با =

z

(١− z)٢(١−α)
تابع مثلا می�باشند. ستاره�گون توابع

Sα(z) =
z

١− z
= z + z٢ + z٣ + · · · =

∞∑
n=١

zn

f(z) ∗ S١
٢
(z) = f(z)

است. هادامارد ضرب خنثای عضو S١
٢
یعنی

می�دهد. را f خود ، f مانند تابعی هر با S١
٢
هادامارد ضرب یعنی

می�دهد. ما به را ستاره�گون توابع ، خاص حالت در شبه�ستاره�گون تابع واژه�୓یکൎیدییعنی
کسری. انتگرال و کسری مشتق شبه�ستاره�گون، توابع ستاره�گون، توابع تحلیلی، توابع



ج

ඒࣂพ࢈ൈتار
دارد صفر مخالف مشتق تک�ارز تابع تحلیلی نظر از می�نامیم. تک�ارز را است یک�به�یک که تحلیلی تابع

پایان�نامه این در می�نگارد. ساده خم�های بر را ساده خم�های نظر از و
پرداخته�ایم. مقدماتی مفاهیم و اولیه تعاریف بیان به اول، فصل در

را محدب و تک�ارز توابع رده�های و هادامارد ضرب شبه�ستاره�گون، و ستاره�گون توابع دوم، فصل در
داده�ایم. قرار بررسی مورد

این رده�ی ضرایب برای کران ، β نوع و α مرتبه�ی از شبه�ستاره�گون و ستاره�گون توابع سوم، فصل در
داده�ایم. قرار بررسی و تفسیر مورد را تحدب و ستاره�گونی تک�ارزی، شعاع و توابع

خصوصیات توابع، این رده�ی ضرایب برای کران ، Rµ(α, β, γ) توابع رده�ی به چهارم، فصل در
پرداخته�ایم. آن تعمیم و کسری بستار،انتگرال
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١ فصل

مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها

تعاریف و نمادگذاری ١.١

می�باشد. بعد فصول در موردنیاز اولیه مفاهیم و تعاریف شامل بخش این
می�گیریم. نظر در مختلط اعداد مجموعه�ی با برابر را C

باشد. مشتق�پذیر z٠ همسایگی دریک هرگاه گوییم تحلیلی z٠ ∈ C نقطه�ی در را f تابع .١.١.١ تعریف

دیسک در که می�گیریم نظر در f(z) = z + a٢z
٢ + · · · شکل به توابع از رده�ای را H .٢.١.١ تعریف
می�باشند. تحلیلی U = {z ∈ C; |z| < ١} باز یکه�ی

می�دهیم. نشان D با معمولا را میدان می�نامیم. میدان را C در باز و همبند هرمجموعه�ی .٣.١.١ تعریف

و باشد تحلیلی تابعی U = {z ∈ C; |z| < R} دیسک بر f(z) کنید فرض شوارتز)١ ) .۴.١.١ لم
دراین�صورت شود، صفر m دفعات تعداد با z = ٠ در f(z) اگر . |f(z)| < M ، M ثابت برای

|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m (z ∈ U)

که می�شود برقرار زمانی تساوی ، فوق رابطه�ی در .

f(z) = eiθ
M

Rm
zm

است. ثابت θ به�طوری�که

S رده�ی ٢.١

تک�ارز(یعنی و تحلیلی U در که f(z) = z + a٢z
٢ + · · · توابع همه�ی از رده�ای .١.٢.١ تعریف

می�دهیم. نشان S با را می�کنند صدق f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرایط در و می�باشند یک�به�یک)
١Schwarz



٢ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

است. S در نیز g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
تابع آن�گاه f(z) ∈ S اگر .٢.٢.١ لم

که دارد مبدأ در صفری f(z٢) زیرا . z
√
f(z٢)

z٢
می�نویسیم

√
f(z٢) جای به تذکر:

می�کند. بی�معنی را
√
f(z٢) = e

(
١
٢ )logf(z٢)

داریم لذا f(z) = z + a٢z
٢ + ... می�دهیم قرار آن�گاه g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
اگر برهان.

g(z) = z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + · · · (١.١)

و g(٠) = ٠ و می�باشد تحلیلی واحد دیسک بر g(z) تابع . گرفتیم) درنظر را √ اصلی (شاخه�ی
. g′(٠) = ١

آن�گاه z١

√
f(z١

٢)

z١٢
= z٢

√
f(z٢

٢)

z٢٢
یعنی g(z١) = g(z٢) اگر تک�ارزی: اثبات

. z١ = −z٢ یا z١ = z٢ یعنی z١٢ = z٢
٢ داریم می�باشد، یک�به�یک f چون و f(z١٢) = f(z٢

٢)

نتیجه را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تابع g(z) که می�شود ملاحظه (١.١) از و
می�شود. اثبات g(z) تک�ارزی و z١ = z٢ پس است درتناقض بافرض که می�دهد

[٨] . |a٢| ≤ ٢ آن�گاه باشد، S به متعلق f(z) = z + a٢z
٢ + · · · اگر .٣.٢.١ قضیه

را g(z) می�توان باشد، حقیقی α که a٢ = ٢eiα دادن قرار با قضیه�ی٣.٢.١ در کوئب) مثال.(تابع
کرد. محاسبه زیر صورت به

g(z) =
z

١− eiαz٢
= z

√
f(z٢)

z٢

لذا

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣٢e٢iαz٣ + · · ·

می�رسیم زیر تابع به α = ٠ باقراردادن

k(z) =
z

(١− z)٢
=

١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴

منفی حقیقی محور امتداد در که صفحه�ای بر را |z| < ١ قرص تابع این است. معروف کوئب تابع به که

می�نگارد. است شده بریده ∞ تا −١
۴ از

. |c| ≥ ١
۴ آن�گاه ، f(z) ̸= c ، |z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش) .۴.٢.١ قضیه



٣ S رده�ی .٢.١

g(z) =
cf(z)

c− f(z)
تابع پس f(z) ̸= c چون و f(z) = z+a٢z

٢+ · · · پس f(z) ∈ S چون برهان.
می�باشد. S به متعلق نیز

cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

ازطرفی . |a٢ +
١
c
| ≤ ٢ داریم ٣.٢.١ قضیه�ی به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

آن�گاه z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .۵.٢.١ لم

Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log|f ′(z)|.

نظر در |z| < ١ برای را logf ′(z) از شاخه�ای می�توان پس f ′(z) ̸= ٠ ، |z| < ١ برای چون برهان.
گرفت.

لذا f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال

∂

∂r
logf ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

داریم r در فوق رابطه�ی طرفین ضرب با

r
∂

∂r
logf ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم حقیقی قسمت�های محاسبه�ی با

r
∂

∂r
log|f ′(reiθ)| = Re{zf

′′(z)

f ′(z)
}.

آن�گاه f(z) ∈ S اگر .۶.٢.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

را واحد قرص و پوشاست و یک�به�یک ، تحلیلی ω =
z + z٠
١+ z٠z

تابع ، |z٠| < ١ برای می�دانیم برهان.

و تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز g(z) = f(
z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z
٢ تابع لذا می�نگارد. برخودش

و است تک�ارز

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))



۴ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

نیست. S رده�ی به متعلق پس نمی�کند)، صدق S رده�ی شرایط در نمی�باشد(یعنی نرمالیزه g(z) چون

قضیه�ی٣.٢.١ بنابر لذا می�گیرد قرار S در g(z)− g(٠)
g′(٠) = z +

b٢
b١
z٢ + · · · تابع این�که به باتوجه

یعنی |b٢
b١
| ≤ ٢ می�شود نتیجه

١
٢
∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣ ≤ ٢

داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین باضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

∣∣z٠f ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣ ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

می�دهیم قرار است دلخواه z٠ چون حال

∣∣zf ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣ ≤ ۴r
١− r٢

لذا است واقع ۴r
١− r٢

شعاع به دایره�ای در zf
′′(z)

f ′(z)
یعنی

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

یعنی Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log|f ′(z)| داریم ۵.٢.١ لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log|f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log|f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

می�گیریم انتگرال r تا ٠ از نامساوی طرفین از حال

log(١− r)− ٣log(١+ r) ≤ log|f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣log(١− r)

⇒ log
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

درنتیجه

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

k′(z) =
١+ z

(١− z)٣
با است برابر k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · کوئب· تابع مشتق مثال.

می�شود. تعیین z = −r در آن پایین کران و z = r در تابع این بالای کران ۶.٢.١ قضیه�ی به بنا لذا



۵ S رده�ی .٢.١

آن�گاه f(z) ∈ S اگر .٧.٢.١ قضیه

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١).

خط یک با را ٠ نقطه�ی . |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
داریم |z| = r < ١ برای ۶.٢.١ قضیه�ی بنابه برهان.

می�گیریم. انتگرال پاره�خط این روی و کرده وصل z به مستقیم

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

و است برقرار همواره r

(١+ r)٢
≤ ١

۴ نامساوی و r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| آن�گاه |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال

آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر ۴.٢.١ قضیه�ی بنابه |f(z)| < ١
۴ اگر

بنابراین می�پوشاند. f(z) تا ٠ از را c٠ مستقیم پاره�خط

|f(z)| =
∫
c٠

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

۶.٢.١ قضیه�ی به بنا ازطرفی

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داریم لذا

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.

٧.٢.١ قضیه�ی به بنا بگیرید. نظر در را k(z) = z

(١− z)٢
= z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع مثال.

می�شود. تعیین z = −r در آن پایین کران و z = r در تابع این بالای کران

آن�گاه باشد داشته حقیقی ضرایب و باشد S رده�ی در f(z) =
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .٨.٢.١ قضیه
. |an| ≤ n ، n هر برای

می�دهیم قرار ، r < ١ که z = reiθ برای برهان.

Imf(z) = u(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
ksinkθ

داریم π تا ٠ از وانتگرال��گیری sinnθ در فوق رابطه�ی طرفین باضرب

٢
π

∫ π

٠
u(reiθ)sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

nsin٢nθdθ = anr
n (٢.١)



۶ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

رابطه�ی به توجه با

|sin(n+ ١)θ| = |sinnθcosθ + cosnθsinθ| ≤ |sinnθ|+ |sinθ|

می�شود نتیجه رابطه�ی(٢.١) از لذا . |sinnθ| ≤ n|sinθ| که داد نشان می�توان استقرا به و

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|u(reiθ)|sinθdθ (٣.١)

(٠ < r < ١,٠ < θ < π) ، u(reiθ) ̸= ٠ می�دهیم نشان سپس

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
nsinnθ = ٢iu(reiθ)

داشته ثابت جبری علامت ٠ < θ < π فاصله�ی در باید است، پیوسته تابعی θ به نسبت u(reiθ) چون
لذا باشد

r = |a١r| =
∣∣٢
π

∫ π

٠
u(reiθ)sinθdθ

∣∣ = ٢
π

∫ π

٠
|u(reiθ)|sinθdθ (۴.١)

می�گردد. ثابت قضیه r → ١ با و می�آید به�دست |anrn| ≤ nr رابطه�ی (٣.١) در (۴.١) جایگزینی با

S* رده�ی ٣.١

را D از هرنقطه که مستقیمی پاره�خط هرگاه گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان .١.٣.١ تعریف
قرص هرگاه گوییم ستاره�گون مبدأ به نسبت را f(z) ∈ S تابع بگیرد. قرار D در می�کند وصل z٠ به
S∗ با را S زیررده�ی این است. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت که شود نگاشته میدانی بر f(z) با |z| < ١

می�دهیم. نشان

را |z| < r < ١ هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ دراین�صورت ، f(z) ∈ S کنید فرض .٢.٣.١ لم
بنگارد. ستاره�گون میدان بر

تابع تحت |z| < r < ١ Drتصویر و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗ می�کنیم فرض ابتدا برهان.
لذا می�باشد) ستاره�گون D (چون tω ∈ D ، ٠ < t < ١ برای آن�گاه ، ω ∈ D اگر باشد. f(z)
چون می�کند صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است تحلیلی |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تابع

.g(٠) = f−١(tf(٠)) = ٠
برای بنابراین می�کنیم. انتخاب را ω١ ∈ Dr نقطه�ی اکنون ، |g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به باتوجه

داریم ٠ < t < ١ که دلخواه t برای و |z١| < r که ی z١ نقطه�ی

|f−١(tω١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r



٧ S* رده�ی .٣.١

هر و Dr به متعلق ω١ هر برای مطلب این چون دارد. قرار Dr در tω١ که است معنی بدان این ولی
در f(z) اگر ، عکس به می�باشد. ستاره�گون ω = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١
، ٠ < t٠ < ١ که ی t٠ برای به�طوری�که دارد وجود ω٠ ∈ D نقطه�ی آن�گاه باشد نداشته قرار S∗ رده�ی

نمی�باشد. D به متعلق t٠ω٠
. باشد ω٠ نقطه�ی شامل Dr تصویرش به�طوری�که می�کنیم انتخاب را |z| < r < ١ قرص اینک
ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ قرص f(z) پس نیست. Dr به متعلق t٠ω٠ ی نقطه ، Dr ⊂ D چون

نمی�نگارد.

اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ بنابراین f(z) ∈ S کنید فرض .٣.٣.١ قضیه

Re{zf
′(z)

f(z)
} > ٠.

ستاره�گون میدان یک |z| < ١ از Dr تصویر اگر تنها �و اگر f(z) ∈ S∗ ، ٢.٣.١ لم به توجه با برهان.
در باید ω = f(reiθ) تا ω = ٠ از شعاعی بردار ٠ ≤ θ ≤ ٢π که θ هر برای دیگر عبارت به باشد.
زیرا . است اکید صعودی θ به نسبت که است تابعی argf(reiθ) که است معنی بدان این باشد. Dr

S∗ در تابع یک پس کند. قطع نقطه دو در حداقل را Dr مرز می�بایست بردارشعاعی درغیراین�صورت

بنابراین argf(reiθ) = Imlogf(reiθ) ولی دارد. وجود ∂

∂θ
argf(reiθ) > ٠ شرط با

∂

∂θ
{Imlogf(reiθ)} = Im{ ∂

∂θ
logf(reiθ)} = Im{ire

iθf ′(reiθ)

f(reiθ)
} = Re{zf

′(z)

f(z)
} > ٠

ω صفحه�ی |z| < ١ قرص تصویر زیرا دارد قرار S∗ رده�ی در k(z) = z

(١− z)٢
کوئب تابع مثال.

همچنین و است شده بریده ∞ تا −١۴ پرتو امتداد در که می�باشد

Re{zk
′(z)

k(z)
} = Re{١+ z

١− z
} > ٠.

. |an| ≤ n ، n هر برای آن�گاه باشد، S∗ به متعلق f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر .۴.٣.١ قضیه

تابع پس ، f(z) ̸= ٠ داریم ٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=

١+
∑∞

n=٢ nanz
n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت. زیر به�صورت آن�را می�توان و است تحلیلی |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)



٨ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

می�دانیم قضیه�ی٣.٢.١ به بنا . Re{P (z)} > ٠ پس . f(z) ∈ S∗ ، |z| < ١ برای طرفی از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, · · · (٧.١)

داریم و(١.۶) (۵.١) از

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

αnz
n)

می�رسیم. زیر رابطه�ی به ضرایب قراردادن مساوی با

kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

با است معادل این و

(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, · · · ) (٨.١)

لذا به�کاربرد. (٨.١) در را مثلث نامساوی می�توان (٧.١) رابطه�ی از استفاده با

(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

در |ak| ≤ k ، k = ٢,٣, · · · , n − ١ برای کنیم فرض حال . |a٢| ≤ ٢ داریم فوق رابطه�ی از
این�صورت

(n− ١)|an| ≤ ٢[(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا می�دهد. نتیجه را |an| ≤ n واین

هرگاه می�شود نامیده ٠ ≤ α < ١ که α مرتبه�ی از ستاره�گون f(z) ∈ S تابع .۵.٣.١ تعریف

Re{zf
′(z)

f(z)
} > α (|z| < ١).

می�دهیم. نشان S∗(α) با را S زیررده�ی این

اگر . ٠ ≤ α < ١ که f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنید فرض .۶.٣.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

. f(z) ∈ S∗(α) آن�گاه



٩ K رده�ی .۴.١

١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره یک در z f
′(z)

f(z)
دهیم نشان کافی�است ۵.٣.١ تعریف به بنا برهان.

داریم دارد. قرار

|z f
′(z)

f(z)
− ١| = |zf

′(z)− f(z)

f(z)
| =

∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣
≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر می�باشد ١− α بالای کران دارای فوق عبارت

∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|)

.
∑∞

n=٢(n− α)|an| ≤ ١− α با است معادل که

. |z f
′(z)

f(z)
− ١| ≤ ١− α بنابراین است برقرار رابطه این فرض به بنا

K رده�ی ۴.١

وصل هم به را D از نقطه دو هر که مستقیمی پاره�خط هرگاه گوییم محدب را D میدان .١.۴.١ تعریف
بگیرد. قرار D در می�کند

میدان یک بر f(z) تابع تحت |z| < ١ قرص هرگاه گوییم محدب را f(z) ∈ S تابع .٢.۴.١ تعریف
می�دهیم. نشان K رابا S زیررده�ی این شود. نگاشته محدب

بر را |z| < r < ١ قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ K آن�گاه f(z) ∈ S اگر .٣.۴.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان

تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ K می�کنیم فرض ابتدا برهان.
که tω١ + (١− t)ω٢ پاره�خط دهیم نشان باید می�کنیم. انتخاب Dr در را ω٢ و ω١ نقاط باشد. f(z)
ω١ = f(z١) که باشند موجود |z| < ١ قرص در z٢ و z١ نقاط باید دارد. قرار Dr در هم ، ٠ < t < ١
تحت |z| < ١ تصویر درنتیجه . |z١| ≤ |z٢| می�کنیم فرض ، کلیت از کاستن بدون . ω٢ = f(z٢) و
|z| < ١ در h(z) = f−١(g(z)) تابع لذا است. واقع D در g(z) = tf((

z١
z٢
)z) + (١− t)f(z) تابع

لم موجب به می�کند. صدق h(٠) = ٠ و |h(z)| < ١ شرایط در لذا ، f(z) ∈ S چون و است تحلیلی
به�ویژه . |h(z)| ≤ |z| شوارتز

|h(z٢)| = |f−١(tω١ + (١− t)ω٢)| ≤ |z٢| < r (٩.١)



١٠ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

tω١ + (١ − t)ω٢ = f(z٠) که است موجود |z| < ١ قرص در ای z٠ نقطه�ی ، Dr ⊂ D چون
پاره�خط بر نقطه هر پس باشد، |z| < ١ قرص در می�بایست نیز f−١(f(z٠)) نقطه�ی بنابر(٩.١) ولی

دارد. قرار Dr در tω١ + (١− t)ω٢

بر مار پاره�خط که دارد وجود D به متعلق نقطه دو آن�گاه نباشد، K رده�ی در f(z) اگر ، به�عکس
شامل Dr تصویرش که می�کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند قرصی اینک ندارد. قرار D در نقطه دو این

باشد. نقطه دو این
باشد. داشته قرار Dr در نمی�تواند می�کند وصل هم به را نقطه دو این که پاره�خطی ، Dr ⊂ D چون

نمی�کند. تصویر محدب میدان بریک را |z| < r قرص f(z) لذا

f(z) ∈ K آن�گاه ، f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد تحلیلی |z| < ١ در f(z) اگر .۴.۴.١ قضیه
اگر تنها و اگر

Re{١+
zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠ (|z| < ١).

میدان یک |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ K ، ٣.۴.١ قضیه�ی به بنا برهان.
یک بر را |z| = r < ١ دایره�ی ω = f(reiθ) تابع که است معنی بدان این هندسی ازنظر باشد. محدب
حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θ افزایش با ، مرز این بر مماس و می�نگارد بسته ساده�ی مرز

با است برابر می�سازد حقیقی محور با ω صفحه�ی در مماس خط که زاویه�ای می�دانیم می�کند.

π

٢ + θ + argf ′(z)

می�گردد. مشخص زیر باشرط محدب تابع لذا

∂

∂θ
(
π

٢ + θ + argf ′(reiθ)) > ٠

داریم بنابراین

١+
∂

∂θ
(Imlogf ′(reiθ)) = ١+ Im{ireiθ f

′′(reiθ)

f ′(reiθ)
} = Re{١+

zf ′′(z)

f ′(z)
} > ٠

D در f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرایط با تحلیلی تابع یک f کنید فرض ٢ (الکساندر) .۵.۴.١ قضیه
. zf ′(z) ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K دراین�صورت باشد.

آن�گاه g(z) = zf ′(z) اگر برهان.

{zg
′(z)

g(z)
} = {١+

zf ′′(z)

f ′(z)
}.

باشد. چنین نیز راست سمت تابع اگر تنها و اگر است مثبت و Dتحلیلی در چپ سمت تابع لذا
٢Alexander



١١ K رده�ی .۴.١

. |an| ≤ ١ ،n هر برای آن�گاه باشد K به متعلق f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر .۶.۴.١ قضیه

به بنا لذا دارد، قرار S∗ در zf ′(z) = z +
∑∞

n=٢ nanz
n تابع ، قضیه�ی١.۵.۴ به توجه با برهان.

. |an| ≤ ١ و n|an| ≤ n ، n هر برای قضیه�ی٣.١.�۴

. |c| ≥ ١
٢ آن�گاه ، |z| < ١ که f(z) ̸= c و f(z) ∈ K اگر .٧.۴.١ قضیه

است. تک�ارز |z| < ١ در g(z) = (c− f(z))٢ کمکی تابع می�دهیم نشان ابتدا برهان.
بنابراین می�کنیم انتخاب واحد قرص در z١ و z٠ متمایز نقطه�ی دو

g(z٠)− g(z١) = (c− f(z٠))
٢ − (c− f(z١))

٢(f(z٠)− f(z١))(f(z٠) + f(z١)− ٢c)

می�باشد. تک�ارز f(z) زیرا f(z٠) ̸= f(z١) اما

است |z| < ١ تصویر به متعلق ١
٢ [f(z٠) + f(z١)] نقطه�ی است، محدب f(z) چون همچنین

چون می�شود. ثابت g(z) تک�ارزی و f(z٠) + f(z١) − ٢c ̸= ٠ پس باشد. c مساوی نمی�تواند لذا
است. S به متعلق زیر نرمال تابع ، g(z) = c٢ − ٢cz + z٢ + · · ·

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z + (
−z٢

٢c ) + · · ·

پوشش قضیه�ی بردن به�کار با نیست. صفر آن�جا در هرگز g(z) زیرا . h(z) ̸= c

٢ ، |z| < ١ در به�علاوه

. |c| ≥ ١
٢ یا و | c٢ | ≥

١
۴ درمی�یابیم

، |z| = r < ١ برای آن�گاه f(z) ∈ K اگر .٨.۴.١ قضیه

١
(١+ r)٢

≤ |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

.

را واحد قرص و پوشاست و یک�به�یک ، تحلیلی ، |z| < ١ که ω =
z + z٠
١+ z٠z

، تابع می�دانیم برهان.
تابع پس می�نگارد خودش بر

g(z) = f(
z + z٠
١+ z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z
٢

داریم و است تک�ارز و تحلیلی |z| < ١ ازای به نیز

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f

′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تابع این�که به باتوجه ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نمی�باشد نرمالیزه g(z) تابع چون

g(z)− g(٠)
g′(٠) = z +

b٢
b١
z٢ + · · ·
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، ۶.۴.١ قضیه�ی به بنا پس می�باشد. نیز K به متعلق لذا می�گیرد Sقرار در

١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣ ≤ ١

داریم ٢|z٠|
١− |z٢|٠

در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با و

∣∣∣z٠f ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

داریم است دلخواه z٠ zf∣∣∣چون ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢

=⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log|f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢

می�گیریم انتگرال r تا ٠ از حال

−٢log(١+ r) ≤ |f ′(z)| ≤ −٢log(١− r)

لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢

، |z| = r < ١ برای آن�گاه ، f(z) ∈ K اگر .٩.۴.١ قضیه

١
(١+ r)

≤ |f(z)| ≤ ١
(١− r)

.

یک با را ٠ نقطه�ی . |f ′(z)| ≤ ١
(١− r)٢

داریم |z| = r < ١ برای ٨.۴.١ قضیه�ی به بنا برهان.
می�گیریم. انتگرال پاره�خط این روی و کرده وصل z به مستقیم خط

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r

و r

(١+ r)
≤ |f(z)| لذا ، |f(z)| ≥ ١

٢ اگر حال است. برقرار همواره r

(١+ r)
≤ ١

٢ نامساوی

آن تصویر به�طوری�که باشد zموجود تا ٠ از یکه دایره�ی داخل c مسیر پوششی، قضیه�ی طبق اگر همچنین
آن�گاه بپوشاند، را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم پاره�خط

|f(z)| =
∫
c

|dω| =
∫
c

|f ′(s)||ds|
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قبل قضیه�ی به بنا ازطرفی

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥
∫ ١

(١+ t)٢
dt =

r

١+ r

داریم لذا

r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

T رده�ی ۵.١

تحلیلی تابع گوییم می�گیریم. نظر در منفی ضرایب با توابعی شامل S از زیررده�ای را T .١.۵.١ تعریف
کنیم. بیان f(z) = z −

∑∞
n=٢ |an|zn شکل به آن�را بتوانیم هرگاه است T رده�ی به متعلق f تک�ارز و

.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ اگر تنها و اگر دارد قرار T در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .٢.۵.١ قضیه

در f(z) ، f(z) ∈ T چون .
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ آن�گاه f(z) ∈ T اگر می�دهیم نشان ابتدا برهان.
پس f ′(z) = ١−

∑∞
n=٢ n|an|rn−١ بنابراین است. تک�ارز U واحد دیسک

f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ̸= ٠ (|z| = r)

.
∑N

n=٢ n|an| > ١ به�طوری�که دارد وجود N مثبت اندیس آن�گاه .
∑∞

n=٢ n|an| > ١ کنیم فرض
لذا
∑N

n=٢ n|an|rn−١٠ > ١ به�طوری�که دارد وجود ٠ < r٠ < ١ بنابراین

f ′(r٠) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١٠ < ٠

این و f ′(r١) = ٠ به�طوری�که دارد وجود ٠ < r١ < r٠ پس ، f ′(٠) = ١ و است پیوسته f ′(r) چون
.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ و باطل خلف فرض لذا می�باشد. تناقض در f ′(z) ̸= ٠ فرض با
بنابراین .

∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١ کنیم فرض به�عکس،

Re(f ′(z)) = Re(١−
∞∑
n=٢

n|an|zn−١) > ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ٠

، z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ U برای پس

Re
f(z١)− f(z٢)

z١ − z٢
=

∫ ١

٠
Ref ′[z١ + t(z٢ − z١)]dt

. f(z) ∈ T و است تک�ارز U در f(z) لذا
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آن�گاه f(z) ∈ T اگر .٣.۵.١ قضیه

r − ١
٢r

٢ ≤ |f(z)| ≤ r +
١
٢r

٢ (|z| = r).

بنابراین . ٢
∑∞

n=٢ |an| ≤
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ داریم ٢.۵.١ قضیه�ی به بنا برهان.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١
٢r

٢

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١
٢r

٢

داریم لذا

r − ١
٢r

٢ ≤ |f(z)| ≤ r +
١
٢r

٢ (|z| = r).

جایگزینی با زیرا . است T رده�ی به متعلق f(z) = z +
١
٢z

٢ تابع ٢.۵.١ قضیه�ی به بنا مثال.

کران ، ٣.۵.١ قضیه�ی طبق لذا می�کند. صدق فوق شرط در f(z) تابع وضوح به a٢ =
١
٢ و n = ٢

می�شود. تعیین z = −r در آن پایین کران و z = r در تابع این بالای

آن�گاه f(z) ∈ T اگر .۴.۵.١ قضیه

١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r.

می�دانیم برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١+ r

و

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≥ ١− r
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− r

داریم لذا

١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).
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در آن پایین کران و z = rدر f(z) = z − ١
٢z

٢ تابع بالای کران ۴.۵.١ قضیه�ی طبق مثال.
می�شود. تعیین z = −r

رده�ی به متعلق m = ١,٢, · · · , n برای fm(z) = z −
∑∞

j=٢ |aj,m|zj توابع اگر .۵.۵.١ قضیه
و cm ≥ ٠ به�طوری�که دارد قرار T رده�ی در نیز h(z) =

∑n
m=١ cmfm(z) تابع آن�گاه باشند، T

.
∑n

m=١ cm = ١

بنویسیم می�توانیم h(z) تعریف طبق برهان.

h(z) = z −
∞∑
j=٢

(
n∑

m=١
cm|aj,m|)zj

که
∑∞

j=٢ j|aj,m| ≤ ١ داریم لذا دارد، قرار T در fm(z) ، m = ١,٢, · · · , n هر برای چون
ببینیم می�توانیم بنابراین . m = ١,٢, · · · , n

∞∑
j=٢

j(
n∑

m=١
cm|aj,m|) =

n∑
m=١

cm(
∞∑
j=٢

j|aj,m|) ≤
n∑

m=١
cm = ١

قراردارد. T در h(z) می�دهد نتیجه که

کنید فرض اکسترمال) (توابع .۶.۵.١ قضیه

fn(z) = z − ١
n
zn , f١(z) = z (n = ١,٢, · · · , n).

به�طوری�که کنیم بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) شکل به آن�را بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ T بنابراین
. λn ≥ ٠ و

∑∞
n=١ λn = ١

کنیم فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) = λ١z +
∞∑
n=٢

λn(z −
١
n
zn)

= λ١z +
∞∑
n=٢

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn =

∞∑
n=١

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn

درنتیجه
∞∑
n=٢

λn
١
n
n =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١

. f(z) ∈ T ، (٢.۵.١) قضیه�ی بر بنا لذا
، n = ١,٢, · · · برای |an| ≤

١
n
چون . f(z) ∈ T کنیم فرض به�عکس،
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لذا λn = n|an| و λ١ = ١−
∑∞

n=٢ λn می�دهیم قرار

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn = z −
∞∑
n=٢

١
n
λnz

n = z −
∞∑
n=٢

λn[z − fn(z)]

= z −
∞∑
n=٢

λnz +
∞∑
n=٢

λnfn(z) = (١−
∞∑
n=٢

λn)z +
∞∑
n=٢

λnfn(z)

= λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z).

T ∗, C(α) رده�ی ۶.١

هرگاه می�شود نامیده α مرتبه�ی از ستاره�گون f(z) ∈ T تابع .١.۶.١ تعریف

Re{zf
′(z)

f(z)
} > α (|z| < ١).

می�دهیم. نشان T ∗(α) با را T زیررده�ی این . ٠ ≤ α < ١ که

هرگاه می�شود نامیده α مرتبه�ی از محدب f(z) ∈ T تابع .٢.۶.١ تعریف

Re{١+
zf ′′(z)

f ′(z)
} > α (|z| < ١)

می�دهیم. نشان C(α) با را T زیررده�ی این . ٠ ≤ α < ١ که .

اگر تنها و اگر دارد قرار T ∗(α) در f(z) =
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .٣.۶.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α.

دراین�صورت . f(z) ∈ T ∗(α) کنیم فرض برهان.

Re{zf
′(z)

f(z)
} = Re{

z −
∑∞

n=٢ n|an|zn

z −
∑∞

n=٢ |an|zn
} > α (|z| < ١) (١٠.١)

داریم است) حقیقی مقدار یک z که ) z → ١ (١٠.١)هرگاه دررابطه�ی

١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

|an|)
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بنابراین
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

اگر حال
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

داریم دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره یک در zf
′(z)

f(z)
دهیم نشان کافی�است

|zf
′(z)

f(z)
− ١| = |zf

′(z)− f(z)

f(z)
| =

∣∣∣∑∞
n=٢(n− ١)anzn
z −

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣∣
≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر می�باشد ١− α بالای کران دارای فوق عبارت
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|).

برقرار فرض به بنا نامساوی این و ١−
∑∞

n=٢(n− ١)|an| ≤ ١−α با است معادل نیز رابطه� این که
است.

اگر تنها و اگر است C(α) به متعلق f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .۴.۶.١ نتیجه
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α.

داریم |z| < ١ برای . f(z) ∈ C(α) کنیم فرض برهان.

Re{١+
zf ′′(z)

f ′(z)
} = Re{١−

∑∞
n=٢ n(n− ١)|an|zn−١
١−

∑∞
n=٢ n|an|zn−١

}

= Re{
١−

∑∞
n=٢ n

٢|an|zn−١

١−
∑∞

n=٢ n|an|zn−١
} > α (١١.١)

داریم است) حقیقی مقدار یک z (که z → ١ هرگاه (١١.١) دررابطه�ی

١−
∞∑
n=٢

n٢|an| ≥ α(١−
∞∑
n=٢

n|an|)
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بنابراین
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

اگر برعکس،
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

لذا دارد. قرار ١ مرکز به و ١− α شعاع به دایره یک در ١+
zf ′′(z)

f ′(z)
دهیم نشان کافی�است

|١+
zf ′′(z)

f ′(z)
− ١| = |zf

′′(z)

f ′(z)
| =

∣∣∣∑∞
n=٢ n(n− ١)anzn−١
١−

∑∞
n=٢ nanz

n−١

∣∣∣
≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ n|an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢ n(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ n|an|

اگر می�باشد ١− α بالای کران دارای فوق عبارت
∞∑
n=٢

n(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

n|an|)

برقرار فرض به بنا نیز نامساوی این و
∑∞

n=٢ n(n−α)|an| ≤ ١−α با است معادل نیز رابطه�ی این
است.

آن�گاه f(z) ∈ T ∗(α) اگر .۵.۶.١ قضیه

r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r).

داریم ٣.۶.١ قضیه�ی بنابه برهان.

(٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

بنابراین

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢− α
r٢

مشابه به�طور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢− α
r٢

می�شود نتیجه لذا

r − ١− α

٢− α
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢− α
r٢ (|z| = r).
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هرگاه است T ∗ رده�ی به متعلق f(z) = z − ١− α

٢− α
z٢ تابع ٣.۶.١ قضیه�ی به بنا مثال.

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

به بنا لذا می�کند. صدق فوق شرط در f(z) تابع وضوح به a٢ =
١− α

٢− α
و n = ٢ جایگزینی با حال

می�شود. تعیین z = −r در آن پایین کران و z = r در تابع این بالای کران ۵.۶.١ قضیه�ی

آن�گاه f(z) ∈ T ∗(α) اگر .۶.۶.١ قضیه

١− ١)٢− α)

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١)٢− α)

٢− α
r (|z| = r).

داریم برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+ r
∞∑
n=٢

n|an| (١٢.١)

داریم ٣.۶.١ قضیه�ی به بنا همچنین و
∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١− α + α
∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α +
α(١− α)

٢− α
=

١)٢− α)

٢− α
(١٣.١)

دیگر طرف از می�شود. نتیجه حکم راست طرف (١٢.١) در (١٣.١) عبارت جایگزینی با

|f ′(z)| ≥ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١)٢− α)

٢− α
r.

در تابع این بالای کران ۶.۶.١ قضیه�ی به بنا بگیرید. نظر در را f(z) = z− ١− α

٢− α
z٢ تابع مثال.

می�شود. تعیین z = −r در آن پایین کران و z = r

آن�گاه f(z) ∈ C(α) اگر .٧.۶.١ نتیجه

r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r).

داریم ۴.۶.١ نتیجه�ی به بنا برهان.

٢)٢− α)
∞∑
n=٢

|an| ≤
∞∑
n=٢

n(n− α)|an| ≤ ١− α

بنابراین

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١− α

٢)٢− α)
r٢



٢٠ مقدماتی مفاهیم و پیش�نیازها .١

مشابه به�طور و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١− α

٢)٢− α)
r٢

می�شود نتیجه لذا

r − ١− α

٢)٢− α)
r٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١− α

٢)٢− α)
r٢ (|z| = r).

آن�گاه f(z) ∈ C(α) اگر .٨.۶.١ نتیجه

١− ١− α

٢− α
r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+

١− α

٢− α
r (|z| = r).

داریم برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an| (١۴.١)

، ۴.۶.١ نتیجه�ی به بنا همچنین و

∞∑
n=٢

n٢|an| ≤ ١− α + nα
∞∑
n=٢

|an| ≤ ١− α +
α(١− α)

٢− α
r =

١)٢− α)

٢− α
(١۵.١)

یا

∞∑
n=٢

n|an| ≤
١− α

٢− α
(١۶.١)

دیگر ازطرف می�شود. نتیجه حکم راست طرف (١۴.١) در (١۶.١) عبارت جایگزینی با

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ ≥ ١− r

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− ١− α

٢− α
r.

کنید فرض .٩.۶.١ قضیه

fn(z) = z − ١− α

n− α
zn , f١(z) = z (n = ٢,٣, · · · )

به�طوری�که کنیم بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) شکل به آن�را بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ T ∗(α) آن�گاه
.
∑∞

n=١ λn = ١, λn ≥ ٠



٢١ T ∗, C(α) رده�ی .۶.١

کنیم فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = z −
∞∑
n=٢

λn
١− α

n− α
zn

درنتیجه
∞∑
n=٢

λn
١− α

n− α
(
n− α

١− α
) =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١

چون . f(z) ∈ T ∗(α) کنیم فرض به�عکس، . f(z) ∈ T ∗(α) لذا

|an| ≤
١− α

n− α
(n = ٢,٣, · · · )

می�دهیم قرار

λn =
(n− α)|an|

١− α
, λ١ = ١−

∞∑
n=٢

λn (n = ٢,٣, · · · )

می�کند. کامل را برهان این و f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) نتیجه در

. f(z) ∈ T ∗(
٢

٣− α
) آن�گاه f(z) ∈ C(α) اگر .١٠.۶.١ قضیه

کنیم ثابت باید ۴.۶.١ نتیجه�ی و ٣.۶.١ قضیه�ی به بنا برهان.

∞∑
n=٢

n(n− α)

١− α
|an| ≤ ١ =⇒

∞∑
n=٢

n− ٢
٣− α

١− ٢
٣− α

|an| ≤ ١

دهیم نشان کافی�است

n(n− α)

١− α
≥
n− ٢

٣− α

١− ٢
٣− α

=
n(٣− α)− ٢

١− α
(n = ٢,٣, · · · )

بدیهی نیز نامساوی این که n٢ − ٣n + ٢ ≥ ٠ , n = ٢,٣, · · · ) با است معادل فوق عبارت و
است.





٢ فصل

R[α, β]توابع رده�ی

مقدمه ١.٢

رده�ی توابع از یکی دادیم. نمایش S∗(α) با را α مرتبه�ی از ستاره�گون توابع کلاس ۵.٣.١ تعریف طبق
می�باشد. Sα(z) تابع S∗(α)

Sα(z) =
z

(١− z)٢(١−α)
= z +

∞∑
n=٢

c(α, n)zn

به�طوری�که

c(α, n) =

∏n
k=٢(k − ٢α)
(n− ١)! (n ≥ ٢)

bn ≥ ٠ که g(z) = z +
∑∞

n=٢ bnz
n و an ≥ ٠ که f(z) = z +

∑∞
n=٢ anz

n توابع .١.١.٢ تعریف
به�صورت را g و f تابع دو هادامارد ضرب می�گیریم. نظر در را

(f ∗ g)(z) = z +
∞∑
n=٢

anbnz
n

می�کنیم. تعریف

شکل به توابع کلاس نشان�دهنده�ی T می�کنیم فرض

f(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n (an ≥ ٠) (١.٢)

رابطه�ی در شده داده f(z) اگر هستند. تحلیلی U = {z ∈ C : |z| < ١} واحد دیسک در که باشد
تعریف زیر صورت به g و f یافته�ی تعمیم هادامارد ضرب باشد، g(z) = z −

∑∞
n=٢ bnz

n و (١.٢)
می�شود.

(f ∗ g)(z) = z −
∞∑
n=٢

anbnz
n.

٢٣



٢۴ R[α, β]توابع رده�ی .٢

اگر گوییم منفی ضرایب با β مرتبه�ی از α-شبه�ستاره�گون را f ∈ T تابع .٢.١.٢ تعریف

(f ∗ Sα)(z) ∈ S∗(β) (٠ ≤ α < ١,٠ ≤ β < ١)

می�دهیم. نمایش R[α, β] با را توابع این رده�ی

نمایش C[α, β] با را می�کنند صدق zf ′(z) ∈ R[α, β] شرط در که f ∈ T توابع تمام .٣.١.٢ تعریف
. است.) T از زیررده�ا�ی و محدب C[α, β]) می�دهیم

است R[α, β] رده�ی به متعلق f(z) آن�گاه باشد، شده تعریف (١.٢) طبق f(z) تابع اگر [٩] .۴.١.٢ لم
اگر تنها و اگر

∞∑
n=٢

(n− β)c(α, n)an ≤ ١− β.

است C[α, β] رده�ی به متعلق f(z) آن�گاه باشد، شده تعریف (١.٢) طبق f(z) تابع اگر [۵] .۵.١.٢ لم
اگر تنها و اگر

∞∑
n=٢

n(n− β)c(α, n)an ≤ ١− β.

اگر و است تک�ارز واحد دیسک در (١.٢) طبق شده تعریف f(z) آن�گاه
∑∞

n=٢ nan ≤ ١ اگر
تابع آن�گاه ، ٠ ≤ α ≤ ٣−β

٢(٢−β)
اگر همچنین است. تک�ارز f ∈ R[α, β] آن�گاه ، ٠ ≤ α ≤ ١

٢

است. تک�ارز واحد دیسک در f(z) ∈ C[α, β]

متعلق f آن�گاه باشد، C[α, β] رده�ی به متعلق (١.٢) طبق شده تعریف f(z) تابع اگر [٣] .۶.١.٢ لم
.γ = ٢

٣−β
که است R[α, γ] رده�ی به

پیچش ٢.٢

به�طوری�که باشد R[α, β] رده�ی به متعلق (١.٢) در شده تعریف f(z) تابع اگر .١.٢.٢ قضیه
است R[α, β] رده�ی به f)متعلق ∗ f ∗ ... ∗ f︸ ︷︷ ︸

m

)(z) آن�گاه باشد، ٠ ≤ β < ١ و ٠ ≤ α ≤ ٣−β
٢(٢−β)

. m ∈ N = {١,٢, ...} که

داریم ۴.١.٢ لم از استفاده با برهان.

∞∑
n=٢

(n− β)c(α, n)amn ≤
[ ١− β

١)٢− α)(٢− β)

](m−١)
(١− β) ≤ ١− β

. ٠ ≤ β < ١ و ٠ ≤ α ≤ ٣−β
٢(٢−β)

که



٢۵ پیچش .٢.٢

داریم ۴.١.٢ لم از استفاده با زیرا

∞∑
n=٢

(n− β)c(α, n)an ≤ ١− β

بنابراین است. برقرار نیز جمله هر برای نامساوی این

(n− β)c(α, n)an ≤ ١− β ⇒ an ≤ ١− β

(n− β)c(α, n)

⇒ am−١
n ≤

( ١− β

(n− β)c(α, n)

)m−١
≤ ١− β

٢)٢− β)(١− α)

داریم و دارد را مقدار کمترین c(α,٢) پس است، صعودی n ≥ ٢ ازای به c(α, n) چون

c(α,٢) =
∏٢

k=٢(k − ٢α)
(٢− ١)! = ٢− ٢α = ١)٢− α)

کنیم ثابت کافی�است حال

١− β

١)٢− α)(٢− β)
≤ ١

درنتیجه ٠ ≤ α ≤ ٣−β
٢(٢−β)

داریم قضیه فرض طبق چون است برقرار فوق نامساوی

١− α ≥ ١− ٣− β

٢)٢− β)
=

١− β

٢)٢− β)
=⇒ ١− β

١)٢− α)(٢− β)
≤ ١

٠ ≤ α ≤ ٣−٧β
۴(٢−β)

که باشد C[α, β] رده�ی به متعلق (١.٢) در شده تعریف f(z) تابع اگر .٢.٢.٢ قضیه
. (f ∗ f ∗ ... ∗ f︸ ︷︷ ︸

m

)(z) ∈ C[α, β] گاه آن ٠ ≤ β < ١ و

داریم ۵.١.٢ ازلم استفاده با برهان.

∞∑
n=٢

n(n− β)c(α, n)amn ≤
[ ١− β

۴(١− α)(٢− β)

]m−١
(١− β) ≤ ١− β.

. ٠ ≤ β < ١ و ٠ ≤ α ≤ ٣−٧β
۴(٢−β)

که
نتیجه در ٠ ≤ α ≤ ٣−٧β

۴(٢−β)
داریم قضیه فرض طبق زیرا است برقرار فوق نامساوی

١− α ≥ ١− ٧− ٣β
۴(٢− β)

=
١− β

۴(٢− β)
⇒ ١ ≥ ١− β

۴(١− α)(٢− β)



٢۶ R[α, β]توابع رده�ی .٢

٠ ≤ α ≤ ٣−β
٢(٢−β)

و باشد R[α, β] رده�ی به متعلق (١.٢) در شده تعریف f(z) تابع اگر .٣.٢.٢ قضیه
C[α, β] رده�ی به متعلق g(z) = z −

∑∞
n=٢ bnz

n به�صورت شده تعریف g(z) تابع و ٠ ≤ β < ١ و
آن�گاه ،٠ ≤ β < ١ و ٠ ≤ α ≤ ٣−٧β

۴(٢−β)
که باشد

(f ∗ f ∗ ... ∗ f︸ ︷︷ ︸
p

∗ g ∗ g ∗ ... ∗ g︸ ︷︷ ︸
q

)(z) ∈ C[α, β] (p, q ∈ N).

داریم ۵.١.٢ و ۴.١.٢ لم از استفاده با برهان.

∞∑
n=٢

n(n− β)c[α, n]apnb
q
n ≤

[ ١− β

١)٢− α)(٢− β)

]p[ ١− β

۴(١− α)(٢− β)

]q
(١− β) ≤ ١− β

است. برقرار فوق نامساوی که می�شود ثابت قبل قضیه�ی دو مشابه

fi ∈ T می�کنیم فرض

fi(z) = z −
∞∑
n=٢

an,iz
n (an,i ≥ ٠ , i = ١,٢) (٢.٢)

به�طوری�که ,R[αباشد β] رده�ی به متعلق (٢.٢) در شده تعریف f١(z) تابع فرضکنید [٢] .۴.٢.٢ قضیه
باشد R[α, τ ] رده�ی به متعلق (٢.٢) در شده تعریف f٢(z) تابع و ٠ ≤ β < ١ و ٠ ≤ α ≤ ١

٢

که (f١ ∗ f٢)(z) ∈ R[α, ψ] آن�گاه . ٠ ≤ τ < ١ و ٠ ≤ α ≤ ١
٢ به�طوری�که

ψ = ١− (١− β)(١− τ)

١)٢− α)(٢− β)(٢− τ)− (١− β)(١− τ)
.

توابع برای تساوی و

f١(z) = z − ١− β

١)٢− α)(٢− β)
z٢ , f٢(z) = z − ١− τ

١)٢− α)(٢− τ)
z٢

است. برقرار

٠ ≤ به�طوری�که باشد C[α, β] کلاس در (٢.٢) در شده تعریف f١(z) تابع کنید فرض .۵.٢.٢ قضیه
به�طوری�که باشد C[α, β] کلاس در (٢.٢) در شده تعریف f٢(z) تابع و ٠ ≤ β < ١ و α ≤ ١

٢

که (f١ ∗ f٢)(z) ∈ C[α, ψ] بنابراین ، ٠ ≤ τ < ١ و ٠ ≤ α ≤ ١
٢

ψ = ١− (١− β)(١− τ)

۴(١− α)(٢− β)(٢− τ)− (١− β)(١− τ)
.

توابع برای تساوی و

f١(z) = z − ١− β

۴(١− α)(٢− β)
z٢ , f٢(z) = z − ١− τ

۴(١− α)(٢− τ)
z٢

است. برقرار

هستند. ۵.٢.٢ و ۴.٢.٢ قضایای تعمیم زیر قضیه�ی دو



٢٧ پیچش .٢.٢

رده�ی به متعلق (٢.٢) در شده تعریف i = ١,٢, ...,m که fi(z) توابع کنید فرض .۶.٢.٢ قضیه
. i = ١,٢, ...,m هر برای ،٠ ≤ βi < ١ و ٠ ≤ α ≤ ١

٢ به�طوری�که باشد R[α, βi]
که (f١ ∗ f٢ ∗ ... ∗ fm)(z) ∈ R[α, ψ] آن�گاه

ψ = ١−
∏m

i=١)١− βi)

٢m−١)١− α)m−١∏m
i=٢)١− βi)−

∏m
i=١)١− βi)

.

به�صورت شده تعریف توابع برای تساوی

fi(z) = z − ١− βi
١)٢− α)(٢− βi)

z٢

است. برقرار

می�کنیم. ثابت استقرا به را حکم برهان.
است. برقرار حکم پس می�شود. تبدیل ۴.٢.٢ قضیه�ی به قضیه، β٢ = τ و β١ = β و m = ٢ برای

ψ = ١− (١− β)(١− τ)

١)٢− α)(٢− β)− (١− β)(١− τ)

کنیم فرض

fi(z) ∈ R[α, βi] , (i = ١,٢, ..., k , k ∈ N, k ≥ ٢)

که (f١ ∗ f٢ ∗ ... ∗ fk)(z) ∈ R[α, ψ′] آن�گاه باشد درست m = k برای اگرحکم

ψ′ = ١−
∏k

i=١)١− βi)

٢k−١)١− α)k−١
∏k

i=٢)١− βi)−
∏k

i=١)١− βi)
.

داریم m = k + ١ برای ۴.٢.٢ قضیه�ی از آن�گاه fk+١ ∈ R[α, βk+١] اگر

(
(f١ ∗ f٢ ∗ ... ∗ fk) ∗ fk+١

)
(z) ∈ R[α, ψ]

ψ = ١− (١− βk+١)(١− ψ′)

١)٢− α)(٢− ψ′)(٢− βk+١)− (١− βk+١)(١− ψ′)

= ١−

∏k+١
i=١ (١−βi)

٢k−١(١−α)k−١ ∏k
i=١(٢−βi)−

∏k
i=١(١−βi)

٢k(١−α)k
∏k

i=١(٢−βi)−٢(١−α)(٢−βk+١)
∏k

i=١(١−βi)+٢(١−α)(٢−βk+١)
∏k

i=١(١−βi)−′k+١
i=١ (١−βi)

٢k−١(١−α)k−١ ∏k
i=١(٢−βi)−

∏k
i=١(١−βi)

= ١−
∏k+١

i=١ (١− βi)

٢k(١− α)k
∏k+١

i=١ (٢− βi)−
∏k+١

i=١ (١− βi)
.

است. برقرار نیز m = k + ١ برای حکم پس



٢٨ R[α, β]توابع رده�ی .٢

C[α, βi]رده�های به متعلق (٢.٢) در تعریفشده i = ١, ...,m که fi(z) توابع فرضکنید .٧.٢.٢ قضیه
(f١ ∗ f٢ ∗ ... ∗ fm)(z) آن�گاه . i = ١, ...,m هر برای ٠ ≤ βi < ١ و ٠ ≤ α ≤ ١

٢ به�طوری�که باشد
که است C[α, ψ] رده�ی به متعلق

ψ = ١−
∏m

i=١)١− βi)

۴m−١)١− α)m−١∏m
i=٢)١− βi)−

∏m
i=١)١− βi)

.

به�صورت شده تعریف توابع برای تساوی

fi(z) = z − ١− βi
۴(١− α)(٢− βi)

z٢ , i = ١,٢, ...,m

است. برقرار

می�کنیم. ثابت را حکم استقرا به برهان.
است. درست که می�شود تبدیل ۵.٢.٢ قضیه�ی به قضیه β٢ = τ و β١ = β و m = ٢ برای

کنیم فرض

fi(z) ∈ C[α, βi] (i = ١,٢, ..., k, k ∈ N, k ≥ ٢)

⇒ (f١ ∗ f٢ ∗ ... ∗ fk)(z) ∈ C[α, ψ′]

که

ψ′ = ١−
∏k

i=١)١− βi)

۴k−١)١− α)k−١
∏k

i=٢)١− βi)−
∏k

i=١)١− βi)

داریم ۵.٢.٢ قضیه�ی از آن�گاه fk+١ ∈ [α, βk+١] اگر

(
(f١ ∗ ... ∗ fk) ∗ fk+١

)
(z) ∈ C[α, ψ]

که

ψ = ١− (١− ψ′)(١− βk+١)

۴(١− α)(٢− ψ′)(٢− βk+١)− (١− ψ′)(١− βk+١)

با است معادل این و

ψ = ١−
∏k+١

i=١ (١− βi)

۴k(١− α)k
∏k+١

i=١ (٢− βi)−
∏k+١

i=١ (١− βi)
(٣.٢)

است. درست m ≥ ٢ برای قضیه بنابراین



٢٩ پیچش .٢.٢

٠ ≤ βi < ١ و ٠ ≤ α ≤ ١
٢ به�طوری�که باشد i = ١,٢, ...,m که fi(z) ∈ C[α, βi] اگر .٨.٢.٢ قضیه
که (f١ ∗ f٢ ∗ ... ∗ fm)(z) ∈ R[α, τ ] آن�گاه ، i = ١,٢, ...,m هر برای

τ = ١−
∏m

i=١)١− βi)

٢× ۴m−١)١− α)m−١∏m
i=٢)١− βi)−

∏m
i=١)١− βi)

می�شود. حاصل ۶.١.٢نتیجه لم و ٧.٢.٢ و ۶.٢.٢ قضیه�ی از

باشد C[α, β] رده�ی به متعلق (٢.٢) در شده تعریف i = ١,٢ fi(z)که توابع کنید فرض .٩.٢.٢ قضیه
که h(z) ∈ R[α, γ] تابع آن�گاه ،٠ ≤ β < ١ و ٠ ≤ α ≤ ١

٢ به�طوری�که

h(z) = z −
∞∑
n=٢

[a٢n,١ + a٢n,٢]z
n

برای تساوی و است شده تعریف

γ = ١− (١− β)٢

۴(١− α)(٢− β)٢ − (١− β)٢

است. برقرار
می�آید. به�دست نتیجه ۶.١.٢ لم و ٨.٢.٢ قضیه�ی از استفاده با





٣ فصل

Rµ(α, β)توابع رده�ی

و g(z) = z
(١−z)٢(١−γ) و an ≥ ٠ که f(z) = z −

∑∞
n=٢ anz

n کنیم فرض .١٠.٠.٣ تعریف
زیر نامساوی اگر می�نامیم β نوع و α مرتبه�ی از شبه�ستاره�گون - γ را f تابع .h(z) = (f ∗ g)(z)

باشد. برقرار

∣∣(z h′(z)
h(z)

)− ١
∣∣∣∣∣z h′(z)

h(z)
+ (١− ٢α)

∣∣∣ < β ٠ ≤ α < ١,٠ < β ≤ ١.

ستاره�گونی و یک�به�یکی ، بحرانی توابع مجموعه�ی ، ضرایب نظر از را خانواده این بخش این در
می�کنیم. بررسی

β ونوع α مرتبه�ی از ستاره�گون توابع ١.٣

واحد دیسک در که باشد f(z) = z +
∑
anz

n شکل به توابع همه�ی رده�ی S کنیم فرض
نامیده β نوع و α مرتبه�ی از ستاره�گون f ∈ S تابع هستند. تک�ارز و تحلیلی U = {z : |z| < ١}

نامساوی اگر می�شود

∣∣(z f ′(z)
f(z)

)− ١
∣∣∣∣∣z f ′(z)

f(z)
+ (١− ٢α)

∣∣∣ < β

نمایش S∗(α, β) نماد رابا توابع این رده�ی باشد. برقرار U در z هر و ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α < ١ برای
می�کنیم. بررسی را β و α برای مختلف حالت�های می�دهیم.

.S∗(α,١) ≡ S∗(α) آن�گاه ، β = ١ اگر -١
بررسی پادمانابخان١ توسط که است ستاره�گون توابع از زیررده یک S∗(٠, β) آن�گاه ، α = ٠ اگر -٢

است. شده
١Padmanabhan

٣١



٣٢ Rµ(α, β)توابع رده�ی .٣

شعاع و (١+(٢−١α))β٢
(١−β٢)

مرکز به دیسک در z f ′(z)
f(z)

مقادیر ، ٠ < α < ١ که f ∈ S∗(α, β) برای
دارد. قرار ٢β(١−α)

(١−β٢)

داریم قبل صفحه�ی تعریف طبق zf ′(z)

f(z)
= u فرض با زیرا

∣∣∣ u− ١
u+ (١− ٢α)

∣∣∣ < β

باشد، ٢β(١− α)

١− β٢
شعاع و ١+ (١− ٢α)β٢

١− β٢
مرکز اگر

∣∣∣u− ١+ (١− ٢α)β٢
١− β٢

∣∣∣ < ٢β(١− α)

١− β٢

، ١− β٢ در طرفین ضرب با

|u− uβ٢ − ١− (١− ٢α)β٢| < ٢β(١− α)

درنتیجه

|(u− ١)− (u+ (١− ٢α))β٢| < ٢β(١− α)

می�شود نتیجه |u+ (١− ٢α)| بر طرفین تقسیم با

∣∣∣ u− ١
u+ (١− ٢α) − β٢

∣∣∣ < ٢β(١− α)

|u+ (١− ٢α)|

داریم ∣∣∣همچنین u− ١
u+ (١− ٢α)

∣∣∣− |β٢| ≤
∣∣∣ u− ١
u+ (١− ٢α) − β٢

∣∣∣
∣∣∣درنتیجه u− ١

u+ (١− ٢α)

∣∣∣− |β٢| < ٢β(١− α)

١− β٢
< β.

، ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α < ١ و ٠ ≤ γ < ١ که Sγ(z) =
z

(١−z)٢(١−γ) کنیم فرض .١.١.٣ تعریف
هرگاه می�نامیم β نوع و α مرتبه�ی از شبه�ستاره�گون - γ را f(z) = z +

∑∞
n=٠ anz

n تحلیلی تابع

f ∗ Sγ ∈ S∗(α, β)

می�دهیم. نمایش Rγ(α, β) نماد با را توابع این رده�ی

است. شده ٢بررسی وی روشه توسط γ مرتبه�ی از شبه�ستاره�گون - γ توابع رده�ی

٢Ruscheweyh



٣٣ Rµ(α, β)توابع رده�ی ضرایب برای کران .٢.٣

Rµ(α, β)توابع رده�ی ضرایب برای کران ٢.٣

به�صورت می�توان را Sγ(z) تابع گفتیم قبل فصل در

Sγ(z) =
z

(١− z)٢(١−γ)
= z +

∞∑
n=٢

c(γ, n)zn

که داد نمایش

c(γ, n) =
n∏

k=٢

(k − ٢γ)
(n− ١)! (n = ٢,٣, ...). (١.٣)

می�کنیم. بررسی را Rµ(α, β) رده�ی توابع ضرایب Sγ(z) تابع بسط به توجه با ادامه در

تنها و اگر است Rγ[α, β] رده�ی به متعلق an ≥ ٠ که f(z) = z −
∑∞

n=٢ anz
n تابع .١.٢.٣ قضیه

اگر

∞∑
n=٢

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)an
٢β(١− α)

≤ ١ (٢.٣)

.

داریم z ∈ U هر برای آن�گاه ، f ∈ Rγ[α, β] اگر برهان.

g(z) = (f ∗ Sγ)(z) = z −
∞∑
n=٢

c(γ, n)anz
n ∈ S∗[α, β]

⇒
|(z g′(z)

g(z)
)− ١|

|(z g′(z)
g(z)

) + (١− ٢α)|
=

∣∣∣z١−
∑∞

n=٢ nc(γ, n)anz
n−١

z −
∑∞

n=٢ c(γ, n)anz
n−١ − ١

∣∣∣∣∣∣١−
∑∞

n=٢ nc(γ, n)anz
n−١

١−
∑∞

n=٢ c(γ, n)anz
n−١ + (١− ٢α)

∣∣∣

=

∣∣∣z(١−
∑∞

n=٢ nc(γ, n)anz
n−١)

z(١−
∑∞

n=٢ c(γ, n)anz
n−١)

− ١
∣∣∣∣∣∣١−

∑∞
n=٢ nc(γ, n)anz

n−١ + ١− ٢α−
∑∞

n=٢ c(γ, n)anz
n−١ + ٢α

∑∞
n=٢ c(γ, n)anz

n−١

١−
∑∞

n=٢ c(γ, n)anz
n−١

∣∣∣

=
∣∣∣
١−

∑∞
n=٢ nc(γ, n)anz

n−١ − ١+ ١−
∑∞

n=٢ c(γ, n)anz
n−١

١−
∑∞

n=٢ c(γ, n)anz
n−١

(٢− ٢α)−
∑∞

n=٢(n+ ١− ٢α)c(γ, n)anzn−١
١−

∑∞
n=٢ c(γ, n)anz

n−١

∣∣∣

=
∣∣∣ ∑∞

n=٢(n− ١)c(γ, n)anzn−١
١)٢− α)−

∑∞
n=٢(n+ ١− ٢α)c(γ, n)anzn−١

∣∣∣ < β



٣۴ Rµ(α, β)توابع رده�ی .٣

است. پیوسته h و h(٠) = ١)٢ − α) > ٠ ، بنامیم h(z) را کسر مخرج اگر اخیر عبارت در
برای کسر مخرج پس . ٠ < z < ١ درنتیجه r < ١ چون و h(z) > ٠ ، ٠ < z < r برای بنابراین
با و می�ماند مثبت مخرج ، ٠ < z < ١ هر برای درنتیجه است. مثبت ، z مثبت کوچک خیلی مقادیر

داریم z → ١− حدگیری
∞∑
n=٢

(n− ١)c(γ, n)an ≤ β[١)٢− α)−
∞∑
n=٢

(n+ ١− ٢α)c(γ, n)an]

می�دهد. نتیجه را (٢.٣) عبارت که
است. S∗[α, β] رده�ی به متعلق g = f ∗ Sα که می�دهیم نشان باشد، برقرار (٢.٣) اگر ، به�عکس

داریم |z| = r < ١ برای

g(z) = (f ∗ Sγ)(z) = z −
∞∑
n=٢

c(γ, n)anz
n ∈ S∗[α, β]

⇒
|(z g′(z)

g(z)
)− ١|

|(z g′(z)
g(z)

) + (١− ٢α)|
=
∣∣∣ ∑∞

n=٢(n− ١)c(γ, n)anzn−١
١)٢− α)−

∑∞
n=٢(n+ ١− ٢α)c(γ, n)anzn−١

∣∣∣ < β

=⇒
∑∞

n=٢(n− ١)c(γ, n)an
١)٢− α)−

∑∞
n=٢(n+ ١− ٢α)c(γ, n)an

< β

است معادل نامساوی این باشد. β از کمتر آخر عبارت اگر است، S∗[α, β] رده�ی به متعلق g تابع
با

∞∑
n=٢

(n− ١)c(γ, n)an < β[١)٢− α)−
∞∑
n=٢

(n+ ١− ٢α)c(γ, n)an]

=⇒
∞∑
n=٢

((n− ١) + β(n+ ١− ٢α))c(γ, n)an < ٢β(١− α)

داریم ٢β(١− α) بر طرفین تقسیم با

∞∑
n=٢

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)an
٢β(١− α)

< ١

است. معادل (٢.٣) نامساوی با که
می�شود. ثابت قضیه و f ∈ Rγ[α, β] بنابراین

آن�گاه f(z) = z −
∑∞

n=٢ anz
n ∈ Rγ[α, β] اگر .٢.٢.٣ نتیجه

an ≤ ٢β(١− α)

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n) n ≥ ٢



٣۵ Rµ(α, β)توابع رده�ی ضرایب برای کران .٢.٣

پس است برقرار نیز جمله هر برای (٢.٣) رابطه�ی
[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)an

٢β(١− α)
≤ ١

=⇒ an ≤ [(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)
٢β(١− α)

شکل به توابع برای تساوی و

fn(z) = z − ٢β(١− α)zn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)c(γ, n) (٣.٣)

است. برقرار

محدب پوش (٣.٣) در معرفی�شده بحرانی توابع محدب خطی ترکیب که �دهیم نشان باید اکنون
می�دهد. نتیجه را Rγ[α, β] مجموعه�ی

و ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α, γ < ١ کنید فرض .٣.٢.٣ قضیه

f١ = z , fn = z − ٢β(١− α)zn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n) n = ٢,٣, ... (۴.٣)

اگر فقط و اگر f ∈ Rγ[α, β] آن�گاه

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) λn ≥ ٠ ,

∞∑
n=١

λn = ١

آن�گاه f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) اگر برهان.

∞∑
n=٢

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)
٢β(١− α)

· λn(٢β)(١− α)

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

=
∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١ , f ∈ Rγ [α, β]

دادن قرار با زیرا

an =
٢β(١− α)

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)
داریم قضیه صورت از استفاده با و

f١ = z

f٢ = z − ٢β(١− α)z٢

[(٢− ١) + β(٢+ ١− ٢α)]c(γ,٢)

f٣ = z − ٢β(١− α)z٣

[(٣− ١) + β(٣+ ١− ٢α)]c(γ,٣)
...



٣۶ Rµ(α, β)توابع رده�ی .٣

لذا

λ١f١ = λ١z

λ٢f٢ = λ٢z − a٢z
٢

λ٣f٣ = λ٣z − a٣z
٣

...

داریم فوق تساوی�های جمع از

∞∑
n=١

λnfn =
∞∑
n=١

λnz −
∞∑
n=١

anz
n ,

∞∑
n=١

λn = ١

=⇒ f(z) = z −
∞∑
n=١

anz
n

به�دست نتیجه می�کنیم.، ضرب an در و گرفته نظر در (۴.٣) رابطه�ی در ها fn ضریب وارون را λn
می�آید.

می�دهیم قرار آن�گاه f(z) = z −
∑∞

n=٢ anz
n ∈ Rγ[α, β] اگر به�عکس،

λn =
[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)c(γ, n)an]

٢β(١− α)
, n = ٢,٣, ...

.λ١ ≥ ٠ ، ١.٢.٣ قضیه�ی به بنا درنتیجه
∑∞

n=٢ λn ≤ ١� چون ، λ١ = ١−
∑∞

n=٢ λn و
می�شود. کامل اثبات ،f(z) =

∑∞
n=١ λnfn(z) چون

٠ ≤ γ ≤ (٣+٢β−αβ)
(٢+۴β−٢αβ) اگر . ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α < ١ fکه ∈ Rγ[α, β] کنید فرض .۴.٢.٣ قضیه

، |z| ≤ r برای آن�گاه ، r ≤ (٢+١β−αβ)
(٣+١β−٢αβ) یا

max{٠, r −max
n

٢β(١− α)rn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)} ≤ |f(z)|

≤ r +max
n

٢β(١− α)rn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

بنابراین

max{٠, r − β(١− α)r١]/٢+ β(٣− ٢α)](١− γ)} ≤ |f(z)|

≤ r + β(١− α)r١]/٢+ β(٣− ٢α)](١− γ)

تبدیل تساوی به f٢(z) = z− β(١−α)z١]/٢+ β(٣− ٢α)](١− γ) تابع برای فوق نامساوی
می�شود.



٣٧ Rµ(α, β)توابع رده�ی ضرایب برای کران .٢.٣

تابع دهیم نشان کافی�است اثبات برای برهان.

ψ(α, β, γ, r, n) =
٢β(١− α)rn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n) (۵.٣)

است. نزولی ، n برحسب ، n ≥ ٢ برای
. c(γ, n+ ١) = [ (n+٢−١γ)

n
]c(γ, n) که گرفت نتیجه می�توان (١.٣) ازرابطه�ی

اگر فقط� و اگر ψ(α, β, γ, r, n) ≥ ψ(α, β, γ, r, n+ ١) درنتیجه

h(α, β, γ, r, n) = (n+٢−١γ)[n+β(n+٢−٢α)]−rn[n−١+β(n+٢−١α)] ≥ ٠ (۶.٣)

آن�گاه باشد برقرار ψ(α, β, γ, r, n) ≥ ψ(α, β, γ, r, n+ ١) نامساوی اگر زیرا

٢β(١− α)rn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n) ≥ ٢β(١− α)rn+١

[n+ β(n+ ٢− ٢α)]c(γ, n+ ١)

=
٢β(١− α)rn+١

[n+ β(n+ ٢− ٢α)][n+ ١− ٢γ
n

]c(γ, n)

=⇒ r[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)] ≤ [n+ β(n+ ٢− ٢α)](n+ ١− ٢γ
n

)

رابطه�ی که می�بریم نامساوی طرف یک به را جملات همه�ی و نموده ضرب n در را نامساوی طرفین
است. اثبات قابل بازگشتی روش به نیز دوشرطی رابطه�ی این عکس می�آید. به�دست (۶.٣)

ثابت را β و α (کافی�است است. صعودی n برحسب و نزولی r و γ برحسب h ثابت، β و α برای
می�یابد.) افزایش h ، nافزایش با و می�یابد کاهش h ، r یا γ افزایش با می�بینیم بگیریم نظر در

h(α, β, γ, r, n) ≥ h(α, β,
(٢+ ٣β − αβ)

(٢+ ۴β − ٢αβ) ,١,٢) = ٠

.٠ ≤ γ ≤ (٣+٢β−αβ)
(٢+۴β−٢αβ) و r < ١ و n ≥ ٢ برای

به�طورمشابه

h(α, β, γ, r, n) ≥ h(α, β,١, (١+ ٢β − αβ)

(١+ ٣β − ٢αβ) ,٢) = ٠

.n ≥ ٢ و r ≤ (٢+١β−αβ)
(٣+١β−٢αβ) و ٠ ≤ γ < ١ برای

می�شود. کامل اثبات و می�شود حاصل n = ٢ در maxn>٢ ψ(α, β, γ, r, n) بنابراین

آن�گاه ٠ ≤ α < ١ و f ∈ Rα[α,١] اگر .۵.٢.٣ نتیجه

r − r٢

٢)٢− α)
≤ |f(z)| ≤ r +

r٢

٢)٢− α)
(|z| = r).



٣٨ Rµ(α, β)توابع رده�ی .٣

γ = α و β = ١ دادن قرار با حال . ٠ ≤ γ ≤ (٣+٢β−αβ)
(٢+۴β−٢αβ) داریم ۴.٢.٣ قضیه�ی طبق برهان.

داشت خواهیم

γ = α ≤ (۵− α)

(۶− ٢α)

می�آید. به�دست نتیجه پس است. برقرار ۴.٢.٣ قضیه�ی در شرط اولین بنابراین

داریم ۴.٢.٣ قضیه�ی در f٢(z) = ٠ تابع دادن قرار با توجه.

f٢(z) = z − β(١− α)z٢

[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)
= ٠

=⇒ z(١− γ)[١+ β(٣− ٢α)]− β(١− α)z٢ = ٠

=⇒ z
(
(١− γ)[١+ β(٣− ٢α)]− β(١− α)z

)
= ٠

بنابراین z ̸= ٠ چون

(١− γ)[١+ β(٣− ٢α)] = β(١− α)z

=⇒ z =
[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)

β(١− α)

می�نیمم اصل طبق بنابراین

|f(z)| ≥ r − β(١− α)r٢

[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)

اگر تنها و اگر

٠ ≤ γ ≤ [١+ β(٢− α)]

[١+ β(٣− ٢α)]
کران زیر قضیه�ی طبق ، نباشد برقرار r و γ برای ۴.٢.٣ قضیه�ی شرایط که حالت�هایی برای حال

می�آوریم. به�دست |f | برای بالایی

کنید فرض .۶.٢.٣ قضیه

rn٠(α, β, γ) = (n٠ + ١− ٢γ)/[n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α)]n٠[n٠ − ١+ β(n٠ + ١− ٢α)]

و ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α < ١ به�طوری�که f ∈ Rγ[α, β] اگر

γ٠ =
(١+ β)n٠ + β(١− α)

n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α) < γ ≤ ١+ (١+ β)n٠ + β(٢− α)

١+ (١+ β)n٠ + β(٣− ٢α) = γ١ (n٠ = ٢,٣, ...)

آن�گاه ، rn٠(α, β, γ) < r < ١ و
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|f(z)| ≤ r +
٢β(١− α)rn١+٠

[n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α)]c(γ, n٠ + ١) (|z| = r).

برقراراست. (۴.٣) در داده�شده fn١+٠ برای تساوی

n = n٠ + ١ > ٢ برای (۵.٣) در شده تعریف ψ(α, β, γ, r, n) که کنیم تعیین کافی�است برهان.
است. برقرار

. h(٢) = ٠ پس ، n ≥ ٢ و صعودی h چون و h(n) ≥ ٠ درنتیجه . ψ(n) ≥ ψ(n+ ١) گفتیم
اگر حال می�شود. منفی h ،n < ٢ برای و مثبت h ، n > ٢ برای می�شود نتیجه h بودن صعودی از
h(n٠) < ٠ و h(n٠ + ١) ≥ ٠ درنتیجه می�شود. ماکزیمم n٠ + ١ در ψ ، بگذاریم n٠ + ١ ، ٢ به�جای

بود. خواهد
زیرا . rn٠ < ١ ⇐⇒ γ ≥ γ٠ حال

h(α, β, βγ, r, n٠) < ٠

⇐⇒ (n٠ + ١− ٢γ)[n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α)]− rn٠(n٠ − ١+ β(n٠ + ١− ٢α) < ٠

داریم فوق نامساوی کردن ساده�تر و r = ١ دادن قرار با

γ >
١
٢ [
n٠[n٠ − ١+ β(n٠ + ١− ٢α)]

[n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α)] + (n٠ + ١)]

⇐⇒ γ >
١
٢ [
٢n٠ + ٢(n٠ + ١)β − ٢αβ
n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α) ] =

n١)٠+ β) + β(١− α)

n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α) = γ٠

زیرا . rn١+٠ > ١ ⇐⇒ γ < γ١ و

h(α, β, βγ, r, n٠ + ١) > ٠

⇐⇒ (n٠ + ٢− ٢γ)[n٠ + ١+ β(n٠ + ٣− ٢α)]− r(n٠ + ١)(n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α) ≥ ٠

داریم فوق رابطه�ی کردن ساده�تر و r = ١ دادن قرار با

⇐⇒ γ ≤ ١
٢ [

−(n٠ + ١)(n٠ + β(n٠ + ٢− ٢α))
n٠ + ١+ β(n٠ + ٣− ٢α) + (n٠ + ٢)]

⇐⇒ γ ≤ ١
٢ [
٢βn٠ − ٢αβ + ۴β + ٢n٠ + ٢
n٠ + ١+ β(n٠ + ٣− ٢α)

⇐⇒ γ ≤ ١+ (١+ β)n٠ + β(٢− α)

١+ (١+ β)n٠ + β(٣− ٢α) = γ١
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برای (۶.٣) در شده تعریف h تابع هرگاه می�رسد خود مقدار ماکزیمم به n = n١+٠ در ψ تابع بنابراین
رخ rn٠(α, β, γ) < r < rn١+٠(α, β, γ) برای که باشد، مثبت n = n٠ + ١ برای و منفی n = n٠

.γ ≥ γ١ برای rn١+٠(α, β, γ) ≥ ١ و γ ≥ γ٠ برای rn٠(α, β, γ) < ١ حال این با می�دهد.
γ٠ ≤ γ≤γ١ و rn٠(α, β, γ) < r < ١ برای n = n٠ + ١ در maxn ψ(α, β, γ, r, n) بنابراین
و آید) به�دست نتیجه r = |z| < ١ شرط با باید است واحد دیسک برابر f دامنه�ی (چون می�دهد. رخ

می�شود. کامل اثبات

می�شود. حاصل زیر قضیه�ی |f ′| تابع رشد مورد در مشابه روش به

یا ٠ ≤ γ ≤ ١
اگر٢ . ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α < ١ که f ∈ Rγ[α, β] کنید فرض .٧.٢.٣ قضیه

آن�گاه r ≤ ٢+۴β−٢αβ
٩+٣β−۶αβ

١− ٢β(١− α)r

[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)
≤ |f ′(z)| ≤ ١+

٢β(١− α)µ

[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)
.

تابع برای فوق نامساوی همچنین . |z| = r برای

f٢(z) = z − ٢β(١− α)z٢

[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)

می�شود. تبدیل تساوی به

داریم قضیه�ی٣.٢.٣ به بنا برهان.

fn(z) = z − ٢β(١− α)zn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

داریم ۴.٢.٣ قضیه�ی به بنا و

max{٠, r −max
n

٢β(١− α)rn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)} ≤ |f(z)|

≤ r +max
n

٢β(١− α)rn

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

فرض با و طرفین از مشتق�گیری با

A(α, β, γ, r, n) =
٢β(١− α)nrn−١

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢β)]c(γ, n)
داریم

١−max
n≥٢

A(α, β, γ, r, n) ≤ |f ′(z)| ≤ ١+max
n≥٢

A(α, β, γ, r, n)

اگر تنها و اگر An ≥ An+١ یعنی است نزولی n برحسب A

h١(α, β, γ, r, n) = (n+ ١− ٢γ)[n+ β(n+ ٢− ٢α)]− (n+ ١)r[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)] ≥ ٠
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داریم است، صعودی n برحسب و نزولی γ و r حسب بر ٠ ≤ γ ≤ ١
٢ برای h١ چون

h١(α, β, γ, r, n) ≥ h١(α, β,
١
٢ ,١,٢) = ١− β(١− ٢α) ≥ ٠

است. نزولی γ و r برحسب تابع r < r٠ و ١
٢ < γ ≤ ١ وبرای

h١(α, β, γ, r, n) ≥ h١(α, β,١, r٠,٢) = ٠

می�کند. کامل را اثبات این و

تحدب و ستاره�گونی ، تک�ارزی شعاع ٣.٣

که f(z٠) = ٠ باشیم داشته Rγ[α, β] در f برای است ممکن دیدیم ۴.٢.٣ قضیه�ی در که همان�طور
شامل خانواده که می�کنیم بررسی را شرایطی حال نیست. تک�ارز f که معنی این به .٠ < |z٠| < ١

باشد. تک�ارز توابع

. z +
∑∞

n=٢ anz
n ∈ S آن�گاه

∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١ اگر .١.٣.٣ لم

.γ ≤ ١
٢ اگر تنها و اگر Rγ[α, β] ⊂ S .٢.٣.٣ قضیه

، γ ≤ ١
٢ برای دهیم نشان کافی�است ١.٢.٣ قضیه�ی و فوق لم طبق برهان.

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)
٢β(١− α)

≥ n n = ٢,٣, ... (٧.٣)

داریم زیرا . c(γ, n) ≥ c(١٢ , n) = ١ داریم γ ≤ ١
٢ برای اما

c(γ, n) =
n∏

k=٢

(k − ٢γ)
(n− ١)! =

(٢− ٢δ)(٣− ٢δ)(۴− ٢δ) · · · (n− ٢δ)
١× ٢× ٣× · · · × (n− ١) > ١

c(
١
٢ , n) =

n∏
k=٢

(k − ١)
(n− ١)! =

(٢− ٣)(١− ١)(۴− ١) · · · (n− ١)
(n− ١)! =

(n− ١)!
(n− ١)! = ١

=⇒ c(γ, n) > c(
١
٢ , n) = ١

در c(١٢ , n) = ١ و γ =
١
٢ جایگذاری با کنیم. ثابت γ = ١

٢ برای فقط را (٧.٣) کافی�است بنابراین
داریم (٧.٣) رابطه�ی

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]
٢β(١− α)

≥ n

=⇒ n− ١+ βn+ β − ٢αβ ≥ ٢β(١− α)n
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با معادل�است که
n[١+ β − ٢β(١− α)] ≥ ١− β(١− ٢α)

زیرا است درست n = ٢ برای اخیر نامساوی

n = ٢ =⇒ ١]٢+ β − ٢β(١− α)] ≥ ١− β(١− ٢α)

١)٢− β + ٢αβ) ≥ ١− β(١− ٢α)

١)٢− β(١− ٢α)) ≥ ١− β(١− ٢α)

است. درست نیز n ≥ ٢ هر برای در�نتیجه است. بدیهی نامساوی این که
نظر در را (۴.٣) در شده تعریف fn(z) بنابراین c(γ, n) → ٠ ، γ > ١

٢ برای چون به�عکس،
و می�گیریم

f ′
n(z) = ١− ٢β(١− α)nzn−١

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n) = ٠

برای

zn−١ =
[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

٢β(١− α)n

. zn−١ → ٠ پس می�رود. صفر سمت به c(γ, n) ، γ > ١
٢ برای بزرگ، قدرکافی به nهای برای

صفر یکه، دایره�ی داخل مشتق یعنی می�افتد. یکه دایره�ی داخل f ′ ریشه�ی بزرگ، های n برای یعنی
نیست. تک�ارز f تابع پس . است

حال هستند. ستاره�گون همه ، ٠ ≤ γ ≤ ١
٢ این�که شرط به Rγ[α, β] به متعلق توابع که دادیم نشان

دیسک در ، ٠ ≤ δ < ١ که δ مرتبه�ی از ستاره�گونی توابع چنین به�طوری�که می�یابیم را r٠ شعاع بزرگترین
گیرند. قرار |z| < r

و ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α < ١ که f(z) = z −
∑∞

n=٢ anz
n ∈ R[α, β] اگر .٣.٣.٣ قضیه

است واقع |z| < r٠ دیسک در و ٠ ≤ δ < ١ که است δ مرتبه�ی از ستاره�گون f آن�گاه ،٠ ≤ γ ≤ ١
٢

طوری�که به

r٠ = inf
[(١− δ)[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

٢β(١− α)(n− δ)

] ١
n−١

.

است. برقرار (۴.٣) به�شکل تابعی برای تساوی

اما . |(z f ′(z)
f(z)

)− ١| < ١− δ ، |z| < r٠ برای دهیم نشان کافی�است برهان.

z ∈ S∗(δ) ⇔ Re(
zf ′(z)

f(z)
) > δ ٠ ≤ δ < ١
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آن�ها فاصله�ی از کمتر ١ از نقاط آن فاصله�ی باید باشد، برقرار Re(zf
′(z)

f(z)
) > δ نامساوی این�که برای

باشد. δ از
دایره این پس واقع�اند. ١− δ شعاع به دایره�ای داخل نقاط آن�گاه ، |(z f ′(z)

f(z)
)− ١| < ١− δ اگر

دارد. قرار Re(zf
′(z)

f(z)
) > δ نیم�صفحه�ی داخل همچنین

داریم اما

|(z f
′(z)

f(z)
)− ١| =

∣∣∣z(١−
∑∞

n=٢ nanz
n−١)

z(١−
∑∞

n=٢ anz
n−١)

− ١
∣∣∣

=
∣∣∣١−

∑∞
n=٢ nanz

n−١ − ١+
∑∞

n=٢ anz
n−١

١−
∑∞

n=٢ anz
n−١

∣∣∣
=
∣∣∣∑∞

n=٢(n− ١)anzn−١
١−

∑∞
n=٢ anz

n−١

∣∣∣
می�دانیم�

|a− b| ≥ |a| − |b|

داریم b =
∑∞

n=٢ anz
n و a = ١ فرض با و

|١−
∞∑
n=٢

anz
n−١| ≥ ١−

∞∑
n=٢

an|z|n−١

همچنین

|
∞∑
n=٢

anz
n−١| ≤

∞∑
n=٢

|an||z|n−١

داریم an ≥ ٠ چون و

|
∞∑
n=٢

anz
n−١| ≤

∞∑
n=٢

an|z|n−١

فوق، توضیحات از استفاده با بنابراین

|(z f
′(z)

f(z)
)− ١| ≤

∑∞
n=٢(n− ١)an|z|n−١
١−

∑∞
n=٢ an|z|n−١

≤ ١− δ (|z| = r)

⇔
∞∑
n=٢

(n− ١)an|z|n−١ ≤ (١− δ)(١−
∞∑
n=٢

an|z|n−١)

= ١− δ − (١− δ)
∞∑
n=٢

an|z|n−١

⇔
∞∑
n=٢

(n− ١+ ١− δ)an|z|n−١ ≤ ١− δ
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پس ، |z| = r چون و
∞∑
n=٢

n− δ

١− δ
anr

n−١ ≤ ١

که داریم r متغیرهای کردن پیدا به نیاز فقط ١.٢.٣ قضیه�ی درنظرگرفتن با

n(
n− δ

١− δ
)rn−١ ≤ [(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

٢β(١− α)
(n = ٢,٣, ...)

می�شود. اثبات قضیه و بود خواهد درست r ≤ r٠ وقتی که

از محدب f آن�گاه ،٠ ≤ γ ≤ ١
٢ و ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ α < ١ که f ∈ Rγ[α, β] اگر .۴.٣.٣ نتیجه

به�طوری�که است واقع |z| < r١ دیسک در و ٠ ≤ δ < ١ که است δ مرتبه�ی

r١ = inf
n

[(١− δ)[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)
٢β(١− α)n(n− δ)

] ١
n−١

.

z +
∑∞

n=٢ nanz
n اگر تنها و اگر است δ مرتبه�ی از محدب z +

∑∞
n=٢ anz

n که می�دانیم برهان.
باشد. δ مرتبه�ی از ستاره�گون

کنیم. جایگزین nan با را an ، قضیه�ی٣.٣.٣ در کافی�است اثبات برای بنابراین
که Rγ[α, β] از ( ستاره�گونی و ) تک�ارزی شعاع می�توانیم ٣.٣.٣ قضیه�ی در δ = ٠ دادن قرار با

کنیم. تعیین را γ > ١
٢

برای آن�گاه ، ١
٢ < γ < ١ و ٠ < β ≤ ١ ،٠ ≤ α < ١ که f ∈ Rγ[α, β] اگر .۵.٣.٣ نتیجه

و است ستاره�گون و تک�ارز f ، |z| < r٢

r٢ = inf
n

[ [(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)
٢βn(١− α)

] ١
n−١

.

را توابع این رتبه�ی حال می�باشند. ستاره�گون Rγ(α, β) رده�ی توابع کلیه�ی آن�گاه ، ٠ ≤ δ < ١ اگر
می�آوریم. به�دست

ستاره�گون f آن�گاه ، ٠ ≤ γ ≤ ١
٢ و ٠ ≤ β < ١ و ٠ ≤ α < ١ که f ∈ Rγ[α, β] اگر .۶.٣.٣ قضیه
تابع برای تساوی . است λ = [١+β(٢−٣α)](١−γ)−٢β(١−α)

[١+β(٢−٣α)](١−γ)−β(١−α)
مرتبه�ی از

f(z) = z − β(١− α)z٢

[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)

است. برقرار

f(z) = z −
∑∞

n=٢ anz
n ∈ Rγ[α, β] برای دهیم نشان کافی�است ١.٢.٣ قضیه�ی از برهان.

∞∑
n=٢

[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)an
٢β(١− α)

≤ ١ (٨.٣)



۴۵ تحدب و ستاره�گونی ، تک�ارزی شعاع .٣.٣

می�دهد نتیجه

∞∑
n=٢

[n− λ

١− λ

]
an ≤ ١ (٩.٣)

است. (٨.٣) رابطه�ی در an ضریب مساوی یا کمتر (٩.٣) رابطه�ی در an ضریب دهیم نشان کافی�است
یعنی

n− λ

١− λ
≤ [(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)

٢β(١− α)

اگر بود خواهد درست این و

g(α, β, γ, n) =
[(n− ١) + β(n+ ١− ٢α)]c(γ, n)(١− λ)

٢β(١− α)(n− λ)
≥ ١ (n = ٢,٣, ...)

برحسب n ≥ ٢ برای و γ برحسب ٠ ≤ γ ≤ ١
٢ برای g که داد نشان می�توان ثابت، β و α برای

داریم بنابراین است. صعودی n

g(α, β, γ, n) ≥ g(α, β,
١
٢ ,٢) = ١ (١٠.٣)

می�کند. کامل را اثبات این و

می�آید. به�دست زیر نتیجه�ی ۶.٣.٣ قضیه�ی در γ = α و β = ١ انتخاب با

زیرا است. (٢−٢α)
(٢−٣α) مرتبه�ی از ستاره�گون f آن�گاه ،٠ ≤ α ≤ ١

٢ که f ∈ Rα[α,١] اگر .٧.٣.٣ نتیجه

λ =
[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)− ٢β(١− α)

[١+ β(٣− ٢α)](١− γ)− β(١− α)

داریم γ = α و β = ١ دادن قرار با

λ =
[١+ (٣− ٢α)](١− α)− ١)٢− α)

[١+ (٣− ٢α)](١− α)− (١− α)
=

(١− α)[١+ ٣− ٢α− ٢]
(١− α)[١+ ٣− ٢α− ٢]

درنتیجه

λ =
٢− ٢α
٣− ٢α.





۴ فصل

Rµ(α, β, γ)توابع رده�ی

١.۴

شکل به تحلیلی توابع رده�ی A کنیم فرض یادآوری.

f(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n (١.۴)

باشد (١.۴) شکل به توابع شامل ،A از زیررده�ای نماد S و U = {z : |z| < ١} واحد دیسک در
تک�ارزند. و نرمال U در که

داریم. را زیر تعریف ٢ فصل توضیحات و ۵.٣.١ تعریف به بنا

اگر می�شود نامیده µ مرتبه�ی از ستاره�گون U در f ∈ S تابع .١.١.۴ تعریف

Re(
zf ′(z)

f(z)
) ≥ µ. (٢.۴)

. ٠ < µ < ١ که
می�دهیم. نمایش S∗(µ) با را µ مرتبه از ستاره�گون توابع همه�ی رده�ی

و کند صدق (٢.۴) رابطه�ی در f هرگاه ، f ∈ S زیرا .S∗(µ) ⊆ S∗(٠) ≡ S∗ که است واضح
. S∗(µ) ⊆ S∗(٠) پس µ > ٠ چون

[۴] ٢ مک��گرگور توسط گسترده�تر به�طور و شد [۶]تعریف ١ رابرتسون توسط بار اولین S∗(µ) رده�ی
گرفت. قرار مطالعه مورد

تابع

Sµ(z) =
z

(١− z)٢(١−µ)
(٣.۴)

١Robertson
٢Mac Gregor

۴٧



۴٨ Rµ(α, β, γ)توابع رده�ی .۴

و است S∗(µ) رده�ی به متعلق

c(µ, n) =

∏n
k=٢(k − ٢µ)
(n− ١)! , n ∈ N\{١} N = {١,٢, ...} (۴.۴)

نوشت. زیر صورت به می�توان را Sµ(z) تابع

Sµ(z) = z +
∞∑
n=٢

c(µ, n)zn. (۵.۴)

و است نزولی تابعی µ حسب بر c(µ, n) که می�کنیم توجه

lim
n→∞

c(µ, n) =


∞ µ < ١

٢

١ µ = ١
٢

٠ µ > ١
٢

(۶.۴)

زیرا

µ <
١
٢ ⇒ lim

n→∞
c(µ, n) =

(٢− ٢µ)(٣− ٢µ) · · · (n− ٢µ)
١× ٢× ٣× · · · × (n− ١) → ∞

µ =
١
٢ ⇒ lim

n→∞
c(µ, n) =

(٢− ٣)(١− ١) · · · (n− ١)
(n− ١)! = ١

µ >
١
٢ ⇒ lim

n→∞
c(µ, n) =

(٢− ٢µ)(٣− ٢µ) · · · (n− ٢µ)
١× ٢× ٣× · · · × (n− ١) → ٠

کند. صدق زیر شرط در اگر است S∗(α, β, γ) رده�ی به متعلق f ∈ S تابع .٢.١.۴ تعریف

∣∣∣∣∣ z f ′(z)
f(z)

− ١
γ zf ′(z)

f(z)
+ ١− (١+ γ)α

∣∣∣∣∣ < β. (٧.۴)

.٠ ≤ α < ١ و ٠ < β ≤ ١ و ٠ ≤ γ ≤ ١ که

اگر است K(α, β, γ) رده�ی به متعلق f تابع .٣.١.۴ تعریف

zf ′(z) ∈ S∗(α, β, γ).

اگر f ∈ Rµ(α, β, γ) گوییم .۴.١.۴ تعریف

∣∣∣∣∣ z h′(z)
h(z)

− ١
γ zh′(z)

h(z)
+ ١− (١+ γ)α

∣∣∣∣∣ < β. (٨.۴)

که

h(z) = (f ∗ Sµ(z)) ٠ ≤ µ < ١ (٩.۴)



۴٩ Rµ(α, β, γ) توابع رده�ی ضرایب برای کران .٢.۴

اگر f ∈ Cµ(α, β, γ) گوییم .۵.١.۴ تعریف

zf ′(z) ∈ Rµ(α, β, γ).

توسط قبلا که می�آید به�دست Rµ(α,١,١) = Rµ(α)رده�ی آن�گاه ، α = β = ١ اگر
است. شده مطالعه [١] ۴ سیلورمن و آهوجا توسط همچنین و شد معرفی [٧] اسمیل٣ - شل

باشد، زیر �شکل به توابعی شامل S زیررده�ی T اگر .۶.١.۴ تعریف

f(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n, an ≥ ٠ (١٠.۴)

Cµ(α, β, γ) ,Rµ(αو β, γ) ،K(α, β, γ) ،S∗(α, β, γ)اشتراککلاس�های از آمده به�دست رده�های
در می�دهیم. نشان Cµ[α, β, γ] و Rµ[α, β, γ] ،C∗(α, β, γ) ،T ∗(α, β, γ) نمادهای با را T رده�ی با

کرد. خواهیم بررسی را Cµ[α, β, γ] و Rµ[α, β, γ] ضرایب خواص بعد، بخش�های

Rµ(α, β, γ) توابع رده�ی ضرایب برای کران ٢.۴

اگر تنها و اگر است Rµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق (١٠.۴) در شده تعریف f(z) تابع .١.٢.۴ قضیه

∞∑
n=٢

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}an ≤ β(١+ γ)(١− α). (١١.۴)

توابع برای خاص، درحالت و است اکید نامساوی کلی حالت در

f(z) = z − β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
zn, n ∈ N\{١} (١٢.۴)

می�شود. تبدیل تساوی به

است. واضح برهان.

اگر تنها و اگر است Cµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) آن�گاه ، f(z) ∈ T اگر .٢.٢.۴ قضیه

∞∑
n=٢

c(µ, n)n{(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}an ≤ β(١+ γ)(١− α). (١٣.۴)

توابع برای خاص، درحالت و است اکید نامساوی کلی حالت در

f(z) = z − β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n)n{(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
zn, n ∈ N\{١} (١۴.۴)

می�شود. تبدیل تساوی به

٣Sheil-Small
۴Ahuja and Silverman



۵٠ Rµ(α, β, γ)توابع رده�ی .۴

جایگذاری با قضیه� این ،zf ′(z) ∈ Rµ[α, β, γ] اگر تنها و اگر f(z) ∈ Cµ[α, β, γ] چون برهان.
می�آید. به�دست ١.٢.۴ قضیه�ی در an به�جای nan

آن�گاه باشد، Rµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) ∈ T اگر .٣.٢.۴ نتیجه

an ≤ β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
n ∈ N\{١} (١۵.۴)

داریم (١١.۴) رابطه�ی طبق زیرا

∞∑
n=٢

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}an ≤ β(١+ γ)(١− α)

بنابراین

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
∞∑
n=٢

an ≤ β(١+ γ)(١− α)

درنتیجه

(a٢ + a٣ + · · · an) ≤
β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}

پس است. کمتر نامساوی راست سمت از ai ، i ≥ ٢ هر ازای به پس

an ≤ β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}

است. برقرار (١٢.۴) در شده داده f(z) تابع برای تساوی

آن�گاه باشد، Cµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) ∈ T اگر .۴.٢.۴ نتیجه

an ≤ β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n)n{(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
n ∈ N\{١} (١۶.۴)

می�آید. دست به (١٣.۴) رابطه�ی از قبل نتیجه�ی مشابه نیز نامساوی این
است. برقرار (١۴.۴) در شده داده f(z) برای (١۶.۴) رابطه�ی در تساوی

بستار خصوصیات ٣.۴

است. بسته محدب، خطی ترکیبات به نسبت Rµ[α, β, γ] رده�ی .١.٣.۴ قضیه

به�صورت شده داده f٢(z) و f١(z) تابع دو کنیم فرض برهان.

fj(z) = z −
∞∑
n=٢

an,jz
n, an,j ≥ ٠, j = ١,٢ (١٧.۴)



۵١ بستار خصوصیات .٣.۴

تابع دهیم نشان کافی�است باشند. Rµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق
h(z) = λf١(z) + (١− λ)f٢(z), ٠ ≤ λ ≤ ١ (١٨.۴)

است. Rµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق نیز

h(z) = z −
∞∑
n=٢

[λan,١ + (١− λ)an,٢]z
n (١٩.۴)

، ١.٢.۴ قضیه�ی به بنا

∞∑
n=٢

c(µ, n){(n−١)+β[γn+١−(١+γ)α]}[λan,١+(١−λ)an,٢] ≤ β(١+γ)(١−α) (٢٠.۴)

.h(z) ∈ Rµ[α, β, γ] می�کند ثابت این که

داشت خواهیم مشابه طور به

است. بسته محدب، خطی ترکیبات به نسبت Cµ[α, β, γ] رده�ی .٢.٣.۴ قضیه

کنید فرض .٣.٣.۴ قضیه

f١(z) = z (٢١.۴)

و

fn(z) = z − β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
zn (٢٢.۴)

به�صورت آن�را بتوان اگر تنها و اگر است Rµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) آن�گاه

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) (٢٣.۴)

.
∑∞

n=١ λn = ١ و λn ≥ ٠ که کرد بیان

کنیم فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=٢

λnfn(z)

= z −
∞∑
n=٢

β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
λnz

n (٢۴.۴)

دادن قرار با

an =
β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
λn



۵٢ Rµ(α, β, γ)توابع رده�ی .۴

می�شود نتیجه β(١+ γ)(١− α) بر نامساوی طرفین تقسیم و (١١.۴) رابطه�ی در

∞∑
n=٢

β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
λn
c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}

β(١+ γ)(١− α)

=
∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ < ١ (٢۵.۴)

.f(z) ∈ Rµ[α, β, γ] ، ١.٢.۴ قضیه�ی بر بنا بنابراین
باشد، Rµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق (١٠.۴) در شده تعریف �f(z) تابع کنیم فرض عکس، به

دراین�صورت

an ≤ β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
n ∈ N\{١} (٢۶.۴)

جای�گذاری با

λn = an
c(µ, n){(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}

β(١+ γ)(١− α)
n ∈ N\{١} (٢٧.۴)

و

λ١ = ١−
∞∑
n=٢

λn (٢٨.۴)

کامل را ٣.٣.۴ قضیه�ی اثبات موضوع این که شود بیان (٢٣.۴) شکل به می�تواند f(z) که می�دانیم
می�کند.

کنید فرض .۴.٣.۴ قضیه

f١(z) = z (٢٩.۴)

و

fn(z) = z − β(١+ γ)(١− α)

c(µ, n)n{(n− ١) + β[γn+ ١− (١+ γ)α]}
zn (٣٠.۴)

به�صورت آن�را بتوان اگر تنها و اگر است Cµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) آن�گاه

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) (٣١.۴)

.
∑∞

n=١ λn = ١ و λn ≥ ٠ که کرد بیان



۵٣ کسری انتگرال .۴.۴

کسری انتگرال ۴.۴

می�کنیم. بررسی Rα[µ, β, ξ] رده�ی به متعلق توابع برای را قضایا تغییرات بخش این در

می�شود. تعریف زیر صورت به ، ٠ ≤ λ < ١ که λ مرتبه�ی از کسری انتگرال .١.۴.۴ تعریف

D−λ
z f(z) =

١
Γ(λ)

∫ z

٠

f(ξ)

(z − ξ)١−λ
dξ. (٣٢.۴)

چندگانگی و است مبدأ شامل z صفحه�ی از ساده پیوسته�ی میدان یک در تحلیلی تابع یک f(z)
باشد. حقیقی z − ξ > ٠ باید که می�شود، داده بسط log(z − ξ) محاسبه�ی با (z − ξ)λ−١

می�شود. تعریف زیر صورت به ، ٠ ≤ λ < ١ که λ مرتبه�ی از کسری مشتق .٢.۴.۴ تعریف

Dλ
z f(z) =

١
Γ(١− λ)

d

dz

∫ z

٠

f(ξ)

(z − ξ)λ
dξ. (٣٣.۴)

چندگانگی و است مبدأ شامل z صفحه�ی از ساده پیوسته�ی میدان یک در تحلیلی تابع یک f(z)
است. شده محاسبه ١.۴.۴ تعریف در (z − ξ)−λ

تعریف زیر صورت به n + λ مرتبه�ی از کسری مشتق ٢.۴.۴ تعریف از استفاده با .٣.۴.۴ تعریف
می�شود.

Dn+λ
z f(z) =

dn

dzn
Dλ

z f(z). (٣۴.۴)

. n ∈ N ∪ {٠} و ٠ ≤ λ < ١ �که

آن�گاه باشد، Rα[µ, β, ξ] رده�ی به متعلق (١.٢) در شده داده f(z) اگر .۴.۴.۴ قضیه

∣∣∣D−λ
z f(z)

∣∣∣ ≥ |z|١+λ

Γ(٢+ λ)
(١− βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
|z|) (٣۵.۴)

و

∣∣∣D−λ
z f(z)

∣∣∣ ≤ |z|١+λ

Γ(٢+ λ)
(١+

βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
|z|). (٣۶.۴)

. است برقرار تساوی z ∈ U و λ > ٠ برای

، λ > ٠ برای کنیم فرض برهان.

F (z) = Γ(٢+ λ)z−λD−λ
z f(z)

= z −
∞∑
n=٢

Γ(n+ ١)Γ(٢+ λ)

Γ(n+ ١+ λ)
anz

n (٣٧.۴)



۵۴ Rµ(α, β, γ)توابع رده�ی .۴

همچنین

٠ < Γ(n+ ١)Γ(٢+ λ)

Γ(n+ ١+ λ)
< n (٣٨.۴)

؟؟ از استفاده با نتیجه در . c(α, n + ١) ≥ c(α, n) ، ٠ ≤ α < ١
٢ و n ≥ ٢ و λ > ٠ برای

داریم

|F (z)| ≥ |z| − |z|٢
∞∑
n=٢

Γ(n+ ١)Γ(٢+ λ)

Γ(n+ ١+ λ)
an

≥ |z| − βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
|z|٢

و می�دهد نتیجه را (٣۵.۴) که

|F (z)| ≤ |z|+ |z|٢
∞∑
n=٢

Γ(n+ ١)Γ(٢+ λ)

Γ(n+ ١+ λ)
an

≤ |z|+ βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
|z|٢

می�دهد. نتیجه را (٣۶.۴) که
تابع برای تساوی

D−λ
z f(z) =

z١+λ

Γ(٢+ z)

(
١− βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
z

)
است. برقرار

که باشد Rα[µ, β, ξ] رده�ی به متعلق (١.٢) به�صورت شده تعریف f(z) تابع کنید فرض .۵.۴.۴ نتیجه
یک در مشمول D−λ

z f(z) آن�گاه . ٠ ≤ µ < ١ و ٠ < β ≤ ١ و ١
٢ < ξ ≤ ١ و ٠ ≤ α ≤ ١

٢

است. زیر صورت به شده داده r١ شعاع و مبدأ مرکز با دیسک

r١ =
١

Γ(٢+ λ)

(
١+

βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)

)
(٣٩.۴)

.λ > ٠ که

آن�گاه باشد، Rα[µ, β, ξ] رده�ی به متعلق (١.٢) در شده داده f(z) تابع اگر .۶.۴.۴ قضیه

|Dλ
z f(z)| ≥

|z|١−λ

Γ(٢− λ)

(
١− ٢βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
|z|

)
(۴٠.۴)

و



۵۵ کسری انتگرال .۴.۴

|Dλ
z f(z)| ≤

|z|١−λ

Γ(٢− λ)

(
١+

٢βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
|z|

)
(۴١.۴)

.z ∈ U و ٠ ≤ λ < ١ برای

، ٠ ≤ λ < ١ برای کنیم فرض برهان.

G(z) = Γ(٢− λ)zλDλ
z f(z)

= z −
∞∑
n=٢

Γ(n+ ١)Γ(٢− λ)

Γ(n+ ١− λ)
anz

n.

داریم ٣.٢.۴ نتیجه�ی مشابه

∞∑
n=٢

(
(n− ١) + β(٢ζ(n− µ)− (n− ١))

)
c(α, n)an ≤ ٢βζ(١− µ)

بنابراین

١
١)٢+ β(۴ξ − ۴ξµ− ١))c(α,٢)

∞∑
n=٢

nan

≤
∞∑
n=٢

((n− ١) + β(٢ξ(n− µ)− (n− ١))c(α, n)an

≤ ٢βξ(١− µ) (۴٢.۴)

می�دهد نتیجه که

∞∑
n=٢

nan ≤ ٢βξ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ٢ξµ− ١)((١− α)
(۴٣.۴)

بنابراین .n ≥ ٢ و ٠ ≤ λ < ١ برای ١ < Γ(n+١)Γ(٢−λ)
Γ(n+١−λ)

< n به�علاوه

|G(z)| ≥ |z| − |z|٢
∞∑
n=٢

Γ(n+ ١)Γ(٢− λ)

Γ(n+ ١− λ)
an

≥ |z| − |z|٢
∞∑
n=٢

nan

≥ |z| − ٢ξβ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ۴ξµ− ١)((١− α)
|z|٢

و می�کند ثابت را (۴٠.۴) که



۵۶ Rµ(α, β, γ)توابع رده�ی .۴

|G(z)| ≤ |z|+ |z|٢
∞∑
n=٢

Γ(n+ ١)Γ(٢− λ)

Γ(n+ ١− λ)
an

≤ |z|+ |z|٢
∞∑
n=٢

nan

≤ |z|+ ٢ξβ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ۴ξµ− ١)((١− α)
|z|٢

می�دهد. نتیجه را (۴١.۴) که
توابع برای تساوی (۴١.۴) و (۴٠.۴) روابط در

Dλ
z f(z) =

z١−λ

Γ(٢− λ)

(
١− ٢ξβ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ۴ξµ− ١)((١− α)

)
است. برقرار

Dλ
z f(z) آن�گاه باشد، Rα[µ, β, ξ] رده�ی به متعلق (١.٢) در شده داده f(z) تابع اگر .٧.۴.۴ نتیجه

است. زیر صورت به شده داده r٢ شعاع و مبدأ مرکز با دیسک یک در مشمول

r٢ =
١

Γ(٢− λ)

(
١+

٢ξβ(١− µ)

(١+ β(۴ξ − ۴ξµ− ١)((١− α)

)
.٠ ≤ λ < ١ که

آوریم. به�دست معمولی محاسبه با را Rα[µ, β, ξ] حدی نقاط نهایت، در

و f١(z) = z اگر .٨.۴.۴ قضیه

fn(z) = z − ٢ξβ(١− µ)(
(n− ١) + β(٢ξ(n− µ)− (n− ١))

)
C(α, n)

zn (۴۴.۴)

کرد. بیان زیر شکل به آن�را بتوان اگر تنها و اگر f ∈ Rα[µ, β, ξ] آن�گاه ، n = ٢,٣, ... که

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z)

.
∑∞

n=١ λn = ١ و λn ≥ ٠ که

کسری انتگرال عملگر تعمیم ۵.۴

تعریف زیر صورت به Iλ,δ,ηo,z کسری انتگرال تعمیم η و δ و λ > ٠ حقیقی اعداد برای .١.۵.۴ تعریف
می�شود.



۵٧ کسری انتگرال عملگر تعمیم .۵.۴

Iλ,δ,ηo,z f(z)
z−λ−δ

Γ(z)

∫ z

٠
(z − t)

λ١
٢ F١(λ+ δ − η,١− t

z
)f(t)dt (۴۵.۴)

مرتبه�ی از مبدأ شامل z صفحه�ی از پیوسته ناحیه یک در تحلیلی تابع یک f(z) که

f(z) = o(|z|)ϵ, (z → o, ϵ > max[o, δ − η]− ١) (۴۶.۴)

٢F١(a, b, c; z) =
∞∑
n=٠

(a)n(b)n
(c)n

zn

n
(۴٧.۴)

و می�باشد

(ν)n =
Γ(ν + n)

Γ(ν)
=

{
١, n = ٠
ν(ν + ١)...(ν + n+ ١), n ∈ N

(۴٨.۴)

(nu ̸= ٢−,١−,٠, · · · که(
.(z − t) > ٠ که می�شود داده بسط حقیقی اعداد به log(z − t) تبدیل با (z − t)λ−١ تکرار

داریم. نیاز زیر لم به ،Iλ,δ,ηo,z کسری انتگرال عملگر تعمیم نتایج اثبات برای

آن�گاه ، k > δ − η − ١ و λ > ٠ اگر .٢.۵.۴ لم

Iλ,δ,ηo,z zk =
Γ(k + ١)Γ(k − δ + η + ١)

Γ(k − δ + ١)Γ(k + λ+ η + ١)z
k−δ (۴٩.۴)

.δ(λ+ η) ≤ ٣λ و δ − η < ٢ ،λ+ η > −٢ ، δ > ٢ ، λ > ٠ کنید فرض .٣.۵.۴ قضیه
و ٠ ≤ µ ≤ ١

٢ ،٠ < β ≤ ١ ،٠ ≤ α < ١ که باشد Rµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) ∈ T اگر
آن�گاه ، ٠ ≤ γ ≤ ١

Γ(٢− δ + η)|z|١−δ

Γ(٢− δ)Γ(٢+ λ+ η)

{
١− (٢− δ + η)β(١− α)(١+ γ)

١+ β{γ(٢− α) + ١− α}(١− µ)(٢− δ)(٢+ λ+ η)
|z|
}

≤
∣∣∣Iλ,δ,ηo,z f(z)

∣∣∣ ≤
Γ(٢− δ + η)|z|١−δ

Γ(٢− δ)Γ(٢+ λ+ η)

{
١+

(٢− δ + η)β(١− α)(١+ γ)

١+ β{γ(٢− α) + ١− α}(١− µ)(٢− δ)(٢+ λ+ η)
|z|
}

(۵٠.۴)

که

U٠ =

U δ ≤ ١

U\{١} δ > ١
(۵١.۴)

تابع برای تساوی (۵٠.۴) رابطه�ی در



۵٨ Rµ(α, β, γ)توابع رده�ی .۴

f(z) = z − β(١− α)(١+ γ)

١}٢+ β[γ(٢− α) + ١− α}
z٢ (۵٢.۴)

است. برقرار

داریم ٢.۵.۴ لم از استفاده با برهان.

Iλ,δ,ηo,z f(z) =
Γ(٢− δ + η)

Γ(٢− δ)γ(٢+ λ+ n)
z١−δ −

∞∑
n=٢

Γ(n+ ١)Γ(n− δ + η + ١)
Γ(n− δ + ١)Γ(n+ λ+ η + ١)anz

n−δ

(۵٣.۴)
می�دهیم قرار

H(z) =
Γ(٢− δ)Γ(٢+ λ+ η)

Γ(٢− δ + η)
zδIλ,δ,ηo,z

= z −
∞∑
n=٢

Ψ(n)anz
n (۵۴.۴)

که

Ψ(n) =
(٢− δ + η)(١)n

(٢− δ)n−٢)١+ λ+ η)
n ∈ N\{١} (۵۵.۴)

داریم و است غیرصعودی ،n ∈ N\{١} که صحیح nهای تمام برای Ψ(n) که می�بینیم

٠ < Ψ(n) ≤ Ψ(٢) = ٢)٢− δ + η)

(٢− δ)(٢+ λ+ η)
n ∈ N\{١} (۵۶.۴)

، (۵۶.۴) و ١.٢.۴ قضیه�ی به توجه با حال

|H(z)| ≥ |z| −Ψ(٢)|z|٢
∞∑
n=٢

an

≥ |z| − (٢− δ + η)β(١− α)(١+ γ)

١+ β[γ(٢− α) + ١− α](١− µ)(٢− δ)(٢+ λ+ η)
|z|٢ (۵٧.۴)

و

|H(z)| ≤ |z| −Ψ(٢)|z|٢
∞∑
n=٢

an

≤ |z|+ (٢− δ + η)β(١− α)(١+ γ)

١+ β[γ(٢− α) + ١− α](١− µ)(٢− δ)(٢+ λ+ η)
|z|٢ (۵٨.۴)

می�کند. کامل را ٣.۵.۴ قضیه�ی اثبات این و



۵٩ کسری انتگرال عملگر تعمیم .۵.۴

مطلوب نتیجه�ی به Cµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) توابع برای ٢.٢.۴ قضیه�ی از استفاده با حال
می�رسیم.

اگر .δ(λ + η) ≤ ٣λ و δ − η < ٢ ،λ + η > −٢ ،δ < ٢ ،λ > ٠ کنید فرض .۴.۵.۴ قضیه
و ٠ ≤ µ ≤ ١

٢ ،٠ < β ≤ ١ ،٠ ≤ α < ١ که باشد Cµ[α, β, γ] رده�ی به متعلق f(z) ∈ T

آن�گاه ، ٠ ≤ γ ≤ ١

Γ(٢− δ + η)|z|١−δ

Γ(٢− δ)Γ(٢+ λ+ η)

{
١− (٢− δ + η)β(١− α)(١+ γ)

١]٢+ β{γ(٢− α) + ١− α}](١− µ)(٢− δ)(٢+ λ+ η)
|z|
}

≤
∣∣∣Iλ,δ,ηo,z f(z)

∣∣∣ ≤
Γ(٢− δ + η)|z|١−δ

Γ(٢− δ)Γ(٢+ λ+ η)

{
١+

(٢− δ + η)β(١− α)(١+ γ)

١]٢+ β{γ(٢− α) + ١− α}](١− µ)(٢− δ)(٢+ λ+ η)
|z|
}

تابع برای تساوی (۵٠.۴) رابطه�ی در است. (۵١.۴) در شده تعریف U٠ که

f(z) = z − β(١− α)(١+ γ)

١}٢+ β[γ(٢− α) + ١− α]}
z٢. (۵٩.۴)

است. برقرار
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Abstract

In this thesis, we explain definitions and theorems related to pre-starlike functions . These
functions are extended starlike functions.

For example, in this function Sα(z) =
z

(1− z)2(1−α)
if α =

1

2
We have It means , S1

2
is a neutral member of Hadamard product.

It means that Hadamard product of S1
2

With every function similar to f , is f .

In other words, pre-starlike functions give us starlike functions, In the special way.
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