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سپاس�گزاری....
بی�کران دریای در را کوچکش بنده که است خداوندی آن از ستایش و سپاس نخستین
به بزرگ آموزگارانی ناب اندیشه�های دریچه از را آن وسعت تا ساخت قطره�ای اندیشه،

نشیند. تماشا
برحسب است، رسیده انجام به حاضر پایان�نامه بنده�نوازی�هایش سایه�سار در که اکنون لذا
پدر از ” عزوجل اله یشکر لم المخلوقین من المنعم یشکر لم من ” باب از و وظیفه
قلم من، درشتی و کوتاهی بر همواره که بزرگوارم... معلم دو این ... عزیزم مادر و
بوده�اند من برای داشت بی�چشم یاوری و یار زندگی عرصه�های تمام در و کشیده عفو
علاوه ایشان که هاشمی ابراهیم دکتر آقای جناب از می�دانم لازم خود بر گویم. سپاس
و نماد اینجانب برای پایان�نامه، انجام در من دلسوزانه و مؤثر راهنمایی و هدایت بر
در اخلاقیات به متکی حال عین در و فنی دانش به مجهز استاد یک از مناسبی الگوی
عهده بر را پایان�نامه این راهنمایی زحمت و بوده�اند دانشجویان راهنمایی و تعلیم راه
و جعفری دکتر آقایان دلسوز، و فرزانه اساتید از هم�چنین نماییم. تشکر و تقدیر گرفتند
قدردانی و تشکر کمال شدند، متقبل را پایان�نامه این داوری زحمت که خورسندی دکتر

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد نمایم، را
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ଓฬ࠻ھدৎ
ریاضی علوم دانشکده محض ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی ترکمن فاطمه اینجانب
حلقه�های در ٢-جذبی ضعیف ایده�آل�های بررسی عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه

می�شوم: متعهد هاشمی ابراهیم دکتر راهنمایی تحت ، جابجایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ঊୃ૱ن ৘඼ෙ७ورૡં༙۱۳۹۴ه

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
مورد اول ایده�آل�های از تعمیم چندین .١R ̸= ٠ که باشد یکدار و جابجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض
ازای به هرگاه می�نامیم، ضعیف اول را R حلقه از I سره ایده�آل مثال، عنوان به گرفته�اند. قرار بررسی
دارد، �٢ـ�جذبی خاصیت I سره ایده�آل گوییم .b ∈ I یا a ∈ I آنگاه ،٠ ̸= ab ∈ I اگر a, b ∈ R هر

.bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I آنگاه ،abc ∈ I اگر a, b, c ∈ R هر ازای به هرگاه
ایده�آل�های از تعمیمی که یکدار و جابجایی حلقه�های در �٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های پایان�نامه، این در
دارد، ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت I سره ایده�آل گوییم می�کنیم. بررسی و معرفی را می�باشند ضعیف اول
می�دهیم نشان .ac ∈ I یا bc ∈ I یا ab ∈ I آنگاه ،٠ ̸= abc ∈ I اگر a, b, c ∈ R هر ازای به گاه هر

است. �٢ـ�جذبی ،I٣ ̸= ٠ و دارد ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت که I سره ایده�آل هر
تنها و اگر دارد �٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت سره ایده�آل هر ،R جابجایی حلقه�ی در می�دهیم نشان هم�چنین
که R ∼= R١ × F یا M٣ = {٠} که باشد M ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی شبه حلقه�ی یک R اگر
است، میدان یک F و M٢ = {٠} و است M ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی شبه حلقه�ی یک R١

از تعمیمی که �nـ�جذبی ایده�آل�های آخر در می�باشند. میدان F٣ و F٢ ،F١ که R ∼= F١ × F٢ × F٣ یا
قویاً ایده�آل�های که اول ایده�آل�های از دیگر تعمیمی ادامه در و می�کنیم بررسی را هستند اول ایده�آل�های
،[۴] مراجع از گرفته بر پایان�نامه این مطالب می�پردازیم. آن�ها مطالعه به و معرفی را می�باشند �nـ�جذبی

است. [١۵] و [٩] ،[۵]

قویاً ایده�آل ٢ـ�جذبی، ضعیف ایده�آل nـ�جذبی، ایده�آل ٢ـ�جذبی، ایده�آل اول، ایده�آل کلیدی: کلمات
پروفر. دامنه�ی nـ�جذبی،



ଓقدग़
ایده�آل�های از تعمیمی که یکدار و جابجایی حلقه�های در �٢ـ�جذبی١ ضعیف ایده�آل�های پایان�نامه، این در
میلادی ٢٠٠٣ سال در ضعیف اول ایده�آل�های می�کنیم. بررسی و معرفی را می�باشند ضعیف٢ اول
از تعمیمی که �٢ـ�جذبی۵ ایده�آل�های گرفتند. قرار مطالعه مورد و معرفی اسمیت۴ و اندرسون٣ توسط
سال در سپس شدند. بررسی و معرفی بداوی۶ ایمن توسط ٢٠٠٧ سال در می�باشند اول ایده�آل�های
مورد را می�باشند ٢ـ�جذبی ایده�آل�های از تعمیمی که �nـ�جذبی٧ ایده�آل�های بداوی، همراه به اندرسون ٢٠١١
در ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های بررسی دارانی٨ یوسفیان و بداوی ٢٠١٣ سال در و دادند قرار مطالعه
پرداختند حلقه�هایی معرفی به سپس و کرده شروع ایده�آل�ها این ویژگی�های بیان با را جابجایی حلقه�های

دارد. �٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت آن�ها سره ایده�آل هر که
ویژگی�های بررسی با را دوم فصل و می�پردازیم مقدماتی مطالب معرفی به پایان�نامه این اول درفصل
ضعیف آن�ها سره ایده�آل هر �که حلقه�هایی معرفی با و می�کنیم شروع �٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های اساسی

می�رسانیم. پایان� به می�باشد ٢ـ�جذبی
بخش پنج شامل که می�پردازیم یکدار و جابجایی حلقه�های در �nـ�جذبی ایده�آل�های بررسی به سوم فصل در
این بین روابط و می�کنیم بیان را �nـ�جذبی ایده�آل�های اساسی ویژگی�های از برخی اول دربخش است.
دوم دربخش �پردازیم. می آنها بررسی به و بیان را ماکسیمال و مینیمال ،اول اول ایده�آل�های و ایده�آ�ل�ها
به راجع خاص، طور به داد. خواهیم ادامه را �nـ�جذبی ایده�آل�های از اساسی های ویژگی بررسی و مطالعه
ایده�آل�های از توسیع�هایی سوم بخش در می�کنیم. بحث �nـ�جذبی ایده�آل��های و اولیه ایده�آل�های بین روابط
خاص حلقه�های در �nـ�جذبی ایده�آل�های چهارم بخش در سپس می�دهیم. قرار مطالعه مورد را nـ�جذبی
را دارند نام ٩ �nـ�جذبی قویاً ایده�آل�های که اول ایده�آل�های از دیگر تعمیمی آخر در و می�کنیم بررسی را

می�پردازیم. آن�ها بررسی به و معرفی

١Weakly 2-absorbing ideals

٢Weakly prime ideals

٣Anderson

۴Smith

۵ 2-absorbing ideals

۶Badawi Ayman

٧n-absorbing ideals

٨Yousefian Darani

٩Strongly n-absorbing ideals
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١ فصل

لازم مقدمات و مفاهیم

٣



۴ لازم مقدمات و مفاهیم .١

اولیه تعاریف ١.١

.١R ̸= ٠ که است یکدار و جابجایی حلقه�ای R همواره پایان�نامه، این سراسر در

اگر R از J و I ایده�آل دو هر برای گاه هر گوییم، اول را R حلقه�ی از P سره ایده�آل .١.١.١ تعریف
نمایش Spec(R) با را R حلقه�ی اول ایده�آل�های تمام مجموعه .J ⊆ P یا I ⊆ P آنگاه ،IJ ⊆ P

می�دهیم.

اگر R از N ایده�آل هر برای هرگاه می�نامیم، ماکسیمال را R حلقه�ی از M سره ایده�آل .٢.١.١ تعریف
.N = R یا N = M آنگاه ، M ⊆ N ⊆ R

را p مانند R از اولی ایده�آل باشد. R از سره�ای ایده�آل I و حلقه یک R کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
که نباشد موجود q مثل R از اولی ایده�آل هرگاه می�نامیم، I مینیمال اول ایده�آل یک است، I شامل که

می�دهیم. نمایش MinR(I) با را I مینیمال اول ایده�آل�های مجموعه�ی .I ⊆ q ⫋ p

به نسبت خود S اگر می�نامیم، R زیرحلقه�ی را R حلقه�ی از S ناتهی زیرمجموعه�ی .۴.١.١ تعریف
.١S = ١R و باشد حلقه R عمل�های

گاه هر نامیم، بسته ضربی را R حلقه�ی از S ناتهی زیرمجموعه�ی .۵.١.١ تعریف

١ ∈ S .١

∀a, b ∈ S; ab ∈ S .٢

زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R سره ایده�آل یک P و حلقه یک R کنیم فرض .۶.١.١ قضیه
معادلند:

است. اول ایده�آل یک P .١

.b ∈ P یا a ∈ P آنگاه ،ab ∈ P و a, b ∈ R اگر .٢

.ai ∈ P ،i بعضی برای آنگاه ،a١ · · · an ∈ P و a١, · · · , an ∈ R اگر .٣

است. R بسته ضربی زیرمجموعه��ی یک R− P .۴

.[٢.۶.٣ [٢،قضیه شودبه رجوع برهان.

R اول ایده�آل یک {٠} شود می نتیجه ،۶.١.١ قضیه بنابر آنگاه باشد، صحیح دامنه�ی یک R اگر
است.

موجود R از b مانند عضوی گاه هر گوییم، (یکه) وارون�پذیر را R حلقه�ی از a عنصر .٧.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش U(R) با را R وارون�پذیر عناصر مجموعه�ی .ab = ١ که باشد



۵ اولیه تعاریف .١.١

ضرب به نسبت آن ناصفر عنصر هر گاه هر گوییم، میدان را R یکدار و جابجایی حلقه�ی .٨.١.١ تعریف
باشد. وارون�پذیر

جمع اعمال تحت خود F گاه هر گوییم، R زیرمیدان را R میدان از F ناتهی زیرمجموعه .٩.١.١ تعریف
باشد. میدان R در موجود ضرب و

،X توسط تولیدشده ایده�آل باشد. R حلقه�ی از ناتهی زیرمجموعه�ی یک X کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف
می�شود. داده نشان ⟨X⟩ علامت با ایده�آل این است. X شامل که R حلقه�ی ایده�آل کوچکترین یعنی

نامند. ⟨X⟩ مولد�های را X عناصر
وجود X مانند R از متناهی زیرمجموعه�ای گاه هر می�نامند، متناهی تولید با را R حلقه�ی از I ایده�آل

.I = ⟨X⟩ که طوری به باشد داشته

b ∈ R ناصفر عنصر گاه هر می�شود، نامیده صفر علیه مقسوم یک a ∈ R ناصفر عنصر .١١.١.١ تعریف
می�دهند. نمایش Z(R) با را R صفر علیه�های مقسوم مجموعه .ab = ٠ که باشد موجود

باشد. نداشته صفر مقسوم�علیه گاه هر گوییم، صحیح دامنه را R یکدار و جابجایی حلقه .١٢.١.١ تعریف

مجموعه این�صورت در .a ∈ R و باشد جابجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف و لم
aR := {ar : r ∈ R}

می�شود. نامیده a توسط شده تولید اصلی ایده�آل و است R ایده�آل
.⟨a⟩ و Ra از عبارتند aR دیگر نمادهای

باشد. اصلی R ایده�آل هر اگر می�نامیم، PID یا اصلی ایده�آل دامنه را R صحیح دامنه .١۴.١.١ تعریف

حداقل این�صورت در باشد. R سره ایده�آل یک I و یکدار حلقه�ی یک R کنیم فرض .١۵.١.١ قضیه
دارد. ماکسیمال ایده�آل یک حداقل یکدار حلقه�ی هر ویژه، به دارد. وجود I شامل ماکسیمال ایده�آل یک

.[٧.۶.٣ قضیه ،٢] به شود رجوع برهان.

وارون�پذیر عضو a این�صورت در .a ∈ R و باشد جابجایی حلقه��ی یک R کنیم فرض .١۶.١.١ نتیجه
هر بیرون a اگر تنها و اگر یعنی a /∈ M ،R از M ماکسیمال ایده�آل هر ازای به اگر تنها و اگر است R

شود. واقع R ماکسیمال ایده�آل

.[١١.٣ نتیجه ،١] به شود رجوع برهان.

آنگاه ٠ ̸= a ∈ R که صورتی در I ⊴R و باشد یکدار و جابجایی حلقه�ای R گاه هر .١٧.١.١ قضیه
⟨I, a⟩ = {i+ ra|i ∈ I, r ∈ R}

.[١٨.١٢ قضیه ،٣] به شود رجوع برهان.

اگر فقط و اگر است ماکسیمال �M ایده�آل R حلقه�ی در .١٨.١.١ قضیه
∃٠ ̸= a ∈ R−M s.t ⟨M,a⟩ = R



۶ لازم مقدمات و مفاهیم .١

.[١٨.١٣ قضیه ،٣] به شود رجوع برهان.

باشند. R ایده�آل�های تنها {٠} و R اگر تنها و اگر است میدان R یکدار و جابجایی حلقه .١٩.١.١ قضیه

.[١٠.۶.٣ قضیه ،٢] به شود رجوع برهان.

A از زنجیر هر و باشد مرتب جزیی ناتهی مجموعه�ی یک (A,≤) کنیم فرض (زورن)١. .٢٠.١.١ لم
زورن]. لم ،٢] دارد ماکسیمال عضو A این�صورت در باشد. داشته A در بالایی کران

عدد گاه هر نامند، �توان پوچ عنصر یک را a .a ∈ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢١.١.١ تعریف
.an = ٠ که �طوری به باشد موجود n طبیعی

یک تشکیل R حلقه�ی توان پوچ عناصر تمام مجموعه�ی آنگاه باشد، جابجایی حلقه�ی یک R اگر
گوییم. Nil(R) آن به که داده ایده�آل

گاه هر نامند، توان خود عنصر یک را a .a ∈ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف
.a٢ = a

باشد. �توان پوچ I عناصر تمام گاه هر گوییم، پوچ را R حلقه�ی از I ایده�آل .٢٣.١.١ تعریف

است. R جابجایی حلقه�ی از پوچ ایده�آل یک NiL(R) .٢۴.١.١ مثال

این�صورت در باشد. R ایده�آل I و جابجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٢۵.١.١ تعریف و لم
√
I := {r ∈ R : rn ∈ I که باشد داشته وجود N به متعلق {nای =

∩
P∈Min(I)

P

دارد. نام I رادیکال و می�شود شامل را I که است R از ایده�آلی
است.

√
I برای دیگری نماد RadR(I) نماد

.[۴۶.٣ تعریف و لم ،١] به شود رجوع برهان.

اگر a, b ∈ R هر ازای به گاه هر نامیم، اولیه را R جابجایی حلقه�ی از I سره ایده�آل .٢۶.١.١ تعریف
.bn ∈ I که طوری به باشد داشته وجود n طبیعی عدد آنگاه ،a /∈ I و ab ∈ I

این�صورت در باشد. R جابجایی حلقه�ی از اولیه ایده�آل یک Q کنیم فرض .٢٧.١.١ تعریف و لم
است. �Pـ�اولیه ،Q می�گوییم و است R اول ایده�آل P :=

√
Q

ab ∈
√
Q ، a, b ∈ R کنیم فرض است. سره P نتیجه در و ١ /∈

√
Q = P پس ،١ /∈ Q چون برهان.

متعلق a مثبت توان هیچ اما .(ab)n = anbn ∈ Q که دارد وجود n ∈ N این�صورت در .a /∈
√
Q و

که می�گیریم نتیجه آن تعریف از است اولیه Q چون نیست. Q در an مثبت توان هیچ لذا و نیست Q به
است. اول P =

√
Q ایده�آل نتیجه در .b ∈

√
Q لذا و bn ∈ Q

١Zorn’s lemma



٧ اولیه تعاریف .١.١

ایده�آل
√
Q = M ایده�آل که طوری به باشد R جابجایی حلقه�ی از ایده�آلی Q کنیم فرض .٢٨.١.١ قضیه

است. R ��Mـ�اولیه) واقع (در اولیه ایده�آل Q این�صورت در باشد. R ماکسیمال

.[٩.۴ قضیه ،١] به شود رجوع برهان.

.I + J = R = ⟨١⟩ که طوری به باشند R حلقه�ی از ایده�آل�هایی J و I کنیم فرض .٢٩.١.١ تعریف
می�نامیم. ماکسیمال هم را J و I این�صورت در

آنگاه باشند، R جابجایی حلقه�ی از ایده�آل دو J و I اگر .٣٠.١.١ تعریف
I :R J = {r ∈ R | rJ ⊆ I}

.I ⊆ I :R J و است R از ایده�آلی I :R J که است واضح

همه اشتراک را R جیکبسن رادیکال باشد. جابجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .٣١.١.١ تعریف
می�دهیم. نمایش J(R) نماد با را آن و می�کنیم تعریف R ماکسیمال ایده�آل�های

تنها و اگر r ∈ J(R) این�صورت در .r ∈ R و باشد جابجایی حلقه��ی یک R کنیم فرض .٣٢.١.١ لم
باشد. R وارون�پذیر عضو ١− ra ،a ∈ R هر ازای به اگر

.[١٧.٣ لم ،١] به شود رجوع برهان.

روی را ∼ رابطه�ی باشد. R جابجایی حلقه�ی از بسته ضربی زیرمجموعه�ای S کنیم فرض .٣٣.١.١ لم
می�کنیم تعریف زیر صورت به R× S

∀ (a, s), (b, t) ∈ R× S

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(ta− sb) = ٠

است. R× S روی هم�ارزی رابطه�ای ∼ این�صورت در

.[١.۵ لم ،١] به شود رجوع برهان.

را (a, s) شامل هم�ارزی رده�ی .(a, s) ∈ R× S و باشد برقرار ٣٣.١.١ لم کنیم فرض .٣۴.١.١ قضیه
در .a

s
= {(b, t)|(a, s) ∼ (b, t)} که می�دهیم نشان RS با را هم�ارزی رده�های تمام مجموعه�ی و a

s
با

عمل�های تحت RS این�صورت
a

s

b

t
=

ab

st
و a

s
+

b

t
=

at+ bs

st

حلقه�ی حلقه، این به که است جابجایی حلقه�ای ،S به متعلق tهای و s و ،R به متعلق bهای و a ازای به
گوییم. S به نسبت R کسرهای

.[٢.۵ قضیه ،١] به شود رجوع برهان.
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کنیم فرض .P ∈ Spec(R) و باشد جابجایی حلقه�ی یک �R کنیم فرض .٣۵.١.١ تعریف و لم
با را RS کسرهای حلقه�ی است. R از بسته ضربی زیرمجموعه�ی R−P که داریم توجه ،S := R−P

می�نامند. P در R سازی موضعی از حاصل حلقه�ی را حلقه این می�دهند. نمایش RP

.[٢٠.۵ تعریف و لم ،١] به شود رجوع برهان.

بسته ضربی زیرمجموعه��ی S := R − {٠} باشد. صحیح دامنه�ی یک R کنیم فرض .٣۶.١.١ تعریف
می�دهیم. نشان qf(R) نماد با و گوییم R کسرهای میدان را RS این�صورت در است. R از

گوییم. منظم نباشد، صفر مقسوم�علیه که را R حلقه�ی از x ناصفر عنصر .٣٧.١.١ تعریف

نماد با را RS =
{a

b
| a ∈ R, b ∈ S} آنگاه ،S = R − Z(R) اگر R درحلقه�ی .٣٨.١.١ تعریف

می�نامیم. R تام کسرهای حلقه�ی را آن و می�دهیم نمایش T (R)

n مثبت صحیح عدد ،a ∈ R هر برای اگر است πـ�منظم ،R جابجایی حلقه�ی گوییم .٣٩.١.١ تعریف
.an = a٢nb که قسمی به باشند موجود b ∈ R عنصر و

و داده نمایش dimR با را R بعد باشد. یکدار و جابجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .۴٠.١.١ تعریف
می�کنیم تعریف زیر صورت به

dimR = sup{n ∈ N ∪ {٠} | باشد. موجود n طول به اول ایده�آل�های از {زنجیری

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۴١.١.١ قضیه
است. πـ�منظم ،R .١

.an = an+١b که قسمی به دارد وجود n مثبت صحیح عدد و b ∈ R عنصر یک ،a ∈ R هر برای .٢
است. منظم نیومن فون حلقه�ی یک R/N(R) .٣

است. صفرـ�بعدی R .۴

.[٣.١ قضیه ،١٢] به شود رجوع برهان.

y ∈ R عنصر ،x ∈ R هر برای گاه هر گوییم، منظم٢ نیومن فون را R جابجایی حلقه�ی .۴٢.١.١ تعریف
.x = x٢y که باشد موجود

باشد. آن توان پوچ عنصر تنها صفر گاه هر گوییم٣، یافته تقلیل را R حلقه .۴٣.١.١ تعریف

حلقه�ها از همریختی یک f : R −→ S تابع باشند. حلقه دو S و R کنیم فرض .۴۴.١.١ تعریف
،a, b ∈ R هر برای گاه هر می�شود، نامیده

f(ab) = f(a)f(b)

و
f(a+ b) = f(a) + f(b)

٢VonNeumann regular ring

٣reduced



٩ اولیه تعاریف .١.١

باشد. حلقه�ای همریختی f : R −→ S و جابجایی حلقه�هایی S و R کنیم فرض .۴۵.١.١ تعریف و لم
آنگاه باشد، S ایده�آل J گاه هر الف.

f−١(J) := {r ∈ R : f(r) ∈ J}

اغلب می�نامیم. f : R −→ S حلقه�ای همریختی به نسبت J تحدید حاصل را آن که است R از ایده�آلی
می�دهیم. نمایش J c با را f−١(J)

توسیع حاصل را S در f(I) توسط شده تولید ایده�آل یعنی ،f(I)S ایده�آل R از I ایده�آل هر ازای به ب.
می�دهیم. نمایش Ie با را f(I)S اغلب می�نامیم. f : R −→ S حلقه�ای همریختی به نسبت I

.[۴١.٢ تعریف و لم ،١] به شود رجوع برهان.

باشد. طبیعی همریختی f : R −−→
r→ r

١

RP و P ∈ Spec(R) کنیم فرض .۴۶.١.١ تعریف و لم

می�دهیم. نمایش P (n) نماد با و می�نامیم P نمادین توان nامین را
(
(P n)e

)c

.[۴۶.۵ تعریف و لم ،١ ] به شود رجوع برهان.

به و می�دهیم نشان htP با را R یکدار و جابجایی حلقه�ی از P اول ایده�آل ارتفاع .۴٧.١.١ تعریف

می�کنیم، تعریف زیر صورت

htP = sup{n ∈ N∪{٠}|P٠ ⊂ P١ ⊂ · · · ⊂ Pn = P �طوری�که به باشند ,Pnموجود · · · , Pاول٠ {ایده�آل�های

می�دهیم قرار باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۴٨.١.١ تعریف
R[X] := {(a٠, a١, · · · ) صفرند.| بعد به مرتبه�ای از aiها و ai ∈ R}

می�کنیم تعریف زیر صورت به را ضرب و جمع عمل دو R[X] روی

(a٠, a١, · · · ) + (b٠, b١, · · · ) := (a٠ + b٠, a١ + b١, · · · )

(a٠, a١, · · · )(b٠, b١, · · · ) := (c٠, c١, · · · )

، kهر برای که طوری به

ck = akb٠ + · · ·+ a٠bk =
∑
i+j=k

aibj

R روی ها جمله�ای چند حلقه�ی آن به که است حلقه یک (R[X],+, .) که داد نشان می�توان سادگی به
گوییم.

داد نمایش چنین می�توان را (a٠, a١, · · · ) مانند R[X] از عنصر هر آنگاه ،x = (٠,١,٠,٠, · · · ) اگر

(a٠, a١, · · · ) =
n∑

i=٠
aix

i

.١R[X] = ١R و است یکدار و جابجایی حلقه�ی یک نیز R[X] آنگاه باشد، یکدار و جابجایی R اگر
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می�دهیم قرار باشد. حلقه یک R کنیم فرض .۴٩.١.١ تعریف
R[[X]] := {(a٠, a١, · · · )|ai ∈ R}

می�کنیم تعریف چنین را ضرب و جمع عمل دو R[[X]] روی
(a٠, a١, · · · ) + (b٠, b١, · · · ) := (a٠ + b٠, a١ + b١, · · · )

(a٠, a١, · · · )(b٠, b١, · · · ) := (c٠, c١, · · · )

،k هر برای که طوری به

ck = akb٠ + · · ·+ a٠bk =
K∑
l=٠

albk−l

گوییم. توانی سری�های حلقه�ی آن به که است حلقه یک (R[[X]],+, .) که داد نشان می�توان سادگی به
داد نمایش چنین می�توان را (a٠, a١, · · · ) مانند R[[X]] از عنصر هر آنگاه ،x = (٠,١,٠,٠, · · · ) اگر

(a٠, a١, · · · ) =
∞∑
i=٠

aix
i

است. یکدار و جابجایی نیز R[[X]] آنگاه باشد، یکدار و جابجایی حلقه��ی R اگر .۵٠.١.١ ملاحظه

عدد این�صورت در Fباشد. [[X]] از ناصفر ایده�آل یک I و میدان یک F کنیم فرض .۵١.١.١ قضیه
.I = ⟨Xn⟩ که �طوری به دارد وجود n نامنفی صحیح

.[١١.۴.٣ قضیه ،٢] به شود رجوع برهان.

هر برای گاه هر می�کند، صدق ایده�آل�ها روی افزایشی زنجیر شرط در R حلقه�ی گوییم .۵٢.١.١ تعریف
،k ≥ m هر برای که �طوری به باشد موجود m ∈ N ،R حلقه�ی ایده�آل�های از I١ ⊆ I٢ ⊆ · · · زنجیر

کند. صدق ایده�آل�ها روی افزایشی زنجیر شرط در گاه هر نامیم، نوتری را R حلقه�ی .Ik = Im

است. نوتری صحیح دامنه�ی یک PID هر .۵٣.١.١ نتیجه

.[٢.٨.٣ نتیجه ،٢] به شود رجوع برهان.

نوتری R اگر باشد. یکدار و جابجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض هیلبرت). (پایه�ای .۵۴.١.١ قضیه
است. نوتری R[X] آنگاه باشد،

.[٣.٨.٣ قضیه ،٢] به شود رجوع برهان.

R ایده�آل I و R جابجایی حلقه�ی روی مولد متناهی مدولی M کنیم فرض (ناکایاما). .۵۵.١.١ لم
.M = ٠ این�صورت در .M = IM کنیم فرض .I ⊆ J(R) و باشد

.[٢۴.٨ ناکایاما لم ،١] به شود رجوع برهان.



١١ اولیه تعاریف .١.١

هر برای گاه هر می�کند، صدق ایده�آل�ها روی کاهشی زنجیر شرط در R حلقه�ی گوییم .۵۶.١.١ تعریف
که طوری به باشد موجود k ∈ N ،R حلقه�ی ایده�آل�های از I١ ⊇ I٢ ⊇ · · · ⊇ Ii ⊇ Ii+١ ⊇ · · · زنجیر
ایده�آل�ها روی کاهشی زنجیر شرط در گاه هر نامیم، آرتینی را R حلقه�ی .Ik = Ik+i ،i ∈ N هر برای

کند. صدق

In, · · · , I١ و یکدار حلقه�ی یک R کنیم فرض چینی). باقیمانده قضیه (نتیجه .۵٧.١.١ نتیجه
این�صورت در .Ii + Ij = R ،i ̸= j هر برای که طوری به باشند R از ایده�آل�هایی

R

I١ ∩ · · · ∩ In
∼=

n∏
i=١

R

Ii

.[۵.٣.٣ نتیجه ،٢] به شود رجوع برهان.

موضعی شبه دارد، M چون ماکسیمال ایده�آل یک دقیقاً که را R جابجایی حلقه�ی هر .۵٨.١.١ تعریف
گوییم.





٢ فصل

در ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های بررسی

جابجایی حلقه�های

١٣
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٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های از اساسی ویژگی�����������������های ١.٢

می�کنیم. بررسی را ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های ویژگی�های از برخی بخش، این در

اگر a, b ∈ R هر برای گاه هر گویند، ضعیف اول را R حلقه�ی از I سره ایده�آل .١.١.٢ تعریف
.b ∈ I یا a ∈ I آنگاه ،٠ ̸= ab ∈ I

اگر a, b, c ∈ R هر برای گاه هر می�نامیم، ٢ـ�جذبی را R حلقه�ی از I سره ایده�آل .٢.١.٢ تعریف
.bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I آنگاه ،abc ∈ I

اگر a, b, c ∈ R هر برای گاه هر گوییم، ٢ـ�جذبی ضعیف را R حلقه�ی از I سره ایده�آل .٣.١.٢ تعریف
.bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I آنگاه ،٠ ̸= abc ∈ I

است. ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک ،R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل هر وضوح به
R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I = {٠} تعریف، به بنا آنگاه باشد، جابجایی حلقه�ی یک R اگر
ضعیف ایده�آل یک I = {٠} چنین هم است Z۴ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I آنگاه ،I = {٠} اگر است.

نیست. Z٨ از ٢ـ�جذبی ایده�آل اما است، Z٨ از ٢ـ�جذبی
نیست. ٢ـ�جذبی اما است ناصفر ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل که می�کنیم بیان را ایده�آل یک از مثالی حال

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را R(+)B حلقه�ی ابتدا منظور این برای

این�صورت در باشد �Rـ���مدول یک B و حلقه� یک R کنیم فرض .۴.١.٢ تعریف
R(+)B = {(r, b) | r ∈ R, b ∈ B}.

زیر عمل دو با همراه

∀(r, b), (s, c) ∈ R(+)B

(r, b) + (s, c) = (r + s, b+ c)

(r, b)(s, c) = (rs, rc+ sb)

گوییم. B توسط R حلقه�ی توسیع را آن که است یکدار و جابجایی حلقه�ی یک

فرض هم�چنین است. Z٨ از ایده�آل یک M این�صورت در .M = {٠,۴} کنیم فرض .۵.١.٢ مثال
R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I این�صورت در .I = {(٠,٠), (٠,۴)} و R = Z٨(+)M کنیم

زیرا است
abc ∈ I ⇐⇒ abc = (٠,٠) s.t a, b, c ∈ R− I

نیست. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I لذا ،(۴,٠) ̸∈ I و (٢,٠)(٢,٠)(٢,٠) ∈ I چون
فرض ندارد. ٢ـ�جذبی خاصیت که طوری به می�زنیم مثال را نامتناهی ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک حال

است. Z٨[X] از نامتناهی ایده�آل یک K این�صورت در .K = M [X] و M = {٠,۴} کنیم
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بار است. R از نامتناهی ایده�آل یک I این�صورت در .I = {٠}(+)K و R = Z٨(+)K کنیم فرض
چون گفت می�توان دیگر

abc ∈ I ⇐⇒ abc = (٠,٠) s.t a, b, c ∈ R− I

است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I لذا

این�صورت در باشند. R جابجایی حلقه�ی از متمایز ضعیف اول ایده�آل دو P٢ و P١ کنیم فرض .۶.١.٢ لم
است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک P١ ∩ P٢

(a, b, c) .a, b, c ∈ R و باشد R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I کنیم فرض .٧.١.٢ تعریف
.bc ̸∈ I و ac ̸∈ I ،ab ̸∈ I ،abc = ٠ گاه هر گوییم، I سه�گانه�ی صفر را

باشد I از سه�گانه صفر (a, b, c) و R حلقه������ی از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I کنیم فرض .٨.١.٢ قضیه
این�صورت در .a, b, c ∈ R که

.abI = bcI = acI = {٠} الف.
.aI٢ = bI٢ = cI٢ = {٠} ب.

این�صورت در .abi ̸= ٠ �،i ∈ I بعضی برای کنیم فرض الف. برهان.
خواهیم I ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت بنابر لذا ،ab ̸∈ I چون .ab(c + i) = abc + abi = abi ̸= ٠
نتیجه در و است تناقض یک که bc ∈ I یا ac ∈ I بنابراین . b(c + i) ∈ Iیا a(c + i) ∈ I داشت

.bcI = acI = {٠} که داد نشان می�توان مشابه طور به . abI = {٠}
(الف)، بنابر چون .ai١i٢ ̸= ٠ ،i١, i٢ ∈ I بعضی برای کنیم فرض ب.

پس ،abI = acI = bcI = {٠}
a(b+ i١)(c+ i٢) = abc+ aci١ + abi٢ + ai١i٢ = ai١i٢ ̸= ٠

نتیجه در
a(c+ i٢) ∈ I یا a(b+ i١) ∈ I یا (b+ i١)(c+ i٢) ∈ I

به .aI٢ = {٠} نتیجه در و است تناقض در فرض با که bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I بنابراین
����.bI٢ = cI٢ = {٠} که داد نشان می�توان مشابه طور

نباشد. ٢ـ�جذبی که طوری به باشد R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I کنیم فرض .٩.١.٢ قضیه
.I٣ = {٠} این�صورت در

سه�گانه صفر شامل ،a, b, c ∈ R بعضی برای I پس نیست، R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I چون برهان.
،٨.١.٢ قضیه بنابر این�صورت در .i١i٢i٣ ̸= ٠ ،i١, i٢, i٣ ∈ I بعضی برای �کنیم فرض است. (a, b, c)

داریم
(a+ i١)(b+ i٢)(c+ i٣) = abc+ bci١ + aci٢ + abi٣ + ci١i٢ + bi١i٣ + ai٢i٣ + i١i٢i٣ ̸= ٠

،I ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت طبق بنابراین
(a+ i١)(c+ i٣) ∈ I یا (b+ i٢)(c+ i٣) ∈ I یا (a+ i١)(b+ i٢) ∈ I



١۶ جابجایی حلقه�های در ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های بررسی .٢

بنابراین و است تناقض در سه�گانه صفر تعریف با که bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I نتیجه در
.I٣ = {٠}

نباشد، ٢ـ�جذبی ،I اگر باشد. R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I کنیم فرض .١٠.١.٢ نتیجه
.I ⊆ Nil(R) آنگاه

ضعیف ایده�آل یک لزوماً ،I٣ = ٠ که طوری به R حلقه�ی از I سره ایده�آل هر که باشیم داشته توجه
داریم. را زیر مثال بیشتر، درک برای که نیست R از ٢ـ�جذبی

که طوری به است Z١۶ از ایده�آلی I = {٠,٨} این�صورت در .R = Z١۶ کنیم فرض .١١.١.٢ مثال
نیست. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل I لذا ،۴ ̸∈ I و ٢ · ٢ · ٢ = ٨ ∈ I اما ،I٣ = ٠

در ندارد. ٢ـ�جذبی خاصیت که باشد R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I کنیم فرض .١٢.١.٢ قضیه
این�صورت

.w٢I = wI٢ = {٠} یا w٢ ∈ I آنگاه ،w ∈ NiL(R) اگر الف.
. Nil(R)٢I٢ = {٠} ب.

.w٢ ∈ I آنگاه ،w٢I ̸= {٠} اگر که می�دهیم نشان ابتدا .w ∈ NiL(R) کنیم فرض الف. برهان.
در .wn = ٠ که طوری به باشد مثبت صحیح عدد کوچکترین n و w٢I ̸= {٠} می�کنیم فرض بنابراین

چون .w٢(i+ wn−٢) = w٢i+ wn ̸= ٠ داریم ،i ∈ I بعضی ازای به و n ≥ ٣ این�صورت
یا w٢ ∈ I ،I ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت طبق پس ،٠ ̸= w٢(i + wn−٢) = ww(i + wn−٢)

می�کنیم فرض بنابراین است. حاصل نتیجه آنگاه ،w٢ ∈ I اگر حال .(wi+ wn−١) ∈ I

هر برای بنابراین .w٢ ∈ I نتیجه در .wn−١ ̸= ٠ و wn−١ ∈ I این�صورت در .(wi + wn−١) ∈ I

.v٢ ̸∈ I ،v ∈ NiL(R) بعضی برای �کنیم فرض حال .w٢ ∈ I یا w٢I = {٠} داریم w ∈ NiL(R)

.vI٢ = {٠} که می�دهیم نشان .v٢I = {٠} این�صورت در
m کنیم فرض هم�چنین .vi١i٢ ̸= ٠ ،i١, i٢ ∈ I بعضی ازای به می�کنیم فرض منظور این برای
بنابراین .v٢I = ٠ و m ≥ ٣ ،v٢ ̸∈ I چون .vm = ٠ که طوری به باشد مثبت صحیح عدد کوچکترین
خاصیت طبق پس ،٠ ̸= v(v + i١)(v

m−٢ + i٢) ∈ I چون .v(v + i١)(v
m−٢ + i٢) = vi١i٢ ̸= ٠

v٢ ∈ I داریم حالت دو هر در بنابراین .v٢ ∈ I یا vm−١ ̸= ٠ گرفت نتیجه می�توان I ٢ـ�جذبی ضعیف
.vI٢ = {٠} لذا است. تناقض در فرض با که

بنابراین .abI٢ = {٠} (الف)، بنابر آنگاه ،b٢ ̸∈ I یا a٢ ̸∈ I اگر .a, b ∈ NiL(R) کنیم فرض ب.
صفر (a, b, a+ b) اگر .ab(a+ b) = a٢b+ ab٢ ∈ I این�صورت در .b٢ ∈ I و a٢ ∈ I می�کنیم فرض

.abI٢ = {٠} بنابراین و abI = {٠} (الف)، ٨.١.٢ قضیه�ی بنابر آنگاه باشد، I سه�گانه
.abI٢ = {٠} ،٩.١.٢ قضیه بنابر درنتیجه و ab ∈ I آنگاه نباشد، I سه�گانه صفر (a, b, a+ b) اگر حال

هیچ که طوری به باشند R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های C,B,A کنیم فرض .١٣.١.٢ نتیجه
این�صورت در نباشد. ٢ـ�جذبی آن�ها از یک

A٢BC = AB٢C = ABC٢ = A٢B٢ = A٢C٢ = B٢C٢ = {٠}
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آن�ها از یک هیچ که طوری به Rباشند حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ضعیف A,B,Cایده�آل�های فرضکنیم برهان.
در .I = A می�دهیم قرار .A,B,C ⊆ Nil(R) ،١٠.١.٢ نتیجه بنابر صورت این در نباشد. ٢ـ�جذبی
A٢BC ⊆ I٢Nil(R٢) = {٠} ١٢.١.٢(ب)، قضیه بنابر .BC ⊆ Nil(R٢) و I٢ = A٢ صورت این

.A٢BC = {٠} بنابراین
.AB٢C = ABC٢ = A٢B٢ = A٢C٢ = B٢C٢ = {٠} مشابه، طور به

R(+)B از J ایده�آل این�صورت در باشد. Rـ��مدول یک B و حلقه یک R کنیم فرض .١۴.١.٢ قضیه
است. R از اول ایده�آل یک P که J = P (+)B اگر تنها و اگر است اول را

به xy ∈ P کنیم فرض هم�چنین باشد، R(+)B از اول ایده�آل یک J = P (+)C کنیم فرض برهان.
ایده�آل یک J چون و (x, c)(y, c) = (xy, xc + yc) ∈ J ،c ∈ C هر ازای به .x, y ∈ R که طوری
در .x ∈ P یا y ∈ P بنابراین .(x, c) ∈ P (+)C = J یا (y, c) ∈ P (+)C = J لذا است، اول
را p ∈ P و b ∈ B −C عناصر .C ⊂ B می�کنیم فرض حال می�باشد. R از اول ایده�آل یک P نتیجه

چون می�کنیم. انتخاب

PB ⊆ C, (p, b)٢ = (p٢, pb+ pb) ∈ J = P (+)C

.B = C بنابراین است. تناقض در J بودن اول فرض با لذا ،(p, b) ̸∈ J اما
کنیم فرض هم�چنین است. R از اول ایده�آل یک P که J = P (+)B کنیم فرض بالعکس،

در .(a١, b١)(a٢, b٢) ∈ J = P (+)B که طوری به باشند R(+)B از عنصر دو (a٢, b٢), (a١, b١)
یا (a١, b١) ∈ J نتیجه در .a٢ ∈ P یا a١ ∈ P لذا است، اول ایده�آل P چون .a١a٢ ∈ P این�صورت

.(a٢, b٢) ∈ J

در که دارد مینیمال اول ایده�آل دو حداکثر I آنگاه باشد، R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I اگر
ضعیف ایده�آل یک و R حلقه�ی یک ،n ≥ ٢ هر برای می�دهیم نشان زیر قضیه در دید. خواهیم ،٧.١.٣

دارد. مینیمال اول ایده�آل n دقیقاً I که طوری به دارد وجود R از I مانند ناصفر ٢ـ�جذبی

٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک و R مانند حلقه�ای این�صورت در .n ≥ ٢ کنیم فرض .١۵.١.٢ قضیه
دارد. مینیمال اول ایده�آل n دقیقاً I که طوری به است موجود R از I مانند ناصفر

، M = {٠,۴} کنیم فرض هم�چنین (n-بار). D = Z٨ × · · · × Z٨ و n ≥ ٢ کنیم فرض برهان.
b ∈ M که .xb = a١b می�کنیم تعریف ،x = (a١, · · · , an) ∈ D هر برای است. Z٨ از ایده�آلی که
نظر در را I = {(٠, · · · ,٠)}(+)M و R = D(+)M حال است. Dـ��مدول یک M این�صورت در
مثال (مشابه abc =

(
(٠, · · · ,٠,(٠

)
آنگاه ،abc ∈ I و a, b, c ∈ R− I اگر که داریم توجه می�گیریم.

،١۴.١.٢ قضیه�ی طبق چون است. R حلقه�ی از ناصفر ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I بنابراین .(۵.١.٢
ایده�آل n دقیقاً I پس است، D از اول ایده�آل یک P که است P (+)M فرم به R از اول ایده�آل هر

دارد. مینیمال اول
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در باشد. R١ از سره ایده�آل یک I و جابجایی حلقه�ی یک R = R١ ×R٢ کنیم فرض .١۶.١.٢ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت

است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I ×R٢ .١
است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I ×R٢ .٢

است. R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I .٣

ایده�آل یک I ×R٢ ،١٠.١.٢ نتیجه بنابر لذا ،I ×R٢ ⊈ NiL(R) چون (٢) ⇐= (١) برهان.
است. R ٢ـ�جذبی

است. بدیهی اثبات (٣) ⇐= (٢)
R ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I × R٢ وضوح به آنگاه باشد، R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I اگر (١) ⇐= (٣)

است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I ×R٢ بنابراین است.

I کنیم فرض یکدارند. و جابجایی حلقه�های R٢ و R١ که R = R١ × R٢ کنیم فرض .١٧.١.٢ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R٢ از ناصفر ایده�آل یک J و R١ از ناصفر سره ایده�آل یک

است. R ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I × J .١

اول ایده�آل یک I و R٢ از اول ایده�آل یک J یا است R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I و J = R٢ .٢
است. R١ از

است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آلی I × J .٣

،J = R٢ اگر باشد. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I × J کنیم فرض .(٢) ⇐= (١) برهان.
می�دهیم نشان .J ̸= R٢ کنیم فرض است. R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I ،١۶.١.٢ قضیه� بنابر آنگاه
که طوری به a, b ∈ R٢ کنیم فرض است. R١ اول ایده�آل یک I و R٢ از اول ایده�آل یک J که
چون (i,١)(١, a)(١, b) = (i, ab) ∈ I × J − {(٠,٠)} این�صورت در .٠ ̸= i ∈ I و ab ∈ J

پس ،(١, a)(١, b) = (١, ab) ̸∈ I × J

(i,١)(١, a) = (i, a) ∈ I × J یا (i,١)(١, b) = (i, b) ∈ I × J

می�کنیم فرض مشابه طور به می�باشد. R٢ از اول ایده�آل یک J نتیجه در و b ∈ J یا a ∈ J بنابراین
این�صورت در .٠ ̸= j ∈ J و cd ∈ I که طوری� به c, d ∈ R١

(c,١)(d,١)(١, j) = (cd, j) ∈ I × J − {(٠,٠)}

پس ،(c,١)(d,١) = (cd,١) ̸∈ I × J چون
(c,١)(١, j) = (c, j) ∈ I × J یا (d,١)(١, j) = (d, j) ∈ I × J

است. R١ از اول ایده�آل یک I نتیجه در و d ∈ I یا c ∈ I بنابراین
I × R٢ ،١۶.١.٢ بنابرقضیه آنگاه باشد، R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I و J = R٢ اگر .(٣) ⇐= (٢)
باشد. R٢ اول ایده�آل یک J و R١ از اول ایده�آلی I کنیم فرض حال . است R ٢ـ�جذبی ایده��آل یک



١٩ ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های از اساسی ویژگی�����������������های .١.٢

در .(a١, b١)(a٢, b٢)(a٣, b٣) ∈ I × J ،b١, b٢, b٣,∈ R٢ و a١, a٢, a٣ ∈ R١ بعضی برای کنیم فرض
را آن که است J عضو b′iها از یکی حداقل a١و را آن که است I عضو a′iها از یکی حداقل این�صورت
است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I × J نتیجه در و (a١, b١)(a٢, b٢) ∈ I × J بنابراین می�نامیم. b٢

است. بدیهی اثبات .(١) ⇐= (٣)

است. لازم شرط یک ،١٧.١.٢ قضیه در J ̸= {٠} فرض که می�دهد نشان زیر مثال

،۵.١.٢ مثال در مذکور ایده�آل و حلقه ،I = {٠}(+)M و R١ = Z٨(+)M کنیم فرض .١٨.١.٢ مثال
از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I × {٠} این�صورت در باشد. میدان R٢ کنیم فرض هم�چنین باشند.

نیست. R١ از اول ایده�آل یک I وضوح به ندارد. ٢ـ�جذبی خاصیت که طوری به است R١ ×R٢

و R١ از ناصفر سره ایده�آل یک I جابجایی، حلقه�ی یک R = R١ × R٢ کنیم فرض .١٩.١.٢ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R٢ از ایده�ال یک J

ندارد. ٢ـ�جذبی خاصیت که طوری به است R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I × J .١

ایده�آل یک J = {٠} و نیست اول که طوری به دارد ضعیف اول خاصیت R١ حلقه�ی از I ایده�آل .٢
است. R٢ از اول

٢ـ�جذبی که طوری به باشد R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I × J کنیم فرض (٢) ⇐= (١) برهان.
٢ـ�جذبی ایده�آل یک I × J ،١٧.١.٢ قضیه� بنابر این�صورت در .J ̸= {٠} کنیم فرض هم�چنین نیست،
ایده�آل یک J = {٠} می�دهیم نشان حال .J = {٠} بنابراین است. تناقض در فرض با که است R از
بعضی ازای به می�کنیم فرض منظور این برای است). صحیح دامنه�ی یک R٢ بنابراین است( R٢ از اول

چون .٠ ̸= i ∈ I کنیم فرض هم�چنین .ab ∈ J = {٠} ،a, b ∈ R٢

(i,١)(١, a)(١, b) = (i, ab) ∈ I × J − {(٠,٠)} , (١, a)(١, b) = (١, ab) ̸∈ I × J

پس
(i,١)(١, a) = (i, a) ∈ I × J یا (i,١)(١, b) = (i, b) ∈ I × J

می�دهیم نشان حال است. R٢ از اول ایده�آل یک J = {٠} نتیجه در و b ∈ J یا a ∈ J بنابراین
چون .ab ∈ I − {٠} ،a, b ∈ R١ بعضی برای کنیم فرض است. R١ از ضعیف اول ایده�آل یک I
پس .(a,١)(b,١) = (ab,١) ̸∈ I ×{٠} , (a,١)(b,١)(١,٠) = (ab,٠) ∈ I ×{٠}−{(٠,٠)}

(a,١)(١,٠) = (a,٠) ∈ I × {٠} یا (b,١)(١,٠) = (b,٠) ∈ I × {٠}

از اول ایده�آلی I اگر است. R١ از ضعیف اول ایده�آل یک I نتیجه در و b ∈ I یا a ∈ I بنابراین
تناقض در فرض با که است R ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I ×{٠} که می�شود ثابت آسانی به آنگاه باشد، R١

می�باشد.
J = {٠} و نیست اول که طوری به باشد R١ از ضعیف اول ایده�آل یک I کنیم فرض .(١) ⇐= (٢)
فرض است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I ×{٠} که می�دهیم نشان باشد. R٢ از اول ایده�آل یک



٢٠ جابجایی حلقه�های در ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های بررسی .٢

R١ از ضعیف اول ایده�آل یک I چون .(a, b)(c, d)(e, f) = (ace, bdf) ∈ I×{٠}−{(٠,٠)} کنیم
.d = ٠ کرد فرض می�توان لذا است، صحیح دامنه یک R٢ چون .a ∈ I کرد فرض می�توان پس است،

بنابراین
(a, b)(c, d) = (a, b)(c,٠) = (ac,٠) ∈ I × {٠}

ایده�آل یک I×{٠} که می�دهیم نشان اکنون است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I×{٠} نتیجه در
عناصر پس نیست، اول که طوری به است R١ از ضعیف اول ایده�آل یک I چون نیست. R از ٢ـ�جذبی

چون .b ̸∈ I و a ̸∈ I اما ،٠ = ab ∈ I که طوری به دارند وجود a, b ∈ R١

و (a,١)(b,١) = (ab,١) از یک هیچ و (٠,٠) = (a,١)(b,١)(١,٠) ∈ I × {٠}
ایده�آل I × {٠} لذا نیست، I × {٠} به متعلق (a,١)(١,٠) = (a,٠) و (b,١)(١,٠) = (b,٠)

نیست. R از ٢ـ�جذبی

ایده�آل یک . R = R١ ×R٢ ×R٣ و باشند یکدار و جابجایی حلقه�های R٣ و R٢،R١ کنیم فرض
R٣ و R٢ ،R١ از ایده�آل�هایی ترتیب به I٣ و I٢ ،I١ که طوری به است I١ × I٢ × I٣ فرم به R از I
چنین که حلقه�هایی برای ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های که می�دهیم نشان بعدی قضیه�ی دو در می�باشند.

هستند. توجه قابل دارند ساختاری

اگر یکدارند. و جابجایی حلقه�های R٣ و R٢ ،R١ که R = R١×R٢×R٣ کنیم فرض .٢٠.١.٢ قضیه
. I = {(٠,٠,٠)} یا است R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I آنگاه باشد، R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I

که کرد فرض می�توان پس است، ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک حلقه�ای هر در {٠} چون برهان.
I در (a, b, c) مانند ناصفری عنصر پس ،I ̸= {(٠,٠,٠)} چون .I = I١ × I٢ × I٣ ̸= {(٠,٠,٠)}

نتیجه در .(a,١,١)(١, b,١,١)(١, c) = (a, b, c) ∈ I بنابراین است. موجود
(١, b, c) ∈ I یا (a,١, c) ∈ I یا (a, b,١) ∈ I

ترتیب به آنگاه ،(١, b, c) ∈ I یا (a,١, c) ∈ I اگر مشابه طور به .I٣ = R٣ آنگاه ،(a, b,١) ∈ I اگر
بنابراین .I١ = R١ یا I٢ = R٢

I = I١ × I٢ ×R٣ یا I = I١ ×R٢ × I٣ یا I = R١ × I٢ × I٣

I ،١٠.١.٢ نتیجه بنابر لذا است، R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده��آل یک I چون و I ⊈ NiL(R) نتیجه در
است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک

یکدارند. و جابجایی حلقه�های R٣ و R٢،R١ که R = R١ × R٢ × R٣ کنیم فرض .٢١.١.٢ قضیه
که طوری به باشد R٣ از ایده�آلی I٣ و R٢ از ایده�آلی I٢ ،R١ از سره ایده�آل یک I١ کنیم فرض

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در .L = I١ × I٢ × I٣ ̸= {(٠,٠,٠)}

است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک L = I١ × I٢ × I٣ .١

است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک L = I١ × I٢ × I٣ .٢



٢١ ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های از اساسی ویژگی�����������������های .١.٢

طوری به L = I١ × I٢ × R٣ یا است R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I١ و L = I١ × R٢ × R٣ .٣
طوری به L = I١ × R٢ × I٣ یا می�باشد R٢ از اول ایده�آلی I٢ و R١ از اول ایده�آل یک I١ که

می�باشد. R٣ از اول ایده�آلی I٣ و R١ از اول ایده�آلی I١ که

L ،٢٠.١.٢ قضیه بنابر لذا است، ناصفر ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک L چون .(٢) ⇐= (١) برهان.
است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک

اگر زیرا است R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I١ پس است، R ٢ـ�جذبی ایده�آل یک L چون .(٣) ⇐= (٢)
(a,٠,٠)(b,٠,٠)(c,٠,٠) = (abc,٠,٠) ∈ I١ × I٢ × I٣ = L آنگاه ،a, b, c ∈ R١ که abc ∈ I١

لذا است، ٢ـ�جذبی ایده�آلی L چون
یا (a,٠,٠)(b,٠,٠) = (ab,٠,٠) ∈ I١ × I٢ × I٣ = L

یا (a,٠,٠)(c,٠,٠) = (ac,٠,٠) ∈ I١ × I٢ × I٣ = L

(b,٠,٠)(c,٠,٠) = (bc,٠,٠) ∈ I١ × I٢ × I٣ = L

I١ چون است. R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I١ بنابراین .bc ∈ I١ یا ac ∈ I١ یا ab ∈ I١ نتیجه در
فرض ابتدا .I٣ = R٣ یا I٢ = R٢ ،٢٠.١.٢ قضیه برهان به بنا پس می�باشد، R١ از سره ایده�آل یک
ایده�آل یک I٢ و R١ از اول ایده�آل یک I١ می�دهیم نشان این�صورت در .I٣ = R٣ و I٢ ̸= R٢ می�کنیم
فرض چنین هم و ab ∈ I١ که طوری به a, b ∈ R١ می�کنیم فرض منظور این برای می�باشد. R٢ از اول

این�صورت در .cd ∈ I٢ که طوری به c, d ∈ R٢ می�کنیم
(a,١,١)(١, cd,١)(b,١,١) = (ab, cd,١) ∈ L− {(٠,٠,٠)}

،(a,١,١)(b,١,١) ̸∈ L− {(٠,٠,٠)} چون

(a,١,١)(١, cd,١) = (a, cd,١) ∈ L− پس{(٠,٠,٠)}

یا (١, cd,١)(b,١,١) = (b, cd,١) ∈ L− {(٠,٠,٠)}

چون مشابه، طور به می�باشد. R١ از اول ایده�آلی I١ نتیجه در .b ∈ I١ یا a ∈ I١ رو این از
(ab,١,١)(١, c,١)(١, d,١) = (ab, cd,١) ∈ L− {(٠,٠,٠, )}

پس ،(١, c,١)(١, d,١) = (١, cd,١) ̸∈ L− {(٠,٠,٠)} و

(ab,١,١)(١, c,١) = (ab, c,١) ∈ L−{(٠,٠,٠)} یا (ab,١,١)(١, d,١) = (ab, d,١) ∈ L−{(٠,٠,٠)}

می�کنیم فرض آخر در می�باشد. R٢ از اول ایده�آل یک I٢ رو این از .d ∈ I٢ یا c ∈ I٢ بنابراین
نتیجه شد، برده بکار I١ × I٢ ×R٣ ایده�آل روی که مشابه برهانی از استفاده با .I٣ ̸= R٣ و I٢ = R٢

می�باشد. R٣ از اول ایده�آلی I٣ و R١ از اول ایده�آلی I١ که می�گیریم
٢ـ�جذبی ایده�آل یک L وضوح به آنگاه باشد، (٣) گزاره� در شده بیان فرم سه از یکی L اگر .(١) ⇐= (٣)

می�باشد. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک L بنابراین و است R از

این�صورت در باشد. R جابجایی حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک A کنیم فرض .٢٢.١.٢ قضیه
است. R/I از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک A/I آنگاه باشد، R از ایده�آل یک I ⊆ A اگر الف.



٢٢ جابجایی حلقه�های در ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل�های بررسی .٢

است. R٠ از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک A ∩R٠ آنگاه باشد، R از زیرحلقه�ای R٠ اگر ب.
ایده�آل یک As آنگاه ،A ∩ S = ∅ که طوری به باشد R از بسته ضربی زیرمجموعه�ی یک S اگر ج.

است. Rs از ٢ـ�جذبی ضعیف

می�کنیم انتخاب گونه�ای به را ā, b̄, c̄ ∈ R̄ عناصر .Ā = A/I و R̄ = R/I کنیم فرض الف. برهان.
A چون .٠ ̸= abc ∈ A بنابراین .abc ∈ R − I داریم لذا ،āb̄c̄ ̸= ٠ چون .٠ ̸= āb̄c̄ ∈ Ā که

نتیجه در .bc ∈ A یا ac ∈ A یا ab ∈ A داریم پس دارد، ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت
āb̄ ∈ Ā یا āc̄ ∈ Ā یا b̄c̄ ∈ Ā

است. بدیهی اثبات ب.
کنیم فرض هم�چنین ،r, s, t ∈ S و x, y, z ∈ R که ٠ ̸=

(x
r

)(y
s

)(z
t

)
∈ As کنیم فرض ج

بعضی برای چون .
(y
s

)(z
t

)
∈ As می�دهیم نشان این�صورت در .

(x
r

)(z
t

)
̸∈ As و

(x
r

)(y
s

)
̸∈ As

که طوری به دارد وجود v ∈ S پس ،(xyz)/(rst) = a

u
،u ∈ S, a ∈ A

vuxyz = vrsta ∈ A

٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک A چون .(vux)z ̸∈ A و (vux)y ̸∈ A اما ٠ ̸= (vux)yz ∈ A نتیجه در
.
(y
s

)(z
t

)
∈ As نتیجه در .yz ∈ A پس است، R از

ضعیف خاصیت آن�ها سره� ایده�آل� هر که حلقه�هایی معرفی ٢.٢

دارد. ٢ـ�جذبی

abcR ایده�آل این�صورت در . a, b, c ∈ J(R) و باشد جابجایی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١.٢.٢ لم
. abc = ٠ اگر تنها و اگر است R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک

R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک abcR آنگاه ،abc = ٠ اگر .a, b, c ∈ J(R) کنیم فرض برهان.
خاصیت abcR چون باشد. R ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک abcR و abc ̸= ٠ کنیم فرض حال است.
این بدون .bc ∈ abcR یا ac ∈ abcR یا ab ∈ abcR پس ،٠ ̸= abc ∈ abcR و دارد ٢ـ�جذبی ضعیف
،k ∈ R بعضی ازای به این�صورت در .ab ∈ abcR که کرد فرض می�توان شود، کاسته مسئله کلیات از که
١− ck ∈ u(R) ،٣٢.١.١ لم بنابر لذا ،ck ∈ J(R) چون .ab(١− ck) = ٠ نتیجه در .ab = abck

.abc = ٠ نتیجه در است. تناقض در فرض با که abc = ٠ بنابراین و ab = ٠ رو این از

در باشد. M ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی شبه حلقه�ی یک (R,M) کنیم فرض .٢.٢.٢ قضیه
.M٣ = {٠} اگر تنها و اگر دارد ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت R از سره ایده�آل هر این�صورت

ایده�آل یک abcR چون .a, b, c ∈ M و باشد ٢ـ�جذبی ضعیف R از سره ایده�آل هر کنیم فرض برهان.
.M٣ = {٠} درنتیجه .abc = ٠ ،١.٢.٢ لم بنابر لذا است، R از ٢ـ�جذبی ضعیف
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می�کنیم فرض هم�چنین باشد، R از سره ایده�آل یک I ̸= {٠} و M٣ = {٠} کنیم فرض بالعکس،
بنابراین می�باشد، R از یکه عنصر c یا b یا a پس ،abc ̸= ٠ و M٣ = {٠} چون .٠ ̸= abc ∈ I

است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I نتیجه در و bc ∈ I یا ac ∈ I یا ab ∈ I

طوری به Mباشد ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی شبه حلقه�ی یک (R,M) کنیم فرض .٣.٢.٢ نتیجه
است. ٢ـ�جذبی ایده�آل یک R از سره ایده�آل هر این�صورت در .M٢ = {٠} که

،a, b, c ∈ R بعضی برای کنیم فرض هم�چنین باشد، R از سره ایده�آل یک I کنیم فرض برهان.
است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I ،٢.٢.٢ قضیه بنابر لذا ،M٣ = {٠} چون .abc ∈ I

.abc = ٠ می�کنیم فرض حال است. R از جذبی -٢ ایده�آل یک I آنگاه ،abc ∈ I − {٠} اگر بنابراین
دیگر عنصر دو آنگاه باشد، M داخل a مانند عنصر یک دقیقاً اگر پس ،abc = ٠ و M٢ = {٠} چون
رو این از .a = ٠ نتیجه در .(a ∈ M و b, c ̸∈ M) می�باشند معکوس�پذیر لذا و بود خواهند M خارج
نتیجه در و bc ∈ M٢ = {٠} آنگاه ،c, b ∈ M مانند عنصر دو اگر و ab = ٠ ∈ I یا ac = ٠ ∈ I

است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آلی I بنابراین .bc = ٠ ∈ I

ایده�آل�های تنها با موضعی شبه جابجایی حلقه�های (R٢,M٢) و (R١,M١) کنیم فرض .۴.٢.٢ قضیه
ایده�آل یک R از سره ایده�آل هر این�صورت در .R = R١ ×R٢ و باشند M٢,M١ ترتیب به ماکسیمال

باشد. میدان R٢ یا R١ و M٢
١ = M٢

٢ = {٠} اگر تنها و اگر است ٢ـ�جذبی ضعیف

کنیم فرض هم�چنین باشد. داشته ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت R از سره ایده�آل هر کنیم فرض برهان.
است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I = abR١ × {٠} این�صورت در .a, b ∈ M١ که ab ̸= ٠

پس ،(a,١)(b,١) ̸∈ I و (a,١)(b,١)(١,٠) = (ab,٠) ∈ I − {(٠,٠)} چون

(a,١)(١,٠) = (a,٠) ∈ I یا (b,١)(١,٠) = (b,٠) ∈ I

نتیجه در .a = abk ،k ∈ R١ بعضی برای این�صورت در .(a,٠) ∈ I می�کنیم فرض ابتدا
تناقض در فرض با که a = ٠ لذا می�باشد، R١ حلقه�ی یکه عنصر ١ − bk چون و a(١ − bk) = ٠
هم باز که b = ٠ می�گیریم نتیجه مشابه طریق به این�صورت در . (b,٠) ∈ I می�کنیم فرض حال است.
به a, b ∈ M٢ می�کنیم فرض ،M٢

٢ = {٠} اثبات برای حال . M٢
١ = {٠} لذا و است تناقض یک

چون می�باشد، R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I = {٠} × abR٢ این�صورت در .ab ̸= ٠ که طوری

(١, a)(١, b) = (١, ab) ̸∈ I , (١, a)(١, b)(٠,١) = (٠, ab) ∈ I

تناقض در فرض با که b = ٠ یا a = ٠ می�گیریم نتیجه M١ روی اثبات مشابه روند کارگیری به با لذا
از است. میدان R٢ که می�دهیم نشان نباشد. میدان R١ می�کنیم فرض .M٢

٢ = {٠} بنابراین است.
٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک J = M١ × {٠} و M١ ̸= {٠} می�گیریم نتیجه نیست میدان R١ که این

است. R از
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است موجود c ∈ M٢ عنصر پس نیست، میدان R٢ و M٢
٢ = {٠} چون نباشد. میدان R٢ کنیم فرض

این�صورت در .m ̸= ٠ که طوری به m ∈ M١ می�کنیم فرض .c٢ = ٠ و c ̸= ٠ که طوری به
(m,١)(١, c)(١, c) = (m, c٢) = (m,٠) ∈ J = M١ × {٠} − {(٠,٠)}

در J ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت با که (١, c)(١, c) = (١, c٢) ̸∈ J و (m,١)(١, c) = (m, c) ̸∈ J اما
است. میدان R٢ نتیجه در و M٢ = {٠} بنابراین است. تناقض

هر ،٣.٢.٢ نتیجه بنابر لذا ،M٢
١ = {٠} که این از باشد. میدان R٢ M٢و

١ = {٠} کنیم فرض بالعکس،
{٠}×R٢ ایده�آل پس است، میدان R٢ و M٢

١ = {٠} چون دارد. ٢ـ�جذبی خاصیت R١ از سره ایده�آل
ایده�آل یک R١ × {٠} ایده�آل لذا است، میدان یک R٢ چون است. R ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک
.J ̸= {٠} که طوری به باشد R١ از سره ایده�آل یک J می�کنیم فرض حال است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف
ضعیف ایده�آل یک J × R٢ ،١۶.١.٢ قضیه بنابر لذا است، R١ از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک J که این از

است. R از ٢ـ�جذبی
فرض منظور این برای است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I = J×{٠} که می�دهیم نشان پایان در
(a١, b١)(a٢, b٢)(a٣, b٣) ∈ I−{(٠,٠)} ،b١, b٢, b٣ ∈ R٢ و a١, a٢, a٣ ∈ R١ بعضی ازای به می�کنیم
و a١ ∈ M می�کنیم فرض که می�باشد M١ به متعلق aiها از یکی فقط پس ،M٢

١ = {٠} چون
چون .a١ ∈ J پس می�باشند، R١ یکه�ی عناصر a٢, a٣ و a١a٢a٣ ∈ J که این از .a٣, a٢ ∈ u(R١)

می�کنیم فرض که است صفر مساوی biها از یکی حداقل لذا ،b١b٢b٣ = ٠ و است میدان یک R٢

R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I نتیجه در و (a١, b١)(a٢,٠) = (a١a٢,٠) ∈ I بنابراین .b٢ = ٠
است.

زیر گزاره�های از یکی این�صورت در باشد. R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .۵.٢.٢ قضیه
است برقرار

.P ٢ ⊆ I که طوری به است R اول ایده�آل یک Rad(I) = P الف.
مینیمال اول ایده�آل�های تنها P٢ و P١ که Rad(I)٢ ⊆ I و P١P٢ ⊆ I ،Rad(I) = P١ ∩ P٢ ب.

می�باشند. I ومتمایز

Rad(I) = P١∩P٢ یا است R حلقه�ی از اول ایده�آل یک Rad(I) = P ،[٢.۵ قضیه بنابر[٩، برهان.
ایده�آل یک Rad(I) = P کنیم فرض می�باشند. I متمایز و مینیمال اول ایده�آل�های تنها P٢ و P١ که

داریم ،[(e)٢.١ قضیه ،٩] بنابر لذا .x, y ∈ P و باشد R اول
داریم پس است، ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I چون .x(x+ y)y ∈ I حال .x٢, y٢ ∈ I

نتیجه حالتی هر از وضوح به .xy ∈ I یا (x+ y)y = xy + y٢ ∈ I یا x(x+ y) = x٢ + xy ∈ I

.P ٢ ⊆ I بنابراین و xy ∈ I که می�شود
متمایز و مینیمال اول ایده�آل�های تنها P٢ و P١ که طوری به Rad(I) = P١ ∩ P٢ می�کنیم فرض حال
بنابراین .xy ∈ I فوق روند مشابه صورت این در .x, y ∈ Rad(I) کنیم فرض می�باشند. I

هر برای ، ،[(e)٢.١ قضیه ،٩] بنابر وضوح به .P١P٢ ⊆ I که می�دهیم نشان حال .Rad(I)٢ ⊆ I

صورت این در .x٢ ∈ P٢ − P١ و x١ ∈ P١ − P٢ کنیم فرض .ω٢ ∈ I ،ω ∈ Rad(I)

عنصر .z٢ ∈ P٢ − P١ و z١ ∈ Rad(I) می�کنیم فرض .x١x٢ ∈ I ، [٢.۵ قضیه ،٩] برهان بنابر
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و y١z٢ ∈ I ،[٢.۵ قضیه ،٩] برهان بنابر این�صورت در می�کنیم. انتخاب را y١ ∈ P١ − P٢

روند مشابه .z١z٢ ∈ I رو این از و z١z٢ + y١z٢ = (z١ + y١)z٢ ∈ I بنابراین .z١ + y١ ∈ P١ −P٢

.P١P٢ ⊆ I نتیجه در و z١z٢ ∈ I آنگاه ،z٢ ∈ P١−P٢ و z١ ∈ Rad(I) اگر که داد نشان می�توان فوق

صفر R اگر تنها و اگر است R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک R حلقه�ی از ناصفر سره ایده�آل هر .۶.٢.٢ قضیه
هستند. میدان F٣ و F٢ ،F١ که R ∼= F١ ⊕ F٢ ⊕ F٣ و است) πـ�منظم حلقه�ی R باشد(یعنی بعدی

سره ایده�آل هر چون هستند. میدان F٣ و F٢ ،F١ که R ∼= D = F١ ⊕ F٢ ⊕ F٣ کنیم فرض برهان.
D از متمایز ماکسیمال ایده�آل دو (اشتراک) حاصل�ضرب یا D از ماکسیمال ایده�آل یک D از ناصفر
R از ناصفر سره ایده�آل هر نتیجه در و است ٢ـ�جذبی ایده�آل یک D از ناصفر سره ایده�آل هر پس است،

است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک
یک R که می�دهیم نشان باشد. ٢ـ�جذبی ایده�آل یک R از ناصفر سره ایده�آل هر کنیم فرض بالعکس،
باشد، R از توان پوچ عنصر یا یکه عنصر یک ω اگر .ω ∈ R کنیم فرض است. بعدی صفر حلقه�ی
توان پوچ غیر و نایکه عنصر یک ω که می�کنیم فرض بنابراین است. R از πـ�منظم عنصر یک ω آنگاه
R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک نتیجه در است. R ناصفر سره ایده�آل یک ω۴R این�صورت در باشد. R از
R نتیجه در است. R از πـ�منظم عنصر یک ω بنابراین .ω٢ ∈ ω۴R پس ،ω۴ ∈ ω۴R چون می�باشد.

است. صفرـ�بعدی R ،۴١.١.١ قضیه بنابر و است πـ�منظم حلقه�ی یک
M٣ و M٢ ،M١ کنیم فرض دارد. متمایز ماکسیمال ایده�آل سه حداکثر R که می�دهیم نشان ادامه در

این�صورت در باشند. R از متمایز ماکسیمال ایده�آل�های
I = M١M٢M٣ = M١ ∩M٢ ∩M٣ = {٠}

ممکن غیر ،۵.٢.٢ قضیه بنابر که است R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I = Rad(I) آنگاه ،I ̸= {٠} اگر
دارد. متمایز ماکسیمال ایده�آل سه حداکثر R لذا ،M١M٢M٣ = {٠} که این از است.

کنیم فرض هم�چنین باشد. Nil(R) ̸= {٠} ماکسیمال ایده�آل با موضعی شبه حلقه�ی یک R کنیم فرض
،۵.٢.٢ قضیه� بنابر است R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک ωR چون باشد. Nil(R) از ناصفر عنصر یک ω
M = Nil(R) ̸= {٠} ماکسیمال ایده�آل با موضعی شبه حلقه�ی یک R بنابراین و Nil(R)٢ ⊆ ωR

.M٢ ⊆ xR ،x ∈ M ناصفر عنصر هر ازای به که طوری به است
اگر باشد. داشته M٢ و M١ متمایز ماکسیمال ایده�آل دو دقیقاًً R کنیم فرض حال

می�کنیم فرض بنابراین .R ∼= R
M١

⊕ R
M٢

آنگاه ،Nil(R) = M١M٢ = {٠}
ناصفر عناصر این�صورت در .Nil(R)٢ ̸= {٠} کنیم فرض هم�چنین ،Nil(R) = M١M٢ ̸= {٠}
R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک ω١ω٢R چون .ω١ω٢ ̸= ٠ که طوری به دارند وجود ω١, ω٢ ∈ Nil(R)

که ω١ = ω١ω٢k بنابراین .ω١ ∈ M١M٢ = Nil(R) ⊆ ω١ω٢R ،۵.٢.٢ قضیه بنابر لذا است،
ω١ = ٠ پس است، R از یکه عنصر ١ − ω٢k چون .ω١)١ − ω٢k) = ٠ نتیجه در و ٠ ̸= k ∈ R

باشد. R ناصفر توان پوچ عنصر یک ω کنیم فرض .Nil(R)٢ = {٠} بنابراین است. تناقض یک که
در و Nil(R) = M١M٢ ⊆ ωR ،۵.٢.٢ قضیه� بنابر لذا است، R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک ωR چون
هستند میدان F٢ و F١ که R ∼= F١ ⊕ F٢ که طوری به دارد متمایز ماکسیمال ایده�آل دو دقیقاً R نتیجه
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.Nil(R) = ωR ،ω ∈ Nil(R) ناصفر عنصر هر ازای به و Nil(R)٢ = {٠} یا
M١M٢M٣ = {٠} چون باشد داشته M٣ و M٢ ،M١ متمایز ماکسیمال ایده�آل سه دقیقاًً R اگر آخر در

است. حاصل نتیجه بنابراین و R ∼= R
M١

⊕ R
M٢

⊕ R
M٣

پس

در .R = R١ × R٢ × R٣ و باشند جابجایی حلقه�های R٣ و R٢ ،R١ کنیم فرض .٧.٢.٢ قضیه
باشند. میدان R٣ و R٢ ،R١ اگر تنها و اگر دارد ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت R از سره ایده�آل هر این�صورت

خاصیت R از ناصفر سره�ی ایده�آل هر ،۶.٢.٢ قضیه بنابر آنگاه باشند میدان R٣ و R٢ ،R١ اگر برهان.
است. ٢ـ�جذبی ضعیف R از سره ایده�آل هر بنابراین دارد. ٢ـ�جذبی

Riها، از یکی و باشد داشته ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت R از سره ایده�آل هر کنیم فرض بالعکس،
نباشد. میدان R١ که می�کنیم فرض شود، وارد مسئله به خللی که این بدون نباشد. میدان (١ ≤ i ≤ ٣)
.I = J×{٠}×{٠} فرضکنیم .J ̸= {٠} که طوری به است J مانند سره�ای ایده�آل R١شامل بنابراین
.m ̸= ٠ که طوری به m ∈ J می�کنیم فرض است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I این�صورت در

این�صورت در
(m,١,١)(١,٠,١)(١,١,٠) = (m,٠,٠) ∈ I − {(٠,٠,٠)},

و (m,١,١)(١,١,٠) = (m,١,٠) ̸∈ I ،(m,١,١)(١,٠,١) = (m,٠,١) ̸∈ I اما
،R١ بنابراین است. تناقض در I ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت با که (١,٠,١)(١,١,٠) = (١,٠,٠) ̸∈ I

هستند. میدان R٣ و R٢

سه حداکثر R این�صورت در باشد. ٢ـ�جذبی ضعیف R حلقه�ی از سره ایده�آل هر کنیم فرض .٨.٢.٢ لم
دارد. ماکسیمال ایده�آل

کنیم فرض هم�چنین باشند، R از متمایز ماکسیمال M۴ایده�آل�های M٣و ،M٢ ،M١ کنیم فرض برهان.
لذا مینیمال�اند، I روی که است موجود R از اول ایده�آل سه چون .I = M١ ∩M٢ ∩M٣

طوری به است R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک I پس نیست. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I بنابر٧.١.٣،
بنابراین .I٣ = {٠} ،٩.١.٢ قضیه بنابر لذا ندارد. ٢ـ�جذبی خاصیت که

با که است M۴ در مشمول (١ ≤ i ≤ ٣)، Miها از یکی نتیجه در I٣ = M٣
١M

٣
٢M

٣
٣ = {٠} ⊂ M۴

دارد. متمایز ماکسیمال ایده�آل سه حداکثر R بنابراین است. تناقض در فرض

گزاره�های از یکی اگر تنها و اگر است ٢ـ�جذبی ضعیف سره ایده�آل Rهر جابجایی حلقه�ی در .٩.٢.٢ قضیه
باشد. برقرار زیر

. M٣ = {٠} که طوری به است M ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی شبه حلقه�ی یک (R,M) الف.
که طوری به است M ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی شبه حلقه�ی یک R١ که R ∼= R١ × F ب.

است. میدان یک F و M٢ = {٠}
هستند. میدان F٣ و F٢ ،F١ که R ∼= F١ × F٢ × F٣ ج.

ضعیف خاصیت R از سره ایده�آل هر ،٢.٢.٢ بنابرقضیه آنگاه کند، صدق (الف) شرط در R اگر برهان.
خاصیت R از سره ایده�آل هر ،۴.٢.٢ قضیه بنابر آنگاه کند، صدق (ب) شرط در R اگر دارد. ٢ـ�جذبی



٢٧ دارد. ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت آن�ها سره� ایده�آل� هر که حلقه�هایی معرفی .٢.٢

R از سره ایده�آل هر ،٧.٢.٢ قضیه بنابر آنگاه کند، صدق (ج) شرط در R اگر و دارد ٢ـ�جذبی ضعیف
دارد. ٢ـ�جذبی ضعیف خاصیت

R ،٨.٢.٢ لم بنابر این�صورت در باشد. ٢ـ�جذبی ضعیف R از سره ایده�آل هر کنیم فرض بالعکس،
می�گیریم نظر در را زیر حالت سه بنابراین دارد. ماکسیمال ایده�آل سه حداکثر

قضیه بنابر این�صورت در باشد. داشته M مانند ماکسیمال ایده�آل یک دقیقاً R کنیم فرض اول: حالت
.M٣ = {٠} ،٢.٢.٢

این�صورت در باشد. داشته Mو٢ M١ مانند ماکسیمال ایده�آل دو دقیقاً R کنیم فرض دوم: حالت
کنیم فرض .J(R)٣ = {٠} می�دهیم نشان است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک J(R) = M١∩M٢

.abc = ٠ ،١.٢.٢ لم بنابر لذا است، R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک abcR چون .a, b, c ∈ J(R)

R

M٣
٢
و R

M٣
١
که این به توجه با .R ∼=

R

M٣
١
× R

M٣
٢
بنابراین .J(R)٣ = M٣

١ ∩M٣
٢ = {٠} نتیجه در

شبه حلقه یک R١ که R ∼= R١ × F ،۴.٢.٢ قضیه بنابر لذا هستند، موضعی شبه جابجایی حلقه�های
است. میدان یک F و M٢ = {٠} که طوری به است M ماکسیمال ایده�آل تنها با موضعی

این�صورت در باشد. M٣داشته M٢و ،M١ مانند ماکسیمال ایده�آل سه دقیقاً R کنیم فرض سوم: حالت
اول ایده�آل سه اشتراک J(R) چون است. R از ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک J(R) = M١∩M٢∩M٣

٩.١.٢ قضیه بنابر نتیجه در نیست. ٢ـ�جذبی ایده�آل یک J(R) ،[٢.۵ قضیه بنابر[٩، لذا است، R از
این از .R ∼=

R

M٣
١
× R

M٣
٢
× R

M٣
٣
لذا ،J(R)٣ = M٣

١ ∩M٣
٢ ∩M٣

٣ = {٠} چون . J(R)٣ = {٠}

می�باشند. میدان F٣ و F٢ ،F١ که R ∼= F١ × F٢ × F٣ ،٧.٢.٢ قضیه بنابر رو

R = Zn از سره ایده�آل هر این�صورت در باشد. مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .١٠.٢.٢ نتیجه
q و p که n = q٢p یا است اول عدد یک q که n = q٣ اگر تنها و اگر است ٢ـ�جذبی ضعیف ایده�آل یک

می�باشند. متمایز اول اعداد q٣ و q٢ ،�q١ که n = q١q٢q٣ یا هستند متمایز اول اعداد





٣ فصل
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٣٠ جابجایی حلقه�های در nـ�جذبی ایده�آل�های بررسی .٣

I nـ�جذبی ایده�آل�های اساسی ویژگی�های ١.٣

می�کنیم. بیان را nـ�جذبی ایده�آل�های اساسی ویژگی�های از برخی بخش، این در

گوییم، nـ�جذبی را R حلقه�ی از I سره ایده�آل باشد. مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .١.١.٣ تعریف
طوری به باشند موجود xiها از تا n آنگاه ،x١ · · · xn+١ ∈ I اگر x١, · · · , xn+١ ∈ R هر ازای به گاه هر

باشد. I به متعلق آن�ها حاصل�ضرب که

p اگر است R اول عنصر p گوییم .p ∈ R و باشد صحیح دامنه�ی یک R کنیم فرض .٢.١.٣ تعریف
.p | b یا p | a آنگاه ،p | ab و a, b ∈ R گاه هر که باشد R از �ناپذیری وارون و ناصفر عضو

باشند. مثبت صحیح اعداد n,m و حلقه یک R کنیم فرض .٣.١.٣ قضیه
اگر x١, · · · , xm ∈ R هر برای اگر تنها و اگر است nـ�جذبی ، R حلقه�ی از I سره ایده�آل الف.
به متعلق آن�ها حاصل�ضرب که طوری به باشند موجود xiها از تا n آنگاه ،m > n که x١ · · · xm ∈ I

باشد. I
از mـ�جذبی ایده�آل یک I ،m ≥ n هر ازای به آنگاه باشد، R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر ب.

است. R حلقه�ی
یک I١ ∩ · · · ∩ Im آنگاه باشد، R حلقه�ی از njـ�جذبی ایده�آل یک Ij ،١ ≤ j ≤ mهر ازای به اگر ج.
R از اول ایده�آل�های Pn, · · · , P١ اگر ویژه، به .n = n١ + · · · + nm که است R از nـ�جذبی ایده�آل

بود. خواهد R از nـ�جذبی ایده�آل یک P١ ∩ · · · ∩ Pn آنگاه باشند،
یک I = p١ · · · pnR آنگاه باشند، R صحیح دامنه�ی از اول عناصر pn, · · · , p١ اگر د.

است. R از nـ�جذبی ایده�آل
به و است R از nـ�جذبی ایده�آل یک Rad(I) آنگاه باشد، R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر ه.

.xn ∈ I ،x ∈ Rad(I) هر ازای

است. بدیهی اثبات الف. برهان.
n + ١ می�دهیم نشان .a١, · · · , an, an+١, an+٢ ∈ R که a١ · · · anan+١an+٢ ∈ I کنیم فرض ب.
ایده�آل یک I چون است. I به متعلق آن�ها حاصل�ضرب که دارند وجود (١ ≤ i ≤ n+٢) aiها از عنصر
ij ∈ {١, · · · , n,m} که ai١ · · · ain ∈ I آنگاه ،a١ · · · an (an+١an+٢)︸ ︷︷ ︸

am

∈ I اگر پس است، nـ�جذبی

است. +nـ�����جذبی ١ ایده�آل یک I نتیجه در ai١ · · · ainaim ∈ I لذا و
است. بدیهی اثبات ج.

اول عناصر (١ ≤ i ≤ n) piها و a١, · · · , an+١ ∈ R که a١ · · · an+١ ∈ p١ · · · pnR کنیم فرض د.
نتیجه در .a١ · · · an+١ = p١ · · · pnr که طوری به دارد وجود r ∈ R این�صورت در می�باشند. R

p١ | (a١ · · · an)an+١

لذا است، اول عنصر p١ چون و
p١ | a١ · · · an یا p١ | an+١



٣١ I nـ�جذبی ایده�آل�های اساسی ویژگی�های .١.٣

آنگاه ،p١ | a١ · · · an اگر حال

p١ | a١ · · · an−١ یا p١ | an

داشت خواهیم روند این ادامه�ی با و

p١ | a١a٢ یا p١ | a٣

به .r١ ∈ R که aj = p١r١ نتیجه در و p١
∣∣ aj که طوری به دارد وجود ١ ≤ j ≤ n + ١ بنابراین

p١ · · · pn | aj١ · · · ajn پس .١ ≤ ji ≤ n + ١ که pi | aji ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به مشابه طور
رو این از .aj١ · · · ajn ∈ p١ · · · pnR بنابراین .r′ ∈ R که aj١ · · · ajn = p١ · · · pnr′ نتیجه در

است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I = p١ · · · pnR
،xn ∈ I داریم x ∈ Rad(I) هر ازای به این�صورت در باشد. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض ه.
زیر حالت دو حال .xx · · · x︸ ︷︷ ︸

mبار

∈ I که طوری به دارد وجود m ∈ N آنگاه باشد، x ∈ Rad(I) اگر زیرا

می�گیریم نظر در را
.xn ∈ I پس است، nـ�جذبی ایده�آل یک I چون . n < m کنیم فرض الف.

.xn ∈ I نتیجه در و xn−mxm ∈ I پس ،xm ∈ I فرض طبق چون . n ≥ m کنیم فرض ب.
این�صورت در .x١, · · · , xn+١ ∈ R که باشد x١ · · · xn+١ ∈ Rad(I) می�کنیم فرض حال

پس می�باشد، nـ�جذبی ایده��آل یک I چون و xn
١ · · · xn

n+١ = (x١ · · · xn+١)
n ∈ I

ایده�آل یک Rad(I) بنابراین .x١ · · · xn ∈ Rad(I) نتیجه در و (x١ · · · xn)
n = xn

١ · · · xn
n ∈ I

است. R حلقه�ی از nـ�جذبی

هر که شد بیان ،٣.١.٣ قضیه� (ب) قسمت در باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آل یک I کنیم فرض
از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر بود. خواهد mـ�جذبی ایده�آل یک ،m ≥ n هر ازای به nـ�جذبی ایده�آل

آنگاه است، مثبت صحیح عدد یک n که باشد R حلقه�ی

ωR(I) := min{n | است. R حلقه�ی از −جذبی n ایده�آل یک I}

چنین هم و می��کنیم استفاده ω(I) از ωR(I) جای به پس این از که ωR(I) = ∞ صورت این غیر در
.ω(I) ∈ N ∪ {٠,∞} داریم R حلقه�ی از I ایده�آل هر برای بنابراین .ω(R) = ٠ که می�کنیم قرارداد
.I = R اگر تنها و اگر ω(I) = ٠ و باشد R حلقه�ی از اول ایده�آل یک I اگر تنها و اگر ω(I) = ١ گوییم

می�کند. مشخص را اول ایده�آل از nـ�جذبی ایده�آل یک فاصله�ی که است متر یک ω(I) بنابراین

.J ⊈ Iو I ⊈ J گاه هر گوییم، ناپذیر قیاس را R ازحلقه�ی Jو I ایده�آل�های که می�کنیم یادآوری

کرد. مطرح دیگر گونه�ای به ω تابع از استفاده با می�توان را ٣.١.٣ قضیه� نتایج از بعضی .۴.١.٣ تبصره
گفت می�توان ، ٣.١.٣ قضیه� (ج) قسمت برای مثال، عنوان به



٣٢ جابجایی حلقه�های در nـ�جذبی ایده�آل�های بررسی .٣

اگر زیرا ω(I١ ∩ · · · ∩ Im) ≤ ω(I١) + · · ·+ ω(Im)

است −جذبی n١ ایده�آل یک I١ ⇐=ω(I١) = n١

...

است −جذبی nm ایده�آل Imیک ⇐=ω(Im) = nm

که است mـ�جذبی ایده�آل یک ،I١ ∩ · · · ∩ Im (ج)، ٣.١.٣ قضیه� بنابر نتیجه در
نتیجه در و ω(I١ ∩ · · · ∩ Im) ≤ m پس است مقادیر این مینیمم ω چون و m = n١ + · · ·+ nm

ω(I١ ∩ · · · ∩ Im) ≤ ω(I١) + · · ·+ ω(Im),

فوق اثبات مشابه آنگاه باشند، R حلقه�ی از اول ایده�آل�های ،Pn, · · · , P١ اگر ویژه، به
آنگاه باشند، R حلقه�ی از ناپذیر قیاس اول ایده�آل�های Pn, · · · , P١ اگر .ω(P١ ∩ · · · ∩ Pn) ≤ n

می�کنیم. انتخاب را xi ∈ Pi − (∪j ̸=iPj) ،١ ≤ i ≤ n هر ازای (به ω(P١ ∩ · · · ∩ Pn) = n

نیستند P١ به متعلق xiها ،٢ ≤ i ≤ n هر ازای به چون و x١ · · · xn ∈ P١ ∩ · · · ∩ Pn آنگاه
مورد در مشابه، طریق به .x٢ · · · xn ̸∈ P١ داریم ،P١ اول ایده�آل تعریف نقیض و بنابرعکس پس
(١ ≤ i ≤ n) xiها از سره�ای زیرحاصل�ضرب هیچ که می�رسیم نتیجه این به P٢, · · · , Pn ایده�آل�های
نتیجه (د)، ٣.١.٣ قضیه� چنین ).هم ω(P١ ∩ · · · ∩ Pn) ≥ n بنابراین ندارد. وجود P١ ∩ · · · ∩ Pn در

هستند. R صحیح دامنه�ی از اول عناصر pn, · · · , p١ که ω(p١ · · · pnR) = n که می�دهد
(⋆).ω(x١ · · · xnR) ≥ n ،R صحیح دامنه�ی یک در یکه غیر و صفر غیر xi هر ازای به کلی طور به زیرا

پس است، nـ�جذبی ایده�آل یک p١ · · · pnR چون گوییم (د) قسمت اثبات برای حال
.(⋆⋆) ω(p١ · · · pnR) ≤ n

بنابر لذا هستند. یکه غیر و ناصفر پس هستند، R حلقه�ی از اول عناصر ،(١ ≤ i ≤ n) piها چون
.ω(p١ · · · pnR) = n داریم (⋆⋆) و بنابر(⋆) رو این از .ω(p١ · · · pnR) ≥ n ،(⋆) توضیحات

.ω(Rad(I)) ≤ ω(I) که می�گیریم نتیجه سادگی به (ه)، ٣.١.٣ قضیه� قسمت از

nـ�جذبی ،n مثبت صحیح عدد هر ازای به آن، سره ایده�آل هر که زد خواهیم مثال را حلقه�ای ادامه، در
نیست.

است منظم نیومن فون حلقه�ی یک R صورت این در .R =
∏∞

i=١ Z٢ کنیم فرض .۵.١.٣ مثال
،n مثبت صحیح عدد هر ازای به کنیم فرض .(dim(R) = ٠ با یافته تقلیل حلقه�ی یک R (بوضوح

کنیم فرض هم�چنین و In = {(xi) ∈ R
∣∣xi = ٠ ١ ≤ i ≤ n {که

برای که می�شود ثابت آسانی به صورت این در .I = {(xi) ∈ R
∣∣x٢i−١ = ٠ i ∈ Nهر ازای {به

می�دانیم .ω(I) = ∞ و ω(In) = n که هستند R از سره ایده�آل�های In و I ،n مثبت صحیح عدد هر
است. R از ماکسیمال ایده�آل n حاصل�ضرب In هر که

است. R اول ایده�آل یک P که طوری به باشند R حلقه�ی از ایده�آل�هایی I ⊆ P کنیم فرض .۶.١.٣ لم
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در



٣٣ I nـ�جذبی ایده�آل�های اساسی ویژگی�های .١.٣

است. I از مینیمال اول ایده�آل یک P .١

ماکسیمال (R− P ) ∩ I = ∅ خاصیت به نسبت که است بسته ضربی مجموعه�ی یک R− P .٢
است.

.yxi ∈ I که طوری به دارد وجود i نامنفی صحیح عدد و y ∈ R− P ،x ∈ P هر ازای به .٣

اول P اگر .A = {S ⊆ R|S ∩ I = ∅, است بسته {Sضربی کنیم فرض (٢) ⇐= (١) برهان.
بنابراین .I ∩ (R − P ) = ∅ وضوح به که است بسته ضربی مجموعه یک R − P آنگاه باشد،
.S∩I = ∅ که است S مانند ماکسیمالی عضو دارای A زورن، لم بنابر لذا .A ̸= پس∅ R−P ∈ A
این با است ماکسیمال که باشد I شامل R از ایده�آلی Q اگر .S = R − P می�دهیم نشان حال
که داریم توجه است. I مینیمال اول ایده�آل Q پس است. اول Q بنابراین .Q ∩ S = ∅ که خاصیت

.R− P = S رو این از و Q = P نتیجه در .Q ∩ (R− P ) = ∅
کنیم فرض می�کنیم. انتخاب P در x مانند ناصفری عضو (٣) ⇐= (٢)

به که است بسته ضربی مجموعه یک S این�صورت در .S = {yxi : y ∈ R− P, i = ٠,١,٢, · · · }
طوری به دارد وجود i نامنفی صحیح عدد یک و y ∈ R − P بنابراین است. R − P شامل سره طور

.yxi ∈ I که
باشد، موجود x ∈ P − Q اگر است. اول ایده�آل یک Q که I ⊂ Q ⊆ P کنیم فرض (١) ⇐= (٣)
و است تناقض یک که .yxi ∈ I ⊂ Q که طوری به دارد وجود i مثبت صحیح عدد و y ̸∈ P آنگاه

.P = Q بنابراین

ایده�آل n حداکثر I این�صورت در باشد. R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .٧.١.٣ قضیه
.|MinR(I)| ≤ ωR(I) علاوه، به دارد. مینیمال اول

کنیم فرض .n ≥ ٢ می�کنیم فرض لذا است، اول ایده�آل یک ١ـ�جذبی ایده�آل هر چون برهان.
ازای به این�صورت در مینیمال�اند. I روی که باشند R حلقه�ی از متمایز اول ایده�آل�های P١, · · · , Pn+١

،۶.١.٣ لم بنابر داشت. خواهد وجود xi ∈ Pi −
(
(∪k ̸=iPk)∪Pn+١

)
مانند عنصری ،١ ≤ i ≤ n هر

،ni ≥ ١ مثبت صحیح اعداد بعضی برای که طوری به دارد وجود ci ∈ R−Pi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به
،xi ̸∈ Pn+١ ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به و است R از nـ�جذبی ایده�آل یک I ⊆ Pn+١ چون .cixni

i ∈ I

.(c١ + · · · + cn)x
n−١
١ · · · xn−١

n ∈ I بنابراین .cixn−١
i ∈ I داریم ١ ≤ i ≤ n هر ازای به لذا

پس .cixn−١
i ∈ I ⊆ P١ ∩ · · · ∩ Pn و xi ∈ Pi −

(
∪k ̸=i Pk

)
،١ ≤ i ≤ n هر ازای به چون

از .xn−١
i ∈ Pi یا ci ∈ Pi لذا است، اول Pi چون و cix

n−١
i ∈ Pi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به

cix
n−١
i ∈ P١ می�کنیم فرض حال .xn−١

i ∈ Pi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به پس ،ci ̸∈ Pi که این
آنگاه ،xn−١

i ∈ P١ اگر .xn−١
i ∈ P١ یا ci ∈ P١ پس است، اول ایده�آل P١ چون .(i ̸= ١) که

لذا و xi ∈ Pi −
(
∪k ̸=i Pk

)
زیرا است تناقض یک که xi ∈ P١ داریم P١ بودن اول بنابرخاصیت

هر ازای به نتیجه در .ci ∈ Pj داریم ،١ ≤ j ≤ n که j ̸= i هر برای ترتیب همین به و ci ∈ P١

.c١ + · · · + cn ̸∈ Pi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به بنابراین و ci ∈
(
∩k ̸=i Pk

)
− Pi ،١ ≤ i ≤ n
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هر ازای به نتیجه در .(c١ + · · · + cn)
∏

k ̸=i x
n−١
k ̸∈ Pi ،١ ≤ i ≤ n هر ازای به رو این از

پس است، R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I چون و (c١+ · · ·+ cn)
∏

k ̸=i x
n−١
k ̸∈ I ،١ ≤ i ≤ n

لذا و است تناقض یک که xi ∈ Pn+١ ،١ ≤ i ≤ n بعضی ازای به اما .xn−١
١ · · · xn−١

n ∈ I ⊆ Pn+١

.|MinR(I)| ≤ ωR(I) وضوح به دارد. مینیمال اول ایده�آل n حداکثر I

دارد وجود R از nـ�جذبی ایده�آل یک این�صورت در باشند. مثبت صحیح اعداد n ≥ m کنیم فرض
در .n = ٣ کنیم فرض مثال، عنوان به دارد. مینیمال اول ایده�آل m دقیقاً و نیست −n)ـ�جذبی ١) که
خاصیت که طوری به هستند ٣ـ�جذبی ایده�آل�های I٣ = ٣٠Z و I٢ = ١٨Z ،I١ = ٢٧Z این�صورت

می�باشند. مینیمال اول ایده�آل سه و دو یک، دارای ترتیب به و ندارند ٢ـ�جذبی

در باشند. R حلقه�ی از ماکسیمال هم دو به دو اول ایده�آل�های Pn, · · · , P١ کنیم فرض .٨.١.٣ قضیه
.ω(I) = n علاوه، به است. R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I = P١ · · ·Pn این�صورت

پس می�باشند، هم�ماکسیمال� دو به دو ایده�آل�های (١ ≤ i ≤ n ) Piها چون برهان.
و است R از nـ�جذبی ایده�آل یک I (ج)، ٣.١.٣ قضیه� بنابر لذا .I = P١ · · ·Pn = P١ ∩ · · · ∩ Pn

.ω(I) = n ، ۴.١.٣ تبصره بنابر پس ناپذیرند، قیاس اول ایده�آل�های Piها چون

مثال�های که بود نخواهد nجذبی ایده�آل لزوماً ،(n ≥ ٢) اول ایده�آل n حاصل�ضرب کلی، حالت در
می�باشند. مطلب این دهنده نشان زیر

این�صورت در .R = Z[X,Y ] + ۶ZZ[X,Y, Z] ⊂ Z[X,Y, Z] کنیم فرض الف. .٩.١.٣ مثال
قیاس اول ایده�آل�های P٢ = Y Z[X,Y ] + ۶ZZ[X, Y, Z] و P١ = XZ[X,Y ] + ۶ZZ[X, Y, Z]

اما ٢ · ٣ · ۶Z٢ ∈ I زیرا نیست. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I = P١P٢ اما، هستند. R ناپذیر
R از ٢ـ�جذبی ایده�آل�های نیز P ٢

٢ و P ٢
١ مشابه طور به .٢ · ٣ ̸∈ I و ٢ · ۶Z٢ ̸∈ I ،٣ · ۶Z٢ ̸∈ I

نمی�باشند.
P٣ = ⟨٢, Z⟩ و P٢ = ⟨٢, Y ⟩ و P١ = ⟨٢, X⟩ این�صورت در .R = Z[X,Y, Z] کنیم فرض ب.

اما می�باشند. R حلقه�ی از ماکسیمال غیر و ناپذیر قیاس اول ایده�آل�های
برای نیست. R از جذبی -٣ ایده�آل I = P١P٢P٣ = ⟨٨,۴X,۴Y,۴Z,٢XY,٢XZ,٢Y Z,XY Z⟩

می�کنیم فرض مطلب اثبات
f١ = ٢, f٢ = X + Y + ٢, f٣ = X + Z + ٢, f۴ = Y + Z + ٢

نیست. موجود I در (fiها) عنصر سه این از حاصل�ضربی هیچ اما ،f١f٢f٣f۴ ∈ I این�صورت در

،٨.١.٣ قضیه� بنابر آنگاه باشند، R حلقه�ی از متمایز ماکسیمال ایده�آل�های Mn, · · · ,M١ اگر
تا n هر حاصل�ضرب که داد خواهیم نشان ادامه در است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I = M١ · · ·Mn

ایده�آل هر برای که می�دهیم نشان ابتدا اما است. nـ�جذبی ایده�آل یک R حلقه�ی از ماکسیمال ایده�آل
می�باشد. R از nـ�جذبی ایده�آل یک Mn ،R حلقه�ی از M ماکسیمال
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در باشد. مثبت صحیح عدد یک n و R حلقه�ی از ماکسیمال ایده�آل یک M کنیم فرض .١٠.١.٣ لم
آنگاه ،Mn+١ ⊂ Mn اگر و ω(Mn) ≤ n علاوه، به است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک Mn این�صورت

.ω(Mn) = n

،x١, · · · , xn+١ ∈ M اگر .x١, · · · , xn+١ ∈ R که طوری به x١ · · · xn+١ ∈ Mn کنیم فرض برهان.
.⟨Mn, xn+١⟩ = R این�صورت در .xn+١ ̸∈ M کرد فرض می�توان بنابراین است. حاصل نتیجه آنگاه

.y + zxn+١ = ١ ،z ∈ R و y ∈ Mn بعضی برای رو این از
بنابراین

x١ · · · xn = (x١ · · · xn)١ = (x١ · · · xn)y + (x١ · · · xn+١)z ∈ Mn

می�کنیم فرض حال .ω(Mn) ≤ n وضوح به است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک Mn نتیجه در
.x١ · · · xn ∈ Mn −Mn+١ که طوری به موجوداند x١, · · · , xn ∈ M این�صورت در .Mn+١ ⊂ Mn

صورت این غیر در چون ندارد وجود Mn در xi از تا (n− ١) از حاصل�ضربی هیچ بنابراین
چون و نیست R از (١−n)ـ�جذبی ایده�آل Mnیک بنابراین است. تناقض یک که x١ · · · xn ∈ Mn+١

.ω(Mn) = n پس است، R از nـ�جذبی ایده�آل یک Mn که دادیم نشان برهان اول پاراگراف در

این�صورت در باشند. R حلقه�ی از ماکسیمال ایده�آل�های Mn, · · · ,M١ کنیم فرض .١١.١.٣ قضیه
.ω(I) ≤ n علاوه، به است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I = M١ · · ·Mn

nm, · · · , n١ و R حلقه�ی از متمایز ماکسیمال ,Mmایده�آل�های · · · ,M١ اگر که می�دهیم نشان برهان.
ایده�آل یک I = M

n١
١ · · ·Mnm

m آنگاه ،n = n١ + · · · + nm که طوری به باشند مثبت صحیح اعداد
لذا و است R از niـ�جذبی ایده�آل یک (١ ≤ i ≤ m) Mni

i هر ،١٠.١.٣ لم بنابر است. R از nـ�جذبی
است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I = M

n١
١ · · ·Mnm

m = M
n١
١ ∩ · · · ∩Mnm

m (ج)، ٣.١.٣ قضیه بنابر
.ω(I) ≤ n که است واضح

R حلقه�ی از I مانند nـ�جذبی ایده�آل یک اگر دهیم نشان که است ،١۶.١.٣ قضیه ما بعدی هدف
.P١ · · ·Pn ⊆ Iآنگاه باشد، داشته Pn, · · · , P١ مانند مینیمال اول ایده�آل n دقیقاً

و باشند R حلقه�ی از ناپذیر قیاس اول ایده�آل�های Pn, · · · , P١ کنیم فرض .١٢.١.٣ مثال
اما .P١ · · ·Pn ⊆ I = P١∩· · ·∩Pn و ω(I) = n ،Rad(I) = I صورت این در .I = P١∩· · ·∩Pn

P١ = ⟨٢, X⟩ ،R = Z[X, Y ] کنیم فرض مثال، عنوان به باشد. اکید است ممکن شمول رابطه�ی این
.٢ ∈ I −P١P٢ زیرا ⟨۴,٢X,٢Y,XY ⟩ = P١P٢ ⊂ I = P١ ∩P٢ این�صورت در .P٢ = ⟨٢, Y ⟩ و

باشند، R حلقه�ی از ناپذیر قیاس اول ایده�آل�های Pn, · · · , P١ و n ≥ ٢ کنیم فرض .١٣.١.٣ لم
صحیح اعداد برای اگر باشد. P١∩ · · ·∩Pn در مشمول R از nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض هم�چنین

.x١ · · · xn ∈ I آنگاه ،xm١
١ · · · xmn

n ∈ I ،xi ∈ Pi −
(
∪k ̸=i Pk

)
و mi مثبت

که kn, · · · , k١ مثبت صحیح اعداد برای پس است، R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I چون برهان.
صفر با برابر ki تعدادی اگر .xk١

١ · · · xkn
n ∈ I داریم k١ + k٢ + · · · + kn = n و ٠ ≤ ki ≤ mi هر
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،٢ ≤ i ≤ n هر برای زیرا است تناقض یک که xk٢
٢ · · · xkn

n ∈ I ⊆ P١ آنگاه ،k١ = ٠ مثلا باشد،
.x١ · · · xn ∈ I بنابراین .xi ̸∈ P١

a
∏

i̸=j ci فرم به حاصل�ضرب�هایی تمام مجموعه�ی دادن نشان برای Pj

∏
i̸=j ci نماد از زیر، لم در
.a ∈ Pj که می�کنیم استفاده

ایده�آل n دقیقاً I که طوری به باشد R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I و n ≥ ٢ کنیم فرض .١۴.١.٣ لم
که i ̸= j هر ازای به و ١ ≤ j ≤ n کنیم فرض هم�چنین باشد. داشته Pn, · · · , P١ مانند مینیمال اول

.Pj

∏
i ̸=j ci ∈ I این�صورت در .ci ∈ Pi −

(∪
k ̸=i Pk

)
،١ ≤ i ≤ n

،١٣.١.٣ لم و ٣.١.٣(ه) قضیه بنابر آنگاه ،a ∈ Pj −
(∪

i̸=j Pi

)
اگر .a ∈ Pj کنیم فرض برهان.

عنصر می�خواهیم .d ∈ Pj −
(∪

i̸=j Pi

)
و a ∈ Pj ∩

(∪
i̸=j Pi

)
کنیم فرض حال .a

∏
i ̸=j ci ∈ I

کنیم فرض .bd+ a ∈ Pj −
(∪

i̸=j Pi

)
که طوری بیابیم را b ∈ R

و D = {m
∣∣a ∈ Pm; ١ ≤ m ≤ n,m ̸= j} ،F = {m

∣∣a ̸∈ Pm; ١ ≤ m ≤ n}
،m ∈ F هر ازای به چون .x = bd + a و (F = ∅ اگر b = ١ کنیم (فرض b =

∏
k∈F ck

،m ∈ D هر ازای به چون . x ̸∈ Pm ، m ∈ F هر برای رو این از ،a ̸∈ Pm و d
∏

k∈F ck ∈ Pm

x ∈ Pj −
(∪

i̸=j Pi

)
بنابراین .x ̸∈ Pm داریم m ∈ D هر برای پس ،d

∏
k∈F ck ̸∈ Pm و a ∈ Pm

رو این از .d
∏

i̸=j ci ∈ I و x
∏

i̸=j ci ∈ I نتیجه در و
نتیجه در .a

∏
i ̸=j ci ∈ I بنابراین و

(∏
k∈F ck

)(
d
∏

i̸=j ci
)
+ a

∏
i̸=j ci = x

∏
i̸=j ci ∈ I

.Pj

∏
i̸=j ci ∈ I

باشند. R حلقه�ی از ناپذیر قیاس اول ایده�آل�های Pn, · · · , P١ و n ≥ ٢ کنیم فرض .١۵.١.٣ نتیجه
d ∈ Pj −

(∪
i̸=j Pi

)
عناصر این�صورت در .a ∈ Pj ،١ ≤ j ≤ n بعضی برای کنیم فرض هم�چنین

.bd+ a ∈ Pj −
(∪

i̸=j Pi

)
که طوری به موجوداند b ∈ R و

کنیم. بیان را بخش این اصلی نتیجه�ی می�توانیم حال

اول ایده�آل n دقیقاً I که طوری به باشد R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .١۶.١.٣ قضیه
.ω(I) = n علاوه، به .P١ · · ·Pn ⊆ I این�صورت در باشد. داشته Pn, · · · , P١ مینیمال

هر برای کنیم فرض .n ≥ ٢ کرد فرض می�توان لذا است، اول ایده�آلی ١ـ�جذبی ایده�آل هر چون برهان.
ci ∈ Pi −

(
P١

∪(∪
j ̸=i Pj

))
انتخاب هر ازای به ،١۴.١.٣ لم بنابر آنگاه ،ai ∈ Pi ،١ ≤ i ≤ n

باشیم داشته ،١ ≤ k ≤ n− ١ بعضی برای می�کنیم فرض حال .a١
∏

٢≤i≤n ci ∈ I ،٢ ≤ i ≤ n که
(a١ · · · ak)

∏
(k+١)≤i≤n

ci ∈ I (١.٣)

هر برای می�دهیم نشان . k + ١ ≤ i ≤ n و ci ∈ Pi −
(
P١ ∪

(∪
j ̸=i Pj

))
که

.(a١ · · · ak+١)
∏

(k+٢)≤i≤n ci ∈ I ،k + ٢ ≤ i ≤ n و ci ∈ Pi −
(
P١ ∪

(∪
j ̸=i Pj

))
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به دارند وجود bk+١ ∈ R و dk+١ ∈ Pk+١ −
(∪

j ̸=k+١ Pj

)
عناصر ،١۵.١.٣ نتیجه� بنابر لذا

،ck+١ = bk+١dk+١ + ak+١ می�دهیم قرار .bk+١dk+١ + ak+١ ∈ Pk+١ −
(∪

j ̸=k+١ Pj

)
که طوری

داریم ،١.٣ رابطه بنابر آنگاه

(
(bk+١a١ · · · akdk+١)

∏
k+٢≤i≤n

ci

)
+
(
(a١ · · · ak+١)

∏
k+٢≤i≤n

ci

)
= (a١ · · · ak)(bk+١dk+١ + ak+١)

∏
(k+٢)≤i≤n

ci

= (a١ · · · ak)
∏

(k+١)≤i≤n

ci ∈ I

داریم فرض بنابر پس ،dk+١ ∈ Pk+١ −
(∪

i ̸=k+١ Pi

)
چون

(bk+١a١ · · · akdk+١)
∏

(k+٢)≤i≤n

ci ∈ I

بنابراین
(a١ · · · ak+١)

∏
(k+٢)≤i≤n

ci ∈ I

.a١ · · · an ∈ I بنابراین .(a١ · · · an−١)(bndn + an) ∈ I آنگاه ،k = n − ١ اگر خاص، حالت در
اثبات برای حال .ω(I) ≤ n پس است، R از nـ�جذبی ایده�آل یک I چون .P١ · · ·Pn ⊆ I نتیجه در
می�کنیم انتخاب را xi ∈ Pi−

(∪
j ̸=i Pj

)
عنصر ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،(ω(I) ≥ n) نامساوی عکس

مانند xiها از سره�ای زیرحاصل�ضرب شامل I اگر اما .x١ · · · xn ∈ P١ · · ·Pn ⊆ I آنگاه
.ω(I) = n لذا و است تناقض یک که ٢ ≤ i ≤ n که xi ∈ P١ آنگاه ،x٢ · · · xn ∈ I ⊆ P١

اول ایده�آل n دقیقاً I که طوری به باشد R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .١٧.١.٣ نتیجه
به .I = P١ · · ·Pn آنگاه باشند، هم�ماکسیمال دو به دو Piها اگر باشد. داشته Pn, · · · , P١ مینیمال
دامنه�ی یک R یا dim(R) = ٠ آنگاه باشد، ماکسیمال Piها از یک هر اگر ویژه، به .ω(I) = n علاوه،

است. dim(R) ≤ ١ با صحیح

دو به دو Piها چون و P١ · · ·Pn ⊆ I ⊆ P١ ∩ · · · ∩ Pn داریم ،١۶.١.٣ قضیه�ی بنابر برهان.
.ω(I) = n وضوح به .I = P١ · · ·Pn لذا هم�ماکسیمال�اند،

اول ایده�آل n دقیقاً I که طوری به باشد R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .١٨.١.٣ نتیجه
.IPi

= PiPi
،١ ≤ i ≤ n هر ازای به RPi

حلقه�ی در آنگاه باشد، داشته Pn, · · · , P١ مینیمال

کنیم فرض .n ≥ ٢ کرد فرض می�توان بنابراین است. اول ایده�آل یک I آنگاه ،n = ١ اگر برهان.
. IPi

⊆ PiPi
،RPi

حلقه�ی در وضوح به .١ ≤ i ≤ n
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فرض ،j ̸= i که ١ ≤ j ≤ n هر ازای به .x ∈ Pi می�کنیم فرض شمول، عکس اثبات برای حال
،١۶.١.٣ قضیه بنابر چون .c =

∏
j ̸=i cj ∈ R− Pi این�صورت در .cj ∈ Pj −

(∪
k ̸=j Pk

)
می�کنیم

نتیجه در و x

s
=

cx

cs
∈ IPi

،s ∈ R − Pi هر ازای به بنابراین .cx ∈ I لذا ،P١ · · ·Pn ⊆ I

.IPi
= PiPi

II nـ�جذبی ایده�آل�های اساسی ویژگی�های ٢.٣

ادامه را کردیم آغاز قبلی بخش در که nـ�جذبی ایده�آل�های اساسی ویژگی�های مطالعه�ی بخش، این در
بعدی نتیجه�ی می�کنیم. بررسی را اولیه ایده�آل�های و nـ�جذبی ایده�آل�های بین رابطه�ی ابتدا در می�دهیم.

است. Mـ�اولیه ایده�آل یک ،M ماکسیمال ایده�آل یک از توان هر چون می�باشد. ،١٠.١.٣ لم تعمیم

ایده�آل یک I کنیم فرض هم�چنین باشد، R حلقه�ی از اول ایده�آل یک P کنیم فرض .١.٢.٣ قضیه
یک I این�صورت در .P n ⊆ I ،n مثبت صحیح اعداد بعضی برای که طوری به باشد R از Pـ�اولیه
آنگاه باشد، R از Pـ�اولیه ایده�آل یک P n اگر ویژه، به .ω(I) ≤ n علاوه، به است. R از nـ�جذبی ایده�آل

.ω(P n) = n آنگاه ،P n+١ ⊂ P n اگر و ω(P n) ≤ n که است R از nـ�جذبی ایده�آل یک P n

نباشد، P در xiها از یکی اگر .x١, · · · , xn+١ ∈ R که طوری به x١ · · · xn+١ ∈ I کنیم فرض برهان.
می�توان بنابراین می�باشد. I در مشمول دیگر xiهای حاصل�ضرب پس است، Pـ�اولیه ایده�آل یک I چون
از .x١ · · · xn ∈ I پس ،P n ⊆ I چون .(١ ≤ i ≤ n + ١) است موجود P در xi هر که کرد فرض

است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I رو این
R از nـ�جذبی ایده�آل یک P n آنگاه باشد، R از Pـ�اولیه ایده�آل یک P n اگر و ω(I) ≤ n وضوح به

.ω(P n) = n آنگاه ،P n+١ ⊂ P n اگر ،١٠.١.٣ لم برهان بنابر هم�چنین .ω(P n) ≤ n و است

یک چون است. ضروری ،n مثبت صحیح اعداد بعضی ازای به P n ⊆ I فرض فوق، قضیه�ی در
،١٢.۴.٣ مثال در که نیست nـ�جذبی ایده�ال یک لزوماً ،n مثبت صحیح عدد هر ازای به اولیه ایده�آل

دید. خواهیم

،x ∈ R − P هر برای گاه هر گوییم، �پذیر بخش اول را R حلقه�ی از P اول ایده�آل .٢.٢.٣ تعریف
.P ⊂ ⟨x⟩

است. R از ایده�آلی هر با مقایسه قابل ،R حلقه�ی از �پذیر بخش اول ایده�آل هر .٣.٢.٣ نتیجه

�پذیر بخش آن اول ایده�آل هر گاه هر گوییم، �پذیر بخش دامنه�ی را R صحیح دامنه�ی .۴.٢.٣ تعریف
باشد.
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باشد R از nـ�جذبی ایده�آل یک I و R حلقه�ی از بخش�پذیر اول ایده�آل یک P کنیم فرض .۵.٢.٣ قضیه
است. R از Pـ�اولیه ایده�آل یک I این�صورت در .Rad(I) = P که طوری به

y ̸∈ P چون .x ∈ I می�دهیم نشان این�صورت در .y ̸∈ P و x, y ∈ R که xy ∈ I کنیم فرض برهان.
پس ،yn−١ ̸∈ P و R از بخش�پذیر اول ایده�آل یک P چون .x ∈ P لذا است، اول ایده�آل یک P و
.x = yn−١z که طوری به دارد وجود z ∈ R لذا ،P ⊂ yn−١R و x ∈ P که این از .P ⊂ yn−١R

پس است، R از nـ�جذبی ایده�آل یک I و yn ̸∈ I ،ynz = yyn−١z = yx ∈ I که جایی آن از
است. R حلقه�ی از Pـ�اولیه ایده�آل یک I نتیجه در .x = yn−١z ∈ I

این�صورت در باشند. R حلقه�ی از بخش�پذیر اول ایده�آل�های Nil(R) ⊂ P کنیم فرض .۶.٢.٣ قضیه
هر ازای به که است R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک P n بنابراین و است R از اولیه P ایده�آل یک P n

.ω(P n) = n آنگاه ،P n+١ ⊂ P n اگر علاوه، به .ω(P n) ≤ n ،n مثبت صحیح عدد

،١.٢.٣ قضیه بنابر این�صورت در که است R حلقه�ی از Pـ�اولیه ایده�آل یک P n می�دهیم نشان برهان.
Rاست، از بخش�پذیر اول ایده�آل یک Nil(R) ⊂ P چون بود. خواهد R از nـ�جذبی ایده�آل یک P n

صورت این در .y ̸∈ Rad(P n) = P و x, y ∈ R که xy ∈ P n کنیم فرض .Nil(R) ⊂ P n پس
.(١ ≤ j ≤ n)zij ∈ P هر که xy =

∑
zi١ · · · zin لذا ،xy ∈ P n چون .x ∈ P n می�دهیم نشان

که zij = z′ijy بنابراین .P ⊂ yR لذا است، R از بخش�پذیر اول ایده�آل یک P و y ̸∈ P چون
نتیجه در .z′ij ∈ R

xy =
∑

zi١ · · · zin−١z
′
iny =

(∑
zi١ · · · zin−١z

′
in

)
y

x−z ∈ Nil(R) ⊂ P n نتیجه در y(x−z) = ٠ ∈ Nil(R) بنابراین .z ∈ P n که xy = zy رو این از
می�شود. نتیجه ،١.٢.٣ قضیه از ω(P n) = n اثبات و ω(P n) ≤ n وضوح به .x ∈ P n رو این از

می�کنیم فرض x ∈ R برای باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آل یک I کنیم فرض
R از nـ�جذبی ایده�آل یک Ix آن تحت که را شرایطی ادامه در .Ix = {y ∈ R | yx ∈ I} = (I :R x)

می�کنیم. بررسی را بود خواهد

Ix = (I :R x) این�صورت در باشد. R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده��آل یک I کنیم فرض .٧.٢.٣ قضیه
،x ∈ R هر برای علاوه، به است. I شامل R از nـ�جذبی ایده�آل یک ،x ∈ R − I هر ازای به

.ω(Ix) ≤ ω(I)

.(xa١)a٢ · · · an+١ ∈ I این�صورت در .a١, · · · , an+١ ∈ R که a١ · · · an+١ ∈ Ix فرضکنیم برهان.
aiها از تا (n− ١) در xa١ حاصل�ضرب یا a٢ · · · an+١ ∈ I لذا می�باشد، nـ�جذبی ایده�آل یک I چون
aiها از تایی n حاصل�ضرب یک حالت، دو هر در .٢ ≤ i ≤ n + ١ که طوری به است I به متعلق
.I ⊂ Ix وضوح به است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک Ix نتیجه در است. Ix به متعلق که می�باشد موجود
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بنابراین و Ix = R آنگاه ،x ∈ I اگر و .ω(Ix) ≤ ω(I) فوق توضیحات بنابر x ∈ R − I اگر
.ω(Ix) = ٠ ≤ ω(I)

هم�چنین باشد. R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I ⊂ Rad(I) و n ≥ ٢ کنیم فرض .٨.٢.٣ قضیه
در .xm ∈ I که طوری به باشد مثبت صحیح عدد کمترین (m ≥ ٢) و x ∈ Rad(I)− I کنیم فرض

است. I شامل R از +n−m)ـ�جذبی ١) ایده�آل یک Ixm−١ = (I :R xm−١) این�صورت

.n−m+ ١ ≥ ١ بنابراین است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I چون ٢ ≤ m ≤ n داریم توجه برهان.
چون .a١, · · · , an−m+٢ ∈ R که a١ · · · an−m+٢ ∈ Ixm−١ کنیم فرض .I ⊆ Ixm−١ وضوح به
(n−m+١) در xm−١ حاصل�ضرب لذا Rاست، از nـ�جذبی ایده�آل یک I و xm−١a١ · · · an−m+٢ ∈ I

تا (n − m + ١) در xm−١ حاصل�ضرب اگر است. I به متعلق xm−٢a١ · · · an−m+٢ یا aiها از تا
در xm−١ حاصل�ضرب می�کنیم فرض بنابراین است. حاصل نتیجه آنگاه باشد، I به متعلق aiها از

چون .xm−٢a١ · · · an−m+٢ ∈ I رو این از نباشد. I به متعلق aiها از تا (n−m+ ١)
xxm−٢a١ · · · an−m+١(an−m+٢ + x) = xm−١a١ · · · an−m+٢ + xma١ · · · an−m+١ ∈ I

داریم لذا است، nـ�جذبی ایده�آل یک I و نیست I در aiها از تا (n−m+١) در xm−١ حاصل�ضرب و

xm−٢a١ · · · an−m+٢ + xm−١a١ · · · an−m+١ = xm−٢a١ · · · an−m+١(an−m+٢ + x) ∈ I

فرض زیرا است. تناقض یک که xm−١a١ · · · an−m+١ ∈ I لذا ،xm−٢a١ · · · an−m+٢ ∈ I چون و
حاصل�ضرب بنابراین نیست. I به متعلق aiها از تا (n − m + ١) در xm−١ حاصل�ضرب که کردیم
+n−m)ـ�جذبی ١) ایده�آل یک Ixm−١ نتیجه در و است I به متعلق ai از تا (n−m+ ١) در xm−١

است. I شامل R از

هم�چنین باشد. R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I ⊂ Rad(I) و n ≥ ٢ کنیم فرض .٩.٢.٣ نتیجه
یک Ixn−١ = (I :R xn−١) این�صورت در .xn−١ ̸∈ I اما .xn ∈ I و x ∈ Rad(I)− I کنیم فرض

است. Rad(I) شامل R از اول ایده�آل

می�باشد. I شامل R از (١+n−n)ـ�جذبی ایده�آل یک Ixn−١ ،٨.٢.٣ قضیه� بنابر که داریم توجه برهان.
می�باشد. Rad(I) شامل R از اول ایده�آل یک Ixn−١ بنابراین

Pـ�اولیه�ی ایده�آل یک I ،R از P اول ایده�آل بعضی ازای به و n ≥ ٢ کنیم فرض .١٠.٢.٣ نتیجه
که طوری به باشد مثبت صحیح عدد کمترین n و x ∈ Rad(I) − I اگر باشد. R حلقه�ی از nـ�جذبی

.Ixn−١ = (I :R xn−١) = P آنگاه ،xn ∈ I

این�صورت در .y ∈ Ixn−١ کنیم فرض .P = Rad(I) ⊆ Ixn−١ داریم ،٩.٢.٣ نتیجه� بنابر برهان.
.Ixn−١ = P بنابراین و y ∈ P لذا ،xn−١ ̸∈ I و است Pـ�اولیه ایده�آل یک I چون .xn−١y ∈ I
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طوری به باشد R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I ⊂ Rad(I) و n ≥ ٢ کنیم فرض .١١.٢.٣ قضیه
x ∈ Rad(I) − I کنیم فرض هم�چنین باشد. داشته Pn, · · · , P١ مینیمال اول ایده�آل n دقیقاً I که
از حاصل�ضرب هر این�صورت در .xm ∈ I که طوری به باشد مثبت صحیح عدد کمترین m ≥ ٢ و

است. Ixm−١ = (I :R xm−١) در مشمول Piها از تا (n−m+ ١)

کنیم فرض .n−m+ ١ ≥ ١ بنابراین .n ≥ m که داریم توجه برهان.
دقیقاً D این�صورت در .D = G− F و F = {Q١, · · · , Qm−١} ⊂ G = {P١, · · · , Pn}

،١ ≤ i ≤ m− ١ هر برای لذا ،x ∈ Rad(I)− I چون می�شود. شامل را Piها از تا (n−m+ ١)
،١۶.١.٣ قضیه بنابر و xm−١ ∈ Q١ · · ·Qm−١ چون .x ∈ Qi

بنابراین .xm−١∏
P∈D P ⊆ I داریم لذا ،

(∏
Q∈F Q

)(∏
P∈D P

)
= P١ · · ·Pn ⊆ I

.
∏

P∈D P ⊆ Ixm−١

طوری به باشد R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I ⊂ Rad(I) و n ≥ ٢ کنیم فرض .١٢.٢.٣ قضیه
هر آنگاه ،x ∈ Rad(I) − I اگر باشد. داشته Pn, · · · , P١ مانند مینیمال اول ایده�آل n دقیقاً I که

می�باشد. Ix = (I :R x) در مشمول Piها از −n)تایی ١) حاصل�ضرب

است. ،١١.٢.٣ قضیه برهان مشابه اثبات برهان.

عدد n که P n ⊆ I که طوری به باشد R حلقه�ی از اولیه P ایده�آل یک I کنیم فرض .١٣.٢.٣ قضیه
،xm ̸∈ I ،mمثبت صحیح اعداد بعضی برای اگر .x ∈ P−I کنیم فرض هم�چنین است. مثبت صحیح

است. R از (n−m)ـ�جذبی ایده�آل یک (I :R xm) = Ixm آنگاه

P ایده�آل یک Ixm وضوح به .n −m ≥ ١ بنابراین .P n ⊆ I زیرا m < n که داریم توجه برهان.
قضیه بنابر نتیجه در .P n−m ⊆ Ixm بنابراین و xmP n−m ⊆ I لذا ،P n ⊆ I چون است. R از اولیه

است. R از (n−m)ـ�جذبی ایده�آل یک Ixm ،١.٢.٣

nـ�جذبی ایده�آل�های از توسیع�هایی ٣.٣

قضیه دو می�کنیم. بررسی را مختلف توسیع�های تحت ایده�آل�های خاصیتnـ�جذبی پایداری بخش، این در
آن�ها اثبات که هستند اول ایده�آل�های با رابطه در شده شناخته نتایج از تعمیمی آن، از بعد نتیجه�ی و زیر

نمی�کنیم. ذکر را آن�ها برهان بنابراین و می�شود نتیجه تعریف از

از بسته ضربی زیرمجموعه�ی یک S و R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .١.٣.٣ قضیه
علاوه، به است. Rs از nـ�جذبی ایده�آل یک Is این�صورت در .I ∩ S = ∅ که طوری به باشد R

.ωRs(Is) ≤ ωR(I)
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کنیم فرض می�باشد. RS از سره ایده�آل IS پس ،I ∩ S = ∅ چون برهان.
a١ · · · an+١ ∈ IS =⇒ ∀i ai =

ri
si

s.t ri ∈ I , si ∈ S

a١ · · · an+١ =
r١ · · · rn+١
s١ · · · sn+١

∈ IS =⇒ r١ · · · rn+١
s١ · · · sn+١

=
a

b
s.t a ∈ I , b ∈ S

=⇒ ∃u ∈ S s.t ubr١ · · · rn+١ = uas١ · · · sn+١

�
=⇒ ubr١ · · · rn+١ ∈ I

می�افتد. اتفاق زیر حالت�های از یکی پس است، nـ�جذبی ،I چون و
ri١ · · · rin ∈ I الف.

uri١ · · · rin−١ ∈ I ب.
bri١ · · · rin−١ ∈ I ج.
ubri١ · · · rin−٢ ∈ I د.

ri١
si١

ri٢
si٢

· · · rin
sin

∈ IS درنتیجه . ri١ · · · rin
si١ · · · sin

∈ IS آنگاه ،ri١ · · · rin ∈ I اگر

بنابراین . u ri١ ri٢ · · · rin
u si١ si٢ · · · sin

∈ IS درنتیجه . uri١ · · · rin ∈ I آنگاه ،uri١ · · · rin−١ ∈ I اگر و

است. برقرار حکم نیز د و ج حالت�های برای مشابه طور به .u
u

ri١
si١

ri٢
si٢

· · · rin
sin

∈ IS

است. برقرار بوضوح نیز قضیه پایانی قسمت اثبات

باشد حلقه�ها همریختی یک f : R −→ T کنیم فرض .٢.٣.٣ قضیه
R از nـ�جذبی ایده�آل یک f−١(J) این�صورت در باشد. T از nـ�جذبی ایده�آل یک J کنیم فرض الف.

.ωR

(
f−١(J)

)
≤ ωT (J) علاوه، به است.

یک f(I) این�صورت در باشد. ker(f) شامل R از nـ�جذبی ایده�آل یک I و پوشا f کنیم فرض ب.
علاوه، به باشد. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر تنها و اگر است T از nـ�جذبی ایده�آل

است. برقرار شرط این نیز f یکریختی حالت در ویژه، به .ωT

(
f(I)

)
= ωR(I)

در باشد. T از nـ�جذبی ایده�آل یک J و حلقه�ها از توسیعی R ⊆ T کنیم فرض الف. .٣.٣.٣ نتیجه
.ωR(J ∩R) ≤ ωT (J) علاوه، به است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک J ∩R این�صورت

است R از nـ�جذبی ایده�آل یک J این�صورت در باشند. R حلقه�ی از ایده�آل�هایی I ⊆ J کنیم فرض ب.
.ωR/I(J/I) = ωR(J)،علاوه به باشد. R/I از nـ�جذبی ایده�آل یک J/I اگر تنها و اگر

اعداد برای و باشند R حلقه�ی از ناپذیر قیاس اول ایده�آل�های Pm, · · · , P١ کنیم فرض .۴.٣.٣ نتیجه
کنیم فرض هم�چنین .I = P

n١
١ · · ·P nm

m ،n = n١ + · · · + nm که nm, · · · , n١ مثبت صحیح
nـ�جذبی ایده�آل یک S(I) = {x ∈ R | x/١ ∈ Is} این�صورت در .S = R − (P١ ∪ · · · ∪ Pm)

علاوه، به است. R اول ایده�آل یک P که است R از nـ�جذبی ایده�آل یک P (n) ویژه، به و است R از
.ω(P (n)) ≤ ω(P n) و ω

(
S(I)

)
≤ ω(I)



۴٣ nـ�جذبی ایده�آل�های از توسیع�هایی .٣.٣

این�صورت در باشد. f(x) = x/١ ضابطه�ی با طبیعی همریختی f : R −→ Rs کنیم فرض برهان.
،١١.١.٣ قضیه بنابر لذا و هستند Rs از ماکسیمال ایده�آل�های (Pm)s, · · · , (P١)s

(الف)، ٢.٣.٣ قضیه� بنابر نتیجه در و است Rs از nـ�جذبی ایده�آل یک Is =
(
P

n١
١ · · ·P nm

m

)
s

،P (n) = S(P n) می�دهیم نشان حال Rاست. از nـ�جذبی ایده�آل یک S(I) = f−١((P n١
١ · · ·P nm

m )s
)

می�کنیم فرض بود. خواهد R از nـ�جذبی ایده�آل یک P (n) وضوح به صورت این در که
چون .S(P n) = {x ∈ R | x/١ ∈ P n

s }

P (n) =
(
(P n)e

)c
= f−١((P n)e

)
= f−١(f(P n)Rs

)
= {x ∈ R | f(x) ∈ f(P n)Rs} = {x ∈ R | x/١ ∈ ⟨f(P n)⟩

= {x ∈ R | x/١ ∈ ⟨f(P n)⟩}

در .y ∈ ⟨f(P n)⟩ و x١, · · · , xn ∈ P n کنیم فرض .P n
s = ⟨f(P n)⟩ دهیم نشان است کافی لذا

و bi ̸∈ P که yi =
ai
bi

بنابراین yi ∈ Rs که طوری به y = y١
x١
١ + y٢

x٢
١ + · · · + yn

xn

١ این�صورت
نتیجه در .ai ∈ R

y =
a١
b١

x١
١ +

a٢
b٢

x٢
١ + · · ·+ an

bn

xn

١
رو این از

y =
a١x١
b١

+
a٢x٢
b٢

+ · · ·+ anxn

bn

نتیجه در .y ∈ P n
s لذا و aixi

bi
∈ P n

s ،i هر ازای به بنابراین
⟨f(P n)⟩ ⊆ P n

s (٢.٣)

بنابراین .a ∈ P n و b ̸∈ P که y =
a

b
این�صورت در .y ∈ P n

s می�کنیم فرض حال

نتیجه در .y =
a

١
١
b
∈ ⟨f(P n)⟩

P n
s ⊆ ⟨f(P n)⟩ (٣.٣)

لذا و P n
s = ⟨f(P n)⟩ ،٣.٣ و بنابر٢.٣ رو این از و

S(P n) = {x ∈ R | x١ ∈ P n
s } = {x ∈ R | x١ ∈ ⟨f(P n)⟩ = P (n).

نتیجه در .ωR(S(I)) ≤ ωRs(Is) ≤ ωR(I) داریم ترتیب به ،١.٣.٣ و (الف) ٢.٣.٣ قضایای بنابر و
.ω(P (n)) ≤ ω(P n)

به In و I ،R کنیم فرض باشد. اکید است ممکن ،١.٣.٣ قضیه در نامساوی الف. .۵.٣.٣ مثال
بنابر لذا است، منظم نیومن فون حلقه�ی یک R چون باشند. ،۵.١.٣ مثال ایده�آل�های و حلقه ترتیب
In هر و I که این از و است. میدان یک RM ،R از M ماکسیمال ایده�آل هر ازای به تمرین٢٩] ،١۵]
R از ماکسیمال ایده�آل�های Mn و M که In ⊆ Mn هر و I ⊆ M پس می�باشند، R از سره ایده�آل�های

،n ≥ ٢ مثبت صحیح عدد هر برای لذا و هستند
ωRMn

(InMn) = ١ < n = ωR(In)



۴۴ جابجایی حلقه�های در nـ�جذبی ایده�آل�های بررسی .٣

این�صورت در .J = ٠ کنیم فرض هم�چنین .ωRM
(IM) = ١ < ∞ = ωR(I) و

ω(J) = ∞ > ١ = sup{ω(JM) | M ∈ Spec(R)}.

نیست. nـ�جذبی ایده�آل یک لزوماً n مثبت صحیح عدد هر ازای به موضعی اول ایده�آل یک یعنی

کنیم فرض باشد. اکید است ممکن (الف)، ٣.٣.٣ نتیجه و (الف) ٢.٣.٣ قضیه در نامساوی ب.
قضیه بنابر این�صورت در باشد. T از ایده�آل یک J = ⟨X,Y ٢⟩ و R = Q[X] ⊂ T = Q[X, Y ]

.ωR(J ∩R) = ١ < ٢ = ωT (J) بنابراین .J ∩R = XR اما ωT (J) = ٢ ،١.٢.٣
و حلقه ترتیب به P٢ و P١ ،R کنیم فرض باشد. اکید است ممکن نیز ،۴.٣.٣ نتیجه در نامساوی ج.
و ω

(
S(I)

)
= ٢ < ω(I) این�صورت در .I = P١P٢ و باشند (الف)، ٩.١.٣ مثال از اول ایده�آل�های

.ω(P (٢)
١ ) = ٢ < ω(P ٢

١ )

متناهی تعداد هر نتیجه در و حلقه دو از حاصل�ضربی در را nـ�جذبی ایده�آل�های می�خواهیم ادامه در
فرم به R١ ×R٢ از اول ایده�آل�های که است معروف نتیجه�ی این از تعمیمی که کنیم مشخص حلقه�ها از

است. Ri اول ایده�آل Pi که می�باشند R١ × P٢ یا P١ ×R٢

حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I٢ و R١ حلقه�ی از mـ�جذبی ایده�آل یک I١ کنیم فرض .۶.٣.٣ قضیه
علاوه، به می�باشد. R١ ×R٢ حلقه�ی از +m)ـ�جذبی n) ایده�آل یک I١ × I٢ این�صورت در باشد. R٢

.ωR١×R٢(I١ × I٢) = ωR١(I١) + ωR٢(I٢)

ابتدا .ωT (I١ × I٢) = ωR١(I١) + ωR٢(I٢) که می�دهیم نشان .T = R١ × R٢ کنیم فرض برهان.
در .(m,n ≥ ١ کرد فرض (می�توان ωR٢(I٢) = n < ∞ و ωR١(I١) = m < ∞ می�کنیم فرض
و x١ · · · xm ∈ I١ که طوری به دارند وجود y١, · · · , yn ∈ R٢ و x١, · · · , xm ∈ R١ این�صورت
I٢ در yjها از سره زیرحاصل�ضرب هیچ و I١ در xiها از سره زیرحاصل�ضرب هیچ اما .y١ · · · yn ∈ I٢

بنابراین ندارد. وجود
(x١,١) · · · (xm,١)(١, y١) · · · (١, yn) = (x١ · · · xm, y١ · · · yn) ∈ I١ × I٢

نتیجه در و داشت نخواهد وجود I١ × I٢ در سره زیرحاصل�ضرب هیچ اما
ωT (I١ × I٢) ≥ m+ n = ωR١(I١) + ωR٢(I٢) (۴.٣)

که (x١, y١) · · · (xN , yN) ∈ I١ × I٢ می�کنیم فرض و N = m+ n+ ١ می�دهیم قرار حال
نتیجه در .y١ · · · yN ∈ I٢ و x١ · · · xN ∈ I١ بنابراین .(xi, yj) ∈ T

و xi١ · · · xim ∈ I١ که طوری به دارند وجود {i١, · · · , im}, {j١, · · · , jn} ⊂ {١, · · · , N}
. |K | ≤ m+nاین�صورت در .K = {i١, · · · , im}∪{j١, · · · , jn} کنیم فرض .yj١ · · · yjn ∈ I٢

لذا و
∏

k∈K(xk, yk) ∈ I١ × I٢ بنابراین
ωT (I١ × I٢) ≤ m+ n = ωR١(I١) + ωR٢(I٢) (۵.٣)

نامتناهی ωR٢(I٢) یا ωR١(I١) اگر تنها و اگر است نامتناهی ωT (I١× I٢) که می�دهد نشان فوق برهان
.ωT (I١ × I٢) = ωR١(I١) + ωR٢(I٢) ،۵.٣ و ۴.٣ طبق بنابراین باشند.



۴۵ nـ�جذبی ایده�آل�های از توسیع�هایی .٣.٣

و باشد Rk حلقه�ی از ایده�آل یک ،(١ ≤ k ≤ n) صحیح عدد هر ازای به Ik کنیم فرض .٧.٣.٣ نتیجه
.ωR(I١ × · · · × In) = ωR١(I١) + · · ·+ ωRn(In) این�صورت در .R = R١ × · · · ×Rn

در باشند. R حلقه�ی از هم�ماکسیمال دو به دو ایده�آل�های In, · · · , I١ کنیم فرض .٨.٣.٣ نتیجه
ایده�آل�های برای ویژه، به .ω(I١ ∩ · · · ∩ In) = ω(I١ · · · In) = ω(I١) + · · · + ω(In) این�صورت

،nk, · · · , n١ مثبت صحیح اعداد و R از Mk, · · · ,M١ متمایز ماکسیمال
.ω(Mn١

١ · · ·Mnk
k ) = ω(M

n١
١ ) + · · ·+ ω(Mnk

k )

هم�ماکسیمال ایده�آل�های J و I می�کنیم فرض بنابراین کنیم. بررسی را n = ٢ حالت کافیست برهان.
و R

IJ
∼= R

I
× R

J
چینی باقیمانده قضیه�ی بنابر لذا هم�ماکسیمال�اند، J, I چون باشند. R حلقه�ی از

،۶.٣.٣ قضیه و ٣.٣.٣ نتیجه بنابر بنابراین .IJ = I ∩ J

ωR(I ∩ J) = ωR(IJ) = ωR/IJ(٠) = ωR/I×R/J(٠× ٠) = ωR/I(٠) + ωR/J(٠)

= ωR(I) + ωR(J)

است. واضح نیز نتیجه دوم قسمت اثبات

از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر .T = R(+)M و Rـ�مدول یک M حلقه، یک R کنیم فرض
واقع در است. T از nـ�جذبی ایده�آل یک I(+)M که داد نشان می�توان آسانی به آنگاه باشد، R
قضیه�ی است، صحیح دامنه�ی یک R که T = R(+)R خاص حالت برای .ωT

(
I(+)M

)
= ωR(I)

داریم. را زیر

D از nـ�جذبی ایده�آل یک I و R = D(+)D باشد، صحیح دامنه�ی یک D کنیم فرض .٩.٣.٣ قضیه
است R از +n)ـ�جذبی ١) ایده�آل یک ٠(+)I این�صورت در نیست. −n)ـ�جذبی ١) که طوری به باشد
ایده�آل یک P اگر ویژه، به .ωR

(
٠(+)I

)
= ωD(I) + ١ بنابراین ندارد. nـ�جذبی خاصیت که طوری به

است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک ٠(+)P آنگاه باشد، D از اول

پس نیست، −n)ـ�جذبی ١) که طوری به است D از nـ�جذبی ایده�آل یک I چون برهان.
diها از n)تایی − ١) حاصل�ضرب هیچ و d١ · · · dn ∈ I که طوری به دارند وجود d١, · · · , dn ∈ D

این�صورت در .bn+١ = (٠,١) و bn = (dn,٠), · · · , b١ = (d١,٠) کنیم فرض نیست. I به متعلق
b١ · · · bn+١ = (٠, d١ · · · dn) ∈ ٠(+)I

ایده�آل یک ٠(+)I بنابراین نیست. ٠(+)I به متعلق biها از nتایی حاصل�ضرب هیچ وضوح به و
فرض است. R از n)ـ�جذبی + ١) ایده�آل یک ٠(+)I که می�دهیم نشان حال نیست. R از nـ�جذبی
چون .c١ · · · cn+٢ ∈ ٠(+)I که طوری به c١ = (a١,m١), · · · , cn+٢ = (an+٢,mn+٢) ∈ R کنیم
که است ٠(+)D عضو ciها از یکی حداقل پس است، R از اول ایده�آل Rad

(
٠(+)I

)
= ٠(+)D

.c١ · · · cn+٢ = (٠,m١a٢ · · · an+٢) ∈ ٠(+)I نتیجه در .c١ = (٠,m١) ∈ ٠(+)D می�کنیم فرض



۴۶ جابجایی حلقه�های در nـ�جذبی ایده�آل�های بررسی .٣

از nتا حاصل�ضرب یا aiها از (١−n)تا در m١ حاصل�ضرب بنابراین .m١a٢ · · · an+٢ ∈ I رو این از
می�باشد ٠(+)I در (i ̸= ١) ciها از تا (n− ١) در c١ حاصل�ضرب نتیجه در است. I به متعلق aiها
در و است R از n)ـ�جذبی + ١) ایده�آل یک ٠(+)I رو این از .(i ̸= ١) ciها از nتا حاصل�ضرب یا

است. واضح نیز قضیه پایانی قسمت اثبات .ωR

(
٠(+)I

)
= n+ ١ نتیجه

یک Rad(I) = P که طوری به باشد R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .١٠.٣.٣ قضیه
در .Bx = {y ∈ R | yx ∈ I} می�کنیم فرض ،x ∈ P − I هر برای .I ̸= P و است R از اول ایده�آل
Bx ⊆ By ،x, y ∈ P − I هر ازای به علاوه، به است. P شامل R از اول ایده�آل یک Bx این�صورت

.By ⊆ Bx یا

کنیم فرض .P ⊆ Bx لذا ،(۵.٢.٢ قضیه (بنابر P ٢ ⊆ I چون .x ∈ P − I کنیم فرض برهان.
و y ̸∈ P کرد فرض می�توان پس ،P ⊂ Bx که جایی آن از .y, z ∈ R که yz ∈ Bx و P ̸= Bx

R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I که جایی آن از و yzx ∈ I لذا ،yz ∈ Bx چون .yz ̸∈ I بنابراین .z ̸∈ P

Bx رو این از .z ∈ Bx یا y ∈ Bx بنابراین .zx ∈ I یا yx ∈ I می�گیریم نتیجه لذا ،yz ̸∈ I و است
بود. خواهد P شامل R از اول ایده�آل یک

می�دهیم نشان لذا ،z ∈ Bx − P و P ⊆ By چون .z ∈ Bx − By و x, y ∈ P − I کنیم فرض
از و .ω ∈ By − P کرد فرض می�توان پس ،P ⊆ Bx چون .ω ∈ By کنیم فرض .By ⊂ Bx که
یک I و zω ̸∈ I و zy ̸∈ I ، z(x + y)ω ∈ I چون .zω ̸∈ I لذا ،ω ̸∈ P و z ̸∈ P که جایی آن
نتیجه در .ωy ∈ I و (x+ y)ω ∈ I زیرا ωx ∈ I بنابراین .(x+ y)ω ∈ I لذا است، ٢ـ�جذبی ایده�آل

.ω ∈ By ⊆ Bx

که طوری به باشد R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض .١١.٣.٣ قضیه
I روی که هستند R از ناصفر متمایز اول ایده�آل�های تنها P٢ و P١ که I ̸= Rad(I) = P١ ∩ P٢

از اول ایده�آل یک Bx = {y ∈ R | xy ∈ I} ،x ∈ Rad(I)− I هر برای این�صورت در مینیمال�اند.
.By ⊆ Bx یا Bx ⊆ By ،x, y ∈ Rad(I)− I هر ازای به علاوه، به است. P٢ و P١ شامل R

.xP١, xP٢ ⊆ I لذا ،( ۵.٢.٢ قضیه (بنابر P١P٢ ⊆ I چون .x ∈ Rad(I) − I کنیم فرض برهان.
فرض می�توان لذا ،P١, P٢ ⊂ Bx چون .y, z ∈ R که yz ∈ Bx کنیم فرض .P١, P٢ ⊂ Bx رو این از
.yzx ∈ I داریم رو این از .yz ∈ Bx که جایی آن از و yz ̸∈ I بنابراین .y, z ̸∈ P٢ و y, z ̸∈ P١ کرد
یا y ∈ Bx بنابراین و zx ∈ I یا yx ∈ I لذا ،yz ̸∈ I و است R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I چون
،١٠.٣.٣ قضیه برهان مشابه برهانی بکارگیری با و است R از اول ایده�آل یک Bx رو این از .z ∈ Bx

است. حاصل نتیجه

یک Rad(I) و I ̸= Rad(I) که طوری به باشد R حلقه�ی از ایده�آل یک I کنیم فرض .١٢.٣.٣ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R از اول ایده�آل

است. R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I .١
است. R از اول ایده�آل یک Bx = {y ∈ R | yx ∈ I} ،x ∈ Rad(I)− I هر ازای به .٢
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است. واضح ،١٠.٣.٣ قضیه بنابر اثبات (٢) ⇐= (١) برهان.
است R حلقه�ی از اول ایده�آل یک Rad(I) چون .x, y, z ∈ R که xyz ∈ I کنیم فرض (١) ⇐= (٢)
حاصل نتیجه و xy ∈ I آنگاه ،x ∈ I اگر .x ∈ Rad(I) کرد فرض می�توان لذا ، I ⊆ Rad(I) و
،١٠.٣.٣ قضیه بنابر چون .yz ∈ Bx صورت این در .x ∈ Rad(I)− I می�کنیم فرض بنابراین است.
است. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I بنابراین .zx ∈ I یا yx ∈ I پس است، R از اول ایده�آل یک Bx

که طوری به I ̸= Rad(I) = P١ ∩ P٢ که باشد R حلقه�ی از ایده�آل یک I کنیم فرض .١٣.٣.٣ قضیه
زیر گزاره�های این�صورت در مینیمال�اند. I روی که هستند R از ناصفر متمایز اول ایده�آل�های P٢ و P١

معادلند:
است. R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I .١

حلقه�ی از اول ایده�آل یک Bx = {y ∈ R | yx ∈ I} ،x ∈ Rad(I)− I هر ازای به و P١P٢ ⊆ I .٢
است. R

است. R حلقه�ی از اول ایده�آل یک Bx = {y ∈ R | yx ∈ I} ،x ∈ (P١ ∪ P٢)− I هر ازای به .٣

می�باشد. واضح ،١١.٣.٣ و ۵.٢.٢ قضایای بنابر اثبات (٢) ⇐= (١) برهان.
P١P٢ ⊆ I چون .y ∈ P٢ اگر وتنها اگر yx ∈ I وضوح به .x ∈ P١ − P٢ کنیم فرض (٣) ⇐= (٢)
بکارگیری با این�صورت در .z ∈ P٢ − P١ کنیم فرض است. R از اول ایده�آل یک Bx = P٢ پس
d ∈ Rad(I) − I هر ازای به Bd چون و است. R از اول ایده�آل یک Bz = P١ قبل، مشابه روندی

است. حاصل نتیجه لذا است، R حلقه�ی از اول ایده�آل یک
.yz ∈ Bx این�صورت در .x ∈ (P١∪P٢)− I کرد فرض می�توان .xyz ∈ I کنیم فرض (١) ⇐= (٣)
I بنابراین و zx ∈ I یا yx ∈ I لذا است، R حلقه�ی از اول ایده�آل یک ،١١.٣.٣ قضیه بنابر Bx چون

است. R حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک

.R = Z(+)Z کنیم فرض .١۴.٣.٣ مثال
هستند. متمایز) لزوماً (نه مثبت اول اعداد p١, · · · , pn ∈ Z که I = p١ · · · pnZ کنیم فرض الف.
اینرو از ندارد. nـ�جذبی − ١ خاصیت که طوری به است Z از nـ�جذبی ایده�آل یک I صورت این در
نیست. D از nـ�جذبی ایده�آل یک اما است R از +nـ�جذبی ١ ایده�آل یک ٠(+)I ،٩.٣.٣ قضیه�ی بنابر

.ωR(٠(+)I) = ωZ(I) + ١ = n+ ١ بنابراین
J = ٠(+)pZ ،٩.٣.٣ قضیه�ی بنابر صورت این در باشد. مثبت اول اعداد p ∈ Z کنیم فرض ب.
،x ∈ Rad(J) − J هر برای .Rad(J) = ٠(+)Z که طوری به است R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک
،x ∈ Rad(J) − J هر برای بنابراین است. R از اول ایده�آل یک Jx = (J :R x) = (pZ)(+)Z

.ω(Jx) = ١ < ٢ = ω(J)

و ١٠.٣.٣ قضایای بنابر آنگاه ،x, y ∈ Rad(I)− I و باشد T حلقه�ی از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I اگر ج.
آنگاه باشد، T از nـ�جذبی ایده�آل یک I و n ≥ ٣ اگر اما هستند. T از اول ایده�آل�های Iy و Ix ،١١.٣.٣
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این در باشند. متمایز مثبت اول اعداد p١, p٢ ∈ Z کنیم فرض نیست. T از اول ایده�آل یک لزوماً I
ایده�آل یک که طوری به است R از ٣ـ�جذبی ایده�آل یک J = ٠(+)p١p٢Z ،٩.٣.٣ قضیه�ی بنابر صورت
x = (٠, n) ∈ Rad(J) − J کنیم فرض نیست. Rad(J) = ٠(+)Z با R = Z(+)Z از ٢ـ�جذبی
اگر .ω(Jx) = ٢ و Jx = (p١p٢Z)(+)Z آنگاه ،n ∈ Z − (p١Z

∪
p٢Z) اگر صورت این در

آنگاه ،n ∈ p١Z − p١p٢Z اگر .ω(Jx) = ١ و Jx = (p١Z)(+)Z آنگاه ،n ∈ p٢Z − p١p٢Z
،x ∈ Rad(J) − J هر برای حالیکه در ω(J) = ٣ بنابراین .ω(Jx) = ١ و Jx = (p٢Z)(+)Z

است. ٢ یا ١ با برابر ω(Jx)
،m مثبت صحیح اعداد بعضی برای که طوری به باشد T حلقه�ی از �Pـ��اولیه ایده�آل یک I کنیم فرض د.
آنگاه باشد، نداشته −nـ�جذبی ١ خاصیت که طوری به باشد T از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر .Pm ⊆ I

حلقه ،n ≥ ٢ صحیح عدد هر برای (a)، قسمت بنابر اما .ωT (I) = n ≥ m ،١.٢.٣ قضیه بنابر
اول ایده�آل شامل ،R از In = ٠(+)(p١ · · · pn−١Z) ایده�آل و R = Z(+)Z

.ωR(In) = n و P ٢ ⊆ In که هستند R از P = Rad(In) = ٠(+)Z

به است. R از ایده�آل یک I = ٢(+)٠Z این�صورت در .R = Z(+)Q کنیم فرض .١۵.٣.٣ مثال
. x = (٠, ١٢) ∈ Rad(I)− I کنیم فرض .Rad(I) = ٠(+)Q که طوری

یک I ،١٢.٣.٣ قضیه� بنابر و Rنیست از اول ایده�آل یک Ix = (I :R x) = ۴Z(+)Q این�صورت در
یک I ،nمثبت صحیح عدد هر برای که داد نشان می�توان راحتی به واقع در نیست. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل
١ ≤ i ≤ n که xi = (٢,٠) ،n مثبت عددصحیح هر ازای به کنیم فرض نیست. R از nـ�جذبی ایده�آل
از سره حاصل�ضرب زیر هیچ اما .x١ · · · xn+١ = (٠,٢) ∈ I این�صورت در .xn+١ = (٠, ١

٢n−١ ) و
.ωR(I) = ∞ بنابراین و نیست I در xiها

از nـ�جذبی ایده�آل یک ⟨I, x⟩این�صورت در باشد. R حلقه�ی از ایده�آل یک I کنیم فرض .١۶.٣.٣ قضیه
.ωR[X]

(
⟨I, x⟩

)
= ωR(I) علاوه، به Rباشد. از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر تنها و اگر حلقه�یR[X]است

است. برقرار حکم لذا ،⟨I, x⟩/⟨x⟩ ∼= I ،R[X]/⟨x⟩ ∼= R در چون (ب)، ٣.٣.٣ نتیجه بنابر برهان.
.ωR[X]

(
⟨I, x⟩

)
= ωR(I) وضوح به

در .x, y ∈ R که طوری به x + y ∈ I و باشد R حلقه�ی از ایده�آل یک I کنیم فرض .١٧.٣.٣ لم
.Ix = Iy این�صورت

٢ـ�جذبی ایده�آل یک I[X] این�صورت در باشد. R حلقه�ی از ایده�آل یک I کنیم فرض .١٨.٣.٣ قضیه
باشد. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I اگر تنها و اگر است R[X] حلقه�ی از

ایده�آل یک I (الف)، ٣.٣.٣ نتیجه بنابر آنگاه باشد، R[X] از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I[X] اگر برهان.
است. R از ٢ـ�جذبی

از اول ایده�آل یک I[X] می�کنیم یادآوری باشد. R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض بالعکس،
I که کرد فرض می�توان بنابراین باشد. R از اول ایده�آل یک I اگر تنها و اگر است R[X] حلقه�ی
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یا است R از اول ایده�آل یک Rad(I) = P ،۵.٢.٢ قضیه بنابر که جا آن از نباشد. R از اول ایده�آل
لذا می�باشند، R از اول ایده�آل�های P٢, P١ و P١P٢ ⊆ I که طوری به Rad(I) = P١ ∩ P٢

Rad
(
I[X]

)
= P [X] یا Rad

(
I[X]

)
= P١[X] ∩ P٢[X]

کنیم فرض حال .P١[X]P٢[X] ⊆ I[X] که طوری به
کافیست ،١٣.٣.٣ و ١٢.٣.٣ قضایای بنابر .f(x) = a٠ + · · · + anx

n ∈ Rad
(
I[X]

)
− I[X]

می�کنیم فرض مسئله، کلیت از کاستن بدون است. R[X] از اول ایده�آل یک I[X]f(x) دهیم نشان
Ian , · · · , Ia١ , Ia٠ چون ،١١.٣.٣ و ١٠.٣.٣ قضایای از استفاده با .ai ̸∈ I ،٠ ≤ i ≤ n هر برای
.Iak ⊆ Iai ،٠ ≤ i ≤ n هر برای که طوری به دارد وجود ٠ ≤ k ≤ n لذا هستند، R از اول ایده�آل�های
.Iak [X] ⊆ I[X]f(x) وضوح به است. R[X] از اول ایده�آل I[X]f(x) = Iak [X] می�دهیم نشان
،١ ≤ j ≤ m هر برای این�صورت در .g(x) = b٠ + b١x + · · · + bmx

m ∈ Iak [X] اگر زیرا
در و g(x)f(x) ∈ I[X] لذا .bjai ∈ I ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر برای پس .bj ∈ Iak ⊆ Iai

بنابراین .g(x) = b٠ + · · ·+ bmx
m ∈ I[X]f(x) کنیم فرض .g(x) ∈ I[X]f(x) نتیجه

f(x)g(x) = a٠b٠ + · · · anbmxn+m ∈ I[X]

،٠ ≤ c ≤ i < k که c هر برای که طوری به i < k می�کنیم فرض حال .b٠ ∈ Ia٠ پس ،b٠a٠ ∈ I چون
.b٠ ∈ Iai+١ که داد خواهیم نشان .b٠ ∈ Iac

از می�گیریم.(بعضی نظر در را f(x)g(x) از (bi+١a٠ + bia١ + · · · + b١ai + b٠ai+١)x
i+١ جمله�ی

می�دهیم: قرار باشند). صفر است ممکن biها
t = bi+١a٠ + · · ·+ b١ai

،٠ ≤ c ≤ i < k که c هر برای که جایی آن از .It = Ib٠ai+١ ،١٧.٣.٣ لم بنابر لذا ،t+b٠ai+١ ∈ I چون
زیرا b٠ ∈ It پس ،b٠ ∈ Iac

b٠t = bi+١b٠a٠ + · · ·+ b١b٠ai ∈ I

اول ایده�آل Iai+١ زیرا b٠ ∈ Iai+١ این�رو از .b٢٠ ∈ Iai+١ یعنی b٢٠ai+١ ∈ I پس .b٠ ∈ Ib٠ai+١ بنابراین
چون .i = ١ می�دهیم قرار حال .b٠ ∈ Ia١ پس ،i = ٠ می�دهیم قرار .b٠ ∈ Ia٠ که می�دانیم است. R
می�کنیم فرض حال .b٠ ∈ Iak داشت خواهیم روند همین ادامه�ی با .b٠ ∈ Ia٢ لذا ،b٠ ∈ Ia٠ و Ia١

.bh+١ ∈ Iak می�دهیم نشان .b٠, · · · , bn ∈ Iak و ٠ ≤ h < m

.bh+١ ∈ Ia٠ که می�گیریم نتیجه مستقیماً می�گیریم. نظر در را (b٠ah+١ + · · ·+ bh+١a٠)x
h+١ جمله�ی

قبلا .bh+١ ∈ Iak داشت خواهیم شد، استفاده b٠ ∈ Iak دادن نشان برای آنچه مشابه روند تکرار با
می�دهیم قرار حال .b١ ∈ Iak فوق، توضیحات بنابر پس ،h = ٠ می�دهیم قرار .b٠ ∈ Iak که دادیم نشان
،١ ≤ j ≤ m هر برای پس .bm ∈ Iak داشت خواهیم روند این ادامه�ی با .b٢ ∈ Iak بنابراین .h = ١
.bjai ∈ I ،١ ≤ j ≤ m هر برای این�رو از ،Iak ⊆ Iai ،١ ≤ i ≤ n هر برای چون و bjak ∈ I

یک I[X] نتیجه در و است R[X] از اول ایده�آل I[X]f(x) = Iak [X] بنابراین .g(x) ∈ Iak [X] پس
است. R[X] از ٢ـ�جذبی ایده�آل
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کنیم فرض می�رسانیم. پایان به ”D+M” ساختار برای nـ�جذبی ایده�آل�های بررسی با را بخش این
یک M و است T از زیرحلقه�ای و میدان یک K که طوری به باشد صحیح دامنه�ی یک T = K +M

این�صورت در باشد. K از زیرحلقه یک D کنیم فرض هم�چنین است. T از ناصفر ماکسیمال ایده�آل
nـ�جذبی ایده�آل�های لم، اولین .qf(R) = qf(T ) که طوری به است T از زیرحلقه یک R = D +M

می�کند. توصیف را می�باشند M شامل که R حلقه�ی از

زیرحلقه�ای و میدان Kیک که طوری به باشد صحیح دامنه�ی یک T = K+M کنیم فرض .١٩.٣.٣ لم
K از زیرحلقه یک D کنیم فرض هم�چنین می�باشد. T از ناصفر ماکسیمال ایده�آل یک M و است T از
R از nـ�جذبی ایده�آل یک I +M این�صورت در باشد. D از ایده�آلی I کنیم فرض .R = D +M و

.ωR(I +M) = ωD(I) علاوه، به باشد. D از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر تنها و اگر است

.(I +M)/M ∼= I ،R/M ∼= D در زیرا است برقرار حکم (ب)، ٣.٣.٣ نتیجه بنابر برهان.
.ωR(I +M) = ωD(I) وضوح به

که طوری به باشد صحیح دامنه�ی یک T = K[[X]] = K +XK[[X]] کنیم فرض .٢٠.٣.٣ قضیه
کنیم فرض هم�چنین است، T از ماکسیمال ایده�آل یک M = XK

[
[X]

]
و میدان یک K

با R از ایده�آل هر این�صورت در است. K از زیرحلقه�ای D که R = D + M = D + XK[[X]]

D از ایده�آل یک I که هستند I +XK[[X]] فرم به M شامل R ایده�آل�های است. مقایسه قابل M
زیرمدول Dـ� یک W که می�باشند WXn +Xn+١K[[X]] فرم به M در مشمول R ایده�آل�های و است
مثبت صحیح عدد هر برای و Mn = XnK[[X]] که داریم توجه است. مثبت صحیح عدد n و K از

.[٢.١ قضیه ،١١] ωT (M
n) = ωR(M

n) = n ،n

از B و A ایده�آل دو هر برای گاه هر می�نامیم، ارزیابی حلقه�ی را R صحیح دامنه�ی .٢١.٣.٣ تعریف
.B ⊆ A یا A ⊆ B ،R

گوییم. ارزیابی دامنه�ی باشد، ارزیابی حلقه�ی که را R صحیح دامنه

یک دقیقاً گاه هر گویند، DV R یا گسسته ارزیابی حلقه�ی را R اصلی ایده�آل دامنه�ی .٢٢.٣.٣ تعریف
باشد. داشته ناصفر ماکسیمال ایده�آل

.R = D +XK[[X]] و باشد K میدان از زیرحلقه یک D کنیم فرض .٢٣.٣.٣ قضیه
ایده�آل یک ،n مثبت صحیح اعداد بعضی برای R از سره ایده�آل هر آنگاه باشد، میدان یک D اگر الف.

است. R از nـ�جذبی
به R از ناصفر nـ�جذبی ایده�آل�های آنگاه ،qf(D) = K و باشد K �از سره زیرحلقه�ی یک D اگر ب.
مثبت صحیح عدد m و D از nـ�جذبی ایده�آل یک I که می�باشند XmK[[X]] یا I +XK[[X]] فرم

.ωR(X
mK[[X]]) = m و ωR(I +XK[[X]]) = ωD(I) علاوه، به .١ ≤ m ≤ n که است

یک R = K[[X]] زیرا است برقرار حکم این�صورت در . D = K کنیم فرض الف. برهان.
R = این�صورت در باشد. K از سره زیرمیدان یک D = F می�کنیم فرض بنابراین است. DV R
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M = XK[[X]] ماکسیمال ایده�آل با بعدی یک�����ـ��� موضعی شبه صحیح دامنه�ی یک F + XK[[X]]

ناصفر زیرفضای Fـ� بعضی برای ،٢٠.٣.٣ قضیه بنابر و است اولیه Mـ� ،R از ناصفر سره ایده�آل هر است.
.Mn+١ ⊆ I بنابراین است. I = WXn +Xn+١K[[X]] فرم به ،n مثبت صحیح عدد و K از W
مثبت صحیح اعداد بعضی برای R از سره ایده�آل هر لذا .ωR(I) ≤ n+١ ،١.٢.٣ قضیه بنابر نتیجه در

می�باشد. nـ�جذبی ،n
بنابر این�صورت در باشد. R از ناصفر nـ�جذبی ایده�آل یک J و D ⊂ qf(D) = K کنیم فرض ب.
J = I+XK[[X]] ،١٩.٣.٣ لم بنابر آنگاه ،M ⊂ J اگر است. مقایسه Mقابل با J ،٢٠.٣.٣ قضیه

این�صورت در .J ⊆ M کرد فرض می�توان بنابراین است. D از nـ�جذبی ایده�آل یک I که
است. مثبت صحیح عدد m و K از ناصفر زیرمدول Dـ� یک W که J = WXm + Xm+١K[[X]]

هر برای اما ،a ∈ W که طوری به دارند وجود .٠ ̸= a, d ∈ D این�صورت در .W ⊂ K کنیم فرض
سره�ای زیرحاصل�ضرب هیچ اما ،di

(
a
di
Xm

)
= aXm ∈ J بنابراین . a

di
̸∈ W ،i مثبت صحیح عدد

یعنی نیست، R از iـ�جذبی ایده�آل یک J ،i مثبت صحیح عدد هر ازای به لذا نیست. موجود J در
و است R از mـ�جذبی ایده�آل یک J = XmK[[X]] بنابراین و W = K نتیجه در .ωR(J) = ∞

.١ ≤ m ≤ n

این قبل توضیحات و ١٩.٣.٣ لم از ωR(X
mK[[X]]) = m و ωR(I +XK[[X]]) = ωD(I) اثبات

می�شود. نتیجه قضیه،

اصلی ،R از متناهی تولید با ایده�آل هر گاه هر گویند، بزوت١ حلقه�ی را R حلقه�ی .٢۴.٣.٣ تعریف
باشد.

باشد. بزوت حلقه�ی یک گاه هر گویند، بزوت٢ دامنه�ی را R صحیح دامنه�ی .٢۵.٣.٣ تعریف

ریشه K[X]یک از غیرثابت چندجمله�ای هر گاه هر است، جبری Kبسته میدان گوییم .٢۶.٣.٣ تعریف
باشد. داشته K در

R روی s گوییم صورت این در .s ∈ S و باشد S از زیرحلقه یک R کنیم فرض .٢٧.٣.٣ تعریف
که طوری به باشند موجود r٠, r١, · · · , rn−١ ∈ R و n ∈ N گاه هر است، صحیح

r٠ + r١s+ · · ·+ rn−١s
n−١ + sn = ٠

این�صورت در باشد. S جابجایی حلقه�ی از زیرحلقه�ای R کنیم فرض .٢٨.٣.٣ تعریف
صحیح بستار و می�شود شامل را R که است S زیرحلقه�ی یک R′ := {s ∈ S ؛ است Rصحیح روی s}

. R = R′ اگر است بسته صحیحاً S در R گوییم دارد. نام S در R

F روی برداری فضای یک K این�صورت در باشد. K میدان توسیع F کنیم فرض .٢٩.٣.٣ تعریف
می�دهیم. نشان [F : K] علامت با و نامیده K روی F توسیع درجه را F میدان روی K بعد است.

١Bezout ring

٢Bezout domain



۵٢ جابجایی حلقه�های در nـ�جذبی ایده�آل�های بررسی .٣

میدان K بزوت، دامنه�ی یک T اگر تنها و اگر است بزوت دامنه�ی یک R صحیح دامنه .٣٠.٣.٣ قضیه
باشد. بزوت دامنه�ی یک D و D کسرهای

.[٧ قضیه به[١٣، شود رجوع برهان.

متناهی کرول بعد D و T کنیم فرض هم�چنین باشد، D کسرهای میدان K کنیم فرض .٣١.٣.٣ قضیه
با است برابر که دارد متناهی کرول بعد R این�صورت در باشند. داشته

Max{T در M D+ارتفاع بعد و T {بعد

.[٩ [١٣،نتیجه به شود رجوع برهان.

می�دهد. توضیح را قبل قضیه حالت دو که می�کنیم بیان را مثالی حال

دامنه�ی یک R این�صورت در .R = Q + XR[[X]] ⊂ R[[X]] کنیم فرض الف. .٣٢.٣.٣ مثال
دامنه�ی R که طوری به است M = XR[[X]] ماکسیمال ایده�آل با بعدی یک��ـ� موضعی شبه صحیح

١٢ـ١٣]. نیست[١۵،تمرین ارزیابی
فرم به ،n مثبت صحیح عدد و R از W ناصفر زیرفضای Qـ� بعضی برای R از ناصفر سره ایده�آل هر
،١.٢.٣ قضیه بنابر نتیجه در .Mn+١ ⊆ I این�صورت در است. I = WXn + Xn+١R[[X]]

این�صورت غیر در .ωR(I) = n و I = XnR[[X]] آنگاه ،W = R اگر .ωR(I) ≤ n + ١
.α > ٠ که طوری به β = α

١
n و α ∈ R−W کنیم فرض مطلب این اثبات برای .ωR(I) = n + ١

مثبت صحیح اعداد بعضی ازای به بنابراین .(βX)n = αXn ̸∈ I اما ،(βX)n+١ ∈ I این�صورت در
است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک R از سره ایده�آل هر ،n

این�صورت در می�باشد. K از سره زیرمیدان یک F که طوری به R = F +XK[[X]] کنیم فرض ب.
علاوه، به است. M = XK[[X]] ماکسیمال ایده�آل با یک��ـ�بعدی موضعی شبه صحیح دامنه�ی یک R
مثال، عنوان به است. K/F میدان توسیع به وابسته ،R حلقه�ای ویژگی�های و نیست ارزیابی دامنه�ی R
بسته F اگر تنها و اگر است بسته صحیحاً R و [K : F ] < ∞ اگر تنها و اگر است نوتری R حلقه�ی
دلخواه زیرمیدان هر انتخاب با (الف)، ٢٣.٣.٣ قضیه بنابر لذا .[٢.١ قضیه ،١١] باشد K در جبری
عدد n که باشند nـ�جذبی آن سره ایده�آل�های تمام که نمود پیدا R مانند صحیحی دامنه�ی می�توان K از

است. مثبت صحیح
٣١.٣.٣ و ٣٠.٣.٣ قضایای بنابر این�صورت در .R = Z+XQ[[X]] ⊂ Q[[X]] کنیم فرض ج.

است Spec(R) = {٠, XQ[[X]]}∪{pR | است. اول pعدد ∈ Z} با دو��ـ�بعدی بزوت دامنه�ی یک R
صحیح عدد هر ازای به I = XR = ZX + X٢Q[[X]] ایده�آل نیست. ارزیابی دامنه�ی که طوری به
است ٢n

( ١
٢nX

)
= X ∈ I زیرا ωR(I) = ∞ بنابراین نیست. R از nـ�جذبی ایده�آل یک ،n مثبت

nـ�جذبی ایده�آل یک (ب)، ٢٣.٣.٣ قضیه بنابر نیست. موجود I در سره�ای زیرحاصل�ضرب هیچ اما
P١, · · · , Pk ∈ Z که است I١ = P

n١
١ · · ·P nk

k R = P
n١
١ · · ·P nk

k Z+XQ[[X]] فرم به R از ناصفر
n١ + · · · + nk ≤ n که طوری به هستند مثبت صحیح اعداد nk, · · · , n١ و متمایز مثبت اول اعداد
و ωR(I١) = n١ + · · ·nk علاوه، به .m ≤ n و است مثبت صحیح عدد m که I٢ = XmQ[[X]] یا
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.ωR(I٢) = m

این�صورت در .D ⊂ qf(D) = F ⊂ K که طوری به باشد K میدان از زیرحلقه یک D کنیم فرض د.
W ناصفر زیرمدول ـ� Dبعضی برای M = XK[[X]] در مشمول R = D + M از ناصفر ایده�آل هر
آنگاه ،W ⊂ K اگر می�باشد. I = WXm + Xm+١K[[X]] فرم به m مثبت صحیح عدد و K از
کنیم فرض مثال، عنوان به نباشد. یا باشد nـ�جذبی است ممکن I ،n مثبت صحیح اعداد بعضی برای
می�شود ثابت آسانی به این�صورت در .I٢ = FX +X٢K[[X]] و I١ = XR = DX +X٢K[[X]]

.ωR(I١) = ∞ و ωR(I٢) = ٢ که

خاص حلقه�های در nـ�جذبی ایده�آل�های ۴.٣

اگر می�کنیم. مطالعه جابجایی حلقه�های از خاص کلاس چند در را nـ�جذبی ایده�آل�های بخش، این در
ماکسیمال ایده�آل�های از حاصل�ضربی R از ناصفر سره ایده�آل هر آنگاه باشد، ددکیند دامنه�ی یک R
اگر ویژه، به بود. خواهد R از nـ�جذبی ایده�آل یک ،n مثبت صحیح اعداد بعضی برای بنابراین و است
ایده�آل یک I ،١١.١.٣ قضیه بنابر آنگاه است، R از ماکسیمال ایده�آل یک Mi هر که I = M١ · · ·Mn

نیز باشد نوتری صحیح دامنه�ی یک R که حالتی در مطلب این عکس واقع، در است. R از nـ�جذبی
است. برقرار

کنیم فرض هم�چنین باشد، منظم عنصر یک شامل یکدار) لزوماً حلقه�ای(نه R کنیم فرض .١.۴.٣ تعریف
گویند، R کسری ایده�آل یک را T (R) از S ناتهی زیرمجموعه�ی باشد. R تام کسرهای حلقه�ی T (R)

.rS ⊆ R ،R از r منظم عناصر بعضی برای که طوری به باشد T (R) از مدول زیر Rـ� یک S گاه هر

I−١ = {x ∈ T (R) | xI ⊆ R} آنگاه باشد، R از ناصفر کسری ایده�آل یک I اگر تذکر:

I ناصفر کسری ایده�آل هر برای گاه هر می�نامیم، ددکیند٣ دامنه�ی را R صحیح دامنه�ی .٢.۴.٣ تعریف
.II−١ = R ،R از

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. نوتری صحیح دامنه�ی یک R کنیم فرض .٣.۴.٣ قضیه
است. ددکیند دامنه�ی یک R .١

که R از Mm, · · · ,M١ ماکسیمال ایده�آل�های برای آنگاه باشد، R از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر .٢
.I = M١ · · ·Mm ،١ ≤ m ≤ n

ماکسیمال ایده�آل�های برای و نباشد میدان که طوری به باشد ددکیند دامنه�ی یک R اگر علاوه، به
.ω(I) = n آنگاه ،I = M١ · · ·Mn اگر R از Mn, · · · ,M١

است. حاصل نتیجه بخش، ابتدایی توضیحات به توجه با (٢) ⇐= (١) برهان.
یک ،M و M٢ بین ایده�آل هر چون باشد. R از ماکسیمال ایده�آل یک M کنیم فرض (١) ⇐= (٢)

٣Dedekind domain
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(٢) بند فرض بود. خواهد R از ٢ـ�جذبی ایده�آل یک ،١.٢.٣ قضیه بنابر لذا است، R از Mـ�اولیه ایده�آل
یک R ،[٣٩.٢ قضیه ،١۵] بنابر رو این از ندارد. وجود M و M٢ بین ایده�آلی هیچ که می�دهد نتیجه
حاصل ،٨.٣.٣ نتیجه و ١٠.١.٣ لم از استفاده با (٢) بند پایانی قسمت اثبات است. ددکیند دامنه�ی

می�شود.

ماکسیمال ایده�آل هر برای گاه هر گویند، تقریبی۴ ددکیند دامنه��ی را R صحیح دامنه�ی .۴.۴.٣ تعریف
باشد. (DV R) نوتری۵ ارزیابی دامنه�ی یک RM ،R از M

R از I ناصفر ایده�آل یک این�صورت در باشد. تقریبی ددکیند دامنه�ی یک R کنیم فرض .۵.۴.٣ قضیه
،١ ≤ m ≤ n که R از Mm, · · · ,M١ ماکسیمال ایده�آل�های برای اگر تنها و اگر است nـ�جذبی ایده�آلی

.ω(M١ · · ·Mm) = m علاوه، به .I = M١ · · ·Mm

فقط ،٧.١.٣ قضیه بنابر این�صورت در باشد. R از ناصفر nـ�جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض برهان.
مینیمال I روی که دارند وجود R در ،k ≤ n که Pk, · · · , P١ مانند اول ایده�آل�های از متناهی تعداد
که طوری به IPi

= (P ni
i )Pi

داریم ،١ ≤ i ≤ k هر ازای به لذا است، DV R یک RPi
چون هستند.

.J = P
n١
١ · · ·P nk

k کنیم فرض .(ni ≤ n ،١.٣.٣ قضیه بنابر داریم (توجه است. مثبت صحیح عدد ni

از حاصل�ضرب یک I = J بنابراین .IM = JM ،R از M ماکسیمال ایده�آل هر برای این�صورت در
است. R ماکسیمال ایده�آل�های

می�شود. نتیجه ،١١.١.٣ قضیه از اثبات بالعکس،
می�شود. نتیجه ،٣.۴.٣ قضیه از نیز ω(M١ · · ·Mm) = m اثبات

تعداد اشتراک فرم به می�توان را M از زیرمدول هر آنگاه باشد، نوتری M مدول ��Rـ���� اگر .۶.۴.٣ قضیه
نوشت. اولیه زیرمدول�های از متناهی

.[٢.٧ قضیه ،١۶] به شود رجوع برهان.

هر برای گاه هر گوییم، اولیه را M از Q مدول زیر باشد. مدول Rـ� یک M کنیم فرض .٧.۴.٣ تعریف
.anM ⊆ Q ،x /∈ Q و ax ∈ Q که x ∈ M و a ∈ R

باشد. اولیه مدول زیر ـ R یک عنوان به Q گاه هر گوییم، اولیه را R حلقه�ی از Q ایده�آل

هر ،n مثبت صحیح اعداد بعضی برای آنگاه باشد، نوتری حلقه�ی یک R کنیم فرض .٨.۴.٣ قضیه
است. nـ�جذبی ایده�آل یک R از سره ایده�آل

در است. R از اول ایده�آلی P که طوری به باشد R از Pـ�اولیه ایده�آل یک J کنیم فرض برهان.
قضیه بنابر لذا است. نوتری حلقه�ای R زیرا Pm ⊆ J ،m مثبت صحیح اعداد بعضی برای این�صورت

۴Almost dedekind domain

۵Noetherian valuation domain
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این�صورت در باشد. R از سره ایده�آل یک I کنیم فرض است. R از mـ�جذبی ایده�آل یک J ،١.٢.٣
به بنا لذا و است. نوتری R زیرا می�باشد R اولیه ایده�آل�های از متناهی اشتراک I ،۶.۴.٣ قضیه بنابر

است. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I ،n مثبت صحیح اعداد بعضی ازای به (ج)، ٣.١.٣ قضیه

R از اول ایده�آل یک P و R از n-جذبی ایده�آل یک I بزوت، حلقه�ی یک R کنیم فرض .٩.۴.٣ لم
باشد ارزیابی دامنه�ی یک R اگر ویژه، به .P n ⊆ I این�صورت در .Rad(I) = P که طوری به باشد

است. برقرار حکم نیز

داریم ،x ∈ P بعضی برای پس است، بزوت حلقه�ی یک R چون .x١, ..., xn ∈ P کنیم فرض برهان.
(ه)، ٣.١.٣ قضیه بنابر چون .x١...xn = xny ،y ∈ R بعضی برای بنابراین و ⟨x١, ..., xn⟩ = xR

.P n ⊆ I نتیجه در و x١...xn = xny ∈ I لذا ،xn ∈ I

است. برقرار حکم وضوح به باشد ارزیابی دامنه�ی یک R اگر

کنیم فرض همچنین نیست. میدان �طوری�که به باشد ارزیابی حلقه�ی یک R کنیم فرض .١٠.۴.٣ قضیه
است. R از اول ایده�آل یک Rad(I) دراین�صورت باشد. R از سره ایده�آل یک I

.Rad(I) =
∩

P∈S P می�دانیم باشد. I مینیمال اول ایده�آل�های تمام مجموعه S کنیم فرض برهان.
خطی شده مرتب شمول رابطه تحت R اول ایده�آل�های تمام مجموعه پس است، ارزیابی حلقه�ی R چون

است. R از اول ایده�آل یک Rad(I) نتیجه در است. عضوی تک S بنابراین هستند.

این�صورت در باشد. مثبت صحیح عدد یک n و ارزیابی دامنه�ی یک R کنیم فرض .١١.۴.٣ قضیه
معادلند: R از I ایده�آل یک برای زیر گزاره�های

است. R از n-جذبی ایده�آل یک I .١
.P n ⊆ I و است R از P-اولیه ایده�آل یک I ،R از P اول ایده�آل بعضی برای .٢

.I = Pm ،١ ≤ m ≤ n که m مثبت صحیح عدد و R از P = Rad(I) اول ایده�آل بعضی برای .٣

،١٠.۴.٣ قضیه بنابر این�صورت در باشد. R از n-جذبی ایده�آل یک I کنیم فرض (٢) ⇐= (١) برهان.
P ایده�آل یک I ،۵.٢.٣ قضیه بنابر این�رو از و است R از پذیر بخش اول ایده�آل یک P = Rad(I)

.P n ⊆ I ،٩.۴.٣ لم به بنا نتیجه در است. R از اولیه
است. حاصل نتیجه ،[ (b)١٧.٣ قضیه ،١۵ ] بنابر (٣) ⇐= (٢)

R از ١ـ�جذبی ایده�آل یک I لذا است. R از اول ایده�آل یک I آنگاه ،I = {٠} اگر (١) ⇐= (٣)
دامنه�ی یک R که جایی آن از .I ̸= {٠} می�کنیم فرض بنابراین است. nـ�جذبی ،I رو این از می�باشد.
،۶.٢.٣ قضیه بنابر پس ،Nil(R) = ٠ ⊂ P چون و می�باشد بخش�پذیر دامنه�ی یک پس است، ارزیابی
ایده�آل یک هم�چنین I (ب)، ٣.١.٣ قضیه بنابر نتیجه در است. R از mـ�جذبی ایده�آل یک I = Pm

بود. خواهد R از nـ�جذبی
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این�صورت در Mباشد. ماکسیمال ایده�آل با یک��ـ�بعدی ارزیابی دامنه�ی Rیک فرضکنیم .١٢.۴.٣ مثال
DV R ،R آنگاه باشد، اصلی M اگر ،[١٧.١ قضیه ،١۵] است M-اولیه ،R از ناصفر سره ایده�ال هر
خواهد n-جذبی ایده�آل یک ،n مثبت صحیح اعداد بعضی برای R از سره ایده�آل هر بنابراین و است
در و M = M٢ آنگاه نباشد، اصلی ایده�آل M اگر .ω(Mn) = n و ω(٠) = ١ حالت، این در بود.
حالت، این در می�باشند. R از n-جذبی ایده�آل�های تنها M و صفر ،n مثبت صحیح عدد هر برای نتیجه
بنابر که داریم توجه .ω(I) = ∞ و ω(M) = ω(٠) = ١ ،٠ ⊂ I ⊂ M که R از I ایده�آل هر برای

است. M-اولیه ایده�آل یک I ،١.٢.٣ قضیه

ناصفراز متناهی تولید با ایده�آل هر گاه هر گوییم۶، پروفر دامنه�ی را R صحیح دامنه�ی .١٣.۴.٣ تعریف
باشد. پذیر وارون� R

M ماکسیمال ایده�آل هر برای اگر تنها و اگر است پروفر دامنه�ی یک R صحیح دامنه�ی .١۴.۴.٣ قضیه
[٢٢.١ باشد.[١۵،قضیه ارزیابی دامنه�ی یک RM ،R از

قیاس�نا�پذیر اول ایده�آل�های که می�کنیم یاد�آوری داد. توسیع پروفر دامنه�های به می�توان را قبل نتایج
یک همچنین می�باشد. ارزیابی دامنه�ی یک موضعی �طور به R زیرا ماکسیمال�اند هم ،R پروفر دامنه�ی از

باشد. خودتوان Rp در Pp اگر تنها و اگر است خودتوان R پروفر دامنه� از P اول ایده�آل

صحیح اعداد بعضی ازای به این�صورت در باشد. پروفر دامنه�ی یک R کنیم فرض .١۵.۴.٣ قضیه
باشد. R اول ایده�آل�های از حاصل�ضرب یک I اگر تنها و اگر است n-جذبی ،R از I ایده�آل ،n مثبت
که باشند مثبت صحیح اعداد nk, ..., n١ و R از �ناپذیر قیاس اول ایده�آل�های Pk, ..., P١ اگر �علاوه، به

.ω(P n١
١ ...P nk

k ) = n١ + ...+ nk آنگاه باشد، خود�توان Pi اگر و ni = ١

که Pk, ..., P١ کنیم فرض همچنین باشد. R از ناصفر n-جذبی ایده�������ال یک I کنیم فرض برهان.
R زیرا هم�ماکسیمال�اند دو به دو Piها این�صورت در باشند. I از مینیمال اول ایده�آل�های ،k ≤ n

داریم ni مثبت صحیح اعداد بعضی برای ،١١.۴.٣ و ١.٣.٣ قضایای بنابر است. پروفر دامنه�ی یک
از ماکسیمال ایده�آل یک M کنیم فرض هم�چنین .J = P

n١
١ · · ·P nK

K کنیم فرض .IPi
= (P ni

i )Pi

مشابه می�باشد. M در مشمول که است I مینیمال اول ایده�آل تنها Pi که کرد فرض می�توان باشد، R
Ki = ni که کرد فرض می�توان و IM = (PKi

i )M ،Ki مثبت صحیح اعداد بعضی برای فوق برهان
.I = J نتیجه در و IM = JM ،R از M ماکسیمال ایده�آل هر برای بنابراین .(IM)Pi

= IPi
زیرا

است. R اول ایده�آل�های از حاصل�ضرب یک I بنابراین
P ⊂ Q اگر که داریم توجه باشد. R اول ایده�آل�های از حاصل�ضرب یک I کنیم فرض بالعکس،
که I = P

n١
١ · · ·P nK

K کرد فرض می�توان بنابراین .PQ = P آنگاه باشند، R اول ایده�آل�های
که طوری به می�باشند مثبت صحیح اعداد niها و R از هم�ماکسیمال اول ایده�آل�های PK , · · · , P١

بنابر لذا است. R از Pi-اولیه ایده�آل یک P ni
i هر ،[ ٢٣.٣ قضیه ،١۵ ] بنابر .n = n١ + · · ·+ nK

۶Prufer domain
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ایده�آل یک I (ج)، ٣.١.٣ قضیه بنابر نتیجه در است. R از niـ�جذبی ایده�آل یک P ni
i هر ،١.٢.٣ قضیه

زیرا می�باشد R از nـ�جذبی
I = P

n١
١ · · ·P nK

K = P
n١
١ ∩ · · · ∩ P nK

K

است. حاصل ، ٨.٣.٣ نتیجه و ١.٢.٣ قضیه بنابر قضیه، دوم قسمت حکم اثبات

مثبت صحیح اعداد بعضی ازای به نوتری حلقه�ی یک از سره ایده�آل هر که دیدیم گذشته مباحث در
می�کنیم تعریف ،R حلقه�ی هر برای است. nـ�جذبی ایده�آل یک ،n

Ω(R) = {ωR(I) | Rاست. از سره ایده�آل {Iیک

خاص حلقه�ی چند برای Ω(R) ممکن مقادیر زیر قضایای و مثال .{١} ⊆ Ω(R) ⊆ N ∪ {∞} آنگاه
می�کنند. مشخص را

و مثبت صحیح اعداد nk, · · · , n١ که n = p
n١
١ · · · pnk

k کنیم فرض الف. .١۶.۴.٣ مثال
،۶.٣.٣ قضیه بنابر این�صورت در هستند. متمایز مثبت اول اعداد p١, · · · , pk ∈ Z

عدد و p ∈ Z مثبت اول عدد هر برای ویژه به ،m = n١ + · · · + nK که Ω(Zn) = {١, · · · ,m}
.Ω(Zpn) = {١, · · · , n} ،n مثبت صحیح

.Ω(R) = N (د)، ٣.١.٣ قضیه بنابر این�صورت در .R = Z کنیم فرض ب.
این�صورت در باشند. ۵.١.٣ مثال در مذکور ایده�آل�های و حلقه In و I ،R =

∏∞
i=١ Z٢ کنیم فرض ج.

.Ω(R) = N ∪ {∞} نتیجه در .ω(I) = ∞ و ω(In) = n ،n ∈ N هر برای
برای که طوری به باشد M ماکسیمال ایده�آل با صفر��ـ�بعدی موضعی، شبه حلقه�ی یک R کنیم فرض د.

.N ⊆ Ω(R) ،١٠.١.٣ لم بنابر این�صورت در .Mn+١ ⊂ Mn ،n مثبت صحیح عدد هر
این�صورت در باشد. مثبت صحیح عدد یک n و M = XR[[X]] ،T = Q+XR[[X]] کنیم فرض ه.

.Ω(T ) = N

سره ایده�آل هر که طوری به باشد مثبت صحیح عدد یک n و حلقه یک R کنیم فرض .١٧.۴.٣ قضیه
دارد. ماکسیمال ایده�آل n حداکثر R و dim(R) = ٠ این�صورت در باشد. nـ�جذبی ایده�آل یک R از

عنصر می�باشد. P ⊂ Q اول ایده�آل�های شامل R این�صورت در .dim(R) ≥ ١ کنیم فرض برهان.
ایده�آل یک I زیرا xn ∈ I این�صورت در .I = xn+١R کنیم فرض و می�کنیم انتخاب را x ∈ Q− P

.xn(١− xy) = ٠ ∈ P رو این از .xn = xn+١y ،y ∈ R بعضی برای بنابراین و است R از nـ�جذبی
پس است. تناقض یک که ١ ∈ Q می�شود نتیجه x ∈ Q از بنابراین .١ − xy ∈ P ⊂ Q نتیجه در

دارد. ماکسیمال ایده�آل n حداکثر ٨.١.٣ قضیه بنابر نتیجه در .dim(R) = ٠

اعداد بعضی برای اگر باشد. R از متناهی تولید با ماکسیمال ایده�آل یک M کنیم فرض .١٨.۴.٣ لم
dim(R) ≥ ١ با نوتری حلقه�ای R اگر ویژه، به .ht(M) = ٠ آنگاه ،Mn = Mn+١ ،n مثبت صحیح
که طوری به است موجود R از M ماکسیمال ایده�آل یک ،n مثبت صحیح عدد هر برای آنگاه باشد،

.Mn+١ ⊂ Mn
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در .P ⊂ M ،R از P اول ایده�آل بعضی برای این�صورت در .ht(M) ≥ ١ می�کنیم فرض برهان.
داریم RM حلقه�ی

PM ⊂ MM , MMMn
M = Mn

M

نتیجه در است. تناقض یک که PM = MM بنابراین .Mn
M ⊆ PM اما .Mn

M = ٠ ناکایاما لم بنابر لذا
.ht(M) = ٠

است. واضح قضیه دوم قسمت اثبات

باشند. حلقه R٢ و R١ ،R کنیم فرض .١٩.۴.٣ قضیه
آنگاه باشد، نامتناهی |Max(R)| اگر و {١, · · · , n} ⊆ Ω(R) آنگاه ،|Max(R)| = n < ∞ اگر .١

.N ⊆ Ω(R)

.Ω(R/I) ⊆ Ω(R) این�صورت در باشد. R از سره ایده�آل یک I کنیم فرض .٢
.Ω(R) ⊆ Ω(R[X]) .٣

.Ω(R١ ×R٢) = Ω(R١) + Ω(R٢) .۴
.Ω(R) ⊆ Ω

(
R(+)M

)
این�صورت در باشد. Rـمدول یک M کنیم فرض .۵

T از زیرحلقه�ای و میدان یک K که طوری به باشد صحیح دامنه�ی یک T = K +M کنیم فرض .۶
باشد. K از زیرحلقه�ای یک D کنیم فرض هم�چنین است، T ناصفر ماکسیمال ایده�آل یک M و است

.Ω(D) ⊆ Ω(D +M) این�صورت در
.Ω(R) = {١} اگر تنها و اگر است میدان یک R .٧

.Ω(R) = {١, · · · , n} ،n ∈ N بعضی برای این�صورت در باشد. آرتینی حلقه�ی یک R اگر .٨
.Ω(R) = N آنگاه باشد، dim(R) ≥ ١ با نوتری حلقه�ی یک R اگر .٩

.Ω(R) = N آنگاه باشد، DV R ،R اگر نیست. میدان که باشد ارزیابی دامنه�ی یک R کنیم فرض .١٠
اگر و Ω(R) = {١,∞} آنگاه باشد، توان خود R از اول ایده��آل هر که صورتی در نباشد DV R ،R اگر

.Ω(R) = N ∪ {∞} آنگاه باشد، توان خود غیر ناصفر اول ایده�آل یک شامل R

است. حاصل نتیجه ،٨.١.٣ قضیه بنابر .١ برهان.
است. برقرار (ب)، ٣.٣.٣ نتیجه بنابر اثبات .٢

می�شود. نتیجه ،١۶.٣.٣ قضیه از اثبات .٣
می�شود. نتیجه ،۶.٣.٣ قضیه از اثبات .۴

باشد، R از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر R از I ایده�آل هر برای که ،٩.٣.٣ قضیه قبل توضیحات به بنا .۵
حاصل نتیجه ،ωR(+)M

(
I(+)M

)
= ωR(I) و است R(+)M از nـ�جذبی ایده�آل یک I(+)M آنگاه

است.
است. حاصل نتیجه ،١٩.٣.٣ لم بنابر .۶

میدان R اگر تنها و اگر است اول ،R حلقه�ی از سره ایده�آل هر زیرا است برقرار نتیجه وضوح به .٧
باشد.

حلقه�ی هر چون کلی حالت در است. برقرار حکم ،١.٢.٣ قضیه بنابر آنگاه باشد، موضعی R اگر .٨
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حکم ،٧.٣.٣ نتیجه بنابر لذا است، موضعی آرتینی حلقه�های متناهی تعداد مستقیم حاصل�ضرب آرتینی
است. برقرار

در .N ⊆ Ω(R) داریم ،١٨.۴.٣ و ١٠.١.٣ لم�های بنابر .Ω(R) ⊆ N داریم ،٨.۴.٣ قضیه بنابر .٩
.Ω(R) = N نتیجه

است. حاصل نتیجه ،١١.۴.٣ قضیه بنابر .١٠

nـ�جذبی قویاً ایده�آل�های ۵.٣

از I سره ایده�آل که داریم توجه می�کنیم. مطالعه و معرفی را nـ�جذبی قویاً ایده�آل�های پایانی، بخش در
آنگاه ،I١I٢ ⊆ I اگر R از I٢ و I١ ایده�آل�های برای اگر تنها و اگر است اول ایده�آل یک R حلقه�ی
قویاً R حلقه�ی از I سره ایده�آل گوییم باشد. مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .I٢ ⊆ I یا I١ ⊆ I

حاصل�ضرب آنگاه ،I١ · · · In+١ ⊆ I اگر R از In+١, · · · , I١ ایده�آل�های برای گاه هر است، nـ�جذبی
باشد. I در مشمول Iiها از تا n

nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک اول ایده�آل n اشتراک و است اول ایده�آلی ١ـ�جذبی قویاً ایده�آل یک بنابراین
خواهیم ،١.۵.٣ قضیه در و است nـ�جذبی ایده�آل یک R از nـ�جذبی قویاً ایده�آل هر که است واضح است.
این نیز n مثبت صحیح عدد هر ازای به که می�زنیم حدس .n = ٢ گاه هر معادلند، مفهوم دو این که دید
مثبت صحیح اعداد بعضی ازای به اگر باشد. R حلقه�ی سره ایده�آل یک I کنیم فرض معادلند. مفهوم دو

آنگاه باشد، R حلقه�ی از nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک I ،n
ω⋆
R(I) = min{n | −جذبیRاست. n قویاً ایده�آل {Iیک

هم�چنین می�کنیم. استفاده ω⋆
R(I) جای به را ω⋆(I) نماد پس این از که .ω⋆

R(I) = این�صورت∞ غیر در
R از اول ایده�آل یک I اگر تنها و اگر ω⋆

R(I) = ١ .ω⋆
R(I) ∈ N ∪ {٠,∞} بنابراین .ω⋆

R(R) = ٠
می�کنیم تعریف .ωR(I) ≤ ω⋆

R(I) ،R از I ایده�آل هر برای و باشد

Ω⋆(R) = {ω⋆
R(I) | ازRاست. سره ایده�آل {Iیک

.{١} ⊆ Ω⋆(R) ⊆ N ∪ {∞} بنابراین

زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R حلقه�ی از ناصفر سره ایده�آل یک I کنیم فرض .١.۵.٣ قضیه
معادلند:

است. R ٢ـ�جذبی ایده�آل یک I .١
یا I١I٣ ⊆ I یا I١I٢ ⊆ I آنگاه ،I١I٢I٣ ⊆ I ،R از I٣ و I٢ ،I١ ایده�آل�های بعضی برای اگر .٢

.I٢I٣ ⊆ I

بعضی برای کنیم فرض است. بدیهی (١) ⇐= (٢) زیرا شود اثبات (٢) ⇐= (١) کافیست برهان.
ایده�آل یک Rad(I) ،۵.٢.٢ قضیه بنابر این�صورت در .I١I٢I٣ ⊆ I ،R از I٣ و I٢ ،I١ ایده�آل�های
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می�باشند R از ناصفر متمایز اول ایده�آل�های P٢ و P١ که طوری به Rad(I) = P١∩P٢ یا است R اول
یا I١I٣ ⊆ I یا I١I٢ ⊆ I که می�شود ثابت آسانی به آنگاه ،I = Rad(I) اگر مینیمال�اند. I روی که

می�گیریم نظر در را زیر حالت دو .I ̸= Rad(I) می�کنیم فرض بنابراین .I٢I٣ ⊆ I

کرد فرض می�توان این�صورت در باشد. R اول ایده�آل یک Rad(I) کنیم فرض اول: حالت
.I٢I٣ ⊆ Bx می�گیریم نتیجه لذا ،xI٢I٣ ⊆ I چون .x ∈ I١−I کنیم فرض .I١ ̸⊆ I و I١ ⊆ Rad(I)

هر برای اگر .I٣ ⊆ Bx یا I٢ ⊆ Bx بنابراین است. R از اول ایده�آل یک Bx ،١٢.٣.٣ قضیه بنابر زیرا
است. حاصل نتیجه و ( I١I٣ ⊆ I (و I١I٢ ⊆ I آنگاه ،I٣ ⊆ Bd و I٢ ⊆ Bd ،d ∈ I١ − I

،١٠.٣.٣ قضیه بنابر چون .I٣ ̸⊆ By و I٢ ⊆ By ،y ∈ I١ − I بعضی برای می�کنیم فرض بنابراین
I٢ ⊆ By و شدند مرتب خطی طور به که است R اول ایده�آل�های از مجموعه�ای {BW | W ∈ I١− I}

.I١I٢ ⊆ I بنابراین و I٢ ⊆ BZ ،Z ∈ I١ − I هر برای لذا ،I٣ ̸⊆ By و
می�باشند R از ناصفر متمایز اول ایده�آل�های P٢ و P١ که Rad(I) = P١ ∩P٢ کنیم فرض دوم: حالت
یا I١I٢ ⊆ I آنگاه ،I٣ ⊆ P٢ یا I٢ ⊆ P٢ اگر .I١ ⊆ P١ کرد فرض می�توان مینیمال�اند. I روی که
شد استفاده اول حالت در که مشابه�ای روش به بنابراین .P١P٢ ⊆ I ،۵.٢.٢ قضیه بنابر زیرا I١I٣ ⊆ I

است. حاصل نتیجه ،١٠.٣.٣ قضیه و

حلقه�ی از I سره ایده�آل این�صورت در باشد. مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .١ حدس
،R از I ایده�آل هر برای باشد(یعنی R nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر تنها و اگر است nـ�جذبی قویاً R

.(Ω(R) = Ω⋆(R) بنابراین و ωR(I) = ω⋆
R(I)

این�صورت در باشد. R حلقه�ی از nـ�جذبی ایده�آل یک I و باشد مثبت صحیح عدد n فرضکنیم حدس٢.
.Rad(I)n ⊆ I

می�دهد. نتیجه را (٢) حدس ،(١) حدس می�دهیم نشان ابتدا

باشد. R حلقه�ی از nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک I و مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .٢.۵.٣ قضیه
می�دهد. نتیجه را (٢) حدس (١) حدس ویژه، به .Rad(I)n ⊆ I این�صورت در

بنابر این�صورت در .J = ⟨x١, · · · , xn⟩ ⊆ Rad(I) و x١, · · · , xn ∈ Rad(I) کنیم فرض برهان.
یک I زیرا Jn ⊆ I رو این از .Jnn ⊆ I بنابراین و xn

i ∈ I ،١ ≤ i ≤ n هر برای (ه)، ٣.١.٣ قضیه
نتیجه را (٢) حدس (١) حدس وضوح به .Rad(I)n ⊆ I نتیجه در است. R از nـ�جذبی قویاً ایده�آل

می�دهد.

باشد R حلقه�ی از nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک I و مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .٣.۵.٣ قضیه
این�صورت در .(m ≤ n) که باشد داشته Pm, · · · , P١ مینیمال اول ایده�آل m دقیقاً I که طوری به

.n = n١ + · · ·+ nm و می�باشند مثبت صحیح اعداد nm, · · · , n١ که P n١
١ · · ·P nm

m ⊆ I

.P n ⊆ I آنگاه باشد، R از اول ایده�آل یک Rad(I) = P اگر ویژه، به

در .J = Rad(I) = P١ ∩ · · · ∩ Pm کنیم فرض .m ≤ n ،٧.١.٣ قضیه بنابر که داریم توجه برهان.
(P١ · · ·Pm)

n ⊆ Jn ⊆ I ،٢.۵.٣ قضیه بنابر رو این از .P١ · · ·Pm ⊆ P١∩· · ·∩Pm = J این�صورت
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نامنفی صحیح اعداد برای لذا است، R از nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک I چون .P n
١ · · ·P n

m ⊆ I بنابراین و
،١ ≤ i ≤ m هر برای که این از .P n١

١ · · ·P nm
m ⊆ I داریم ،n = n١ + · · · + nm که nm, · · · , n١

.ni ≥ ١ هر لذا ،P n١
١ · · ·P nm

m ⊆ I ⊆ Pi

است. واضح قضیه دوم قسمت اثبات

هم�چنین باشد، مثبت صحیح عدد یک n و R حلقه�ی از اول ایده�آل یک P کنیم فرض .۴.۵.٣ قضیه
باشد. برقرار (٢) حدس کنیم فرض

.ω(P n) = n آنگاه ،P n ⊂ P n−١ و باشد R از Pـ�اولیه ایده�آل یک P n اگر الف.

.ω(P n) = n آنگاه ،P n ⊂ P n−١ و باشد R از ماکسیمال ایده�آل یک P اگر ب.
.ω(I) = n آنگاه ،P n−١ ̸⊂ I و P n ⊆ I اگر باشد. R از Pـ�اولیه ایده�آل یک I کنیم فرض ج.

،(٢) حدس بنابر آنگاه ،ω(P n) ≤ n − ١ اگر .ω(P n) ≤ n داریم ،١.٢.٣ قضیه بنابر الف. برهان.
است. تناقض یک که P n−١ ⊆ P n

است. Pـ�اولیه ،P n آنگاه باشد، R ماکسیمال ایده�آل یک P اگر ب.
می�باشد. (الف) بند مشابه برهان ج.

١٠.١.٣و درلم را ω(P n) = n برای P n+١ ⊂ P n شرط ،۴.۵.٣ قضیه که داریم توجه الف. تذکر:
می�بخشد. بهبود P n ⊂ P n−١ به را ،۶.٢.٣ و ١.٢.٣ قضایای

که طوری به باشد dim(R) = ٠ با R موضعی شبه حلقه�ی از ماکسیمال ایده�آل یک M کنیم فرض ب.
(٠)ωR(اگر = ∞ آنگاه باشد، برقرار (٢) حدس اگر .Mn+١ ⊂ Mn ،n مثبت صحیح عدد هر برای

است). تناقض یک که Mn = ٠ ،(٢) حدس به بنا آنگاه ωR(٠) = n < ∞

ایده�آل یک {٠} که طوری به باشد حلقه�ای R و مثبت صحیح عدد یک n کنیم فرض .۵.۵.٣ قضیه
اگر تنها و اگر است nـ�جذبی ایده�آل یک R از سره ایده�آل هر این�صورت در است. R از nـ�جذبی قویاً
Mi ماکسیمال ایده�آل با موضعی شبه حلقه یک Ri هر و ١ ≤ m ≤ n که R ∼= R١ × · · · × Rm

هر برای و n = n١ + · · · + nm که طوری به موجوداند nm, · · · , n١ مثبت صحیح اعداد و است
.Mni

i = ٠ ،١ ≤ i ≤ m

حلقه�ی یک Ri هر ،١ ≤ m ≤ n که باشد T = R١ × · · · × Rm با یکریخت R کنیم فرض برهان.
که طوری به موجوداند nm, · · · , n١ مثبت صحیح اعداد و است Mi ماکسیمال ایده�آل با موضعی شبه
یک Ri هر از سره ایده�آل هر که است واضح .Mni

i = ٠ ،١ ≤ i ≤ m هر برای و n = n١+ · · ·+nm

زیرا .ωRi
(Ii) ≤ ni ،١.٢.٣ قضیه بنابر آنگاه باشد، Ri سره ایده�آل Ii اگر و است Ri از Miـ�اولیه ایده�آل

بنا این�صورت در باشند. Rm, · · · , R١ از ایده�آل�هایی ترتیب به Im, · · · , I١ می�کنیم فرض .Mni
i = ٠

،٧.٣.٣ نتیجه به
ωT (I١ × · · · × Im) = ωR١(I١) + · · ·+ ωRm(Im) ≤ n١ + · · ·+ nm = n
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،٢.٣.٣ قضیه بنابر لذا ،R ∼= T چون نتیجه در و می�باشد nـ�جذبی ایده�آل یک T سره ایده�آل هر بنابراین
است. nـ��جذبی ایده�آل یک نیز R از سره ایده�آل هر

،١٧.۴.٣ قضیه بنابر این�صورت در باشد. nـ�جذبی ایده�آل یک R از سره ایده�آل هر کنیم فرض بالعکس،
ایده�آل�های Mm, · · · ,M١ کنیم فرض .m ≤ n که دارد ماکسیمال ایده�آل m R و dim(R) = ٠
اعداد برای ،٣.۵.٣ قضیه بنابر لذا است، R از nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک {٠} چون باشند. R ماکسیمال
قضیه�ی بنابر رو این از .Mn١

١ · · ·Mnm
m = ٠ ،n = n١ + · · · + nm که nm, · · ·n١ مثبت صحیح

Ri این�صورت در .Ri =
R

Mni
i

می�دهیم قرار حال . R ∼=
R

M
n١
١

× · · · × R

Mnm
m

چینی، باقیمانده

به موجودند nm, · · · , n١ مثبت اعدادصحیح و است Mi ماکسیمال ایده�آل با موضعی شبه حلقه�ی یک
. Mni

i = ٠ ،١ ≤ i ≤ m هر برای و n = n١ + · · ·+ nm که طوری

در باشد. مثبت صحیح عدد یک n و R حلقه�ی از Pـ�اولیه ایده�آل یک I کنیم فرض .۶.۵.٣ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های این�صورت

.P n ⊆ I و است R از nـ�جذبی ایده�آل یک I .١
است. R nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک I .٢

است. R nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک P n آنگاه باشد، Pـ�اولیه ،P n اگر ویژه، به

هیچ اما ،I١ · · · In+١ ⊆ I ،R از In+١, · · · , I١ ایده�آل�های برای کنیم فرض (٢) ⇐= (١) برهان.
Pـ�اولیه ،I زیرا است P در مشمول Ij هر این�صورت در نباشد. I در مشمول Ijها از حاصل�ضربnتایی
است. تناقض یک که .P n ⊆ I زیرا است I در مشمول Ijها از nتایی حاصل�ضرب هر بنابراین و است

است. I در مشمول که است موجود Ijها از nتایی حاصل�ضرب یک نتیجه در
است. واضح ،٣.۵.٣ قضیه بنابر اثبات (١) ⇐= (٢)

است. واضح (٢) ⇐= (١) قسمت و ،١.٢.٣ قضیه بنابر قضیه آخر پاراگراف حکم

این�صورت در باشند. R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های Mn, · · · ,M١ کنیم فرض .٧.۵.٣ نتیجه
است. R از nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک I = M١ · · ·Mn

قضیه ،١٠.١.٣ لم جای به باید که تفاوت این با می�باشد. ،١١.١.٣ قضیه� برهان مشابه اثبات برهان.
کنیم. استفاده nـ�جذبی قویاً ایده�آل�های برای ٣.١.٣(ج)، قضیه از و کرده راجایگزین ،۶.۵.٣

مثبت صحیح اعداد بعضی برای این�صورت در باشد. نوتری حلقه�ی یک R کنیم فرض .٨.۵.٣ نتیجه
است. nـ�جذبی قویاً ایده�آل یک R از سره ایده�آل هر ،n

قضیه ،١.٢.٣ قضیه جای به باید که تفاوت این با می�باشد. ،٨.۴.٣ قضیه� برهان مشابه اثبات برهان.
کنیم. استفاده nـ�جذبی قویاً ایده�آل�های برای ٣.١.٣(ج)، قضیه از و کرده راجایگزین ،۶.۵.٣
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این�صورت در باشد. مثبت صحیح عدد یک n و پروفر دامنه�ی یک R کنیم فرض .٩.۵.٣ نتیجه
علاوه به باشد. R از nـ�جذبی ایده�آل یک I اگر تنها و اگر است nـ�جذبی قویاً R از I ایده�آل یک

.ω(I) = ω⋆(I)

برهان بنابر .ω(I) = ω⋆(I) می�دهیم نشان ،ω(I) = n که R از I ناصفر سره ایده�آل برای برهان.

niها و هم�ماکسیمال�اند اول ایده�آل�های Piها که I = P
n١
١ · · ·P nk

k کرد فرض می�توان ،١۵.۴.٣ قضیه

،n = n١ + · · ·+ nk و باشند توان خود Piها اگر ،ni = ١ که طوری به می�باشند مثبت صحیح اعداد

،۶.۵.٣ قضیه و nـ�جذبی قویاً ایده�آل�های برای ٣.١.٣(ج)، قضیه مشابه آنگاه

ω(I) ≤ ω⋆(I) = ω⋆(P
n١
١ ∩· · ·∩Pnk

k ) ≤ ω⋆(P
n١
١ )+ · · ·+ω⋆(Pnk

k ) ≤ n١+ · · ·+nk = n = ω(I)

.(ω(I) = ω⋆(I) نتیجه در .[(b)لم٢٣.٢ ،١۵] است R از اولیه ایده�آل یک P ni
i هر می�کنیم (یادآوری





نمادها فهرست

طبیعی اعداد مجموعه N
صحیح اعداد مجموعه Z
گویا اعداد مجموعه Q

حقیقی اعداد مجموعه R
است طبیعی اعداد مجموعه� از عضوی x x ∈ N

J و I ایده�آل دو اشتراک I ∩ J

R از P تفاضل R− P

است J زیرمجموعه�ی I I ⊆ J

نیست J زیرمجموعه I I ̸⊆ J

R٢ حلقه�هایR١و دکارتی حاصل�ضرب R١ ×R٢

است R از ایده�آلی I I ⊴R

x توسط شده تولید ایده�آل ⟨x⟩
حلقه�ها مستقیم حاصل�ضرب

∏n
i=١Ri

F٢ F١و مستقیم مجموع F١ ⊕ F٢

است یکریخت D با R R ∼= D

R حلقه�ی یکه�های مجموعه U(R)

R صفر مقسوم�علیه�های مجموعه Z(R)

اصلی ایده�آل دامنه PID

R توان پوچ عناصر مجموعه Nil(R)

I مینیمال اول ایده�آل�های مجموعه Min(I)

I مینیمال اول ایده�آل�های تمام اشتراک
√
I

I مینیمال اول ایده�آل�های اشتراک Rad(I)

R کسرهای حلقه�ی Rs

P در R موضعی�سازی از حاصل حلقه�ی RP

R کسرهای میدان qf(R)

R تام کسرهای حلقه�ی T (R)

۶۵
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R ماکسیمال ایده�آل�های تمام اشتراک J(R)

چندجمله�ای�ها حلقه�ی R[x]

توانی سری�های حلقه�ی R[[x]]

متغیر n روی چند�جمله�ای�ها حلقه�ی R[x١, · · · , xn]

را b می�کند عاد a a|b
R کرول بعد dimR

P اول ایده�آل ارتفاع htP

P نمادین توان nامین P (n)

F روی k درجه [k : F ]

گسسته ارزیابی حلقه�ی DV R
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انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Principal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ایده�آل
Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده�آل
Divided prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخش�پذیر اول ایده�آل
Weakly Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضعیف اول ایده�آل
Finitely generaled ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی تولید با ایده�آل
Trivial ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بدیهی ایده�آل
Generated by a set ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه یک توسط شده تولید ایده�آل
Proper ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سره ایده�آل
Fractional ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری ایده�آل
Maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماکسیمال ایده�آل
Distinct maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمایز ماکسیمال ایده�آل
Invertible ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون�پذیر ایده�آل
P -Primary ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P-اولیه ایده�آل
2-absorbing ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-جذبی ایده�آل
Weakly 2-absorbing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-جذبی ضعیف ایده�آل
n-absorbing ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n-جذبی ایده�آل
Strongly n-absorbing ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n-جذبی قویاً ایده�آل
Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایزومورفیسم
Finite dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی بعد
Krull dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرول بعد
Field extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدان توسیع
Algebraically closed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته جبری
Valuation ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزیابی حلقه�ی
Discrete valuation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته ارزیابی حلقه�ی

۶٩



٧٠ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Principal ideal ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ایده�آل حلقه�ی
Artinian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرتینی حلقه�ی
Bezout ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزوت حلقه�ی
Reduced ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یافته تقلیل حلقه�ی
Commutative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی حلقه�ی
Polynomials ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله�ای�ها حلقه�ی
Ring of formal power series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توانی سری�های حلقه�ی
Quasi- Local ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی شبه حلقه�ی
Von neumann regular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم نیومن فون حلقه�ی
Total quotient ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام کسرهای حلقه�ی
Localy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی حلقه�ی
Noetherian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوتری حلقه�ی
π-regular ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . π-منظم حلقه�ی
Valuation domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارزیابی دامنه�ی
Certain valuation domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص ارزیابی دامنه�ی
Locally valuation domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی ارزیابی دامنه�ی
Principal ideal domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ایده�آل دامنه�ی
Divided domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخش�پذیر دامنه�ی
Bezout domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزوت. دامنه�ی
Prufer domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پروفر دامنه�ی
Dedekind domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ددکنید دامنه�ی
Almost dedekind domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی ددکنید دامنه�ی
Integral domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صحیح دامنه�ی
Inclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شمول.
Iintegrally closed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته صحیحاً
Prime element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول. عنصر
Nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توان. پوچ عنصر
Regular element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم عنصر
Identity element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همانی عنصر
Unit element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکه عنصر
Vector space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای
Chinese remainder theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چینی باقیمانده قضیه�ی



٧١ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

Incomparable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قیاس�ناپذیر
Zorn’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زورن لم
Nakayama’s Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناکایاما لم
Direct sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم مجموع
Multiplicatively closed subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته ضربی مجموعه�ی
Zero-divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر مقسوم�علیه
Quotient field . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسرها میدان
Homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همریختی
R-module . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R-مدول





فارسی به انگلیسی واژه�نامه

2-absorbing ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-جذبی ایده�آل
P -primary ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . P-اولیه ایده�آل
Algebraically closed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته جبری
Almost dedekind domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریبی ددکنید دامنه�ی
Artinian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرتینی حلقه�ی
Bezout domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزوت. دامنه�ی
Bezout ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بزوت حلقه�ی
Certain valuation domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خاص ارزیابی دامنه�ی
Chinese remainder theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چینی باقیمانده قضیه�ی
Commutative ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابجایی حلقه�ی
Dedekind domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ددکنید دامنه�ی
Direct sum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم مجموع
Discrete valuation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته ارزیابی حلقه�ی
Distinct maximal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمایز ماکسیمال ایده�آل
Divided domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخش�پذیر دامنه�ی
Divided prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بخش�پذیر اول ایده�آل
Field extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . میدان توسیع
Finite dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی بعد
Finitely generaled ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی تولید با ایده�آل
Fractional ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. ایده�آل
Generated by a set ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه یک توسط شده تولید ایده�آل
Homomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همریختی
Identity element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همانی عنصر
Inclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شمول.



٧۴ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

Incomparable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قیاس�ناپذیر
Isomorphism . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ایزومورفیسم
Integral domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صحیح دامنه�ی
Integrally closed . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته صحیحاً
Invertible ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون�پذیر ایده�آل
Krull dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرول بعد
Localy ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی حلقه�ی
Locally valuation domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی ارزیابی دامنه�ی
Multiplicatively closed subset . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته ضربی مجموعه�ی
n-absorbing ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n-جذبی ایده�آل
Nakayama’s Lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناکایاما لم
Nilpotent element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توان. پوچ عنصر
Noetherian ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نوتری حلقه�ی
Polynomials ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندجمله�ای�ها حلقه�ی
Prime element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول. عنصر
Prime ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول ایده�آل
Principal ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ایده�آل
Principal ideal domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ایده�آل دامنه�ی
Principal ideal ring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصلی ایده�آل حلقه�ی
Proper ideal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سره ایده�آل
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Aabstract

Let R be a commutative ring with identity 1R ̸= 0. Various generalizations of
prime ideals have been studied. For example, a proper ideal I of R is weakly
prime if a, b ∈ R with o ̸= ab ∈ I, then either a ∈ I or b ∈ I. A proper ideal I of R
is said to be 2-absorbing if whenever a, b, c ∈ R and abc ∈ I, then either ab ∈ I or
ac ∈ I or bc ∈ I. In this thesis, we study weakly 2-absorbing ideals in commutative
rings with identity, which are a generalization of weakly prime ideals. A proper
ideal I of R is called a weakly 2-absorbing ideal of R if whenever a, b, c ∈ R and
0 ̸= abc ∈ I, then either ab ∈ I or ac ∈ I or bc ∈ I.
We show that a weakly 2-absorbing ideal I of R with I3 ̸= 0 is a 2-absorbing
ideal of R. We show that every proper ideal of a commutative ring R is a weakly
2-absorbing ideal if and only if either R is a quasi-local ring with maximal ideal
M such that M3 = {o} or R is ring-isomorphic to R1×F where R1 is a quasi-local
ring with maximal ideal M and M2 = {o} and F is a field or R is ring-isomorphic
to F1×F2×F3 for some fields F1, F2, F3. Finally we investigate n-absorbing ideals
and strongly n-absorbing ideals, which are a generalization of prime ideals.

key words: 2-absorbing ideal, n-absorbing ideal, prime ideal, prufer domain,
strongly n-absorbing ideal, weakly 2-absorbing ideal.
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