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ଓฬ࠻ھدৎ
دانشگاه ریاضی علوم دانشکده جبر رشته ارشد کارشناسی دانشجوی افتخاری سینا اینجانب
تحت ، آن�ها توسیع�های و صحیح حوزه�های در تجزیه عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، صنعتی

می�شوم: متعهد خورسندی مهدی�رضا دکتر راهنمایی

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

”دانشگاه نام با مقالاتمستخرج و است، متعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “Shahrood University of Technology” یا شاهرود“ صنعتی

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا
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وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
مطلب این می�باشد. شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده

مرتبط خواص تعمیم از حاصل که می�پردازد صحیح حوزه رده�های از برخی مطالعه�ی به پایان�نامه این
چندجمله�ای توسیع دو تحت رده�ها این رفتار همچنین هستند. یکتا تجزیه�ی حوزه�های عنصری تجزیه�ی با

می�شود. مطالعه موضعی�سازی و
تجزیه�ی حوزه�های نیم�یکتا، تجزیه�ی حوزه�های از عبارت�اند �پایان�نامه این در بحث مورد رده�های
بررسی از پس اتمی. حوزه�های و ACCP حوزه�های ،idf حوزه�های متناهی، تجزیه�ی حوزه�های کران�دار،
موضعی�سازی توسیع خواصتحت این رفتار ابتدا نقضمتنوع، مثال�های ارایه�ی با رده�ها این بین رابطه�ی
صعود نه موضعی�سازی تحت کلی حالت در خواص این از یک هیچ هرچند دید، خواهیم می�شود. بررسی
سپس می�دهد. رخ اتفاق این آن�ها، برقراری با که دارند وجود خاص شرایطی اما نزول، نه و می�کنند
توسیع تحت خواص این همه�ی کرد، خواهیم مشاهده می�شود. انجام چندجمله�ای توسیع برای کار همین
ACCP و کران�دار تجزیه�ی متناهی، تجزیه�ی حوزه�های رده�ی سه به�علاوه و می�کنند نزول چندجمله�ای
مطالعه نیز جهت�دار اجتماع�های تحت رده�ها این رفتار همچنین می�کنند. نیز صعود چندجمله�ای�ها تحت
در می�شود. داده تعمیم متغیر دلخواه تعداد با چندجمله�ای�های به قبلی احکام آن، از استفاده با و می�شود
idf و اتمی نیم�یکتا، تجزیه�ی حوزه�های رده�های می�دهند، نشان که می�شوند ارایه نقضی مثال�های نهایت

نمی�کنند. صعود چندجمله�ای توسیع تحت

حوزه�ی متناهی، تجزیه�ی حوزه�ی نیم�یکتا، تجزیه�ی حوزه�ی یکتا، تجزیه�ی حوزه�ی کلیدی: کلمات
توسیع موضعی�سازی، ،D + M ساخت اتمی، حوزه�ی ،idf حوزه�ی ،ACCP حوزه�ی کران�دار، تجزیه�ی

جهت�دار اجتماع� چندجمله�ای، توسیع شکافنده، ضربی مجموعه�ی ساکن،
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پیش�گفتار

تجزیه�ی حوزه�های گرفته�اند، قرار مطالعه مورد مفصل به�طور که صحیح حوزه�های رده�های مهم�ترین از یکی
آن�ها از یک هر تضعیف با که دارند وجود رده این تعریف برای متنوعی معادل صورت�های هستند. یکتا

رسید. صحیح حوزه�های از بزرگتری رده�های به می�توان

رده�هایی بقیه�ی تعاریف همچنین و است ما نظر مورد که یکتا تجزیه�ی حوزه�های متداول تعریف حال
این در باشد. صحیح حوزه�ی یک D کنید فرض می�کنیم. ذکر را می�شوند مطالعه پایان�نامه این در که
با بتوان را آن از غیریکه و ناصفر عنصر هر هرگاه می�گوییم، یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک را D صورت
نوشت. تحویل�ناپذیر عناصر از حاصل�ضربی صورت به یکتا به�طور بودن، شریک و جایگشت یک تقریب
تحویل�ناپذیر عناصر از حاصل�ضربی به�صورت بتوان را D ناصفر و غیریکه عناصر از یک هر صرفاً اگر
ناصفر عناصر از یک هر می�گوییم اختصار به وضع، این در می�گوییم. اتمی حوزه�ی یک را D آن�گاه نوشت
مثل D از غیریکه و ناصفر عنصر هر برای به�علاوه، اگر هستند. اتمی“ ”تجزیه�ی دارای D از غیریکه و
اگر و می�گوییم نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک را D آن�گاه باشند، برابر x از اتمی تجزیه�ی دو هر طول x

می�گوییم. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک Dرا باشند، متناهی x اتمی تجزیه�های ممکن طول�های مجموعه�ی
حوزه�های رده�ی دو بین کران�دار تجزیه�ی حوزه�های و نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های رده�های که است واضح
می�توان به�سادگی آن�گاه باشد، یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D اگر دارند. قرار یکتا تجزیه�ی حوزه�های و اتمی
به�ویژه و مقسوم�علیه متناهی تعدادی تنها بودن شریک تقریب با D از غیریکه و ناصفر عنصر هر دید،
تجزیه�ی حوزه�های معرف ترتیب به خاصیت، دو این دارد. تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه متناهی تعدادی
حوزه�هایی می�گیرد، قرار مطالعه مورد این�پایان�نامه در که دیگری رده�ی هستند. idf حوزه�های و متناهی
را حوزه�ها این می�کنند. صدق صعودی زنجیری شرط در آن�ها اصلی ایده�آل�های مجموعه�ی که هستند
قرار مطالعه مورد [٢] مرجع در منسجم به�طور بار نخستین برای رده�ها این می�گوییم. ACCP حوزه�های

گرفته�اند.

تحت رده�ها این رفتار می�شود، مطرح جبری ساختار یک از رده هر معرفی از پس که طبیعی سوالی
کلی�تر به�طور و صحیح حوزه�های مهم توسیع�های جمله از است. جبری ساختار آن متداول توسیع�های
صحیح توسیع�های و موضعی�سازی توانی، سری�های چندجمله�ای، توسیع از می�توان جابجایی، حلقه�های
و موضعی�سازی توسیع دو تحت را تجزیه خواص نزول و صعود مسایل پایان�نامه، این در برد. نام

می�کنیم. مرور را این�پایان�نامه فصل�های مطالب ادامه، در می�کنیم. مطالعه چندجمله�ای

این بین زیر روابط می�دهیم نشان و می�شود بررسی کردیم، ذکر که رده�هایی بین ارتباط ،١ فصل در
دارد. وجود رده�ها

١



مطالب فهرست ٢

نیم�یکتا تجزیه�ی

یکتا تجزیه�ی متناهی تجزیه�ی کران�دار تجزیه�ی ACCP اتمی
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هستند. سره بالا شکل شمول�های تمام می�دهند نشان که شد خواهند ارایه نقضی مثال�های به�ویژه
برای آن از که می�شود معرفی D +M ساخت یا توسیع به موسوم مهمی ابزار فصل این در همچنین
در است. [٢] مرجع فصل، این مطالب اصلی منبع کرد. خواهیم استفاده نقض مثال�های بیش�تر ساختن
نقض مثال برای استفاده مورد منبع همچنین است. شده استفاده نیز [٧] مرجع از به�علاوه ،٢.٢ بخش

است. [١۴] مرجع ،١.۵.٢ زیربخش
دید، خواهیم می�شوند. مطالعه موضعی�سازی تحت تجزیه خواص نزول و صعود مسایل ،٣ فصل در
وجود حالت�هایی اما نزول. نه و می�کنند صعود نه موضعی�سازی تحت الزاماً تجزیه خواص از یک هیچ
به ٣ فصل ادامه�ی در که می�کنند نزول یا صعود موضعی�سازی تحت تجزیه خواص آن�ها در که دارد

شده�اند. استخراج [٣] مرجع از فصل این مطالب پرداخت. خواهیم آن�ها مطالعه�ی
خواهیم ١.۴ بخش در ابتدا می�شود. مطالعه چندجمله�ای توسیع تحت خواصتجزیه رفتار ،۴ فصل در
کرد خواهیم مشاهده ٢.۴ بخش در می�کنند. نزول چندجمله�ای توسیع تحت تجزیه، خواص همه�ی دید،
چندجمله�ای توسیع تحت متناهی تجزیه�ی حوزه�های همچنین و یکتا تجزیه�ی حوزه�های ،ACCP حوزه�های
پرداخت خواهیم جهت�دار اجتماع�های تحت تجزیه خواص صعود مساله�ی ٣.۴ بخش� در می�کنند. صعود
صعود متغیر یک با چندجمله�ای توسیع تحت که تجزیه خواص از یک هر دید، خواهیم آن از استفاده با و
۵.۴ ،۴.۴ بخش�ها در سپس می�کند. صعود نیز متغیر دلخواه تعداد با چندجمله�ای توسیع تحت کند،
و idf حوزه�های اتمی، حوزه�های می�دهند، نشان ترتیب به که شد خواهند ارایه نقضی مثال�های ۶.۴ و
از ٢.۴ و ١.۴ بخش�های مطالب نمی�کنند. صعود چندجمله�ای توسیع تحت نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های
[٨] مرجع از ۶.۴ بخش مطالب و [١٩] و [٢] مراجع از ۴.۴ بخش ،[٣] مرجع از ٣.۴ بخش ،[٢] مرجع
نمی�کنند صعود چندجمله�ای�ها تحت لزوماً idf حوزه�های می�دهد نشان که نقضی مثال شده�اند. استخراج
را idf خاصیت صعود برای کافی و لازم شرطی ابتدا ،۵.۴ بخش در ما شد. ارایه [١۶] مرجع در ابتدا

می�کنیم. استفاده دیگر نقضی مثال ساختن برای آن از ادامه در و می�کنیم اثبات چندجمله�ای�ها تحت



١ فصل

مقدمات

حوزه�ها مورد در مقدماتی مفاهیم ١.١

”حوزه�ی جای به همچنین شده�اند. فرض یکدار و جابجایی حلقه�ها همه�ی پایان�نامه، این سراسر در
کرد. خواهیم استفاده ”حوزه“ واژه�ی از صرفاً صحیح“

ایده�آل�های مجموعه�ی ،Spec(R) با را R اول ایده�آل�های مجموعه�ی باشد. حلقه یک R کنید فرض
مانند R از ایده�آل یک شامل اول-مینیمال ایده�آل�های مجموعه�ی Max(R)و با را R ماکزیمال(بیشین)
داشته ماکزیمال ایده�آل یک تنها هرگاه می�گوییم، موضعی را R به�علاوه می�دهیم. نمایش Min(I) با را I

باشد.١
عناصر تکرار آن�ها در که داریم مجموعه�ها شبیه ساختارهایی به نیاز گاهی نگارش، در سادگی برای
جای به پایان�نامه این در ما می�شوند. نامیده چندمجموعه٢ معمولا ساختارهایی چنین باشد. مجاز
است. زیر صورت به مفهوم این دقیق تعریف کرد. خواهیم استفاده گردایه“ ” واژه�ی از ”چندمجموعه“

تابع یک f : X → N ∪ {٠} و مجموعه یک X آن در که (X, f) مانند دوتایی یک .١.١.١ تعریف
همچنین می�گوییم. x چندگانگی٣ را f(x) مقدار ،x ∈ X هر برای می�گوییم. گردایه یک را است
را گردایه یک می�گوییم. گردایه محمل۴ را است ناصفر آن�ها روی f مقدار که X از عناصری مجموعه�ی

باشد. متناهی آن محمل هرگاه می�گوییم، متناهی

می�نویسیم و است A عضو x می�گوییم .x ∈ X و باشد گردایه یک A = (X, f) کنید فرض .١
.f(x) ̸= ٠ هرگاه ،x ∈ A

است A از زیرگردایه یک B می�گوییم باشند. گردایه دو B = (X, g) و A = (X, f) کنید فرض .٢
گردایه�ی وضع، این در همچنین .g(x) ≤ f(x) ،x ∈ X هر برای هرگاه ،B ⊆ A می�نویسیم و

نمی�دانیم. لازم را شرط این این�جا در ما اما می�شود، لحاظ نیز بودن نوتری شرط بودن، موضعی برای مراجع از برخی در ١

multiset٢

multiplicity٣

support۴

٣



مقدمات .١ ۴

می�نامیم A از B گردایه�ی تفاضل را g′(x) = f(x)− g(x) ،x ∈ X هر برای آن در که (X, g′)
می�دهیم. نمایش A \B با و

برای آن، در که را (X, h) گردایه�ی باشند. گردایه دو B = (X, g) و A = (X, f) کنید فرض .٣
A ∪ B با و می�نامیم B و A گردایه�ی دو اجتماع را h(x) = max(f(x), g(x)) ،x ∈ X هر

می�دهیم. نمایش

آن در که را C = (X, i) گردایه�ی باشند. گردایه دو B = (X, g) و A = (X, f) کنید فرض .۴
نمایش A⊎B با و می�نامیم B و A گردایه�ی دو جمع را i(x) = f(x)+g(x) ،x ∈ X هر برای
است. C گردایه�ی از افراز یک {A|B} گفت خواهیم اختصار به وضع این در همچنین می�دهیم.

از متناهی تعداد هر به بدیهی شکلی به می�توان را قبل تعریف از ۴ و ٣ قسمت�های که کنید توجه
عناصر کردن فهرست با را گردایه یک مجموعه�ها، مانند و نیاز صورت در همچنین داد. تعمیم گردایه�ها
انتخاب آن از گردایه یک عناصر که مجموعه�ای پایان�نامه، این در کرد. مشخصخواهیم {} درون محملش
منظور .T ⊆ R و باشد حلقه یک R کنید فرض است. حوزه) یک واقع حلقه(در یک همواره می�شوند،
.f(x) = ٠ ،x ∈ R \ T هر برای آن در که است (R, f) مانند گردایه یک ،T عناصر از گردایه یک از

می�کنیم. تعریف را حوزه�ها درباره�ی مقدماتی مفاهیم حال

باشد. حوزه یک D کنید فرض .٢.١.١ تعریف

می�دهیم. نمایش D∗ با را D ناصفر عناصر مجموعه�ی و U(D) با را D یکه�ی۵ عناصر مجموعه�ی .١
عناصری چنین مجموعه�ی و می�گوییم غیریکه صرفاً را نباشد یکه که D از ناصفر عنصر هر به�علاوه

می�دهیم. نمایش D# با را

(یا a | b می�نویسیم و می�کند عاد D در را b ،a می�گوییم صورت این در .a, b ∈ D∗ کنید فرض .٢
.ac = b که باشد موجود c ∈ D مانند عنصری هرگاه ،(a |

D

b بیش�تر تاکید برای

مثل عنصری هرگاه ،a D∼ b می�نویسیم و است شریک۶ D در b با a می�گوییم ،a, b ∈ D هر برای .٣
است. هم�ارزی رابطه�ی یک بودن شریک که کنید توجه .a = ub که باشد موجود u ∈ U(D)

.b |
D

a و a |
D

b اگر تنها و اگر aD = bD اگر تنها و اگر a D∼ b کنید توجه همچنین

صورت: این در .a ∈ D# کنید فرض .۴

آن�گاه ،a = bc اگر ،b, c ∈ D∗ هر برای هرگاه می�گوییم، اتم٨ یا تحویل�ناپذیر٧ را a (آ)
نمایش A(D) با را D تحویل�ناپذیر عناصر مجموعه�ی .c ∈ U(D) یا b ∈ U(D)

Unit ۵

Associated ۶

Irreducible ٧

Atom ٨



۵ حوزه�ها مورد در مقدماتی مفاهیم .١.١

و می�گوییم تحویل�پذیر نباشد تحویل�ناپذیر که را D از غیریکه عنصر هر به�علاوه می�دهیم.
می�دهیم. نمایش Red(D) با را عناصری چنین مجموعه�ی

مجموعه�ی .a | c یا a | b آن�گاه ،a | bc اگر ،b, c ∈ D∗ هر برای هرگاه می�گوییم، اول٩ را a (ب)
تنها و اگر a ∈ P(D) دید، می�توان به�سادگی می�دهیم. نمایش P(D) با را D اول عناصر

باشد. D از اول ایده�آلی aD اگر

است. تحویل�ناپذیر حوزه�، یک از اول عنصر هر .٣.١.١ گزاره

.y, z ∈ D∗ آن در که x = yz کنید فرض و x ∈ P(D) و باشد حوزه یک D کنید فرض برهان.
لذا و (y/x)z = ١ لذا و x | y کلیت رفتن دست از بدون و اول عنصر تعریف به بنا صورت این در

.x ∈ A(D) بنابراین .z ∈ U(D)

صورت این در .D = Z + XQ[X] کنید فرض مثال برای نیست. درست قبل گزاره�ی عکس
.X ̸ | ١

٢X و X ̸ | ٢X اما ،X | (٢X)(١٢X) زیرا ،X ̸∈ P(D) اما ،X ∈ A(D)

.A(D) = P(D) هرگاه می�نامیم، AP یکحوزه�ی Dرا باشد. Dیکحوزه فرضکنید .۴.١.١ تعریف

گردایه�ای A و باشد R از متناهی زیرمجموعه�ای T باشد، حلقه یک R کنید فرض .۵.١.١ نمادگذاری
می�دهیم: قرار باشد. T عناصر از

Γ(A) :=


∏

x∈A x A ̸= ∅

١ A = ∅

.a١, . . . , an ∈ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .۶.١.١ گزاره

آن�گاه ،p | a١ · · · an اگر صورت این در .a١, . . . , an ∈ D∗ و p ∈ P(D) کنید فرض .١
.p | ai که است موجود ١ای ≤ i ≤ n

A از افرازی آن�گاه ،Γ(A) | a١ · · · an اگر ،A مانند P(D) عناصر از متناهی گردایه�ی هر برای .٢
.Γ(Ai) | ai ،١ ≤ i ≤ n هر برای که به�طوری دارد، وجود {A١| · · · |An} مثل

،Γ(A) |
D

Γ(B) اگر صورت این در P(D)باشند. عناصر از متناهی گردایه�ی Bدو Aو فرضکنید .٣

.|A| = |B| آن�گاه ،Γ(A) D∼ Γ(B) اگر ویژه به .|A| ≤ |B| آن�گاه

آن در که ،
∏n

i=١ xi = Γ(A) و باشد P(D) عناصر از متناهی و ناتهی گردایه�ای A کنید فرض .۴
موجود {A١|A٢| · · · |An} مثل A از افرازی صورت این در .xi ∈ D∗ ،١ ≤ i ≤ n هر برای
،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر ویژه به .xi D∼ Γ(A١) ،١ ≤ i ≤ n هر برای که به�طوری است،
اول عنصر یک از متشکل و تک�عضوی گردایه�ای Ai ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن�گاه ،xi ∈ A(D)

است.
Prime ٩



مقدمات .١ ۶

n = ٢ حالت و است بدیهی n = ١ حالت می�کنیم. ثابت n روی استقرا با را حکم .١ برهان.
n = k برای حکم کنید فرض و k ∈ N کنید فرض حال است. اول عنصر تعریف همان
صورت این در .a′ = a١a٢ دهید قرار می�کنیم. ثابت n = k + ١ برای را حکم و باشد برقرار
p | a′ یا و p | aj داریم ٣ای ≤ j ≤ n برای یا استقرا فرض به بنا لذا و p | a′a٣ · · · ak+١
هر در پس .p | a٢ یا p | a١ بودن)، اول تعریف همان استقرا(یا پایه�ی به بنا وضع، این در که

.p | ai که است موجود ١ای ≤ i ≤ k + ١ صورت

|A| = ١ حالت و است بدیهی |A| = ٠ حالت می�کنیم. ثابت A اندازه�ی روی استقرا با را حکم .٢
و باشد برقرار |A| = k برای حکم کنید فرض و k ∈ N کنید فرض حال شد. ثابت ١ قسمت در
و p | a١ · · · an صورت این در .p ∈ A کنید فرض می�کنیم. ثابت |A| = k + ١ برای را حکم

لذا و p | a١ کلیت رفتن دست از بدون و ١ قسمت به بنا لذا
Γ(A \ {p}) | (a١

p
)(a٢) · · · (an)

که به�طوری است موجود {B١| · · · |Bn} مانند A\{p} از افرازی استقرا، فرض به بنا نتیجه در و
p(Γ(B١)) | a١ کنید، توجه است کافی اکنون .Γ(Bi) | ai ،٢ ≤ i ≤ n هر برای و Γ(B١) | a١

p

.{B١ ∪ {p}| · · · |Bn} با است برابر مطلوب افراز نتیجه در و

موجود {A١| · · · |An} مانند A از افرازی ،٢ قسمت به بنا .B = {p١, . . . , pn} کنید فرض .٣
.|Ai| ≤ ١ لذا ،pi ∈ A(D) چون و Γ(Ai) |

D

pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای که به�طوری است،

بنابراین
|A| = |A١|+ · · ·+ |An| ≤ n = |B|

هر برای که به�طوری است، موجود {A١|A٢| · · · |An} مثل A از افرازی ،٢ قسمت به بنا .۴
بنابراین .Γ(Ai) |

D

xi ،١ ≤ i ≤ n

١ D∼ Γ(A)∏n
i=١ Γ(Ai)

D∼
n∏

i=١

xi
Γ(Ai)

.xi D∼ Γ(Ai) نتیجه در و xi/Γ(Ai) ∈ U(D) ،١ ≤ i ≤ n هر برای لذا و

یکتا تجزیه�ی حوزه�های ٢.١

هستند. یکتا تجزیه�ی حوزه�های تعمیم از حاصل می�شوند، معرفی ١ فصل در که حوزه�ها از رده�هایی همه�ی
است. زیر به�صورت رده این متداول تعریف

می�گوییم، یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک را D صورت این در باشد. حوزه یک D کنید فرض .١.٢.١ تعریف
این به�علاوه و نوشت تحویل�ناپذیر عناصر از حاصل�ضربی صورت به بتوان را D# از عنصر هر هرگاه
a١ · · · an = b١ · · · bm اگر یعنی باشد. یکتا مولفه�ها بودن شریک و جایگشت یک تقریب با نمایش،



٧ نوتری حلقه�های .٣.١

موجود σ ∈ Sn مثل جایگشتی به�علاوه و n = m آن�گاه تحویل�ناپذیرند، همگی biها و aiها آن در که
.ai D∼ bσ(i) ،١ ≤ i ≤ n هر برای که باشد

معادل، به�طور (یا است اول عنصری یکتا، تجزیه�ی حوزه�ی یک از تحویل�ناپذیر عنصر هر .٢.٢.١ گزاره
است). AP حوزه�ی یک یکتا تجزیه�ی حوزه�ی هر

[١٠.٣.٨ گزاره ،٩] برهان.

می�کند. ارایه را یکتا تجزیه�ی حوزه�ی از معادلی تعریف زیر گزاره�ی

هر اگر تنها و اگر است یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D باشد. حوزه یک D کنید فرض .٣.٢.١ گزاره
نوشت. اول عناصر از حاصل�ضربی به�صورت بتوان را D# از عنصر

می�شود. نتیجه ٢.٢.١ گزاره�ی از بلافاصله (⇐=) برهان.
می�شود. نتیجه ۶.١.١ گزاره�ی از ۴ و ٣ قسمت�های از (=⇒)

نوتری حلقه�های ٣.١

قضیه�ی قضیه، اولین می�کنیم. یادآوری را نوتری حلقه�های درباره�ی مشهور قضیه�ی چند بخش این در
می�کنیم. بیان دلخواه حلقه�های برای را آن ابتدا که دارد نام کرول اشتراک

در باشد. R از ایده�آلی I و نوتری حلقه�ی یک R کنید فرض کرول). اشتراک (قضیه�ی ١.٣.١ قضیه
آن�گاه ،ax = ٠ و ١ − a ∈ I اگر ،a, x ∈ R هر برای اگر تنها و اگر

∩
i∈N I

n = {٠} صورت این
.x = ٠

[٢٣.٢ قضیه ،١۵] برهان.

داریم. را زیر نتیجه�ی است، حوزه یک R آن در که قبل قضیه�ی از خاصی حالت در

مانند D از سره ایده�آل هر برای صورت این در باشد. نوتری حوزه�ی یک D کنید فرض .٢.٣.١ نتیجه
.
∩

i∈N I
n = {٠} داریم I

با برابر را P ارتفاع باشد. R از اول ایده�آلی P و حلقه یک R کنید فرض .٣.٣.١ تعریف

sup{n ∈ N ∪ {٠} | باشد موجود P٠ ⊊ P١ ⊊ · · · ⊊ Pn = P مانند R اول ایده�آل�های از {زنجیری

با برابر را R کرول بعد همچنین می�دهیم. نمایش ht(P ) با و می�کنیم تعریف
sup{ht(P ) | P ∈ Spec(R)}

می�دهیم. نمایش dim(R) با و می�کنیم تعریف



مقدمات .١ ٨

این در .a ∈ R# و باشد نوتری حلقه�ی یک R کنید فرض کرول). اصلی ایده�آل (قضیه�ی ۴.٣.١ قضیه
حوزه R اگر خاص حالت در .ht(P ) ≤ ١ داریم P مانند aR از اول مینیمال ایده�آل هر برای صورت

.ht(P ) = ١ آن�گاه باشد،

[٢.١۵ قضیه ،٢٠] برهان.

Min(I) صورت این در باشد. R از سره ایده�آلی I و نوتری حلقه�ی یک R کنید فرض .۵.٣.١ قضیه
است. متناهی مجموعه�ای

[٢٢.۵.١۵ نتیجه ،٩] برهان.

موضعی�سازی ۴.١

.S ⊆ R و باشد حلقه یک R کنید فرض می�کنیم. یاد�آوری را موضعی�سازی با مرتبط اولیه�ی مفاهیم ابتدا
روی را ≈ رابطه�ی .١ ∈ S و باشد بسته ضرب به نسبت هرگاه می�گوییم، ضربی مجموعه�ی یک را S
(a, s) ≈ (b, t) ،(a, s), (b, t) ∈ R × S هر برای که می�کنیم تعریف صورت این صورت به R × S

هم�ارزی رابطه�ی یک ≈ دید، می�توان .u(at − bs) = ٠ که باشد موجود u ∈ S مثل عنصری هرگاه
نمایش RS با را رابطه این پیمانه�ی به R× S مجموعه�ی و a

b
با را (a, b) شامل ارزی هم کلاس� است.

است. حلقه یک زیر ضرب و جمع اعمال همراه RS کرد، بررسی می�توان می�دهیم.
a

s
+
b

t
:=

at+ bs

st

a

s

b

t
:=

ab

st
(a, b ∈ R و s, t ∈ S)

ϕ : R → RS نگاشت و می�نامیم S روی R موضعی�سازی یا ،S روی R کسرهای حلقه�ی را RS

که کنید توجه می�گوییم. S روی R موضعی�سازی با متناظر کانونی نگاشت را a 7→ a
١ ضابطه�ی با

.٠ ̸∈ S می�کنیم فرض همواره بنابراین .٠ ∈ S اگر تنها و اگر RS = {٠}
نگاشت دید، می�توان صورت این در باشد. حوزه یک R قبل، پاراگراف در کنید فرض حال
از زیرحلقه�ای عنوان به می�توان را حوزه یک بنابراین است. تک�ریختی یک ϕ : R → RS کانونی
میدان یک RS که کرد بررسی می�توان ،S = R∗ که زمانی به�ویژه کرد. محسوب موضعی�سازیش هر
مانند حوزه هر به�علاوه می�دهیم. نمایش frac(R) با و می�نامیم R کسرهای میدان را میدان این است.

می�گوییم. R از فراحلقه١٠ یک ،R ⊆ A ⊆ frac(R) که را A
،r | s اگر ،r ∈ R∗ و s ∈ S هر برای هرگاه می�گوییم، اشباع�شده١١ را S ⊆ R ضربی مجموعه�ی

.r ∈ S آن�گاه

هر برای صورت این در باشد. ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .١.۴.١ گزاره
اشباع�شده S اگر به�ویژه .a |

S

s که است موجود s ∈ S مثل عنصری آن�گاه ،a ∈ U(DS) اگر ،a ∈ D∗

.a ∈ U(DS) اگر تنها و اگر a ∈ S آن�گاه باشد،

Overring ١٠

Saturated ١١



٩ بزو و ب.م.م حوزه�های .۵.١

لذا و a(b/s) = ١ که موجودند s ∈ S و b ∈ D∗ مثل عناصری آن�گاه ،a ∈ U(DS) اگر برهان.
.a |

D

s لذا و ab = s

است. نوتری حلقه�ای نوتری، حلقه�ی یک از موضعی�سازی هر .٢.۴.١ گزاره

[٣.٨ لم ،٢٠] برهان.

کنید فرض همچنین باشد. ضربی مجموعه�ای S ⊆ R∗ و حلقه یک R کنید فرض .٣.۴.١ تعریف
کانونی نگاشت تحت I تصویر توسط تولیدشده ایده�آل باشد. RS از ایده�آلی J و R از ایده�آلی I
می�دهیم.١٢ نمایش Jc با را ϕ−١(J) یعنی نگاشت، این تحت J وارون تصویر و Ie با را ϕ : R → RS

این در .P ∈ Spec(R) و باشد ضربی مجموعه�ای S ⊆ R∗ و حلقه یک R کنید فرض .۴.۴.١ قضیه
.P e = RS آن�گاه ،P ∩ S ̸= ∅ اگر و P e ∈ Spec(RS) آن�گاه ،P ∩ S = ∅ اگر صورت

[٣٢.۵ قضیه ،٢٠] برهان.

بزو و ب.م.م حوزه�های ۵.١

عنصر دو ب.م.م یک را c ∈ D∗ عنصر .a, b ∈ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .١.۵.١ تعریف
هرگاه: می�نامیم، b و a

.c | b و c | a .١

.d | c آن�گاه ،d | b و d | a اگر ،d ∈ D∗ مثل عنصر هر برای .٢

اول هم به نسبت را b و a همچنین می�دهیم. نمایش gcd(a, b) با را b و a ب.م.م�های همه�ی مجموعه�ی
D∗ عناصر از مجموعه هر به بدیهی شکلی به می�توان را ب.م.م مفهوم .١ ∈ gcd(a, b) هرگاه می�گوییم،

داد. تعمیم

این امر این توجیه .c = gcd(a, b) می�شود نوشته صرفاً مراجع بیش�تر در قبل، تعریف شرایط تحت
لذا و d | c و c | d آن�گاه ،c, d ∈ gcd(a, b) اگر (زیرا هستند شریک b و a از ب.م.م دو هر که است

هستند. ب.م.م یک دارای ،b و a وجود، صورت در و بودن شریک تقریب با بنابراین .(c D∼ d

کرد. بیان زیر شکل به و ایده�آلی صورت به می�توان را ب.م.م تعریف

و اگر c ∈ gcd(a, b) صورت این در .a, b ∈ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .٢.۵.١ گزاره
باشیم داشته ،⟨a, b⟩ ⊆ ⟨d⟩ که ⟨d⟩ مانند D از اصلی ایده�آل هر برای به�علاوه و ⟨a, b⟩ ⊆ ⟨c⟩ اگر تنها
می�شود. شامل را b و a عنصر دو هر که است اصلی ایده�آل کوچک�ترین ⟨c⟩ دیگر، بیان به .⟨c⟩ ⊆ ⟨d⟩
می�توان را نمادها این است. انقباض معنای به contraction مخفف c و توسیع معنای به extention مخفف e ١٢

موضعی�سازی کانونی همریختی برای تنها آن�ها از این�جا در ما ولی برد، به�کار حلقه�ای همریختی هر برای و کلی�تر حالتی در
کرد. خواهیم استفاده



مقدمات .١ ١٠

باشد. حوزه یک D کنید فرض .٣.۵.١ تعریف

استقرا (با باشد اصلی Dایده�آلی از متناهی�مولد ایده�آل هر هرگاه می�گوییم، بزو١٣ حوزه�ی یک Dرا .١
باشند). اصلی هستند، مولد دو دارای که ایده�آل�هایی همه�ی است کافی دید، می�توان

(می�توان باشند ب.م.م دارای D∗ از عنصر دو هر هرگاه می�گوییم، ب.م.م١۴ حوزه�ی یک را D .٢
است). ب.م.م دارای D∗ عناصر از متناهی مجموعه�ی هر وضع این در دید،

یک از مثالی ،Q +XQ[[X]] حوزه�ی هستند. بزو حوزه�ی بدیهی شکلی به اصلی ایده�آل حوزه�های
.( ۵.٢.٣ (مثال نیست اصلی ایده�آل حوزه�ی که است بزو حوزه�ی

است. ب.م.م حوزه�ی یک بزو، حوزه�ی هر .۴.۵.١ گزاره

می�شود. نتیجه ٢.۵.١ گزاره�ی از به�سادگی برهان.

است. ب.م.م حوزه�ی یک ، یکتا تجزیه�ی حوزه�ی هر .۵.۵.١ گزاره

[١٣.٣.٨ گزاره ،٩] برهان.

است. AP حوزه�ی یک ب.م.م، حوزه�ی هر .۶.۵.١ گزاره

[(٢)٧.۶ قضیه ،١١] برهان.

به نسبت b و a می�گوییم صورت این در .a, b ∈ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .٧.۵.١ تعریف
و S مانند D∗ از مجموعه زیر دو می�گوییم همچنین .aD ∩ bD = abD هرگاه هستند، ک.م.م-اول هم
ک.م.م-اول هم به نسبت s و t ،t ∈ T و s ∈ S هر برای هرگاه هستند، ک.م.م-اول١۵ هم به نسبت T

باشند.

هم به نسبت b و a اگر صورت این در .a, b ∈ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .٨.۵.١ گزاره
هستند. اول هم به نسبت آن�گاه باشند، ک.م.م-اول

و c | a که باشد موجود c ∈ D# مثل عنصری لذا و نباشند اول هم به نسبت b و a کنید فرض برهان.
مثل عنصری آن�گاه ،c(a/c)(b/c) ∈ abD اگر اما ،c(a/c)(b/c) ∈ aD ∩ bD صورت این در .c | b
خلاف که dc = ١ نتیجه در و ab = abdc لذا و c(a/c)(b/c) = abd که بود خواهد موجود d ∈ D∗

نیستند. ک.م.م-اول هم به نسبت b و a بنابراین است. c بودن غیریکه فرض

است میدان یک K آن در که K[X٢, X٣] حوزه�ی مثال برای نیست. درست قبل گزاره�ی عکس
زیرا نیستند، ک.م.م-اول اما هستند، اول هم به نسبت حوزه این در X٣ و X٢ بگیرید. نظر در را

.X۶ ̸∈ X۵D ولی X۶ ∈ X٢D ∩X٣D

Bezout Domain ١٣

GCD Domain ١۴

lcm-prime ١۵



١١ بزو و ب.م.م حوزه�های .۵.١

هستند، ک.م.م-اول هم به نسبت T و S این�که اثبات برای قبل، تعریف در که کنید توجه .٩.۵.١ تبصره
.sD ∩ tD ⊆ stD ،t ∈ T ∩D# و s ∈ S ∩D# هر برای شود داده نشان است کافی

،a, b ∈ D∗ هر برای صورت این در .∅ ̸= S ⊆ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .١٠.۵.١ گزاره
است. ک.م.م-اول S به نسبت نیز ab آن�گاه باشند، ک.م.م-اول S به نسبت a, b اگر

،t′ ∈ S هر برای برهان.

abt′D = b(at′D) = b(aD ∩ t′D)

= abD ∩ bt′D = abD ∩ (bD ∩ t′D) = abD ∩ t′D

است. ک.م.م-اول S به نسبت ab لذا و

،gcd(a, b) = ١ و a | bc اگر ،a, b, c ∈ Z∗ هر برای که است این Z حلقه�ی مشهور خواص از یکی
معرفی را حالت دو زیر گزاره�ی در است. برقرار نیز کلی�تری حالت�های در خاصیت این .a | c آن�گاه

می�کنیم.

برای آن�گاه باشد، برقرار زیر حالت دو از یک هر اگر باشد. حوزه یک D کنید فرض .١١.۵.١ گزاره
.a | c آن�گاه ،gcd(a, b) = ١ و a | bc اگر ،a, b, c ∈ Z∗ هر

باشد. بزو حوزه�ی D .١

.a = Γ(A) که باشد موجود A مانند P(D) عناصر از گردایه�ای .٢

حال .axb + cyb = b لذا و ax + cy = ١ که موجودند x, y ∈ D∗ مانند عناصری .١ برهان.
.c | b لذا و c | axbفرض به بنا دیگر سوی از و c | cyb که کنید توجه

می�شود. نتیجه ،۶.١.١ گزاره�ی از ٢ قسمت به بنا .٢

معادل�اند: زیر گزاره�های صورت این در .a, b ∈ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .١٢.۵.١ گزاره

است. ک.م.م-اول b به نسبت a .١

.a | c آن�گاه a | bc اگر ،c ∈ D∗ هر برای .٢

به نسبت a چون .ad = bc که باشد موجود d ∈ D∗ مثل عنصری کنید فرض (١ =⇒ ٢) برهان.
مثل عنصری بنابراین .ad = bc ∈ abD نتیجه در و aD ∩ bD = abD لذا است، ک.م.م-اول b

.a | c و c = ae لذا و bc = abe که است موجود e ∈ D∗

.α = ax = by ،x, y ∈ D∗ مانند عناصری برای لذا و ٠ ̸= α ∈ aD∩bD فرضکنید (٢ =⇒ ١)
بنابراین .α = ba(y/a) ∈ abD نتیجه در و a | y فرض به بنا لذا و a | by صورت این در

هستند. اول ک.م.م هم به نسبت b و a نتیجه در و aD ∩ bD ⊆ abD
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به نسبت a اگر صورت این در .S ⊆ D∗ و a ∈ D∗ باشد، حوزه یک D کنید فرض .١٣.۵.١ گزاره
.s |

D

a که نیست موجود sای ∈ S ∩D# هیچ آن�گاه باشد، ک.م.م-اول S

اما .a ∈ aD ∩ sD صورت این در .s |
D

a که باشد موجود sای ∈ S ∩ D# کنید فرض برهان.
نتیجه در و sc = ١ لذا و a = asc که است موجود cای ∈ D صورت این غیر در زیرا ،a ̸∈ asD

ک.م.م-اول S به نسبت a لذا و aD ∩ sD ̸⊆ asD بنابراین است. فرض خلاف که s ∈ U(D)

نیست.

می�کنیم. معرفی را ب.م.م از کلی�تر مفهومی حال

مشترک مقسوم�علیه�های همه�ی مجموعه�ی .A ⊆ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .١۴.۵.١ تعریف
بیشین(م.م.ب)١۶ مشترک مقسوم�علیه یک را c ∈ D∗ عنصر و می�دهیم نمایش CD(A) با را A عناصر

که: صورتی در می�نامیم، A عناصر از

.c | a ،a ∈ A هر برای .١

.c D∼ d آن�گاه ،c | d اگر ،d ∈ CD(A) هر برای .٢

زیرمجموعه�های تمام اگر همچنین می�دهیم. نمایش MCDD(A) با را A م.م.ب�های تمام مجموعه�ی
دوتایی مجموعه�ی هر اگر و می�گوییم م.م.ب حوزه�ی یک را D آن�گاه باشند، م.م.ب دارای D از متناهی

می�گوییم. ضعیف١٧ ب.م.م حوزه�ی یک را D آن�گاه باشند، م.م.ب دارای D عناصر از
داشته م.م.ب متناهی تعدادی تنها بودن، شریک تقریب با ،D∗ از متناهی زیرمجموعه�ی هر اگر

می�گوییم. م.م.ب-متناهی١٨ حوزه�ی یک را D آن�گاه باشد،

تکواری حلقه�های ۶.١

مجموعه�ی که کرد بررسی می�توان باشد. حلقه یک R و جابجایی٢٠ تکواره�ی١٩ یک (S,⊕) کنید فرض
به است، ٠ با برابر عنصر متناهی تعدادی جز به S روی f مقدار آن�ها در که f : S → R شکل به توابع
را حلقه این است. حلقه یک (fg)(s) :=

∑
t١⊕t٢=s f(t١)g(t٢) تعریف با ضرب و توابع جمع همراه

زیرمجموعه�ای با برابر را f محمل حلقه، این در f مثل عنصر هر برای می�نامیم. S Rروی تکواری حلقه�ی
می�دهیم. نمایش supp(f) با را آن و است ناصفر آن روی f مقدار که می�کنیم تعریف S از

جمعی تکواره�ی با برابر S آن�ها در که است چندجمله�ای�ها حلقه�ی حلقه�هایی، چنین از مهم مثال
تکواری حلقه�ی شود، نوشته جمعی به�صورت طبیعی به�طور S تکواره�ی عمل که زمانی است. N ∪ {٠}

MCD اختصار به یا Maximal Common Divisor ١۶

Weak GCD Domain١٧

MCD-finite ١٨

Monoid ١٩

کرد. خواهیم فرض جابجایی نیز را تکواره�ها همه�ی پس این از حلقه��ها، مانند ٢٠



١٣ تکواری حلقه�های .۶.١

صورت به چندجمله�ای�ها مانند را f آن�گاه ،f ∈ R[X;S] اگر و می�دهیم R[X;S] نماد با را S روی R
آن در که می�دهیم نمایش f = f(s١)X

s١ + f(s٢)X
s٢ + · · · + f(sn)X

sn صوری حاصل�جمع
.supp(f) = {s١, s٢, . . . , sn}

باشد. تکواره یک S کنید فرض .١.۶.١ تعریف

.t = u آن�گاه ،s+ t = s+ u اگر ،s, t, u ∈ S هر برای هرگاه می�گوییم، حذفی٢١ را S .١

.a = ٠ آن�گاه ،na = ٠ اگر ،a ∈ S و n ∈ N هر برای هرگاه می�گوییم، تاب٢٢ بدون را S .٢

،(Zn,+) گروه مثال برای نمی�دهد. نتیجه را دیگری خاصیت، دو این از یک هیچ که کنید توجه
{٠, a} مجموعه�ی روی را ⊕ عمل برعکس، نیست. تاب بدون که است حذفی تکواره�ی یک از مثالی
می�توان سادگی به .a ⊕ a = a و ٠ ⊕ ٠ = ٠ ، a ⊕ ٠ = ٠ ⊕ a = a که کنید تعریف شکل این به
،a⊕ a = a⊕٠ زیرا نیست، حذفی تکواره این اما است. تاب بدون تکواره�ی یک حاصل ساختار دید،

.a ̸= ٠ اما

(S,≤) صورت این در باشد. S روی تام٢٣ ترتیب یک ≤ و تکواره یک S کنید فرض .٢.۶.١ تعریف
.s+ u ≤ s+ t آن�گاه ،s ≤ t اگر ،s, t, u ∈ S هر برای هرگاه می�گوییم، مرتب تکواره�ی یک را

معادل�اند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. تکواره یک S کنید فرض .٣.۶.١ لم

مرتب تکواره�ی یک ،(S,≤) که کرد تعریف به�گونه�ای را ≤ مانند ،S روی تام ترتیب یک می�توان .١
شود.

است. حذفی و تاب بدون S .٢

[۴.٣ نتیجه ،١١] برهان.

در می�توان را می�شوند تعریف چندجمله�ای�ها برای که ثابت جمله�ی و پیشرو ضریب درجه، مفاهیم
کرد. تعریف نیز باشد مرتب تکواره که کلی�تری حالت

این در .f ∈ R[X;S]∗ و باشد مرتب تکواره�ی یک S و حلقه یک R کنید فرض .۴.۶.١ تعریف
و s١ ⪇ s٢ ⪇ · · · ⪇ sn که موجودند r١, . . . , rn ∈ R∗ و s١, . . . , sn ∈ S مانند عناصری صورت
می�دهیم. نمایش deg(f) با و می�کنیم تعریف sn با برابر را f درجه�ی .f = r١X

s١ + · · ·+ rnX
sn

f ثابت جمله�ی همچنین می�دهیم. نمایش lc(f) با و می�کنیم تعریف rn با برابر را f پیشروی ضریب
ct(f) با را آن و می�کنیم تعریف ٠ با برابر صورت این غیر در و r١ با برابر s١ = ٠ که صورتی در را

می�دهیم. نمایش

Cancellative ٢١

Torsion Free ٢٢

همراه به مجموعه یک .b ≤ a یا a ≤ b ،a, b ∈ S هر به�علاوه و باشد متعدی و انعکاسی پادتقارنی، رابطه�ای ٢٣یعنی

می�گوییم. مرتب تماماً را تام ترتیب یک
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حوزه یک A = R[X;S] صورت این در باشد. تکواره یک S و حلقه یک R کنید فرض .۵.۶.١ قضیه
باشد. حذفی و تاب بدون S و حوزه یک R اگر تنها و اگر است

است، A از زیرحلقه�ای R این�که به توجه با آن�گاه نباشد، حوزه R اگر که کنید توجه ابتدا (⇐=) برهان.
نیست. حوزه نیز A

s+ t = s+ u که باشند موجود s, t, u ∈ S مانند عناصری لذا و نباشد حذفی S کنید فرض حال
.X t −Xu ̸= ٠ و Xs ̸= ٠ اما ،Xs(X t −Xu) = Xs+t −Xs+u = ٠ صورت این در .t ̸= u و

نیست. حوزه وضع این در A بنابراین
.ns = ٠ که موجودند n ∈ N و ٠ ̸= s ∈ S صورت این در نباشد. تاب بدون S کنید فرض حال
و k = m دهید، قرار باشد زوج m اگر .ms = ٠ که باشد عددی کوچک�ترین m ∈ N کنید فرض
این غیر در زیرا ،k ̸= ٢ همچنین و ks = ٠ که کنید توجه .k = m + ١ دهید قرار باشد، فرد m اگر

داریم، اکنون است. فرض خلاف که s = ٠ لذا و m = ١ صورت
(١+X(k/٢)s)(١−X(k/٢)s) = ١−Xks = ٠

نیست. حوزه A هم حالت این در بنابراین .(k/٢)s ̸= ٠ لذا و k/٢ ⪇ m اما
از عناصری g = b١X

t١ + · · · + bmX
tm و f = a١X

s١ + · · · + anX
sn کنید فرض (=⇒)

si, ti ∈ S و ai, bi ∈ R∗ ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر برای و n,m ∈ N آن، در که باشند A
هر برای و anbmXsn+tm ̸= ٠ که کنید توجه .t١ ⪇ t٢ ⪇ · · · ⪇ tm و s١ ⪇ s٢ ⪇ · · · ⪇ sn و

.fg ̸= ٠ نتیجه در و si + tj ⪇ sn + tm ،S بودن مرتب به بنا ،١ ≤ j ⪇ m و ١ ≤ i ⪇ n

.f, g ∈ D[X;S]∗ و باشد حذفی و تاب بدون تکواره�ی یک S و حوزه یک D کنید فرض .۶.۶.١ لم
عناصری آن�گاه ،g|f اگر صورت این در .s ∈ S و a ∈ D∗ آن در که f = aXs کنید فرض به�علاوه

.b |
D

a و s− t ∈ S ،g = bX t که موجودند t ∈ S و b ∈ D∗ مثل

یک (S,≤) که کرد تعریف به�گونه�ای را ≤ مانند تام ترتیب یک S روی می�توان ،٣.۶.١ لم به بنا برهان.
مرتب به بنا صورت این در .f = gh که باشد عنصری h ∈ D[X;S] کنید فرض شود. مرتب تکواره�ی

می�شود. نتیجه به�سادگی حکم .f = aXs = lc(g)lc(h)Xdeg g+deg h دید می�توان ،S بودن

صفر مساوی یا بزرگتر عناصر تمام آن در که باشد مرتب تکواره�ی یک S کنید فرض .٧.۶.١ نتیجه
صورت: این در هستند.

.U(D[X;S]) = U(D) .١

.x ∈ A(D[X;S]) اگر تنها و اگر x ∈ A(D) ،x ∈ D∗ هر برای .٢

در .f ∈ U(D[X;S]) کنید فرض برعکس، .U(D) ⊆ U(D[X;S]) که است واضح .١ برهان.
٠−s ∈ S ،f = aXs که موجودند s ∈ S و a ∈ D مثل عناصری ،۶.۶.١ لم به بنا صورت این
نتیجه در s = ٠ داشتیم، S عناصر روی که فرضی به بنا به�علاوه و a ∈ U(D) لذا .a |

D

١ و
.f = a ∈ U(D)



١۵ ارزیابی حلقه�های .٧.١

عناصری ،۶.۶.١ لم به بنا .f, g ∈ D[X;S]∗ آن در که x = fg و x ∈ A(D) کنید فرض ابتدا .٢
در .g = bX t و f = aXs ،s + t = ٠ ،ab = x که موجودند s, t ∈ S و a, b ∈ D∗ مثل
به بنا دیگر، سوی از .a ∈ U(D) داریم کلیت رفتن دست از بدون و x ∈ A(D) چون نتیجه

.f ∈ U(D[X;S]) نتیجه در و s = ٠ داریم ،S روی اولیه� فرض

از بدون صورت این در .a, b ∈ D∗ آن در که x = ab و x ∈ A(D[X;S]) کنید فرض حال
.x ∈ A(D) بنابراین .a ∈ U(D) ،١ قسمت به بنا لذا و a ∈ U(D[X;S]) کلیت رفتن دست

را f صورت این در .f ∈ R# و R = D[{Xi}i∈α] باشد، حوزه یک D کنید فرض .٨.۶.١ تعریف
.g٢ ∈ D∗ یا g١ ∈ D∗ آن�گاه ،f = g١g٢ اگر ،g١, g٢ ∈ R∗ هر برای هرگاه می�گوییم، تجزیه�ناپذیر٢۴

می�دهیم. نمایش c(f) با و می�گوییم f محتوای٢۵ را f ضرایب توسط تولیدشده ایده�آل همچنین

این در باشد. تاب بدون آبلی گروه یک G و باشد ب.م.م حوزه�ی یک D کنید فرض .٩.۶.١ قضیه
است. ب.م.م حوزه�ی یک D[X;G] صورت

[٢.١۴ قضیه ،١١] برهان.

ارزیابی حلقه�های ٧.١

دو هر برای هرگاه می�گوییم، ارزیابی٢۶ حلقه�ی یک را D باشد. حوزه یک D کنید فرض .١.٧.١ تعریف
D ایده�آل�ها مجموعه�ی هرگاه معادل، (به�طور J ⊆ I یا I ⊆ J باشیم، داشته J و I مثل D از ایده�آل

باشد). مرتب تماماً

.(١٢.٧.١ (مثال است ارزیابی حلقه�ی یک از مثالی است، اول عددی p آن در که Z⟨p⟩ حوزه�ی
(مثال کرد استفاده دلخواه ابعاد با ارزیابی حلقه�های ساختن برای ،١۴.٧.١ قضیه�ی از می�توان همچنین

.(١۵.٧.١

معادل�اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .٢.٧.١ گزاره

است. ارزیابی حلقه�ی D .١

.bD ⊆ aD یا aD ⊆ bD ،a, b ∈ D هر برای .٢

.x−١ ∈ D یا x ∈ D ،x ∈ frac(D) هر برای .٣

[٢.۵ گزاره ،١۵] برهان.
Indecomposable ٢۴

Content ٢۵

Valuation Ring ٢۶



مقدمات .١ ١۶

صورت: این در باشد. ارزیابی حلقه�ی یک D کنید فرض .٣.٧.١ گزاره

است. موضعی حلقه�ای D .١

است. بزو حوزه�ی D .٢

تمام به�علاوه و است اول ایده�آلی
∩

n∈N P
n صورت این در .P ∈ Spec(D) کنید فرض .٣

می�گیرد. بر در هستند، P زیرمجموعه�ی سره به�طور که را اولی ایده�آل�های

است. ارزیابی حلقه�ی یک D از فراحلقه هر .۴

[۴.۵ گزاره ،١۵] .١ برهان.

.xD + yD = yD یا xD + yD = xD نتیجه در .y | x یا x | y یا ،x, y ∈ D∗ هر برای .٢

[١٠.۵ قضیه ،١۵] .٣

[٣.۵ نتیجه ،١۵] .۴

و می�افزاییم G به را ∞ عنصر باشد. مرتب آبلی گروه یک (G,+,≤) کنید فرض .۴.٧.١ تعریف
.g ≤ ∞ و ∞+ g = g +∞ = ∞ ،g ∈ G هر برای که می�کنیم قرارداد

ارزیابی٢٧ تابع یک را v : K → G∪{∞} تابع صورت این در باشد. میدان Kیک کنید فرض حال
:x, y ∈ K هر برای هرگاه می�نامیم، K برای

.v(xy) = v(x) + v(y) .١

.v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} .٢

.v(x) = ∞ اگر تنها و اگر x = ٠ .٣

.Rv = {x ∈ K | ٠ ≤ v(x)} کنید فرض و بگیرید نظر در را ۴.٧.١ تعریف مفروضات .۵.٧.١ گزاره
صورت: این در

v(١) = v(−١) = ٠ .١

.v(x) = v(−x) و v(x−١) = −v(x) ،x ∈ K∗ هر برای .٢

حلقه�ی را Rv حلقه�ی .U(Rv) = {x ∈ K | v(x) = ٠} و است ارزیابی حلقه�ی یک Rv .٣
با است برابر Rv ماکزیمال ایده�آل تنها که کنید (توجه می�گوییم. v ارزیابی تابع با متناظر ارزیابی

({x ∈ K | v(x) ⪈ ٠}

که است G از زیرگروهی v(K∗) بنابراین است. گروهی همریختی یک ،v : (K∗, .) → (G,+) .۴
می�نامیم. v ارزش٢٨ گروه را آن

Valuation ٢٧

Value Group ٢٨



١٧ ارزیابی حلقه�های .٧.١

داریم .١ برهان.
v(١) = v((١)(١)) = v(١) + v(١)

همچنین .v(١) = ٠ لذا و
v(−١) + v(−١) = v((−١)(−١)) = v(١) = ٠

.v(−١) = ٠ گروه، بودن مرتب به توجه با نتیجه در و v(−١) = −v(−١) لذا و

همچنین .v(x−١) = −v(x) لذا و v(x) + v(x−١) = v(xx−١) = v(١) = ٠ داریم .٢
.v(−x) = v(−١) + v(x) = v(x)

همچنین .ab ∈ Rv لذا و v(ab) = v(a) + v(b) ≥ ٠ ،a, b ∈ Rv هر برای .٣
v(a− b) = min(v(a), v(−b)) = min(v(a), v(b)) ≥ ٠

حلقه یک Rv بنابراین .٠,١ ∈ Rv لذا و v(٠) = ∞ و v(١) = ٠ به�علاوه .a− b ∈ Rv لذا و
است.

در .v(a) ≤ v(b) کرد فرض می�توان کلیت، رفتن دست از بدون .a, b ∈ R∗
v کنید فرض حال

.a |
D

b لذا و ba−١ ∈ Rv نتیجه در و ٠ ≤ v(ba−١) نتیجه در و ٠ ≤ v(b)− v(a) صورت این

است. ارزیابی حلقه�ی یک Rv ،٢.٧.١ گزاره�ی به بنا نتیجه در

چون و ٠ ≤ v(a−١) آن�گاه ،a ∈ U(Rv) اگر صورت این در .a ∈ R∗
v کنید فرض حال

v(a) + v(a−١) = v(aa−١) = v(١) = ٠

v(a−١) = ٠ لذا ،v(a) + v(a−١) = ٠ چون آن�گاه ،v(a) = ٠ اگر برعکس، .v(a) = ٠ لذا
.a ∈ U(Rv) لذا و a−١ ∈ Rv نتیجه در و

.v(xy−١) = v(x)− v(y) ،x, y ∈ K∗ هر برای کنید توجه است کافی .۴

به�علاوه باشد. مرتب آبلی گروه یک G و K کسرهای میدان با حوزه یک D کنید فرض .۶.٧.١ گزاره
کند صدق ۴.٧.١ تعریف از ٣ و ٢ ،١ شرط سه در که باشد تابعی v′ : D → G ∪ {∞} کنید فرض
صورت، این �در .v′(x) = g که باشد موجود x مثل D از عنصری ،٠ ≤ g ∈ G هر برای به�علاوه و
حلقه�ی که به�طوری داد، توسیع D کسرهای میدان روی ارزیابی تابع یک به را v یکتا گونه�ای به� می�توان
است: زیر صورت به تابع این ضابطه�ی شود. G با برابر آن ارزش گروه و D برابر آن با متناظر ارزیابی

v(a/b) = v(a)− v(b) (b ̸= ٠ و a, b ∈ D)

،a, b ∈ D∗ هر برای و v(٠) = ∞ که کنید تعریف شکل این به را v : K → G ∪ {∞} تابع برهان.
خوش�تعریف v می�دهیم، نشان است. v′ از توسیعی v که است واضح .v(a/b) := v′(a) − v′(b)

لذا و ab′ = ba′ صورت این در .a, a′, b, b′ ∈ D∗ آن در که a/b = a′/b′ کنید فرض است.
v′(a)−v′(b) = v′(a′)−v′(b′) لذا و v′(a)+v′(b′) = v′(b)+v′(a′) نتیجه در و v′(ab′) = v′(ba′)

.v(a/b) = v(a′/b′) لذا و



مقدمات .١ ١٨

داریم، .a, s, b, t ∈ D∗ کنید فرض حال

v(
a

s

b

t
) = v′(ab)− v′(st)

= v′(a) + v′(b)− v′(s)− v′(t)

= v′(a)− v′(s) + v′(b)− v′(t)

= v(
a

s
) + v(

b

t
)

همچنین، می�کند. صدق ٢ شرط در v بنابراین

v(
a

s
+
b

t
) = v(

at+ bs

st
)

= v′(at+ bs)− v′(st)

≥ min(v′(at), v′(bs))− v′(st)

= min(v′(at)− v′(st), v′(b)− v′(st))

≥ min(v(
a

s
), v(

b

t
))

مثل عنصری صورت این در .g ⪇ ٠ و g ∈ G کنید فرض حال می�کند. صدق نیز ٣ شرط در v لذا و
آن ارزش گروه لذا و پوشاست v نتیجه در .v(x−١) = g لذا و v(x) = −g که است موجود x ∈ D∗

است. G با برابر
x ∈ K∗ کنید فرض باشد. v′ توسیع از حاصل ارزیابی تابع یک v : K → G ∪ {∞} کنید فرض
نتیجه در و v(x) = v(ab−١) = v(a)− v(b) داریم .x = a/b ،a, b ∈ D∗ مانند عناصری برای لذا و

هست. نیز یکتا توسیع این

منفرد٢٩ زیرگروه یک را G از H گروه زیر باشد. مرتب آبلی گروه یک G کنید فرض .٧.٧.١ تعریف
منفرد زیرگروه�های تعداد .y ∈ H آن�گاه ،٠ ≤ y ≤ x اگر ،y ∈ G و x ∈ H هر برای هرگاه می�گوییم،

می�گوییم. G رتبه�ی٣٠ را G

حلقه�ی و G ارزش گروه با K روی ارزیابی تابع یک v و میدان یک K کنید فرض .٨.٧.١ گزاره
یک به یک تناظر یک G منفرد زیرگروه�های و V اول ایده�آل�های بین صورت این در باشد. V ارزیابی
.dim(R) = n− ١ آن�گاه باشد، n ∈ N با برابر G منفرد زیرگروه�های تعداد اگر به�ویژه است. موجود

[١٧.۵ قضیه ،١۵] برهان.

می�گوییم. گسسته٣١ ارزیابی حلقه�ی یک را Z ارزش گروه با ارزیابی حوزه�ی یک .٩.٧.١ تعریف

معادل�اند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. ارزیابی حلقه�ی یک D کنید فرض .١٠.٧.١ قضیه

Isolated ٢٩

Rank ٣٠

DVR اختصار به یا Discrete Valuation Ring ٣١



١٩ ارزیابی حلقه�های .٧.١

است. گسسته ارزیابی حلقه�ی یک D .١

است. اصلی ایده�آل حوزه�ی یک D .٢

است. نوتری D .٣

[١.١١ قضیه ،١٧] برهان.

این�جا در را آن�ها که دارند نام p-جمعی٣٢ ارزیابی توابع ،Q روی مهم ارزیابی توابع از نوع یک
می�کنیم. معرفی

شکل این به را vp : Z → N ∪ {∞} تابع و باشد اول عدد یک p ∈ Z کنید فرض .١١.٧.١ تعریف
.vp(n) := max{k ∈ N | pk | n} دهید قرار ،n ∈ Z∗ هر برای و v(٠) := ∞ دهید قرار کنید: تعریف
گزاره�ی به بنا لذا و می�کند صدق ارزیابی تابع تعریف از ٣ و ٢ ،١ شرایط در vp دید، می�توان به�سادگی
ارزیابی تابع یک حاصل تابع که به�طوری داد، توسیع Q به یکتا شکلی به را آن دامنه�ی می�توان ،۶.٧.١

می�گوییم. p-جمعی ارزیابی تابع را تابع این شود. Q روی

است. گسسته ارزیابی حلقه�ی یک Z⟨p⟩ اول، p ∈ N هر برای .١٢.٧.١ گزاره

که کنید توجه ابتدا برهان.
Z⟨p⟩ = {x ∈ Q | x =

a

b
و p ̸ | b و b ̸= ٠ که باشند موجود a, b ∈ Z}

برابر Z⟨p⟩ لذا .vp(x) ⪇ ٠ ،x ̸∈ Z⟨p⟩ که x ∈ Q هر برای و ٠ ≤ vp(x) ،x ∈ Z⟨p⟩ هر برای بنابراین
در است. نوتری ،٢.۴.١ گزاره�ی به بنا Z⟨p⟩ همچنین است. vp ارزیابی تابع با متناظر ارزیابی حلقه�ی با

است. گسسته ارزیابی حلقه�ی یک Z⟨p⟩ ،١٠.٧.١ قضیه�ی به بنا نتیجه

این در است. اصلی آن ماکزیمال ایده�آل که باشد ارزیابی حلقه�ی یک D کنید فرض .١٣.٧.١ گزاره
دارد. اتم یک تنها و یک بودن شریک تقریب با D صورت

به�علاوه .a ∈ A(D) که است واضح باشد. D ماکزیمال ایده�آل یگانه M = aD کنید فرض برهان.
.x ∈ Red(D) یا و a D∼ x یا نتیجه در و a |

D

x لذا و x ∈M داریم، x ∈ D# هر برای

گروه با ارزیابی تابع یک صورت، این در باشد. مرتب آبلی گروه یک G کنید فرض .١۴.٧.١ قضیه
دارد. وجود G ارزش

[١٨.۵ نتیجه ،١٢] برهان.

این در باشد. طبیعی) ترتیب (با Qارزش گروه با ارزیابی حوزه�ی D١ کنید فرض .١ .١۵.٧.١ مثال
.dim(D١) = ١ و نیست اصلی D١ ماکزیمال ایده�آل صورت

p-adic ٣٢



مقدمات .١ ٢٠

کنید فرض و بگیرید نظر در لغت�نامه�ای٣٣ ترتیب با را ٢ ⪇ n ∈ N آن در که G = Zn گروه .٢
نوتری D٢ به�علاوه .dim(D٢) = n صورت این در باشد. Gارزش گروه با ارزیابی حوزه�ی ،D٢

است. اصلی آن ماکزیمال ایده�آل اما نیست،

این در .٠ ⪇ x ∈ H کنید فرض و باشد Q از ناصفر و منفرد زیرگروهی H کنید فرض .١ حل.
کافی اینک .A := [٠, x] دهید قرار .y ∈ H داریم ،٠ ≤ y ⪇ x که y ∈ Q هر برای صورت
منفرد زیرگروه دو دارای دقیقاً G بنابراین .H = Q لذا و Q =

∪
n∈Z nA که کنید توجه است

.dim(D١) = ١ ،٨.٧.١ گزاره�ی به بنا لذا و است Q و ٠

به�طوری است، موجود y ∈ D#
١ مثل عنصری لذا و ٠ ⪇ v(x) داریم .x ∈ D#

١ کنید فرض
نتیجه در و x/y ∈ D#

١ لذا ،v(x/y) = v(x) − v(y) ⪈ ٠ چون .٠ ⪇ v(y) ⪇ v(x) که
اصلی D١ ماکزیمال ایده�آل بنابراین نیست. D١ ماکزیمال ایده�آل xD١ لذا و xD١ ⊊ yD١

نیست.

بقیه�ی و ١ آن i-ام مکان مولفه�ی که بگیرید نظر در عنصری را ei ∈ G ،١ ≤ i ≤ n هر برای .٢
x i-ام مولفه�ی با برابر را [x]i ،١ ≤ i ≤ n و x ∈ G هر برای همچنین، هستند. ٠ مولفه�هایش

دهید. قرار

که باشد چنان x ∈ D#
٢ کنید فرض است. G مینیمال مثبت عنصر یگانه ،en کنید توجه ابتدا

لذا و ٠ ≤ v(yx−١) نتیجه در و v(x) ≤ v(y) ،y ∈ D#
٢ هر برای صورت این در .v(x) = en

D٢ ماکزیمال ایده�آل ،xD٢ بنابراین .yD٢ ⊆ xD٢ بنابراین و x |
D٢

y نتیجه در و yx−١ ∈ D٢

است. اصلی D٢ ماکزیمال ایده�آل به�ویژه، و است

.١ ≤ k ⪇ n آن در که Hk = {٠}k ×Zn−k کنید فرض می�یابیم. را G منفرد زیرگروه�های حال
اگر صورت این در .(٠, . . . ,٠) ⪇ x = (٠, . . . ,٠, an−k, . . . , an) ∈ Hk کنید فرض
در زیرا ،bi = ٠ داریم ،١ ≤ i ≤ k هر برای آن�گاه ،٠ ⪇ y ⪇ x و y = (b١, . . . , bn) ∈ G

کفایت y ∈ H این�که برای امر این است. فرض خلاف که ،x ⪇ y یا y ⪇ ٠ یا صورت این غیر
می�کند.

هر برای آن در که است K١ × · · · ×Kn شکل به G از منفرد زیرگروه هر می�دهیم، نشان اینک
،{A | B} و باشد G از منفرد زیرگروه یک K کنید فرض .Ki = Z یا Ki = ٠ ،١ ≤ i ≤ n

باشد موجود x ∈ K مانند عنصری ،i ∈ A هر برای که به�طوری باشد، {١, . . . , n} از افرازی
کافی .[x]i ̸= ٠ که نباشد موجود x ∈ K مثل عنصری هیچ ،i ∈ B هر برای و [x]i ̸= ٠ که

دهیم: نشان است

.Ki = ٠ ،i ∈ B هر برای و Ki = Z ،i ∈ A هر برای آن در که ،K = K١ × · · · ×Kn (∗)

−x جایگزینی با نیاز، صورت در .[x]i ̸= ٠ که باشد عنصری ٠ ̸= x ∈ K و i ∈ A کنید فرض
هر برای که بگیرید نظر در G از عنصری با برابر را y حال .٠ ⪇ x کرد فرض می�توان x جای به

.ai ≤ bi باشیم داشته ،ai ̸= bi که ١ای ≤ i ≤ n کوچکترین برای هرگاه ،(a١, . . . , an) ≤ (b١, . . . , bn) یعنی ٣٣



٢١ ارزیابی حلقه�های .٧.١

.٠ ⪇ y دید، می�توان همچنین .y ⪇ x که است واضح .[y]i = [x]i − ١ و [y]j = [x]i ،j ̸= i

برای نتیجه در و ei = x− y ∈ H نتیجه در و y ∈ H لذا است، منفرد زیرگروه K چون بنابراین
می�شود. نتیجه به�سادگی (∗) گزاره�ی .aei ∈ H ،a ∈ Z هر

برای آن، در که هستند L = L١ × · · · × Ln شکل به زیرگروه�هایی �مانده، باقی که حالتی تنها
که به�طوری موجودند ١ ≤ j ⪇ k ≤ n که j, k ∈ N و Li = Z یا Li = ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر
L نتیجه در و ek ̸∈ L اما ،٠ ⪇ ek ⪇ ej و ej ∈ L صورت این در .Lk = ٠ و Lj = Z
،٨.٧.١ گزاره�ی به بنا لذا و دارد منفرد زیرگروه n + ١ دقیقاً G بنابراین نیست. منفرد زیرگروه

.dim(D٢) = n





٢ فصل

تجزیه خواص دارای حوزه�های

یکتا تجزیه�ی حوزه�های رده�ی تعمیم از حاصل که می�کنیم معرفی را حوزه�ها از رده�هایی فصل این در
مرتبط موارد و اتمی حوزه�های تجزیه، مفهوم جمله از اولیه مفاهیم ارایه�ی به ١.٢ بخش در ابتدا هستند.
فصل ادامه�ی در که می�کنیم معرفی را D +M توسیع نام به ابزاری ٢.٢ بخش در می�پردازیم. آن با
نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های ٣.٢ بخش در می�گیرد. قرار استفاده مورد نقض مثال�های بیش�تر ساختن برای
این ۴.٢ بخش در و می�شود حفظ اتمی تجزیه�های بودن هم�طول شرط تنها آن�ها در که می�شوند معرفی
هر تجزیه�ی ممکن طول�های مجموعه�ی آن�ها در که می�دهیم توسعه کران�دار تجزیه�ی حوزه�های به را مفهوم
از دیگر رده�ی دو عناصر، مقسوم�علیه�های تعداد مبنای بر ۶.٢ بخش در نهایت در است. متناهی عنصر

می�شوند. معرفی متناهی تجزیه�ی حوزه�های و idf حوزه�های نام�های به حوزه�ها

آن با مرتبط مفاهیم و عنصری تجزیه�ی ١.٢

پیش بنابراین است. آن با مرتبط خواص و عنصری تجزیه�ی فصل، این در بحث مورد مفهوم اساسی�ترین
می�کنیم. تعریف را تجزیه مفهوم چیز هر از

،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که x = x١ · · · xn و باشد حوزه یک D کنید فرض .١.١.٢ تعریف
و D در x از اتمی) تجزیه�(ی یک را (x١, . . . , xn) n-تایی صورت این در .(xi ∈ A(D)) xi ∈ D#

به وضع، این در و ادامه در می�گوییم. تجزیه مولفه�ی یک را xiها از یک هر همچنین می�گوییم. n به�طول
است. اتمی) تجزیه(�ی یک x = x١ · · · xn گفت خواهیم اختصار

می�گیریم. نظر در یکسان عمل در را تجزیه دو موقع چه بحث این در می�دهد، نشان زیر تعریف

تجزیه(�ی دو x = x′١x
′
٢ · · · x′m و x = x١ · · · xn کنید فرض و x ∈ D# کنید فرض .٢.١.٢ تعریف

σ ∈ Sn مثل جایگشتی به�علاوه و m = n هرگاه می�گوییم، هم�ارز را تجزیه دو این باشند. x از اتمی)
.xσ(i) ∼ xi باشیم داشته ١ ≤ i ≤ n هر برای که به�طوری باشد، موجود

٢٣



تجزیه خواص دارای حوزه�های .٢ ٢۴

به�طوری باشد، موجود n ∈ N کنید فرض به�علاوه .x ∈ D# و باشد حوزه یک D کنید فرض .٣.١.٢ لم
صورت این در نباشد. n از بزرگ�تر طول با تجزیه�ای هیچ دارای و باشد n طول به تجزیه�ای دارای x که

است. اتمی تجزیه�ای ،n طول به x از تجزیه� هر

اتمی که باشد موجود x = x١ · · · xn مانند n طول به x از تجزیه�ای و نباشد چنین کنید فرض برهان.
است تحویل�پذیر عنصری x١ صورت این در .x١ ̸∈ A(D) فرضکنید کلیت رفتن دست از بدون و نیست
x = yzx٢ · · · xn که کنید توجه اکنون .x١ = yz که به�طوری موجودند، y, z ∈ D# مثل عناصری لذا و

است. تناقض در اولیه فرض با امر این که است n+ ١ طول به x از تجزیه�ای

می�شوند. تعریف شکل این به عناصرشان اتمی تجزیه�ی وجود عدم یا وجود مبنای بر حوزه�ها از رده دو

باشد، اتمی تجزیه�ی دارای x ∈ D# هر که حالتی در باشد. حوزه یک D کنید فرض .۴.١.٢ تعریف
یک را D نباشد، اتمی تجزیه�ی دارای xای ∈ D# هیچ که حالتی در می�گوییم. اتمی١ حوزه�ی یک را D

می�گوییم. ضدماده٢ حوزه�ی

حوزه�های رده�ی از زیررده�هایی می�شوند معرفی فصل این در که رده�هایی همه�ی ،idf حوزه�های از غیر
می�آوریم. ضدماده حوزه�های از مثال دو این�جا در هستند. اتمی

مثال، (برای نیست اصلی ماکزیمالش ایده�آل که باشد ارزیابی حلقه�ی یک R کنید فرض .۵.١.٢ مثال
است. ضدماده حوزه�ی یک R صورت این در .(١۵.٧.١ مثال در D١ حوزه�ی

در باشد. D ماکزیمال Mایده�آل کنید فرض است. موضعی حلقه�ی یک D ،٣.٧.١ گزاره�ی به بنا حل.
به بنا است. تحویل�پذیر x ∈M \ {٠} هر دهیم نشان است کافی لذا و D# =M \ {٠} صورت این
موجود y ∈ M \ xD مثل عنصری لذا و M ̸= xD نتیجه در و نیست اصلی ایده�آل یک M فرض،
.y ̸D∼ x و y | x نتیجه در و xD ⊊ yD ارزیابی، حلقه�ی تعریف به بنا لذا و yD ̸⊆ xD اما است.

است. تحویل�پذیر x بنابراین

تقریب با یا و است ضدماده یا ارزیابی حوزه�ی هر می�دهند، نشان ١٣.٧.١ گزاره��ی همراه به قبل مثال
دارد. اتم یک تنها و یک بون شریک

است. ضدماده حوزه�ی یک D = C[X;Q+ ∪ {٠}] تکواری حوزه�ی .۶.١.٢ مثال

،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که f = c١X
a١/b١ + · · · + cnX

an/bn و f ∈ D# کنید فرض حل.
f ̸∈ U(D) کنید، توجه .a١/b١ ⪇ a٢/b٢ ⪇ · · · ⪇ an/bn به�علاوه و bi ∈ Z∗ و ai ∈ Z ،ci ∈ C∗

مشترک مضرب یک b ∈ N کنید فرض .an ̸= ٠ لذا و deg(f) ̸= ٠ ،٧.۶.١ نتیجه�ی به بنا لذا و
زیر عنوان به را A = C[X١/٢b] می�توان صورت این در باشد. آن�ها) ک.م.م مثلا) bn تا b١ عناصر از

.U(D) = U(A) = C∗ زیرا ،f ∈ A# داریم به�علاوه و گرفت نظر در D از حلقه�ای

Atomic Domain١

Antimatter Domain٢



٢۵ آن با مرتبط مفاهیم و عنصری تجزیه�ی .١.٢

این در زیرا ،g |
A

f و g ̸A∼ f که است موجود g ∈ A# مانند عنصری شود ثابت است کافی اینک

بود. خواهد تحویل�پذیر عنصری D در f لذا و g |
D

f و g ̸D∼ f صورت

Q+ ∪{٠} جمعی تکواره��ی از یکریخت زیرتکواره��ی دو ١/٢b(N∪{٠}) و N∪{٠} که کنید توجه
ضابطه�ی با ψ : A→ C[X] تابع واقع در هستند. یکریخت حلقه عنوان به C[X] و A لذا و هستند

ψ(c١X
n١/٢b + · · ·+ cnX

nk/٢b) = c١X
n١ + · · ·+ cnX

nk

که کنید توجه شود. ثابت C[X] در ψ(f) برای حکم است کافی بنابراین است. یکریختی یک

deg(ψ(f)) = ٢ b
bn
an ≥ ٢

تحویل�پذیر لذا و ریشه دو حداقل دارای ،C[X] در ٢ مساوی یا بزرگ�تر درجه�ی با چندجمله�ای هر اما
است.

معادل�اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .٧.١.٢ قضیه

است. یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D .١

است. ب.م.م حوزه�ی و اتمی حوزه�ی D .٢

است. AP حوزه�ی و اتمی حوزه�ی D .٣

است. ب.م.م حوزه�ی ۵.۵.١ گزاره�ی به بنا و است اتمی D تعریف، به بنا (١ =⇒ ٢) برهان.

می�شود. نتیجه ۶.۵.١ گزاره�ی از (٢ =⇒ ٣)

و نوشت اول عناصر از حاصل�ضربی به�صورت می�توان را D# از عنصر هر وضع، این در (٣ =⇒ ١)
است. یکتا تجزیه�ی حوزه�ی D ،٣.٢.١ گزاره�ی به بنا لذا

باشد. x مقسوم�علیه�های از مجموعه�ای T و x ∈ D∗ باشد، حوزه یک D کنید فرض .٨.١.٢ تعریف
غیرشریک T عناصر هرگاه می�گوییم، x مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی یک را T صورت این در
.z D∼ y که به�طوری باشد، موجود T در z مانند عنصری ،y مثل x مقسوم�علیه هر برای به�علاوه و باشند
مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی یک را T آن�گاه باشند، تحویل�ناپذیر T عناصر همه�ی به�علاوه اگر

می�گوییم. x تحویل�ناپذیر

می�کنیم. معرفی را تجزیه طول با ارتباط در مفهوم دو اینک

باشد. حوزه یک D کنید فرض .٩.١.٢ تعریف

می�دهیم: قرار x ∈ D∗ هر برای .١

LD(x) :=

{n ∈ N | است n طول به اتمی تجزیه�ای دارای x} x ∈ D#

{٠} x ∈ U(D)



تجزیه خواص دارای حوزه�های .٢ ٢۶

تعریف ℓD(x) = sup(LD(x)) ضابطه�ی با را ℓD : D∗ → N∪{٠,∞} تابع باشد، Dاتمی اگر .٢
می�کنیم.

.LD = ∅ آن�گاه نباشد، اتمی تجزیه�ی دارای x اگر قبل، تعریف از ١ قسمت در که کنید توجه
می�کنیم. بررسی را ℓD(x) تابع مقدماتی خواص از برخی حال

صورت: این در باشد. اتمی حوزه�ی یک D کنید فرض .١٠.١.٢ گزاره

.ℓD(x) + ℓD(y) ≤ ℓD(xy) ،x, y ∈ D∗ هر برای .١

.x ∈ A(D) اگر تنها و اگر ℓD(x) = ١ .٢

.x ∈ U(D) اگر تنها و اگر ℓD(x) = ٠ .٣

باشند، اتمی تجزیه�هایی y = y١ · · · ym و x = x١ · · · xn اگر کنید، توجه است کافی .١ برهان.
است. xy از اتمی تجزیه�ای ،xy = x١ · · · xny١ · · · ym آن�گاه

می�آیند. به�دست تعریف از ،٣ و ٢ قسمت�های

را یکتا تجزیه�ی حوزه�ی تعریف می�توان بخش، این در معرفی�شده نماد�های و تعاریف از استفاده با
کرد: بازنویسی زیر شکل به

می�گوییم، یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک صورتDرا این در باشد. حوزه Dیک کنید فرض .١١.١.٢ تعریف
هرگاه:

باشد. اتمی .١

.|LD(x)| = ١ ،x ∈ D# هر برای .٢

باشند. ارز هم ،x از هم�طول اتمی تجزیه�ی دو هر ،x ∈ D# هر برای .٣

D +M توسیع�های ٢.٢

معرفی را D +M توسیع�های به موسوم نقض، مثال�های ساختن در کارآمد بسیار ابزاری بخش این در
می�کنیم.

نوشت T = K +M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض بخش این سراسر در
و باشد K از زیرحلقه�ای D کنید فرض به�علاوه .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن در که

.R = D +M

که است زمانی داشت، خواهیم سروکار آن با بیش�تر ادامه در که وضعیت این از مهمی مثال
T = K[X] = K +XK[X] و R = D +XK[X]
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که است زمانی دیگر مثال
T = K[X] = K +XK[[X]] و R = D +XK[[X]]

شکل به می�توان صورت یک به تنها را x ∈ T هر وضع، این در که کنید توجه چیز هر از پیش
دقیق�تر: عبارت به .m ∈M و k ∈ K آن در که نوشت x = k +m

و k١ = k٢ آن�گاه ،k١ +m١ = k٢ +m٢ اگر ،m١,m٢ ∈ M و k١, k٢ ∈ K هر برای .١.٢.٢ لم
.m١ = m٢

اما .k١ − k٢ = m٢ −m١ می�دهد نتیجه k١ +m١ = k٢ +m٢ برهان.
k١ − k٢ = m٢ −m١ ∈ K ∩M = {٠}

.m١ = m٢ و k١ = k٢ لذا و

احکام در را امر این که دارند یکدیگر با تنگانگی ارتباط R و T حوزه�ی دو عنصری تجزیه�ی خواص
می�دهیم. نشان زیر

است. میدان D آن�گاه باشد، اتمی R اگر .٢.٢.٢ لم

آن�گاه ،d ∈ U(R) اگر است. موجود d ∈ D# مثل عنصری لذا نباشد. میدان D کنید فرض برهان.
بنا نتیجه در و dd′ + dm = ١ لذا و d(d′ +m) = ١ که موجودند m′ ∈M و d′ ∈ D مانند عناصری
برای که کنید توجه اینک .d ∈ R# بنابراین است. تناقض در d ∈ D# با که dd′ = ١ ،١.٢.٢ لم به
از تجزیه�ای m = (d)(d−١m) بنابراین .d−١m ∈ R# لذا و ٠ ̸= d−١m ∈ M ،٠ ̸= m ∈ M هر
هستند. تحویل�پذیر R در M ناصفر عناصر همه�ی که کردیم ثابت بنابراین است. ٢ طول به R در m

نباشد. چنین کنید فرض ندارند. اتمی تجزیه�ی R در M عناصر از هیچ�یک که می�دهیم نشان اینک
مانند اتمی تجزیه�ای دارای R در که است موجود ٠ای ̸= m ∈M بنابراین

m = (d١ +m١) · · · (dn +mn)

دید، می�توان ١.٢.٢ لم از استفاده با .mi ∈ M و di ∈ D ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که است
d١+m١ = m١ ∈ A(D)صورت این در اما .d١ = ٠ کلیت رفتن دست از بدون لذا و d١ · · · dn = ٠
فرض بنابراین نیستند. تحویل�ناپذیر R در M عناصر از یک هیچ شد ثابت که است حالی در این و
به توجه با نتیجه در و نیستند اتمی تجزیه�ی دارای R در M عناصر از یک هیچ لذا و است باطل خلف

نیست. اتمی حوزه�ی یک R ،M ̸= ٠ این�که

صورت: این در باشد. میدان D کنید فرض .٣.٢.٢ لم

.١+m ∈ U(R) اگر تنها و اگر ١+m ∈ U(T ) ،m ∈M هر برای .١

.١+m ∈ A(R) اگر تنها و اگر ١+m ∈ A(T ) ،m ∈M هر برای .٢

.m ∈ A(R) اگر تنها و اگر m ∈ A(T ) ،m ∈M هر برای .٣
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.U(R) ⊆ U(T ) که کنید توجه است کافی (=⇒) .١ برهان.

که موجودند m′ ∈ M و k ∈ K مانند عناصری می�دهد، نتیجه ١ + m ∈ U(T ) (⇐=)

k = ١ ،١.٢.٢ لم به بنا نتیجه در و k+km+m′+mm′ = ١ لذا و (١+m)(k +m′) = ١
.١+m ∈ U(R) نتیجه در و (١+m)−١ = k +m′ = ١+m′ ∈ R لذا و

حوزه�ی B و باشد T یا R حوزه�ی دو از یکی A کنید فرض پس است. مشابه جهت دو اثبات .٢
باشد. دیگر

١+m ∈ U(B) ،١ قسمت به بنا آن�گاه ،١+m ∈ U(A) اگر .١+m ∈ A(B) کنید فرض
مثلا و باشد تحویل�پذیر A در ١+m کنید فرض حال .١+m ∈ A# پس نیست. امکان�پذیر که
x١+m١ ∈ A# و m١,m٢ ∈M و x١, x٢ ∈ K آن در که ١+m = (x١+m١)(x٢+m٢)

صورت این در .x٢ +m٢ ∈ A# و
١+m = x١x٢ +m٢m١ +m١x٢ + x١m٢

بنابراین .x١x٢ = ١ ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و
١+m = (x١)(١+ x−١١ m١)(x٢)(١+ x−١٢ m٢) = (١+ x−١١ m١)(١+ x−١٢ m٢)

١+m ∈ A(B) این�که به توجه با لذا و هستند Bنیز عناصر دو هر ،١+x−١٢ m٢ و ١+x−١١ m١ اما
١+m١k

−١
١ ∈ U(A) ،١ قسمت به بنا لذا و ١+m١x

−١
١ ∈ U(B)کلیت رفتن دست از بدون و

،x١+m١ ∈ U(A) می�گیریم، نتیجه نهایت در ،١+m١x
−١
١

A∼ x١+m١ این�که به توجه با لذا و
.١+m ∈ A(A) لذا و است باطل فرضخلف بنابراین تناقضاست. در اولیه فرض با امر این که

از یکی A کنید فرض مجدداً پس است، مشابه جهت دو هر اثبات نیز این�جا در ،٢ قسمت مانند .٣
باشد. دیگر حوزه�ی B و باشد T یا R حوزه�ی دو

،x١, x٢ ∈ K آن در که m = (x١ +m١)(x٢ +m٢) کنید فرض .m ∈ A(B) کنید فرض
صورت این در .x١ +m١, x٢ +m٢ ∈ A# و m١,m٢ ∈M

m = x١x٢ + x١m٢ + x٢m١ +m١m٢

فرض با امر این که m = m١m٢ آن�گاه ،x١ = x٢ = ٠ اگر .x١x٢ = ٠ ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و
.x٢ ̸= ٠ و x١ = ٠ کنید فرض کلیت رفتن دست از بدون پس است. تناقض در m ∈ A(B)

صورت: این در
m = m١(x٢ +m٢) = (x٢m١)(١+ x−١٢ m٢)

،١ قسمت به بنا نتیجه در .١ + m٢x
−١
٢ ∈ U(B) لذا و m ∈ A(B) و x٢m١ ∈ B# اما

امر این اما .x٢ +m٢ ∈ U(A) لذا ،١+m٢x
−١
٢

A∼ x٢ +m٢ چون و ١+m٢x
−١
٢ ∈ U(A)

است. تناقض در است، A در m از تجزیه یک m = (x١ +m١)(x٢ +m٢) که فرض این با
.m ∈ A(A) لذا و است باطل خلف فرض پس
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می�دهیم: قرار .k ∈ K و m ∈M آن در که x = k +m ∈ T کنید فرض .۴.٢.٢ تعریف

x̂ =

x(= m) k = ٠
١+ k−١m k ̸= ٠

.x R∼ x̂ آن�گاه ،x ∈ R و باشد میدان D اگر و x T∼ x̂ که است واضح

به�ویژه .LT (x̂) = LR(x̂) ،x ∈ T# هر برای صورت این در باشد. میدان D کنید فرض .۵.٢.٢ لم
.LR(x̂) = ∅ اگر تنها و اگر LT (x̂) = ∅

حوزه�ی B و باشد T یا R حوزه�ی دو از یکی A کنید فرض پس است. مشابه جهت دو اثبات برهان.
باشد. دیگر

A در x̂ از اتمی تجزیه�ای x̂ = (k١ +m١) · · · (kn +mn) کنید فرض و n ∈ LA(x̂) کنید فرض
.mi ∈M و ki ∈ K ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که باشد

،٣.٢.٢ لم از ٣ قسمت به بنا آن�گاه ،ki = ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر
x̂ = (k١ +m١) · · · (kn +mn) = m١ · · ·mn

.n ∈ LB(x̂) حالت، این در لذا و هست نیز B در x̂ از اتمی تجزیه�ای
نتیجه در و k١ · · · kn = ١ ،١.٢.٢ لم به بنا آن�گاه ،ki ̸= ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر برای اگر

x̂ = (١+ k−١١ m) · · · (١+ k−١n mn)

،٣.٢.٢ لم از ٢ قسمت به بنا نتیجه در و ١ + k−١i mi ∈ A(A) لذا و ki +mi
A∼ ١ + k−١i mi اما

.n ∈ LB(x̂) نیز وضع این در پس .١+ k−١i mi ∈ A(B)

k١+m١, . . . , ki+mi ∈M کنید، فرض کلیت رفتن دست از بدون و ١ ≤ i ⪇ n کنید فرض حال
صورت این در .ki+١ +mi+١, . . . , kn +mi ̸∈M و

x̂ = (ki+١ · · · knm١) · · · (mi)(١+ k−١i+١mi+١) · · · (١+ k−١n mi+١)

.n ∈ LB(x̂) هم باز ،٣.٢.٢ لم از ٣ و ٢ قسمت�های به بنا لذا و

کنیم. بررسی D +M توسیع�های تحت را اتمی حوزه�های رفتار می�توانیم اکنون

باشد. میدان D و اتمی حوزه�ای T اگر تنها و اگر است اتمی حوزه�ای R .۶.٢.٢ قضیه

است. میدان یک D ،٢.٢.٢ لم به بنا صورت این در باشد. اتمی حوزه�ی R کنید فرض ابتدا برهان.
تجزیه�ای دارای R در x̂ صورت این در .x ∈ T# کنید فرض است. اتمی حوزه�ی T می�دهیم نشان حال
،x T∼ x̂ این�که به توجه با لذا و LT (x̂) ̸= ∅ ،۵.٢.٢ لم به بنا نتیجه در و LR(x̂) ̸= ∅ لذا و است اتمی

است. اتمی تجزیه�ای دارای T در x نتیجه در و LT (x) ̸= ∅ داریم
صورت این در .x ∈ R# کنید فرض باشد. میدان یک D و اتمی حوزه�ی T کنید فرض برعکس،
نتیجه در و LT (x̂) ̸= ∅ لذا و است اتمی تجزیه�ای دارای T در x̂ نتیجه در و x̂ ∈ T# ،٣.٢.٢ لم به بنا
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در و x R∼ x̂ لذا و است میدان یک D فرض به بنا که کنید توجه اینک .LR(x̂) ̸= ∅ ،۵.٢.٢ لم به بنا
است. اتمی تجزیه�ای دارای R در x یعنی این و LR(x) ̸= ∅ نتیجه

نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های ٣.٢

می�آیند. به�دست ١١.١.٢ تعریف در سوم شرط حذف از که می�کنیم معرفی را حوزه�هایی بخش این در

هرگاه می�گوییم، نیم�یکتا٣ تجزیه�ی حوزه�ی یک را D باشد. حوزه یک D کنید فرض .١.٣.٢ تعریف
معادل، به�طور (یا باشند برابر x از اتمی تجزیه�ی دو هر طول x ∈ D# هر برای به�علاوه و باشد اتمی

.(|LD(x)| = ١

می�دهد. نشان D +M توسیع�های تحت را نیم�یکتا حوزه�های رده�ی رفتار زیر قضیه�ی

در که نوشت T = K + M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .٢.٣.٢ قضیه
و باشد K از زیر�حلقه�ای D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن
حوزه�ی یک T اگر تنها و اگر است نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R صورت این در .R = D +M

باشد. میدان یک D و نیم�یکتا تجزیه�ی

بنا لذا و است اتمی به�ویژه R صورت این در باشد. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R کنید فرض برهان.
است. میدان یک D کرد فرض می�توان اثبات جهت دو هر در پس است. میدان یک D ،٣.٢.٢ لم به

باشد. دیگر حوزه�ی B و باشد T یا R حوزه�ی دو از یکی A کنید فرض
حوزه�ای A ،۶.٢.٢ قضیه�ی به بنا صورت این در باشد. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک B کنید فرض
n,m ∈ LB(x̂) ،۵.٢.٢ لم به بنا صورت این در .n,m ∈ LA(x̂) و x ∈ A# کنید فرض است. اتمی
که می�دهد نشان امر این .n = m است، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک B این�که به توجه با لذا و
تجزیه�ی حوزه�ی نیز A نتیجه در و |LA(x)| = ١ ،x A∼ x̂ این�که به توجه با نتیجه در و |LA(x̂)| = ١

است. نیم�یکتا

حوزه�ی که موجودند نیم�یکتایی تجزیه�ی حوزه�های می�دهیم نشان قبل قضیه�ی از استفاده با حال
نیستند. یکتا تجزیه�ی

صورت: این در .R = F١ +XF٢[X] و باشد میدانی توسیع یک F١ ⊆ F٢ کنید فرض .٣.٣.٢ مثال

است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R .١

.F١ = F٢ اگر تنها و اگر است یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R .٢

HFD اختصار به یا Half Factorization Domain ٣
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K +M توسیع یک ،R = F١ +XF٢[X] ⊆ F٢[X] = F٢ +XF٢[X] که کنید توجه .١ حل.
و است نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی لذا و یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک F٢[X] این�که از حکم لذا و است

می�شود. نتیجه ٢.٣.٢ قضیه�ی به بنا

است. یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R لذا و R = F٢[X] آن�گاه ،F١ = F٢ اگر .٢

a ∈ F ∗
٢ کنید فرض است. موجود c ∈ F٢ \ F١ مثل عنصری آن�گاه ،F١ ̸= F٢ اگر برعکس،

با تک�جمله�ای�هایی دو هر f٢ و f١ صورت این در .f١, f٢ ∈ R آن در که aX = f١f٢ و
f١ = c١ کنید فرض کلیت رفتن دست از بدون بود. خواهند ناصفر البته و یک و صفر درجه�های
.aX ∈ A(R) لذا و f١ ∈ U(R) صورت این در .c٢ ∈ F ∗

٢ و c١ ∈ F ∗
١ آن در که f٢ = c٢X و

و X٢ = (cX)(c−١X) که کنید توجه است کافی اینک .X, cXو c−١X ∈ A(R) بنابراین
صورت این غیر در زیرا cX ̸R∼ X اما هستند. R در X٢ از اتمی تجزیه�ی دو X٢ = (X)(X)

که c ∈ F١ نتیجه در و uc = ١ لذا و ucX = X که بود خواهد موجود uای ∈ U(R) = F ∗
١

تجزیه�ی حوزه�ی یک R نتیجه در و نیستند هم�ارز ذکرشده تجزیه�ی دو بنابراین است. فرض خلاف
نیست. یکتا

می�کند. بیان طول توابع اساس بر را بودن نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی مفهوم از معادلی بیان زیر قضیه�ی

معادل���اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .۴.٣.٢ قضیه

است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D .١

.ℓD(xy) = ℓD(x) + ℓD(y) ،x, y ∈ D∗ هر برای و است اتمی D .٢

که: است موجود ℓ : D∗ → N ∪ {٠} مانند تابعی .٣

.ℓ(xy) = ℓ(x) + ℓ(y) ،x, y ∈ D∗ هر برای (آ)

.x ∈ A(D) اگر تنها و اگر ℓ(x) = ١ ،x ∈ D هر برای (ب)

به بنا D صورت این در باشد. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D کنید فرض (١ =⇒ ٢) .١ برهان.
است. اتمی حوزه�ی یک تعریف

یکه x کلیت رفتن دست از بدون و y یا x عنصر دو از یکی اگر .x, y ∈ D∗ کنید فرض حال
آن�گاه: باشد،

ℓD(xy) = ℓD(y) = ℓD(y) + ٠ = ℓD(y) + ℓD(x)

تجزیه�هایی y = y١ · · · ym و x = x١ · · · xn کنید فرض و x, y ∈ D# کنید فرض پس
و LD(x) = {n} است، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D چون صورت این در باشند. اتمی
مجدداً است، xy از اتمی تجزیه�ای xy = x١ · · · xny١ · · · ym چون همچنین .LD(y) = {m}
نیز وضع این در بنابراین .LD(xy) = {m + n} ،D بودن نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی به بنا

.ℓD(xy) = ℓD(x) + ℓD(y)
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می�کند. صدق (ب) و (آ) شرط دو هر در ℓD : D∗ → N تابع ،١٠.١.٢ گزاره�ی به بنا (٢ =⇒ ٣) .٢

عنصری لذا و نباشد چنین کنید فرض است. اتمی حوزه�ی D می�دهیم نشان ابتدا (٣ =⇒ ١) .٣
مجموعه�ی .ℓ(x) = n کنید فرض نیست. اتمی تجزیه�ی دارای که باشد موجود x ∈ D# مثل
به بنا صورت این غیر در زیرا نیست ماکزیممی عنصر هیچ دارای x تجزیه�ی ممکن طول�های
که است موجود mای ∈ N بنابراین بود. خواهد اتمی الزاماً طول آن با تجزیه�ی هر ،٣.١.٢ لم

صورت این در اما است. x = x١ · · · xm مانند m به�طول تجزیه�ای دارای x و n ⪇ m

n = ℓ(x) = ℓ(x١ · · · xm) = ℓ(x١) + · · ·+ ℓ(xm) ≥ m

است. اتمی D نتیجه در و باطل خلف فرض لذا است. تناقض که

دو x = y١ · · · ym و x = x١ · · · xn کنید فرض .x ∈ D# و باشد اتمی D کنید فرض حال
صورت: این در باشند. x از اتمی تجزیه�ی

m = ℓ(y١) + · · ·+ ℓ(ym)

= ℓ(y١ · · · ym) = ℓ(x) = ℓ(x١ · · · xn)

= ℓ(x١) + · · ·+ ℓ(xn) = n

است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D لذا و هستند برابر x از اتمی تجزیه�ی دو هر طول بنابراین

کران�دار تجزیه�ی حوزه�های ۴.٢

تعمیم نیز را نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های رده�ی تجزیه، طول مفهوم روی تاکید با مجدداً بخش این در
“LD(x) بودن ”متناهی شرط ،١.٣.٢ تعریف در |LD(x)| = ١ از ضعیف�تر طبیعی شرط یک می�دهیم.

می�رساند. زیر تعریف به را ما که است

هرگاه می�گوییم، کران�دار۴ تجزیه�ی حوزه�ی یک را D باشد. حوزه یک D کنید فرض .١.۴.٢ تعریف
x از اتمی تجزیه�ی هر برای که باشد موجود N(x)ای ∈ N ،x ∈ D# هر برای به�علاوه و باشد اتمی

باشد). متناهی LD(x) معادل، به�طور (یا n ≤ N(x) باشیم داشته x = x١x٢ · · · xn مانند

می�کنیم. بررسی D +M توسیع�های تحت را کران�دار تجزیه�ی حوزه�های رفتار چیز هر از پیش

در که نوشت T = K + M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .٢.۴.٢ قضیه
و باشد K از زیر�حلقه�ای D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن
حوزه�ی یک T اگر تنها و اگر است کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک R صورت این در .R = D +M

باشد. میدان یک D و کران�دار تجزیه�ی

BFD اختصار به یا Bounded Factorization Domain ۴
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بنا لذا و است اتمی حوزه�ی R صورت این در باشد. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک R کنید فرض برهان.
میدان یک D کرد فرض می�توان اثبات جهت دو هر در بنابراین است. میدان D ،١٠.١.٢ گزاره�ی به
حوزه�ی B و باشد T یا R حوزه�ی دو از یکی A کنید فرض لذا و است متقارن جهت دو اثبات است.

باشد. دیگر
مجموعه�ای LA(x̂) صورت این در .x ∈ B# و باشد کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک A کنید فرض
،x B∼ x̂ این�که به توجه با لذا و است متناهی مجموعه�ای نیز LB(x̂) ،۵.٢.٢ لم به بنا لذا و است متناهی

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک T بنابراین است. متناهی مجموعه�ای نیز LB(x)

طول توابع از استفاده با می�توان نیز را کران�دار تجزیه�ی حوزه�های نیم�یکتا، تجزیه�ی حوزه�های مشابه
کرد. تعریف

معادل�اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .٣.۴.٢ قضیه

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک D .١

مانند x از تجزیه هر برای که به�طوری است موجود N(x)ای ∈ N ،x ∈ D# هر برای .٢
.n ≤ N(x) ،x = x١x٢ · · · xn

:x, y ∈ D∗ هر برای که است موجود ℓ : D∗ → N ∪ {٠} مانند تابعی .٣

.x ∈ U(D) اگر تنها و اگر ℓ(x) = ٠ (آ)

.ℓ(xy) ⩾ ℓ(x) + ℓ(y) (ب)

تجزیه�ای به می�توان را x از تجزیه هر ،x ∈ D# هر برای که کنید توجه است کافی (١ =⇒ ٢) برهان.
برای و باشد x از تجزیه یک x = x١ · · · xn اگر یعنی کرد. تظریف مساوی�، یا بزرگ�تر طولی با و اتمی

آن�گاه باشد، xk از اتمی تجزیه�ی یک xk = x١,k · · · xℓk,k ،١ ≤ k ≤ n هر
x = x١,١ · · · xℓ١,١x١,٢ · · · xℓ٢,٢ · · · · · · x١,n · · · xℓn,n

هر بنابراین .n ≤ ℓ١+ · · ·+ℓn که است واضح و است ℓ١+ · · ·+ℓn طول با و x از اتمی تجزیه�ی یک
N(x) لذا و هست نیز x تجزیه�های همه�ی طول�های مجموعه�ی برای بالا کرانی ،LD(x) برای بالا کران

داد. قرار کران�ها این از یک هر با برابر می�توان را
لذا و است موجود ماکزیمم طول با x از تجزیه�ای فرض، به بنا ،x ∈ D# هر برای (٢ =⇒ ١)
هر که کنید توجه به�علاوه است. اتمی D بنابراین است. اتمی تجزیه�ی یک تجزیه، این ،٣.١.٢ لم به بنا
ممکن طول�های مجموعه�ی فرض، به بنا مجدداً لذا و است x از تجزیه یک به�ویژه ،x از اتمی تجزیه�ی

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک D بنابراین است. کران�دار x اتمی تجزیه�های
نتیجه ١٠.١.٢ گزاره�ی از حکم صورت این در دهیم. قرار ℓD با برابر را ℓ است کافی (٢ =⇒ ٣)

است). اتمی D دادیم، نشان (٢ =⇒ ١) اثبات در که کنید (توجه می�شود
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x = x١ · · · xn اگر صورت این در .N(x) := ℓ(x) دهید قرار ،x ∈ D# هر برای (٣ =⇒ ٢)
آن�گاه باشد، x ∈ D# از تجزیه�ای

n ≤ ℓ(x١) + · · ·+ ℓ(xn) ≤ ℓ(x١ · · · xn) = ℓ(x) = N(x)

کرد. ثابت تجزیه کران�داری نزول مورد در را زیر حکم می�توان قبل قضیه�ی از استفاده با

B اگر صورت این در .A# ⊆ B# و باشد حوزه�ها از توسیعی A ⊆ B کنید فرض .۴.۴.٢ قضیه
است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی نیز A آن�گاه باشد، کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی

در که است موجود ℓ : B∗ → N∪{٠} مانند تابعی آن�گاه باشد، کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی B اگر برهان.
،A∗ به تابع این تحدید یعنی ،f |A∗ که است واضح می�کند. صدق ،٣.۴.٢ قضیه�ی از ٣ قسمت شرایط
می�کند. صدق نیز (آ) قسمت در f |A∗ می�دهیم، نشان حال می�کند. صدق شرط این از (ب) قسمت در
اگر برعکس، .f |A∗(x) = ٠ لذا و x ∈ U(B) آن�گاه ،x ∈ U(A) اگر .x ∈ A∗ کنید فرض

.x ∈ U(A) فرض، به بنا لذا و x ∈ U(B) آن�گاه ،f |A∗(x) = ٠

تجزیه�ی حوزه�ی که موجودند کران�داری تجزیه�ی حوزه�های می�دهیم نشان قضیه این از استفاده با
نیستند. نیم�یکتا

زیرحلقه�ی و Kباشد مانند میدانی زیرمیدان�های از دنباله�ایصعودی {Kn}∞n=٠ فرضکنید .۵.۴.٢ مثال
صورت: این در بگیرید. نظر در را K[X] از D =

∑∞
n=٠KnX

n

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی D .١

.Kn = Kn+١ باشیم داشته n ⩾ ١ هر برای اگر تنها و اگر است نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی D .٢

توسیع بنابراین .f ∈ K[X]# لذا و deg(f) ̸= ٠ ،f ∈ D# هر برای که کنید توجه .١ حل.
است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی D لذا و می�کند صدق ۴.۴.٢ قضیه�ی شرایط در D ⊆ K[X]

یک ،R = K٠ + XK١[X] ⊆ T = K١[X] آن�گاه ،Kn = Kn+١ ،n ∈ N هر برای اگر .٢
است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی R ،٢.٣.٢ قضیه�ی به بنا لذا و می�شود D +M توسیع

است. موجود a ∈ Kn \ Kn+١ مانند عنصری ٢ای ≤ n ∈ N برای صورت این غیر در
،f, g ∈ R# مثل عناصری برای و نباشد چنین کنید فرض .aXn ∈ A(R) می�دهیم نشان
و b ∈ Km و m, ℓ ⪇ n لذا و هستند تک�جمله�ای دو هر g و f صورت این در .aXn = fg

در .ℓ ≤ m کنید فرض کلیت رفتن دست از بدون .g = cXℓ و f = bXm که موجودند c ∈ Kℓ

بنابراین .a ̸∈ Ki ،i ⪇ n هر برای که است حالی در این و a = bc ∈ KmKℓ = Kℓ صورت این
و a−١Xn ∈ A(R) می�شود ثابت مشابه به�طور .aXn ∈ A(R) و است باطل خلف فرض
x = (aXn)(a−١Xn) و X٢n = (X) · · · (X)︸ ︷︷ ︸

٢nتا

که کنید توجه است کافی اینک .X ∈ A(R)
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و ٢ ̸= ٢n لذا و ٢ ≤ nفرض به بنا اما هستند، ٢n و ٢ طول�های به X٢n از اتمی تجزیه�ی دو
نیست. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی ،R نتیجه در

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک نوتری حوزه�ی هر .۶.۴.٢ قضیه

صورت این در نیست. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی که باشد نوتری حوزه�ی یک D کنید فرض برهان.
،۵.٣.١ قضیه�ی به بنا شود. نامتناهی LD(x) که به�طوری است، موجود x ∈ D# مثل عنصری
هر برای ،۴.٣.١ قضیه�ی به بنا .Min(xD) = {P١, . . . , Pn} کنید فرض است. متناهی Min(xD)

استدلالی با .P ∈ Min(yR) و y ∈ R# آن در که y | x کنید فرض حال .ht(Pi) = ١ ،١ ≤ i ≤ n

.P = Pi ١ای ≤ i ≤ n برای ،xR ⊊ yR ⊆ P این�که به توجه با و ht(P ) = ١ قبل، مشابه
گردایه�ی از افرازی صورت این در باشد. x از اتمی تجزیه�ای x = x١ · · · xm کنید فرض حال
با لذا و Ai ⊆ Pi ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که است موجود {A١| · · · |An} مانند {x١, . . . , xm}

.x ∈ P
⌈m/n⌉
i که به�طوری دارد وجود ١ای ≤ i ≤ n کبوتری، و لانه اصل از استفاده

هر برای و k١ ⪇ k٢ ⪇ · · · آن در که یافت {PKi
ℓi

}i∈N مثل ایده�آل�ها از دنباله�ای می�توان بنابراین
زیردنباله�ای دارای فوق دنباله�ی ١ای ≤ j ≤ n برای صورت این در .x ∈ P ki

ℓi
و ١ ≤ ℓi ≤ n ،i ∈ N

صورت این در اما .x ∈ P
k′i
j ،i ∈ N هر برای و k′١ ⪇ k′٢ ⪇ · · · آن در که است {P k′i

j }i∈N مانند
با که x = ٠ نتیجه در و

∩
i∈N P

k′i
j = ٠ ،٢.٣.١ قضیه�ی به بنا اما .x ∈

∩
i∈N P

i
j =

∩
i∈N P

k′i
j

کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک R لذا و است باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض در اولیه فرض
است.

که موجودند یکتایی تجزیه�ی حوزه�های حتی زیرا نیست، برقرار قبل قضیه�ی عکس که کنید توجه
حوزه�ی یک روی متغیر نامتناهی تعداد با چندجمله�ای�های حلقه�ی می�توان مثال (برای نیستند نوتری

گرفت). نظر در را یکتا تجزیه�ی

اصلی ایده�آل�های روی صعودی زنجیری شرط با حوزه�های ۵.٢
(ACCP (حوزه�های

مجموعه�ی هرگاه می�گوییم، ACCP حوزه�ی یک را D باشد. حوزه یک D کنید فرض .١.۵.٢ تعریف
کند. صدق صعودی زنجیری شرط در آن اصلی ایده�آل�های

کران�دار، تجزیه�ی حوزه�های و نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های رده�ی یعنی کردیم، بررسی اینجا تا که رده�ای دو
حوزه�های رده�ی که می�دهیم نشان چیز هر از پیش بودند. اتمی حوزه�های رده�ی از زیررده�هایی تعریف، به بنا

دارد. را وضع همین نیز ACCP

است. اتمی حوز�ه�ای ،ACCP حوزه�ی هر .٢.۵.٢ قضیه
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است موجود x ∈ D# مثل صورتعنصری این در نیست. اتمی که باشد Dیکحوزه فرضکنید برهان.
.x = x١y١ که موجودند x١, y١ ∈ D# لذا و نیست اتم x خود به�ویژه و نیست اتمی تجزیه�ی دارای که
x٢, y٢ ∈ D# صورت این در نباشد. اتمی تجزیه�ی دارای x١ کنید فرض کلیت رفتن دست از بدون
xR ⊊ x١R ⊊ x٢R ⊊ · · · نامتناهی دنباله�ی به روند همین ادامه�ی با .x١ = x٢y٢ که موجودند

نیست. ACCP حوزه�ی یک D می�دهد، نشان امر این که می�رسیم

زیر قضیه�ی هستند. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی نوتری، حوزه�های ،(۶.۴.٢ دیدیم(قضیه�ی که همان�طور
رده�ی بار این است، نوتری حوزه�های از طبیعی تعمیمی که ACCP حوزه�های رده�ی که می�دهد نشان

بر�می�گیرد. در را کران�دار تجزیه�ی حوزه�های

است. ACCP حوزه�ی یک کران�دار، تجزیه�ی حوزه�ی هر .٣.۵.٢ قضیه

ایده�آل�های از نامتناهی زنجیری لذا و نیست ACCP حوزه�ی که باشد حوزه یک D کنید فرض برهان.
مثل عنصری ،i ∈ N هر برای صورت این در باشد. موجود x١D ⊊ x٢D ⊊ · · · مانند D از اصلی
x١ = y٢y٣ · · · ynxn ،n ∈ N هر برای بنابراین .xi = yi+١xi+١ که است موجود yi+١ ∈ D#

،٣.۴.٢ قضیه�ی به بنا لذا و نیست کران�دار x١ تجزیه�های طول بنابراین است. n طول به x١ از تجزیه�ای
نیست. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک D

K آن در که نوشت T = K +M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .۴.۵.٢ لم
R = D+M باشد، K از زیرمیدانی D کنید فرض به�علاوه .٠ ̸=M ∈ Max(T ) و است میدان یک

صورت: این در .m,n ∈M \ {٠} و

.(١+m)T ⊊ (١+ n)T اگر تنها و اگر (١+m)R ⊊ (١+ n)R .١

.mT ⊊ (١+ n)T آنگاه mR ⊊ (١+ n)R اگر .٢

.mT ⊊ nT آنگاه mR ⊊ nR اگر .٣

.mR ⊊ (αn)R که است موجود α ∈ K∗ مثل عنصری آن�گاه ،mT ⊊ nT اگر .۴

.x̂T ⊊ ŷT آن�گاه xR ⊊ yR اگر ،x, y ∈ R∗ هر برای .۵

.x̂R ⊊ αŷR که است موجود α ∈ K∗ مثل عنصری آن�گاه xT ⊊ yT اگر ،x, y ∈ T ∗ هر برای .۶

حوزه�ی دو از یکی A می�کنیم فرض قسمت دو این در ،٢ و ١ اثبات�های در تقارن وجود دلیل به برهان.
باشد. دیگر حوزه�ی B و باشد T یا R

m′ ∈ M و k′ ∈ K مانند عناصری صورت این در .(١ + m)A ⊊ (١ + n)A کنید فرض .١
لذا و k′ = ١ ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و (١+n)(k′+m′) = ١+m و k′+m′ ∈ A# که موجودند
عناصری آن�گاه ،(١+m)B = (١+n)B اگر .(١+m)B ⊆ (١+n)B نتیجه در و k′+m′ ∈ B

(١+m) = (١+n)(k′′+m′′) و k′′+m′′ ∈ U(B) که موجودند m′′ ∈M و k′′ ∈ K مثل
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نتیجه در و k′′ + m′′ ∈ U(A) ،٣.٢.٢ لم به بنا لذا و k′′ = ١ ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و
.(١+m)B ⊊ (١+ n)B پس است. فرض خلاف که (١+m)A = (١+ n)A

موجودند m′ ∈ M و k′ ∈ K مثل عناصری صورت این در .mA ⊊ (١ + n)A کنید فرض .٢
نتیجه در و k′ = ٠ ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و (١ + n)(k′ + m′) = m و k′ + m′ ∈ A# که
عناصری آن�گاه ،mB = (١ + n)B اگر .mB ⊆ (١ + n)B لذا و k′ + m′ = m′ ∈ B

m = (١ + n)(k′′ + m′′) و k′′ + m′′ ∈ U(B) که موجودند m′′ ∈ M و k′′ ∈ K مانند
پس نیست. امکان�پذیر که k′′ +m′′ = m′′ ∈ U(B) لذا و k′′ = ٠ ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و

.mB ⊊ (١+ n)B

d +m′ ∈ R# که موجودند m′ ∈ M و d ∈ R مانند عناصری می�دهد، نتیجه mR ⊊ nR .٣
فرض پس .mT ⊊ nT نتیجه در و d +m′ ∈ M آن�گاه ،d = ٠ اگر .n(d +m′) = m و
غیر در زیرا ،١ + d−١m′ ∈ T# اما .(dn)(١ + d−١m′) = m صورت این در .d ̸= ٠ کنید
که n R∼ m لذا و dn R∼ m نتیجه در و ١ + d−١m′ ∈ U(R) ،٣.٢.٢ لم به بنا صورت این
نتیجه در و dn T∼ n لذا و dn R∼ n دیگر سوی از .mT ⊊ (dn)T بنابراین است. فرض خلاف

.mT ⊊ nT

که موجودند m′ ∈ M و k′ ∈ K مانند عناصری صورت این در .mT ⊊ nT کنید فرض .۴
.n(k′ +m′) = m و k′ +m′ ∈ T#

.mR ⊊ nR لذا و k′ +m′ = m′ ∈ R# آن�گاه ،k′ = ٠ اگر

آن�گاه ،(١ + (k′)−١m′) ∈ U(R) اگر .(nk′)(١ + (k′)−١m′) = m آن�گاه ،k′ ̸= ٠ اگر
فرض خلاف که k′(١ + (k′)−١m′) = k′ +m′ ∈ U(T ) لذا و (١ + (k′)−١m′) ∈ U(T )

.mR ⊊ (k′n)R لذا و (١+ (k′)−١m′) ∈ R# پس است.

که کنید توجه می�شود. نتیجه ٣ و ٢ ،١ قسمت�های از حکم لذا ،x̂, ŷ ∈ M ∪ (١ +M) چون .۵
نیست. امکان�پذیر (١+m)R ⊆ nR حالت

y و x که حالتی (در می�شود نتیجه ۴ و ٢ ،١ قسمت�های از حکم لذا ،x̂, ŷ ∈M∪(١+M) چون .۶
(١+m)T ⊆ nT حالت که کنید توجه همچنین دهید). قرار ١ با برابر را α Mنباشند، یک هیچ

نیست. امکان�پذیر

در که نوشت T = K + M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .۵.۵.٢ قضیه
و باشد K از زیر�حلقه�ای D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن
یک D و ACCP حوزه�ی T اگر تنها و اگر است ACCP حوزه�ی R صورت این در .R = D +M

باشد. میدان
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حوزه�ی یک R ،٢.۵.٢ قضیه�ی به بنا صورت این در باشد. ACCP حوزه�ی R کنید فرض ابتدا برهان.
تناقض به و نباشد ACCP حوزه�ی T کنید فرض است. میدان یک D ،٢.٢.٢ لم به بنا لذا و است اتمی
با است. موجود x١T ⊊ x٢T ⊊ · · · مانند T از اصلی ایده�آل�های از زنجیری صورت این در می�رسیم.
.α١x̂١R ⊊ α٢x̂٢R ⊊ · · · که است موجود {αi}i∈N ∗Kمثل عناصر از دنباله�ای می�دهیم نشان استقرا
که به�طوری است، موجود α٢ ∈ K∗ مثل عنصری ،۴.۵.٢ لم از ۵ قسمت به بنا .α١ = ١ دهید قرار

و ٢ ≤ n کنید فرض حال .α١x̂١R ⊊ α٢x̂٢R

α١x̂١R ⊊ α٢x̂٢R ⊊ · · · ⊊ αnx̂nR

و αnx̂nT ⊊ x̂n+١T لذا و αnx̂n
T∼ x̂n که کنید توجه .αi ∈ K∗ ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که

.αnx̂nR ⊊ αn+١x̂n+١R که است موجود αn+١ مثل عنصری ،۴.۵.٢ لم از ۵ قسمت به بنا نتیجه در
لذا و است R اصلی ایده�آل�های از نامتناهی زنجیری α١x̂١R ⊊ α٢x̂٢R ⊊ · · · کردیم ثابت بنابراین
است. ACCP حوزه�ی T و است باطل خلف فرض لذا است. تناقض که نیست ACCP حوزه�ی R

حوزه�ی یک R کنید فرض باشد. میدان یک D و ACCP حوزه�ی یک T کنید فرض برعکس،
موجود y١R ⊊ y٢R ⊊ · · · مانند R اصلی ایده�آل�های از زنجیری صورت این در نباشد. ACCP
لذا و ŷ١T ⊊ ŷ٢T ⊊ · · · ،۴.۵.٢ لم از ۴ قسمت به بنا لذا و ŷ١R ⊊ ŷ٢R ⊊ · · · لذا و است
فرض لذا است. تناقض که نیست ACCP حوزه�ی T می�دهد نشان امر این که y١T ⊊ y٢T ⊊ · · ·

است. ACCP حوزه�ی R و باطل خلف

نیست کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی که ACCP حوزه�ی یک از مثالی ١.۵.٢

توسط شده تولید Q+ ∪ {٠} از جمعی زیرتکواره�ی� T و میدان یک K کنید فرض بخش این سراسر در
.R = K[X;T ] و باشد است) اول اعداد دنباله�ی {pi}i∈N که ) {١/pi}i∈N

صورت به یکتا شکلی به می�توان را α ∈ T ∗ هر .۶.۵.٢ لم
α = n٠ +

n١
p١

+ · · ·+ ns

ps

آن�گاه ،٠ ⪇ i ≤ s اگر و ni ∈ N ∪ {٠} ،٠ ≤ i ≤ s هر برای و s ∈ N ∪ {٠} آن در که نوشت
.ns ̸= ٠ و ٠ ≤ ni ⪇ pi

شود. ثابت آن یکتایی است کافی لذا و است واضح نمایشی چنین وجود برهان.
است. Q روی pi-جمعی ارزیابی تابع vpi آن در که vi := vpi می�دهیم قرار اختصار برای ادامه در

کنید فرض
n٠ +

n١
p١

+ · · ·+ nℓ

pℓ
= m٠ +

m١
p١

+ · · ·+ mk

pk

می�توان اضافی niهای یا miها دادن قرار ٠ برابر با باشند. شد، ذکر که صورتی به a ∈ T ∗ از نمایش دو
،١ ≤ i ≤ k هر برای .ℓ = k کرد فرض

(ni −mi)

pi
= (m٠ − n٠) +

∑
j ̸=i

(
mj − nj

pj

)
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نتیجه vi(pj) = ٠ ،i ̸= j که j ∈ N هر برای این�که به توجه با و فوق تساوی روی vi تابع اعمال با
می�گیریم

vi(ni −mi)− vi(pi) = vi(m٠ − n٠) +
∑
j ̸=i

(vi(mj − nj)− vi(pj)) ≥ ٠

−pi ⪇ ni−mi ⪇ pi اما .vi(ni−mi) ≥ vi(pi) = ١ لذا و vi(ni−mi)−vi(pi) ≥ ٠ نتیجه در و
.n٠ = m٠ لذا و ni = mi ،١ ≤ i ≤ k هر برای بنابراین .ni = mi نتیجه در و

نیست. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی R .٧.۵.٢ گزاره

طول�های مجموعه�ی لذا و است pi طول به X از تجزیه� یک X = (X١/pi)pi ،i ∈ N هر برای برهان.
تجزیه�ی حوزه�ی R ،٣.۴.٢ قضیه�ی از ٢ قسمت به بنا نتیجه در و نیست کران�دار R در x تجزیه�ی ممکن

نیست. کران�دار

است. ACCP حوزه�ی یک R .٨.۵.٢ گزاره

و α + β = γ و α, β, γ ∈ T کنید فرض برهان.
α = n٠ +

n١
p١

+ · · ·+ ni

pi

و
β = m٠ +

m١
p١

+ · · ·+ mj

pj

و
γ = ℓ٠ +

ℓ١
p١

+ · · ·+ ℓk
pk

t = max(i, j, k) دهید قرار باشند. ۶.۵.٢ لم در شده ذکر فرم با مطابق عناصر این یکتای نمایش�های
از آن�گاه ،n٠ = ℓ٠ اگر دهید. قرار ٠ با برابر را اضافی piهایی یا mj ،ni لزوم صورت در و

(n٠ +m٠) +
n١ +m١

p١
+ · · ·+ nt +mt

pt
= ℓ٠ +

ℓ١
p١

+ · · ·+ ℓt
pt

لذا .nv +mv ⪇ pv ،١ ≤ v ≤ t هر برای به�علاوه و m٠ = ٠ اولا می�شود، نتیجه ۶.۵.٢ لم به بنا
می�دهد: رخ زیر حالت دو از یکی بنابراین .nv ≤ ℓv به�ویژه و nv +mc = ℓv ،۶.۵.٢ لم به بنا مجدداً

n٠ ⪇ ℓ٠ الف)

.nv ≤ ℓv ،١ ≤ v ≤ i هر برای و i ≤ k ب)

بنابراین:
ti− ti+١ ∈ T ،i ∈ N هر برای آن در که t١ ⩾ t٢ ⩾ · · · مانند T عناصر از نزولی دنباله�ی هر (∗)

می�شود. متوقف سرانجام
هر برای باشد. R اصلی ایده�آل�های از صعودی زنجیری f١R ⊊ f٢R ⊊ · · · کنید فرض حال
دنباله�ی ،(∗) به بنا لذا و deg(fn) − deg(fn+١) ∈ T می�شود، نتیجه fn+١ | fn این�که از ،n ∈ N
به�طوری است، موجود Nای ∈ N لذا و می�شود متوقف سرانجام deg(f١) ⩾ deg(f٢) ⩾ · · · نزولی
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نتیجه ،f | g و deg(f) = deg(g) ،f, g ∈ R هر برای اما .deg(fN) = deg(fN+١) = · · · که
R از صفر درجه�ی از عناصر اما .fh = g که است موجود h مثل R در صفر درجه�ی از عنصری می�دهند،
fNR = fN+١R = · · · پس .fR = gR لذا و f R∼ g نتیجه در و هستند یکه لذا و دارند قرار K∗ در

است. ACCP حوزه�ی R بنابراین می�شود. متوقف سرانجام شده ذکر زنجیر یعنی این و

نیست ACCP حوزه�ی که اتمی حوزه�ی یک از مثالی ٢.۵.٢

توسط تولیدشده Q+ ∪ {٠} جمعی زیرتکواره�ی� T و میدان یک K کنید فرض بخش این سراسر در
است. فرد اول اعداد دنباله�ی {pi}i∈N آن در که باشد {١/(٢i−١pi)}i∈N مجموعه�ی

خواهیم ثابت .A = RN و N = {f ∈ R | f(٠) ̸= ٠} ،R = K[X;T ] کنید فرض به�علاوه
است. مطلوب نقض مثال A کرد

صورت به یکتا شکلی به می�توان را α ∈ D∗ هر .٩.۵.٢ لم
α =

a

٢u +
n٠
٣ + · · ·+ ns

٢sps

.ns ̸= ٠ و ٠ ≤ ni < pi ،a, u, ni ∈ N ∪ {٠} آن در که نوشت

یکتایی است کافی بنابراین نوشت. شده ذکر شکل به می�توان را α ∈ T ∗ هر که است واضح برهان.
کنیم. ثابت را نمایش این

کنید فرض
a

٢u +
n٠
٣ + · · ·+ nk

٢spk
=

c

٢w +
m٠
٣ + · · ·+ mℓ

٢tpℓ

اضافی miهای و ni دادن قرار صفر برابر با باشند. ذکرشده فرم به و α ∈ T مثل عنصری از نمایش دو
،٠ ≤ i ≤ t هر برای .k = ℓ کرد فرض می�توان

ni −mi

٢ipi
=

c

٢w − a

٢u +
∑
j ̸=i

(
mj − nj

٢jpj

)
داریم بگیرید. نظر در pi-جمعی ارزیابی تابع را vi

vi(ni −mi)− vi(٢ipi) = vi(
ni −mi

٢ipi
)

= vi(
c

٢w ) + vi(
a

٢u ) +
∑
j ̸=i

vi

(
mj − nj

٢jpj

)
= vi(c) + vi(a) +

∑
j ̸=i

vi(mj − nj) ≥ ٠

از نهایت در .ni = mi لذا و −pi ⪇ ni −mi ⪇ p اما .١ = vi(٢ipi) ≤ vi(ni −mi) نتیجه در و
.a/٢u = c/٢w می�گیریم نتیجه ،ni = mi داریم ،٠ ≤ i ≤ t هر برای این�که

در شده ذکر فرم به نمایش این و α = a/٢u +
∑

١≤i≤smi/٢ipi ∈ T ∗ کنید فرض .١٠.۵.٢ تعریف
.ψ(α) := a/٢u می�دهیم قرار باشد. ٩.۵.٢ لم
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.X١/٢kpk ∈ A(A) ،k ∈ N هر برای .١١.۵.٢ لم

که به�طوری باشند، موجود g١, g٢ ∈ N و f١, f٢ ∈ R مانند عناصری کنید فرض برهان.
X١/٢kpk = (f١/g١)(f٢/g٢)

و α١ ⪇ α٢ ⪇ · · · ⪇ αn آن در که f٢ =
∑m

i=١ siX
βi و f١ =

∑n
i=١ riX

αi کنید فرض به�علاوه
.β١ ⪇ β٢ ⪇ · · · ⪇ βm

با اکنون .١/٢kpk = α١ + β١ نتیجه در و ct(g١g٢)X
١/٢kpk = r١s١X

α١+β١ صورت این در
برابر باید α١ کلیت رفتن دست از بدون و β١ یا α١ عنصر دو از یکی دید می�توان ،٩.۵.٢ لم از استفاده

.f١/g١ ∈ U(A) نتیجه در و f١ ∈ N لذا و باشد ٠ با

است. اتمی حوزه�ی یک A .١٢.۵.٢ قضیه

f =
∑n

i=١ aiX
αi کنید فرض علاوه به� .g ∈ N و f ∈ R# آن در که f/g ∈ A# کنید فرض برهان.

دهید قرار .α١ ⪇ α٢ ⪇ · · · ⪇ αn و αi ∈ T و ai ∈ K ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که
.d = ψ(αj) که باشد عددی کوچک�ترین ،١ ≤ j ≤ n کنید فرض علاوه به و d = min١≤i≤n(ψ(αi))

و h =
∑n

i=١ riX
βi آن در که f = Xdh داشت، خواهیم Xd از گرفتن فاکتور با صورت این در

به�صورت یکتا شکلی به می�توان را βj ،٩.۵.٢ لم به بنا نتیجه در .ψ(βj) = ٠

βj =
n١
٣ + · · ·+ nv

٢vpv

نوشت.
از اتمی تجزیه�ای Xd = (X١/٢kpk)npk ،١١.۵.٢ لم به بنا صورت این در .d = n/٢k کنید فرض

است. npk طول به Xd

در و k = n١ + · · · + nv با است برابر حداکثر h از تجزیه هر طول شود، ثابت است کافی اینک
مانند h از k + ١ به�طول تجزیه�ای کنید فرض است. اتمی تجزیه�ای دارای h ،٣.١.٢ لم به بنا نتیجه

h =

(
h١
g١

)
· · ·

(
hk+١
gk+١

)
لذا و باشد موجود

hg١ · · · gk+١ = h١ · · ·hk+١

ظاهر فوق، تساوی راست) سمت در لذا (و چپ سمت در βj توان با تک�جمله�ای یک می�دهیم، نشان
ناصفر ثابت جمله�ی دارای همگی giها به�علاوه و است βj توان با جمله�ای دارای h می�دانیم می�شود.
ضرب از پس که باشد موجود βiای ⪇ βj که می�دهد رخ زمانی احتمالی مشکل تنها بنابراین هستند.
کند( βj توان با دیگر جمله�ای چند یک تولید مختلف) giهایی از جملاتی تک�جمله�ای(یعنی k + ١ در
βj فرض، به بنا زیرا نیست، ممکن چیزی چنین اما ببرد). بین از را h در βj توان با چندجمله�ای که
جمع از پس لذا و ٠ ⪇ ψ(βi) وضع، این در نتیجه در و ψ(βj) = ٠ که است h از توانی کوچک�ترین

می�شود. بزرگ�تر اکید به�طور صفر از هم باز حاصل عنصر ψ نیز T از دیگری عنصر هر با βi
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ناصفر ثابت جمله�ی دارای همگی hiها لذا هستند، غیریکه همگی hi/giها چون دیگر، سوی از
حاصل�جمعی به�صورت نمی�توان را βj که دهیم نشان است کافی تناقض به رسیدن برای بنابراین هستند.

نوشت. T ناصفر عنصر k + ١ از
باشیم داشته ،γ١, . . . , γk+١ ∈ T مانند ناصفر عناصری برای و نباشد چنین کنید فرض

βj = γ١ + · · ·+ γk+١

هر برای کنید فرض پس .ψ(γi) = ٠ ،١ ≤ i ≤ k + ١ هر برای لذا و ψ(βj) = ٠ که کنید توجه
،١ ≤ i ≤ k + ١

γi =
mi,٠
٣ + · · ·+ mi,v

٢vpv

باشد. ٩.۵.٢ لم در شده ذکر فرم به γi یکتای نمایش
بگیرید: نظر در را زیر ماتریس حال

m١,٠ m٢,٠ · · · mk+١,٠
m١,١ m٢,١ · · · mk+١,١
... ... . . . ...

m١,v m٢,v · · · mk+١,v


ستون k دارای حداکثر فوق، ماترسی نتیجه در و

∑
mi,j = n١ + · · ·+ nv = k ،٩.۵.٢ لم به بنا

که باشد صفر برابر باید γiها از یکی یعنی این و باشد صفر برابر باید ستون�ها از یکی پس است. ناصفر
است. k با برابر حداکثر h از تجزیه هر طول نتیجه در و است باطل خلف فرض لذا است. تناقض

نیست. ACCP حوزه�ی ،A .١٣.۵.٢ قضیه

صورت این غیر در زیرا ،X
١

٢k+١ ̸∈ U(D) اما .(X
١
٢k )/(X

١
٢k+١ ) = X

١
٢k+١ ،k ∈ N هر برای برهان.

چیزی چنین که X
١

٢k+١ |
A

f و f(٠) ̸= ٠ که است موجود f ∈ A مثل عنصری ،١.۴.١ گزاره�ی به بنا

نامتناهی XAزنجیری ⊊ X
١
٢A ⊊ · · · ⊊ X

١
٢kA ⊊ · · · که کنید توجه است کافی حال نیست. ممکن

است. A اصلی ایده�آل�های از

idf حوزه�های و متناهی تجزیه�ی حوزه�های ۶.٢

با اما است. تجزیه طول بر مبتنی کران�دار تجزیه�ی حوزه�های و نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های رده�های تعریف
تجزیه�ی حوزه�ی یک از عنصر هر که می�کنیم مشاهده دیگر منظری از یکتا تجزیه�ی حوزه�ی مفهوم بررسی
به را ما ویژگی این دارد. (تحویل�ناپذیر) مقسوم�علیه متناهی تعدادی تنها بودن، شریک تقریب با یکتا،

می�رساند. حوزه�ها از دیگر رده�هایی تعریف

،x ∈ D# هر برای هرگاه می�نامیم، ۵idfیکحوزه�ی Dرا باشد. Dیکحوزه فرضکنید تعریف٢.۶.١.
باشد. متناهی x تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر

Irreducible Divisor Finite۵



۴٣ IDF حوزه�های و متناهی تجزیه�ی حوزه�های .۶.٢

را D باشد، متناهی x مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر x ∈ D# هر برای که صورتی در
می�گوییم. متناهی۶ تجزیه�ی حوزه�ی

می�دهد. نشان را رده دو این بین ارتباط زیر قضیه�ی

معادل�اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .٢.۶.٢ قضیه

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D .١

است. idf حوزه�ی و اتمی D .٢

است. متناهی هم�ارزی، تقریب با ،x ∈ D# هر اتمی تجزیه�های تعداد و است اتمی D .٣

D شود ثابت است کافی نیز منظور این برای و است Dاتمی دهیم نشان است کافی (١ =⇒ ٢) برهان.
ایده�آل�های از صعودی اکیداً و نامتناهی زنجیری و نباشد چنین کنید فرض است. ACCP حوزه�ی یک
،i ∈ N هر برای .x١ ̸= ٠ کرد فرض می�توان باشد. موجود x١D ⊊ x٢D ⊊ · · · مانند D اصلی
،{xi}i∈N نتیجه در .xi ̸D∼ xj لذا و xiD ̸= xjD ،i ̸= j که i, j ∈ N هر برای به�علاوه و xi | x١
متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D لذا و است x از غیرشریک مقسوم�علیه�های از نامتناهی مجموعه�ی یک

نیست.
مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی یک {x١, . . . , xn} و x ∈ D# کنید فرض (٢ =⇒ ٣)
x
k١
١ · · · xknn شکل به هم�ارزی، تقریب با ،x از اتمی تجزیه�ی هر صورت این در باشد. x تحویل�ناپذیر
١ای ≤ i ≤ n آن�گاه نباشد، برقرار ٣ اگر .ki ∈ N ∪ {٠} ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که است
دست از بدون می�شود. بی�کران x از متمایز تجزیه�های در xi توان�های مجموعه�ی که بود خواهد موجود
هم�ارزی) تقریب (با x اتمی تجزیه�های از دنباله�ای می�توان بنابراین .i = ١ کنید فرض کلیت رفتن
مجموعه�ی ،١ ̸= i ∈ N هر برای اگر .s١,١ ⪇ s٢,١ ⪇ · · · که یافت Γ = {xsk,١١ · · · xsk,nn }k∈N مانند
و sℓ,٢ = sj,و٢ . . . و sℓ,n = sj,n که موجودند k ⪇ ℓ که j, ℓ ∈ N آن�گاه باشد، متناهی {sk,i}
که xsj,١−sk,١

١ ∈ U(D) لذا و xsj,١١
D∼ x

sℓ,١
١ می�گیریم نتیجه ،xsj,١١ · · · xsj,nn

D∼ x
sℓ,١
١ · · · xsℓ,nn چون

از بدون و xiها از دیگر یکی حداقل توان�های مجموعه�ی بنابراین .sk,١ ̸= sj,١ زیرا است، تناقض
مانند Γ از زیردنباله�ای به نهایت در روند همین ادامه�ی با است. بی�کران نیز x٢ کلیت رفتن دست
صورت، این در اما .s′١,i ⪇ s′٢,i ⪇ · · · ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که می�رسیم {xs

′
k,١
١ · · · xs

′
k,n
n }k∈N

تناقض که xs
′
٢,١−s′١,١
١ · · · x

s′٢,n−s′١,n
n ∈ U(D) می�گیریم نتیجه ،xs

′
١,١
١ · · · x

s′١,n
n

D∼ x
s′٢,١
١ · · · x

s′٢,n
n چون

است. متناهی هم�ارزی تقریب با x اتمی تجزیه�های تعداد لذا و باطل خلف فرض بنابراین است.
،x از تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه هر لذا است، اتمی D چون .x ∈ D# کنید فرض (٣ =⇒ ١)
مقسوم�علیه�های تعداد نتیجه در و می�شود ظاهر x اتمی تجزیه�های از یکی مولفه�های از یکی به�عنوان
کامل مجموعه�ی یک {x١, . . . , xn} کنید فرض است. متناهی بودن) شریک تقریب (با x تحویل�ناپذیر
کامل مجموعه�ای ،A = {xsk,١١ · · · xsk,nn }١≤k≤m کنید فرض و باشد x تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از

FFD اختصار به یا Finite Factorization Domain ۶



تجزیه خواص دارای حوزه�های .٢ ۴۴

توان�های مجموعه�ی کنید فرض ،١ ≤ i ≤ n هر برای باشد. ارزی) هم تقریب (با D اتمی تجزیه�های از
B = {xw١

١ · · · xwn
n |wi ≤ ℓi} مجموعه�ی که کنید توجه باشد. ℓi ماکزیمم دارای ،A در xi ممکن

به ،x = yz تجزیه�ی .x = yz zای ∈ D∗ برای لذا و y | x و y ∈ D# کنید فرض حال است. متناهی
،١ ≤ i ≤ n هر برای که موجودند v١, . . . , vn, t ∈ N لذا و می�شود تظریف x اتمی تجزیه�های از یکی
هر بنابراین است. شریک B متناهی مجموعه�ی عناصر از یکی با y لذا و y D∼ x

v١
١ · · · xvmn و vi ≤ st,i

است. متناهی لذا و B از زیرمجموعه�ای بودن، شریک تقریب با ،x مقسوم��علیه�های از کامل مجموعه�ی
است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D نتیجه در

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک متناهی تجزیه�ی حوزه�ی هر .١ .٣.۶.٢ نتیجه

نیست. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی که است idf حوزه�ی یک نباشد، میدان که ضدماده�ای حوزه�ی هر .٢

می�شود. نتیجه ٢.۶.٢ قضیه�ی سوم معادل صورت از .١ برهان.

به�علاوه اگر و است idf حوزه�ی یک D که است واضح باشد. ضدماده حوزه�ی یک D کنید فرض .٢
یک D ،٢.۶.٢ قضیه�ی از دوم معادل صورت به بنا لذا و نیست اتمی آن�گاه نباشد، میدان D

نیست. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی

می�کنیم. بررسی D+M توسیع�های تحت را متناهی تجزیه�ی حوزه�های و idf حوزه�های رفتار اینک
می�دهیم. انجام حالت سه در و idf حوزه�های برای را کار این ابتدا

در که نوشت T = K + M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .۴.۶.٢ قضیه
و باشد K از زیرمیدانی D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن
٣.٢.٢ لم به بنا که کنید (توجه باشد تحویل�ناپذیر عنصری Mشامل کنید فرض همچنین .R = D+M

در نیست). گزاره این در ابهامی بنابراین .m ∈ A(T ) اگر تنها و اگر m ∈ A(R) ،m ∈ M هر برای
متناهی K∗/D∗ ضربی گروه و idf حوزه�ی یک T اگر تنها و اگر است idf حوزه�ی یک R صورت این

باشد.

،α ∈ K∗ هر برای .m ∈ A(T ) و m ∈M کنید فرض باشد. idf حوزه�ی R کنید فرض ابتدا برهان.
و αm ∈ A(T ) لذا و αm T∼ m ،α ∈ K∗ هر برای همچنین .αm |

R

m٢ لذا و α−١m ∈ M

آن�گاه ،αm R∼ βm اگر ،α, β ∈ K∗ هر برای به�علاوه .αm ∈ A(R) ،٣.٢.٢ لم به بنا نتیجه در
در .αm = (d + m′)βm و d + m′ ∈ U(R) که موجودند m′ ∈ M و d ∈ D∗ مانند عناصری
و α = dβ نتیجه در و α − dβ = ٠ لذا و m′ ∈ M و α − dβ ∈ K اما .α − dβ = βm′ نتیجه
.αD∗ = βD∗ بنابراین .β ∈ αD∗ می�دهد نتیجه αm R∼ βm شکل همین به .α ∈ βD∗ بنابراین
که موجودند d١, d٢ ∈ D∗ مثل عناصری می�دهد نتیجه ،αD∗ = βD∗ ،α, β ∈ K∗ هر برای برعکس،

.αm R∼ βm نتیجه در و α = d١d
−١
٢ β لذا و αd١ = αd٢

کردیم: ثابت را زیر حکم سه ،α, β ∈ K∗ و m ∈ A(R) ∩M هر برای بنابراین



۴۵ IDF حوزه�های و متناهی تجزیه�ی حوزه�های .۶.٢

.αm |
R

m٢ (١)

.αm ∈ A(R) (٢)

.αD∗ = βD∗ اگر تنها و اگر αm R∼ βm (٣)

این در باشد. نامتناهی K∗/D∗ = {αD∗ | α ∈ K∗} کنید فرض خلف برهان از استفاده با
شریک غیر عناصر از نامتناهی زیرمجموعه�ای دارای ،{αm | α ∈ K∗} مجموعه�ی ،(٣) به بنا صورت
به�علاوه و می�کنند عاد R در را m٢ ،(١) به بنا B عناصر که کنید توجه حال بود. خواهد B مانند ،R در
R در m٢ تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر بنابراین تحویل�ناپذیرند. همگی (٢) به بنا
متناهی K∗/D∗ و باطل خلف فرض لذا است. تناقض که نیست idf حوزه�ی R لذا و است نامتناهی

است.
مجموعه�ی یک {x١, . . . , xn} و x ∈ T# کنید فرض است. idf حوزه�ی یک T می�دهیم نشان حال
کافی .y |

T

x و y ∈ A(T ) کنید فرض به�علاوه باشد. R در x̂ از تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از کامل

از به بنا لذا و x̂T ⊆ ŷT که کنید توجه .y T∼ xi که است موجود ١ای ≤ i ≤ n کنیم، ثابت است
در .x̂R ⊆ αŷR که موجودند α ∈ K∗ و x̂, ŷ ∈ M مثل عناصری یا و x̂R ⊆ ŷR یا ،۴.۵.٢ لم
در .y T∼ xi لذا و ŷ R∼ xi که است موجود ١ای ≤ i ≤ n لذا ،ŷ ∈ A(R) چون و ŷ |

R

x̂ اول، حالت

بنا و αŷ ∈ M این�که به توجه با نتیجه در و αŷ ∈ A(T ) لذا ،αŷ T∼ ŷ چون و αŷ |
R

x̂ دوم حالت

لذا و αŷ T∼ xi لذا و αŷ R∼ xi که است موجود ١ای ≤ i ≤ n بنابراین .αŷ ∈ A(R) ،٣.٢.٢ لم به
.y T∼ xi نتیجه در و ŷ T∼ xi

مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ای {x١, . . . , xn} و باشد idf حوزه�ی T کنید فرض برعکس،
نماینده�های از کامل مجموعه�ای {α١, . . . , αn} کنید، فرض همچنین باشد. T در x̂ تحویل�ناپذیر

باشد. K∗/D∗ گروه همدسته�های
.ŷ ∈ A(T ) ،٣.٢.٢ لم به بنا و x̂R ⊆ ŷR صورت این در .y |

R

x و y ∈ A(R) کنید فرض حال

لذا و ŷ T∼ xi ١ای ≤ i ≤ n برای لذا و ŷ |
T

x̂ لذا و x̂T ⊆ ŷT ،۴.۵.٢ لم به بنا نتیجه در

لذا و y(k + m) = xi ،(m ∈ M و k ∈ K∗ که ) kای + m ∈ U(T ) برای بنابراین .y T∼ xi

و دارند قرار K∗/D∗ از هم�دسته یک در k−١ و αj ١ای ≤ j ≤ m برای .yk(١+ k−١m) = xi

١ + k−١m ∈ U(T ) همچنین .αjk ∈ U(R) لذا و αjk ∈ D∗ نتیجه در و αjD
∗ = k−١D∗ لذا

بنابراین .(αjk)(١ + k−١m) ∈ U(R) بنابراین .١ + k−١m ∈ U(R) ،٣.٢.٢ لم به بنا لذا و
برابر R در بودن شریک تقریب با y پس .y R∼ xiαj می�دهد نتیجه y(αjk)(١ + k−١m) = xiαj

مجموعه�ی هر بنابراین است. {xiαj | ١ ≤ i ≤ n,١ ≤ j ≤ m} متناهی مجموعه�ی عناصر از یکی با
است. idf حوزه�ی R لذا است. متناهی R در x تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از کامل

در که نوشت T = K + M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .۵.۶.٢ قضیه
و باشد K از زیرمیدانی D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن



تجزیه خواص دارای حوزه�های .٢ ۴۶

idf حوزه�ی یک R صورت این در نباشد. اتمی هیچ شامل M کنید فرض همچنین .R = D +M

باشد. idf حوزه�ی یک T اگر تنها و اگر است

تنها T و R اتم�های نیست، تحویل�ناپذیری عنصر هیچ شامل M چون که کنید توجه ابتدا برهان.
.m ∈M و ٠ ̸= a ∈ K آن در که باشند a+m فرم به می�توانند

از کامل مجموعه�ی یک {x١, . . . , xn} و x ∈ T# باشد، idf حوزه�ی R کنید فرض (⇐=)

صورت این در .y |
T

x و y ∈ A(T ) کنید فرض به�علاوه باشد. R در x̂ تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های

.ŷ |
R

x̂ لذا و x̂R ⊆ ŷR شد، ذکر اثبات ابتدای در که نکته�ای و ۶.۵.٢ لم به بنا لذا و x̂T ⊆ ŷT

در و xi R∼ ŷ ، ١ای ≤ i ≤ n برای نتیجه در و ŷ ∈ A(R) ،٣.٢.٢ لم به بنا لذا و ŷ ∈ A(T ) اما
عناصر از یکی با برابر ،T در بودن شریک تقریب با y شد، ثابت بنابراین .xi T∼ y لذا و xi T∼ ŷ نتیجه

است. idf حوزه�ی T لذا است. {x١, . . . , xn} متناهی مجموعه�ی
از کامل مجموعه�ی یک {x١, . . . , xn} و x ∈ R# باشد، idf حوزه�ی یک T کنید فرض (=⇒)

صورت این در .y |
R

x و y ∈ A(R) کنید فرض به�علاوه باشد. T در x̂ تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های

برای ،ŷ ∈ A(T ) این�که به توجه با بنابراین .ŷ |
T

x̂ نتیجه در و x̂T ⊆ ŷT لذا و x̂R ⊆ ŷR

و x̂i, ŷ ∈ ١+M شد، ذکر اثبات ابتدای در که نکته�ای به بنا .ŷ T∼ x̂i لذا و ŷ T∼ xi ١ای ≤ i ≤ n

مانند عناصری می�دهد، نتیجه ŷ T∼ x̂i پس .m,m′ ∈M آن در که ŷ = ١+m′ و x̂i = ١+m مثلا
به بنا لذا و (١ +m′)(k +m′′) = ١ +m و k +m′′ ∈ U(T ) که موجودند m′′ ∈ M و k ∈ K∗

با برابر ،R در بودن شریک تقریب با y لذا .xi R∼ y بنابراین و x̂i R∼ ŷ نتیجه در و k = ١ ،١.٢.٢ لم
است. idf حوزه�ی یک R بنابراین است. {x١, . . . , xn} متناهی مجموعه�ی عناصر از یکی

T و R حوزه�ی دو هر آن�گاه باشد، موضعی T اگر ،۵.۶.٢ قضیه�ی مفروضات تحت .۶.۶.٢ نتیجه
هستند. idf حوزه�ی

صورت این غیر در (زیرا ١ + m ∈ U(R) ،m ∈ M هر برای آن�گاه باشد، موضعی T اگر برهان.
،d ∈ D∗ و m ∈ M هر برای که کنید توجه حال است). تناقض که ١ ∈ M لذا و ١ + m ∈ M

،k ∈ K∗ و m ∈ M هر برای شکل همین به .d +m ∈ U(R) لذا و d +m
R∼ ١ + d−١m داریم

اتمی هیچ دارای T و R لذا نیست. اتمی هیچ شامل هم M فرض بنا دیگر سوی از .k +m ∈ U(T )

هستند. idf حوزه�ی بدیهی شکلی به لذا و هستند) ضدماده نیستند(حوزه�ی

لم به کار، این برای است. موضعی T و نیست میدان D آن در که می�کنیم بررسی را حالتی اینک
داریم. نیاز زیر

آن در که نوشت T = K+M صورت به را آن بتوان که باشد موضعی حوزه�ای T کنید فرض .٧.۶.٢ لم
میدان که باشد K از زیرحلقه�ای D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K

.x = d+m و ٠ ̸= m ∈M ،٠ ̸= d ∈ D کنید فرض همچنین نیست.

.d ∈ U(D) آن�گاه ،x ∈ U(R) اگر .١
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.d |
R

m .٢

.M ∩ A(R) = ∅ .٣

.x R∼ d .۴

.x ∈ U(R) آن�گاه ،d ∈ U(D) اگر .۵

.x ∈ A(R) اگر تنها و اگر d ∈ A(D) .۶

d′+m′ ∈ U(R) که ′mموجودند ∈ D و d′ ∈ D مثل عناصری آن�گاه ،x ∈ U(R) اگر .١ برهان.
.d ∈ U(D) نتیجه در و dd′ = ١ ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و (d+m)(d′ +m) = ١ و

.(d)(d−١m) = m که کنید توجه است کافی .٢

،٠ ̸= m′ ∈ M هر برای نتیجه در است. موجود d′ ∈ D# مثل عنصری لذا و نیست میدان D .٣
نیست. تحویل�ناپذیر R در m′ لذا و است R در m′ از ٢ طول به تجزیه�ای m′ = (d′)(d′−١m′)

x = (d)(١+ d−١m)
R∼ d لذا و ١+ d−١m ∈ U(R) ،R بودن موضعی به بنا .۴

می�شود. نتیجه ۴ قسمت از .۵

.d ̸∈ A(D) لذا و d ∈ U(D) ،١ قسمت به بنا آن�گاه ،x ∈ U(R) اگر .x ̸∈ A(D) کنید فرض .۶
که موجودند m١,m٢ ∈ M و d١, d٢ ∈ D مثل عناصری آن�گاه ،x ∈ Red(R) اگر اما
لم به بنا صورت این در .x = (d١ +m١)(d٢ +m٢) و d٢ +m٢ ∈ R# و d١ +m١ ∈ R#

،di +mi ̸∈ U(R) چون ،i = ١,٢ برای و ۵ قسمت به بنا دیگر سوی از .d = d١d٢ ،١.٢.٢
.d ∈ Red(D) نتیجه در و di ∈ D# لذا و d ̸= ٠ اما .di ∈ D# یا di = ٠ داریم

لذا و x ∈ U(R) ،۵ قسمت به بنا آن�گاه ،d ∈ U(D) اگر .d ̸∈ A(D) کنید فرض برعکس،
و d = d١d٢ داریم ،d١, d٢ ∈ D# مثل عناصری برای آن�گاه ،d ∈ Red(D) اگر .x ̸∈ A(R)

.x ̸∈ A(R) نتیجه در و d١, d٢ ∈ R# ،۵ قسمت به بنا اما .x = d١d١)٢+ d−١١ d−١٢ m) لذا

که نوشت T = K +M صورت به را آن بتوان که باشد موضعی حوزه�ای T کنید فرض .٨.۶.٢ قضیه
که باشد K از زیرحلقه�ای D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن در
تقریب با ،D اگر تنها و اگر است idf حوزه�ی یک R صورت این در .R = D +M و نیست میدان

باشد. تحویل�ناپذیر عنصر متناهی تعدادی شامل تنها بودن، شریک

از کامل مجموعه�ی هر که به�طوری است موجود xای ∈ R# آن�گاه نباشد، idf حوزه�ی R اگر برهان.
باشد مجموعه�ای چنین {di+mi}i∈I کنید فرض است. نامتناهی R در x تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های
ناصفر همگی diها ،٧.۶.٢ لم از ٣ قسمت به بنا هستند). M عضو miها و D عضو diها آن در (که
مجموعه�ای {di}i∈I بنابراین تحویل�ناپذیرند. D در diها لم، همان از ۶ قسمت به بنا علاوه به و هستند
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،di D∼ dj اگر ،i, j ∈ I هر برای که کنید (توجه است D تحویل�ناپذیر و غیرشریک عناصر از نامتناهی
.(di R∼ dj آن�گاه

(D غیرشریک(در و تحویل�ناپذیر عناصر از نامتناهی مجموعه�ای دارای D کنید فرض برعکس،
برای دیگر سوی از تحویل�ناپذیرند. نیز R در diها ،٧.۶.٢ لم از ۶ قسمت به بنا باشد. {di}i∈I مثل
،m ∈ M و d ∈ D که dای + m ∈ U(R) برای آن�گاه ،di R∼ dj اگر ،i ̸= j که i, j ∈ I هر
لذا و d ∈ U(D) ،٧.۶.٢ لم از ١ قسمت به بنا اما .dj = ddi ،١.٢.٢ لم به بنا لذا و di(d+m) = dj

که کنید توجه است کافی اینک هستند. غیرشریک نیز R در diها بنابراین است. تناقض که di D∼ dj

غیرشریک و نامتناهی مجموعه�ی یک {di}i∈I ،٠ ̸= m ∈ M هر برای ،٧.۶.٢ لم از ٢ قسمت به بنا
نیست. idf حوزه�ی یک R لذا است. m تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از

کنیم. بررسی K +M توسیع�های تحت را متناهی تجزیه�ی حوزه�های رفتار می�توانیم اکنون

در که نوشت T = K + M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .٩.۶.٢ قضیه
و باشد K از زیرحلقه�ای D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن
یک T میدان، D اگر تنها و اگر است متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک R صورت این در .R = D +M

باشد. متناهی گروهی K∗/D∗ و متناهی تجزیه�ی حوزه�ی

و است اتمی حوزه�ی یک R به�ویژه صورت این در باشد. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی R کنید فرض برهان.
حوزه�ی R که کنید توجه همچنین است. اتمی حوزه�ی یک T و میدان یک D ،۶.٢.٢ قضیه�ی به بنا لذا

هست. نیز idf
اتمی تجزیه�ی یک m = (d١ +m١) · · · (dn +mn) کنید فرض و ٠ ̸= m ∈M کنید فرض حال
d١ · · · dn = ٠ ،١.٢.٢ لم به بنا .mi ∈ m و di ∈ D ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که باشد R در m از
حوزه�ی T ،۴.۶.٢ قضیه�ی به بنا بنابراین .mi ∈ A(R) نتیجه در و di = ٠ ١ای ≤ i ≤ n برای لذا و
قضیه�ی به بنا مجدداً همچنین است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی T ،٢.۶.٢ قضیه�ی به بنا لذا و است idf

است. متناهی K∗/D∗ گروه ،۴.۶.٢
کنید توجه همچنین است. اتمی نیز R ،۶.٢.٢ قضیه�ی به بنا لذا است، اتمی T چون اولا برعکس،
یک حداقل M می�دهد، نشان قبل استدلال همان مجدداً که کنید توجه حال است. idf حوزه�ی T که
قضیه�ی به بنا لذا و است idf حوزه�ی یک R ،۴.۶.٢ قضیه�ی به بنا نتیجه در و دارد تحویل�ناپذیر عنصر

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی ،٢.۶.٢

حوزه�ی که یافت نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های مثال�هایی می�توان D + M توسیع�های از استفاده با
نیستند. متناهی تجزیه�ی

شود. نامتناهی گروهی F ∗
٢ /F

∗
١ که به�طوری باشد، میدانی توسیعی F ∗

١ ⊆ F ∗
٢ کنید فرض .١٠.۶.٢ مثال

نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R ،٢.٣.٢ قضیه�ی به بنا صورت این در .R = F١ +XF٢[X] دهید قرار
بنا لذا است، اتمی D چون همچنین، نیست. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی ،٩.۶.٢ قضیه�ی به بنا اما است،

نیست. هم idf حوزه�ی D ،٢.۶.٢ قضیه�ی به
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نیستند. یکتا تجزیه�ی حوزه�ی که موجودند متناهی تجزیه�ی حوزه�های همچنین

هستند متناهی دو هر F٢ و F١ آن در که و باشد میدانی توسیعی F ∗
١ ⊆ F ∗

٢ کنید فرض .١١.۶.٢ مثال
نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R = F١ +XF٢[X] ،٢.٣.٢ قضیه�ی به بنا صورت این در .F١ ̸= F٢ و

نیست. یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R دیدیم، ٣.٣.٢ مثال در که همان�طور اما است،

ابتدا نیست. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی که بیابیم متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک از مثالی می�خواهیم اینک
داریم. نیاز لم یک به

در باشد. R = D[{Xa}a∈α] از زیرحلقه�ای A و یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D کنید فرض .١٢.۶.٢ لم
است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک A آن�گاه ،D ⊆ A یا باشد متناهی U(D) اگر صورت این

مثل متغیرهایی برای که است واضح .f ∈ A# و باشد R از زیرحلقه�ای A کنید فرض برهان.
حوزه�ی نتیجه در و یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک B اما .f ∈ B = D[X١, . . . , Xn] ،X١, . . . , Xn

توجه همچنین است. متناهی B در f مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر لذا و است متناهی تجزیه�ی
هست. نیز B در f مقسوم�علیه یک A در f مقسوم�علیه هر که کنید

فرضمجموعه�ای به بنا U(B) = U(D) چون صورت این در باشد. متناهی U(D) کنید فرض ابتدا
شریک تقریب بدون (حتی A در نتیجه در و B در f مقسوم�علیه�های تمام مجموعه�ی لذا است، متناهی

است. برقرار وضع این در حکم بنابراین است. متناهی بودن)
هر برای نتیجه در و U(A) = U(D) = U(B) صورت این در .D ⊆ A کنید فرض حال
در f مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر بنابراین .g١ A∼ g٢ اگر تنها و اگر g١ B∼ g٢ ،g١, g٢ ∈ A

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک A هم حالت این در نتیجه در و است متناهی A

این در یکتاست. تجزیه�ی حوزه�ی یک D آن در که R = D[X٢, X٣] کنید فرض .١٣.۶.٢ مثال
صورت:

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک R .١

نیست. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R .٢

می�شود. نتیجه D ⊆ R ⊆ D[X] که این به توجه با و ١٢.۶.٢ لم به بنا حکم .١ حل.

تجزیه�ی دو X۶ = (X٣)(X٣) و X۶ = (X٢)(X٢)(X٢) بنابراین .X٢, X٣ ∈ A(R) داریم .٢
نیست. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک R لذا و هستند X۶ از غیر�هم�طول اتمی





٣ فصل

موضعی�سازی

نشان ١.٣ بخش در ابتدا می�کنیم. بررسی موضعی�سازی تحت را تجزیه خواص رفتار فصل، این در
نزول موضعی�سازی تحت شدند، معرفی پیش فصل در که رده�هایی از هیچ�یک کلی حالت در می�دهیم
صعود موضعی�سازی تحت خواص این از یک هیچ یکتا، تجزیه�ی حوزه�های از غیر همچنین، نمی�کنند.
تحت تجزیه خواص آن�ها، برقراری با که کرد خواهیم بررسی را شرایطی فصل ادامه�ی در اما نمی�کنند. نیز
-٢ باشد، ساکن توسیع که هنگامی -١ از: عبارت�اند شرایط این می�کنند. نزول یا صعود موضعی�سازی
عناصر توسط تولید�شده ضربی، مجموعه�ی که هنگامی -٣ و باشد شکافنده ضربی مجموعه�ی که هنگامی
در سپس می�کنیم. مطالعه را آن�ها بین ارتباط و معرفی را شرایط این ٢.٣ بخش در ابتدا باشد. اول
صعود موضعی�سازی تحت هنگام چه تجزیه خواص از کدام هر که می�دهیم پاسخ سوال این به ٣.٣ بخش

داد. خواهیم انجام خواص نزول برای بار این و ۴.٣ بخش در را کار همین سپس می�کنند.

کلی حالت در موضعی�سازی و تجزیه خواص ١.٣

کنید فرض امر این مشاهده�ی برای نمی�کنند. نزول موضعی�سازی تحت لزوماً تجزیه خواص از کدام هیچ
نباشد. ∆ نوع از D که طوری به باشد، پیش فصل در معرفی�شده رده�های از یکی ∆ و حوزه یک D
و میدان یک است، D از موضعی�سازی یک به�ویژه که D کسرهای میدان که کنید توجه است کافی حال

هست. کردیم ذکر که تجزیه�ای خواص کلیه�ی دارای لذا و یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک لذا
این به بخش این در و است پیچیده�تر اندکی موضعی�سازی، تحت خواص این صعود مساله�ی اما
صعود موضعی�سازی تحت همواره تجزیه یکتایی می�دهیم، نشان چیز هر از پیش پرداخت. خواهیم امر

می�کند.

این در باشد. ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D کنید فرض .١.١.٣ قضیه
است. یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک DS صورت

نشان است کافی ،٣.٢.١ گزاره�ی به بنا .s ∈ S و a ∈ D آن در که x = a/s ∈ D#
S کنید فرض برهان.

a = a١ · · · an کنید فرض نوشت. DS از اول عناصر از حاصل�ضربی صورت به را x می�توان که دهیم

۵١



موضعی�سازی .٣ ۵٢

نتیجه در و است DS از اول ایده�آل یک ajD .١ ≤ j ≤ n کنید فرض و باشد D در a از اتمی تجزیه�ای
در aj اول حالت در است. DS کل با برابر یا و DS از اول ایده�آل یک یا ajD ،۴.۴.١ قضیه�ی به بنا
هستند. یکه یا و اول یا DS در aiها همه�ی بنابراین است. یکه عنصری دوم حالت در و اول عنصری DS

خلاف که x ∈ U(DS) صورت این غیر در زیرا است، غیریکه DS در aiها از یکی حداقل که کنید توجه
لذا ،x DS∼ a چون و نوشت DS اول عناصر از حاصل�ضربی به�صورت می�توان را a پس است. فرض

است. برقرار نیز x مورد در امر همین

همچنین .D = k[X;T ] و T = {x ∈ Q | x ≥ ١} باشد، میدان یک k کنید فرض .٢.١.٣ مثال
صورت: این در .S = {X t | t ∈ T} دهید قرار

است. اتمی) و ACCP حوزه�ی لذا (و کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی یک D .١

نیست. اتمی DS = k[X;Q] .٢

به بنا صورت این در باشد. D در x از تجزیه یک x = x١ · · · xn و x ∈ D# کنید فرض .١ حل.
لذا و ١ ≤ deg(xi) داریم ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،٧.۶.١ نتیجه�ی
n ≤ deg(x١ · · · xn) = deg(x)

یک D لذا و است برقرار N(x) = ⌊deg x⌋ ازای به ،٣.۴.٢ قضیه�ی از ٢ قسمت بنابراین
است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی

آن�گاه باشد، اتمی حوزه�ی DS اگر بنابراین است. ب.م.م حوزه�ی یک DS ،٩.۶.١ قضیه�ی به بنا .٢
حوزه�ی یک DS اما است. ACCP حوزه�ی به�ویژه و یکتا تجزیه�ی حوزه�ی ،٧.١.٢ قضیه�ی به بنا

،٠ ⪇ a ∈ Q هر برای که کنید توجه ابتدا امر این مشاهده�ی برای نیست. ACCP
١+Xa = (١+Xa/٢)(١−Xa/٢)

بنابراین، .(١−Xa/٢) ̸∈ U(DS) و (١+Xa/٢) ̸∈ U(DS) دیگر سوی از و
١+Xa ⊊ ١+Xa/٢ ⊊ · · · ⊊ ١+Xa/٢n ⊊ · · ·

نیست. ACCP حوزه�ی DS لذا و است DS اصلی ایده�آل�های از نامتناهی و صعودی زنجیری

صورت: این در .S = Z∗ و D = Z⟨٢⟩ +XR[[X]] کنید فرض .٣.١.٣ مثال

است. idf حوزه�ی یک D .١

نیست. idf حوزه�ی یک DS = Q+XR[[X]] .٢

و ١٠.٧.١ قضیه�ی به بنا لذا و است گسسته ارزیابی حلقه�ی یک Z⟨٢⟩ ،١٢.٧.١ گزاره�ی به بنا حل.
idf حوزه�ی یک D ،٨.۶.٢ قضیه�ی به بنا نتیجه در دارد. تحویل�ناپذیر عنصر یک تنها ١٣.٧.١ گزاره�ی
نامتناهی گروه یک R∗/Q∗ این�که توجه با و ۴.۶.٢ قضیه�ی به بنا DS = Q + XR[[X]] اما است.

نیست. idf حوزه�ی است،
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نمی�شود. حفظ لزوماً موضعی�سازی تحت نیز بودن متناهی تجزیه�ی حوزه�ی می�دهد، نشان زیر مثال

و باشد میدان یک k کنید فرض .۴.١.٣ مثال
T = {n+ i/n! | n ∈ N ∪ {٠} و ٠ ≤ i ≤ n!− ١}

صورت: دراین

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D = k[X;T ] .١

حوزه�ی یک DS به�علاوه و DS = k[X;Q] صورت این در .S = {X t | t ∈ T} کنید فرض .٢
نیست. متناهی تجزیه�ی

در .t١ ⪇ t٢ ⪇ · · · ⪇ tn آن در که f = a٠ + a١X
t١ + · · · + atnn ∈ D کنید فرض .١ حل.

که کنید توجه .tn = m + i/m! که به�طوری موجودند، i ≤ m! − ١ و m ∈ N صورت این
لذا و ti = k + j/k! که موجودند j ≤ k!− ١ و k ≤ m ،ti هر برای علاوه به و m+i/m!

١/m!
∈ N

که موجودند ℓ١, . . . , ℓn ∈ N بنابراین .k+j/k!
١/m!

∈ N
f = a٠ + a١(X

(١/m!))ℓ١ + · · ·+ an(X
(١/m!))ℓn

شکلی به دو هر D و k[X١/m!] این�جا در که کنید (توجه f ∈ k[X١/m!] کرد فرض می�توان لذا و
شده�اند). فرض k[X;Q] از زیرحلقه�هایی بدیهی

استدلالی با نتیجه در و deg(g) ≤ deg(f) صورت این در .g |
D

f و g ∈ D کنید فرض حال

واقع در D در f مقسوم�علیه�های تمام بنابراین .g ∈ k[X١/m!] کرد فرض می�توان قبل مشابه
در و یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک k[X١/m!] لذا و k[X١/m!] ∼= k[X] اما هستند. k[X١/m!] عضو
در f مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر بنابراین است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک نتیجه
مجموعه�ی هر ،U(D) = U(k[X١/m!]) = k∗ این�که به توجه با اما است. متناهی k[X١/m!]

متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D نتیجه در و است متناهی نیز D در f مقسوم�علیه�های از کامل
است.

نیست. هم اتمی حوزه�ی حتی k[X;Q] شد، ثابت ٢.١.٣ مثال از ٢ قسمت در که همان�طور .٢
برعکس، .DS ⊆ k[X;Q] که است واضح .DS = k[X;Q] شود ثابت است کافی بنابراین
است کافی نیز امر این اثبات برای و Xa/b ∈ DS ،a, b ∈ Z∗ هر برای شود ثابت است کافی

که کنید توجه .Xa/b = (X١/b)a زیرا ،X١/b ∈ DS ،b ∈ Z∗ هر برای شود ثابت
b+ ١/b = b+ (b− ١)!/b! ∈ T

لذا و DS ⊇ k[Q] بنابراین .Xb+١/b

Xb = X١/b ∈ DS بنابراین .Xb ∈ S همچنین و
.DS = k[X;Q]

نخستین برای نمی�کند، صعود موضعی�سازی تحت لزوماً تجزیه نیم�یکتایی می�دهد نشان که نقضی مثال
.([۵ قضیه ،۴] ) شد ارایه [۴] مرجع در بار
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،xy ∈ A اگر ،x, y ∈ B∗ هر برای هرگاه می�گوییم، ساکن١ را حوزه�ها از A ⊆ B توسیع .١.٢.٣ تعریف
.xu, xu−١ ∈ A که باشد موجود u ∈ U(B) مثل عنصری آن�گاه

b١, . . . , bn ∈ B∗ ،٢ ⪇ n ∈ N باشد، حوزه�ها از ساکن توسیعی A ⊆ B کنید فرض .٢.٢.٣ گزاره
هر برای که به�طوری موجودند، u١, . . . , un ∈ U(B) مانند عناصری صورت این در .b١ · · · bn ∈ A و

.u١ · · · un = ١ و uibi ∈ A ،١ ≤ i ≤ n

است. ساکن توسیع تعریف همان n = ٢ حالت می�کنیم. ثابت n روی استقرا با را حکم برهان.
برای را حکم و باشد برقرار n = k − ١ برای حکم کنید فرض و ٣ ≤ k ∈ N کنید فرض حال
مانند عناصری استقرا، فرض به بنا لذا و b١ · · · bk−٢(bk−١bk) ∈ A داریم می�کنیم. ثابت n = k

.u١b١, . . . , uk−٢b٢, uk−١(bk−١bk) ∈ A و u١ · · ·uk−١ = ١ که موجودند u١, . . . , uk−١ ∈ U(B)

موجود v ∈ U(D) مثل عنصری توسیع، بودن ساکن به بنا نتیجه در و (uk−١bk−١)(bk) ∈ A لذا
و vuk−١ ∈ U(B) که کنید توجه است کافی اینک .v−١bk ∈ A و vuk−١bk−١ ∈ A که است

.u١ . . . uk−٢(vuk−١)(v−١) = ١

مانند حوزه یک برای واقع در هستند. چندجمله�ای توسیع�های ساکن، توسیع�های از ساده مثال یک
،fg ∈ D اگر ،f, g ∈ D[X]∗ هر برای که است قوی�تر خاصیت� این دارای D ⊆ D[X] توسیع ،D

می�گوییم. ساکن قویاً را توسیع�هایی چنین .f, g ∈ D آن�گاه
معرفی که تجزیه�ای خواص از هیچ�یک نزول یا صعود منجربه خود خودی به توسیع، یک بودن ساکن
نمی�کنند. نزول لزوماً ساکن توسیع�های تحت خواص این از کدام هیچ می�دهیم نشان ابتدا نمی�شود. کردیم

داریم. نیاز لم دو به ابتدا کار این برای

است. ساکن توسیع یک D ⊆ frac(D) آن�گاه باشد، بزو حوزه�ی یک D اگر .٣.٢.٣ لم

ب.م.م حوزه�ی یک D ،۴.۵.١ گزاره�ی به بنا .x = a/s, y = b/t ∈ frac(D)∗ کنید فرض برهان.
لذا و xy ∈ D کنید فرض حال .gcd(a, s) = gcd(b, t) = ١ کرد فرض می�توان لذا و است
این�که به توجه با .ab = std نتیجه در و (a/s)(b/t) = d که باشد موجود d ∈ D مثل عنصری
بنابراین .t | a می�شود، ثابت شکل همین به .s | b ،١١.۵.١ گزاره�ی به بنا و s | ab و gcd(a, s) = ١
ساکن توسیع یک D ⊆ frac(D) نتیجه در .(s/t)(a/s), (t/s)(b/t) ∈ D و s/t ∈ U(frac(D))

است.

صورت این در .f = r٠ + r١X + · · · ∈ R[[X]] و باشد حلقه یک R کنید فرض .۴.٢.٣ لم
.r٠ ∈ U(R) اگر تنها و اگر f ∈ U(R[[X]])

[۶ صفحه ،١٢] برهان.

Inert ١
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صورت: این در .D = Z+XQ[[X]] کنید فرض .۵.٢.٣ مثال

است. بزو حوزه�ی یک D .١

نیست. اتمی حوزه�ی یک D .٢

نیست. idf حوزه�ی یک D .٣

٣.٢.٣ لم به بنا دارد، را تجزیه خواص همه�ی لذا و است میدان یک frac(D) این�که به توجه با بنابراین
ساکن) موضعی�سازی�های حتی ساکن(و توسیع�های تحت لزوماً تجزیه خواص از هیچ�یک می�گیریم، نتیجه

نمی�کنند. نزول

آن در که g = y٠ + y١X + · · · و f = x٠ + x١X + · · · و f, g ∈ D∗ کنید فرض .١ حل.
.x٠, y٠ ∈ Z و (i, j ∈ N) xi, yi ∈ Q

این در شوند. ناصفر ym و xn که باشند اعدادی کوچک�ترین n,m ∈ N ∪ {٠} کنید فرض
صورت

f = (xnX
n)(١+

xn+١
xn

Xn+١ + · · · )

ثابت شکل همین به .f D∼ xnX
n لذا و ١+

xn+١
xn

Xn+١ + · · · ∈ U(D) ،۴.٢.٣ لم به بنا اما
.g D∼ ymX

m می�شود

است کافی حکم اثبات برای .a, b, s, t ∈ Z∗ آن در که ym = b/t و xn = a/s کنید فرض
fD+ gD صورت این در زیرا است، اصلی ایده�آل یک (a/s)XnD+ (b/t)XmD شود ثابت

بود. خواهد اصلی ایده�آلی نیز

چون .n ⪇ m کرد فرض می�توان کلیت رفتن دست از بدون .n ̸= m کنید فرض ابتدا
(
a

s
Xn)(

sb

at
Xm−n) =

b

t
Xm

بنابراین و b/tXmD ⊆ a/sXnD نتیجه در و a/sXn |
D

b/tXm لذا
a

s
XnD +

b

t
XmD =

a

s
XnD

است. D از اصلی ایده�آلی که

(a/s)XnD+(b/t)XnD کنیم می ادعا .d = gcd(at, bs) دهید قرار .m = n فرضکنید حال
(d/stXn)(at/d) = a/sXn که کنید توجه ابتدا است. (d/st)XnD با برابر و اصلی ایده�آلی
D در را (b/t)Xn و (a/s)Xn عنصر دو هر d/stXn لذا و (d/stXn)(bs/d) = b/tXn و
این�که به توجه با برعکس، .(a/s)XnD+(b/t)XnD ⊆ (d/st)XnD نتیجه در و می�کند عاد

لذا و atx+ bsy = d که موجودند x, y ∈ Z است، بزو حوزه�ی یک Z

x(
a

s
Xn) + y(

b

t
Xn) = x(

at

ts
Xn) + y(

bs

ts
Xn)

=
atx+ bsy

ts
Xn =

d

st
Xn
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شد ثابت می�خواستیم که همان�طور بنابراین .a/sXnD + b/tXnD ⊇ d/stXnD نتیجه در و
a

s
XnD +

b

t
XnD =

d

st
XnD

نیست. اتمی حوزه�ی یک D ،۶.٢.٢ قضیه�ی به بنا .٢

بودن شریک تقریب با Z تحویل�ناپذیر عناصر مجموعه�ی این�که به توجه با و ٨.۶.٢ قضیه�ی به بنا .٣
نیست. idf حوزه�ی D است، نامتناهی

نشان که می�سازیم نقضی مثال�های ،D +M توسیع�های به مربوط قضایای از استفاده با اکنون
نمی�کنند. نیز صعود لزوماً ساکن توسیع�های تحت تجزیه خواص از کدام هیچ می�دهند،

می�توان چندجمله�ای، توسیع�های مشابه صورت این در باشند. حوزه دو A ⊆ B کنید فرض .۶.٢.٣ مثال
نشان B و A برای مناسب انتخاب�های با است. ساکن توسیعی A ⊆ A + XB[X] توسیع که دید

نمی�کنند. صعود لزوماً ساکن توسیع�های تحت تجزیه خواص از یک هیچ می�دهیم
دارای لذا و است یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک A صورت این در .B = Q و A = Z دهید قرار ابتدا
ACCP حوزه�ی لذا اتمی(و حوزه�ی A+XB[X] ،۶.٢.٢ قضیه�ی به بنا اما هست. تجزیه خواص همه�ی
یکتا) تجزیه�ی حوزه�ی و متناهی تجزیه�ی حوزه�ی ، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی ، کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی ،

نیست.
است، idf حوزه�ی یک لذا و میدان یک A صورت این در .B = R و A = Q دهید قرار حال
idf حوزه�ی A+XB[X] است، نامتناهی گروهی R∗/Q∗ این�که به توجه با و ۴.۶.٢ قضیه�ی به بنا اما

نیست.

این تحت تحویل�ناپذیر عناصر که است این بحث این در ساکن توسیع�های اهمیت دلایل از یکی
یعنی: نمی�شوند. غیربدیهی تجزیه�ی دارای هرگز توسیع�ها

،a ∈ A(A) هر برای صورت این در باشد. حوزه�ها از ساکن توسیعی A ⊆ B کنید فرض .٧.٢.٣ لم
.a ∈ U(B) یا a ∈ A(B)

.a = xy که باشند موجود x, y ∈ B∗ مثل عناصری و a ̸∈ U(B) و a ∈ A(A) کنید فرض برهان.
uای ∈ U(B) توسیع، بودن ساکن به بنا است. یکه B در y یا x عنصر دو از یکی شود، ثابت است کافی
این�که از بنابراین .(xu)(yu−١) = a ∈ A که کنید توجه اکنون .xu, yu−١ ∈ A که است موجود
نتیجه در و xu ∈ U(B) لذا و xu ∈ U(A) می�گیریم، نتیجه کلیت رفتن دست از بدون و a ∈ A(A)

.x ∈ U(B)

زیر قوی�تر حکم ،( B = A[X] وقتی مثال، (برای A# ⊆ B# به�علاوه که هنگامی قبل قضیه�ی در
داریم: را

این در .a ∈ A و A# ⊆ B# باشد، حوزه�ها از ساکن توسیعی A ⊆ B کنید فرض .٨.٢.٣ گزاره
.a ∈ A(B) اگر تنها و اگر a ∈ A(A) صورت
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به بنا نتیجه در و a ∈ B# لذا و a ∈ A# به�ویژه صورت این در .a ∈ A(A) کنید فرض ابتدا برهان.
.a ∈ A(B) ،٧.٢.٣ لم

در و a ̸∈ U(A) که کنید توجه .x, y ∈ A∗ آن در که a = xy و a ∈ A(B) کنید فرض برعکس،
و a ∈ A(B) این�که به توجه با است. یکه A در y یا x عنصر دو از یکی دهیم، نشان است کافی نتیجه

.x ∈ U(A) ،A# ⊆ B# این�که به توجه با لذا و x ∈ U(B) کلیت رفتن دست از بدون

می�کنیم. معرفی را است ساکن حوزه یک موضعی�سازی که زمانی برای ملموس حالت یک اینک

مجموعه�ی صورت این در .T ⊆ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .٩.٢.٣ تعریف
S = {ut١ · · · tn | ti ∈ T,١ ≤ i ≤ n هر برای و n ∈ N و u ∈ U(D)} ∪ U(D)

می�گوییم.٢ T توسط شده تولید ضربی مجموعه�ی را

.T ⊆ P(D) که است زمانی است، نظر مورد بحث این در که قبل تعریف خاص حالت

اول عناصر توسط شده تولید ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .١٠.٢.٣ قضیه
است. ساکن توسیع یک D ⊆ DS صورت این در باشد.

.xy ∈ D و (x, y ∈ S و a, b ∈ D) x = a/s, y = b/t ∈ D∗
S کنید فرض برهان.

P(D)∩ S عناصر از ناتهی گردایه�ای صورت، این غیر در .gcd(a, s) = ١ آن�گاه ،s ∈ U(D) اگر
کنید فرض و Γ(B) |

D

a که باشد Q از زیرگردایه�ای B کنید فرض .s = Γ(Q) که است موجود Q مانند

می�کنیم ادعا باشد. ماکزیمال خاصیت این به نسبت B
gcd(

a

Γ(B)
,Γ(Q \B)) = ١

و c |
D

a/Γ(B) که است موجود c ∈ D# مثل عنصری صورت این در نباشد. چنین کنید فرض

گزاره�ی از ٢ قسمت به بنا .cd = Γ(Q \ B) ،d ∈ D∗ مانند عنصری برای لذا و c |
D

Γ(Q \ B)

کنید توجه .Γ(E٢) |
D

d و Γ(E١) |
D

c که است موجود {E١|E٢} مانند (Q \ B) از افرازی ،۶.١.١

بنابراین است. تناقض که c ∈ U(D) لذا و Γ(Q \ B) |
D

d صورت این غیر در زیرا ،E١ ̸= ∅ که

با لذا .Γ(B)q |
D

a نتیجه در و q |
D

a/Γ(B) لذا و q |
D

c که است موجود qای ∈ (Q \ B)

است باطل خلف فرض لذا می�رسیم. تناقض به ذکرشده خاصیت به نسبت B بودن ماکزیمال فرض
توجه و s′ = Γ(Q \ B) و a′ = a/Γ(B) دهید قرار حال .gcd(a/Γ(B),Γ(Q \ B)) = ١ و
که موجودند s′ ∈ S و b′ ∈ D مانند عناصری می�شود ثابت شکل همین به .a′/s′ = a/s کنید

.b/s = b′/s′ و gcd(b′, s′) = ١
شکل همین به .t′ | a′ ،١١.۵.١ گزاره�ی به بنا و gcd(b′, t′) = ١ و t′ |

D

a′b′ این�که به توجه با

بنابراین .(t′/s′)y ∈ D و (s′/t′)x ∈ D و s′/t′, t′/s′ ∈ U(DS) که کنید توجه اینک .s′ | b′

است. ساکن توسیعی D ⊆ DS

ضرب به نسبت به�علاوه و است یکه عناصر شامل که است T شامل ضربی مجموعه�ی کوچکترین مجموعه، این واقع در ٢

است. بسته یکه عناصر در
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لذا و است D[X] از اول عنصر یک X صورت این در باشد. حوزه یک D کنید فرض .١١.٢.٣ مثال
،D ⊆ DS = D[X,١/X] توسیع آن�گاه بگیریم، نظر در X توسط تولیدشده ضربی مجموعه�ی را S اگر

بود. خواهد ساکن توسیعی

است. اشباع�شده اول، عناصر توسط تولیدشده ضربی مجموعه�ی هر .١٢.٢.٣ گزاره

توسط تولیدشده ضربی مجموعه�ی S کنید فرض و A ⊆ P(D) باشد، حوزه یک D کنید فرض برهان.
لذا و x ∈ U(D) آن�گاه ،s ∈ U(D) اگر .s ∈ S و x ∈ D∗ آن در که x |

D

s کنید فرض باشد. A

در .s D∼ Γ(B) که است موجود B مثل A عناصر از متناهی گردایه�ای صورت، این غیر در .x ∈ S

لذا و x D∼ Γ(C) که است موجود C مثل B از زیرگردایه�ای ،۶.١.١ گزاره�ی از ۴ قسمت به بنا نتیجه
.x ∈ S

اول عناصر توسط تولیدشده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .١٣.٢.٣ لم
S به نسبت a آن�گاه ،a ̸∈ S اگر و a ∈ P(D) آن�گاه ،a ∈ S اگر صورت این در .a ∈ A(D) و باشد

است. ک.م.م-اول

.a D∼ Γ(A) که است موجود A مانند S∩P(D) عناصر از متناهی گردایه�ای آن�گاه ،a ∈ S اگر برهان.
.a ∈ P(D) نتیجه در و |A| = ١ لذا است، تحویل�ناپذیر a چون

عناصر از متناهی و ناتهی گردایه�ای برای لذا و s ∈ S ∩D# کنید فرض .a ̸∈ S کنید فرض حال
x ∈ aD ∩ sD کنید فرض .aD ∩ sD ⊆ asD می�دهیم نشان .s = Γ(B) ،B مانند S ∩ P(D)

مثل عنصری اگر .s |
D

ay١ لذا و x = ay١ = sy٢ که موجودند y١, y٢ ∈ D مانند عناصری لذا و

خلاف که a ∈ S لذا و p D∼ a داشت خواهیم ،a ∈ A(D) چون آن�گاه ،p |
D

a که باشد موجود p ∈ B

بنابراین .x = ay١ ∈ asD لذا و s |
D

y١ ،۶.١.١ گزاره�ی از ٢ قسمت به بنا نتیجه در است. فرض

است. ک.م.م-اول S به نسبت a ،٩.۵.١ تبصره�ی به بنا نتیجه در و aD ∩ sD ⊆ asD

می�گوییم، شکافنده٣ را S ⊆ D ضربی مجموعه�ی باشد. حوزه یک D کنید فرض .١۴.٢.٣ تعریف
هرگاه:

باشد. شده اشباع S .١

که: به�طوری باشند، موجود a ∈ D و s ∈ S مثل عناصری ،x ∈ D∗ هر برای .٢

.x = as (آ)

باشد. ک.م.م-اول ،S به نسبت a (ب)

زیرا .s ∈ U(D) آن�گاه ،s | a که باشد موجود sای ∈ S اگر قبل، لم مفروضات تحت .١۵.٢.٣ تبصره
که بود خواهد موجود b ∈ D مثل عنصری نتیجه در و a ∈ asD لذا و a ∈ aD ∩ sD وضع این در

.a ∈ U(D) آن�گاه ،a ∈ S اگر به�ویژه .sb = ١ لذا و a = asb

Splitting ٣



۵٩ شکافنده ضربی مجموعه�های و ساکن توسیع�های .٢.٣

ایجاد ساکن موضعی�سازی�هایی شکافنده، ضربی مجموعه�های می�دهیم، نشان چیز هر از پیش
می�کنند.

این در باشد. شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .١۶.٢.٣ قضیه
است. ساکن توسیعی D ⊆ DS صورت

موجودند، s, t, u, v ∈ S و a, b ∈ D مثل عناصری .xy ∈ D و x, y ∈ D∗
S کنید فرض برهان.

کنید توجه هستند. ک.م.م-اول S به نسبت b و a به�علاوه و y = (bu)/v و x = (as)/t که به�طوری
شود، ثابت است کافی حکم اثبات برای بنابراین .y(v/u) = b ∈ D همچنین و u/v ∈ U(DS) که
b فرض، به بنا .absu = rtv که است موجود rای ∈ D فرض به بنا که کنید توجه .(u/v)x ∈ D

لذا و absu = rtv ∈ bvtD لذا و bD ∩ vtD = bvtD نتیجه در و است ک.م.م-اول S به نسبت
لذا و asu = cvt نتیجه در و absu = bvtc cای ∈ D برای

(
u

v
)x = (

u

v
)(
as

t
) =

asu

vt
=
cvt

t
= cv ∈ D

بودیم. آن دنبال به که است چیزی همان که

در .x, y ∈ D∗ و باشد شده اشباع ضربی مجموعه�ای S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .١٧.٢.٣ لم
معادل�اند: زیر گزاره�های صورت این

.xDS ∩D = yD .١

.x = ys که به�طوری است موجود s ∈ S مانند عنصری به�علاوه و است اول ک.م.م S به نسبت y .٢

توجه .x = ys که به�طوری است، موجود s ∈ S مثل عنصری می�دهیم، نشان ابتدا (١ =⇒ ٢) برهان.
y ∈ xDS دیگر سوی از .x = ys که است موجود sای ∈ D نتیجه در و x ∈ xDS ∩D = yD کنید
t′ = sr لذا و yt′ = ysr بنابراین .yt′ = xr که است موجود (t′ ∈ S و r ∈ D) ′r/tای ∈ DS لذا و

.s ∈ S ،S بودن اشباع�شده به بنا نتیجه در و
کافی باشد. دلخواه عنصری t ∈ S کنید فرض است. ک.م.م-اول S به نسبت y می�دهیم نشان حال
،a, b ∈ D مانند عناصری برای لذا و z ∈ yD∩ tD کنید فرض .yD∩ tD ⊆ ytD دهیم، نشان است
.b = x(a/(st)) ∈ xRS ∩D = yD نتیجه در و ax = tbs ولذا yas = tbs بنابراین .z = ya = tb

.z = tyc ∈ tyD لذا و b = yc داریم cای ∈ D برای بنابراین
.yDS ∩D = yD دهیم، نشان است کافی نتیجه در و xDS = yDS لذا و x RS∼ y (٢ =⇒ ١)
r ∈ D که r/tای ∈ DS برای صورت این در باشد. دلخواه عنصری z ∈ yDS ∩ D کنید فرض
برای می�شود نتیجه ،tz = yr ∈ yD ∩ tD = ytD این�که از لذا و z = y(r/t) داریم ،t ∈ S و
برعکس، .yDS ∩ D ⊆ yD بنابراین .z ∈ yD نتیجه در و z = yd لذا و tz = ytd dای ∈ D

.yDS ∩D = yD نتیجه در و yD ⊆ yDS ∩D که است واضح

صورت این در باشد. اشباع�شده ضربی مجموعه�ای S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .١٨.٢.٣ قضیه
،(D → DS کانونی نگاشت (تحت DS از اصلی ایده�آل هر پیش�تصویر اگر تنها و اگر است، شکافنده S

شود. D از اصلی ایده�آلی
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.vDS = xDS که کنید توجه .t ∈ S و x ∈ D آن در که v = x/t ∈ D∗
S کنید فرض (⇐=) برهان.

به بنا صورت این در است. ک.م.م-اول S به نسبت a و s ∈ S ،a ∈ D آن در که x = as کنید فرض
.vDS ∩D = aD لذا و xDS ∩D = aD ،١٧.٢.٣ لم

لم به بنا صورت این در .y ∈ D آن در که xDS ∩ D = yD و x ∈ D∗
S کنید فرض (=⇒)

بنابراین .x = ys که است موجود sای ∈ S به�علاوه و است ک.م.م-اول S به نسبت y اولا ١٧.٢.٣
است. شکافنده S

کنید فرض به�علاوه باشد. شکافنده ضربی مجموعه�ای S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .١٩.٢.٣ لم
a

D∼ a′ صورت این در .s, s′ ∈ S و هستند ک.م.م-اول S به نسبت a, a′ ∈ D آن در که as = a′s′

.s D∼ s′ و

.s D∼ s′ لذا و a D∼ a′ بنابراین .a′D = asDS ∩D = aD ،١٧.٢.٣ لم به بنا برهان.

تنگاتنگ ارتباطی دارای DS و D اول و تحویل�ناپذیر عناصر باشد، شکافنده S ⊆ D که هنگامی
می�کند: بیان را ارتباط این زیر لم هستند. یکدیگر با

کنید فرض به�علاوه باشد. شکافنده ضربی مجموعه�ای S ⊆ D و حوزه� یک D کنید فرض .٢٠.٢.٣ لم
است تحویل�ناپذیر(اول) DS در as صورت، این در .s ∈ S و باشد ک.م.م-اول S به نسبت a ∈ D

باشد. تحویل�ناپذیر(اول) D در a اگر تنها و اگر

بنا اما است. DS از اولی ایده�آلی asDs صورت این در باشد. اول DS در as کنید فرض ابتدا برهان.
D در اول عنصری a نتیجه در و است D از اول ایده�آلی aD لذا و aD = asDS ∩D ،١٧.٢.٣ لم به

است.
S بودن اشباع�شده به بنا آن�گاه ،aD∩S ̸= ∅ اگر باشد. D از اول عنصری a کنید فرض برعکس،
تناقض در a بودن اول با امر این که a ∈ U(D) ،١۵.٢.٣ تبصره�ی به بنا لذا و a ∈ S داشت، خواهیم
و است DS از اول ایده�آلی (aD)e = aDS ،۴.۴.١ قضیه�ی به بنا لذا و aD ∩ S = ∅ بنابراین است.

است. DS از اول عنصری as نتیجه در و a DS∼ as اما است. DS از اول عنصری a نتیجه در
صورت این غیر در زیرا باشد، یکه DS در نمی�تواند a که کنید توجه .a ∈ A(D) کنید فرض اینک
،١۵.٢.٣ تبصره�ی به بنا لذا و a ∈ S داشت خواهیم ،S بودن اشباع�شده به توجه با و ١.۴.١ گزاره�ی به بنا

.a ∈ A(DS) ،٧.٢.٣ لم به بنا نتیجه در است. تناقض که a ∈ U(D)

.a = a١a٢ که موجودند a١, a٢ ∈ D# مانند عناصری آن�گاه باشد، Dتحویل�پذیر در a اگر برعکس،
نیز DS در a از تجزیه یک a = a١a٢ بنابراین نیست. ممکن باشند یکه DS در a٢ یا a١ که این مجدداً

است. تحویل�پذیر نیز DS در a لذا و هست

(as)/t صورت به می�توان را x ∈ D∗
S هر قبل لم مفروضات تحت که است واضح .٢١.٢.٣ تبصره

D در a لم، این به بنا است. ک.م.م-اول S به نسبت a و s, t ∈ S ،a ∈ D آن در که نوشت
باشد. تحویل�ناپذیر(اول) DS در x اگر تنها و اگر است تحویل�ناپذیر(اول)
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اول عناصر توسط شده تولید ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .٢٢.٢.٣ لم
معادل�اند: زیر گزاره�های صورت این در باشد.

است. شکافنده S .١

از متناهی گردایه�ی هر برای که به�طوری است، موجود N(x)ای ∈ N∪ {٠} ،x ∈ D# هر برای .٢
.|A| ≤ N(x) آن�گاه ،Γ(A) |

D

x اگر ،A مانند P(D) ∩ S عناصر

x = as کنید فرض .x ∈ D# و باشد شکافنده مجموعه�ای S کنید فرض ابتدا (١ =⇒ ٢) برهان.
عناصر از متناهی گردایه�ای فرض، به بنا است. ک.م.م-اول S به نسبت a آن در که (a ∈ D, s ∈ S)
است. برقرار N(x) = |B| ازای به ٢ می�کنیم ادعا .s D∼ Γ(B) که است موجود B مانند P(D) ∩ S
صورت این در .Γ(C) |

D

x که به�طوری باشد، P(D) ∩ S عناصر از متناهی گردایه�ای C کنید فرض

و نمی�کنند عاد را a ،C عناصر از یک هیچ ،١۵.٢.٣ تبصره�ی به بنا که کنید توجه .Γ(C) |
D

aΓ(B)

.|C| ≤ |B| ،۶.١.١ گزاره�ی از ٣ قسمت به بنا نتیجه در و Γ(C) |
D

Γ(B) ،١١.۵.١ گزاره�ی به بنا لذا

آن ازای به که باشد عددی بزرگترین n ∈ N ∪ {٠} کنید فرض و x ∈ D# کنید فرض (٢ =⇒ ١)
دهید قرار .Γ(E) |

D

x و |E| = n که باشد موجود E مانند P(D) ∩ S عناصر از متناهی گردایه�ای

است موجود dای ∈ D صورت این در .c ∈ aD ∩ tD و t ∈ S ∩D# کنید فرض .a = x/(Γ(E))

لذا و t |
D

d نمی�کند، عاد را a ،t این�که و ١١.۵.١ گزاره�ی به توجه به صورت این در .t |
D

ad = c که

a بنابراین .aD ∩ tD = atD ،٩.۵.١ تبصره�ی به بنا نتیجه در .c ∈ atD نتیجه در و at |
D

ad = c

یک S بنابراین است. اشباع�شده S ،١٢.٢.٣ گزاره�ی به بنا همچنین است. ک.م.م-اول S به نسبت
است. شکافنده ضربی مجموعه�ی

نیستند. شکافنده لزوماً اول، عناصر توسط تولیدشده ضربی مجموعه�های می�دهد، نشان زیر مثال

ایده�آل به�علاوه و ١ ⪇ n ∈ N که باشد n بعد از ارزیابی حلقه�ی یک D کنید فرض .٢٣.٢.٣ مثال
،M = pD که است موجود p ∈ P(P ) مانند عنصری صورت، این در باشد. اصلی D ماکزیمال
S صورت این در باشد. p توسط تولید�شده ضربی مجموعه�ی S کنید فرض می�شود. D ماکزیمال ایده�آل

دارد). وجود حوزه�ای چنین ،١۵.٧.١ مثال از ٢ قسمت به بنا که کنید (توجه نیست شکافنده

از اولی ایده�آل�های تمام که است D از اولی ایده�آل
∩

n∈NM
n ،٣.٧.١ گزاره�ی از ٣ قسمت به بنا حل.

عنصری نتیجه در است. ناصفر به�ویژه لذا و می�گیرد بر در را هستند M زیرمجموعه�ی سره به�طور که D
که است موجود x ∈ D# مثل

x ∈
∩
n∈N

Mn =
∩
n∈N

pnD

نیست. شکافنده S ،٢٢.٢.٣ لم به بنا لذا و pn |
D

x ،n ∈ N هر برای بنابراین

نیستند. اول عناصر توسط تولیدشده لزوماً شکافنده ضربی مجموعه�های می�دهد، نشان زیر مثال
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مثال حوزه�ی مثلا) نیست یکتا تجزیه�ی حوزه�ی که باشد بزو حوزه�ی یک D کنید فرض .٢۴.٢.٣ مثال
صورت: این در . R = D[X] و (۵.٢.٣

نیست. R اول عناصر توسط شده تولید D∗ .١

است. R در شکافنده ضربی مجموعه�ی یک D∗ .٢

چون و است R از اول ایده�آلی fD صورت این در .f ∈ D و f ∈ P(R) کنید فرض .١ حل.
D∗ اگر بنابراین .f ∈ P(D) نتیجه در و است D از اول ایده�آلی fD لذا ،fR ∩ D = fD

بنا لذا و هست نیز D اول عناصر توسط تولیدشده آن�گاه باشد، R اول عناصر توسط شده تولید
است. فرض خلاف که بود خواهد یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D ،٣.٢.١ گزاره�ی به

حوزه�ی یک D ،۴.۵.١ گزاره�ی به بنا .f = a٠ + a١X + · · · + anX
n ∈ R∗ کنید فرض .٢

در که da′i = ai ،١ ≤ i ≤ n هر برای و d = gcd(a٠, a١, · · · , am) کنید فرض است. ب.م.م
که کنید توجه .a′i ∈ D آن

x = (d)(a′٠ + a′١X + · · ·+ a′nX
n)

،٩.۵.١ تبصره�ی به بنا است. ک.م.م-اول ،D∗ به نسبت a′٠+a′١X+ · · ·+a′nXn می�کنیم ادعا
،t ∈ R# هر برای شود ثابت است کافی

(a′٠ + a′١X + · · ·+ a′nX
n)R ∩ tR ⊆ (a′٠ + a′١X + · · ·+ a′nX

n)tR

r, r′ ∈ R مثل عناصری صورت این در .y ∈ (a′٠+ a′١X + · · ·+ a′nX
n)R∩ tR کنید فرض

.t | r′(a′٠+a′١X+ · · ·+a′nXn) لذا و y = r′(a′٠+a
′
١X+ · · ·+a′nXn) = rt که موجودند

نتیجه در و نمی�کند عاد را (a′٠+ a′١X + · · ·+ a′nXn) ،t لذا و gcd(a′٠, a′١, . . . , a′n) = ١ اما
لذا و t | r′ ،١١.۵.١ گزاره�ی به بنا

y = r′(a′٠ + a′١X + · · ·+ a′nX
n) ∈ t(a′٠ + a′١X + · · ·+ a′nX

n)R

شکافنده اول، عناصر توسط تولیدشده� ضربی مجموعه�ی هر حوزه، بودن اتمی صورت در حال این با
می�شود.

اول عناصر توسط شده تولید ضربی مجموعه�ی هر آن�گاه باشد، اتمی حوزه�ی یک D اگر .٢۵.٢.٣ گزاره
است. شکافنده مجموعه�ای D از

S که کنید توجه ابتدا باشد. اول عناصر توسط تولید�شده ضربی مجموعه�ی یک S کنید فرض برهان.
،x = x١ · · · xn کنید فرض و x ∈ D# کنید فرض حال است. اشباع�شده ،١٢.٢.٣ گزاره�ی به بنا
است. برقرار N(x) = n ازای به ٢٢.٢.٣ لم از ٢ قسمت می�کنیم ادعا باشد. x از اتمی تجزیه�ای
که به�طوری باشد، موجود A مانند P(D) ∩ S عناصر از متناهی گردایه�ای و نباشد چنین کنید فرض
کبوتری، و لانه اصل و ۶.١.١ گزاره�ی از ٢ قسمت به بنا صورت این در .Γ(A) | x١ · · · xn و n ⪇ |A|
با امر این که Γ(B) | xi و ٢ ≤ |B| که موجودند B مانند A از زیرگردایه�ای همچنین و ١ای ≤ i ≤ n

است. تناقض در xi بودن تحویل�ناپذیر
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کران�دار تجزیه�ی حوزه�های ،ACCP حوزه�های اتمی، حوزه�های رده�های هیچ�یک دادیم، نشان که همان�طور
ساکن. توسیع�های تحت نه و می�کنند صعود موضعی�سازی تحت لزوماً نه متناهی، تجزیه�ی حوزه�های و

می�کنند. صعود خاصیت چهار هر باشد، داشته را ویژگی دو هر همزمان توسیع یک که هنگامی اما

D ⊆ DS که به�طوری باشد، ضربی مجموعه�ای S ⊆ D و اتمی حوزه�ی Dیک فرضکنید .١.٣.٣ قضیه
است. اتمی حوزه�ای نیز DS صورت این در شود. ساکن توسیعی

که کنید توجه .s ∈ S و a ∈ D∗ آن در که x = a/s ∈ D#
S و باشد اتمی D کنید فرض برهان.

در a از اتمی تجزیه�ی یک a = a١ · · · an کنید فرض .x ∈ U(DS) صورت این غیر در زیرا ،a ∈ D#
S

حداقل که کنید توجه .ai ∈ U(DS) یا ai ∈ A(DS) ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،٧.٢.٣ لم به بنا باشد. D
a بنابراین .a ∈ U(DS) صورت این غیر در زیرا است، تحویل�ناپذیر لذا و غیریکه DS در aiها از یکی
تجزیه�ای دارای DS در نیز x ،x = a/s

DS∼ a این�که به توجه با لذا و است اتمی تجزیه�ای دارای DS در
است. اتمی

توسیعی D ⊆ DS که به�طوری باشد ضربی مجموعه�ای S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .٢.٣.٣ لم
مثل عنصری آن�گاه ،x١DS ⊊ x٢DS اگر ،x٢ ∈ D∗

S و x١ ∈ D∗ هر برای صورت این در شود. ساکن
.y٢

DS∼ x٢ و x١D ⊊ y٢D که است موجود y٢ ∈ D

y ∈ D#
S مانند عنصری بنابراین .x٢ ̸DS∼ x١ و x٢ |

DS

x١ می�دهد نتیجه x١DS ⊊ x٢DS برهان.

uای ∈ U(DS) ،D ⊆ DS توسیع بودن ساکن به بنا نتیجه در و yx٢ = x١ ∈ D که است موجود
نتیجه در و ux٢ |

D

x١ ،(ux٢)(u−١y) = x١ که این به توجه با لذا و ux٢, u−١y ∈ D که است موجود

(زیرا u−١y ̸∈ U(DS) دیگر سوی از و ux٢
DS∼ x٢ سو یک از که کنید توجه حال .x١D ⊆ (ux٢)D

.x١D ⊊ (ux٢)D نتیجه در و است) فرض خلاف که y ∈ U(DS) صورت، این غیر در

D ⊆ DS که به�طوری باشد، ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .٣.٣.٣ قضیه
است. ACCP حوزه�ی نیز DS آن�گاه باشد، ACCP حوزه�ی D اگر صورت این در شود. ساکن توسیعی

اصلی ایده�آل�های از نامتناهی زنجیری صورت دراین نباشد. ACCP حوزه�ی DS کنید فرض برهان.
و a ∈ D آن در که x١ = a/s کنید فرض است. موجود x١DS ⊊ x٢DS ⊊ · · · مانند DS در
اصلی ایده�آل�های از نامتناهی زنجیری نیز aDS ⊊ x٢DS ⊊ x٣DS ⊊ · · · صورت این در .s ∈ S

هر برای که به�طوری است، موجود {yi}i∈N مانند D عناصر از دنباله�ای می�کنیم ادعا است. DS در
زیرا بود نخواهد ACCP حوزه�ی D وضع این در .ynD ⊊ yn+١D علاوه به و yn

DS∼ xn ،n ∈ N
٢.٣.٣ لم از y١ وجود شد. خواهد D از اصلی ایده�آل�های از نامتناهی زنجیری y١D ⊊ y٢D ⊊ · · ·

در .yi
DS∼ xi ،١ ≤ i ≤ k هر برای و y١D ⊊ · · · ⊊ ykD ،k ∈ N کنید فرض حال می�شود. نتیجه

yk+١
DS∼ xk+١ که است موجود ١+ykای ∈ D ،٢.٣.٣ لم به بنا لذا و ykDS ⊊ xk+١DS صورت این

دارد. وجود شده ذکر خاصیت با yk+١ لذا و ykD ⊊ yk+١D و
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D ⊆ DS که به�طوری باشد، ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .۴.٣.٣ قضیه
تجزیه�ی حوزه�ی نیز DS آن�گاه باشد، کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی D اگر صورت این در شود. ساکن توسیعی

است. کران�دار

r ∈ D# آن در که x = r/s ∈ D#
S کنید فرض و باشد کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی D کنید فرض برهان.

دهیم نشان است کافی ،٣.۴.٢ قضیه�ی از ٢ قسمت به بنا و x DS∼ r این�که به توجه با .s ∈ S و
طول�های مجموعه�ی که کنید توجه ابتدا است. کران�دار DS در r تجزیه�ی ممکن طول�های مجموعه�ی
از تجزیه�ای r = x١ · · · xm کنید فرض حال است. n ∈ N مانند کرانی دارای D در r تجزیه�ی ممکن
موجودند u١, . . . , um مانند DS از یکه�ای عناصر ،٢.٢.٣ گزاره�ی به بنا صورت این در باشد. DS در r
r = (u١x١) · · · (umxm) بنابراین .uixi ∈ D# ،١ ≤ i ≤ m هر برای به�علاوه و u١ · · ·um = ١ که
شد ثابت می�خواستیم که همان�طور بنابراین .m ≤ n نتیجه در و است D در r از m به�طول تجزیه�ای

است. کران دارای DS در x تجزیه�های طول

D ⊆ DS که به�طوری باشد، ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .۵.٣.٣ قضیه
حوزه�ی نیز DS آن�گاه باشد، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D اگر صورت این در شود. ساکن توسیعی

است. متناهی تجزیه�ی

y = b/t ∈ D∗
S کنید فرض .s ∈ S و a ∈ D# آن در که x = a/s ∈ D#

S کنید فرض برهان.
zای ∈ DS برای لذا و y |

DS

a صورت این در .y |
DS

x کنید فرض و t ∈ S و b ∈ D آن در که

.yu, zu−١ ∈ D که به�طوری است موجود uای ∈ U(DS) توسیع، بودن ساکن به بنا .zy = a ∈ D

صورت این در باشد. D در a مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی یک {x١, . . . xn} کنید فرض حال
شریک تقریب با y دادیم، نشان پس .y DS∼ xi لذا و yu D∼ xi که است موجود ١ای ≤ i ≤ n

از کامل مجموعه�ی هر لذا و است {x١, . . . xn} متناهی مجموعه�ی عناصر از یکی با برابر DS در بودن
است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک DS لذا است. متناهی نیز DS در x مقسوم�علیه�های

ACCP حوزه�ی اتمی، D[X]یکحوزه�ی و Dیکحوزه که هنگامی ،١١.٢.٣ مثال به بنا مثال برای
را خاصیت همان نیز D[X,١/X] آن�گاه باشد، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یا کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی ،

دارد.

این در باشد. شکافنده ضربی مجموعه�ی یک ،S ⊆ D و باشد حوزه یک D کنید فرض .۶.٣.٣ قضیه
صورت:

است. idf حوزه�ی نیز DS آن�گاه باشد، idf حوزه�ی D اگر .١

است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی نیز DS آن�گاه باشد، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی D اگر .٢

و a, b ∈ D آن در که y = (bw)/t ∈ A(DS) و x = a/s ∈ D#
S کنید فرض .١ برهان.

b |
DS

a صورت این در .y |
DS

x کنید فرض و است ک.م.م-اول D به نسبت b و s, t, w ∈ S
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توجه اینک .bu = av لذا و b(u/v) = a ،(v ∈ S و u ∈ D) u/vای ∈ DS برای نتیجه در و
که کنید

av = bu ∈ bR ∩ vR = bvR

به بنا دیگر سوی از .b |
D

a نتیجه در و a = bz لذا و av = bvz zای ∈ D برای بنابراین

به بنا D اما است. D در a تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه یک b لذا و b ∈ A(D) ،٢١.٢.٣ تبصره�ی
مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی یک {a١, . . . , an} کنید فرض است. idf حوزه�ی یک فرض
برابر (DS در لذا (و D در بودن شریک تقریب با b صورت این در باشد. D در a تحویل�ناپذیر
یکی با ،DS در بودن شریک تقریب با نیز y نتیجه در و y DS∼ b اما است. aiها از یکی با
مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر بنابراین است. برابر {a١, . . . , an} مجموعه�ی عناصر از

است. idf حوزه�ی یک DS لذا است. متناهی DS در x تحویل�ناپذیر

بنا لذا و است اتمی D به�ویژه صورت این در باشد. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D کنید فرض .٢
کنید فرض و x ∈ D#

S کنید فرض است. اتمی حوزه�ای DS ،١.٣.٣ و ١۶.٢.٣ قضیه�های به
و ١ ≤ i ≤ n هر برای باشند. DS در x از اتمی تجزیه�ی دو x = y١ · · · ym و x = x١ · · · xn
yj = (bjuj)/vj و xi = (aisi)/ti کنید فرض ،٢١.٢.٣ تبصره�ی از استفاده با و ١ ≤ j ≤ m

ک.م.م-اول S به نسبت bj و ai به�علاوه و ai, bj ∈ A(D) و ti, vj, siو uj ∈ S آن در که
s, t ∈ S مثل عناصری می�شود، نتیجه y١ · · · ym = x١ · · · xn از صورت این در باشند.
نسبت b١ · · · bm و a١ · · · an ،١٠.۵.١ لم به بنا اما .a١ · · · ans = b١ · · · bmt که موجودند
حوزه�ی D چون و x١ · · · xn D∼ y١ · · · ym ،١٩.٢.٣ لم به بنا لذا و هستند ک.م.م-اول S به

است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی DS بنابراین .m = n لذا است، نیم�یکتا تجزیه�ی

موضعی�سازی تحت تجزیه خواص نزول برای شرایطی ۴.٣

می�کنیم. بررسی موضعی�سازی تحت را تجزیه خواص نزول اینک

هر که به�طوری باشد، شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه� یک D کنید فرض .١.۴.٣ قضیه
نیز D آن�گاه باشد، اتمی DS اگر صورت این در باشد. اتمی تجزیه�ای دارای D در S از غیریکه عنصر

است. اتمی

است. ک.م.م-اول S به نسبت a و s ∈ S ،a ∈ D آن در که x = as و x ∈ D# کنید فرض برهان.
کنید فرض

a =

(
a١s١
t١

)
· · ·

(
ansn
tn

)
S به نسبت ai و ai ∈ D و si, ti ∈ S ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن در که باشد DS در a از اتمی تجزیه�ای
نسبت a١ · · · an ،١٠.۵.١ لم به بنا .at١ · · · tn = (a١ · · · an)(s١ · · · sn) داریم است. ک.م.م-اول
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تبصره�ی به بنا دیگر سوی از .a D∼ a١ . . . an ،١٩.٢.٣ لم به بنا نتیجه در است. ک.م.م-اول S به
همچنین است. اتمی تجزیه�ای دارای D در a نتیجه در و ai ∈ A(D) ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،٢١.٢.٣
D در x = as نتیجه در و است D در تحویل�ناپذیر عناصر از حاصل�ضربی یا و یکه یا s فرض، به بنا

است. اتمی تجزیه�ای دارای

توسط شده تولید و شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .٢.۴.٣ قضیه
است. ACCP حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، ACCP حوزه�ی DS اگر صورت این در باشد. اول عناصر

نباشد. ACCP حوزه�ی D اما باشد، ACCP حوزه�ی DS کنید فرض خلف برهان از استفاده با برهان.

است. موجود x١D ⊊ x٢D ⊊ · · · مانند D در اصلی ایده�آل�های از نامتناهی زنجیری صورت این در
ک.م.م-اول S به نسبت ai و ai ∈ D ،si ∈ S آن در که xi = aisi ،i ∈ N هر برای کنید فرض
برای بنابراین .xiDS = xi+١DS = xi+٢DS = · · · که است موجود ای i ∈ N فرض به بنا است.

،١٠.۵.١ لم به بنا ،i ≤ j ⪇ k که j, k ∈ N هر
ajD = xjDS ∩D = xkDS ∩D = akD

هر برای اما .siD ⊊ si+١D ⊊ si+٢D ⊊ · · · بنابراین .sjD ⊊ skD لذا و xjD ⊊ xkD اما
این در اما .sℓ D∼ Γ(Aℓ) که است موجود Aℓ مانند P(D) ∩ S از متناهی زیرگردایه�ای ،ℓ ∈ N
،۶.١.١ گزاره�ی از ٣ قسمت به بنا لذا و Γ(Ak+١) |

D

Γ(Ak) ،i ≤ k که k ∈ N هر برای صورت

دنباله�ای |Ai| ⪈ |Ai+١| ⪈ · · · بنابراین .|Ak+١| ⪇ |Ak| لذا ،sk+١ ̸D∼ sk چون و |Ak+١| ≤ |Ak|
حوزه�ی D و باطل خلف فرض لذا نیست. ممکن چیزی چنین و است طبیعی اعداد از نامتناهی و نزولی

است. ACCP

اول عناصر توسط تولید�شده ضربی مجموعه�ی یک ،S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .٣.۴.٣ قضیه
است. AP حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، AP حوزه�ی DS اگر صورت این در باشد.

آن�گاه ،a ∈ S اگر ،١٣.٢.٣ لم به بنا .a ∈ A(D) و باشد AP حوزه�ی DS کنید فرض برهان.
.a ∈ P(D)

در .a ̸∈ U(DS) ،١.۴.١ و ١٢.٢.٣ گزاره�های به بنا صورت این در .a ̸∈ S کنید فرض حال
DS از اول ایده�آلی aDS لذا و a ∈ P(DS) فرض به بنا لذا و a ∈ A(DS) ،٧.٢.٣ لم به بنا نتیجه
S به نسبت a ،١٣.٢.٣ لم به بنا دیگر سوی از است. D از اول ایده�آلی aDS ∩ D نتیجه در است.
و است D از اول ایده�آلی aD بنابراین .aDS ∩D = aD ،١٧.٢.٣ لم به بنا لذا و است ک.م.م-اول

.a ∈ P(D) لذا
است. AP حوزه�ی یک D لذا و a ∈ P(D) ،a ∈ A(D) هر برای که دادیم نشان بنابراین

توسط تولیدشده و شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .۴.۴.٣ قضیه
یکتا تجزیه�ی حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، یکتا تجزیه�ی حوزه�ی DS اگر صورت این در باشد. اول عناصر

است.
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و است AP حوزه�ی هم DS ،٧.١.٢ قضیه�ی به بنا آن�گاه باشد، یکتا تجزیه�ی حوزه�ی DS اگر برهان.
مجدداً لذا و است اتمی حوزه�ی و AP حوزه�ی D ،٣.۴.٣ و ١.۴.٣ قضیه��های به بنا لذا اتمی. حوزه�ی هم

است. یکتا تجزیه�ی حوزه�ی D ،٧.١.٢ قضیه�ی به بنا

توسط تولیدشده و شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .۵.۴.٣ قضیه
تجزیه�ی حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی DS اگر صورت این در باشد. اول عناصر

است. کران�دار

بنا لذا و است اتمی به�ویژه DS صورت این در باشد. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی DS کنید فرض برهان.
است. اتمی نیز D ،١.۴.٣ قضیه�ی به

تجزیه�ای دو x = y١ · · · ym و x = x١ · · · xn کنید فرض به�علاوه و x ∈ D# کنید فرض حال
A١∩S = ∅ که باشد {x١, . . . , xn} گردایه�ی از افرازی ،{A١|A٢} کنید فرض باشند. D در x از اتمی
که باشد {y١, . . . , ym} گردایه�ی از افرازی ،{B١|B٢} کنید فرض شکل همین به و A٢ ⊆ S و
به نسبت Γ(B١) و Γ(A١) ،١٠.۵.١ و ١٣.٢.٣ لم�های به بنا صورت این در .B٢ ⊆ S و B١∩S = ∅

Γ(A١)
D∼ Γ(B١) ،٢٠.٢.٣ لم به بنا لذا و Γ(A١)Γ(A٢) = Γ(B١)Γ(B٢) اما هستند. ک.م.م-اول S

.|A٢| = |B٢| ،۶.١.١ گزاره�ی از ٣ قسمت به بنا لذا و A٢, B٢ ⊆ P(D) اما .Γ(A٢)
D∼ Γ(B٢) و

ثابت عددی هستند، S در که تجزیه از مولفه�هایی تعداد ،x از اتمی تجزیه�ی هر برای دادیم نشان پس
برای و است کران�دار نیستند، S در که تجزیه از مولفه�هایی تعداد دهیم نشان است کافی حال است.
آن�گاه باشد، ک.م.م-اول S به نسبت a اگر ،a ∈ D# هر برای کنیم، ثابت است کافی نیز منظور این

است. کران�دار a از اتمی تجزیه�ی ممکن طول�های
تجزیه�ای a = a١ · · · ak کنید فرض باشد. ک.م.م-اول S به نسبت a و a ∈ D# کنید فرض پس
گزاره�ی به بنا لذا و ai ̸∈ S ،١ ≤ i ≤ k هر برای ،١۵.٢.٣ تبصره�ی از به بنا باشد. D در a از اتمی
تجزیه�ای a = a١ · · · ak بنابراین .ai ∈ A(DS) ،٧.٢.٣ لم به بنا نتیجه در .ai ̸∈ U(DS) ،١.۴.١
کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی DS چون لذا و LD(a) ⊆ LDS

(a) نتیجه در و هست نیز DS در a از اتمی
است. متناهی LD(a) نتیجه در و LDS

(a) است،

توسط تولیدشده و شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .۶.۴.٣ قضیه
است. idf حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، idf حوزه�ی DS اگر صورت این در باشد. اول عناصر

نسبت a و x = as که موجودند a ∈ D∗ و s ∈ S عناصر صورت این در .x ∈ D# کنید فرض برهان.
a تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی یک A کنید فرض به�علاوه است. ک.م.م-اول S به
c١, . . . , cn ∈ A(D) ،n ∈ N ،٢١.٢.٣ تبصره�ی به بنا یا و a ∈ U(D) یا صورت این در DSباشد. در

که موجودند s١, . . . , sn, t١, . . . , tn ∈ S و
A = {c١s١

t١
, . . . ,

cnsn
tn

}

گردایه�ای که کنید توجه همچنین است. ک.م.م-اول S به نسبت ci ،١ ≤ i ≤ n هر برای به�علاوه و
.s D∼ Γ(B) که است موجود B مانند S ∩ P(D) عناصر از متناهی
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به بنا صورت این در باشد. S از عضوی y کنید فرض ابتدا .y |
D

x و y ∈ A(D) کنید فرض اینک

عاد D در را a ،S ∩D# عناصر از هیچ�یک ،١٣.۵.١ لم به بنا که کنید توجه .y ∈ P(D) ،١٣.٢.٣ لم
متناهی گردایه�ی عناصر از یکی با y لذا و y | s اول، عنصر تعریف به بنا حالت، این در لذا و نمی�کنند
در .y ̸∈ U(DS) ،١.۴.١ و ١٢.٢.٣ گزاره�های به بنا لذا و y ̸∈ S کنید فرض حال است. شریک B

ک.م.م-اول S به نسبت y ،١٣.٢.٣ لم به بنا به�علاوه و y ∈ A(DS) ،٧.٢.٣ لم به بنا صورت این
DS در y لذا و a ̸∈ U(DS) وضع این در که است واضح .y |

DS

a ،١٢.۵.١ لم به بنا لذا و است

u/vای ∈ U(DS) برای بنابراین است. شریک (csi)/ti مثل A متناهی مجموعه�ی عناصر از یکی با
لذا و هستند ک.م.م-اول S به نسبت دو هر c و y اما .yvti = csiu ولذا y = ((csi)/ti)(u/v)

متناهی گردایه�ی عناصر از یکی با y صورت، هر در که شد ثابت پس .y D∼ c ،١٩.٢.٣ لم به بنا
x تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر بنابراین است. شریک D در {c١, . . . , cn} ∪B

است. idf حوزه�ی D لذا و است متناهی D در

توسط شده تولید و شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D و حوزه یک D کنید فرض .٧.۴.٣ قضیه
تجزیه�ی حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی DS اگر صورت این در باشد. اول عناصر

است. متناهی

حوزه�ی DS ،٢.۶.٢ قضیه�ی به بنا صورت این در باشد. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی DS کنید فرض برهان.
و است idf حوزه�ی و اتمی حوزه�ی D ،۶.۴.٣ و ١.۴.٣ قضیه��های به بنا لذا و است idf حوزه�ی و اتمی

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی D ،٢.۶.٢ قضیه�ی به بنا مجدداً لذا

حوزه�ی یک DS و شکافنده ضربی مجموعه�ی یک S ⊆ D∗ و حوزه یک D کنید فرض .٨.۴.٣ قضیه
عناصر تمام اگر تنها و اگر است نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D صورت این در باشد. نیم�یکتا تجزیه�ی

باشند. برابر S عنصر یک از اتمی تجزیه�ی دو هر طول به�علاوه و باشند اتمی تجزیه�ی دارای S
تجزیه�ی حوزه�ی یک D آن�گاه باشد، اول عناصر توسط تولیدشده و شکافنده S اگر خاص، حالت در

باشد. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک DS اگر تنها و اگر است نیم�یکتا

از اتمی تجزیه�ی دو هر طول به�علاوه و باشند اتمی تجزیه�ی دارای S عناصر تمام کنید فرض ابتدا برهان.
x = a١ · · · an کنید فرض است. اتمی حوزه�ی یک D ،١.۴.٣ قضیه�ی به بنا باشند. برابر S عنصر یک
ترتیب به {B١|B٢} و {A١|A٢} کنید، فرض باشند. D در x از اتمی تجزیه�ی دو ،x = b١ · · · bm و

که به�طوری باشند، {b١, . . . , bm} و {a١, . . . , an} گردایه�های از افراز�هایی
B١ ∩ S = A١ ∩ S = ∅ و A٢, B٢ ⊆ S

برای ،١.۴.١ گزاره�ی و ٧.٢.٣ لم به بنا لذا و هستند ک.م.م-اول S به نسبت B١ و A١ ،١٣.٢.٣ لم به بنا
Γ(A١)Γ(A٢) = Γ(B١)Γ(B٢) ،١٩.٢.٣ لم به بنا همچنین .a, b ∈ A(DS) ،b ∈ B١ و a ∈ A١ هر
نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی فرض، به بنا DS اما .Γ(A٢)

D∼ Γ(B٢) و Γ(A١)
D∼ Γ(B١) می�دهد نتیجه
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لذا و |A٢| = |B٢| ،S درباره�ی قضیه فرض به بنا دیگر، سوی از .|A١| = |B١| لذا و است
است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی D بنابراین .n = |A١|+ |B١| = |A٢|+ |B٢| = m

تجزیه�ی دارای S عناصر تمام آن�گاه باشد، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی D اگر که است واضح برعکس،
است. برابر S عنصر یک از اتمی تجزیه�ی دو هر طول به�علاوه و هستند اتمی

نتیجه ۶.٣.٣ قضیه�ی از ٢ قسمت و ۶.١.١ گزاره�ی از ٣ قسمت به بنا خاص“، حالت ”در قسمت
می�شود.





۴ فصل

چندجمله�ای توسیع

نشان ١.۴ بخش در ابتدا می�کنیم. بررسی چندجمله�ای توسیع تحت را تجزیه خواص رفتار فصل این در
می�کنیم ثابت ٢.۴ بخش در سپس می�کنند. نزول چندجمله�ای توسیع تحت تجزیه خواص تمام می�دهیم،
چندجمله�ای توسیع تحت ACCP حوزه�های و متناهی تجزیه�ی حوزه�های کران�دار، تجزیه�ی حوزه�های
و می�کنیم بررسی جهت�دار اجتماع�های تحت را تجزیه خواص رفتار ٣.۴ بخش در سپس می�کنند. صعود
صعود متغیر یک با چندجمله�ای توسیع تحت که تجزیه خواص از کدام هر می�کنیم ثابت آن از استفاده با
۴.۴ ،٣.۴ بخش�های در می�کنند. صعود نیز متغیر دلخواه تعداد هر با چندجمله�ای توسیع تحت می�کنند،
و idf حوزه�های اتمی، حوزه�های می�دهند، نشان ترتیب به که می�شوند معرفی نقضی مثال�های ۵.۴ و

نمی�کنند. صعود چندجمله�ای� توسیع تحت نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�های

چندجمله�ای توسیع تحت تجزیه خواص نزول ١.۴

این�که به توجه با می�کنند. نزول چندجمله�ای توسیع تحت تجزیه خواص تمام می�دهیم، نشان ابتدا
چیز هر از پیش است بهتر هستند، تکواری حوزه�های از خاصی حالت حوزه، یک روی چندجمله�ای�های
N∪ {٠} جمعی تکواره��ی که کنید توجه کنیم. بازنویسی خاص، حالت این در را ٧.۶.١ و ۶.۶.١ احکام

می�کند. صدق ٧.۶.١ نتیجه�ی شرایط در

صورت: این در .R = D[X] و باشد حوزه یک D کنید فرض .١.١.۴ لم

هر برای صورت این در .n ∈ N ∪ {٠} و a ∈ D∗ آن در که f = aXn ∈ R کنید فرض .١
و m ≤ n ،g = bXm که موجودند b ∈ D∗ و m ∈ N ∪ {٠} آن�گاه ،g |

R

f اگر ،g ∈ R

.b |
D

a

.U(D) = U(R) .٢

.x ∈ A(R) اگر تنها و اگر x ∈ A(D) ،x ∈ D هر برای .٣

٧١
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صورت: این در ١.R = D[X] و باشد حوزه یک D کنید فرض .٢.١.۴ گزاره

.LD(x) = LR(x) ،x ∈ D∗ هر برای به�علاوه و است اتمی نیز D آن�گاه باشد، اتمی R اگر .١

تجزیه�ی حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، نیم�یکتا) تجزیه�ی (حوزه�ی کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی R اگر .٢
است. نیم�یکتا) تجزیه�ی (حوزه�ی کران�دار

متناهی تجزیه�ی حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، (idf (حوزه�ی متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک R اگر .٣
است. (idf (حوزه�ی

است. ACCP حوزه�ی نیز D آن�گاه باشد، ACCP حوزه�ی یک R اگر .۴

این در باشد. R در x از اتمی تجزیه�ی یک x = x١ · · · xn و x ∈ D# کنید فرض .١ برهان.
xi ∈ D لذا و deg(xi) = ٠ ،١.١.۴ لم از ١ قسمت به بنا ،١ ≤ i ≤ n هر برای صورت
تجزیه�ی یک x = x١ · · · xn بنابراین .xi ∈ A(D) ،١.١.۴ لم از ٣ قسمت به بنا نتیجه در و
،x ∈ D∗ هر برای به�علاوه و است اتمی حوزه�ی یک D بنابراین هست. نیز D در x از اتمی

.LR(x) ⊆ LD(x)

در باشد. D در x از اتمی تجزیه�ی یک x = x١ · · · xn کنید فرض و x ∈ D# کنید فرض حال
x = x١ · · · xn لذا و xi ∈ A(R) ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،١.١.۴ لم از ٣ قسمت به بنا صورت این
.LR(x) = LD(x) لذا و LR(x) ⊇ LD(x) بنابراین هست. نیز R در x از اتمی تجزیه�ی یک

اینک است. اتمی به�ویژه R آن�گاه باشد، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یا کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی R اگر .٢
.LR(x) = LD(x) ،x ∈ D∗ هر برای ،١ قسمت به بنا که کنید توجه است کافی

یک A کنید فرض و x ∈ D# کنید فرض باشد. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی R کنید فرض ابتدا .٣
لذا است، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی R چون باشد. R در x مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی
عنصری لذا و y |

R

x صورت این در .y |
D

x و y ∈ D∗ کنید فرض حال است. متناهی A

هر بنابراین .y D∼ a ،١.١.۴ لم از ٢ قسمت به بنا لذا و y R∼ a که است موجود a ∈ A مثل
متناهی مجموعه�ی عناصر از یکی با برابر ،D در بودن شریک تقریب با ،D در x از مقسوم�علیه

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی D لذا و است A

کامل مجموعه�ی یک A کنید فرض و x ∈ D# کنید فرض باشد. idf حوزه�ی R کنید فرض حال
است. متناهی A لذا است، idf حوزه�ی R چون باشد. R در x تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از
y ∈ A(R) ،١.١.۴ لم از ٣ قسمت به بنا .y |

R

x لذا و y |
D

x و y ∈ A(D) کنید فرض حال

.y D∼ a ،١.١.۴ لم از ٢ قسمت به بنا لذا و y R∼ a که است موجود a ∈ A مثل عنصری لذا و

نیز باشد متغیر دلخواه تعداد با چندجمله�ای حلقه�ی R که زمانی برای گزاره این احکام که کرد بررسی می�توان سادگی به ١

متغیرها تعداد که حالتی در برقرارند. است، متناهی متغیرها تعداد که زمانی برای احکام این که است واضح است. برقرار
است، موجود F مانند متغیرها از متناهی مجموعه�ای ،f ∈ R# هر برای که کنید توجه است کافی نیز باشند نامتناهی

هست. نیز D[F ] در f از تجزیه�ای R در f از تجزیه هر به�علاوه و f ∈ D[F ]# که به�طوری



٧٣ می�کنند صعود چندجمله�ای توسیع تحت که خواصی .٢.۴

عناصر از یکی با برابر ،D در بودن شریک تقریب با ،D در x تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه هر بنابراین
است. idf حوزه�ی D لذا و است A متناهی مجموعه�ی

که است واضح باشد. D از اصلی ایده�آل�های از زنجیری a١D ⊆ a٢D ⊆ · · · کنید فرض .۴
،n ≤ m که m ∈ N هر برای که به�طوری است، موجود nای ∈ N لذا و a١R ⊆ a٢R ⊆ · · ·
و am D∼ am+١ ،١.١.۴ لم از ٢ قسمت به بنا نتیجه در و am R∼ am+١ لذا و amR = am+١R

D نتیجه در می�شود. متوقف سرانجام a١D ⊆ a٢D ⊆ · · · زنجیر لذا .amD = am+١D لذا
است. ACCP حوزه�ی

می�کنند صعود چندجمله�ای توسیع تحت که خواصی ٢.۴

مثال (برای است چندجمله�ای توسیع تحت رده این صعود یکتا، تجزیه�ی حوزه�های مهم خواص از یکی
کران�دار تجزیه�ی حوزه�های ،ACCP حوزه�های می�دهیم نشان بخش این در .( ببینید را [٧.٣.٩ قضیه ،٩]
متغیر) متناهی تعداد هر با لذا متغیر(و یک با چندجمله�ای توسیع تحت متناهی، تجزیه�ی حوزه�های و

می�کنند. صعود

است. ACCP حوزه�ی نیز D[X] آن�گاه باشد، ACCP حوزه�ی D اگر .١.٢.۴ قضیه

باشد. D[X] اصلی ایده�آل�های از صعودی زنجیر یک f١D[X] ⊆ f٢D[X] ⊆ . . . کنید فرض برهان.
،m ≤ n که n ∈ N هر برای که است موجود mای ∈ N لذا و deg(fi+١) ≤ deg(fi) ،i ∈ N هر برای
.lc(fi)D ⊆ lc(fi+١)D لذا و lc(fi+١) |

D

lc(fi) ،i ∈ N هر برای دیگر سوی از .deg fn = deg fn+١

می�شود متوقف سرانجام lc(f١)D ⊆ lc(f٢)D ⊆ · · · زنجیر نتیجه در و است ACCP حوزه�ی D اما
بنابراین .lc(fn)D = lc(fn+١)D ،m′ ≤ n که n ∈ N هر برای که است موجود ′mای ∈ N لذا و
مثل عنصری نتیجه در و lc(fn) D∼ lc(fn+١) و deg(fn) = deg(fn+١) ،max(m,m′) ≤ n هر برای
.fnD = fn+١D لذا و fn

D[X]∼ fn+١ لذا و fn = ufn+١ که است موجود u ∈ U(D)(= U(D[X]))

ACCP حوزه�ی D[X] لذا می�شود. متوقف سرانجام f١D[X] ⊆ f٢D[X] ⊆ . . . زنجیر بنابراین
است.

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی نیز D[X] آن�گاه باشد، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D اگر .٢.٢.۴ قضیه

به و نباشد متناهی تجزیه�ی حوزه�ی D[X] اما باشد، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی D کنید فرض برهان.
مثل مقسوم�علیه�ها از کامل مجموعه�ی یک دارای D[X] در f ∈ D[X]# کنید فرض می�رسیم. تناقض
تجزیه�ی حوزه�ی یک K[X] بگیرید. نظر در K را D کسرهای میدان است. نامتناهی که باشد {fi}i∈Λ
در f مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر نتیجه در و است متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک لذا و یکتا
که است موجود {fi}i∈∆ مانند {fi}i∈Λ از نامتناهی مجموعه�ای زیر بنابراین است. متناهی K[X]

آن�ها درجه�های به�خصوص لذا و هستند شریک K[X] در اما غیرشریک D[X] در دو به دو آن عناصر



چندجمله�ای توسیع .۴ ٧۴

و Dاست در lc(f) مقسوم�علیه�های از نامتناهی مجموعه�ای {lc(fi)}i∈∆ که کنید توجه حال است. برابر
{lc(fi)}i∈Ω مانند {lc(fi)}i∈∆ از نامتناهی زیرمجموعه�ای لذا است، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی D چون
{fi}i∈∆ از هم�درجه و متمایز عنصر دو پس هستند. شریک D در دو به دو آن عناصر که است موجود
an

D∼ bn اولا که موجودند h = b٠ + b١X + · · ·+ bnX
n و g = a٠ + a١X + · · ·+ anX

n مانند
بنابراین .an = kbn kای ∈ K برای لذا و g K[X]∼ h به�علاوه و an = ubn uای ∈ U(D) برای لذا و
تناقض به لذا و هستند غیرشریک D[X] در {fi}i∈∆ عناصر فرض، به بنا اما .g D[X]∼ h لذا و k = u

است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک D[X] لذا و است باطل خلف فرض بنابراین می�رسیم.

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی D[X]نیز آن�گاه باشد، کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی Dیک اگر .٣.٢.۴ قضیه

بگیرید. نظر در ℓ′(f) = ℓD(lc(f)) + deg(f) ضابطه�ی با را ℓ′ : D[X]∗ → N ∪ {٠} تابع برهان.
،x, y ∈ D[X]∗ هر برای دهیم نشان است کافی ،٣.۴.٢ قضیه�ی از ٣ قسمت به بنا

x ∈ U(D[X])(= U(D)) اگر تنها و اگر ℓ′(x) = ٠ .١

.ℓ′(x) + ℓ′(y) ≤ ℓ′(xy) .٢

تجزیه�ی حوزه�ی D زیرا ،ℓD(lc(f)) ̸= ∞ ،f ∈ D[X]∗ هر برای که کنید توجه چیز هر از پیش
.ℓ′(f) ̸= ∞ نتیجه در و است کران�دار

deg(x) = ٠ اگر تنها و اگر ℓD(lc(x))+deg(x) = ٠ اگر تنها و اگر ℓ′(x) = ٠ کنید، توجه حال
آخرین (که .x ∈ U(D) اگر تنها و اگر ℓD(x) = ٠ و x ∈ D∗ اگر تنها و اگر ℓD(lc(x)) = ٠ و

می�کند. صدق ١ شرط در ℓ′ بنابراین می�شود). نتیجه ١٠.١.٢ گزاره�ی از ٣ قسمت از نتیجه�گیری،
صورت: این در .x, y ∈ D[X]∗ کنید فرض اینک

ℓ′(xy) = ℓD(lc(xy)) + deg(xy)

= ℓD(lc(xy)) + deg(x) + deg(y)

≤ ℓD(lc(x)) + ℓD(lc(y)) + deg(x) + deg(y)

= ℓD(lc(x)) + deg(x) + ℓD(lc(y)) + deg(y)

= ℓ′(x) + ℓ′(y)

می�کند. صدق نیز ٢ شرط در ℓ′ بنابراین

چندجمله�ای در متغیرها تعداد که زمانی برای بخش این قضیه�ی سه هر کرد، ثابت می�توان به�سادگی
بخش در و جهت�دار اجتماع�های از خاص حالتی عنوان به را امر این ما اما برقرارند. نیز باشند نامتناهی

می�کنیم. ثابت بعد



٧۵ متغیر دلخواه تعداد با چندجمله�ای�های و جهت�دار اجتماع�های .٣.۴

متغیر دلخواه تعداد با چندجمله�ای�های و اجتماع�هایجهت�دار ٣.۴

می�گوییم، ساکن Aرا باشد. حوزه�ها از جهت�دار٢ خانواده�ای ،A = {Da}a∈I فرضکنید .١.٣.۴ تعریف
باشد. ساکن توسیعی Da١ ⊆ Da٢ آن�گاه ،Da١ ⊆ Da٢ اگر ،a١, a٢ ∈ I هر برای هرگاه

می�کنیم. ارایه ساکن جهت�دار خانواده�های از مثال یک حال

حوزه�ی آن�گاه باشد، متغیرها از دلخواه مجموعه�ای {Xi}i∈I و حوزه یک D کنید فرض .٢.٣.۴ مثال
مجموعه�ی عناصر اجتماع با برابر D[{Xi}i∈I ]

∆ = {D[X١, . . . , Xn] | Xj ∈ {Xi}i∈I ،١ ≤ j ≤ n هر {برای

∆ که است واضح است. متناهی f ∈ D[{Xi}i∈I ] هر در ظاهرشده متغیرهای تعداد زیرا است،
آن�گاه باشند، متغیرها از دلخواه مجموعه�ی دو X ⊆ Y هرگاه همچنین است. جهت�دار خانواده�ای
ساکن و جهت�دار خانواده�ای ∆ بنابراین است. ساکن) قویاً واقع ساکن(در توسیع یک D[X] ⊆ D[Y ]

است. حوزه�ها از

.D =
∪

a∈I Da و باشد حوزه�ها از ساکن و جهت�دار خانواده�ای A = {Da}a∈I کنید فرض .٣.٣.۴ لم
است. ساکن توسیعی Db ⊆ D ،b ∈ I هر برای صورت این در

a١, a٢ ∈ I مانند عناصری صورت این در .xy ∈ Db و b ∈ I ،x, y ∈ D∗ کنید فرض برهان.
که است موجود c ∈ I مثل عنصری ،A بودن جهت�دار به بنا .y ∈ Da٢ و x ∈ Da١ که دارند وجود
موجود u ∈ U(Dc) مثل عنصری لذا است، ساکن توسیعی Db ⊆ Dc چون .Da١ , Da٢ , Db ⊆ Dc

.u ∈ U(D) که کنید توجه است کافی حال .ux, u−١y ∈ Db که است

صورت این در باشد. اتمی حوزه�های از ساکن و جهت�دار خانواده�ای {Da}a∈I کنید فرض .۴.٣.۴ قضیه
است. اتمی حوزه�ی نیز D =

∪
a∈I Da

که کنید توجه .x ∈ Db که است موجود bای ∈ I صورت این در .x ∈ D# کنید فرض برهان.
از اتمی تجزیه�ای x = x١ · · · xn کنید فرض حال .x ∈ U(D) صورت این غیر در زیرا ،x ∈ D#

b

یا xi ∈ A(D) ،١ ≤ i ≤ n هر برای ،٧.٢.٣ و ٣.٣.۴ لم�های به بنا صورت این در باشد. Db در x
.(x ∈ U(D) صورت این غیر در زیرا است، اتم لذا و غیریکه xiها از یکی حداقل (البته xi ∈ U(D)

دارد. اتمی تجزیه�ای نیز D در x بنابراین

این در باشد. ACCP حوزه�های از ساکن و جهت�دار خانواده�ای {Da}a∈I کنید فرض .۵.٣.۴ قضیه
است. ACCP حوزه�ی D =

∪
a∈I Da صورت

موجود x١D ⊊ x٢D ⊊ · · · مثل نامتناهی زنجیری لذا و نباشد ACCP حوزه�ی D کنید فرض برهان.
که است موجود b ∈ I مثل عنصری لذا و x١ ̸= ٠ کرد، فرض می�توان کلیت رفتن دست از بدون باشد.

.Db ⊆ Dc و Da ⊆ Dc که به�طوری باشد، موجود cای ∈ I ،a, b ∈ I هر برای یعنی ٢
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به�طوری است، موجود {yi}i∈N مانند Db عناصر از دنباله�ای می�کنیم ثابت استقرا با حال .x١ ∈ D#
b

،j ∈ N هر برای که

.yj D∼ xj .١

.yj−١Db ⊊ yjDb آن�گاه ،٢ ≤ j اگر .٢

.yk−١Db ⊊ ykDb آن�گاه ،٢ ≤ y اگر و yk D∼ xk ،k ∈ N کنید فرض حال .y١ := x١ دهید قرار
Db ⊆ D اما .yk = xk+١z ،z ∈ D# مانند عنصری برای لذا و ykD ⊊ xk+١D صورت این در
دهید قرار حال ،uxk+١, u−١z ∈ Db که است موجود uای ∈ U(D) لذا و است ساکن توسیع یک
این غیر در زیرا u−١z ̸∈ U(Db) دیگر سوی از .yk+١ D∼ xk+١ صورت این در .yk+١ := uxk+١

.ykDb ⊊ yk+١Db بنابراین است. تناقض که z ∈ U(D) لذا و u−١z ∈ U(D) صورت
تناقض که نیست ACCP حوزه�ی Db لذا و y١Db ⊊ y٢Db ⊊ · · · که کنید توجه است کافی اینک

است. ACCP حوزه�ی D نتیجه در و باطل خلف فرض لذا است.

باشد. کران�دار تجزیه�ی حوزه�های از ساکن و جهت�دار خانواده�ای {Da}a∈I کنید فرض .۶.٣.۴ قضیه
است. کرا�ن�دار تجزیه�ی حوزه�ی نیز D =

∪
a∈I Da صورت این در

از تجزیه یک x = x١ · · · xn کنید فرض .x ∈ D#
b bای ∈ I برای لذا و x ∈ D# کنید فرض برهان.

که موجودند u١, . . . , un ∈ U(D) مانند عناصری ،٢.٢.٣ گزاره�ی به بنا صورت این در باشد. D در x
غیر در زیرا uixi ∈ D#

b که کنید توجه .uixi ∈ Db ،١ ≤ i ≤ n هر برای به�علاوه و u١ · · ·un = ١
Db در x از تجزیه�ای x = (u١x١) · · · (unxn) بنابراین است. فرض خلاف که xi ∈ U(D)صورت این
ممکن طول�های از زیرمجموعه�ای D در x تجزیه�ی ممکن طول�های مجموعه�ی کردیم ثابت پس است.
مجموعه�ی ،۴.٣.٢ قضیه�ی به بنا لذا و است کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی Db اما است. Db در x تجزیه�ی
نیز D در x تجزیه�ی ممکن طول�های مجموعه�ی لذا و است متناهی Db در x تجزیه�ی ممکن طول�های

است. کران�دار تجزیه�ی حوزه�ی D ،۴.٣.٢ قضیه�ی به بنا نتیجه در است. متناهی

دهید قرار و باشد اتمی حوزه�های از ساکن و جهت�دار خانواده�ی یک {Da}a∈I کنید فرض .٧.٣.۴ لم
.x ∈ A(Db) که است موجود bای ∈ I آن�گاه ،x ∈ A(D) اگر صورت این در .D =

∪
a∈I Da

x = x١ · · · xn کنید فرض .x ∈ D#
c لذا ،x ∈ D# چون .x ∈ Dc و x ∈ A(D) کنید فرض برهان.

کلیت رفتن دست از بدون و xiها از یکی دقیقاً صورت این در باشد. Dc در x از اتمی تجزیه�ی یک
هر برای به�علاوه و Dc ⊆ Db که است موجود bای ∈ I بودن، جهت�دار به بنا است. غیریکه D در x١

.x ∈ A(Db) لذا و x١ ∈ A(Db) ،٧.٢.٣ لم به بنا نتیجه در و xi, x−١i ∈ Db ،٢ ≤ i ≤ n

نیم�یکتا(یکتا) تجزیه�ی حوزه�های از ساکن و جهت�دار خانواده�ای {Da}a∈I کنید فرض .٨.٣.۴ قضیه
است. نیم�یکتا(یکتا) تجزیه�ی حوزه�ی نیز D =

∪
a∈I Da صورت این در باشد.

لم به بنا باشند. x ∈ D# از اتمی تجزیه�ی دو x = y١ · · · ym و x = x١ · · · xn کنید فرض برهان.
١ ≤ i ≤ n هر برای که به�طوری� موجودند، Da١ , . . . , Dan , Db١ , . . . , Dbm مانند حوزه�هایی ،٧.٣.۴
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cای ∈ I بودن، جهت�دار به بنا دیگر سوی از .xi ∈ A(Dai)و yj ∈ A(Dbj) ،١ ≤ j ≤ m و
،٧.٢.٣ لم به بنا لذا و Dai , Dbi ⊆ Dc ،١ ≤ j ≤ m و ١ ≤ i ≤ n هر برای که است موجود
و هستند Dc در x از اتمی تجزیه�ی دو x = y١ · · · ym و x = x١ · · · xn بنابراین .xi, yj ∈ A(Dc)

نیز یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک Dc به�علاوه اگر .m = n لذا است، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک Dc چون
بود. خواهند نیز هم�ارز D در لذا و Dc در اتمی تجزیه�ی دو این آن�گاه باشد

باشد. متناهی تجزیه�ی حوزه�های از ساکن و جهت�دار خانواده�ای {Da}a∈I کنید فرض .٩.٣.۴ قضیه
است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی نیز D =

∪
a∈I Da صورت این در

مجموعه�ی یک {x١, . . . , xn} کنید فرض .x ∈ D#
a aای ∈ I برای لذا و x ∈ D# کنید فرض برهان.

.x = yz zای ∈ D∗ برای لذا و y |
D

x yای ∈ D# برای و باشد Da در x مقسوم�علیه�های از کامل

این�که به توجه با لذا و u−١y, uz ∈ Da داریم uای ∈ U(D) برای ،Da ⊆ D توسیع بودن ساکن به بنا
با y نتیجه، در .y D∼ xi لذا و u−١y D∼ xi لذا و u−١y Da∼ xi داریم ١ای ≤ i ≤ n برای ،u−١y |

Da

x

D بنابراین است. {x١, . . . , xn} متناهی مجموعه�ی عناصر از یکی با برابر D در بودن شریک تقریب
است. متناهی تجزیه�ی حوزه�ی یک

تعداد با چندجمله�ای توسیع�های در تجزیه خواص صعود مساله�ی بخش، این قضایای استفاده با اینک
می�کنیم. بررسی را متغیر دلخواه

و متناهی تجزیه�ی حوزه�های کران�دار، تجزیه�ی حوزه�های ،ACCP حوزه�های رده�های .١٠.٣.۴ قضیه
می�کنند. صعود متغیر دلخواه تعداد با چندجمله�ای توسیع�های تحت یکتا تجزیه�ی حوزه�های

حفظ متغیر متناهی تعداد با چندجمله�ای توسیع تحت خواص این همه�ی می�شود ثابت استقرا با برهان.
از ساکن و جهت�دار اجتماعی متغیر، دلخواه تعداد با چندجمله�ای�های ،٢.٣.۴ مثال به بنا می�شوند.
و ٨.٣.۴ ،۶.٣.۴ ،۵.٣.۴ قضیه�های به بنا دیگر سوی از و هستند متغیر متناهی تعداد با چندجمله�ای�های

می�شود. نتیجه بلافاصله حکم می�کنند. صعود ساکن و جهت�دار اجتماع�های تحت رده�ها این ٩.٣.۴

چندجمله�ای توسیع� در اتمی حوزه�های صعود ۴.۴

آغاز چندجمله�ای توسیع�های تحت بودن اتمی صعود برای کافی و لازم شرط یک ارایه�ی با را بحث
می�کنیم.

معادل�اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .١.۴.۴ قضیه

است. اتمی حوزه�ی R = D[{Xi}i∈I ] ،{Xi}i∈I مانند متغیرها از مجموعه هر برای .١

R = D[{Xi}i∈I ] و |I| ̸= ١ که است موجود ،{Xi}i∈I مانند متغیرها از ناتهی مجموعه�ی یک .٢
است. اتمی حوزه�ای
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است. م.م.ب حوزه�ی و اتمی حوزه�ی D .٣

است. واضح (١ =⇒ ٢) برهان.
کنید فرض حال است. اتمی حوزه�ی D ،٢.١.۴ گزاره�ی از ١ قسمت به بنا (٢ =⇒ ٣)

f = a١X١ + a٢X
٢
١ + · · ·+ an−١X

n−١
١ + anX٢ ∈ R

D∗ عضو یکی، دقیقاً به�جز مولفه�ها همه�ی ،f از اتمی تجزیه�ی هر در .a١, . . . , an ∈ D∗ آن در که
شکل به f از اتمی تجزیه�ی هر لذا و هستند

(c١) · · · (cm)(a′١X + a′٢X
٢ + · · ·+ a′n−١X

n−١ + a′nY )

.(c١) · · · (cm) ∈ MCDD(a
′
١, a

′
٢, . . . , a

′
n) لذا و gcd(a′١, a

′
٢, . . . , a

′
n) = ١ که کنید توجه است.

است. م.م.ب حوزه�ی Dیک بنابراین هستند. م.م.ب ∗Dدارای عناصر از متناهی مجموعه�ی هر بنابراین
پس است. اتمی تجزیه�ی دارای R در f آن�گاه ،f ∈ D اگر .f ∈ R# کنید فرض (٣ =⇒ ١)
و نوشت تجزیه�ناپذیر چندجمله�ای�های از حاصل�ضربی به�صورت را f می�توان .١ ≤ deg(f) کنید فرض
فرض پس است. اتمی تجزیه�ای دارای R در f آن�گاه باشد، تجزیه�ناپذیر f اگر دهیم، نشان است کافی لذا
f ′ ∈ R# مثل عنصری صورت این در باشد. f ضرایب از م.م.ب یک c و باشد تجزیه�ناپذیر f کنید
کنید فرض است. اتمی تجزیه�ای دارای R در لذا و D در c فرض به بنا .f = cf ′ که است موجود
یک دارای hi ضرایب ١ای ≤ i ≤ m برای اگر تجزیه�ناپذیرند. hiها آن در که f ′ = h١ · · ·hm
نیز f ′ ضرایب مشترک مقسوم�علیه یک d آن�گاه باشند، d ∈ D# مثل غیریکه مشترک مقسوم�علیه
دارای R در نیز f ′ لذا و هستند تحویل�ناپذیر R در hiها همه�ی بنابراین است. تناقض که بود خواهد

است. اتمی تجزیه�ی یک

مثل چندجمله�ای حوزه�ی هر در که کردیم استفاده واقعیت این از ،(٢ =⇒ ٣) اثبات در که کنید توجه
برای که، معنا این به دارد. وجود دلخواه اندازه�ی هر با تجزیه�ناپذیر“ ”محمل یک متغیر، دو حداقل با R
و |A| = n که به�طوری است، موجود A مثل ١ ضرایب با R تک�جمله�ای�های از مجموعه�ای ،n ∈ N هر
مجموعه�ی با برابر Aاثبات این در (که است تجزیه�ناپذیر f آن�گاه ،supp(f) = A اگر ،f ∈ R هر برای
برای امر این که است این داریم نیاز I ̸= ١ شرط به این�که علت است). {X١, X

٢
١ , . . . , X

n−١
١ , X٢}

اگر ،b١, . . . , bm ∈ D∗ و a١, . . . , an ∈ D∗ هر برای نیست.٣ برقرار متغیر یک با چندجمله�ای�های
در بنابراین .MCD(a١, . . . , an) = MCD(b١, . . . , bm) آن�گاه ،⟨a١, . . . , an⟩D = ⟨b١, . . . , bm⟩D
یک است کافی صرفاً و بیابیم aiها ضرایب با تجزیه�ناپذیر چندجمله�ای یک حتماً ندارد لزومی اثبات این
زیر، حدس برقراری صورت در بنابراین، .c(f) = ⟨a١, . . . , an⟩D که باشد موجود f مثل جمله�ای چند

کرد. حذف قبل قضیه�ی از ٢ قسمت در را |I| ̸= ١ شرط می�توان

یک صورت این در باشد. D از متناهی�مولد ایده�آلی I و حوزه یک D کنید فرض .٢.۴.۴ حدس
.c(f) = I که است موجود f ∈ D[X] مثل تجزیه�ناپذیر چندجمله�ای

است. برقرار زیر حکم شد، ذکر که مطالبی به بنا حال، هر در اما

است. تحویل�پذیر f آن�گاه باشد، عضو ٣ دارای حداقل f محمل اگر ،f ∈ C[X] هر برای مثال ٣برای
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معادل�اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .٣.۴.۴ قضیه

م.م.ب دارای D در ،D[X] در تجزیه�ناپذیر چندجمله�ای هر ضرایب مجموعه�ی و است اتمی D .١
است.

است. اتمی حوزه�ی D[X] .٢

یک D آن�گاه باشد، اتمی D[X] اگر صورت این در باشد. حوزه� یک D کنید فرض .۴.۴.۴ نتیجه
است. ضعیف ب.م.م حوزه�ی

م.م.ب دارای b و a ،٣.۴.۴ قضیه�ی به بنا لذا و است تجزیه�ناپذیر a+bX ،a, b ∈ D∗ هر برای برهان.
نیست. ضعیف ب.م.م حوزه�ی D بنابراین هستند.

آن روی چندجمله�ای�های حلقه�ی که اتمی حوزه�ای یعنی مطلوب، نقض مثال یافتن برای راه یک پس
مثال ساختن روند مبنا، این بر نیست. ضعیف ب.م.م حوزه�ی که است اتمی حوزه�ای یافتن نباشد، اتمی
ضعیف ب.م.م که می�یابیم حوزه�ای از مثالی ابتدا که است صورت این به بخش این در مطلوب نقض
B مانند حوزه�ای به را A مثل حوزه هر بتوان، آن تحت که کرد خواهیم بررسی را روشی سپس نیست،

که: به�طوری داد، توسیع

باشد. اتمی B (∗)

نباشد، ضعیف ب.م.م حوزه�ی A اگر لذا و MCDA(T ) = MCDB(T ) ،T ⊆ A∗ هر برای (∗∗)
بود. نخواهد ضعیف ب.م.م حوزه�ی نیز B آن�گاه

T = D[X, ١
X
] و R = D[X, a

X
] ،a ∈ D∗ باشد، حوزه یک D کنید فرض .۵.۴.۴ تبصره

نوشت f
Xn فرم به می�توان را T عناصر تمام به�علاوه است. T از زیرحلقه�ای R که است واضح .١

.f ∈ D[X] و n ∈ N ∪ {٠} آن در که

که است D در ضرایب با (X)n( a
X
)m فرم به جمله�ای�هایی تک از خطی ترکیبی R از عنصر هر .٢

آن در که باشد f از تک�جمله�ای یک cXk و f ∈ R∗ اگر بنابراین .n,m ∈ N ∪ {٠} آن در
.ak |

D

c آن�گاه ،k ⪇ ٠

قسمت به بنا .x, y ∈ T آن در که aXn = xy و n ∈ N ∪ {٠} ،a ∈ D∗ کنید فرض .٣
بنابراین .y = g

Xℓ و x = f
Xm که به�طوری موجودند، f, g ∈ D[X] و m, ℓ ∈ N ∪ {٠} ،١

v, w ∈ N∪{٠} و b, c ∈ D نتیجه در و هستند تک�جمله�ای� دو هر g و f لذا و aXn+m+ℓ = fg

(v−m)+(w−ℓ) = n وضع، این در که کنید توجه همچنین .g = cXw و f = bXv که موجودند
.bc = a و

نیست. ضعیف ب.م.م که می�کنیم معرفی را حوزه�ای حال
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این در .R = F [Z, { X
Zn ,

Y
Zn | n ∈ N ∪ {٠}}] و باشد میدان یک F کنید فرض .۶.۴.۴ مثال

نیست. ضعیف ب.م.م حوزه�ی R صورت

مقسوم�علیه�های مجموعه�ی ابتدا ندارند. ماکزیمالی مشترک مقسوم�علیه هیچ Y Xو می�دهیم نشان حل.
.CDR(X, Y ) کنید فرض می�کنیم. محاسبه را عنصر دو این مشترک

هر بنابراین است. T = (F [Z, ١
Z
])[X, Y ] حلقه�ی از زیرحلقه�ای ،R که کنید توجه سو یک از

نسبت تک�جمله�ای یک باید Y مقسوم�علیه هر و X متغیر به نسبت تک�جمله�ای یک باید X مقسوم�علیه
زیر C بنابراین است. F [Z, ١

Z
] عضو عنصر دو این مشترک علیه مقسوم هر پس باشد. Y متغیر به

است. A = F [Z, ١
Z
] مجموعه�ی از مجموعه�ای

باید ،۵.۴.۴ تبصره�ی از ٣ قسمت به بنا C عناصر پس .T = (F [X, Y ])[Z, ١
Z
] دیگر سوی از

T در Y و X مشترک مقسوم�علیه�های مجموعه�ی بنابراین باشند. Z متغیر به نسبت تک�جمله�ای�هایی
است. B = {xZn | n ∈ Z و x ∈ F [X, Y ]} مجموعه�ی از زیرمجموعه�ای

بنابراین
C ⊆ A ∩B = {cZn | c ∈ F ∗ و n ∈ Z}

لذا و Zn ̸∈ R ،n ⪇ ٠ هر برای اما
C ⊆ {cZn | c ∈ F و∗ n ∈ N ∪ {٠}}

.(cZn)(c−١Y Z−n) = Y و (cZn)(c−١XZ−n) = X ،c ∈ F ∗ هر و n ∈ N هر برای که کنید توجه
C = {cZn | c ∈ F و n ∈ N} کردیم ثابت بنابراین

ندارد کردن عاد رابطه�ی به نسبت ماکزیمالی عنصر هیچ C دهیم نشان است کافی حکم اثبات برای
زیرا ،Zn ̸R∼ Zn+١ ولی Zn |

R

Zn+١ ،n ∈ N هر برای کنیم، توجه است کافی نیز منظور این برای و
.Z ̸∈ U(R)

می�دهیم: قرار .S ⊆ D∗ و باشد حوزه یک D کنید فرض .٧.۴.۴ تعریف
L(D;S) := D[{Xs | s ∈ S} ∪ { s

Xs

| s ∈ S}]

می�کنیم. بررسی را D ⊆ L(D;S) توسیع اولیه�ی خواص ابتدا

.U(D) = U(R)صورت این در .R = D[X, a
X
] و a ∈ D# باشد، Dیکحوزه فرضکنید .٨.۴.۴ لم

،۵.۴.۴ تبصره�ی از ٣ قسمت به بنا که کنید توجه ابتدا .T = D[X, ١
X
] کنید فرض برهان.

U(T ) = {uXn | u ∈ U(D) و n ∈ Z}

دو از یکی اما .(uXn)(u−١X−n) = ١ صورت این در .uXn ∈ U(R) و n ̸= ٠ کنید فرض حال
که an |

D

u−١ یا an |
D

u ،۵.۴.۴ تبصره�ی از ٢ قسمت به بنا لذا و باشند منفی باید −n یا n عدد

.U(T ) = U(R) بنابراین نیست. ممکن هیچ�یک

صورت: این در .R = L(D;S) و S ⊆ D# باشد، حوزه یک D کنید فرض .٩.۴.۴ قضیه
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U(D) = U(R) .١

.Red(D) ⊆ Red(R) .٢

.a |
R

b اگر تنها و اگر a |
D

b ،a, b ∈ D∗ هر برای .٣

|S| = ١ حالت می�کنیم. ثابت است متناهی S که زمانی برای و استقرا با را حکم ابتدا .١ برهان.
و باشد برقرار |S| = n − ١ که زمانی برای حکم و n ∈ N کنید فرض شد. ثابت ٨.۴.۴ لم در
که کنید توجه .S = {s١, . . . , sn} کنید فرض می�کنیم. ثابت |S| = n که زمانی برای را حکم

R = L(D; {s١, . . . , sn}) = L(L(D; {s١, . . . , sn−١}); sn))

،٨.۴.۴ لم به بنا نتیجه در و
U(R) = U(L(D; {s١, . . . , sn−١}))

استقرا فرض بنا اما
U(D) = U(L(D; {s١, . . . , sn−١}))

.U(D) = U(R) نتیجه در و

که کنید توجه .u ∈ U(R) و باشد دلخواه S کنید فرض اینک
L(D;S) =

∪
{L(D;F ) | F ⊆ S و است متناهی F}

که به�طوری است، موجود E مانند S از متناهی زیرمجموعه�ای لذا و است جهت�دار اجتماعی
.u ∈ U(D) ،E بودن متناهی به بنا نتیجه در و u ∈ U(E) لذا و u, u−١ ∈ L(D;E)

لذا و b, c ∈ R# ،١ قسمت به بنا .b, c ∈ D# آن در که a = bc و a ∈ Red(D) کنید فرض .٢
.a ∈ Red(R)

مجموعه�ی توسط شده تولید آزاد مدول از زیرمدولی D-مدول، یک به�عنوان R که کنید توجه .٣
{Xn١

s١
· · ·Xnk

sn | ni ∈ Z و si ∈ S}

ضریب آن�گاه ،x ∈ R آن در که ax = b مثلا و a |
R

b ,aای b ∈ D برای اگر بنابراین است.

باید است، ناصفر niها از یکی حدا�قل آن در که Xn١
s١ · · ·Xnk

sn مانند x از تک�جمله�ای�هایی تمام
.a |

D

b لذا و x ∈ D یعنی این و باشد صفر با برابر

کند، صدق ٩.۴.۴ قضیه�ی از ٣ خاصیت در که را D ⊆ R مثل حوزه�ها از توسیع هر .١٠.۴.۴ تعریف
می�نامیم. تقسیم حافظ توسیع یک

این در .a, b ∈ D و باشد حوزه�ها از تقسیم حافظ توسیع یک D ⊆ R کنید فرض .١١.۴.۴ گزاره
.a D∼ b آن�گاه ،a R∼ b اگر صورت
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در و b |
D

a و a |
D

b توسیع، بودن تقسیم حافظ به بنا لذا و b |
R

a و a |
R

b آن�گاه a R∼ b اگر برهان.

.a D∼ b نتیجه

می�کنیم. بررسی D ⊆ L(D;S) توسیع تحت را D اتمی عناصر رفتار حال

صورت: این در .R = D[X, a
X
] و a ∈ D# باشد، حوزه یک D کنید فرض .١٢.۴.۴ لم

.A(D) ⊆ A(R) آن�گاه باشد، تحویل�پذیر D در a اگر .١

است). R در a از اتمی تجزیه�ای a = (X)( a
X
) نتیجه در (و X, a

X
∈ A(R) .٢

،۵.۴.۴ تبصره�ی از ٣ و ٢ قسمت�های از ارجاع بدون و آزادانه قسمت، دو هر اثبات طول در برهان.
می�کنیم. استفاده

عناصری صورت این در .y, z ∈ R آن در که x = yz کنید فرض و x ∈ A(D) کنید فرض .١
یا آن�گاه ،n ̸= ٠ اگر .z = z٠X

−n و y = y٠X
n که موجودند nای ∈ N و y٠, z٠ ∈ D مانند

تحویل�ناپذیر و a بودن تحویل�پذیر با امر این که a |
D

x حالت، دو هر در و a |
D

z٠ یا و a |
D

y٠

دست از بدون لذا و y, z ∈ D نتیجه در و n = ٠ بنابراین است. تناقض در D در x بودن
بنابراین .x ∈ R# ،٨.۴.۴ لم به بنا همچنین .y ∈ U(R) نتیجه در و y ∈ U(D) کلیت رفتن

.x ∈ A(R)

.X, a
X

∈ R# ،٨.۴.۴ لم به بنا که کنید توجه ابتدا .٢

و y٠, z٠ ∈ D مانند عناصری صورت این در .y, z ∈ R آن در که X = yz کنید فرض
تمام کار n = ١ یا n = ٠ شود ثابت اگر .z = z٠X

١−n و y = y٠X
n که موجودند n ∈ N

شد خواهد نتیجه ،١ = y٠z٠ این�که به توجه با و z = z٠ یا y = y٠ صورت این در زیرا است،
.z ∈ U(D) = U(R) یا y ∈ U(D) = U(R)

١ ⪇ n اگر و است تناقض که a |
D

١ لذا و a |
D

y٠ آن�گاه ،n ⪇ ٠ اگر .n ̸∈ {٠,١} کنید فرض

است. تناقض مجدداً که a |
D

١ نتیجه در و a |
D

z٠ بار این لذا و ١− n ⪇ ٠ آن�گاه

و y٠, z٠ ∈ D مانند عناصری صورت این در .y, z ∈ R آن در که a
X

= yz کنید فرض حال
.z = z٠X

−n−١ و y = y٠X
n که موجودند n ∈ N

به توجه با و z٠ ∈ U(D) نتیجه در .a D∼ y٠ لذا ،y٠ |
D

a چون و a |
D

y٠ آن�گاه ،n = −١ اگر

.a D∼ z٠ لذا ،z٠ |
D

a چون و a |
D

z٠ آن�گاه ،n = ٠ اگر .z ∈ U(R) داریم ،z = z٠ این�که

.y ∈ U(R) لذا ،y = y٠ چون و y٠ ∈ U(D) بنابراین

و a٢ |
D

y٠ آن�گاه ،n ⪇ −١ اگر نیست. ممکن n ̸∈ {−١,٠} دهیم، نشان است کافی حال

تناقض در a ∈ D# یعنی اولیه فرض با که a ∈ U(D) نتیجه در و a٢ |
D

a لذا ،y٠ |
D

a چون
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در و a٢ |
D

a لذا ،z٠ |
D

a چون و a٢ |
D

z٠ لذا و −n − ١ ⪇ −١ آن�گاه ،٠ ⪇ n اگر است.

است. تناقض هم باز که a ∈ U(D) نتیجه

صورت: این در .R = L(D;S) و S ⊆ Red(D) باشد، حوزه یک D کنید فرض .١٣.۴.۴ قضیه

.A(D) ⊆ A(L(D;S)) .١

R در s از اتمی تجزیه�ای s = (Xs)(s/Xs) نتیجه در (و Xs, s/Xs ∈ A(R) ،s ∈ S هر برای .٢
است).

|S| = ١ حالت می�کنیم. ثابت استقرا با و است متناهی S که زمانی برای را حکم ابتدا .١ برهان.
|S| = n−١ که زمانی برای حکم کنید فرض و ٢ ≤ n کنید فرض حال شد. ثابت ١٢.۴.۴ لم در

که کنید توجه باشد. برقرار
L(D;S) = L(L(D; {s١, . . . , sn−١}; sn))

دوباره لذا و است تحویل�پذیر L(D; {s١, . . . sn−١}) در sn ،٩.۴.۴ قضیه�ی از ٢ قسمت به بنا
،١٢.۴.۴ لم به بنا

A(L(D; {s١, . . . sn−١})) ⊆ A(L(D;S))

استقرا فرض به بنا اما
A(D) ⊆ A(L(D; {s١, . . . sn−١}))

.A(D) ⊆ A(L(D;S)) نتیجه در و

و x ∈ A(D) کنید فرض می�کنیم. ثابت دارد دلخواه اندازه�ای S که زمانی برای را حکم حال
که کنید توجه .y, z ∈ L(D;S) آن در که x = yz

L(D;S) =
∪

{L(D;F ) | F ⊆ S و است متناهی F}

که به�طوری است، موجود E مانند S از متناهی مجموعه�ای زیر لذا و است جهت�دار اجتماع یک
لذا و yz = x ∈ A(L(D;E)) نتیجه در و A(D) = A(L(D;E)) اما .y, z ∈ L(D;E)

قضیه�ی به بنا دیگر سوی از .y ∈ U(L(D;E)) ⊆ U(L(D;S)) کلیت رفتن دست از بدون
.x ∈ A(L(D;S)) داریم نهایت در لذا و x ̸∈ U(L(D;S)) ،٩.۴.۴

،٩.۴.۴ قضیه�ی از ٢ قسمت به بنا دیگر سوی از و Xs,
s
Xs

∈ A(L(D; s)) ،١٢.۴.۴ لم به بنا .٢
قسمت به بنا نتیجه در و R = L(L(D; s);S \ {s}) همچنین .S \ {s} ⊆ Red(L(D; s))

.Xsو s
Xs

∈ A(R) ،١

می�کنیم. بررسی توسیع این تحت را ماکزیمال مشترک مقسوم�علیه�های رفتار حال
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صورت این در .T ⊆ D∗ و باشد حوزه�ها از تقسیم حافظ توسیعی D ⊆ R کنید فرض .١۴.۴.۴ لم

MCDR(T ) ∩D ⊆ MCDD(T )

اگر .a ∈ CDD(T ) داریم به�ویژه صورت این در .a ∈ MCDR(T ) ∩ D کنید فرض برهان.
بنا لذا و a ̸D∼ b و a |

D

b که است موجود b ∈ CDD(T ) مثل عنصری آن�گاه ،a ̸∈ MCDD(T )

پس است. تناقض که a ̸∈ MCDR(T ) لذا و b ∈ CDR(T ) اما .a ̸R∼ b ،١١.۴.۴ گزاره�ی به
.a ∈ MCDD(T )

هر برای صورت این در .R = D[X, a
X
] و a ∈ D# باشد، حوزه یک D کنید فرض .١۵.۴.۴ لم

.MCDD(T ) = MCDR(T ) ،T مانند D∗ از ناتهی زیرمجموعه�ی

می�کنیم. استفاده ۵.۴.۴ تبصره�ی از ٣ و ٢ بندهای از ارجاع بدون و آزادانه اثبات، طول در برهان.
.x ∈ CDR(T ) نتیجه در و x ∈ CDD(T به�خصوص( صورت این در .x ∈ MCDD(T ) فرضکنید

.x R∼ y دهیم نشان باید .x |
R

y و y ∈ CDR(T ) کنید فرض اینک

y = y٠X
n که موجودند n ∈ Z و y٠ ∈ D مانند عناصری لذا ،y ∈ CDR(T ) چون کنید توجه ابتدا

و y/x R∼ Xn نتیجه در و x D∼ y٠ لذا ،x ∈ MCDD(T ) چون و x |
D

y٠ بنابراین .y٠ ∈ CDD(T ) و

.٠ ≤ n نتیجه در و Xn ∈ R به�ویژه لذا
چنین کنید فرض .x R∼ y لذا و x D∼ y صورت این در زیرا ،n = ٠ دهیم نشان است کافی حال
لذا و a |

D

t/x نتیجه در و (t/x)/(Xn) ∈ R لذا و xXn |
R

t ،t ∈ T هر برای .٠ ⪇ n و نباشد

که a ∈ U(D) نتیجه در و ax D∼ x لذا و x ∈ MCDD(T ) اما .ax ∈ CDD(T ) بنابراین .ax |
D

t

.MCDD(T ) ⊆ MCDR(T ) شد ثابت بنابراین .n = ٠ و است باطل خلف فرض پس است. تناقض
صورت این در .f ∈ MCDR(T ) کنید فرض .MCDR(T ) ⊆ MCDD(T ) می�دهیم نشان حال

.f٠ ∈ CDR(T ) و f = f٠X
n که موجودند ،f٠ ∈ D و n ∈ Z

اما .X−n ∈ R# آن�گاه ،n ⪇ ٠ اگر نباشد. چنین کنید فرض .n = ٠ می�دهیم نشان حال
کنید فرض حال است. تناقض در f٠ ∈ CDR(T ) و f ∈ MCDR(T ) با امر این که f٠ = fX−n

لذا و an |
D

t/f٠ نتیجه در و (t/f٠)/(X
n) ∈ R لذا و f٠Xn |

R

t ،t ∈ T هر برای .٠ ⪇ n

امر این و an/Xn ∈ R# و (f٠Xn)(an/Xn) = f٠a
n اما .anf٠ ∈ CDR(T ) بنابراین .anf٠ |

D

t

،١۴.۴.۴ لم به بنا نتیجه در و f ∈ D لذا و n = ٠ بنابراین است. تناقض در f٠Xn ∈ MCDR(T ) با
.f ∈ MCDD(T )

فرض و R =
∪

i∈αDi باشد، حوزه�ها از جهت�دار خانواده�ای A = {Di}i∈α کنید فرض .١۶.۴.۴ لم
هر برای و T ⊆ D∗ کنید فرض همچنین .D ⊆ Di ،i ∈ α هر برای که باشد موجود D ∈ A کنید
آن�گاه ،Di ⊆ Dj اگر ،i, j ∈ α هر برای کنید فرض به�علاوه .MCDD(T ) = MCDDi

(T ) ،i ∈ α

.MCDD(T ) = MCDR(T ) صورت این در باشد. تقسیم حافظ توسیعی Di ⊆ Dj
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داریم، ١۴.۴.۴ لم و فرض به بنا که کنید توجه ابتدا برهان.

MCDR(T ) =
∪

{MCDR(T ) ∩Di | i ∈ α}

⊆
∪

{MCDDi
(T ) | i ∈ α}

= MCDD(T )

اجتماع، بودن جهت�دار به بنا .r |
R

a و a ∈ CDR(T ) کنید فرض .r ∈ MCDD(T ) کنید فرض حال

لذا ،r |
Dk

a چون نتیجه در و r ∈ MCDDk
(T ) فرض به بنا .a ∈ Dk که است موجود kای ∈ α

بنابراین .MCDD(T ) ⊆ MCDR(T ) نتیجه در .r ∈ MCDR(T ) لذا و r R∼ a نتیجه در و r Dk∼ a

.MCDD(T ) = MCDR(T )

هر برای صورت این در .R = L(D;S) و S ⊆ D# باشد، حوزه یک D کنید فرض .١٧.۴.۴ قضیه
.MCDD(T ) = MCDR(T ) ،T مانند D∗ از ناتهی مجموعه�ی زیر

حالت می�کنیم. ثابت S اندازه�ی روی استقرا با و است متناهی S که زمانی برای را حکم ابتدا برهان.
که زمانی برای حکم کنید فرض و ٢ ≤ n ∈ N کنید فرض حال شد. ثابت ١۵.۴.۴ لم در |S| = ١

که کنید توجه .S = {s١, . . . , sn} کنید فرض باشد. برقرار ،|S| = n− ١
L(D;S) = L(L(D; {s١, . . . , sn−١}); sn)

استقرا فرض به بنا
MCDL(D;{s١,...,sn−١})(T ) = MCDD(T )

،١۵.۴.۴ لم به بنا و
MCDL(D;{s١,...,sn−١})(T ) = MCDR(T )

نتیجه در و
MCDD(T ) = MCDR(T )

این�که به توجه با صورت این در باشد. دلخواه S کنید فرض حال
R = L(D;S) =

∪
{L(D;F ) | F ⊆ S و است {Fمتناهی

،١۶.۴.۴ لم به بنا و است جهت�دار اجتماع یک
MCDR(T ) = MCDD(T )

مجموعه�ی که به�طوری بنشانیم، B مثل حوزه�ای در می�توانیم را A مثل حوزه هر قبل، قضیه�ی به بنا
توسیعی بنابراین بماند. باقی تغییر بدون B در A از مجموعه زیر هر ماکزیمال مشترک مقسوم�علیه�های
در D تحویل�ناپذیر عناصر که کنید توجه می�کند. صدق ٧٩ صفحه�ی در (∗∗) شرط در که یافتیم
L(D; Red(D)) در D تحویل�پذیر عناصر تمام به�علاوه و می�مانند باقی تحویل�ناپذیر L(D; Red(D))
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L(D; Red(D)) زیرا نیست، کافی (∗) شرط برقراری برای امر این اما می�شوند، اتمی تجزیه�ی دارای
مشکل این ادامه در باشند. نداشته اتمی تجزیه�ی الزاماً که باشد جدیدی تحویل�پذیر عناصر دارای می�تواند

می�کنیم. حل را

به استقرا با را Bn(D) حوزه�ی ،n ∈ N ∪ {٠} هر برای و D مثل حوزه� هر برای .١٨.۴.۴ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر صورت

.B٠(D) := D می�دهیم قرار .١

.Bn(D) := L(Bn−١(D); Red(Bn−١(D)) می�دهیم، قرار n ∈ N هر برای .٢

یعنی حوزه�ها از صعودی زنجیری به D مثل حوزه هر برای ترتیب این به
D ⊆ B١(D) ⊆ B٢(D) ⊆ · · ·

Red(An+١(D)) یعنی بعدی حوزه�ی در Red(An(D)) عناصر تمام ،n ∈ N هر برای آن در که می�رسیم
می�آید، دست به زنجیر این روی اجتماع از که حوزه�ای می�دهیم نشان اینک می�شوند. اتمی تجزیه�ی دارای

است. مطلوب حوزه�ی

می�دهیم قرار D مثل حوزه هر برای .١٩.۴.۴ تعریف
B∞(D) :=

∪
n∈N∪{٠}

Bn(D)

.R := B∞(D) دهید قرار و باشد حوزه یک D کنید فرض .٢٠.۴.۴ قضیه

است. اتمی حوزه�ی یک R .١

.MCDD(T ) = MCDR(T ) ،T مانند D∗ از ناتهی زیرمجموعه�ی هر برای .٢

در که ،a = bc و a ∈ A(D) کنید فرض .A(D) ⊆ A(R) می�دهیم نشان ابتدا .١ برهان.
،١٣.۴.۴ قضیه�ی به بنا .b, c ∈ Bn(D) داریم، nای ∈ N ∪ {٠} برای .b, c ∈ R آن
اگر .c ∈ Bn(D)# و b ∈ U(Bn(D)) کلیت رفتن دست از بدون لذا و a ∈ A(Bn(D))

و c ∈ U(Bm(D)) لذا و c, c−١ ∈ Bm(D) که است موجود mای ∈ N آن�گاه ،c ∈ U(R)

بنابراین .a ∈ A(R) پس است. تناقض که c ∈ U(Bn(D)) ،٩.۴.۴ قضیه�ی به بنا نتیجه در
.A(D) ⊆ A(R)

توجه حال .x ∈ Bk(D)# که است موجود k ∈ N صورت این در .x ∈ R# کنید فرض حال
تجزیه�ی نیز R در x دارد، اتمی تجزیه�ی Bk(D) در x چون لذا و B∞(Bk(D)) = R که کنید

دارد. اتمی

لم به بنا حکم لذا و MCDD(T ) = MCDBn(D)(T ) ،n ∈ N هر برای ،١٧.۴.۴ قضیه�ی به بنا .٢
می�شود. نتیجه ١۶.۴.۴
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ب.م.م که حوزه�ای ،۶.۴.۴ مثال به بنا که کنید توجه می�کنیم. بیان را بخش این اصلی قضیه�ی اینک
چندجمله�ای توسیع تحت لزوماً بودن اتمی می�دهد، نتیجه زیر قضیه�ی لذا و است موجود نباشد، ضعیف

نمی�کند. صعود

را D می�توان صورت این در نیست. ضعیف ب.م.م که باشد حوزه� یک D کنید فرض .٢١.۴.۴ قضیه
نباشد. اتمی R[X] که به�طوری نشاند، R مانند اتمی حوزه�ای در

و نیست ضعیف ب.م.م حوزه�ی اما است، اتمی حوزه�ی R = B∞(D) ،٢٠.۴.۴ قضیه�ی به بنا برهان.
نیست. اتمی R[X] ،۴.۴.۴ نتیجه�ی به بنا لذا

چندجمله�ای توسیع� در idf حوزه�های صعود ۵.۴

چندجمله�ای توسیع تحت idf حوزه�ی صعود برای کافی و لازم شرطی که می�کنیم اثبات را قضیه�ی ابتدا
می�کند. بیان را

معادل�اند: زیر گزاره�های باشد. حوزه یک D کنید فرض .١.۵.۴ قضیه

است. idf حوزه�ی D[X] .١

است. م.م.ب-متناهی همچنین و idf حوزه�ی D .٢

نیست. idf حوزه�ی D[X]نیز ،٢.١.۴ گزاره�ی به بنا آن�گاه نباشد، idf Dحوزه�ی اگر (١ =⇒ ٢) برهان.
مانند D∗ از عناصری و n ∈ N ∪ {٠} اما باشند، idf حوزه�ی دو هر D[X] و D کنید فرض حال
شود. نامتناهی بودن شریک تقریب با MCDD(a٠, . . . , an) که به�طوری باشند، موجود a٠, . . . , an
از شریک غیر ماکزیمال مشترک مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی یک A = {ci}i∈N کنید فرض
است. خودش با برابر بودن شریک تقریب با عنصر یک MCD زیرا ،١ ≤ n که کنید توجه باشد. aiها

دهید قرار
f = a٠ + a١X + · · ·+ anX

n

هر از تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه هر .f = cifi که است موجود fi ∈ D# مثل عنصری i ∈ N هر برای
متناهی مجموعه�ای است، idf حوزه�ی D[X] چون لذا و هست نیز f از تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه یک fi
fi هر که به�طوری است، موجود B = {g١, . . . , gm} مانند D[X] غیرشریک و تحویل�ناپذیر عناصر از
مثل عناصری ،i ∈ N هر برای بنابراین است. B عناصر از حاصل�ضربی با برابر بودن، شریک تقریب با
،١ ≤ i ≤ m هر برای که کنید توجه .fi

D[X]∼ g
t١,i
١ · · · gtm,i

m که موجودند t١,i, . . . , tm,i ∈ N ∪ {٠}
{tj,i}i∈N ،١ ≤ j ≤ m هر برای بنابراین است. ١ با برابر fi هر ضرایب ب.م.م زیرا ،١ ≤ deg(gi)

و k ̸= ℓ که موجودند k, ℓ ∈ N لذا و است متناهی
g
t١,k
١ · · · gtm,k

m
D[X]∼ g

t١,ℓ
١ · · · gtm,ℓ

m

است. تناقض که ck D∼ cℓ نتیجه در و ck
D[X]∼ cℓ لذا و fk

D[X]∼ fℓ لذا و
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D می�دهیم نشان باشد. idf حوزه�ی D اما نباشد، idf حوزه�ی D[X] کنید فرض (٢ =⇒ ١)
مقسوم�علیه�های از کامل مجموعه�ی هر که باشد عنصری f ∈ D[X]# فرضکنید نیست. م.م.ب-متناهی
تحویل�ناپذیر مقسوم�علیه�های از کامل یکمجموعه�ی {gi}i∈α فرضکنید و است نامتناهی آن تحویل�ناپذیر

باشد. f
لذا است، متناهی تجزیه�ی حوزه�ی K[X] چون باشد. D کسرهای میدان K کنید فرض حال
عنصری لذا و gi

K[X]∼ gj ،i, j ∈ Γ هر برای که است موجود γ مانند β از نامتناهی زیرمجموعه�ای
.ui,j =

lc(gj)

lc(gi)
نتیجه در و lc(gi)ui,j = lc(gj) لذا و giui,j = gj که است موجود ui,j ∈ K∗ مثل

لذا و g١ = ( lc(g١)
lc(gi)

)(gi) ،٢ ≤ i ∈ N هر برای .γ = N و شماراست γ کرد فرض می�توان
،i ̸= j اگر همچنین .lc(f)( lc(g١)

lc(gi)
) ∈ D∗ لذا و lc(gi) |

D

lc(f) اما .lc(f)g١ = lc(f)( lc(g١)
lc(gi)

)(gi)

ui,j ∈ U(D) لذا و lc(gi) D∼ lc(gj) صورت این غیر در زیرا ،lc(f)( lc(g١)
lc(gi)

) ̸D∼ lc(f)( lc(g١)
lc(gj)

) آن�گاه

١ برابر gi ضرایب ب.م.م ،i ∈ N هر برای به�علاوه است. فرض خلاف که gi
D[X]∼ gj نتیجه در و

از غیرشریک و نامتناهی مجموعه�ی یک {lc(f)( lc(g١)
lc(gi)

)}٢≤i∈N می�کنیم، مشاهده نهایت در لذا و است
نیست. م.م.ب-متناهی ،D لذا و است lc(f)g١ ضرایب ماکزیمال مشترک مقسوم�علیه�های

شکل به استقرا با را Cn(D) حوزه�ی ،n ∈ N ∪ {٠} هر برای و D مثل حوزه� هر برای .٢.۵.۴ تعریف
می�کنیم: تعریف زیر

.C٠(D) := D می�دهیم، قرار .١

.Cn(D) := L(Cn−١(D);A(Cn−١(D)) می�دهیم، قرار n ∈ N هر برای .٢

می�دهیم، قرار همچنین
C∞(D) :=

∪
n∈N∪{٠}

Cn(D)

است. ضدماده حوزه�ی یک C∞(D) صورت این در باشد. حوزه یک D کنید فرض .٣.۵.۴ قضیه

موجود nای ∈ N صورت این در بگیرید. نظر در را a مانند C∞(D)# از دلخواهی عنصر برهان.
لذا و a ∈ Red(Cn(D)) کنید فرض ابتدا .a ̸∈ U(Cn(D)) که است واضح .a ∈ Cn(D) که است
که است موجود mای ∈ N آن�گاه ،b ∈ U(C∞) اگر .a = bc ،b, c ∈ Cn(D)# مثل عناصری برای
پس است. تناقض که b ∈ U(Cn(D)) ،٩.۴.۴ قضیه�ی از ١ قسمت به بنا لذا و b ∈ U(Cm(D))

صورت این در .a ∈ A(Cn(D)) کنید فرض حال .a ∈ Red(C∞(D)) لذا و b, c ∈ C∞(D)#

اما .a ∈ Red(L(Cn(D); a)) لذا ،a = (a/X)X چون و a/X ∈ L(Cn(D); a)#

Cn+١(D) = L(L(Cn(D); a));A(Cn(D)) \ {a})

در .a ∈ Red(C∞(D)) قبل، استدلال همان با مجدداً بنابراین .a ∈ Red(Cn+١(D)) نتیجه در و
ضدماده حوزه�ی یک C∞(D) یعنی این و هستند تحویل�پذیر C∞(D) در C∞(D)# عناصر تمام نتیجه

است.



٨٩ چندجمله�ای توسیع� در IDF حوزه�های صعود .۵.۴

که دارد وجود R مانند ضدماده�ای حوزه�ی صورت این در باشد. حوزه یک D کنید فرض .۴.۵.۴ قضیه
.U(R) = U(D) و MCDD(T ) = MCDR(T ) ،T ⊆ D∗ هر برای به�علاوه و D ⊆ R

،n ∈ N ∪ {٠} هر برای ،٩.۴.۴ قضیه�ی به بنا که کنید توجه .R = C∞(D) دهید قرار برهان.
،١٧.۴.۴ قضیه�ی به بنا دیگر سوی از و است تقسیم حافظ توسیع یک ،Cn(D) ⊆ Cn+١(D) توسیع

.MCDD(T ) = MCDR(T ) ،١۶.۴.۴ لم به بنا بنابراین، .MCDD(T ) = MCDCn(D)(T )

،n ∈ N هر برای ،٩.۴.۴ قضیه�ی به بنا که کنید توجه .U(D) = U(R) می�دهیم نشان حال
که است موجود mای ∈ N صورت این در .x ∈ U(R) کنید فرض حال .U(D) = U(Cn(D))

.x ∈ U(D) ،٩.۴.۴ قضیه�ی به بنا مجدداً لذا و x ∈ U(Cm(D))

نباشد. م.م.ب-متناهی که می�یابیم حوزه�ای ،D +M توسیع از استفاده با اینک

در که نوشت T = K + M صورت به را آن بتوان که باشد حوزه�ای T کنید فرض .۵.۵.۴ قضیه
و باشد K از زیرمیدانی D کنید فرض علاوه به .٠ ̸= M ∈ Max(T ) و است میدان یک K آن
R اگر صورت، این در باشد. تحویل�ناپذیر عنصری شامل M کنید فرض همچنین .R = D +M

است. متناهی K∗/D∗ گروه آن�گاه باشد، م.م.ب-متناهی

آن در که ∗Kباشد عناصر از نامتناهی خانواده�ای {ci}i∈α و باشد ∗K∗/Dنامتناهی کنید فرض برهان.
.t ̸= v و t, v ∈ α ،m ∈M∩A(R) فرضکنید .ciD∗ ̸= cjD

∗ آن�گاه ،i ̸= j اگر ،i, j ∈ α هر برای
و غیرشریک مقسوم�علیه�های از نامتناهی خانواده�ای {cim}i∈α ،۴.۶.٢ قضیه�ی اثبات در (٣) به بنا
(ctm

٢)/(cim) = ctc
−١
i m ∈ A(R) ،i ∈ α هر برای چون Rاست. در ctm٢ و cvm٢ از تحویل�ناپذیر

و cim |
R

x باشیم داشته x ∈ R مثل عنصری برای اگر لذا ،(cvm٢)/(cim) = cvc
−١
i m ∈ A(R) و

بنابراین .x R∼ cim داشت خواهیم ،ctm٢ ̸R∼ cvm
٢ این�که به توجه با آن�گاه ،x |

R

cvm
٢ و x |

R

ctm
٢

تقریب با ،MCDR(ctm
٢, cvm

٢) لذا است. cvm٢ و ctm٢ از م.م.ب یک cim ،i ∈ α هر برای
نیست. م.م.ب-متناهی حوزه�ی یک R بنابراین است. نامتناهی بودن، شریک

idf حوزه�ی آن، روی چندجمله�ای�های حلقه�ی که بیابیم idf حوزه�ی یک از مثالی می�توانیم اکنون
نباشد.

مثلا) باشد نامتناهی F ∗
٢ /F

∗
١ که به�طوری باشد، میدانی توسیعی F١ ⊊ F٢ کنید فرض .۶.۵.۴ مثال

م.م.ب-متناهی D ،۵.۵.۴ قضیه�ی به بنا .R = C∞(D) و D = F١+XF٢[X] دهید قرار .(Q ⊆ R
R[X] ،١.۵.۴ قضیه�ی به بنا نتیجه در و نیست م.م.ب-متناهی نیز R ،۴.۵.۴ قضیه�ی به بنا لذا و نیست

است. idf حوزه�ی یک به�ویژه و ضدماده حوزه�ی یک R اما نیست. idf حوزه�ی
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چندجمله�ای توسیع در تجزیه نیم�یکتایی صعود ۶.۴

حوزه�ی آن، روی چندجمله�ای�های حلقه�ی که می�یابیم نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک از مثالی بخش این در
نباشد. نیم�یکتا تجزیه�ی

و ٠ ⪇ deg g ⪇ deg f ،g ∈ D[X] ،f ∈ A(D[X]) باشد، حوزه یک D کنید فرض .١.۶.۴ لم
نیست. تکین g آن�گاه ،g | rf اگر صورت این در .r ∈ D∗

مثلا و باشد تکین چندجمله�ای یک g و نباشد چنین کنید فرض برهان.
f = a٠ + a١X + · · ·+ anX

n

و
g = b٠ + b١X + · · ·+Xm

مانند D[X] از عنصری صورت این در
h = c٠ + c١X + · · ·+ cn−mX

n−m

اولا .ci | r ،٠ ≤ i ≤ m − n هر برای می�دهیم نشان استقرا با .gh = rf که است موجود
،j ⪇ i ≤ n − m هر برای و ٠ ≤ j ⪇ n −m کنید فرض حال .r | cn−m لذا و cn−m = ran

با است برابر gh در xm+j ضریب .ci | r
cj + cj+١bm−١ + · · ·+ cmbj

استقرا فرض به بنا .ck = ٠ ،n−m ⪇ k هر برای آن در که
r | cj+١bm−١ + · · ·+ cmbj

است. f بودن تحویل�ناپذیر فرض خلاف که g | f لذا و r | h بنابراین .r | cj لذا و

r/s ∈ K اگر می�دانیم .f ∈ D[X] و باشد آن کسر�های میدان K و حوزه یک D کنید فرض
از اثبات یک قوی�تر، حکمی استنتاج برای .r − sx |

K[X]

f آن�گاه باشد، f ریشه�ی یک (r, s ∈ D∗)

به استقرا با را {gi}i∈N چندجمله�ای�های دنباله�ی .deg(f) = m کنید فرض می�کنیم. مرور را حکم این
کنید: تعریف شکل این

.g١ := f −
(

lc(f)
s

)
(r − sx) دهید قرار .١

.gn := gn−١ −
(

lc(gn−١)
s

)
(r − sx) دهید قرار ،٢ ⪇ n که n ∈ N هر برای .٢

کنید توجه ابتدا .sigi ∈ D[X] ،١ ≤ i ≤ m هر برای می�کنیم ادعا

sg١ = sf − s(r − sx)

(
lc(f)

s

)
= sf − (r − sx)(lc(f))

.sj−١gj−١ ∈ D[X] کنید فرض و ١ ⪇ j ≤ m کنید فرض حال است. برقرار حالت این در حکم لذا و
صورت این در

sjgj = sjgj−١ − sj(r − sx)

(
lc(gj−١)

s

)
= sjgj−١ − (r − sx)sj−١(lc(gj−١))
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کنید، توجه .sjgj ∈ D[X] استقرا، فرض به بنا لذا و

f =

(
lc(f)

s

)
(r − sx) + g١

=

(
lc(f)

s

)
(r − sx) +

(
lc(g١)

s

)
(r − sx) + g٢

...

=

(
lc(f)

s

)
(r − sx) +

(
lc(g١)

s

)
(r − sx) + · · ·+

(
lc(gm−١)

s

)
(r − sx) + gm

نتیجه در و gm = ٠ لذا است، f ریشه�ی r/s چون نتیجه در

f = (r − sx)

((
lc(f)

s

)
+

(
lc(g١)

s

)
+ · · ·+

(
lc(gm−١)

s

))
دهید قرار

h :=

(
lc(f)

s

)
+

(
lc(g١)

s

)
+ · · ·+

(
lc(gm−١)

s

)
کردیم: ثابت بنابراین .smh ∈ D[X] داریم کردیم، ثابت ابتدا در که حکمی به بنا صورت این در

r/s ∈ K اگر صورت این در باشد. آن کسرهای میدان K و حوزه یک D کنید فرض .٢.۶.۴ لم
به�طوری است، موجود h ∈ K[X] مانند عنصری آن�گاه باشد، f مانند D روی جمله�ای چند یک ریشه�ی

.sdeg(f)h ∈ D[X] به�علاوه و f = h(r − sx) که

بسته صحیحاً D است لازم باشد، نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی D[X] این�که برای می�دهیم نشان حال
می�کنیم. یادآوری را مفهوم این ابتدا باشد.

بسته صحیحاً D می�گوییم باشد. D کسرهای میدان K و حوزه یک D کنید فرض .٣.۶.۴ تعریف
موجود f مثل (١ پیشروی ضریب با تکین(یعنی چندجمله�ای یک اگر ،x ∈ K هر برای هرگاه است،

.x ∈ D آن�گاه ،f(x) = ٠ که باشد

نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D[X] اگر صورت این در باشد. حوزه یک D کنید فرض .۴.۶.۴ قضیه
است. بسته صحیحاً D آن�گاه باشد،

D ،٢.١.۴ گزاره�ی به بنا صورت این در باشد. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک D[X] کنید فرض برهان.
ریشه�ی z = r/s ∈ K کنید فرض و بنامید K را D کسرهای میدان است. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی نیز
دارای f کنید فرض و باشد f = a٠ + a١X + · · ·+ an−١X

n−١ +Xn مانند تکین چندجمله�ای یک
غیر در زیرا ،f ∈ A(D[X]) کنید توجه باشد. چندجمله�ای�هایی چنین بین ممکن درجه�ی کوچکترین
لذا ،f(z) = ٠ چون و f = gh که موجودند h و g مانند غیرثابت و تکین چندجمله�ای دو صورت، این
h(z) ̸= ٠ و g(z) ̸= ٠ لذا و است کوچکتر f درجه�ی از اکیداً h و g درجه�های اما .g(z)h(z) = ٠
فرض می�توان است، اتمی D[X] این�که به توجه با و ۴.۴.۴ نتیجه�ی به بنا همچنین است. تناقض که

.gcd(r, s) = ١ کرد
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.snh′ ∈ D[X] و f = (r − sx)h′ که است موجود h′ ∈ K[X] مانند عنصری ،٢.۶.۴ لم به بنا
.g = (r − sx)(snh′) = (r − sx)h که کنید توجه و g = snf و h = snh′ دهید قرار

شود. mn+ ١ با برابر باید D[X] در g از اتمی تجزیه�ی هر طول آن�گاه ،LD(s) = {m} اگر
،١ ≤ i ≤ k هر برای باشد. D[X] در h از اتمی تجزیه�ی یک h = h١ · · ·hk کنید فرض حال
به توجه با و ١.۶.۴ لم به بنا آن�گاه ،deg(hi) ̸= ٠ اگر نتیجه در و deg(hi) ≤ deg(h) ⪇ deg(f)

بنابراین .lc(hi) ̸∈ U(D) ،hi | snf این�که
sn−١ = lc(h) = lc(h١) · · · lc(hk)

دیگر سوی از .k ≤ m(n−١) لذا و LD(s
n−١) = {m(n−١)} اما است. D در sn−١ از تجزیه یک

{mn+ ١} = LD[X](s
nf) = LD[X]((sx− r)h) = {k + ١}

.r/s ∈ D لذا و s ∈ U(D) نتیجه در و m = ٠ لذا و mn + ١ ≤ m(n − ١) + ١ نتیجه در و
صحیحاً D یعنی این و است D عضو است، صحیح D روی که K از عنصر هر دادیم نشان بنابراین

است. بسته

نباشد. بسته صحیحاً که بیابیم نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی یک است کافی حال

حوزه�ی یک ،٢.٣.٢ قضیه�ی به بنا D صورت این در .D = Q + XR[X] کنید فرض .۵.۶.۴ مثال
.
√
٢ = (

√
٢X)/X ∈ Kصورت این در Dباشد. کسرهای Kمیدان فرضکنید است. نیم�یکتا تجزیه�ی

D[X] ،۴.۶.۴ قضیه�ی به بنا نتیجه در نیست. بسته صحیحاً D لذا و
√
٢٢ ∈ D و

√
٢ ̸∈ D اما

نیست. نیم�یکتا تجزیه�ی حوزه�ی
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Abstract

In this dissertation, several generalizations of unique factorization domains and
their behaviour in localization and polynomial extension is studied.

These classes are, half factorization domains (HFD), bounded factorization
domains (BFD), finite factorization domain (FFD), idf-domains, ACCP domains
and atomic domains. Using a variety of counter-examples, the relations between
these classes are determined. Then, the stability of these properties under local-
ization is studied. Although in general none of these classes ascend or descend
under localization, but it will be shown that these properties become stable under
some additional conditions. The same thing is done for polynomial extensions
afterwards. It will be shown that, all of these properties descend in polynomial
extensions and in addition, the classes ACCP, BFD and HFD ascend in polyno-
mial extension. Also, using directed unions, these results will be generalized to
polynomials with arbitrary number of variables. Finally, the ascend of HFDs,
ACCP domains and atomic domains under polynomial extension is studied and
in particular, counter-examples will be found, showing that none of these classes
ascend in polynomial extensions in general.

Keywords: Unique Factorization Domain (UFD), Half Factorization Domain
(HFD), Finite Factorization Domain (FFD), Bounded Factorization Domain (BFD),
ACCP Domain, idf Domain, Atomic Domain, D+M Construction, Localization,
Inert Extension, Splitting Multiplicative Set, Polynomial Extension, Directed Union
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