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چൊیده
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و بازه�ای گراف از راس دو بین فاصله محاسبه و ٣-فراگیر درخت نظیر بازه�ای گراف از مسائلی آن
می�شود. پیشنهاد O(n) مرتبه از آن�ها برای الگوریتمی می�شود. بیان بازه�ای گراف مرکز و قطر محاسبه
فازی مجموعه�های خانواده از فازی اشتراکی گراف فازی، مجموعه�های از مروری با چهارم فصل در
در می�شود. بررسی فولکرسون-گراس مشخصه و گیلمور-هافمن از بازه�ای گراف مشخصه�های و معرفی
یک و شده مطرح بازه�ای عدد وزن با بازه�ای گراف برای مستقل مجموعه وزن ماکزیمم مساله پنجم فصل

می�شود. ارائه آن حل برای O(n) مرتبه از الگوریتم

گراف قطر، ٣-فراگیر، درخت مسیر، کوتاهترین بازه�ای، درخت بازه�ای، گراف کلیدی: کلمات
فازی. بازه�ای
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١ فصل

تعاریف و مقدمه

مقدمه ١.١

کرد: تعریف صورت این به را گرافی ١ هایوش ١٩۵٧ سال در
صورت این به بازه�ها از مجموعه این به وابسته گراف می�گیریم. نظر در خط یک روی بازه متناهی ”تعداد
اگر تنها و اگر مجاورند هم با راس دو می�شود. گرفته نظر در راس یک بازه هر نظیر می�شود: ساخته
در ٢ بنزر سیمور مستقل طور به ١٩۵٩ سال در همچنین باشند.” داشته اشتراک متناظرشان بازه�های
کروموزوم که کرد مطرح را سوال این ژن، ساختار روی بر مولکولی زیست�شناسی در خود تحقیقات طول
عناصر آیا است. داخلی ساختار یک دارای ژن هر است. شده شناخته ها ژن از خطی ترتیب صورت به
اند؟این متصل به�هم خطی ترتیب یک در کروموزوم در ها ژن تکامل سطح بالاترین به مشابه ژن هر درون
داده�های آیا که می�شود داده پاسخ بازه�ای) (گراف خط روی بازه�های به وابسته گراف�های مطالعه با سوال

خیر؟ یا دارند سازگاری ژن درون عناصر ترتیب بودن خطی فرض با شده آوری جمع
بازه�ای گراف�های از می�شود. استفاده واقعی جهان ازمسائل بسیاری مدلسازی در بازه�ای گراف�های از
اطلاعات بازیابی کامپیوتر، برنامه�ریزی روانشناسی، ژنتیک، زیست�شناسی�مولوکلی،� باستان�شناسی،� در
کرد. اشاره توان می دیگر بسیاری موارد و ترافیک برنامه�ریزی الکتریکی، مدارهای طراحی شده، ذخیره

تعاریف ٢.١

ناتهی مجموعه از متشکل ، (V (G), E(G), ψG) مرتب تایی سه یک G گراف [۶] .١.٢.١ تعریف
نامرتب جفت یک ،G یال هر با که است ψG وقوع تابع و یال�ها E(G) و راس�ها عنوان به V (G)

که قسمی به باشند، راس دو v, u و یال یک e اگر می�کند. همراه را G راس�های از مجزا) لزوما (نه

١Hajos
٢Seymor Benzer



۴ تعاریف و مقدمه .١

می�نامند. e انتهای دو را v, u راس�های و می�کند، وصل v به را u ، e گویند آن�گاه ψG(e) = uv

ψH و E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر است، G گراف زیر H گراف [۶] .٢.٢.١ تعریف
باشد. E(H) به ψ(G) تحدید

می�شود. نامیده فراگیر زیرگراف V (H) = V (G) با H زیرگراف [۶] .٣.٢.١ تعریف

و V ′ راس�هایش مجموعه که G زیرگراف باشد V از ناتهی زیرمجموعه V ′ اگر [۶] .۴.٢.١ تعریف
القا گراف زیر باشد، V ′ در انتهایش دو هر به�طوریکه باشد G یال�های از مجموعه�ای یال�هایش مجموعه

شود. می داده نشان G[V ′] با و گویند V ′ وسیله به شده

عدد یک معمولا که وزن یک G = (V,E) گراف یال هر به یا راس، هر به اگر [۶] .۵.٢.١ تعریف
گویند. وزن�دار را گراف آن شود داده نسبت است، حقیقی

v به u از مسیری v و u راس دو هر ازای به گاه هر می�شود، نامیده همبند G گراف .۶.٢.١ تعریف
باشد. داشته وجود

می�شود. نامیده درخت دور، فاقد همبند گراف .٧.٢.١ تعریف

برابر و می�شود داده N(v)نشان با vراس همسایه��هایباز باشد. v ∈ V فرضکنید [۶] تعریف٨.٢.١.
. N(v) = NG(v) = {x ∈ V : vx ∈ E} یعنی: .v راس به مجاور راس�های همه مجموعه با است

می�شود. داده نمایش N [v] = NG(v)
∪
{v} با vراس بسته همسایه�های

کمترین تعداد با است برابر v و uراس دو بین ٣ فاصله G = (V,E) گراف برای [۵] .٩.٢.١ تعریف
دو بین مسیری هیچ اگر می�شود. داده نشان ۴ d(u, v) با و می�شود. پیموده راس دو این بین که یالهایی

d(u, v) = ∞ آن�گاه نباشد، راس

تعریف e(u) = maxv∈V {d(u, v)}صورت به ۵ مرکز از خروج ،uراس برای [۵] .١٠.٢.١ تعریف
می�شود.

دیگر: عبارت به می�شود. نامیده ۶ گراف شعاع مرکز، از خروج کمترین [۵] .١١.٢.١ تعریف
ρ = ρ(G) = minu∈V {e(u)}.

یعنی: می�شود. نامیده ٧ گراف قطر مرکز، از خروج بیشترین [۵] .١٢.٢.١ تعریف
δ = δ(G) = maxu∈V {e(u)}.

کرد. استفاده δ(G) جای به diam(G) نماد از می�توان
٣distance
۴shortest distance
۵eccentricity
۶radius
٧diameter



۵ تعاریف .٢.١

است. بی�نهایت راس هر مرکز از خروج و گراف شعاع و قطر ناهمبند گراف یک در

می�شود. نامیده گراف ٨ مرکز C(G) = {v ∈ V : e(v) = ρ(G)} مجموعه [۵] .١٣.٢.١ تعریف
باشد. داشته عضو یک از بیشتر یا عضوی تک است ممکن مجموعه این

است. دور بدون همبند فراگیر گراف زیر G همبند گراف از ٩ فراگیر یکدرخت [۵] .١۴.٢.١ تعریف

نامیده وتر باشد، داشته قرار دور روی آن راس دو که دور از خارج یالی C دور در [۵] .١۵.٢.١ تعریف
می�شود.

وتر بی دور باشد، یکریخت t ≥ ۴ ، Ct با که ،G گراف از القائی زیرگراف یک [١] .١۶.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده ١٠

باشد، داشته وجود وتر یک ،٣ از بزرگتر طول به آن دور هر در که بی�سویی گراف [١] .١٧.٢.١ تعریف
باشد. بی�وتر دور فاقد که بی�سویی گراف معادل طور به می��شود. نامیده ١١ وتری گراف

وتر دو با �۵-دور، :١.١ شکل

نیست. وتری گراف b شکل و است وتری گراف a شکل ، ١.١ شکل در .١٨.٢.١ مثال

اینصورت در باشد E یال�های مجموعه با گراف یک G = (V,E) اگر [١] .١٩.٢.١ تعریف
E−١ = {(x, y)|(y, x) ∈ E} Ê = E ∪ E−١

.Ê = E معادل بطور . E = E−١ اگر می�شود نامیده ١٢ سو بی G = (V,E) گراف ترتیب این به

اگر و . D ∩ D−١ = ∅ اگر می�شود نامیده ١٣ جهت�دار H = (V,D) گراف [١] .٢٠.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده E یا G از جهت�دهی یک D یا H دراینصورت D ∩D−١ = ∅, D ∪D−١ = E

٨center
٩spanning tree
١٠chordless cycle
١١chordal
١٢undirected
١٣oriented



۶ تعاریف و مقدمه .١

زیر شرط در اگر است ١۴ تعدی جهت�دهی یک H = (V,D) جهت�دار گراف [١] .٢١.٢.١ تعریف
کند: صدق

(x, y) ∈ D, (y, z) ∈ D ⇒ (x, z) ∈ D

مقایسه�پذیر گراف را باشد داشته را تعدی جهت�دهی خاصیت که بی�سویی گراف [١] .٢٢.٢.١ تعریف
گویند. ١۵

مقایسه�پذیر �گراف :٢.١ شکل

Y و X افراز با دوبخشی گراف یک G اگر زیرا پذیرند. مقایسه بخشی دو های گراف .٢٣.٢.١ مثال
است. متعدی Y به X از یال هر هدایت از آمده به�دست دهی جهت آن�گاه باشد،

نیستند. مقایسه�پذیر گراف فرد طول به وتر بی دور�های

G گراف مکمل Ḡ = (V, Ē) گراف باشد بی�سو گراف یک G = (V,E) اگر [١] .٢۴.٢.١ تعریف
.Ē = {(x, y) ∈ V × V |x ̸= y, (x, y) /∈ E} بطوریکه می�شود٬ نامیده

نامیده -خوشه r یک راس، r با A ⊆ V زیرمجموعه G = (V,E) گراف در [١] .٢۵.٢.١ تعریف
رئوس مجموعه خوشه، یک بنابراین .G[A] ∼= Kr یعنی: کند القا را کامل گراف زیر یک اگر می�شود،
است. خوشه یک تنهایی به راس یک می�سازند. را یال یک آن رئوس از جفت هر که است ساده�ای گراف
وجود باشد، آن محض زیرمجموعه یک به�عنوان A که G از خوشه�ای اگر است ماکسیمال خوشه یک

باشد. نداشته
باشد. نداشته وجود آن از بزرگ�تر اندازه با G از خوشه�ای اگر است ماکسیمم خوشه یک

ماکسیمم خوشه در رئوس تعداد یعنی خوشه یک کننده القا مجموعه بزرگترین اندازه [١] .٢۶.٢.١ تعریف
می�شود. نامیده ١۶ خوشه�ای عدد و می�شود. داده نشان ω(G) با

گراف رنگی عدد باشد رنگ�پذیر k ،Gگراف به�طوریکه ، k صحیح عدد کوچکترین [۵] .٢٧.٢.١ تعریف
می�شود. داده نشان χ(G) با و می�شود نامیده

است. گراف خوشه�ای عدد ، گراف رنگی عدد بدیهی پایین کران�های از یکی
١۴transitive orientation
١۵Comparability graph
١۶clique number



٧ تعاریف .٢.١

را آن ω(G[A]) = χ(G[A]) ، A ⊆ V هر برای اگر ، G = (V,E) گراف در [۵] .٢٨.٢.١ تعریف
سال در تام گراف است. A ⊆ V مجموعه زیر از القایی گراف زیر یک G[A] گویند. ١٧ تام یکگراف

شد. مطرح ١٨ کلودبرگ توسط ١٩۶٠

از حاصل اشتراکی گراف باشد، ناتهی ازمجموعه�های متناهی خانواده�ای F اگر [١] .٢٩.٢.١ تعریف
اگر تنها و اگر می�سازند را یال یک راس دو گراف، راس عنوان به آن از مجموعه هر گرفتن نظر در با F
G = (V,E)گراف از اشتراکی مدل را F مجموعه باشند. داشته ناتهی اشتراک متناظرشان مجموعه�های
به می�شود.�بسته استفاده گراف این معرفی برای G(F) نماد از F اشتراکی مدل برای همچنین و گویند
تعریف اشتراکی گراف از مختلفی انواع F از S١, S٢, ..., Sn مجموعه�های هندسی بندی پیکر و ماهیت

است. آمده زیر در مفید اشتراکی گراف�های از نوع می�شود.�چند
است. حقیقی بازه�های شامل مجموعه�ای F که ١٩ ای بازه گراف�های -

دایره�اند. یک روی کمان شامل مجموعه�ای F که ٢٠ مدور کمان �های گراف -
است. خطوط بخش دو بین خطوط بخشهای از مجموعه�ای F که ٢١ جایگشتی گراف�های -

است. خطوط قسمت دو بین منتظم غیر چهارضلعی�های از مجموعه�ای F که ٢٢ ذوزنقه�ای های -گراف
است. درخت یک از همبند های زیرگراف از ای مجموعه F که ٢٣ وتری گراف�های -

اند. دایره یک داخل در وترها از ای مجموعه F که ٢۴ ای دایره گراف�های

کرد. تعریف زیر صورت به را دیگری اشتراکی گراف یک می�توان [١] .٣٠.٢.١ مثال
آن در که F = {S+, S−, Sf , Sp, Se, So} که می�شود فرض

S+ = {١,٢,٣, ...}, S− = {−٣−,٢−,١, ...}, Sf = {١,١,٢,٣,۵, ...}

Sp = {٢,۵,٧, ...}, Se = {٣±,٢±,١±,٠, ...}, So = {±٣±,٢±,١}

است. فوق مجموعه�های با متناظر اشتراکی گراف ٣.١ شکل

مجموعه با V رئوس مجموعه گاه هر گویند بازه�ای گراف را G=(V,E) گراف [١] .٣١.٢.١ تعریف
اگر وتنها اگر مجاورند G در راس دو بطوریکه باشد، یک�به�یک تناظر یک در حقیقی بازه�های شامل I
وجود f : V → I سوی دو نگاشت دیگر عبارت به باشند. داشته ناتهی اشتراک متناظرشان بازه�های
می�شود. نامیده I از بازه�ای گراف را G و نامیده G گراف از بازه�ای نمایش را I مجموعه باشد. داشته
١٧ perfect graph
١٨Claude Berge
١٩Interval graph
٢٠Circular-arc graph
٢١Permutation graph
٢٢Trapezoid graph
٢٣Chordal graph
٢۴Circle graph



٨ تعاریف و مقدمه .١

اشتراکی �گراف :٣.١ شکل

بازه�های شامل ترتیب به که باشند بازه�ای گراف�های از رده�ای Cm و Cc و Co فرضشود .٣٢.٢.١ قضیه
Co = Cc = Cm اینصورت در باشند. باز نیم و بسته بازه�های ، باز

Cm ⊆ Co و Cc ⊆ Cm و Co ⊆ Cc شود: ثابت کافیست برهان.
حال باشد. باز بازه�های شامل تنها Lo بطوریکه باشد، G بازه�ای گراف از بازه�ای نمایش Lo شود فرض

می�شود. ساخته G گراف برای می�باشد، بسته بازه�های شامل که را Lc

کوچک کافی اندازه به ۴.١ شکل مطابق را بازه�ها است، بازه یک حداقل پایانی نقطه که P نقطه هر برای
می�آید. به�دست G گراف از Lc بسته بازه�ای نمایش یک پروسه این تکرار با می�شود. اصلاح ε

است. قبل اثبات مشابه نیز Cm ⊆ Co اثبات و است بدیهی Cc ⊆ Cm

بسته به باز بازه �متناظر :۴.١ شکل

گرفت. نظر در متفاوتی بازه�ای نماش�های می�توان بازه�ای گراف هر برای .٣٣.٢.١ ملاحظه



٢ فصل

بازه�ای گراف از اساسی قضایای

مقدمه ١.٢

مشخصه�های بعد بخش�های سپسدر و می�شود بیان بازه�ای گراف از موروثی ویژگی چند ابتدا فصل این در
بیان بازه�ای گراف تشخیص روش نهایت در و لکرکرکر-بولند و فولکرسون-گراس و گیلمور-هافمن

می�شود.

بازه�ای گراف ویژگی ٢.٢

χ(G) = ω(G) آن�گاه باشد، بازه�ای گراف G اگر [١] .١.٢.٢ لم

و ١.٢.٣ کرده نامگذاری افزایشی ترتیب به چپشان پایانی نقاط وسیله به را راس�ها ابتدا برهان.
می�کند. دریافت را ماکسیمم اندیس با k رنگ xراس شود فرض می�رود. کار به را حریصانه رنگ�آمیزی
از که بازه�هایی به بازه�اش، از a چپ سمت پایانی نقطه کند، دریافت کوچک�تری رنگ نمی�تواند x چون
پس شریک�اند. a نقطه در همگی بازه�ها این است. متعلق می�باشد، k − ١ تا ١ رنگ�های دارای پیش
رو این از است. شده تشکیل k − ١ تا ١ رنگ�های با x همسایه�های و x از که داریم خوشه k− یک

است. بهین رنگ�آمیزی این لذا ، χ(G) ≥ ω(G) همواره چون .ω(G) ≥ k ≥ χ(G)

اند. تام وتری، گراف�های [١] .٢.٢.٢ لم

تام�اند. ، مقایسه�پذیر گراف�های [١] .٣.٢.٢ لم

است بازه�ای گراف بازه�ای، گراف از القایی گراف [١]زیر .۴.٢.٢ لم

بازه�ای نمایش {Iv}v∈X اینصورت در باشد G = (V,E)گراف از بازه�ای نمایش {Iv}v∈V اگر برهان.
است. G[X] = (X,E[X]) القائی گراف زیر برای



١٠ بازه�ای گراف از اساسی قضایای .٢

است. تام گراف بازه�ای، گراف هر [١] .۵.٢.٢ لم

است. وتری گراف یک بازه�ای، گراف هر [١] .۶.٢.٢ لم

با متناظر بازه�ای نمایش Ik و باشد وتر دوربی v٠, v١, ..., vl, v٠ ٬ G ای بازه گراف در فرضشود برهان.
Ii−١∩Ii+١ = ∅ چون می�شوند. انتخاب Ii−١∩Ii از Pi نقاط i = ١,٢, ..., l−١ برای باشد. vk راس
با این و دارند اشتراک Il−١ و I٠ بنابراین می�دهند. تشکیل نزولی اکیدا یا صعودی اکیدا دنباله ها Pi ٬

دارد. تناقض است G از یالی یک (v٠, vl) که این

هستند وتری گراف�های ١.٢ شکل در (b), (c), (d), (e) گراف�های نمی�باشد. درست لم این عکس
بازه�ای گراف گراف، آن�گاه باشد، مقایسه�پذیر وتری گراف مکمل صورتیکه در نیستند. بازه�ای گراف که

( ١.٣.٢ گیلمور-هافمن (مشخصه است.

است. مقایسه�پذیر گراف بازه�ای، گراف مکمل [١] .٧.٢.٢ لم

مکمل Ḡ = (V, Ē) برای باشد. G = (V,E) گراف از بازه�ای نمایش {Iv}v∈V که شود فرض برهان.
< نماد (x, y) ∈ F ⇔ Ix < Iy می�شود: تعریف چنین (x, y) ∈ Ē هر برای F جهت�دهی G گراف

می�شود. واقع Iy بازه چپ سمت در Ix بازه که می�کند بیان

(x, y) ∈ F ⇒ Ix < Iy

(y, z) ∈ F ⇒ Iy < Iz

است. Ḡ از تعدی جهت�دهی F بنابراین (x, z) ∈ F یعنی Ix < Iz نتیجه در و

بازه�ای� گراف از مجاز غیر ساختار :١.٢ شکل



١١ گیلمور-هافمن مشخصه .٣.٢

گیلمور-هافمن مشخصه ٣.٢

است. ١ گیلمور-هافمن از بازه�ای گراف مشخصه زیر قضیه

هم�ارزند. زیر گزاره�های G بی�سو غیر درگراف [١] .١.٣.٢ قضیه
است. بازه�ای گراف G گراف -١

است. مقایسه�پذیر آن مکمل و ندارد. ۴ طول به وتر بی دور G گراف -٢
G از u راس هر برای که گونه�ای به اند خطی ترتیب یک دارای G گراف از ماکسیمال خوشه�های -٣

می�شوند. ظاهر متوالیا u شامل ماکسیمال خوشه�های

است. برقرار ٧.٢.٢ لم طبق :٢ به ١ اثبات برهان.
�شود. ثابت زیر لم است لازم قسمت این اثبات برای :٣ ٢به اثبات

در تعدی جهت�دهی F و نباشد ۴ طول به وتر بی دور شامل G = (V,E) گراف شود فرض .٢.٣.٢ لم
اینصورت: در باشد، G از ماکسیمال خوشه�های A٢ و A١ اگر باشد. Ḡ

است. A٢ در دیگر راس و A١ در یال راس یک بطوریکه دارد وجود F در یالی الف)
هستند. جهت�دهی همان دارای A٢ با A١ اتصال از Ē یالهای همه ب)

نداشته وجود است A٢ در آن دیگر راس و A١ در آن راس یک که یالی شود فرض الف) اثبات برهان.
دارد. تناقض A٢ و A١ بودن ماکسیمال با که است G از خوشه�ای A١ ∪ A٢ اینصورت در باشد.

فرض لذا باشند. نداشته F در جهت�دهی A٢ به A١ اتصال از Ē یال�های همه شود فرض ب) اثبات
. b, d ∈ A٢ و a, c ∈ A١ بطوریکه دارند وجود (d, c) ∈ F و (a, b) ∈ F یال دو شود

فرض بنابراین است. تناقض در فرض با این و (d, b) ∈ F ، F تعدی بر بنا آن�گاه b = d یا a = c اگر
.( زیر شکل طبق ) باشند. گراف از متمایز راس چهار d و c و b و a که می�شود

F جهت�دهی در Ē در یال معرف چین خط و E در یال معرف پیوسته خط :٢.٢ شکل

مساله کلیت از شدن کاسته بدون اند. Ē در (b, c) یا (a, d) بنابراین ندارد، بی�وتر دور E فرض طبق
(d, a) ∈ F اگر مشابه به دارد. تناقض فرض با این و (a, c) ∈ F نتیجه در . (a, d) ∈ F شود فرض

می�آید. به�دست تناقض
١Gilmore and Hoffman [1964]



١٢ بازه�ای گراف از اساسی قضایای .٢

به مجموعه این روی رابطه یک باشند. G گراف از ماکسیمال خوشه�های C مجموعه شود فرض
(یعنی A٢ به A١ از باشد داشته وجود F از یالی اگر تنها و اگر A١ < A٢ می�شود: تعریف زیر صورت

می�کند. تعریف C رابطه این روی تورنمنت یک ٢.٣.٢ لم طبق .( A٢ جهت در
کند. می مرتب خطی صورت به را C رو این از و است تعدی تورنمت یک (C , <) که می�شود ثابت
وجود yz ∈ F و wx ∈ F یال�های باید بنابراین A٢ < A٣ و A١ < A٢ شود فرض منظور این برای

. z ∈ A٣ و x, y ∈ A٢ و w ∈ A١ به�طوریکه باشند داشته
و yx و wy یال�های که شود فرض بنابراین .A١ < A٣ و wz ∈ F آن�گاه wy /∈ E یا xz /∈ E اگر

٣.٢ شکل مطابق هستند. E یال�های همگی xz

قضیه شرح :٣.٢ شکل

پس .A١ < A٣ لذا و . wz ∈ F ، F تعدی طبق لذا .wz /∈ E و نیست وتر بی دور شامل G گراف
شد. ثابت ٢ تعدی تورنمنت

یعنی: باشد. فوق رابطه اساس بر A١, A٢, ..., Am خطی ترتیب دارای C که شود فرض
i < j ⇐⇒ Ai < Aj.

. x ∈ Ak و x ∈ Ai, x /∈ Aj بطوریکه باشند داشته وجود Ai < Aj < Ak های خوشه شود فرض
و (x, y) ∈ F پس Ai < Aj اما .(x, y) /∈ E بطوریکه دارد وجود y ∈ Aj راس یک x /∈ Aj چون

است. تناقض این و (y, x) ∈ F یعنی Aj < Ak حالیکه در
:١ به ٣ اثبات

در x راس شامل G گراف از ماکسیمال های خوشه همه شامل را Ix مجموعه ، x ∈ V راس هر برای
هستند. (C , <) خطی مرتب مجموعه از بازه�هایی x ∈ V هر برای Ix های مجموعه شود. می گرفته نظر

(x, y) ∈ E ⇐⇒ Ix ∩ Iy ̸= ∅ (x, y ∈ V ) شود: ثابت کافیست
حکم باشند، موجود ماکسیمال خوشه�های از بعضی در آن�ها اگر تنها و اگر همبنداند راس دو که آن�جا از

است. ثابت

آن مکمل و باشد وتری گراف اگر تنها و اگر است بازه�ای گراف ، G بی�سوی گراف [١] .٣.٣.٢ نتیجه
باشد. مقایسه�پذیر Ḡ

گویند. تورنمنت یک را کامل گراف کردن ٢جهت�دار



١٣ فولکرسون-گراس مشخصه .۴.٢

بازه�ای� گراف :۴.٢ شکل

۴.٢ شکل گراف از ماکسیمال خوشه�های :۵.٢ شکل

است. شده داده نشان ۵.٢ شکل در ۴.٢ گراف از ماکسیمال خوشه�های .۴.٣.٢ مثال

فولکرسون-گراس مشخصه ۴.٢

بتوان صورتیکه در شود. گرفته نظر رادر است یک و صفر آن در�آیه�های که ماتریسی [۴] .١.۴.٢ تعریف
ستون�های گیرند، قرار هم سر پشت یک�ها ستون، هر در که گونه�ای به کرد جابه�جا را ماتریس این سطر�های

٣ گویند. محدب را ماتریس این

رئوس و ماتریس سطر�های عنوان به گراف ماکسیمال خوشه�های که وقوعی ماتریس .٢.۴.٢ تعریف
گویند. خوشه�ای ماتریس گیرند، قرار ماتریس ستون�های عنوان به گراف

است. ۴ گراس و فولکرسون از بازه�ای گراف مشخصه زیر قضیه
٣Convex column
۴Fulkerson and Gross [1965]



١۴ بازه�ای گراف از اساسی قضایای .٢

خوشه�ای ماتریس ستون�های اگر تنها و اگر است بازه�ای گراف یک G بی�سوی گراف [۴] .٣.۴.٢ قضیه
باشند. محدب آن

ماکسیمال خوشه�های از ترتیب یک باشد. M خوشه�ای ماتریس با بی�سو گراف G شود فرض برهان.
می�کند. پیروی گیلمور-هافمن مشخصه قضیه از گزاره این است. برابر M ستون�های جایگشت با

۴.٢ شکل گراف از خوشه�ای ماتریس :۶.٢ شکل

است. محدب ستون�هایش فوق، خوشه�ای ماتریس .۴.۴.٢ مثال

بولند و لکرکرکر مشخصه ۵.٢

است. ۵ لککرکر-بولند مشخصه زیر قضیه

یک G -١ کند: صدق زیر شرط دو در اگر تنها و اگر است بازه�ای G بی�سو گراف [٢] .١.۵.٢ قضیه
سومین به راس اولین از مسیر هر که کرد مرتب بتوان گونه�ای به G از راس سه هر -٢ است. وتری گراف

بگذرد. راس دومین همسایگی یک از راس

بازه�ای گراف تشخیص ۶.٢

زیر ، ١.٢ شکل گراف�های از یک هیچ اگر وتنها اگر است بازه�ای گراف گراف، یک [٢] .١.۶.٢ قضیه
نباشد. آن القائی گراف

آن القائی گراف زیر ١.٢ شکل در G∗ اگر تنها و اگر است بازه�ای گراف درخت یک .٢.۶.٢ نتیجه
نباشد.

گراف زیر یک می�تواند آن�ها از یکی (١.٢) بازه�ای گراف برای مجاز غیر ساختار پنج میان از برهان.
باشد. G∗ درخت از القائی

۵Lekkerkerker and Boland [1962]



١۵ کاربرد .٧.٢

باشد. بازه�ای گراف گراف، آن اگر تنها و اگر است -مدور کمان گراف درخت یک .٣.۶.٢ نتیجه

از G∗ شامل G گراف ١.۶.٢ طبق باشد بازه�ای غیر -مدور کمان گراف G درخت که شود فرض برهان.
گراف از زیررده�ای بازه�ای گراف همچنین نمی�باشد. مدور کمان گراف G∗ حالیکه در می�باشد. ١.٢ شکل

است. برقرار قضیه عکس لذا است. کمان-مدور

کاربرد ٧.٢

١ مساله
در باید d ظرف اند. شده پخته پیش از که است غذاهایی از تعدادی شامل مهمانی یک برای غذا منوی
وجود فر یک تنها متاسفانه شوند. گرم t٢(d) و t١(d) بین ثابت لزوما نه حرارت درجه در دقیقه m(d)

شود؟ حداقل کل زمان که گونه�ای به کرد برنامه�ریزی غذا ظروف برای می�توان چگونه دارد.
دمایی فاصله که می�سازند را یال یک راس دو صورتی در و باشند گراف رئوس غذا، ظروف شود فرض

باشند. فر در نمی�توانند زمان یک در هرگز بنابراین باشند. داشته مشترک
٢ مساله

با می�شود. ساخته جوش سطح نام به خشک اسکله یک در کشتی از قسمت��هایی سازی کشتی قسمت در
می�توان آیا دارد. ساخت طول W (s) ، اسکله روی در sبخش هر شده تدوین زمانی برنامه یک به توجه
طور به بخش دو برای مکانی هیچ بطوریکه داد، اختصاص k پهنای به جوش سطح به راطوری بخش�ها

نشود؟ استفاده همزمان
بخش�هایشان اگر که، می�سازند را یال یک راس دو صورتی در و گراف رئوس بخش�ها، که کنید فرض

است. بازه�ای گراف زمانی برنامه بنابراین . باشند داشته متقاطع زمانی بازه
٣ مساله

باید مقادیر حسابی محاسبات برای می�کند. ذخیره حافظه در را متغیرهایش مقادیر کامپیوتری برنامه یک
صورتیکه در است. آن�ها از بهتر استفاده هدف ثباتها بودن قیمت گران دلیل به طرفی از شوند. ثباتها وارد
زمانیکه متغیر هر برای داد. اختصاص ثبات یک به را آن�ها می�توان نروند کار به زمان یک در متغیر دو
است. فعال زمان دو این طول در متغیر یک می�شود. محاسبه زمان انتهای و ابتدا می�شود، استفاده آن از
می�شوند، وصل هم به راس دو صورتی در و هستند متغیرها هایش راس که می�شود گرفته نظر در گرافی
نیاز مورد ثباتهای تعداد باشند. داشته مشترک زمانی بازه یعنی باشند فعال مشترک، زمان یک در که

است. گراف رنگی عدد
۴ مساله

شوند. می داری نگه یخچال در خواص شرایط تحت که باشند شیمیایی ترکیبات c١, c٢, ..., cn فرضشود
مواد سازی ذخیره برای یخچال چقدر شود، داری نگه [ti, tj] بین ثابت دمای در cj شیمیایی ترکیب اگر

است؟ لازم شیمیای



١۶ بازه�ای گراف از اساسی قضایای .٢

دمایی بازه اگر شوند، می وصل هم به راس دو باشد. c١, c٢, ..., cn رئوس با بازه�ای گراف شود فرض
. است بازه�ای گراف از خوشه�ای پوشش مینیمم کردن پیدا مساله این باشند. داشته اشتراک متناظرشان

۵ مساله
است. مناسبشان زمانی ترتیب در باستانی آثار از ای مجموعه دادن قرار برای تلاش شناسی باستان در
مساله این مصر، قبردر در٩٠٠ سفال نوع ٨٠٠ مطالعه حال در معروف شناس باستان ۶ پتری فلیندرس
فرض است. ها ستون بودن محدب خاصیت و بازه�ای گراف به مرتبط مساله این کرد. بندی فرمول را
که زمانی بازه یک در اثر هر اند. شده کشف مختلف قبرهای در که باشد آثاری از مجموعه�ای yl شود
آن که دارد وجود ناشناخته�ای زمانی نقطه یک قبر هر برای است. بوده استفاده حال در است، ناشناخته
وقوعی ماتریس M شود فرض است. زمان�ها روابط به دادن شکل مساله هدف است. شده دفن اثر
نظر در می�باشند آثار آن رئوس که گرافی باشند. آثار معرف آن وستون�های قبرها آن سطرهای که باشد

باشند. داشته مشترک قبر یک که می�سازند را یال یک صورتی در راس دو شود. گرفته

۶Flinders Petrie



٣ فصل

کاربردهایش و بازه�ای درخت

مقدمه ١.٣

نمایش با بازه�ای گراف |E| = m و |V | = n که ، G = (V,E) همبند و ساده گراف می�شود فرض
IG ترتیب اساس بر گراف این رئوس ابتدا در باشد. Ir = [ar, br] که I = {I١, I٢, ..., In} بازه�ای
در می�شود. اثبات و بیان آن ویژگی�های و TI(G) فراگیر درخت ساختار سپس و می�شوند. نامگذاری
می�شود. پرداخته بازه�ای گراف از زیر مسائل بررسی به TI(G) فراگیر درخت از استفاده با بعد بخش�های

آن. ویژگی�های اثبات و بیان و TI(G) بازه�ای درخت از (T٣s(G)) فراگیر درخت ساخت -١
این سطح از استفاده با بازه�ای گراف از راس دو بین فاصله کوتاهترین محاسبه منظور به لم چند بیان -٢

آن. الگوریتم بیان نهایت در و بازه�ای درخت در راس دو
آن. الگوریتم بیان و بازه�ای درخت ارتفاع با بازه�ای گراف قطر بین رابطه منظور به دیگر لم چند بیان -٣
قضیه این در همچنین است. آن شعاع برابر دو بازه�ای گراف که:قطر می�شود ثابت قضیه یک در همچنین

می�شود. محاسبه شعاع از استفاده بدون بازه�ای گراف مرکز

بازه�ای درخت ٢.٣

را آن رئوس بتوان اگر تنها و اگر است بازه�ای گراف یک راس n با G = (V,E) گراف [٣] .١.٢.٣ لم
.(j, k) ∈ E آن�گاه (i, k) ∈ E که i < j < k هر برای که کرد شماره�گذاری گونه�ای به n ١تا از

باشد. Ir = [ar, br] بازه با متناظر ur راس و باشد. بازه�ای گراف شده داده گراف شود فرض برهان.
شماره�گذاری n تا ١ از را متناظر رئوس و کرده مرتب ها br راست پایانی تقاط کاهش ترتیب به را بازه�ها

.(j, k) ∈ E وضوح به (i, k) ∈ E که i < j < k هر برای اگر حال می�کنیم.
مجموعه عضو کوچکترین باشند. شده شماره�گذاری قضیه شرایط تحت گراف رئوس شود فرض بعکس
مجموعه برای . low(i) ≤ i پس i ∈ N [i] چون اینصورت در می�شد. داده نشان low(i) با N [i]



١٨ کاربردهایش و بازه�ای درخت .٣

است. شده داده گراف متناظر Ii = [low(i), i] بازه i شماره با راس هر به {١,٢, ..., n} خطی مرتب
است. بازه�ای گراف یک G = (V,E) گراف لذا

می�شود. نامیده ١ IG ترتیب ، ١.٢.٣ قضیه مطابق رئوس نامگذاری

و باشند شده IGمرتب ترتیب uدر < v < w صورت به V ,uاز v, w راس سه اگر .٢.٢.٣ نتیجه
است. wمجاور vبا آن�گاه باشد wمجاورu

می�شود. استفاده بازه�ای گراف الگوریتم�های در لم این از
و است. شده فرض |E| = m و |V | = n که G = (V,E) همبند و ساده بازه�ای گراف
پایانی نقطه br و چپ پایانی نقطه ar بطوریکه باشد G گراف از بازه�ای نمایش I = {I١, I٢, ..., In}

از شدن کاسته بدون باشد.� r = ١,٢, ..., n برای Ir = [ar, br] دیگر عبارت به باشد. Ir بازه از راست
که: می�شود فرض مساله کلیت

یعنی: است.� شده نامگذاری آن�ها راست پایانی نقاط اساس بر I مجموعه بازه�های (١

b١ < b٢ < ... < bn

است. شده نامگذاری nاعداد١و٢و...و IGبا ترتیب اساس بر آن، رئوس و
ندارند. مشترک پایانی نقطه بازه�ای دو هیچ و می�شود شامل پایانی نقطه دو هر یعنی بسته�اند.� بازه�ها (٢

متناظرند. حقیقی بازه�های با گراف، ٣)رئوس
است. شده داده آن پایانی نقاط از شده مرتب لیست و است همبند بازه�ای ۴)گراف

این رئوس است. شده داده نشان آن بازه�ای نمایش با بازه�ای گراف یک ١.٣ شکل در .٣.٢.٣ مثال
است. شده نامگذاری IG ترتیب مطابق گراف

راس شماره کمترین و بیشترین ترتیب به را H(v), L(v)راس دو v ∈ V راس هر برای .۴.٢.٣ تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به v مجاور

H(v) = max{u|(u, v) ∈ E, u ≥ v}, L(v) = min{u|(u, v) ∈ E, u ≤ v}. (١.٣)

نباشد، v مجاور راسی هیچ IGترتیب در اگر بنابراین باشد.� درست همواره (v, v) ∈ E که فرضمی�شود
می�شود.� گرفته نظر در v برابر L(v) و H(v) مقدار گاه آن

نزولی غیر یکنواخت طور به H درآیه�های است. شده داده نشان ٢.٣ شکل در H(١, n) آرایه�های
است.

.H(u) ≤ H(v) آن�گاه u < v و u, v ∈ V اگربرای [٩] .۵.٢.٣ لم
١Interval tree



١٩ بازه�ای درخت .٢.٣

آن بازه�ای نمایش و بازه�ای گراف :١.٣ شکل

�H(١،n) :٢.٣ شکل

u < v < H(v) پس> v ≤ H(v) ،H(v)تعریف H(u)طبق > H(v) u < v هر اگربرای برهان.
لذا و (v,H(u) ∈ E ، ٢.٢.٣ طبق لذا (u,H(u)) ∈ E طرفی از u < v < H(u) نتیجه در و H(u)

.H(u) ≤ H(v) بنابراین دارد. تناقض مساله فرض با واین H(u) = H(v)

فراگیر گراف زیر G بازه�ای گراف برای .E ′ = {(u, v) : u ∈ V, v = H(u), u ̸= n} شود فرض
نمایش هر برای که است درخت یک G′ می�شود ثابت زیر لم �در شود. گرفته نظر در G′ = (V,E ′)

است. فرد به منحصر شده داده بازه�ای

است. درخت G همبند بازه�ای گراف برای G′ گراف زیر [٩] .۶.٢.٣ لم

است.�� دور فاقد G′ می�شود است.�ثابت یال n − ١ و راس n پس است فراگیر گراف زیر G′ برهان.
v = H(v) اگر حال .v ̸= H(v) یعنی ندارد.� طوقه G′ می�شود ثابت .v ⩽ H(v) ۴.٢.٣ تعریف طبق
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uپس H(u) < v. خلف فرض طبق و H(u) < H(v) پس ٢.٣ طبق لذا u < v بطوریکه u ∈ V و
از بزرگتر که راسی مجاور هم vراس پس v = H(v) نمی�باشد.�ازطرفی است بزرگتر v از که راسی مجاور
ناهمبند G′ لذا ناهمبندند {١,٢, ..., v}, {v+ ١, v+ ٢, ..., n} گرافهای زیر نمی�باشد.�بنابراین است v

است. تناقض این است.�و

درخت را آن و است فراگیر درخت یک E ′ ⊆ E یالهای و V رئوس شامل G′ فراگیر گراف زیر
است. فرد به منحصر TI(G) می�شود ثابت زیر لم می�شود.�در داده نشان TI(G) با و می�نامند بازه�ای

و دارد وجود بازه�ای نمایش هر برا G بازه�ای همبند گراف از TI(G) ای بازه درخت [٩] .٧.٢.٣ لم
است. فرد به منحصر

از IG ترتیب که آنجا از دارد. وجود TI(G) درخت ۶.٢.٣ اثبات و بازه�ای درخت تعریف طبق برهان.
به منحصر ای بازه نمایش هر برای TI(G) درخت نتیجه در و H(v) لذا است فرد به منحصر V رئوس

است. فرد

١.٣ شکل گراف از بازه�ای درخت :٣.٣ شکل

u هر برای حال می�شود. داده نشان level(u) با بازه�ای درخت از u راس سطح [١٠] .٨.٢.٣ تعریف
یعنی می�شود. گرفته نظر در بازه�ای درخت در nراس از u فاصله را level(u) ، TI(G) بازه�ای درخت از

.levelI(u) = d(u, n)



٢١ بازه�ای درخت خصوصیات .٣.٣

دیگر عبارت به دارند. قرار n راس از i فاصله به که است رئوسی Ni مجموعه �[١٠] .٩.٢.٣ تعریف
.Ni = {u : d(u, n) = i} یعنی � می�شود. داده نشان Ni با را i سطح در رئوس مجموعه

N٠ = {u : d(u, n) = ٠} = {n} : که است واضح

بازه�ای) (درخت IT از i سطح در u یعنی . level(u) = i و d(u, n) = i بنابراین u ∈ Ni اگر
دارد. قرار بازه�ای درخت از ام i سطح در که است رئوسی شامل ∈ Ni مجموعه بنابراین دارد. قرار
Nk ̸= ∅ اینصورت در باشد G دیگر رئوس به nراس از مسیر کوتاهترین طول ماکزیمم k اگر همچنین

٣.٣ شکل .Nk+١ = ∅ و

بازه�ای درخت خصوصیات ٣.٣

max(Ni) = max{u : u ∈ Ni} و min(Ni) = min{u : u ∈ Ni} که می�شود فرض

max(Ni+١) = min(Ni)− ١ ،i هر ازای به و اند متوالی اعدادصحیح Ni رئوس [٩] .١.٣.٣ لم

بنابراین N١ = {L(n), L(n) + ١, ..., n− ١} ، ۴.٢.٣ تعریف طبق i روی استقرا به اثبات برهان.
رئوس یعنی باشد.� برقرار i = k برای حکم شود می فرض حال است. برقرار i = ١ برای حکم
بازه�ای درخت تعریف طبق . max(Nk+١) = min(Nk) − ١ و اند متوالی صحیح اعداد ، Nk

در H(u) یعنی H(u) ∈ Nk ، ۴.٢.٣ بر بنا لذا و است k + سطح١ در u آنگاه u ∈ Nk+١ اگر
همچنین و v, v + ١, ...,maxNk+١ ، ٢.٢.٣ ،بنابر v = min(Nk+١) اگر می�گیرد. قرار kسطح
maxNk+١ آنجاییکه از H(v)اند. مجاور همگی maxNk+١ + ١,maxNk+١ + ٢, ..., H(v) − ١
اعداد Nk+١ رئوس لذا v, v + ١, ...,max(Nk+١) ∈ Nk+١ بنابراین است، Nk+مجموعه١ ،ماکزیمم
برای حکم یعنی v − ١ ∈ Nk+٢ اما .V − ١ /∈ Nk+١ پس است، NK+مینیمم١v چون و اند. متوالی

است. درست است، برقرار i = ١ برای زمانیکه i = k + ١

می�شود. نتیجه زیر لم ترتیب این به

u > v اینصورت: در levelI(u) < levelI(v) اگر [٩] .٢.٣.٣ لم

است: زیر صورت به Tدرخت ارتفاع .٣.٣.٣ تعریف

h(T ) = max{level(v) : v ∈ V }.

صفر برابر و می�افتد اتفاق v = n در level(v) مقدار کمترین و h(TI(G)) ، level(v) مقدار بیشترین
ماکزیمم d(u, v) بنابراین d(u, n) = level(u) < h(TI(G)) اینصورت در v = n اگر اما است.
h(TI(G)) + ١ فاصله ماکزیمم و level(u) = h(TI(G)) و level(v) = ١ صورتیکه در می�شود،

می�شود. نتیجه زیر لم ترتیب این به است.
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. level(n) = ٠ و h(TI(G) = level(١) [٩] .۴.٣.٣ لم

١ − n مسیر TI(G) بازه�ای درخت در مسیر بزرگترین که می�شود نتیجه ۴.٣.٣ لم از .۵.٣.٣ تعریف
با G در v و uراس دو بین فاصله کوتاهترین که می�شود یادآوری می�نامند. اصلی مسیر را آن که است

است. بازه�ای درخت در اصلی مسیر قرمز مسیر ٣.٣ شکل در می�شود. داده نشان d(u, v)

گاه آن level(u) = level(v) که u, v ∈ V هر برای [٩] .۶.٣.٣ لم

d(u, v) =

١ (u, v) ∈ E

٢ o.w.

کاسته بدون اینصورت غیر در . d(u, v) = ١ اینصورت در باشد یال v و u راس دو بین اگر برهان.
(u,H(u)) ∈ E ، ١.٣ بر بنا level(u) = level(v) و u < v که می�شود فرض مساله کلیت از شدن
دارد. وجود u −→ H(u) −→ v مسیر لذا (v,H(u)) ∈ E ٢.٢.٣ طبق u < v < H(u) چون و

.d(u, v) = ٢ مشابه به v < u اگر . d(u, v) = ٢ پس

level(٨) = ٣.٣ در مثلا نشود. ٢ یا ١ برابر dTI(G)(u, v) است ممکن بازه�ای درخت در .٧.٣.٣ مثال
.dTI(G)(u, v) = ۶ حالیکه در level(١٠)

این مجاورند. G در j + ١ و j − ١ و j سطح در که رئوسی با آن�گاه باشد، j سطح در v راس اگر
می�شود. ثابت زیر لم در گزاره

(u, v) /∈ E. گاه آن |level(v)− level(u)| > ١ که u, v ∈ V هر برای [٩] .٨.٣.٣ لم

.١ طول به مسیر یعنی u −→ v و ١ از بزرگتر طول به v به u مسیر یعنی u −→∗ v نماد برهان.
v −→ H(v) −→∗ n صورت به n به v مسیر . level(v) − level(u) > ١ که شود فرض ابتدا در

.H(v) < u ،٢.٣.٣ لم طبق لذا . level(H(v)) = level(v)− ١ > level(u) پس شود. فرض
یعنی این و . H(v) = u پس H(v) < u چون خلف)، فرض ) (u, v) ∈ E(G) اگر حال

است. تناقض در فرض با این و level(H(v)) = level(v)

است. مشابه به اثبات level(v)− level(u) < −١ حالتیکه در

Xl همچنین باشد. اصلی مسیر روی و سطح همان در راسی u∗l و l سطح در راسی ul شود فرض
از مجموعه�ای Yl و است. بزرگتر u∗l از که باشد l سطح در بازه�ای درخت از رئوسی شامل مجموعه یک

: یعنی است. کمتر u∗l از که باشد l سطح در بازه�ای درخت رئوس
Xl = {v : v > u∗l , v ∈ Nl}

Yl = {v : v < u∗l , v ∈ Nl}

صحیح اعداد Nl رئوس ١.٣.٣ لم بر بنا همچنین Xl ∪Yl ∪{u∗l } = Nl و Xl ∩Yl = ∅ که شود توجه
می�باشند. متوالی صحیح اعداد نیز Yl و Xl رئوس درنتیجه می�باشد. متوالی
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.d(v, u∗l ) ≤ ٢ آن�گاه باشد ∪٢
i=٠Xl+i از عضوی v اگر [١٠] .٩.٣.٣ لم

می�شود. گرفته نظر در را زیر حالت سه برهان.
. d(v, u∗l ) ⩽ ٢ ،۶.٣.٣ طبق v ∈ Xl هر برای (١

چون .u∗l+٢ < v١ < u∗l+١ ،Xl تعریف طبق بنابراین باشد، Xl+٢ از راسی v١ شود فرض (٢
بنابراین (v١, u∗l+١) ∈ E ،٢.٢.٣ طبق (u∗l+٢, u

∗
l+١) ∈ E

u∗l −→ u∗l+١ −→ v١

.d(v١, u∗l ) = ٢ نتیجه در و
(u∗l+١, u

∗
l ) ∈ E چون . u∗l+١ < v٢ < u∗l ،Xl تعریف طبق آن�گاه باشد Xl+١ از راسی v٢ اگر (٣

است. برقرار حالت سه در حکم لذا .d(v٢, u∗l ) = ١ بنابراین (v٢, u∗l ) ∈ E ،٢.٢.٣ طبق

.d(v, u∗l+٣) ≤ ٢ یا d(v, u∗l ) ≤ ٢ آن�گاه باشد ∪٢
i=٠Yl+i از عضوی v اگر [١٠] .١٠.٣.٣ لم

راسی u′l که شود فرض باشند.همچنین Yl+١ و Yl+٢ از راس دو ترتیب به t٢ و t١ شود فرض برهان.
آید: می وجود به حالت دو باشد. l سطح در

به بنا v ∈ Yl هر برای همچنین d(t١, u∗l ) = ٢ و d(t٢, u∗l ) = ١ حالت این در که u′l = u∗l ) (١
شود فرض مساله کلیت از شدن کاسته بدون .u′l ̸= u∗l (٢ است. برقرار حکم لذا d(v, u∗l ) ۶.٣.٣
H(t١) = t٢ < u∗l+١ لذا parent(t١) = t٢ چون .parent(t٢) = u′l و parent(t١) = t٢ که
یا d(t١, u∗l ) = ٣ بنابراین (t٢, u∗l ) /∈ E لذا و H(t٢) = u′l < u∗l مشابه به (t١, u∗l+١) /∈ E و
(u∗l+٣, u

∗
l+٢) ∈ حال (u∗l ) −→ u∗l+١ −→ t٢ −→ t١) یا (u∗l ) −→ u′l −→ tپس(٢ d(t٢, u∗l ) = ٢

و (t١, u∗l+٢) ∈ E نتیجه در . (t١, t٢) ∈ E و u∗l+٣ < t١ < u∗l+٢ < t٢ و E
است. ثابت حکم و d(u∗l+٣, t٢) ≤ ٢ و d(u∗l+٣, t١) ≤ ٢ بنابراین . (u∗l+٢, t٢) ∈ E

بازه�ای درخت کاربردهای ۴.٣

فراگیر -٣ درخت مساله ١.۴.٣

فاصله بطوریکه است H فراگیر گراف زیر یک ، G گراف از فراگیر −t یک [۵] .١.۴.٣ تعریف
، u, v ∈ V هر برای دیگر عبارت به باشد. G در فاصله�ها برابر t حداکثر رئوس، از جفت هر بین
گویند. ٢ انبساطی فاکتور است، t ≥ ١ و صحیح عدد یک که را t پارامتر dH(u, v) ≤ t.dG(u, v)

فن�آوری یک که سینکورونایزر طراحی با ارتباط در ۴ اولمن و ٣ پلک توسط بار اولین فراگیر −t درخت
توزیعی های سیستم و شبکه در بسیاری کاربردهای فراگیر −t درخت شد. معرفی است، شبیه�سازی

٢stretch
٣Peleg
۴Ullman
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می�توان فیلوژنتیک درخت بازسازی فرآیند در محاسباتی زیست�شناسی در آن کاربردهای دیگر از دارد.
کرد. اشاره

مساله می�شود. داده نشان Ht(G) با و می�شود نامیده ۵ مینیمم -فراگیر t ، H فراگیر گراف زیر
G = (V,E) گراف برای اول نوع در است. بهینه�سازی و تصمیم�گیری نوع دو دارای فراگیر t مینیمم
|E(Ht(G))| ≤ k شرط با فراگیری −t دارای گراف این آیا که می�شود بررسی شده، داده k ≥ ٠ و
برای ممکن یال کمترین با فراگیر −t کردن پیدا هدف G = (V,E)گراف برای دوم نوع در و می�باشد؟

می�شود. بررسی بهینه��سازی نوع از مساله این قسمت این در است. t ثابت مقدار
.t ثابت مقدار برای ممکن یالهای کمترین با است H فراگیر گراف زیر از ٣-فراگیر کردن پیدا هدف

می�باشد نیز ٣-فراگیر درخت که آن بازه�ای درخت و بازه�ای گراف :۴.٣ شکل

بازه�ای درخت از ٣-فراگیر درخت ساخت روش ٢.۴.٣

نمی�باشد. ٣-فراگیر درخت بازه�ای، درخت کلی حالت در .٢.۴.٣ مثال

است. شده داده نشان می�باشد، ٣-فراگیر درخت که آن بازه�ای درخت و بازه�ای گراف ۴.٣ شکل در
نمی�باشد. ٣-فراگیر ، ١.٣ بازه�ای گراف از حاصل ٣.٣ بازه�ای درخت حالیکه در

از بعضی ۶ والد آرایش تجدید با بازه�ای درخت از G گراف از (T٣s(G)) ٣-فراگیر درخت [١١]
است. زیر صورت به روش می�شود.این ساخته رئوس

هر والد سپس باشند. l + ١ و l سطح در اصلی مسیر روی راس دو w∗
l+١ و w∗

l شود فرض
یعنی می�کنیم. جایگزین w∗

l عنوان به را می�کند صدق w∗
l+١ < u < w∗

l نامساوی در که u راس

۵minimum t-spanner
۶parent
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پروسه این است. TI(G) بازه�ای درخت در u راس والد parentI(u) که parentI(u) = w∗
l

اگر دیگر عبارت به می�شود. تکرار l = ١,٢, ..., h(TI(G)) − ١ سطوح در راس�ها همه برای
که Nl+١ = {y١, y٢, ..., yj−١, w∗

l+١, yj+١, ..., yq} و Nl = {x١, x٢, ..., xi−١, w∗
l , xi+١, ..., xp}

اگر می�باشد. w∗
l راس x١, x٢, ..., xi−١ و yj+١, ..., yq والد آن�گاه q = |Nl+١| و p = |Nl|

و N ′
l = {x١, x٢, ..., xi−١} آن�گاه p = |Nl| که Nl = {x١, x٢, ..., xi−١, w∗

l , xi+١, ..., xp}

زیرمجموعه�ای N ′′
l و w∗

l از کمتر رئوس که است Nl از زیرمجموعه�ای N ′
l یعنی . N ′′

l = {xi+١, ..., xp}

می�باشند. w∗
l از بیشتر رئوس از

رابطه T٣s(G) ساخت از لذا می�شود. داده نمایش N∗
l با (T٣s(G)) درخت از l سطح در رئوس مجموعه

می�شود. نتیجه l = ١,٢, ..., h(TI(G))− ١ برای N∗
l+١ = {w∗

l+١} ∪N ′
l ∪N ′′

l+١

بازه�ای٣.٣ درخت �T٣s(G)از :۵.٣ شکل

است. شده داده نشان ٣.٣ شکل بازه�ای گراف از فراگیر −t درخت ۵.٣ شکل در .٣.۴.٣ مثال

(w∗
l , w

∗
l+١) ∈ آن�گاه باشد، l+١ و l سطح در اصلی مسیر راسروی دو w∗

l+١ و w∗
l اگر [١١] .۴.۴.٣ لم

.E(G)

دوباره می�مانند. باقی تغییر بدون ساخت طول در T٣s(G) و TI(G) اصلی مسیر روی رئوس برهان.
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بنابراین .H(w∗
l+١) = w∗

l پس .(u,H(u)) ∈ E(G) و است. H(u) ،TI(G) از u راس هر والد
است. G از یالی (w∗

l+١, w
∗
l )

باشد راسی u و باشد l + ١ و l سطح در اصلی مسیر روی راس دو w∗
l+١ و w∗

l اگر [١١] .۵.۴.٣ لم
است. T٣s(G) در همینطور و G در یالی یک (u,w∗

l ) آن�گاه w∗
l+١ < u < w∗

l که

یالی (u,w∗
l ) ،T٣s(G) ساخت طبق همچنین . (u,w∗

l ) ∈ E(G) ، ٢.٢.٣ و ۴.۴.٣ لم به بنا برهان.
است. T٣s(G) از

باشند. می w∗
l مجاور w∗

l+١ و w∗
l بین رئوس همه ۵.۴.٣ لم بنابه

w∗
l با l + ١ سطح در T٣s(G) رئوس شود. می داده نشان levels(u) با T٣s(G) از u راس سطح

مجاورند.

.dT٣s(G)(u, v) = ٢ گاه آن levels(u) = levels(v) و u, v ∈ V اگر [١١] .۶.۴.٣ لم

مجاور یال دو (v, w∗
l−١) و (u,w∗

l−١) ، ۵.۴.٣ طبق levels(u) = levels(v) = l شود فرض برهان.
دارد. وجود ٢ طول به u −→ w∗

l−١ −→ v مسیر یک تنها بنابراین می�باشد. T٣s(G) از

.(u, v) /∈ E(G) آن�گاه T٣s(G) از u, v هر برای |levels(u)− levels(v)| > ١ اگر [١١] .٧.۴.٣ لم

.dT٣s(G)(u, v) = ٣یا٢ آن�گاه |levels(u)− levels(v)| ≤ ١ ،u, v هر برای اگر [١١] .٨.۴.٣ لم

|levels(u)− levels(v)| = ٠ اول: حالت برهان.
مسیر اینصورت در .levels(u) = levels(v) = l که شود فرض مساله کلیت از شدن کاسته بدون

.T٣s(G) = ٢ نتیجه در دارد. وجود ٢ طول به v و uراس دو بین u→ w∗
l−١ → v

|levels(u)− levels(v)| = ١ دوم: حالت
طول به u→ w∗

l → w∗
l−١ → v مسیر بنابراین .levels(u) = l+١ اینصورت در levels(v) = l اگر

.T٣s(G) = ٣ لذا دارد. وجود v و uراس دو بین ٣

است. G بازه�ای گراف از ٣-فراگیر درخت یک T٣s(G) درخت [١١] .٩.۴.٣ لم

می�شود. نتیجه حکم ٨.۴.٣ و ٧.۴.٣ لم دو از برهان.

دارد. بازه�ای نمایش هر برای واحد ٣-فراگیر درخت یک بازه�ای گراف هر [١١] .١٠.۴.٣ قضیه

فرد به منحصر داردو وجود بازه�ای گراف از بازه�ای نمایش هر برای بازه�ای درخت ۶.٢.٣ طبق برهان.
برقرار حکم لذا شد. ساخته بازه�ای درخت رئوس والد تغییر با T٣s(G) فراگیر −t درخت است.

است.
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با است. شده معرفی H(١, n) آرایه�های برای O(n) مرتبه از الگوریتم یک [١١] در .١١.۴.٣ نتیجه
الگوریتم بخش این در شده بیان بازه�ای درخت از ٣-فراگیر درخت ساخت روش و الگوریتم این از استفاده

می�شود. مطرح زیر
بازه�ای گراف از I بازه�ای نمایش ورودی: داده

T٣s(G) ٣-فراگیر درخت خروجی: داده
I بازه�ای نمایش از H(١, n) آرایه�های (١ مرحله

H(١, n) آرایه�های از استفاده با بازه�ای درخت ساخت (٢ مرحله
٢.۴.٣ از استفاده با ٣-فراگیر درخت ساخت (٣ مرحله

مسیر کوتاهترین ٣.۴.٣

است. ٢ یا ١ با برابر level(u) = level(v) که v و u راس دو بین مسیر کوتاهترین ۶.٣.٣ لم طبق
کوتاهترین محاسبه هدف قسمت این در شود. بیشتر مقدار دو این از است ممکن اینصورت غیر در
v و u راس دو بین فاصله محاسبه برای است. بازه�ای درخت از استفاده با دلخواه راس دو بین مسیر
level(v) − ١ و level(v) و level(v) + ١ سطوح در u با مجاور رئوس ،٨.٣.٣ لم طبق u < v که
زیر لم از استفاده با را u, v ∈ V راس دو هر بین فاصله می�توان قضیه این از استفاده با می�شود. بررسی

کرد. محاسبه

روی level(v) + ١ سطح در راسی z١ شود فرض ،u, v ∈ V شده داده راس دو برای [٩] .١٢.۴.٣ لم
آن�گاه: level(u) > level(v) اگر .z٢ = H(z١) و باشد u− n اصلی مسیر

d(u, v) =


level(u)− level(v) (z١, v) ∈ E

level(u)− level(v) + ١ (z١, v) /∈ E, (z٢, v) ∈ E

level(u)− level(v) + ٢ o.w

.

و level(z١) = level(v) + ١ اینصورت در .z۴ = H(v) و z٣ = H(z٢) شود فرض برهان.
v = n اگر .level(z۴) = level(v) − ١ و level(z٣) = level(v) − ١ و level(z٢) = level(v)

بازه�ای درخت از اصلی مسیر روی v و u راس دو اگر است، واضح ندارند. وجود z۴ و z٣ رئوس آن�گاه
.d(u, v) = level(u)− level(v) آن�گاه بگیرند، قرار

اول: حالت
دارد. وجود u→∗ z١ → v مسیر آن�گاه (z١, v) ∈ E اگر

.d(u, v) = level(u)− (level(v)− ١) + ١ = level(u)− level(v) و
دوم: حالت

دارد. وجود u→∗ z١ → z٢ → v مسیر آن�گاه (z١, v) /∈ E, (z٢, v) ∈ E اگر
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.d(u, v) = level(u)− (level(v) + ١) + ٢ = level(u)− level(v) + ١ و
سوم: حالت

(z١, v) /∈ E, (z٢, v) /∈ E اگر
، ٢.٢.٣ به بنا پس (z٢, z٣) ∈ E و z٢ < v < z٣ که آن�جا از اینصورت در v > z٢ اگر -١

دارد. وجود u→∗ z١ → z٢ → z٣ → v مسیر لذا (v, z٣) ∈ E

هر در نتیجه در . (z٢, z۴) ∈ E ، ٢.٢.٣ طبق (v, z۴) ∈ E و v < z٢ < z۴ چون ، v < z٢ اگر -٢
.d(u, v) = level(u)− (level(v)− ١) + ٣ = level(u)− level(v) + ٢ حالت دو

حالت لذا دارد. قرار level(v) − ١ و level(v) و level(v) + ١ رئوس مجاور تنها v راس طرفی از
ندارد. وجود دیگری

ماکزیمم می�شود. ماکزیمم d(u, v) آن�گاه شود، ماکزیمم level(u)− level(v) اگر [٩] .١٣.۴.٣ نتیجه
بنابراین: است. صفر برابر و می�افتد اتفاق v = nراس در level(v) مینیمم و h ،level(u)

d(u, n) = level(u) ≤ h

h+١ ماکزیمم مقدار و می�شود. ماکزیمم d(u, v) آن�گاه level(v) = ١, level(u) = h اگر نتیجه در و
است.

فاصله الگوریتم .١۴.۴.٣ نتیجه
می�شود محاسبه زیر الگوریتم از بازه�ای گراف راس دو بین فاصله کوتاهترین فوق لم از استفاده .با [٩]

.(u,H(u)) و s, t(s < t) راس دو ورودی:
. d(s, t) خروجی:

شود. محاسبه level(s), level(t) -١
.(z٢ = H(z١) و n به s مسیر روی levelI(t) + ١ سطح در راسی z١ ) شوند. محاسبه z١, z٢ -٢

شود. محاسبه d(s, t) ، ١٢.۴.٣ طبق -٣

با O(n٢
p
+ logn) مرتبه از راس، n با بازه�ای گراف از فاصله�ها کوتاهترین همه [٩] .١۵.۴.٣ قضیه

می�آید. به�دست EREWPRAM یک روی p پردازشگر از استفاده

قطر محاسبه ۴.۴.٣

باشد. بازه�ای درخت ارتفاع h = max{level(v) : v ∈ V } شود فرض

v١ ∈ N١ رئوس تمام اگر باشد. اصلی مسیر روی راس یک v∗١ ∈ N١ شود فرض [٧] .١۶.۴.٣ لم
δ(G) = h+ ١ اینصورت غیر در δ(G) = h آن�گاه باشد، G در v∗١ مجاور
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مسیر روی v∗٢ و v∗١ بطوریکه v∗٢ < u١ < v∗١ < v١ < n شود فرض ۶.٣ شکل به توجه با برهان.
می�افتد. اتفاق حالت دو حال . (v∗١, u١) ∈ E ٢.٢.٣ لم بر بنا دارند. قرار ٢ و ١ سطح در اصلی

(u∗٢, v١) /∈ E بنابراین v١ > v∗١ و H(v∗٢) = v∗١ که آن�جا از (v∗١, v١) /∈ E یا (v∗١, v١) ∈ E

اول: حالت در
است. (h− ٢) + ١+ ١ = h طول به v١ ١به از ١ →∗ v∗٢ → v∗١ → v١ مسیر لذا (v∗١, v١) ∈ E

: دوم حالت در
(h−٢)+١+١+١ = h+١ طول به v١ به ١ از ١ →∗ v∗٢ → v∗١ → n→ v١ مسیر (v∗١, v١) /∈ E

است.
.d(١, v) ≤ h+ ١ ، v ∈ V رئوس سایر برای

شرح :۶.٣ شکل

(١۶.۴.٣) لم این از می�مانند. باقی تغییر بدون T٣s(G) و TI(G)درخت دو هر ارتفاع و رئوس سطح
می�شود. نتیجه زیر لم

دیگر: عبارت به δ(G)− ١ یا δ(G) با است برابر ٣-فراگیر درخت ارتفاع [٧] .١٧.۴.٣ لم
δ(G) = h(T٣s(G)) یا h(T٣s(G)) + ١

با: است برابر G = (V,E) بازه�ای گراف از مسیر بزرگترین [٧] .١٨.۴.٣ ١نتیجه →∗ n→ v١ (h طول (به (v∗١, v١) /∈ E, v١ ∈ N١

١ →∗ n (h+١ طول (به o.w.

می�شود: تعریف زیر صورت به N−١ رئوس مجموعه δ(G) = h+١, h > ١ زمانیکه ١۶.۴.٣ بر بنا

N−١ = {u : u ∈ N١, (u, v
∗
١) /∈ E, v∗١ ∈ Nاست,١ واقع اصلی مسیر {١∗vروی

می�آید: به�دست زیر نتیجه فوق تعریف طبق
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[٧] .١٩.۴.٣ نتیجه

d(u, v) ≤ δ(G) =

h N−١ = ∅

h+ ١ N−١ ̸= ∅

قطر[٧] الگوریتم .٢٠.۴.٣ نتیجه
h ارتفاع و H(١, n), level(١ : n) ورودی:آرایه�های

δ(G) قطر خروجی:
اصلی مسیر روی ١ سطح در v∗١ راس کردن پیدا -١

شود. بررسی v∗١ با مجاور راس�های N١ مجموعه از -٢
توجه δ(G) = h + ١ اینصورت غیر در δ(G) = h آن�گاه بود v∗١ با مجاور N١ رئوس همه اگر -٣
که ترتیب این به می�آید. به�دست اصلی مسیر روی v∗١ راس H(١, n) آرایه�های از استفاده با که شود
راس هر سطح همچنین می�یابد. ادامه ١ سطح به رسیدن تا H(١), H(H(١)), H(H(H(١))) مقادیر
بر بنا بازه�ای گراف قطر نهایت در و می�شود. محاسبه IT بازه�ای درخت روی BFS از استفاده با

می�آید. به�دست الگوریتم این طبق ١۶.۴.٣

۶.٣.٣ طبق v و u بین فاصله آن�گاه باشد اصلی مسیر روی راسی v∗١ ∈ N١ اگر u ∈ N−١ فرض با
(v∗١ → n→ u).است ٢ برابر

d−١ و d١ مقدار دو باشد اصلی مسیر روی l + ١ سطح در v∗l+١ و l سطح در راسی vl این�که فرض با
می�شوند. تعریف زیر صورت به ١٢.۴.٣ طبق

d١ =


h− l (vl, v

∗
l+١) ∈ E

h− l + ١ (vl, v
∗
l+١) /∈ E, (vl, v

∗
l ) ∈ E

h− l + ٢ o.w.

:n به vl مسیر در v٢ ∈ N٢ و v١ ∈ N١ هر ازای به و

d−١ =

l + ١ (v١, v٢) /∈ E, (v∗١, v١) /∈ E

l o.w.

=

l + ١ N−١ ̸= ∅

l N−١ = ∅

(٢.٣)

اینصورت: در باشد، اصلی مسیر روی سطر همان در v∗l و l سطح در vl راس اگر [٧] .٢١.۴.٣ لم
dmax(vl) = max{d(u, vl) : u ∈ V } = max(d١, d−١).

.vl ∈ C(G) گاه آن dmax(vl) = ρ اگر [٨] .٢٢.۴.٣ نتیجه
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و N١
l زیرمجموعه سه به دارند، قرار بازه�ای درخت از l سطح در که رئوسی مجموعه قسمت این در

بطوریکه: می�شود. افراز N٣
l و N٢

l

N١
l = {vl : (vl, v∗l+١) ∈ E}

N٢
l = {vl : (vl, v∗l+١) /∈ E, (vl, v

∗
l ) ∈ E}

N٣
l = {vl : (vl, v∗l+١) /∈ E, (vl, v

∗
l ) /∈ E}.

بنابراین:

d١ =


h− l vl ∈ N١

l

h− l + ١ vl ∈ N٢
l

h− l + ٢ vl ∈ N٣
l

است. زیر صورت به گراف مرکز و قطر شعاع، مرکز، از خروج لذا
e(vl) = max{d(u, vl) : ∀u ∈ V } = dmax(vl) = max(d١, d−١)

ρ(G) = min{e(v) : v ∈ V }

δ(G) = max{e(v) : v} =

h+ ١ N−١ ̸= ∅

h N−١ = ∅

C(G) = {v : e(v) = ρ, v ∈ V } = {vl : dmax(vl) = ρ}

برقرار گرافها همه برای رابطه این است. آن شعاع نصف بازه�ای گراف قطر که می�شود ثابت حال
نمی�باشد.

ρ ̸= ⌈ δ
٢⌉ که گرافی :٧.٣ شکل

که: است شده داده نشان ٢.٣ و ١.٣ جدول دو طبق ٧.٣ شکل گراف در .٢٣.۴.٣ مثال
δ = ٢, ρ = ٢

بنابراین:
ρ ̸= ⌈ δ٢⌉
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رئوس بین فاصله :١.٣ جدول
٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ١ ١ vA

٢ ١ ٢ ١ ٢ ١ ٠ ١
٢ ٢ ٢ ١ ١ ٠ ١ ٢
١ ١ ٢ ١ ٠ ١ ٢ ٣
٢ ١ ١ ٠ ١ ١ ١ ۴
١ ١ ٠ ١ ٢ ٢ ٢ ۵
١ ٠ ١ ١ ١ ٢ ١ ۶
٠ ١ ١ ٢ ١ ٢ ٢ ٧

مرکز از خروج :٢.٣ جدول
٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ١ ١ vA

٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ ٢ e(vA)

می�آید: به�دست زیر رابطه از آن مرکز و ρ = ⌈ δ
٢⌉ بازه�ای گراف در [٨] .٢۴.۴.٣ لم

آن�گاه: δ > ١ اگر

C(G) =



{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h−١

٢ ١−h⌋یا⌈
٢ ⌋} است ١−h,Nفرد ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h
⌋یا⌈٢

h−١
٢ ⌋} است ١−h,Nزوج ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h

⌋یا⌈٢
h
٢⌋} است ١−h,Nزوج = ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h+١
٢ h⌋یا⌈

٢⌋} است ١−h,Nفرد = ∅

C(G) = V آن�گاه δ = ١ اگر و

می�آید: پیش زیر حالت سه بنابراین d−١ = l + ١ اینصورت در N−١ ̸= ∅ شود فرض ابتدا برهان.

اول: حالت
: آن�گاه d١ = h− ١ و v ∈ N١

l اگر

e(v) = max{h− ١, l + ١} =

h− ١ l ≤ ⌊h−١
٢ ⌋

l + ١ l ≥ ⌈h−١
٢ ⌉

لذا

e١ = min{e(v) : v ∈ N١
l } = ⌈h+ ١

٢ ⌉ برای l = ⌊h− ١
٢ ⌋ یا ⌈h− ١

٢ ⌉.
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دوم: حالت
: آن�گاه d١ = h− l + ١ و v ∈ N٢

l اگر

e(v) = max{h− l + ١, l + ١} =

h− l + ١ l ≤ ⌊h
٢⌋

l + ١ l ≥ ⌈h
٢⌉

لذا
e٢ = min{e(v) : v ∈ N٢

l } = ⌈h+ ٢
٢ ⌉ برای l = ⌊h٢⌋ یا ⌈h٢⌉.

سوم: حالت
: آن�گاه d١ = h− l + ٢ و v ∈ N٣

l اگر

e(v) = max{h− l + ٢, l + ١} =

h− l + ٢ l ≤ ⌊h+١
٢ ⌋

l + ١ l ≥ ⌈h+١
٢ ⌉

لذا
e٣ = min{e(v) : v ∈ N٣

l } = ⌈h+ ٣
٢ ⌉ برای l = ⌊h+ ١

٢ ⌋ یا ⌈h+ ١
٢ ⌉.

می�آید. به�دست زیر رابطه فوق روابط ترکیب از
min{e(v) : v ∈ Nl} = min{e١, e٢, e٣}

= min{⌈h+ ١
٢ ⌉, ⌈h+ ٢

٢ ⌉, ⌈h+ ٣
٢ ⌉}

= min{⌈h+ ١
٢ ⌉, ⌈h+ ٢

٢ ⌉}

=

⌈h+١
٢ ⌉ v ∈ N١

l , l = ⌊h−١
٢ ⌋ یا ⌈h−١

٢ است,⌈ hفرد

⌈h+١
٢ ⌉ v ∈ N٢

l , l = ⌊h
٢⌋ یا ⌈h−١

٢ است,⌈ hزوج

(٣.٣)

و ρ = ⌈ δ
٢⌉ شد ثابت حالت این در بنابراین

C(G) =

{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h−١

٢ ١−h⌋یا⌈
٢ ⌋} است ١−h,Nفرد ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h
⌋یا⌈٢

h−١
٢ ⌋} است ١−h,Nزوج ̸= ∅

می�آید: پیش زیر حالت سه بنابراین d−١ = l اینصورت در N−١ = ∅ شود: فرض حال

اول: حالت
: آن�گاه d١ = h− ١ و v ∈ N١

l اگر

e(v) = max{h− ١, l} =

h− ١ l ≤ ⌊h−١
٢ ⌋

l l ≥ ⌈h−١
٢ ⌉
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لذا
e′١ = min{e(v) : v ∈ N١

l } = ⌈h٢⌉ برای l = ⌊h٢⌋ یا ⌈h٢⌉.

دوم: حالت
: آن�گاه d١ = h− l + ١ و v ∈ N٢

l اگر

e(v) = max{h− l + ١, l} =

h− l + ١ l ≤ ⌊h+١
٢ ⌋

l l ≥ ⌈h+١
٢ ⌉

لذا
e′٢ = min{e(v) : v ∈ N٢

l } = ⌈h+ ١
٢ ⌉ برای l = ⌊h+ ١

٢ ⌋ یا ⌈h+ ١
٢ ⌉.

سوم: حالت
: آن�گاه d١ = h− l + ٢ و v ∈ N٣

l اگر

e(v) = max{h− l + ٢, l} =

h− l + ٢ l ≤ ⌊h+٢
٢ ⌋

l l ≥ ⌈h+٢
٢ ⌉

لذا
e′٣ = min{e(v) : v ∈ N٣

l } = ⌈h+ ٢
٢ ⌉ برای l = ⌊h+ ٢

٢ ⌋ یا ⌈h+ ٢
٢ ⌉.

می�آید. به�دست زیر رابطه فوق روابط ترکیب از
min{e(v) : v ∈ Nl} = min{e′١, e′٢, e′٣}

= min{⌈h٢⌉, ⌈
h+ ١
٢ ⌉, ⌈h+ ٢

٢ ⌉}

= min{⌈h+ ١
٢ ⌉, ⌈h+ ٢

٢ ⌉}

=

⌈h
٢⌉ v ∈ N١

l , l = ⌊h
٢⌋ یا ⌈h

است,⌈٢ hزوج

⌈h
٢⌉ v ∈ N٢

l , l = ⌊h+١
٢ ⌋ یا ⌈h

است,⌈٢ hفرد

(۴.٣)

و ρ = ⌈ δ
٢⌉ شد ثابت حالت این در بنابراین

C(G) =

{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h

⌋یا⌈٢
h
٢⌋} است ١−h,Nزوج ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h+١
٢ h⌋یا⌈

٢⌋} است ١−h,Nزوج ̸= ∅

و ρ = ⌈ δ
٢⌉ که: شد ثابت δ > ١ حالتیکه در بنابراین

C(G) =



{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h−١

٢ ١−h⌋یا⌈
٢ ⌋} است ١−h,Nفرد ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h
⌋یا⌈٢

h−١
٢ ⌋} است ١−h,Nزوج ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h

⌋یا⌈٢
h
٢⌋} است ١−h,Nزوج = ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h+١
٢ h⌋یا⌈

٢⌋} است ١−h,Nفرد = ∅
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ρ = ١ = ⌈١٢⌉ = ⌈ δ
٢⌉. بنابراین: دارد. وجود G در راس دو حداکثر آن�گاه δ = ١ اگر حال

می�آید. به�دست زیر رابطه از G = (V,E) همبند بازه�ای گراف مرکز [٨] .٢۵.۴.٣ لم

C(G) =

{v : v ∈ N١
l ∪N١

r+١ ∪N
٢
r+١ است δفرد

{v : v ∈ N١
l است δزوج

بطوریکه:

r =

⌊ δ
٢⌋, N−١ = ∅

⌊ δ
٢ − ١⌋, N−١ ̸= ∅

.

است. زیر صورت به بازه�ای گراف مرکز قبل لم طبق برهان.

C(G) =



{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h−١

٢ ١−h⌋یا⌈
٢ ⌋} است ١−h,Nفرد ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h
⌋یا⌈٢

h−١
٢ ⌋} است ١−h,Nزوج ̸= ∅

{v : v ∈ N١
l , l = ⌈h

⌋یا⌈٢
h
٢⌋} است ١−h,Nزوج = ∅

{v : v ∈ N١
l ∪N٢

l , l = ⌈h+١
٢ h⌋یا⌈

٢⌋} است ١−h,Nفرد = ∅

شودکه: فرض حال

r =

⌊ δ
٢⌋, N−١ = ∅

⌊ δ
٢ − ١⌋, N−١ ̸= ∅

دارد. وجود حالت دو
بنابراین δ = h+ ١. اینصورت در N−١ ̸= ∅ اول: حالت

l = ⌈h− ١
٢ −h⌋یا⌈ ١

٢ ⌋

= ⌈δ − ٢
٢ δ⌋یا⌈ − ٢

٢ ⌋

= ⌈ δ٢ − ⌋یا⌈١ δ٢ − ١⌋

=

⌊ δ
٢⌋ − ⌋یا١ δ−١

٢ − ١ است δزوج

⌊ δ
⌋یا⌊٢

δ
٢⌋ − ١ است δفرد

=

⌊ δ
٢⌋ − ١ است δزوج

⌊ δ
٢⌋ ⌋یا δ

٢⌋ − ١ است δفرد

=

r است δزوج

r یا r + ١ است δفرد

(۵.٣)
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بنابراین:

v ∈

N١
r ∪N١

r+١ است δفرد

N١
r است δزوج

لذا: است. فرد δ باشد، زوج h اگر

l = ⌈h٢⌉ = ⌈δ − ١
٢ ⌉ = ⌈ δ٢⌉ = r + ١.

لذا: باشد. فرد δ اگر v ∈ N٢
r+١ بنابراین

C(G) =

{v : v ∈ N١
l ∪N١

r+١ ∪N
٢
r+١ است δفرد

{v : v ∈ N١
l است δزوج

:بنابراین δ = h. اینصورت در N−١ = ∅ دوم: حالت

l = ⌈h٢⌉یا⌊
h

٢⌋

= ⌈ δیا⌈٢⌊
δ

٢⌋

= ⌈ δ٢ − ⌋یا⌈١ δ٢ − ١⌋

=

⌊ δ
⌋یا⌊٢

δ
٢ + ١ است δزوج

⌊ δ
⌋یا⌊٢

δ
٢⌋ است δفرد

=

r است δزوج

r یا r + ١ است δفرد

(۶.٣)

بنابراین:

v ∈

N١
r ∪N١

r+١ است δفرد

N١
r است δزوج

لذا: است. فرد δ باشد، فرد h اگر

l = ⌈h+ ١
٢ ⌉ = ⌈δ + ١

٢ ⌉ = ⌈ δ٢ + ١⌉ = r + ١.

لذا: باشد. فرد δ اگر v ∈ N٢
r+١ بنابراین

C(G) =

{v : v ∈ N١
l ∪N١

r+١ ∪N
٢
r+١ است δفرد

{v : v ∈ N١
l است δزوج



۴ فصل

فازی بازه�ای گراف

فازی مجموعه�های بر مقدمه�ای ١.۴

می�پردازیم. آن به مربوط قضایای و فازی مجموعه تعریف به قسمت این در

به نمود. تعریف عضویت تابع وسیله به X مرجع مجموعه در A فازی مجموعه زیر هر .١.١.۴ تعریف
کننده بیان که [٠,١] بسته بازه در µ(x) عدد یک X مرجع مجموعه از x عضو هر برای که ترتیب این

µ : X −→ [٠,١] بنابراین می�شود. گرفته نظر در می�باشد، A فازی مجموعه در x عضویت درجه

هر برای صورت این در باشد S قطعی مجموعه از فازی مجموعه زیر یک µ اگر [١٣] .٢.١.۴ تعریف
حالتخاص در µt = {x ∈ S : µ(x) ⩾ t} شود تعریفمی زیر صورت به -سطح t مجموعه t ∈ [٠,١]
h(µ) = max{µ(x) : x ∈ S} صورت به S مجموعه بلندی و supp(µ) = {x ∈ S : µ(x) ⩾ ٠}
S از فازی زیرمجموعه دو µ, σ اگر می�گویند. نرمال را µ مجموعه h(µ) = ١ اگر می�شود. تعریف

است. برقرار زیر روابط x ∈ S هر برای آنگاه باشند،

σ ⊆ µ⇐⇒ σ(x) ⩽ λ(x) (١.۴)

σ ⊂ µ⇐⇒ σ(x) ⩽ λ(x) (٢.۴)

σ = µ⇐⇒ σ(x) = λ(x) (٣.۴)

σ ⊆ µ⇐⇒ σt ⊆ µt (۴.۴)

u ≤ t⇐⇒ σt ≤ λu (۵.۴)

و اجتماع باشد، T از فازی مجموعه یک τ و S از فازی مجموعه یک σ اگر [١٣] .٣.١.۴ تعریف
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می�شود: تعریف چنین آن�ها اشتراک

σ ∪ τ(x) = max[σ(x), τ(x)] = ∨[σ(x), τ(x)]

σ ∩ τ(x) = min[σ(x), τ(x)] = ∧[σ(x), τ(x)]

از τ و S از σ فازی مجموعه زیر از فازی رابطه یک µ : S × T → [٠,١] اگر [١٣] .۴.١.۴ تعریف
آنگاه باشد W از ξ و T از τ فازی مجموعه زیر از فازی رابطه یک ν : T ×W → [٠,١] و باشد T

می�شود. تعریف چنین ν با µ ترکیب

µ ◦ ν : S ×W → [٠,١]

µ ◦ ν(x, z) = ∨{µ(x, y) ∧ ν(y, z), y ∈ T

µk−١ ◦ µ, k > ١ یعنی µk نتیجه در و می�شود استفاده µ ◦ µ برای µ٢ نماد

µ∞ = ∨{µk(x, y) : k = ١,٢,٣...} ∀x, y ∈ S [١٣] .۵.١.۴ تعریف

فازی گراف ٢.۴

١ کافمن توسط بار اولین فازی گراف می�کنیم. اشاره آن به مربوط قضایای و فازی گراف قسمت دراین
فازی گراف�های قضایای ٢ راسنفلد ١٩٧۵ سال در و شد مطرح زاده فازی روابط پایه ١٩٧٣بر سال در
به نیز ۴ بنگ و ٣ یه زمان همین در . داد توسعه فازی مجموعه یک روی بر رابطه�ها دادن قرار نظر مد با

پرداختند. فازی گراف�های در ارتباطات انواع مفهوم معرفی

و µ : V −→ [٠,١] اگر V ̸= ∅ آن در که G = (V, µ, ρ) گراف در [١٣] .١.٢.۴ تعریف
گراف را G = (V, µ, ρ) گراف گاه آن ρ(x, y) ≤ λ(x) ∧ λ(y) بطوریکه ρ : V × V −→ [٠,١]
این در ،µ(x) = ١ اگر است. G از فازی یالی مجموعه ρ و G از فازی رئوس مجموعه µ . گویند فازی

می�کنند. معرفی G = (V, ρ) صورت به را G گراف صورت

گاه هر گویند، فازی جزئی G = (µ, ρ) گراف از H = (ν, τ) زیرگراف [١٣] .٢.٢.۴ تعریف
.ν ⊆ µ, τ ⊆ ρ

١kaufman
٢Azriel Rosenfeld
٣R.T.Yeh
۴S.Y.Bang
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شده القا گراف زیر را G = (V, µ, ρ) گراف از H = (P, ν, τ) گراف زیر [١٣] .٣.٢.۴ تعریف
زیر یک تنها P هر برای چون .ν(x) = µ(x), τ(x, y) = ρ(x, y) و P ⊆ V هرگاه گویند، P بوسیله

کرد. استفاده H جای به < P > نماد از می�توان لذا دارد وجود شده القا فازی گراف

و V رئوس با گرافی می�شود داده نمایش Ḡ با که G = (V,E) گراف مکمل [١٣] .۴.٢.۴ تعریف
فازی گراف مکمل Ḡ = (µ,١− ρ) گراف G = (µ, ρ) فازی گراف برای نیستند. E در که یال�هایی

می�شود. تعریف

خاص حالت یک G = (V, µ, ρ) فازی گراف از < P >= (P, ν, τ) گراف زیر [١٣] .۵.٢.۴ نتیجه
زیرا است. فازی جزئی گراف زیر از

ν(x) =

µ(x) x ∈ P

٠ x ∈ V − P

.

τ(x, y) =

ρ(x, y) (x, y) ∈ P × P

٠ (x, y) ∈ V × V − P × P

.

گراف یک Gt = (µt, ρt) ، t ∈ [٠,١] هر ازای به ، G = (V, µ, ρ) فازی گراف در [١٣] .۶.٢.۴ لم
است. قطعی

لذا t ≤ µ(x) ∧ µ(y) پس ρ(x, y) ≥ t ، ١.٢.۴ و ٢.١.۴ طبق (x, y) ∈ ρt شود فرض برهان.
.ρt ⊆ µt×µt یعنی (x, y) ∈ µt×µt نتیجه در x ∈ µt, y ∈ µt بنابرین t ≤ µ(x), t ≤ µ(y)

گراف زیر یک (µt, ρt) گاه آن ، ٠ ≤ u ≤ t ≤ ١ اگر ، G = (µ, ρ) فازی گراف در [١٣] .٧.٢.۴ لم
است. (µu, ρu) از

.µt ⊆ µu, ρt ⊆ ρu ۵.۴ بر بنا ٠ ≤ u ≤ t ≤ ١ چون برهان.

در باشد G = (µ, ρ) فازی گراف از فازی جزئی گراف زیر یک H = (P, ν, τ) اگر [١٣] .٨.٢.۴ لم
است. (µt, ρt) گراف از گراف زیر یک (νt, τ t) ، t ∈ [٠,١] هر برای اینصورت

که می�شود نتیجه ۴.۴ بر بنا لذا ν ⊆ µ, τ ⊆ ρ پس است G از فازی جزئی گراف زیر H برهان.
.τ t ⊆ ρt وهمچنین µt ⊆ µt

x٠, x١, ..., xn رئوس از دنباله�ای G = (µ, ρ) فازی گراف در n طول به دور یک [١٣] .٩.٢.۴ تعریف
وتری فازی گراف گراف، این ρ(xi−١, xi) ≥ ٠ ٬ ١ ≤ i ≤ n هر برای و ρ(x٠, xn) > ٠ که است
بطوریکه باشد، داشته وجود k ̸= n یا j ̸= ٠ صحیح اعداد n ≥ ۴ با دور هر برای اگر وتنها اگر است،

. ρ(xj, xk) ≥ ∧{ρ(xi−١, xi) : i = ١,٢, ..., n} ∧ ρ(x٠, xn) و ٠ ≤ j ≤ k − ١ ≤ n
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فازی اشتراکی گراف ٣.۴

زیرمجموعه�های از متناهی خانواده یک F = {α١, α٢, ..., αn} که شود فرض [١٢] .١.٣.۴ تعریف
گراف یک F فازیاز اشتراکی یکگراف فرضشود. قطعی رئوس عنوان به V باشد. V مجموعه فازی
ρ : F×F −→ [٠,١] و µ(αi) = h(αi) که µ : F −→ [٠,١] آن در که است Int(F) = (µ, ρ)فازی

که

ρ(x, y) =

h(αi, αj) i ̸= j

٠ i = j

می�شود. تعریف

سودار فازی گراف یک باشد. فازی گراف یک G = (V, µ, ρ) که شود فرض [١٢] .٢.٣.۴ تعریف
از فازی مجموعه زیر یک δ و V از فازی مجموعه زیر یک µ که است D = (V, µ, δ) تایی سه دار
نیست. متقارن لزوما δ و ρ(x, y) ≤ µ(x) ∧ µ(y) ،x, y ∈ V هر برای بطوریکه است V × V

δ(x, y) ̸= δ(y, x) یعنی

خانواده ،t ∈ [٠,١] هر برای و فازی زیرمجموعه�های از F هرخانواده برای [١٢] .٣.٣.۴ تعریف
می�شود. معرفی Ft = {αt : α ∈ F} ،F از t-سطح

از fs(G) = {µ(x) : x ∈ V } ∪ {ρ(x, y) : x, y ∈ V } شده مرتب مجموعه [١٢] .۴.٣.۴ تعریف
مرتب [٠,١] اعداد از نزولی صورت به دنباله این گویند. ۵ اساسی دنباله را G = (µ, ρ) فازی گراف
مینیمال یال قوت آن عضو آخرین و است ماکسیمال راس قوت مجموعه این عضو اولین است. شده

است. صفر غیر

ازای به اینصورت در باشد فازی بازه�های از خانواده�ای F = {α١, α٢, ..., αn} اگر [١٢] .۵.٣.۴ لم
. Int(F)t = Int(Ft) ، t ∈ [٠,١] هر

h(αi) ⩾ t اگر وتنها اگر است Int(Ft) گراف راس αi ∈ F

h(αi, αj) ⩾ t اگر تنها و اگر Int(Ft) گراف یال (αt
i, α

t
j)

زیر از Fخانواده�ای اگر خاص حالت در می�کند. مشخص را گراف فوق شرایط αt
i

∩
αt
j ̸= ∅ بنابراین

می�شوند. یکسان قطعی گراف و فازی اشتراکی گراف آن�گاه باشد V از قطعی مجموعه�های

خانواده�های از بعضی برای آن�گاه باشد طوقه بدون فازی گراف G = (µ, ρ) اگر [١٢] .۶.٣.۴ قضیه
(۶ مارچیوسکی قضیه از فازی (آنالوگ G = Int(F)، F زیرمجموعه�های

۵fundamental sequence
۶Marczewski,s



۴١ فازی بازه�ای گراف�های .۴.۴

فازی مجموعه x ∈ V هر برای باشد. V مجموعه روی فازی Gگراف = (µ, ρ) شود فرض برهان.
�شود: می تعریف زیر صورت αxبه : X → [٠,١] انعکاسی غیر و متقارن

αx(y, z) =



µ(x) y = x, z = x

ρ(x, z) y = x, z ̸= x

ρ(y, x) y ̸= x, z = x

٠ y ̸= x, z ̸= x

است. F = {αx|x ∈ V } خانواده از اشتراکی گراف G که می�شود ثابت
و x = z اگر ،x ̸= y برای . h(αx) = µ(x)بنابراین α(x, x) = µ(x) ≥ ρ(x, y) ١.٢.۴ طبق
به (αx ∩ αy)(z, w) = αx(z, w) ∧ αy(z, w) صفر مخالف مقدار یک ( x = w yو = z w(یا = y

می�دهد. نتیجه h(αx ∧ αy) = (αx ∧ αy)(x, y) = µ(x, y) بنابراین می�آید. دست

است. اشتراکی گراف یک قطعی گراف هر .٧.٣.۴ ملاحظه

گرفته نظر در x مجاور یال�های همه مجموعه با {x} اجتماع را Sx مجموعه x ∈ V هر برای برهان.
است. یکریخت = {Sx : x} اشتراکی گراف با G قطعی گراف یعنی این و می�شود

فازی بازه�ای گراف�های ۴.۴

λr + (١ − λ)s ∈ A رابطه λ ∈ [٠,١] هر و s, r ∈ A هر برای اگر A مجموعه در .١.۴.۴ تعریف
گویند. محدب را A مجموعه برقرارباشد،

و نرمال V روی L فازی بازه یک باشد. خطی مرتب مجموعه V شود فرض [١٢] .٢.۴.۴ تعریف
w ≤ y ≤ z ترتیب L(x)و = ١ که باشد داشته وجود x ∈ V هرگاه است V محدباز فازی زیرمجموعه
یک فازی بازه�ای گراف است. فازی بازه یک فازی عدد یک .L(y) ≥ L(w) ∧ L(z) که �کند بیان
مجموعه فازی، بازه�های بودن نرمال با است. فازی بازه�های از متناهی خانواده از فازی اشتراکی گراف

است. قطعی فازی ١.٢.۴ طبق ای بازه گراف یک از رئوس

،Gt گراف t ∈ [٠,١] هر برای آنگاه باشد، فازی بازه�ای گراف G = Int(F) اگر [١٢] .٣.۴.۴ قضیه
است. بازه�ای گراف

هر ازای به اینصورت در باشد فازی بازه�های از خانواده�ای F = {α١, α٢, ..., αn} شود فرض برهان.
. G = Int(F) ⇒ Gt = Int(F)t = Int(Ft) ، ۵.٣.۴ بر بنا t ∈ [٠,١]

نشان نیست، فازی بازه�ای گراف که فازی گراف یک ١.۴ شکل در نیست. برقرار قضیه این عکس
دارد. بازه�ای نمایش مقطعش سطح گراف هر بطوریکه است شده داده



۴٢ فازی بازه�ای گراف .۴

بازه�ای نمایش مقطعش سطح گراف هر اگرچه نیست فازی بازه�ای گراف که فازی گراف �یک :١.۴ شکل
دارد.

گراس و فولکرسون مشخصه ۵.۴

وجود خوشه�های از خطی ترتیب یک اگر تنها و اگر است بازه�ای (قطعی) گراف [۴] .١.۵.۴ قضیه
باشد. محدب آن (ستون�های) سطرهای راسی ای خوشه وقوع ماتریس هر برای بطوریکه باشد داشته

اگر گویند G فازی خوشه را K فازی مجموعه زیر G = (µ, ρ) فازی گراف در [١٢] .٢.۵.۴ تعریف
کند. القا را Gt از خوشه یک Kt �٬ t ∈ [٠,١] هر برای

که است ماتریسی G = (µ, ρ) فازی گراف از راسی ای خوشه وقوع ماتریس [١٢] .٣.۵.۴ تعریف
است. آن فازی های خوشه آن ستون�های µو تعریف دامنه آن سطرهای

خوشه یک K شود فرض fs(G) = {r١, , r٢, ..., rn} با G فازی گراف در [١٢] .۴.۵.۴ ملاحظه
شود، می تعریف Kr١ ⊆ Kr٢ ⊆ ... ⊆ Krn دنباله خوشه این از ٧ مقطعی های مجموعه باشد. آن از
یک Ki که K١ ⊆ K٢ ⊆ ... ⊆ Kn دنباله هر بعکس و است. Gri از خوشه یک Kri هر بطوریکه
K بنابراین شود. می تعریف K(x) = ∨{ri : x ∈ Ki} که K فازی خوشه یک است، Gri از خوشه
. K فازی های خوشه از بعضی برای K = Kt اگر تنها و اگر است Gt -برش t گراف از خوشه یک
٧level sets



۴٣ گراس و فولکرسون مشخصه .۵.۴

خوشه وقوع ماتریس هر سطرهای باشد، فازی گراف یک G = (µ, ρ) شود فرض [١٢] .۵.۵.۴ قضیه
اگر بعلاوه می�شود. تعریف G = Int(F) هر برای F فازی زیرمجموعه�های از خانواده�ای یک G راسی
راسی ای خوشه وقوع ماتریس سطرهای بطوریکه باشد، داشته وجود G فازی خوشه�های از ترتیب یک

فولکرسون-گراس) از فازی (آنالوگ است. فازی بازه�ای گراف یک G آن�گاه باشد، محدب

Mماتریس و باشد G فازی خوشه�های از مرتب خانواده�ای I = {K١,K٢, ...,Kp} فرضشود برهان.
چنین Jx فازی مجموعه x ∈ V برای که است ترتیبی دارای آن ستون�های بطوریکه باشد، راسی خوشه�ای
که آن�جا از F = {Jx : x ∈ V } شود فرض .Jx(Ki) = Ki(x) با Jx : I → [٠,١] می�شود: تعریف
می�شود. واقع I در Ki فازی خوشه�های از بعضی ١-برش در x بنابراین دارد را ١ قوت xراس هر برای

است. نرمال Jx پس Jx(Ki) = Ki(x) = ١ لذا
هر اینکه فرض با همچنین .h(Jx ∩ Jy) = ρ(x, y) ٬ x ̸= y ∈ V هر برای که شود ثابت باید حال
است. بازه�ای گراف یک G و است فازی بازه یک Jx هر که است معنا این به پس است محدب سطر

آن�گاه x ̸= y اگر تعریف با
h(Jx ∩ Jy) = ∪{h(Jx ∩ Jy)(Ki) : Ki ∈ I}

= ∨{Jx(Ki) ∧ Jx(Ki) : Ki ∈ I}

= ∨{i(x) ∧ i(y) : i ∈ I

= ∨{t ∈ [٠,١] : i ∈ I, (x, y) ∈ E((Ki)
t)}

(۶.۴)

Gt از خوشه یک در بنابراین . است Gt از یال یک (x, y) که است ماکسیمال ρ(x, y) = t یال قوت
.h(Jx ∩ Jy) = ρ(x, y) پس می�شود. واقع

مجاورتش ماتریس با G فازی گراف ٢.۴ شکل در نمی�باشد. برقرار قضیه این عکس .۶.۵.۴ مثال
لذا است. شده تعریف M ماتریس سطرهای بوسیله فازی بازه�های از F مجموعه است. شده داده
نشان راسی خوشه�ای وقوع ماتریس یک و G از برشی گراف�های شکل این در همچنین .G = Int(F)

است. شده داده



۴۴ فازی بازه�ای گراف .۴

محدب که است، ردیفی دارای آن راسی خوشه�ای وقوع ماتریس که فازی بازه�ای گراف �یک :٢.۴ شکل
نیست..

هافمن و گیلمور مشخصه ۶.۴

یال یک معرفی برای < x, y > نماد از و G گراف از یال یک معرفی برای (x, y) نماد از بخش این در
می�شود. جهت�دار)استفاده G (گراف D گراف از

وتر N ⩾ ۴ دور هر در گاه هر گویند وتری را G = (V,X) گراف ١٧.٢.١ طبق [١٢] .١.۶.۴ تعریف
٠ ≤ j ≤ k − ١ با باشد داشته وجود k ̸= n یا j ̸= ٠ که j, k صحیح اعداد دیگر باشد.بعبارت داشته

(xj, xk) ∈ X که

G آن زمینه گراف که است GA = (V,A) دار جهت گراف G = (V,X) از شده دار جهت گراف
دو. هر نه و < y, x >∈ A یا < x, y >∈ A که است آن بیانگر (x, y) ∈ A و است.

است. وتری G گاه آن باشد، فازی بازه�ای گراف یک G اگر [١٢] .٢.۶.۴ قضیه

یک بازه�ای گراف هر ۶.٢.٢ بر بنا لذا و است. بازه�ای گراف یک Gt برشی گراف ٣.۴.۴ بر بنا برهان.
است. وتری گراف

t گراف t ∈ [٠,١] هر برای اگر تنها و اگر است وتری G = (µ, ρ) فازی گراف [١٢] .٣.۶.۴ نتیجه
باشد. وتری G آن از -برش

A و fs(G) = {r١, , r٢, ..., rn} با فازی گراف یک G = (µ, ρ) شود فرض [١٢] .۴.۶.۴ تعریف
GA = (µ, ρA) جهت�دار فازی گراف A بوسیله G از جهت�دهی باشد.بنابراین Grn از جهت�دهی یک نیز

که است

ρA(< x, y >) =

ρ(x, y) < x, y >∈ A

٠ < x, y >/∈ A



۴۵ هافمن و گیلمور مشخصه .۶.۴

جهت�دهی یک اگر تنها و اگر است مقایسه�پذیر) (گراف تعدی جهت�دهی G = (µ, ρ) فازی گراف
ρA(< x, y >)∧ ρA(< y, z >) ≤ ریاضی بیان باشد.به داشته را تعدی خاصیت که باشد داشته وجود
یک بنابراین {< x, y >: ρA(< x, y >) ≥ t} از عبارتست GA از برش t گراف . ρA(< x, z >)

را مقطع سطح گراف�های از اساسی دنباله از عضو هر روی را جهت�دهی همان فازی گراف از جهت�دهی
که باشد G١ ⊆ G٢ ⊆ G٣ تعدی جهت�دهی زیرگراف�های از دنباله�ای است ممکن عکس٬ می�کند.به القا
جهت�دهی به نتواند G٢ از جهت�دهی نکند.و القا را G١ از تعدی جهت�دهی یک G٢ از تعدی جهت�دهی

یابد. گسترش G٣ از

وجود A جهت�دهی یک آن�گاه باشد فازی بازه�ای گراف یک G = Int(F) اگر [١٢] .۵.۶.۴ قضیه
می�کند. القا را Ḡ از تعدی جهت�دهی یک که دارد

βr١ و αr١ و h(α ∩ β) < r١ اینصورت در باشد Ḡ از بدیهی غیر یال یک (α, β) شود فرض برهان.
A وضوح می�گیرد.به قرار βr١ چپ سمت اکیدا αr١ اگر تنها و اگر < α, β) ∈ A شود فرض مجاورند.

است.. تعدی جهت�دهی یک

نشان (d, e) از جهت�دهی هر زیرا نیست. فازی بازه�ای گراف ١.۴ شکل در فازی گراف .۶.۶.۴ مثال
نشان < d, e >∈ A با Ḡ از برشی گراف�های شکل این ندارد.در وجود Ḡ از تعدی جهت�دهی که می�دهد

r١ = ١ که Ḡr٣ = (Ḡ)١ و Ḡ١ = (Ḡ)١−r٢ , Ḡr٢ = (Ḡ)١−r٣ که شود توجه است. شده داده

ندارد. تعدی جهت�دهی که فازی گراف �یک :٣.۴ شکل

اگر تنها و اگر است �فازی بازه�ای گراف G = (µ, ρ) فازی گراف [١٢] .٧.۶.۴ قضیه
µ(x) ٬ x ∈ supp(µ) = V هر برای -١

باشد. وتری راس ۴ با G از القائی فازی گراف زیر هر -٢
است. تعدی جهت�دهی Ḡ -٣

۵.۶.۴ و ٢.۶.۴ وقضایای ٢.۴.۴ و ١.٣.۴ تعاریف طبق باشد٬ فازی بازه�ای Gگراف فرضشود برهان.
است. ثابت حکم



۴۶ فازی بازه�ای گراف .۴



۵ فصل

مستقل مجموعه با زیرگراف کردن پیدا
در بازه�ای عدد وزن ماکزیمم با (١-رنگ�پذیر)

بازه�ای گراف

مقدمه ١.۵

هدف فصل این در باشد.� بازه�ای اعداد وزن و راس n با بازه�ای گراف یک G = (V,E) که شود فرض
و مجاورباشند.(١-رنگ�پذیر) غیر G در آن رئوس بطوریکه است G از H گراف زیر یک کردن پیدا
برای O(n) مرتبه از الگوریتم یک (١ (مساله . است رئوس وزن w(u) ، شود ماکزیمم

∑
u∈H(G)w(u)

بیشترین با میان�برنامه�ای تعیین مساله این مهم کاربردهای از یکی همچنین می�شود.� ارائه مساله این حل
می�شود. پخش کانالها همه از مختلف زمانهای در که است تلوزیون میان�برنامه�های تمام بین از بیننده
وزن با وزن�دار بازه�ای گراف یک به تلوزیون٬ کانال�های تمام از برنامه�ها٬ همه که ترتیب این به (٢ (مساله
از باشد. بازه�ای گراف در رئوس وزن برنامه، هر بینندگان تعداد بطوریکه می�شود. مدلبندی بازه�ای اعداد
این ابتدای در بنابراین می�شود. گرفته نظر در بازه صورت به لذا نمی�باشد، ثابت بینندگان تعداد که آن�جا

داریم. فاصله حساب بر مروری فصل

فاصله حساب ٢.۵

حساب باشد می حقیقی اعداد جای به فاصله مجموعه�ی روی شده تعریف حساب یک فاصله حساب
در و ٢ یانگ ی وسیله به ١٩٣١ سال در و ١ بورکیل ی وسیله به ١٩٢۴ سال در بار اولین برای فاصله

١J.C.Burkil:lFunctionsOf Intervals
٢R.c.young



۴٨ بازه�ای گراف در بازه�ای عدد وزن ماکزیمم با (١-رنگ�پذیر) مستقل مجموعه با زیرگراف کردن پیدا .۵

١٩۵٩ سال در بازه حساب در مدرن تحولات سپس و ۴ خود کتاب سوناگا٣در �ی وسیله به ١٩۵٨ سال
داد. توسعه را ان خود مقاله۶ در وی ١٩۶٢ سال در و شد. انجام مور۵ توسط

که A = [aL, aR] = {x ∈ R | aL ≤ x ≤ aR} صورت به بسته بازه�ی هر .١.٢.۵ تعریف
صورت به A بازه از دیگر نمایش می�شود. داده نمایش می�باشد، بازه چپ و راست پایانی نقطه aL, aR

بطوریکه می�باشد A = ⟨m(A), w(A)⟩

m(A) =
١
٢(aL + aR),W (A) =

١
٢(aR − aL)

بازه�ای: عدد دو روی پایه حساب اعمال .٢.٢.۵ تعریف
A⊕B = [aL, aR] + [bL, bR] = [aL + bL, aR + bR]

A⊖B = [aL − bR, aR − bL]

A⊖R B = [aL − bL, aR − bR]

A < B ⇐⇒ aL < bR می�گیرد. Bقرار راست Aسمت

همچنین و
X ⊙ Y = [min(aL.bL, aL.bR, aR.bL, aR.bR),max(aL.bL, aL.bR, aR.bL, aR.bR)]

آنگاه: bL, bR ̸= ٠ درصورتیکه
X ⊘ Y =

[aL, aR]

[bL, bR]
= [aL, aR]⊙ [

١
bL
,
١
bR

]

بازه�ها روی پذیری شرکت و ضرب و جمع جایی جابه خاصیت
X ⊕ Y = Y ⊕X , X ⊙ Y = Y ⊙X

X ⊕ (Y ⊕ Z) = (X ⊕ Y )⊕ Z , X ⊙ (Y ⊙ Z) = (X ⊙ Y )⊙ Z)

بازه�ها ضرب و جمع در اثر بی عضو
[٠,٠]⊕X = X⊕[٠,٠] = X , [١,١]⊙X = X⊙[١,١] = X]A⊙(B⊕C) ⊆ (A⊙B)⊕(A⊙C)

می�شود: نتیجه زیر تساوی ٢.٢.۵ از .٣.٢.۵ نتیجه
m(A⊕B) = m(A)+m(B),m(A⊖B) = m(A)−m(B), w(A⊕B) = w(A⊖B) = w(A)+w(B).

در است. شده مطرح مختلفی است.�روش�های مهم بسیار بازه�ای عدد دو مقایسه بازه�ای حساب در
است. زیر تعاریف بر مبتنی بازه�ای عدد دو مقایسه اینجا

٣T.Sunaga
۴Theory of an IntervalAlgebra and its Application to Namberical Analysis
۵R.E.Moores
۶Interval Arithmetic and Automatic Error Analysis in Digital computing
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لذا باشد، M = [aL, aR], N = [bL, bR] بازه دو روی رابطه یک < که کنیم فرض .۴.٢.۵ تعریف
بزرگتر N یا N ،٨ از کمتر M (گویند M < N ،٧ پذیرش قابلیت شاخص ، m(M) ≤ m(N) برای
همواره ،٢.٢.۵ و ٣.٢.۵ طبق می�شود. معرفی A(M,N) =

m(M)−m(N)

w(M) + w(N)
صورت به ( M ،٩ از

A(M,N) ≥ ٠

A(M,N) =


= ٠ m(M) = m(N)

> ٠, < ١ m(M) < m(N), aR > bL

⩾ ١ m(M) < m(N), aR ⩽ bL

،m(A),m(B) مقادیر اساسمقایسه بر

N,M بازه دو ماکزیمم .۵.٢.۵ نتیجه

M
∨

N =


N A(M,N) > ٠
M A(M,N) = ٠, w(M) < w(N),است بدبین گیرنده تصمیم
N A(M,N) = ٠, w(M) < w(N),است بین خوش گیرنده تصمیم

Mارجحیت بازه Nبه بازه سازی ماکزیمم مساله یک برای آن�گاه A(M,N) > اگر٠ .۶.٢.۵ ملاحظه
دارد. ارجحیت N بازه به M بازه سازی مینیمم مساله برای و دارد.

١ مساله ٣.۵

حقیقی عدد یک معمولا که وزن یک G = (V,E) گراف یال هر به یا راس، هر به اگر .١.٣.۵ تعریف
گویند. وزن�دار را گراف آن شود داده نسبت است،

IG ترتیب با آن رئوس که باشد بازه�ای اعداد وزن با بازه�ای گراف یک G = (V,E) که شود فرض
مجاورند Gغیر در آن رئوس بطوریکه است S ⊂ V کردن پیدا هدف قسمت این در است.�� شده نامگذاری
گراف آمیزی رنگ یک .( است رئوس وزن w(u) شود.( ماکزیمم

∑
u∈S w(u) و است (١-رنگ�پذیر)

هم راس�های مجموعه�ی نباشند. هم�رنگ مجاور راس دو که طوری به است رئوس به ها رنگ تخصیص
و است آن راس بزرگترین l که باشد رنگی کلاس S(l) شود فرض می�دهند. تشکیل را رنگی کلاس رنگ
است ممکن گراف یک اینکه به توجه با باشد.� (S(l) رئوس وزن (مجموع S(l) رنگی کلاس Wوزن (l)

کلاس کردن پیدا مساله هدف باشد، آن راس بزرگترین عنوان به l که باشد داشته رنگی کلاس یک از بیش
l راس شامل رنگی کلاس�های بین از Smax(l) شود فرض است.� وزن ماکزیمم با ، l راس شامل رنگی

است مساله max{Wmax(l)جواب : l ∈ V } بنابراین باشد. داشته را (Wmax(l)) وزن بیشترین

bl < aj,∀j ∈ V اگر است.� راسش بزرگترین l که باشد رنگی کلاس S(l) کنیم فرض [١۴] .٢.٣.۵ لم
است. W (l)⊕ w(j) وزن با رنگی کلاس یک نیز S(l) ∪ j(= S(j)) آن�گاه

٧Acceptability
٨inferior
٩superior
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راس i = [ai, bi] و است. آن راس بزرگترین l = [al, bl] که باشد رنگی کلاس S(l) شود فرض برهان.
٢.٢.۵ به بنا .ai < bi < bl < aj < bj مساله فرض طبق j ∈ V هر برای پس باشد. S(l) از دیگری

است. W (l)⊕ w(j) وزن با است رنگی کلاس یک Sl ∪ {j} پس Ii ∩ Ij = ∅ و i < l < j ،

رنگی کلاس وزن زیر لم می�کند. صدق bi < aj در که باشد پایانی نقطه کوچکترین aj شود فرض
می�دهد. را S(j)

Wmax(j) = w(j)⊕{
∨

i∈V
bi<aj

Wmax(i)} با است برابر Smax(j) کلاسرنگی وزن ماکزیمم [١۴] .٣.٣.۵ لم
.j ∈ V هر برای

طبق صورت این باشد.در Wmax(i) وزن با رنگی کلاس وزن ماکزیمم Smax(i) کنیم فرض برهان.
کند می صدق bi < aj رابطه در که i ∈ V همه برای رنگی کلاس یک Smax(i) ∪ j ،٢.٣.۵
.bi < aj که است رنگی کلاسهای بین از وزن بیشترین

∨
i∈V
bi<aj

Wmax(i) ۵.٢.۵ طبق باشد. می

و Smax(j) = Smax(j
∗) ∪ {j} بنابراین باشد. دیگری رنگی کلاس Smax(j

∗) کنید فرض حال
بنابراین: Wmax(j) = Wmax(j

∗)⊕ w(j)

Wmax(j) = w(j)⊕ {
∨
i∈V
bi<aj

Wmax(i)}

الگوریتم و مساله حل
. است شده پیشنهاد [١۴] در O(n) مرتبه از ١٠ MWCC الگوریتم مساله، حل برای

برای (عددبازه�ای)، w(j) وزن با حقیقی بازه�های شامل I = {I١, I٢, ...In} مجموعه : ورودی داده�های
Ij بازه هر

W ∗ وزن و S∗ مستقل مجموعه خروجی: داده�های
است. زیر صورت به فاز دو در الگوریتم اجرای

که باشد متغیری max − wtکه ترتیب این به می�شود. مشخص رنگی کلاس وزن ماکزیمم وزن : فاز١
در دارد. را وزن این که باشد راسی LV و می�کند ذخیره را وزن ماکزیمم رنگی کلاس از ماکزیمم وزن
پایانی eiنقطه اگر دارد. وجود حالت دو ei هر برای LV = ٠ و max − wt = ٠ شود فرض ابتدا
آن�گاه Ijباشد بازه راست پایانی eiنقطه اگر Wو (j) = max − t ⊕ w(j) آن�گاه Ijباشد بازه چپ
شرط با شود صفر برابر یا و باشد مثبت مقدار این اگر می�شود. محاسبه A(max − wt < W (j))

مقادیر آن�ها اینصورت غیر LVدر = j maxو − wt = W (j) آن�گاه w(max − wt) < w(W (j))

رنگی کلاس وزن ماکزیمم وزن max − wt = W (LV ) آمده به�دست مقدار پایان می�گیرند.در را قبلی
می�شود. Wنامیده ∗ و است

١٠maximum weight colour classes:(MWCC)
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دارد. قرار مجموعه این LVدر وضوح به است. W ∗ آن وزن که باشد رنگی ∗Sکلاس شود فرض : ٢ فاز
W (i) = ١اگر تا i = P − ١ از سپس P = LV و max−wt = max−wt⊖R w(LV ) بنابراین
.max−wt = max−wt⊖Rw(i) و S∗ = S∗∪{i} و است S∗ عضو i ,max−wtآن�گاه bi < aLV

کاربردی مساله یک ۴.۵

عنوان به آن از بلکه است سرگرمی برای آوری فن دستگاه محبوبترین تنها نه تلوزیون امروزه ٢ مساله
تبلیغات سازمان و مختلف تولیدی واحدهای لذا می�شود استفاده اطلاعات ارسال برای ساده وسیله بهترین
بهره کنندگان مصرف به خود خدمات یا محصولات معرفی برای الکترونیکی رسانه�ی این از استفاده با
می�توانند طریق این به نتیجه در و می�کنند معرفی را خود محصولات برتری طریق این وبه می�گیرند.
انداز چشم بینندگان بیشتر تعداد شرایط چنین در . کنند جلب خود محصولات خرید به را بینندگان

داشت. خواهد پی در را محصولات بیشتر فروش
کانالهای آنجاییکه از کند.� تبلیغ محصولاتش برای تلوزیون طریق از می�خواهد شرکت یک کنید فرض
مساله این از هدف است بیننده پر و محبوب برنامه�ها این از برخی و می�شود پخش تلوزیون از زیادی
یک تنها مختلف کانالهای در شده گرفته نظر در میان�برنامه�های بین از بتواند تا است شرکت این به کمک

باشد. داشته را بینندگان حداکثر بطوریکه کند انتخاب میان�برنامه
شود. می شروع هایشان برنامه شب نیمه ١٢ ساعت از ها کانال همه� می�کنیم فرض مجموعه شود فرض
مجموعه می�شود: فرض که ترتیب این به نمود. حل را آن می�توان بازه�ای گراف به مساله این مدل�بندی با
در جغرافیایی منطقه یک در که باشند تلویزیون کانال�های تمام از میان�برنامه�ها همه I = {I١, I٢, ..., In}

مشخص برنامه یک پخش زمان I١ = [٨,١٠] بازه مثال عنوان به می�شود. پخش روز شبانه ساعت ٢۴
IG ترتیب طبق و می�شوند. گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به بازه�ها این است. تلوزیون کانال یک از
داشته اشتراک راس دو از متناظر بازه�های صورتیکه در می�شود. شماره�گذاری n تا ١ از گراف رئوس
به بودن ثابت غیر دلیل به که برنامه هر بینندگان تعداد همچنین می�شوند. وصل به�هم یال توسط باشند
گراف در بنابراین می�شود. گرفته نظر در راس هر وزن عنوان به شده�اند گرفته نظر در بسته بازه�های صورت
Ij = [aj, bj], j = ١,٢, ..., n بازه با متناظر j ∈ V راس G = (V,E), V = {١,٢, ...n} بازه�ای
طوری به است w(j) = [wL(j), wR(j)] ، j راس از Ij بازه وزن و می�باشد. ٠ ≤ aj ≤ bj ≤ که٢۴
مساله معادل مساله این است. jبرنامه از بینندگان تعداد ماکزیمم و مینیمم بازه�ای، عدد پایانی نقاط که

نمود. حل قبل بخش از شده ارائه الگوریتم با می�توان لذا است ١

شبانه�روز ساعت ٢۴ در A،B،E کانال سه برنامه�های پخش زمان ٣.۵،٢.۵،١.۵ جداول در .١.۴.۵ مثال
دارای و ناهمبند حاصل بازه�ای گراف ٢.۵ شکل مطابق است. شده داده نشان سال از معینی روز یک در
این�صورت غیر در می�شود. همبند گراف احتمالا شوند، بیشتر کانال�ها تعداد اگر است. همبندی مولفه ۴
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گراف این است.در نهایی جواب حل�ها همه ترکیب و می�شود اجرا مولفه هر برای الگوریتم
S∗ = {E١, B١, B٢, B٣, B۴, B۵, B۶, E۵, E۶, E٧, E٨, B٩, B١٠, B١١, B١٢, B١٣, E١١, E١٢, B١۶, E١۴}

با: است برابر S∗ مجموعه وزن و
W ∗ = [٣٠٫ ۶,٣۵٫ ۵]

E کانال برنامه�های پخش زمان جدول :١.۵ جدول
١۴ : ٣٠− ١۵ ١۴− ١۴ : ٣٠ ١٣ : ٣٠− ١۴ ١٣ : ٠٠− ١٣ : ٣٠ ٨ : ٠٠− ١٣ ٧ : ٣٠− ٨ پخش زمان

E۶ E۵ E۴ E٣ E٢ E١ برنامه نام
[٠٫ ۵, ٠٫ ٨] [١٫ ٨, ١٫ ٩] [١٫ ۵, ١٫ ۶] [١٫ ۵, ١٫ ٧] [١٫ ٢, ١٫ ۵] [١٫ ١, ١٫ ٣] بینندگان تعداد

٢٠ : ٣٠− ٢١ : ٣٠ ٢٠ : ٠٠− ٢٠ : ٣٠ ١٨ : ٠٠− ٢٠ : ٠٠ ١۶ : ٠٠− ١٨ : ٠٠ ١۵ : ٣٠− ١۶ : ٠٠ ١۵ : ٠٠− ١۵ : ٣٠ پخش زمان
E١٢ E١١ E١٠ E٩ E٨ E٧ برنامه نام

[١٫ ٨, ٢٫ ١] [١٫ ٨, ٢٫ ٠] [٢٫ ۵, ٢٫ ٧] [١٫ ۶, ١٫ ٧] [١٫ ٢, ١٫ ۶] [١٫ ٢, ١٫ ۴] بینندگان تعداد

٢٣ : ٣٠− ٢۴ : ٠٠ ٢١ : ٣٠− ٢٣ : ٣٠ پخش زمان
E١۴ E١٣ برنامه نام

[١٫ ٢, ١٫ ۵] [١, ١٫ ٣] بینندگان تعداد

B کانال برنامه�های پخش زمان جدول :٢.۵ جدول
١٣ : ٠٠− ١۴ : ٠٠ ١٢ : ٠٠− ١٣ : ٠٠ ١١ : ٠٠− ١٢ : ٠٠ ١٠ : ٠٠− ١١ : ٠٠ ٩ : ٠٠− ١٠ : ٠٠ ٨ : ٠٠− ٩ : ٠٠ پخش

B۶ B۵ B۴ B٣ B٢ B١ برنامه نام
[١٫ ۵, ١٫ ٧] [٢٫ ٢, ٢٫ ۵] [٢٫ ١, ٢٫ ٣] [١٫ ٨, ٢٫ ١] [١٫ ٨, ٢٫ ١] [١٫ ۵, ١٫ ۶] بینندگان تعداد

١٧ : ۴٠− ١٩ : ٠٠ ١٧ : ٠٠− ١٧ : ۴٠ ١۶ : ١۵− ١٧ : ٠٠ ١۶ : ٠٠− ١۶ : ١۵ ١۴ : ٣٠− ١۶ : ٠٠ ١۴ : −١۴ : ٣٠ پخش زمان
B١٢ B١١ B١٠ B٩ B٨ B٧ برنامه نام

[١٫ ۶, ١٫ ٨] [١٫ ٣, ١٫ ٧] [١٫ ٢, ١٫ ۴] [٢٫ ۵, ٢٫ ٨] [١٫ ٨, ١٫ ٩] [١٫ ٢, ١٫ ۴] بینندگان تعداد

٢٣ : ٠٠− ٢٣ : ۴٠ ٢٢ : ٠٠− ٢٣ : ٠٠ ٢٠ : ۴٠− ٢٢ : ٠٠ ١٩ : ۴٠− ٢٠ : ۴٠ ١٩ : ٠٠− ١٩ : ۴٠ پخش زمان
B١٧ B١۶ B١۵ B١۴ B١٣ برنامه نام

[٠٫ ۴, ٠٫ ۶] [١٫ ٠, ١٫ ٣] [١٫ ١, ١٫ ٢] [١٫ ٣, ١٫ ۵] [١٫ ۵, ١٫ ۶] بینندگان تعداد

A کانال برنامه�های پخش زمان جدول :٣.۵ جدول
١۵ : ٠٠− ١۶ : ٠٠ ١۴ : ٠٠− ١۵ : ٠٠ ١٢ : ٠٠− ١۴ : ٠٠ ١١ : ٠٠− ١٢ : ٠٠ ١٠ : ٠٠− ١١ : ٠٠ ٨ : ٠٠− ١٠ : ٠٠ پخش

A۶ A۵ A۴ A٣ A٢ A١ برنامه نام
[١٫ ٢, ١٫ ٣] [١٫ ٢, ١٫ ۴] [٢٫ ١, ٢٫ ٢] [١٫ ٩, ٢٫ ٠] [١٫ ٣, ١٫ ۴] [١٫ ١, ١٫ ٢] بینندگان تعداد

١٨ : ٠٠− ٢٠ : ٠٠ ١٧ : ٠٠− ١٨ : ٠٠ ١۶ : ٣٠− ١٧ : ٠٠ ١۶ : −١۶ : ٣٠ پخش زمان
A١٠ A٩ A٨ A٧ برنامه نام

[٠٫ ٨, ١٫ ١] [١٫ ۵, ١٫ ٨] [١٫ ١, ١٫ ٣] [١٫ ١, ١٫ ٣] بینندگان تعداد
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متناظر بازه�ای گراف از بازه�ای �نمایش :١.۵ شکل

متناظر بازه�ای گراف � :٢.۵ شکل
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Aabstract

Interval graph is a very important subclass of intersection graphs and perfect graphs. It
has many applications in different real life situations. In the first chapter, we present
some concepts and notations which we use in the future chpters. In the second chapters
we give some hereditary properties and characterizations proposed by Gilmore-Hoffman
and Fulkerson-Gross and Lekkerkerker-Boland that are useful to recognize an Interval
graph. In the next chapter the data structure, interval tree, is introduced for interval
graph. We solve tree 3-spanner, shortest distances between any two vertices, the
diameter and center of interval graph with using of interval tree. An O(n) time algorithm
is presented to computing for them. In the next chapter with brief review of fuzzy sets
we define the fuzzy intersection graph of a family of fuzzy sets. And we show that the
characterization of Interval graphs by Gilmore-Hoffman naturally extends to fuzzy
Interval graphs while that of Fulkerson-Gross does not. In the last chapter aims to find a
solution to the ”maximum weight 1 colouring” (MW1C) for an Interval graphs with
Interval weight. And an algorithm is presented to solve this problem using O(n) time.
Keywords:Interval graph, Interval tree,All-pairs shortest paths,Tree
3-spanner, Diameter, Interval Fuzzy graph
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