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چൊیده
این بلکه می�کنند، ایفا مهمی بسیار نقش هندسی تحقیقات در زاویه و تعامد مفاهیم نه�تنها امروزه
فضاهای در زوایا و تعامدها از مختلفی انواع بنابراین هستند. مهم نیز آنالیزی پژوهش�های در مفاهیم

شده�اند. تعریف نرم�دار خطی
مختلفی انواع با و می�دهیم تعمیم نرم�دار خطی فضاهای به را زاویه و تعامد مفاهیم ابتدا پایان�نامه این در
مشخصه�سازی بحث در زوایا و تعامدها این از سپس می�شویم. آشنا تعمیم�یافته زوایای و تعامدها از
تعامد کمک با تا داریم سعی ادامه در می�کنیم. استفاده تقریب بهترین مفهوم و داخلی ضرب فضاهای
در تصویر نوعی کمک با همچنین و کنیم تعریف را جهت�دار زوایای تقریب بهترین مفهوم و بیرخوف

دارد. رابطه� بیرخوف تعامد با که می�کنیم تعریف را زاویه�ای مینکوفسکی صفحه�ی
ضرب فضاهای از را تعامد مفهوم دوم فصل در می�کنیم. بیان را اولیه مفاهیم و قضایا اول فصل در
در سپس می�شویم. آشنا تعمیم�یافته تعامدهای از برخی با و داده تعمیم نرم�دار خطی فضاهای به داخلی
فصل این انتهای در و می�کنیم بحث مفصل به�طور بیرخوف تعامد یعنی تعامدها مهمترین از یکی مورد
فصل در می�پردازیم. بیرخوف تعامد بالاخص تعامدها کمک به داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی به
زوایای جمله از زوایا این از برخی و می�شویم آشنا نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای با سوم
داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی به زوایا این کمک به سپس و می�کنیم معرفی را g−زاویه و ویلسن
در و می�کنیم معرفی داخلی ضرب شبه فضاهای در را زاویه و تعامد مفهوم چهارم فصل در می�پردازیم.
به پنجم فصل در می�شویم. آشنا تقریب بهترین بحث در g−تعامد کاربردهای از یکی با فصل انتهای
استفاده با ششم فصل در می�کنیم. تعریف را جهت�دار زوایای تقریب، بهترین بحث و بیرخوف تعامد کمک
رابطه� بیرخوف تعامد با زاویه این که می�������کنیم تعریف را q−زاویه مینکوفسکی، صفحه�ی در تصویر نوعی از

دارد.
صفحه�ی تقریب، بهترین داخلی، ضرب شبه فضاهای زاویه، بیرخوف، تعامد تعامد، کلیدی: کلمات

تصویر مینکوفسکی،



مطالب فهرست

١ تصاویر لیست

٣ اولیه مفاهیم ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشگفتار ١.١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه قضایای و تعاریف ٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی نیم�ضرب فضای ١.٢.١

١٧ تعامد ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی ضرب فضاهای در تعامد ٢.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . تعمیم�یافته تعامدهای و خطی نرمدار فضاهای ٣.٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار خطی فضاهای در تعامدها از برخی معرفی ۴.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد ۵.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی تابعک�های و بیرخوف تعامد ١.۵.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعامد عضوهای وجود ٢.۵.٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . بیرخوف تعامد جمع�پذیری و یکتایی ٣.۵.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ۴.۵.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . داخلی ضرب فضاهای سازی مشخصه و تعامد ۵.۵.٢

۵١ زاویه ٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی ضرب فضاهای در زاویه ٢.٣
۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زاویه�ی ٣.٣
۵٨ . . . . . . . . . . . نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی ۴.٣
۵٩ . . . . . . . . . . نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −J و زاویه −P ١.۴.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار خطی فضاهای در ویلسن زوایای ٢.۴.٣

چ



ح مطالب فهرست

۶٧ . . . . . . . . . . . . . حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −g ٣.۴.٣

٧٧ زوایا و داخلی ضرب شبه فضاهای ۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی ضرب شبه فضاهای ٢.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . داخلی ضرب شبه فضاهای در ضعیف همگرایی ١.٢.۴
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی ضرب شبه فضاهای در زاویه و تعامد ٣.۴
٩٢ . . محدب یکنواخت به�طور و هموار باناخ فضاهای در تعامد −g و تقریب بهترین ۴.۴

١٠١ زاویه و بیرخوف تعامد ۵
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
١٠١ . . . . . . . . . . . . حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −g و زاویه −B ٢.۵

١١۵ نرم�دار خطی فضاهای در زاویه و بیرخوف تعامد تصاویر، ۶
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۶
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . مینکوفسکی صفحه�ی در زاویه −q و بیرخوف تعامد ٢.۶

١٢٣ مراجع

١٢٧ انگلیسی به فارسی واژه�نامه

١٢٩ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

١٣١ نمایه



تصاویر لیست

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ⊥J y , x ̸⊥J ay ١.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x ⊥B y , y ̸⊥B x ٢.٢

١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محیطی دایره�ی ١.۵
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار ٢.۵
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث ٣.۵
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶.۵ قضیه�ی به مربوط دایره ۴.۵
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g−مربع ۵.۵

١





١ فصل

اولیه مفاهیم

پیشگفتار ١.١

که مهم�اند بقدری مفهوم دو این هستند. اقلیدسی هندسه�ی در مهم بسیار مفاهیم از زاویه٢ و تعامد١
استوار مفاهیم این براساس را خود هندسه�ی و گنجانده را مفهوم دو این خود موضوعه�ی اصول در اقلیدس
مفاهیم این پایه�ی بر شدیم، آشنا آن با مقدماتی ریاضیات در که فیثاغورس قضیه�ی همچنین است. ساخته
یاد اقلیدسی هندسه�ی در دارند. زیادی کاربردهای فیزیک چون دیگر علوم در مفاهیم این بعلاوه است.
تعامد می�توان شود زاویه از صحبت هرجا یعنی هستند، وابسته به�هم کاملا زاویه و تعامد مفاهیم گرفتیم
این خاص حالت در که دارد وجود زاویه�ای گفت می�توان شود تعامد از صحبت هرجا و کرد تعریف نیز را
تعمیم نرم�دار خطی فضاهای به را مفاهیم این می�خواهیم پایان�نامه این در می�انجامد. تعامد مفهوم به زاویه
این تعمیم، این دلیل اما شویم. آشنا نرم�دار خطی فضاهای هندسه�ی در مفاهیم این کاربردهای با و دهیم
نادیده که چیزی تنها می�شویم، نرم�دار خطی فضاهای هندسه�ی وارد وقتی که فهمیدند ریاضی�دانان است
این دلیل به�همین می�باشد. زاویه اندازه�ی و زاویه درباره�ی که است اقلیدس چهارم اصل می�شود، گرفته
شدند معرفی زیادی تعمیم�یافته�ی زوایای و تعامدها و شدند داده تعمیم نرم�دار خطی فضاهای به مفهوم دو
زاویه، و تعامد بین رابطه�ی وجود بخاطر می�شویم. آشنا سوم و دوم فصل در مفاهیم این تعریف با که
می�شوند معرفی زوایا توسط تعامدها از برخی برعکس و می�شوند معرفی تعامدها توسط زوایا از برخی

می�شویم. آشنا زوایا و تعامدها این با چهارم و سوم فصل در که
است. g−تعامد دیگری و بیرخوف تعامد یکی داریم، سروکار بیشتر آن�ها با ما که تعامدهایی مهم�ترین از
نام به ریاضیدانی ١٩۴۵ سال در سپس و شد معرفی بیرخوف٣ توسط ١٩٣۵ سال در بیرخوف تعامد
بیشتر تعامد این با دوم فصل در که داد، انجام را جامعی مطالعات تعامد این خواص مورد در جیمز۴

١Orthogonality
٢Angle

٣Birkhoff
۴James



۴ اولیه مفاهیم .١

این با سوم فصل در که شد معرفی ١٩٩٣ سال در میلیسیک۵ توسط g−تعامد همچنین می�شویم. آشنا
یکی تعامد و زوایا کاربرد دو با پایان�نامه این در که است ذکر به لازم می�شویم. آشنا مفصل طور به تعامد
در ابتدا می�شویم. آشنا داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی بحث در دیگری و تقریب بهترین بحث در

می�پردازیم. می�گیرند، قرار استناد مورد پایان�نامه این در که قضایایی و تعاریف بیان به اول فصل

اولیه قضایای و تعاریف ٢.١

نگاشتی X روی متر یک باشد، ناتهی مجموعه�ی یک X کنید فرض متریک). (فضاهای ١.١ تعریف
می�کند، صدق زیر شرایط در x, y, z ∈ X هر برای که است d : X ×X −→ R چون

،d(x, x) ≥ ٠ (١)

،x = y اگر فقط و اگر d(x, y) = ٠ (٢)

،d(x, y) = d(y, x) (٣)

،d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (۴)

می�شود. گفته متریک فضای یک (X, d) دوتایی به صورت این در

باشند، X از مجموعه�هایی زیر A,B و باشد متریک فضای یک (X, d) اگر .٢.١ تعریف

به�صورت و می�شود داده نمایش d(x,A) نماد با را A مجموعه�ی و x ∈ X نقطه�ی بین فاصله�ی (١)
می�کنیم، تعریف زیر

d(x,A) := inf{ d(x, y); y ∈ A }.

تعریف زیر به�صورت و می�شود داده نمایش d(A,B) نماد با را B و A مجموعه�ی دو بین فاصله�ی (٢)
می�کنیم،

d(A,B) := inf{ d(x, y); x ∈ A, y ∈ B }.

حقیقی اعداد میدان روی ناتهی برداری فضای یک X کنید فرض نرم�دار). خطی (فضاهای ٣.١ تعریف
زیر شرایط در x, y ∈ X هر برای که است ∥.∥ : X −→ R چون مقدار حقیقی تابع یک نرم یک باشد،

می�کند، صدق

،∥x∥ ≥ ٠ (١)
۵Milicic
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،x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ (٢)

،∥αx∥ = |α|∥x∥ داریم α ∈ R هر برای (٣)

،∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (۴)

می�شود. گفته نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) دوتایی به این�صورت در

به�صورت آن متر x, y ∈ X هر برای به�طوری�که است متریک فضای یک ،X نرم�دار خطی فضای هر
می�گویند. نرم توسط القاشده متر را متر این که می�شود، تعریف d(x, y) := ∥x− y∥

مجموعه�ی این�صورت در باشد، حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۴.١ تعریف
S(X) = {x ∈ X; ∥x∥ = ١ } مجموعه�ی و واحد گوی را B(X) = {x ∈ X; ∥x∥ ≤ ١ }

می�گویند. واحد کره�ی را

اگر می�گوییم داخلی ضرب فضای یک را X حقیقی خطی فضای داخلی). ضرب (فضاهای ۵.١ تعریف
باشد، زیر شرایط دارای که باشد موجود ⟨x, y⟩ چون حقیقی اسکالری ، x, y ∈ X هر برای

،⟨x, x⟩ ≥ ٠ باشیم داشته x ∈ X هر برای (١)

،x = ٠ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ (٢)

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به (٣)

،⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ باشیم داشته x, y ∈ X و α ∈ R هر برای (۴)

،⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ باشیم داشته x, y, z ∈ X هر ازای به (۵)

اغلب را داخلی ضرب فضاهای می�گوییم. داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) دوتایی به این�صورت در
نرم با نرم�دار خطی فضای یک داخلی ضرب فضای هر هم�چنین می�گویند. نیز پیش�هیلبرت فضاهای

می�گویند. داخلی ضرب توسط القا�شده نرم آن به که است ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩

x, y ∈ و باشد داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض متوازی�الاضلاع). (قاعده�ی ١.١ قضیه
این�صورت در ،X

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢).

و اگر است داخلی ضرب فضای یک X نرم�دار خطی فضای که کرد ثابت ۶ جردن ١٩٣۵ سال در
که کردند بیان نیز دیگر شکل�های به را ١.١ قضیه�ی البته باشد. برقرار متوازی�الاضلاع قاعده�ی اگر فقط

می�کنیم. بیان آن�را حالت دو اینجا در

۶Jordan
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ضرب یک توسط ∥.∥ این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢.١ قضیه
،x, y ∈ X هر برای اگر فقط و اگر است القاشده داخلی

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ ∼ ٢∥x∥٢ + ٢∥y∥٢,

باشد. ≥ یا ≤ می�تواند ∼ آن در که

کنید. مراجعه [٣٧] به اثبات برای برهان.

ضرب یک توسط ∥.∥ این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٣.١ قضیه
،u, v ∈ S(X) هر برای اگر فقط و اگر است القاشده داخلی

∥u+ v∥٢ + ∥u− v∥٢ ∼ ۴,

باشد. ≥ یا = یا ≤ می�تواند ∼ آن در که

کنید. مراجعه [٣٧] به اثبات برای برهان.

بعدی تذکر در ما که دارد وجود نیز دیگری شرایط داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی برای البته
می�کنیم. ذکر را شرایط این

اگر این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض [٣٨] .۶.١ نکته
است. داخلی ضرب فضای یک X باشد، برقرار زیر شرایط از کدام هر

.∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ۴ آنگاه ،∥x∥ = ∥y∥ = ١ اگر (١)

که باشند موجود ٠ < α, β < ١ اعداد آنگاه ،∥x∥ = ∥y∥ = ١ اگر (٢)

β(١− β)∥αx+ (١− α)y∥٢ + α(١− α)∥βx− (١− β)y∥٢

∼ [α + β − ٢αβ][αβ + (١− α)(١− β)],

باشد. ≥ یا ≤ می�تواند ∼ آن در که

.∥x+ ky∥ = ∥x− ky∥ ،k ∈ R هر برای آنگاه ،∥x+ y∥ = ∥x− y∥ اگر (٣)

.∥x+ ky∥٢ = ∥x∥٢ + ∥ky∥٢ ،k ∈ R هر برای آنگاه ،∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ اگر (۴)

بگیریم نتیجه ∥x + y∥ = ∥x− y∥ از به�طوری�که باشد، موجود α ̸= ١±,٠ ثابت حقیقی عدد (۵)
.∥x+ αy∥ = ∥x− αy∥

.∥αx+ α−١y∥ ≥ ∥x+ y∥ ،α ∈ R\{٠} هر برای آنگاه ،∥x∥ = ∥y∥ اگر (۶)
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.∥x+ αy∥ = ∥x− αy∥ ،α ∈ R هر برای آنگاه ،∥x+ y∥ = ∥x− y∥ اگر (٧)

نرم که داد نشان می�توان به�راحتی بگیرید، نظر در را
(
C([a, b]), ∥.∥

)
نرم�دار خطی فضای .٧.١ مثال

باشد، داخلی ضرب نمی�تواند فضا این دیگر عبارت به است نشده القا داخلی ضرب هیچ توسط فضا این

داریم: این�صورت در ،g(t) = t− a

b− a
و f(t) = ١ دهید قرار کافیست موضوع این دادن نشان برای

∥f + g∥٢ + ∥f − g∥٢ ̸= ٢
(
∥f∥٢ + ∥g∥٢

)
.

داخلی ضرب توسط القاشده نرم با همراه X داخلی ضرب فضای اگر هیلبرت). (فضای ٨.١ تعریف
می�گویند. هیلبرت فضای را X فضای آنگاه باشد، کامل

اکیداً را K ⊂ X این�صورت در باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .٩.١ تعریف
باشیم داشته λ ∈ (٠,١) هر به�ازای و x, y ∈ K متمایز عضو دو هر ازای به هرگاه می�گویند محدب

.λx+ (١− λ)y ∈ K

این�صورت در باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .١٠.١ تعریف

α, β ≥ ٠ و x, y ∈ X هر برای هرگاه می�گوییم محدب٧ مخروط یک را X از C مجموعه�ی زیر (١)
،αx+ βy ∈ C باشیم داشته

با A توسط شده تولید زیرفضای این�صورت در باشد، X از ناتهی زیرمجموعه�ی یک A کنید فرض (٢)
اعضای از متناهی خطی ترکیبات همه�ی مجموعه�ی با برابر و می�شود داده نمایش span(A) نماد

داریم: یعنی است. A

span(A) := {
n∑

i=١
αixi; xi ∈ A, αi ∈ R, n ∈ N }

است. A شامل X از زیرفضای کوچکترین span(A) دیگر عبارت به

T : X → Y نگاشت باشند، نرم�دار خطی فضای دو (Y, ∥.∥) و (X, ∥.∥) کنید فرض .١١.١ تعریف
،α١, α٢ ∈ R و x١, x٢ ∈ X هر برای هرگاه می�نامیم Y توی به X از خطی عملگر یک را

T (α١x١ + α٢x٢) = α١T (x١) + α٢T (x٢).

عملگر این�صورت در باشند، نرم�دار خطی فضاهای (Y, ∥.∥) و (X, ∥.∥) کنید فرض .١٢.١ تعریف
،x ∈ X هر برای به�طور�ی�که باشد موجود M ثابت هرگاه می�گوییم کراندار را T : X → Y خطی

∥T (x)∥ ≤ M∥x∥,

٧Convex cone
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که، داد نشان می�توان می�گویند. T نرم را می�کند صدق فوق شرط در که M کوچکترین این�صورت در

∥T∥ = sup

{
∥Tx∥
∥x∥

; ∥x∥ ̸= ٠, x ∈ X

}
= sup{ ∥Tx∥; ∥x∥ ≤ ١, x ∈ X }

= sup{ ∥Tx∥; ∥x∥ = ١, x ∈ X }.

با را Y برداری فضای توی به X برداری فضای از خطی عملگرهای همه�ی مجموعه�ی .١٣.١ تعریف
برداری فضای یک زیر، اسکالر ضرب و جمع اعمال با مجموعه این و می�دهیم نمایش L(X, Y ) نماد

است.

(αT )(x) = αT (x), (T١ + T٢)(x) = T١(x) + T٢(x).

خطی فضای توی به X نرم�دار خطی فضای از کراندار خطی عملگرهای همه�ی مجموعه�ی .١۴.١ تعریف
است. نرم�دار خطی فضای یک زیر نرم با فضا این و می�دهیم نمایش B(X, Y ) نماد با را Y نرم�دار

∥T∥ = sup

{
∥T (x)∥
∥x∥

; ٠ ̸= x ∈ X

}
.

X روی خطی تابعک یک باشد، حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١۵.١ تعریف
است. f : X → R خطی عملگر معنای به

X نرم�دار خطی فضای روی کراندار خطی تابعک�های همه�ی مجموعه�ی X∗ کنید فرض .١۶.١ تعریف
است، نرم�دار خطی فضای یک زیر نرم با همراه این�صورت باشد،در

∥f∥ = sup

{
|f(x)|
∥x∥

; ٠ ̸= x ∈ X

}
,

می�گویند. X دوگان فضای اولین را X∗ = B(X,R) فضای

به X\{٠} از x 7−→ fx نگاشت باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٧.١ تعریف
هرگاه، می�گوییم پشتیبان٨ نگاشت یک را X∗\{٠}

،∥fx∥ = ١ = fx(x) باشیم داشته x ∈ S(X) هر برای (١)

.fλx = λfx باشیم داشته λ > ٠ هر برای (٢)

٨support mapping
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: داریم x, y ∈ S(X) هر ازای به صورت این در باشد، λ > ٠ اگر تعریف این طبق بر

fx(y)

∥x∥
=

fx(λy)

λ∥x∥
=

fx(x)− ١+ fx(λy)

λ∥x∥
=

fx(x) + fx(λy)− ∥x∥٢

λ∥x∥

=
fx(x+ λy)− ∥x∥٢

λ∥x∥
≤ |fx(x+ λy)| − ∥x∥٢

λ∥x∥

≤ ∥fx∥∥x+ λy∥ − ∥x∥٢

λ∥x∥
=

∥x+ λy∥ − ∥x∥
λ

≤ ∥x+ λy∥٢ − |fx+λy(x)|
λ∥x+ λy∥

=
fx+λy(x+ λy)− |fx+λy(x)|

λ∥x+ λy∥

=
λfx+λy(y) + fx+λy(x)− |fx+λy(x)|

λ∥x+ λy∥
≤ λfx+λy(y)

λ∥x+ λy∥
=

fx+λy(y)

∥x+ λy∥
,

،x, y ∈ S(X) هر ازای به این�صورت در
fx(y)

∥x∥
≤ ∥x+ λy∥ − ∥x∥

λ
≤ fx+λy(y)

∥x+ λy∥
.

خطی تابعک هرگاه گویند، x٠ ∈ S(X) نقطه�ی در هموار٩ فضای یک را باناخ فضای .١٨.١ تعریف
آنگاه باشد، هموار S(X) از نقطه�ی هر در X اگر .f(x٠) = ١ که باشد موجود f ∈ S(X∗) یکتای

است. هموار X فضای می�گوییم

مشتق�پذیر را X روی نرم این�صورت در باشد، باناخ فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٩.١ تعریف
باشد، داشته وجود زیر حد شده داده y ∈ S(X) هر برای هرگاه گوییم، x٠ ∈ S(X) نقطه�ی در گتو١٠

τ(x٠, y) = lim
λ→٠

∥x٠ + λy∥ − ∥x٠∥
λ

.

است. گتو مشتق�پذیر نرم دارای X گوییم آنگاه باشد، گتو مشتق�پذیر S(X) نقطه�ی هر در X روی نرم اگر

فضای یک را X این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢٠.١ تعریف
آن، در که τ+(x, y) = τ−(x, y) باشیم، داشته x, y ∈ S(X) هر برای هرگاه می�گوییم هموار

τ±(x, y) := lim
t→٠±

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

.

عضو دو هر برای اگر می�گویند، محدب اکیداً را (X, ∥.∥) حقیقی نرم�دار خطی فضای .٢١.١ تعریف
.y = λx به�طوری�که باشد موجود λ > ٠ آنگاه ∥x+y∥ = ∥x∥+∥y∥ باشیم، داشته x, y ∈ X ناصفر

هستند، محدب اکیداً فضای یک زیر نرم با (Rn, ∥.∥e) فضاهای n ∈ N هر برای .٢٢.١ مثال

∥x∥e =

√√√√ n∑
i=١

x٢i .

می�باشند. محدب اکیداً نیز ١ < p < ∞ هر برای Lp و lp فضاهای هم�چنین
٩smooth space١٠Gateaux differentiable
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و می�گوییم X از Z و Y فضای زیر دو مستقیم جمع را X برداری فضای مستقیم). (جمع ٢٣.١ تعریف
باشد x = y + z مانند یکتای نمایش دارای x ∈ X هر هرگاه می�دهیم، نمایش X = Z

⊕
Y نماد با

است. y ∈ Y و z ∈ آن در که

به�طوری�که است مجموعه یک X برداری فضای در H چون ابرصفحه یک (ابرصفحه). ٢۴.١ تعریف
دیگر عبارت به کرد. بیان X از بعدی یک زیرفضای یک و H مستقیم جمع صورت به می�توان را X

.[x] = span{x} آن در که ،X = H
⊕

[x] به�طوری�که است موجود x ∈ X چون عضوی

داخلی نیم�ضرب فضای ١.٢.١

و لامر١٢ ایده�ی براساس مختلط اعداد میدان روی داخلی١١ نیم�ضرب فضاهای مفهوم با بخش این در
می�شویم. آشنا جایلز١٣

نیم�ضرب یک را [., .] : X ×X → C نگاشت باشد، خطی فضای یک X کنید فرض .٢۵.١ تعریف
کند، صدق زیر شرایط همه�ی در x, y, z ∈ X هر برای هرگاه می�گوییم داخلی

،[x+ y, z] = [x, z] + [y, z] (a)

،[λx, y] = λ[x, y] باشیم داشته λ ∈ C هر برای (b)

،x = ٠ آنگاه [x, x] = ٠ اگر و [x, x] ≥ ٠ (c)

،|[x, y]|٢ ≤ [x, x].[y, y] (d)

،[x, λy] = λ̄[x, y] باشیم داشته λ ∈ C هر برای (e)

می�گوییم. داخلی نیم�ضرب فضای یک (X, [., .]) دوتایی به این�صورت در

،١ ≤ p < ∞ آن در که است، (lp, ∥.∥p) فضای روی داخلی نیم�ضرب یک زیر تابعک .٢۶.١ مثال

g(x, y) = ∥x∥٢−p
p

∑
k

|xk|p−١sgn(xk)yk; x = (xk), y = (yk) ∈ lp.

آنگاه باشد، X روی داخلی ضرب نیم یک [., .] و باشد خطی فضای یک X کنید فرض .١.١ گزاره
برقرارند، زیر گزاره�های

است، X روی نرم یک R+ توی به X از x 7−→ [x, x]
١
٢ نگاشت (١)

.∥fy∥ = ∥y∥ بعلاوه و است پیوسته خطی تابعک یک fy(x) = [x, y] تابعک y ∈ X هر برای (٢)
١١semi inner product space
١٢Lumer

١٣Giles
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.|fy(x)| ≤ ∥x∥.∥y∥ داریم x ∈ X هر برای (d) ویژگی طبق بر است، خطی fy بوضوح (٢) برهان.
طرفی از .∥fy∥ ≤ ∥y∥ و است کراندار fy یعنی این و

∥fy∥ ≥ |fy(y)|
∥y∥

=
∥y∥٢

∥y∥
= ∥y∥,

.∥fy∥ = ∥y∥ بنابراین

ضابطه�ی با J : X → ٢X∗ نگاشت .٢٧.١ تعریف

J(x) := {x∗ ∈ X∗; ⟨x∗, x⟩ = ∥x∗∥∥x∥, ∥x∗∥ = ∥x∥ },

می�گویند. X نرم�دار خطی فضای از ١۴ شده� نرمال دوگانی نگاشت یک

هرگاه می�گوییم، شده نرمال دوگانی نگاشت از سکشن١۵ یک را J̃ : X → X∗ نگاشت .٢٨.١ تعریف
.J̃(x) ∈ J(x) باشیم داشته x ∈ X هر برای

نیم هر این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۴.١ قضیه
است، زیر فرم به می�کند تولید را ∥.∥ نرم که [., .] چون داخلی ضرب

[x, y] =
⟨
J̃(y), x

⟩
,

است. شده� نرمال دوگانی نگاشت از سکشن یک J̃ آن در که

کنید. مراجعه [۵۴] از (٢) فصل به اثبات برای برهان.

معادلند، زیر گزاره�های آنگاه باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٢.١ گزاره

است، هموار X (١)

می�کند. تولید را ∥.∥ نرم که دارد وجود یکتا داخلی ضرب نیم یک X روی (٢)

کنید. مراجعه [۵۴] از (٢) فصل به اثبات برای برهان.

هر برای هرگاه می�گوییم پیوسته X خطی فضای روی را [., .] مانند داخلی ضرب نیم یک .٢٩.١ تعریف
باشد، برقرار زیر تساوی x, y ∈ X

lim
t→٠

Re[y, x+ ty] = Re[y, x],

است. مختلط عدد حقیقی قسمت Re از منظور
١۴Normalized Duality Mapping١۵section



١٢ اولیه مفاهیم .١

که باشد داخلی ضرب نیم یک [., .] و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۵.١ قضیه
باشد. هموار X اگر فقط و اگر است پیوسته [., .] این�صورت در می�کند، تولید را ∥.∥ نرم

کنید. مراجعه [۵۴] از (٢) فصل به اثبات برای برهان.

که باشد داخلی ضرب نیم یک [., .] و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۶.١ قضیه
معادلند، زیر گزاره�های آنگاه می�کند، تولید را ∥.∥ نرم

است، محدب اکیداً X (١)

.x = λy که است موجود λمثبت عدد [x, y] = ∥x∥.∥y∥ که x, y ∈ X ناصفر عضو دو هر برای (٢)

به�طوری�که x, y ∈ X\{٠} و باشد محدب اکیداً فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .(١) → (٢) برهان.
که دارد وجود شده نرمال دوگانی نگاشت از سکشن یک ۴.١ قضیه��ی طبق بر .[x, y] = ∥x∥.∥y∥

: داریم نتیجه در .
⟨
J̃(y), x

⟩
= ∥x∥.∥y∥

⟨
J̃(y),

x

∥x∥

⟩
= ∥y∥ = ∥J̃(y)∥,

⟨
J̃(y),

y

∥y∥

⟩
= ∥y∥ = ∥J̃(y)∥.

نقطه یک در حداکثر را خود نرم پیوسته خطی تابعک هر لذا است، محدب اکیداً فضای یک X چون

.x = λy نتیجه در λ =
∥x∥
∥y∥

دهید قرار . x

∥x∥
=

y

∥y∥
پس می�کند، اختیار

می�دهد، نتیجه x, y ∈ X هر برای را زیر خاصیت (٢) شرط که می�دهیم نشان .(٢) → (١)

∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ ⇒ x = λy.

Re[x, x+ که می�گیریم نتیجه آنگاه ،∥x+y∥ = ∥x∥+∥y∥ باشیم داشته x, y ∈ X\{٠} هر برای اگر
طرفی از .Re[y, x+ y] = ∥y∥.∥x+ y∥ یا y] = ∥x∥.∥x+ y∥

Re[x, x+ y] ≤ ∥x∥.∥x+ y∥, Re[y, x+ y] ≤ ∥y∥.∥x+ y∥.

داریم: طرفین جمع با باشند، اکید نامساوی دو هر کنید فرض حال

Re[x, x+ y] +Re[y, x+ y] < (∥x∥+ ∥y∥)∥x+ y∥,

تساوی دو از یکی نتیجه در است. تناقض در فرض با این که ،∥x + y∥ < ∥x∥ + ∥y∥ نتیجه در
داریم t ̸= ١ برای (٢) طبق بر این�صورت در ،Re[x, x + y] = ∥x∥.∥x + y∥ کنید فرض برقرارند،

.x = λy که می�گیریم نتیجه λ =
t

١− t
برای پس .x = t(x+ y)



١٣ اولیه قضایای و تعاریف .٢.١

خطی فضای یک X کنید فرض می�پردازیم. داخلی نیم�ضرب پایین١۶ و بالای حد معرفی به حال

f(x) =
١
٢∥x∥

٢ ضابطه�ی با f : X → R نگاشت باشد، مختلط یا حقیقی اعداد میدان روی نرم�دار
هستند، موجود x, y ∈ X هر برای زیر حدهای و محدب به�وضوح

(x, y)i = lim
t→٠−

∥y + tx∥٢ − ∥y∥٢

٢t ,

(x, y)s = lim
t→٠+

∥y + tx∥٢ − ∥y∥٢

٢t .

می�گویند. داخلی ضرب نیم پایین حد را (x, y)i نگاشت و داخلی نیمضرب بالای حد را (x, y)s نگاشت

در ،p, q ∈ {s, i}, p ̸= q همچنین و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٣.١ گزاره
هستند، برقرار زیر گزاره�های x, y ∈ X,λ ∈ R هر برای این�صورت

،(x, x)p = ∥x∥٢ (١)

،(λx, y)p = λ(x, y)p آنگاه λ > ٠ اگر (٢)

،(x, λy)p = λ(x, y)p آنگاه λ > ٠ اگر (٣)

،(λx, y)p = λ(x, y)q آنگاه λ < ٠ اگر (۴)

.(x, λy)p = λ(x, y)q آنگاه λ < ٠ اگر (۵)

،x, y ∈ X هر برای می�کنیم. ثابت همزمان را (۴) و (٢) گزاره�های برهان.

(λx, y)p = lim
t→٠±

∥y + λtx∥٢ − ∥y∥٢

٢t ,

صورت این در .u = λt دهید قرار

(λx, y)p =


λ limu→٠±

∥y + ux∥٢ − ∥y|٢

٢u ; λ ≥ ٠

λ limu→٠∓
∥y + ux∥٢ − ∥y|٢

٢u ; λ < ٠

=

λ(x, y)p; λ ≥ ٠

λ(x, y)q; λ < ٠

داریم: x, y ∈ X و αβ ≥ ٠ شرط با α, β ∈ R هر برای قبل مفروضات طبق بر .١.١ نتیجه

(αx, βy)p = αβ(x, y)p.

١۶Superior and Inferior



١۴ اولیه مفاهیم .١

گزاره�های x, y, z ∈ X هر برای آنگاه باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۴.١ گزاره
برقرارند، زیر

،∥x+ ty∥٢ − ∥x∥٢

٢t ≥ (y, x)s ≥ (y, x)i ≥
∥x+ sy∥٢ − ∥x∥٢

٢s (١)

،
∣∣(x, y)p∣∣ ≤ ∥x|.∥y∥ (٢)

.(x+ z, y)s(i) ≤ (≥)(x, y)s(i) + (z, y)s(i) (٣)

ثابت دو هر برای را g(t) :=
١
٢∥x + ty∥٢ ضابطه�ی با g : [٠,∞) → R نگاشت (١) برهان.

نتیجه t > ٠ هر برای بنابراین است، محدب [٠,∞) روی g که است واضح بگیرید. نظر x, y ∈ X

داریم: این�که یعنی این و .g(t)− g(٠)
t− ٠ ≥ g

′
+(٠) می�گیریم

∥x+ ty∥٢ − ∥x∥٢

٢t ≥ lim
t→٠+

∥x+ ty∥٢ − ∥x∥٢

٢t = (y, x)s.

است. واضح g′
+(٠) ≥ g

′
−(٠) اینکه طبق بر بعدی نامساوی

نیم�ضرب یک [., .] اگر ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٧.١ قضیه
داریم: را زیر گزاره�های این�صورت در کند، تولید را ∥.∥ نرم که باشد داخلی

،[x, y] = (x, y)s آنگاه باشد، حقیقی فضای یک X اگر (١)

.[x, y] = (x, y)s − i(ix, y)s آنگاه باشد، مختلط فضای یک X اگر (٢)

کنید. مراجعه [۵۴] از سوم فصل به اثبات برای برهان.

و [۵۴] به می�توانید جایلز و لامر دید از داخلی نیم�ضرب فضاهای مورد در بیشتر اطلاعات برای
می�پردازیم. میلیسیک دید از داخلی نیم�ضرب فضاهای معرفی به حال کنید. مراجعه [٣١]

با (., .)g : X ×X → R نگاشت باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٣٠.١ تعریف
ضابطه�ی

(x, y)g :=
١
٢
[
(x, y)s + (x, y)i

]
,

می�گویند. ملیسیک دید از داخلی نیم�ضرب یک را

نیم ویژگی شبیه ویژگی�ها این می�کنیم. بیان را داخلی ضرب نیم این مهم ویژگی�های بعد گزاره�ی در
است. جایلز و لامر دید از داخلی ضرب

هر برای زیر گزاره�های این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۵.١ گزاره
هستند، برقرار x, y ∈ X



١۵ اولیه قضایای و تعاریف .٢.١

،(x, x)g = ∥x∥٢ (١)

،(ix, x)g = (x, ix)g = ٠ (٢)

،(ix, y)g = (x, iy)g = ٠ (٣)

،(ix, iy)g = (x, y)g (۴)

،(αx, βy)g = αβ(x, y)g ،αβ ≥ ٠ هر برای (۵)

،
∣∣(x, y)g∣∣ ≤ ∥x∥.∥y∥ (۶)

.(−x, y)g = −(x, y)g (٧)

کنید. مراجعه [۵۴] از چهارم فصل به اثبات برای برهان.

حقیقی عدد هر برای این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۶.١ گزاره
،x, y ∈ X و α ∈ R

(αx+ y, x)g = α∥x∥٢ + (y, x)g.

کنید. مراجعه [۵۴] از چهارم فصل به اثبات برای برهان.

این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٧.١ گزاره

∣∣(y + z, x)g − (z, x)g
∣∣ ≤ ∥y∥.∥x∥.

است. پیوسته X روی (., x)g نگاشت x ∈ X هر برای .٢.١ نتیجه



١۶



٢ فصل

تعامد

مقدمه ١.٢

هندسه�ی در تعامد مفهوم با ما همه�ی است. تعامد بحث اقلیدسی هندسه�ی در مهم بسیار مفاهیم از یکی
چیزی تنها می�شویم، نرم�دار فضاهای هندسه�ی وارد اقلیدسی هندسه�ی از وقتی هستیم. آشنا اقلیدسی
به ریاضی�دانان از ١٩٣۴تعدادی سال از بنابراین است. اقلیدس چهارم اصل می�شود، گرفته نادیده که
انواع ریاضی�دانان نتیجه در دهند. تعمیم نرم�دار خطی فضاهای به را تعامد مفهوم تا افتادند فکر این
تا است این فصل این در ما هدف کرده�اند. معرفی نرم�دار خطی فضاهای در را تعامدهای از مختلفی
بیان داخلی ضرب فضاهای در تعامد مفهوم ابتدا دهیم. تعمیم نرم�دار خطی فضاهای به را تعامد مفهوم
که معروف تعامدهای از برخی معرفی به سپس می�کنیم. بررسی فضاها این در تعامد ویژگی و می�کنیم

می�پردازیم. شده�اند، معرفی ریاضی�دانان توسط
جیمز، بیرخوف، رابرتس١، به می�توان دادند، انجام مهمی بسیار کارهای تعامد بحث در که افرادی جمله از
بیرخوف تعامد فصل این در کرد. اشاره می�شوند، معرفی فصل این در که دیگر برخی و آلنسو٣ دیمینه٢،
سال در شده معرفی تعامدهای اولین جزو بیرخوف تعامد می�دهیم. قرار بررسی مورد مفصل به�طور را
این چون می�کنیم، بحث آن کاربردهای و آن خواص و تعامد این درباره فصل این در ما که است ١٩٣۵
تعامد این خواص با خطی تابعک�های کمک به همچنین است. پرکاربرد بسیار بعدی فصول در تعامد
تعامد خواص بحث در می�شویم. آشنا داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی بحث در آن کاربردهای و
با سپس می�دهیم. قرار بررسی مورد مفصل به�طور را تعامد این جمع�پذیری و یکتایی خواص بیرخوف
در می�کنیم. بررسی را بیرخوف تعامد راست و چپ یکتایی مفهوم نرم�دار خطی فضاهای از مثالی ارائه
منابع از فصل این در می�پردازیم. تعامدها توسط داخلی ضرب فضای مشخصه�سازی به فصل این انتهای

باشد. شده مشخص منبع روشنی به که مواقعی بجز می�شود استفاده [٣٨ ،٢۵ ،١٣]

١Roberts
٢Diminnie

٣Alonso



١٨ تعامد .٢

داخلی ضرب فضاهای در تعامد ٢.٢

مفهوم این کمک به سپس می�شویم. آشنا داخلی ضرب فضاهای در تعامد مفهوم با ابتدا بخش این در
ویژگیهای هم�چنین می�کنیم. تعریف را متعامد۶ متمم و متعامدیکه۵ مجموعه�ی و متعامد۴ مجموعه�ی
بخش این انتهای در می�کنیم. بیان را هستند، اقلیدسی هندسه�ی در تعامد از برگرفته که تعامد این اساسی
نشان را داخلی ضرب فضاهای در تعامدها بودن معادل آن در که می�کنیم بیان را مهم بسیار قضیه�ای نیز

می�دهیم.

بردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .١.٢ تعریف
.⟨x, y⟩ = ٠ باشیم داشته هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥ y نماد با و گوییم متعامد y بردار بر را x

مجموعه�ی بر را x ∈ X بردار باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .٢.٢ تعریف
.x ⊥ y باشیم داشته y ∈ G هر برای هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥ G نماد با و گوییم متعامد G ⊂ X

G در متمایز بردار دو هر اگر می�گوییم متعامد مجموعه�ی یک را X از G مجموعه��ی زیر .٣.٢ تعریف
آن در بردار هر که است متعامد مجموعه�ی یک متعامد�یکه مجموعه�ی یک هم�چنین باشند. متعامد هم بر
اگر فقط و اگر است متعامد�یکه مجموعه�ی یک {xi | i ∈ I} مجموعه�ی بنابراین است. یک نرم دارای

⟨xi, xj⟩ = δij =

١; i = j,

٠; i ̸= j.

مستقل مجموعه�ی یک G آنگاه باشد، ناصفر بردارهای از متعامد مجموعه�ی یک G کنید فرض .١.٢ لم
است. خطی

یکه�اند، متعامد زیر فرم به توابع همه�ی مجموعه�ی C٢[−π, π] در متعامدیکه). (مجموعه�های ۴.٢ مثال

{ ١√
٢π

,
١√
π
cos t,

١√
π
sin t, · · · , ١√

π
cosnt,

١√
π
sinnt }.

هستند، درست همواره زیر روابط ∫چون π

−π

cosnt cosmtdt =

∫ π

−π

sinnt sinmtdt = πδnm,∫ π

−π

cosntdt =

∫ π

−π

sinntdt =

∫ π

−π

sinmt cosntdt = ٠.

E = {ej | j ∈ N} مجموعه�ی صورت این در ej = (δjk)
∞
k=١ دهید قرار j ∈ N هر برای .۵.٢ مثال

می�شود، تعریف زیر به�صورت l٢ در اسکالر ضرب زیرا است، یکه متعامد l٢ در

⟨ej, ek⟩ = δjk.

۴Orthogonal set
۵Orthonormal

۶Orthogonal complement



١٩ داخلی ضرب فضاهای در تعامد .٢.٢

{x١, x٢, · · · , xn} و باشد داخلی یکفضایضرب (X, ⟨., .⟩) فرضکنید فیثاغورس). (قضیه�ی ١.٢ قضیه
این�صورت در باشد، متعامد مجموعه�ی ∥∥∥∥∥یک

n∑
١

xi

∥∥∥∥∥
٢

=
n∑
١

∥xi∥٢,

آنگاه x ⊥ y اگر خاص، حالت در

∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢.

مجموعه این واقع در می�شویم. آشنا داخلی ضرب فضاهای در متعامد متمم مفهوم با بعدی تعریف در
باشند. متعامد مجموعه عضو هر بر که است فضا از عضوهایی همه�ی شامل

G⊥ نماد با G متعامد متمم باشد، X هیلبرت فضای از مجموعه زیر یک G کنید فرض .۶.٢ تعریف
می�کنیم، تعریف x ∈ G هر ازای به زیر به�صورت و می�شود داده نمایش

G⊥ := { y ∈ X; ⟨y, x⟩ = ٠ }.

این�صورت در ،G,G١, G٢ ⊂ X و داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .٢.٢ قضیه
برقرارند، زیر گزاره�های

است، X از بسته فضای زیر یک G⊥ (١)

،G ⊂ (G⊥)⊥ (٢)

،G١ ⊂ G٢ ⇒ G⊥
٢ ⊂ G⊥

١ (٣)

،G ∩G⊥ ⊂ {٠} (۴)

.G⊥ = G⊥⊥⊥ (۵)

،x ∈ G هر برای این�صورت در ،α ∈ R و u, v ∈ G⊥ کنید فرض (١) برهان.

⟨u+ αv, x⟩ = ⟨u, x⟩+ α⟨v, x⟩ = ٠,

همگرا که باشد G⊥ اعضای از دنباله�ای {un} کنید فرض حال است. خطی زیرفضای یک G⊥ نتیجه در
،x ∈ G هر برای این�صورت در باشد X از u چون عضوی به

⟨u, x⟩ = ⟨ lim
n→∞

un, x⟩ = lim
n→∞

⟨un, x⟩ = ٠,

است. واضح تعریف کمک با دیگر گزاره�های اثبات است. بسته G⊥ یعنی این و u ∈ G⊥ نتیجه در



٢٠ تعامد .٢

می�کنیم.[٢۵] بیان را داخلی ضرب فضاهای در تعامد اساسی ویژگی�های بعد قضیه�ی در

در ،λ, µ ∈ R و x, y ∈ X و باشد داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .٣.٢ قضیه
است، زیر ویژگی�های دارای تعامد این�صورت

،µy = ٠ یا λx = ٠ اگر فقط و اگر λx ⊥ µy :٧ ناتباهی

،λx ⊥ λy آنگاه x ⊥ y اگر :٨ سازی ساده

n هر برای اگر .xn → x, yn → y که باشند X در دنباله�هایی ،{xn}, {yn} کنید فرض :٩ پیوستگی
،x ⊥ y آنگاه xn ⊥ yn باشیم داشته

،λx ⊥ µy آنگاه x ⊥ y اگر :١٠ همگنی

،y ⊥ x آنگاه x ⊥ y اگر :١١ تقارنی

،x ⊥ (αx+ y) به�طوری�که است موجود α حقیقی عدد :١٢ راست از وجود

،(αx+ y) ⊥ x به�طوری�که است موجود α حقیقی عدد :١٣ چپ از وجود

،x ⊥ (αx+ y) به�طوری�که است موجود α حقیقی عدد یک فقط ،x ̸= ٠ برای :١۴ راست از یکتایی

،(αx+ y) ⊥ x به�طوری�که است موجود α حقیقی عدد یک فقط ،x ̸= ٠ برای :١۵ چپ از یکتایی

،x ⊥ y + z آنگاه ،x ⊥ z و x ⊥ y اگر :١۶ راست از پذیری جمع

،y + z ⊥ x آنگاه ،z ⊥ x و y ⊥ x اگر :١٧ چپ از پذیری جمع

و y ∈ H به�طوری�که است موجود H ⊂ X بسته�ی ابرصفحه آنگاه x ⊥ y اگر :١٨ راست از توسیع
،x ⊥ H

و x ∈ H به�طوری�که است موجود H ⊂ X بسته�ی ابرصفحه آنگاه x ⊥ y اگر :١٩ چپ از توسیع
،H ⊥ y

.(x+ αy) ⊥ (x− αy) به�طوری�که است موجود α یکتای حقیقی عدد :٢٠ متعامد قطرهای

کنید. مراجعه [٢۵] به اثبات برای برهان.

این�صورت در ،α ∈ R و x, y ∈ X و باشد داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .۴.٢ قضیه
معادلند، زیر گزاره�های

٧Non-degeneracy
٨simplification
٩continuity

١٠Homogeneity
١١symmetry
١٢right existence
١٣left existence

١۴right uniqueness
١۵left uniqueness
١۶right additivity
١٧left additivity
١٨right extension
١٩left extension
٢٠orthogonal diagonals



٢١ تعمیم�یافته تعامدهای و خطی نرمدار فضاهای .٣.٢

،x ⊥ y (١)

،∥x− y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ (٢)

،∥x+ αy∥ ≥ ∥x∥ (٣)

،∥x+ y∥ = ∥x− y∥ (۴)

،∥x+ αy∥ = ∥x− αy∥ (۵)

.
∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ x

∥x∥
+

y

∥y∥

∥∥∥∥ (۶)

است. واضح داخلی ضرب فضاهای در نرم تعریف به توجه با اثبات برهان.

تعمیم�یافته تعامدهای و خطی نرمدار فضاهای ٣.٢

٢٠١۴ سال در همکارانش و ٢٢ کنو که خطی٢١ متعامد نرم�دار خطی فضاهای مفهوم با ابتدا بخش این در
[٣٣] می�شویم. آشنا کرده�اند، معرفی

یک ⊥⊂ X٢ و dim(X) ≥ ٢ که باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٧.٢ تعریف
کند، صدق زیر شرایط در به�طوری�که باشد رابطه

،y = ٠ آنگاه x ⊥ y باشیم داشته x ∈ X هر برای اگر و باشد متقارن ⊥ رابطه�ی (١)

باشند، خطی مستقل y و x آنگاه x ⊥ y و x, y ∈ X\{٠} اگر (٢)

،x ⊥ (y + z) آنگاه x ⊥ z و x ⊥ y و x, y, z ∈ X اگر (٣)

،ax ⊥ by باشیم داشته a, b ∈ R هر برای آنگاه x ⊥ y و x, y ∈ X اگر (۴)

x ⊥ y که دارد وجود y ∈ P آنگاه a > ٠ و x ∈ P و باشد X از بعدی دو زیرفضای یک P اگر (۵)
.x+ y ⊥ ax− y و

می�گویند. متعامد نرم�دار خطی فضای یک (X,⊥) دوتایی به این�صورت در

نظر در متعامد نرم�دار خطی فضای یک عنوان به می�توان را نرم�دار خطی فضای هر که کنید توجه
x, y ∈ X ناصفر عضو دو هر برای و x ⊥ ٠,٠ ⊥ x کنیم تعریف x ∈ X هر برای کافیست گرفت،
داخلی ضرب فضای هر مثال عنوان به باشند. خطی مستقل y و x اگر فقط و اگر x ⊥ y کنیم تعریف

می�کنیم. بیان را متعامد خطی فضاهای از مثالی زیر در است. متعامد خطی فضای یک

٢١ Orthoogonality normed linear spaces٢٢Kanu



٢٢ تعامد .٢

می�گیریم، نظر در را زیر داخلی ضرب با را Rn فضای .(Rn اقلیدسی فضای ) ٨.٢ مثال

⟨x, y⟩ :=
n∑

i=١
xiyi; x = (x١, x٢, · · · , xn), y = (y١, y٢, · · · , xn) ∈ Rn.

داریم: این�صورت در x, y ∈ Rn کنید فرض

x ⊥ y ⇒ ⟨x, y⟩ =
n∑

i=١
xiyi =

n∑
i=١

yixi = ⟨y, x⟩ = ٠ ⇒ y ⊥ x.

داریم: αi > ٠ هر برای این�صورت در x ⊥ y و x, y ∈ Rn کنید فرض

⟨x, y⟩ =
n∑

i=١
|αi|٢xiyi = ٠ ⇒ αi = ٠,

است. بررسی قابل به�راحتی نیز دیگر ویژگی�های خطی�اند. مستقل y و x نتیجه در

نرم�دار خطی فضاهای در تعامدها از برخی معرفی ۴.٢

دیگر عبارت به می�پردازیم. نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته تعامدهای از برخی معرفی به حال
می�کنیم. بیان را شده�اند تعریف ریاضی�دانان توسط که تعمیم�یافته� تعامدهای از کوتاهی تاریخچه�ی

شد. معرفی رابرتس توسط ١٩٣۴ سال در که است رابرتس تعامد نرم�دار خطی فضاهای در تعامد اولین
کنید. مراجعه [٢۵ ،۵١ ،٢۴ ،٢٣] به می�توانید رابرتس تعامد درباره�ی بیشتر اطلاعات برای

را x بردار آنگاه ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٩.٢ تعریف
،α ∈ R هر برای هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥R y نماد با و می�گوییم رابرتس متعامد y بردار بر

.∥x+ αy∥ = ∥x− αy∥

این تعریف با بیرخوف شد. معرفی بیرخوف توسط بیرخوف تعامد ١٩٣۵ سال در رابرتس، از بعد
بعد فصول در بیرخوف تعامد ساخت. هموار سینگر٢٣ و جیمز چون ریاضی�دانان دیگر برای را راه تعامد
نرم�دار خطی فضاهای در زوایا تعریف بحث به می�توان کاربردها این جمله�ی از که است، پرکاربرد بسیار
ویژگی�های و تعامد این مورد در دلیل به�همین کرد. اشاره داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی بحث و
معرفی [١۴] در بیرخوف توسط بار اولین بیرخوف تعامد می�کنیم. بحث مفصل طور به بعدی بخش در آن
تعریف به فقط بخش این در ما �است. کرده بحث [۵٠ ،٢۴] در تعامد این خواص روی بر جیمز و شد

می�کنیم. موکول بعدی بخش به را موضوع این درباره�ی بیشتر بحث و می�کنیم بسنده بیرخوف تعامد

بردار این�صورت در x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٠.٢ تعریف
،α ∈ R هر برای هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥B y نماد با و می�گوییم بیرخوف متعامد y بردار بر را x

.∥x+ αy∥ ≥ ∥x∥
٢٣Singer



٢٣ نرم�دار خطی فضاهای در تعامدها از برخی معرفی .۴.٢

تعامد خواص زمینه�ی در را جامعی مطالعات ١٩۴۵ سال در که بود کسی اولین عنوان به جیمز
تابعک�های کمک به بیرخوف خواصتعامد بررسی به جیمز [۵٠] در همچنین و داد ارائه [۵١] در بیرخوف
مقالات از برخی در دلیل به�همین می�کنیم. بیان مفصل به�طور را آن�ها ما بعدی بخش در که پرداخت خطی
نام�های به دیگری تعامدهای جیمز بعلاوه می�گویند. بیرخوف-جیمز٢۴ تعامد بیرخوف، تعامد به کتاب�ها و
بسیار تعامدهای جزو هم تعامدها این که کرد، معرفی را فیثاغورسی٢۶ تعامد و متساوی�الساقینی٢۵ تعامد
بسیار داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی بحث در جیمز تعامدهای و بیرخوف تعامد هستند. مهم
و متساوی�الساقینی تعامد معرفی به حال می�کنیم. بحث آن�ها مورد در بعد بخش در که هستند پرکاربرد

می�پردازیم. جیمز فیثاغورسی

x بردار این�صورت در x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١١.٢ تعریف
باشیم داشته هرگاه می�دهیم نمایش x ⊥J y نماد با و می�گوییم متساوی�الساقینی متعامد y بردار بر را

.∥x+ y∥ = ∥x− y∥

رابرتس تعامد از خاصی حالت جیمز متساوی�الساقینی تعامد که است واضح فوق تعریف به توجه با
که است واضح نرم ویژگی�های طبق بر .α = ١ دهیم قرار رابرتس تعامد تعریف در است کافی است،
را داخلی ضرب فضای در تعامد خواص همه�ی تعامد این اما است. متقارن متساوی�الساقینی تعامد
توجه با نیست. همگن کلی حالت در جیمز متساوی�الساقینی تعامد می�دهد نشان ١.٢ شکل مثلا ندارد

.∥x+ ay∥ ̸= ∥x− ay∥ ولی ∥x+ y∥ = ∥x− y∥ که می�شویم متوجه شکل به

x ⊥J y , x ̸⊥J ay :١.٢ شکل

بردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٢.٢ تعریف
باشیم داشته هرگاه می�دهیم نمایش x ⊥P y نماد با و می�گوییم y بردار بر فیثاغورسی متعامد را x

.∥x− y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢

٢۴Birkhoff-James orthogonality
٢۵Isosceles orthogonality

٢۶Pythagorean orthogonality



٢۴ تعامد .٢

تعامد تعریف از مستقیم به�طور که کرد معرفی سینگر تعامد نام را تعامدی سینگر ١٩۵٧ سال در
در است. جیمز تعامد شده�ی نرمال سینگر تعامد دیگر عبارت به می�آید، بدست جیمز متساوی�الساقینی

است. معادل g−تعامد با سینگر تعامد که می�دهیم نشان چهارم فصل

x بردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٣.٢ تعریف
∥x∥.∥y∥ = ٠ تساوی یا هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥S y نماد با و می�گوییم سینگر متعامد y بردار بر را

باشد. برقرار
∥∥∥∥ x

∥x∥
+

y

∥y∥

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥ تساوی یا
خانواده�ای حقیقت در تعامد این کرد. معرفی کارلسن تعامد نام به را تعامدی کارلسن٢٧ ١٩۶٢ سال در
حالات جیمز فیثاغورسی تعامد و متساوی�الساقینی تعامد مثال عنوان به می�شود. شامل را تعامد�ها از
و متقارن فیثاغورسی و جیمز تعامد مانند موارد برخی در کارلسن تعامد می�باشند. تعامد این از خاصی
از پذیر جمع یا همگن تعامد این که است کرده ثابت [۵٢] در کارلسن نیست. متقارن موارد برخی در

باشد. داخلی ضرب X فضای اگر فقط و اگر است (راست) چپ

اعداد ،i = ١,٢, . . . ,m هر برای و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١۴.٢ تعریف
کنند، صدق زیر شرایط در که باشند ثابت حقیقی αi, βi, γi

m∑
i=١

αiβ
٢
i =

m∑
i=١

αiγ
٢
i = ٠,

m∑
i=١

αiβiγi = ١,

برقرار زیر تساوی هرگاه x ⊥C y نماد با و گوییم کارلسن متعامد y بردار بر را x بردار این�صورت در
باشد،

m∑
i=١

αi∥βix+ γiy∥٢ = ٠.

کرد. تعریف زیر به�صورت ٢٩را داخلی نیم�ضرب فضاهای در تعامد [٣١] در جایلز٢٨ ١٩۶٧ سال در

در ،x, y ∈ X و باشد [., .] ضرب نیم با داخلی نیم�ضرب فضای یک X کنید فرض .١۵.٢ تعریف
داشته هرگاه می�دهیم نمایش x ⊥G y نماد با و می�گوییم متعامد −G ،y بردار بر را x بردار این�صورت

.[y, x] = ٠ باشیم

به�صورت را (ab)−تعامد مفهوم ،a, b ∈ (٠,١) هر ازای به [٣٨] در پراسد٣٠ و کاپور ١٩٧٨ سال در
کردند. تعریف زیر

x بردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١۶.٢ تعریف
هرگاه، می�دهیم نمایش x ⊥ y(ab) نماد با و می�گوییم متعامد −(ab) ،y بردار بر را

∥ax+ by∥٢ + ∥x+ y∥٢ = ∥ax+ y∥٢ + ∥x+ by∥٢; a, b ∈ (٠,١).
٢٧Carlsson
٢٨Giles

٢٩semi inner product spaces
٣٠Kapoor and Prasad



٢۵ نرم�دار خطی فضاهای در تعامدها از برخی معرفی .۴.٢

متساو�ی�الساقینی و فیثاغورسی تعامد از تعمیمی اندلافته٣١ و فریز و دیمینه چون ریاضی�دانانی ١٩٨٣ درسال
تعامد از خاصی حالت α−تعامد که شود می دیده به�وضوح کردند. معرفی [٧] در را تعامد −α نام با

است. کارلسن

برای این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٧.٢ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت را تعامد −α ،α ̸= ١ هر

x ⊥α y ⇔ (١+ α٢)∥x− y∥٢ = ∥x− αy∥٢ + ∥αx− y∥.

و فیثاغورسی تعامد�های به�ترتیب باشند α = −١ و α = ٠ اگر قبل تعریف در است واضح
می�آیند. به�دست متساوی�الساقینی

هر برای تعامد، −(α, β) مفهوم و دادند تعمیم را α−تعامد همکارانش و دیمینه ١٩٨۵ سال در
و متساوی�الساقینی −a تعامدهای a ∈ R هر برای ١٩٨٨ سال در هم�چنین کردند. معرفی α, β ̸= ١
متساوی�الساقینی تعامد از تعمیم�یافته�ای حالات که شدند، معرفی بنیتز٣٢ و آلنسو توسط فیثاغورسی −a

هستند. فیثاغورسی و

بردار صورت این در x, y ∈ X و باشد خطی نرمدار فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٨.٢ تعریف
زیر تساوی هرگاه می�دهیم نمایش (x ⊥ y)(α, β) نماد با و می�نامیم متعامد −(α, β) ،y بردار بر را x

باشد، برقرار α, β ̸= ١ هر برای

∥x− y∥٢ + ∥αx− βy∥٢ = ∥x− βy∥٢ + ∥y − αx∥٢.

تعامدهای این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی یکفضای (X, ∥.∥) فرضکنید تعریف١٩.٢.
زیر به�صورت�های به�ترتیب a ناصفر حقیقی عدد هر ازای به فیثاغورسی −a و متساوی�الساقینی −a

می�کنیم، تعریف

x ⊥ y(aJ) ⇔ ∥x− ay∥ = ∥x+ ay∥,

x ⊥ y(aP ) ⇔ ∥x− ay∥٢ = ∥x∥٢ + a٢∥y∥٢.

همان تعامد این همچنین کرد. معرفی بویسوس تعامد نام به را تعامدی بویسوس٣٣ ١٩٩۵ سال در
به�صورت که است شده تعریف اندازه�پذیر فضاهای روی تعامد این است. کارلسن تعامد پیوسته�ی حالت

می�شود. تعریف زیر

xبردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢٠.٢ تعریف
باشیم داشته هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥M y نماد با و می�گوییم بویسوس متعامد y بردار بر ∫را

Ω

α(ω)∥β(ω)x+ γ(ω)y∥٢dµ(ω) = ٠,

٣١Diminnie,Freese,Andalafte
٣٢ Benitez

٣٣Boussouis



٢۶ تعامد .٢

R به Ω از µ برحسب اندازه�پذیر توابعی α, β, γ و است مثبت اندازه�پذیر فضای یک (Ω, µ) آن در که
و هستند انتگرال�پذیر µ برحسب αγ٢ و αβ٢ و α(ω) ̸= ٠ جا همه تقریباً به�طوری�که ∫است،

Ω

α(ω)β٢(ω)dµ(ω) =

∫
Ω

α(ω)γ٢(ω)dµ(ω) = ٠,
∫
Ω

α(ω)β(ω)γ(ω)dµ(ω) = ١.

کردند معرفی را فاصله�ای٣۵ تعامد نام به تعامد، از جدیدی نوع الخوالده٣۴ و خلیل ٢٠١٠ سال در
می�شود. تعریف زیر بهصورت که

x بردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢١.٢ تعریف
باشیم داشته هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥d y نماد با و می�گوییم فاصله�ای متعامد y بردار بر را

d(x, [y]) = ∥x∥ , d(y, [x]) = ∥y∥,

.[y] = span{y} و [x] = span{x} آن در که

را تعامد −(α, β, γ) نام به تعامد از نوعی [١] در تلفه٣۶ عبداله نام به ریاضی�دانی ٢٠١١ سال در
تعامد از تعمیمی تعامد این هم�چنین . α ̸= ١, β ̸= γ و (α, β, γ) ̸= (٠,٠,٠) آن در که کرد معرفی

کنید. مراجعه [١] منبع به تعامد این مورد در بیشتر اطلاعات برای است. (α, β)

α, β, γ کنید فرض هم�چنین باشد. نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢٢.٢ تعریف
برای این�صورت در ،α ̸= ١, β ̸= γ و (α, β, γ) ̸= (٠,٠,٠) به�طوری�که باشند ثابتی حقیقی اعداد
نمایش x ⊥ y(α, β, γ) نماد با و می�گوییم متعامد −(α, β, γ) ،y بردار بر را x بردار ،x, y ∈ X

باشیم، داشته را زیر تساوی هرگاه می�دهیم

∥x− γy∥٢ + ∥αx− βy∥٢ = ∥x− βy∥٢ + ∥γy − αx∥٢.

مثال به�عنوان شده�اند. معرفی نرم�دار خطی فضاهای روی نیز دیگری تعامدهای تعامدها، این بر علاوه
برد. نام را [٢٧ ،٣] در ارتفاعی تعامد و [٢٢ ،٢۶] در مساحتی تعامد ،[٣٠] در دیمینه تعامد می�توان
مینکوفسکی صفحه�ی در مربوط اولی کردند، تعریف را هندسی تعامد نوع دو اسپیروا٣٧ و ماتینی اخیراً
دایره�ی وترهای ویژگی�های که [١٧] در وتری٣٩ تعامد نام به دومی و [١٩ ،١٨] دایره٣٨ سه قضیه�ی نام به
فیثاغورسی و بیرخوف تعامدهای با و شده معرفی تعامد از نوعی [٨] در همچنین می�کند. بیان را واحد
ناوردایی کمک به داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی در تعامد این و است شده مقایسه جیمز تعامد و
در که است شده بررسی تعامد از نوعی [٢] در است. پرکاربرد بسیار دوران ناوردایی ویژگی�های و نرم
با است. معادل فیثاغورسی و متساوی�الساقینی تعامدهای و بیرخوف تعامد با اقلیدسی فضاهای حالت
شده�اند. معرفی [۵٣] در دیگر تعامد نوع دو جیمز فیثاغورسی و متساوی�الساقینی تعامد از گرفتن الهام

٣۴Khalil and Alkhawalda
٣۵Distance orthogonality
٣۶Abdalla Tallafha

٣٧Martini and Spirova
٣٨Three circles theorem
٣٩Chordal orthogonality



٢٧ نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد .۵.٢

نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد ۵.٢

سال در تعامد این است. نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته تعامدهای مهم�ترین جزو بیرخوف تعامد
فضاهای در آن ویژگی�های و تعامد این با بخش این در شد. معرفی [١۴] در بیرخوف توسط ١٩٣۵
از یکی کرد، معرفی را تعامد این بیرخوف این�که از بعد شد گفته که همان�طور می�شویم. آشنا نرم�دار خطی
هم�چنین [۵١ ،۵٠] داد. انجام تعامد این مهم ویژگی�های زمینه�ی در را مطالعاتی جیمز نام به ریاضی�دانان
ضرب فضاهای در تعامد خواص از برخی تعامد این که می�دهیم نشان مثال�هایی ارائه�ی با بخش این در
رابطه�ی بررسی به هم�چنین نیست. جمع�پذیر و متقارن کلی حالت در بیرخوف تعامد مثلا ندارد، را داخلی
که می�سازیم فراهم را شرایطی فضا نرم روی سپس و می�پردازیم نرم مشتق�پذیری و بیرخوف تعامد بین
کار زمینه این در که افرادی جمله�ی از بیرخوف و جیمز از غیر به باشد. جمع�پذیر و متقارن بیرخوف تعامد
بیرخوف تعامد تعریف با قبل بخش در کرد. اشاره [٢۴] و [٢٣] در بنیتز کارلس و آلنسو می�توان کرده�اند
به مفصل طور به سپس و می�کنیم بیان دوباره را تعریف این یادآوری جهت بخش این در شدیم. آشنا

می�پردازیم. آن خواص و تعامد این بررسی

بردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢٣.٢ تعریف
،α ∈ R هر برای هرگاه می�دهیم نمایش x ⊥B y نماد با و می�گوییم بیرخوف متعامد y بردار بر را x

.∥x+ αy∥ ≥ ∥x∥

با بیرخوف تعامد این�صورت در باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .٢۴.٢ نکته
است. معادل داخلی ضرب فضاهای در شده معرفی تعامد

گرفت نتیجه می�توان α ∈ R هر ازای به این�صورت در ،⟨x, y⟩ = ٠ و x, y ∈ X کنید فرض برهان.

∥x+ αy∥٢ = ⟨x+ αy , x+ αy⟩ = ∥x∥٢ + α٢∥y∥٢.

هر ازای به آنگاه x ⊥B y اگر حال .∥x+αy∥ ≥ ∥x∥ که گرفت نتیجه می�توان ،α ∈ R هر ازای به پس

،α = −⟨x, y⟩
⟨y, y⟩

دهید قرار .⟨x, y⟩ ̸= ٠ کنید فرض خلف برهان به .∥x+αy∥ ≥ ∥x∥ داریم ،α ∈ R

گرفت، نتیجه می�توان این�صورت در

∥x+ αy∥٢ = ⟨x+ αy, x+ αy⟩ = ∥x∥٢ + ٢α⟨x, y⟩+ α٢∥y∥٢ = ∥x∥٢ − ⟨x, y⟩٢

∥y∥٢
.

است. متناقض y بر x بودن بیرخوف متعامد با این و ∥x+ αy∥ < ∥x∥ نتیجه در

مثال�هایی ارائه�ی با هم�چنین می�کنیم. بیان را بیرخوف تعامد مورد در ساده نتایج از برخی بعد قضیه در
نیست. جمع�پذیر و متقارن کلی حالت در بیرخوف تعامد که می�دهیم نشان

این�صورت در ،t ∈ R و x, y, z ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۵.٢ قضیه
هستند، بیرخوف تعامد مورد در ساده نتایج زیر گزاره�های



٢٨ تعامد .٢

،٠ ⊥B x و x ⊥B ٠ (١)

،x = ٠ اگر فقط و اگر x ⊥B x (٢)

،x ⊥B (ty) آنگاه x ⊥B y اگر (٣)

نیست. متقارن بیرخوف تعامد کلی حالت در یعنی ،y ⊥B x که ندارد لزومی آنگاه x ⊥B y اگر (۴)

بیرخوف تعامد کلی حالت در یعنی ،x ⊥B y + z که ندارد لزومی آنگاه x ⊥B z و x ⊥B y اگر (۵)
نیست. جمع�پذیر

(۵) و (۴) برای اما است. واضح بیرخوف تعامد تعریف از استفاده با (٣) و (٢) و (١) اثبات برهان.
می�دهیم. ارائه را مثال�هایی

x = (x١, x٢) ∈ هر برای ∥x∥١ = |x١|+ |x٢| آن در که X = (R٢, ∥.∥١) حقیقی نرم�دار خطی فضای
،α ∈ R هر برای آنگاه .x = (−٢,١), y = (١,١) دهید قرار بگیرید، نظر در را X

∥x+ αy∥١ = | − ٢+ α|+ |١+ α| ≥ ٣ = ∥x∥١,

نوشت می�توان ،α =
١
٢ برای حال .x ⊥B y بنابراین

∥y + αx∥١ = ∥(٠, ١∥(٣٢ =
٣
٢ ≱ ٢ = ∥y∥١.

داریم: ،α ∈ R هر برای این�صورت در ،x = (٢,٢), y = (۵,−۴), z = (−٣,۵) کنید فرض هم�چنین

∥x+ αy∥١ = |٢+ ۵α|+ |٢− ۴α| ≥ ۴ = ∥x∥١,

∥x+ αz∥١ = |٢− ٣α|+ |٢+ ۵α| ≥ ۴ = ∥x∥١.

این�صورت در α = −١ دهید قرار حال .x ⊥B z و x ⊥B y این�صورت در

∥x+ α(y + z)∥١ = ∥(٠,١)∥١ = ١ ≱ ۴ = ∥x∥١. (١.٢)

نیست. y + z بر بیرخوف متعامد x بنابراین

آنگاه ،S ⊂ X اگر .x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۶.٢ قضیه
است. y توسط شده تولید زیرفضای [y] آن در که ،∥x∥ = d(x, [y]) اگر فقط و اگر x ⊥B y

،α ∈ R هر برای آنگاه x ⊥B y کنید فرض برهان.

∥x∥ ≤ ∥x+ αy∥ ≤ ∥x∥+ |α|∥y∥,



٢٩ نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد .۵.٢

x ⊥B y , y ̸⊥B x :٢.٢ شکل

بنابراین

∥x∥ = inf{ ∥x+ αy∥; α ∈ R } = inf{ ∥x− z∥; z ∈ [y] } = d(x, [y]),

.∥x∥ ≤ ∥x − z∥ که گرفت نتیجه می�توان ،z ∈ [y] هر برای آنگاه ∥x∥ = d(x, [y]) اگر عکس بر
x ⊥B y پس .∥x∥ ≤ ∥x+ αy∥ ،α ∈ R هر برای بنابراین

این�صورت در ،x ∈ X و G ⊂ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢۵.٢ تعریف
هر برای هرگاه می�دهیم، نمایش x ⊥B G نماد با و می�گوییم G مجموعه�ی بر بیرخوف متعامد را x بردار

. x ⊥B y ،y ∈ G

ضرب فضای هر در که همان�طور .٠ ⊥B G ،G ⊂ X هر برای که است واضح ٢۵.٢ تعریف طبق
متعامد متمم می�توان نیز حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در کردیم تعریف را متعامد متمم مفهوم داخلی

کرد. تعریف را ۴٠ بیرخوف

X از ناتهی مجموعه�ی زیر یک G و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢۶.٢ تعریف
زیر صورت به را می�شود داده نمایش G⊥(B) نماد با که G بیرخوف متعامد متمم این�صورت در باشد،

می�کنیم، تعریف

G⊥(B) := {x ∈ X; x ⊥B G }.

متعامد متمم این�صورت در .y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢٧.٢ نکته
به بعلاوه می�شود. تعریف {x ∈ X; x ⊥B y } فرم به و داده نمایش y⊥(B) نماد با را y بیرخوف

داریم: X از G ناتهی مجموعه�ی زیر هر ازای

G⊥(B) =
∩
y∈G

y⊥(B),

۴٠Birkhoff orthogonal complement



٣٠ تعامد .٢

داریم: y ∈ G هر ازای به زیرا

G⊥(B) = {x ∈ X; x ⊥B G } = {x ∈ X; x ⊥B y }

=
∩
y∈G

{x ∈ X; x ⊥B y } =
∩
y∈G

y⊥(B).

می�کند، صدق زیر ساده�ی نتایج در بیرخوف متعامد متمم .٢.٢ لم

،X⊥(B) = {٠} , ٠⊥(B) = X (١)

آنگاه باشد دلخواه حقیقی اسکالری t و باشد X از ناتهی مجموعه�ی زیر یک G اگر (٢)

،٠ ∈ G⊥(B) (a)

،tx ∈ G⊥(B) آنگاه x ∈ G⊥(B) اگر (b)

است. تهی یا صفر G ∩G⊥(B) (c)

،C ∩ C⊥(B) = {٠} آنگاه باشد، X در محدب۴١ مخروط یک C اگر (٣)

زیرفضا یک M⊥(B) که ندارد لزومی آنگاه باشد، X از محدب) (مخروط زیرفضا یک M اگر (۴)
باشد. X از محدب) (مخروط

قابل راحتی به متعامد متمم تعریف به توجه با گزاره�ها دیگر اثبات می�کنیم، ثابت را (١) گزاره�ی برهان.
است. حصول

X⊥(B) = {x ∈ X; x ⊥B X } = {x ∈ X; x ⊥B x } = {٠},

٠⊥(B) = {x ∈ X; x ⊥B ٠ } = X.

داریم x = (x١, x٢) ∈ X هر برای آن در که X = (R٢, ∥.∥١) نرم�دار خطی فضای .٢٨.٢ مثال
بگیرید. نظر در را ∥x∥١ = |x١|+ |x٢|

چون نقاطی همه�ی شامل M⊥(B) آنگاه بگیرید، نظر در را X از M = span{(١,١)} زیرفضای
است. برقرار |x١|+ |x٢| ≤ |x١ + λ|+ |x٢ + λ| نامساوی λ ∈ R هر برای که x = (x١, x٢) ∈ X

برقرارند، زیر نامساوی�های ،λ ∈ R هر برای چون .x = (−٣,۵), y = (۴,−٣) دهید قرار حال

| − ٣|+ |۵| = ٨ ≤ | − ٣+ λ|+ |۵+ λ|,

|۴|+ | − ٣| = ٧ ≤ |۴+ λ|+ | − ٣+ λ|.

۴١Convex cone



٣١ نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد .۵.٢

پس،

x = (−٣,۵), y = (۴,−٣) ∈ M⊥(B).

داریم: آنگاه λ = −١ اگر زیرا ،x+ y = (١,٢) /∈ M⊥(B) اما

|١+ λ|+ |٢+ λ| = ١ ≱ ٣ = |١|+ |٢|.

خطی تابعک�های و بیرخوف تعامد ١.۵.٢

روابط ابتدا می�کنیم. بیان را بیرخوف تعامد ویژگی�های از برخی خطی تابعک�های کمک به بخش این در
بیرخوف تعامد همگنی سپسخاصیت می�کنیم. بررسی را مبدأ از گذرا ابرصفحه�های و بیرخوف تعامد بین
کمک به بیرخوف تعامد جمع�پذیری و یکتایی و وجودی خواص بررسی به نیز ادامه در می�کنیم. ثابت را

کنید. مراجعه [٢۵ ،۵٠] منابع به بیشتر اطلاعات برای می�پردازیم. نرم تابع مشتق

X روی ناصفر خطی تابعک یک f و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٧.٢ قضیه
که است ابرصفحه یک H به�طوری�که x ⊥B H اگر فقط و اگر |f(x)| = ∥f∥.∥x∥ این�صورت در باشد،
f ∈ X∗ ناصفر خطی تابعک آنگاه ،x ⊥B G و G ⊂ X اگر هم�چنین .f(h) = ٠ ،h ∈ H هر برای
از گذرا H ابرصفحه�ی هم�چنین و f(y) = ٠ ،y ∈ G هر برای و f(x) = ∥f∥.∥x∥ که است موجود

.G ⊂ H و x ⊥B H که است موجود مبدأ

فرض هم�چنین .f(h) = ٠ که باشد h ∈ H اعضای همه�ی شامل ابر�صفحه�ای H کنید فرض برهان.
که، گرفت نتیجه می�توان لذا f(h) = ٠ چون این�صورت در |f(x)| = ∥f∥.∥x∥ کنید

|f(x)| = |f(x+ h)| ≤ ∥f∥∥x+ h∥,

کنید فرض برعکس .x ⊥B H پس .∥x + h∥ ≥ ∥x∥ می�گیریم، نتیجه h ∈ H هر برای بنابراین
بنابراین .∥x+ h∥ ≥ ∥x∥ ،h ∈ H هر ازای به این�صورت در .|f(x)| = p∥x∥ و x ⊥B H

|f(x+ h)| = |f(x)| = p∥x∥ ≤ p∥x+ h∥,

p = ∥f∥ یعنی این و .|f(y)| ≤ p∥x∥ ،y ∈ X برای لذا است مبدأ از گذرا ابرصفحه�ی یک H چون
.|f(x)| = ∥f∥.∥x∥ و

تابعک X نرم�دار خطی فضای از x عضو هر برای این�که و قضیه�ی٧.٢ مستقیم نتیجه�ی بعد قضیه�ی
.f(x) = ∥f∥.∥x∥ به�طوری�که است موجود f ∈ X∗ خطی

حداقل x ∈ X عضو هر این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٨.٢ قضیه
است. بیرخوف متعامد مبدأ از گذرا ابرصفحه�ی یک بر
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کنید. مراجعه [۵٠] به اثبات برای برهان.

این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٩.٢ قضیه

.α = −f(y)

f(x)
بطوریکه |f(x)| = ∥f∥.∥x∥ که باشد موجود f ∈ X∗ اگر فقط و اگر x ⊥B αx+ y

.|α| ≤ ∥y∥
∥x∥

می�گیریم نتیجه آنگاه x ⊥B αx+ y اگر همچنین

و اگر x ⊥B αx + y تعریف، طبق بر است. واضح و٨.٢ ٧.٢ قضیه�ی طبق بر اول قسمت برهان.

.|α| ≤ ∥y∥
∥x∥

آنگاه k = −١
α
اگر حال .∥x+ k(αx+ y)∥ ≥ ∥x∥ ،k ∈ R هر ازای به اگر فقط

رسید. زیر نتیجه�ی به می�توان ٩.٢ قضیه�ی به توجه با

اگر x ⊥B yاین�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی یکفضای (X, ∥.∥) فرضکنید .١.٢ نتیجه
.y ∈ ker(f) دیگر عبارت به .f(y) = ٠ و |f(x)| = ∥f∥.∥x∥ که باشد موجود f ∈ X∗ اگر فقط و

هر برای آنگاه x ⊥B y اگر یعنی است، همگن بیرخوف تعامد که می�دهیم نشان بعد قضیه�ی در
.x ⊥B λy که می�گیریم نتیجه ،λ ∈ R

همگن بیرخوف تعامد این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٠.٢ قضیه
است.

قرار حال .∥x + αy∥ ≥ ∥x∥ داریم ،α ∈ R هر ازای به این�صورت در x ⊥B y کنید فرض برهان.
∥x+ µ(λy)∥ ≥ ∥x∥ ،µ ∈ R هر ازای به لذا .∥x+ (λµ)y∥ ≥ ∥x∥ این�صورت در α = λµ دهید

.x ⊥B λy نتیجه در

متعامد عضوهای وجود ٢.۵.٢

خطی فضای هر در که معنی این به می�پردازیم. بیرخوف تعامد وجودی ویژگی بررسی به بخش این در
این اثبات در . x ⊥B αx + y بطوریکه است موجود α حقیقی عدد x, y ∈ X هر برای X نرم�دار

می�کنیم. استفاده نرم تابع مشتق خواص از ویژگی

α حقیقی عدد x, y ∈ X هر برای باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١١.٢ قضیه

اگر و می�کند صدق |α| ≤ ∥y∥
∥x∥

شرط در عددی چنین بعلاوه .x ⊥B αx + y به�طوری�که است موجود

.x ⊥B γx+ y ،β و α بین γ هر برای آنگاه x ⊥B βx+ y و x ⊥B αx+ y

کنید. مراجعه [٢۵] به اثبات برای برهان.

روی بسته بازه یک ،x, y ∈ X هر برای که می�کنند ایجاب قضیه�ی١١.٢ و بیرخوف تعامد پیوستگی
تعیین برای را زیر روش جیمز .x ⊥B αx+ y داریم بازه این در α هر برای که است موجود حقیقی خط

کرد. معرفی بازه این
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باشند، X در بردار دو y و x ̸= ٠ و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٢.٢ قضیه
دهید، قرار

lim
n→∞

(∥nx+ y∥ − ∥nx∥) = −A∥x∥, lim
n→∞

(∥nx∥ − ∥nx− y∥) = −B∥x∥,

.x ⊥B ax+ y که هستند a چون اسکالر مقادیر بزرگترین و کوچکترین به�ترتیب B و A این�صورت در

سمت به n وقتی ∥nx+ y∥−∥nx∥ عبارت حد و
∣∣∥nx+ y∥−∥nx∥

∣∣ ≤ ∥y∥ ،n هر برای برهان.
اعداد از دنباله�ای {ni} و حدی نقطه�ی چنین −r∥x∥ کنید فرض دارد. وجود کند می میل نهایت بی
برای حد این است واضح .limi→∞(∥nix+ y∥ − ∥nix∥) = −r∥x∥ و limi→∞ ni = ∞ که باشد

است. مساوی limi→∞(∥nix+ (ax+ y)∥ − ∥nix∥ − a∥x∥) عبارت با a عدد هر
داریم: بنابراین و ∥nix+ (ax+ y)∥ ≥ ∥nix∥ آنگاه باشد، x ⊥B ax+ y اگر حال

lim
i→∞

(∥nix+ (ax+ y)∥ − ∥nix∥) ≥ −a∥x∥,

داریم: آنگاه ،x ⊥B ax+ y که باشد a مانند اعداد همه پایین کران بزرگترین A اگر پس

lim
i→∞

(∥nix+ (ax+ y)∥ − ∥nix∥) ≥ −A∥x∥. (٢.٢)

باشیم داشته ni > N هر برای که شود اختیار طوری N عدد و باشد شده داده ϵ > ٠ کنید فرض +nix∥∣∣حال y∥ − ∥nix∥+ r∥x∥
∣∣ < ϵ∥x∥.

که نوشت توان می لذا ni > |r| اگر +nix∥∣∣حال y∥ − ∥(ni − r)x∥
∣∣ < ϵ∥x∥,

طرفی، از .∥nix+ y∥ = ∥(ni − r + ei)x∥ و |ei| < ϵ که است موجود ei عدد این�صورت در

∥[(ni − ١−٢r + ١−٢ei)x+ ١−٢y] + [(١−٢r − ١−٢ei)x+ ١−٢y]∥

= ∥[(ni − ١−٢r + ١−٢ei)x+ ١−٢y]− [(١−٢r − ١−٢ei)x+ ١−٢y]∥,

داریم: [۵١] از ۴.١ قضیه�ی به توجه با و |k| ≥ ١ هر ازای به طرفی از

∥[(ni − ١−٢r + ١−٢ei)x+ ١−٢y] + k[(١−٢r − ١−٢ei)x+ ١−٢y]∥

≥ ∥(ni − ١−٢ + ١−٢ei)x+ ١−٢y∥,

داریم: لذا کنیم، تقسیم |m| بر را نامساوی و k = ٢m دهید قرار اگر ٢ni)]∥∥∥∥حال − r + ei)x+ y

٢m

]
+ (r − ei)x+ y

∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥(٢ni − r + ei)x+ y

٢m

∥∥∥∥ ,
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کند. میل نهایت بی به ni و دلخواه عددی p اگر بنابراین .limi→∞ ei = ٠ لذا |ei| < ϵ آن�جایی�که از
بنابراین .∥px + (rx + y)∥ ≥ ∥px∥ داریم p هر ازای به نتیجه در ،m =

ni

p
دهید قرار اگر حال

که گرفت نتیجه می�توان آنگاه باشد، n → ∞ وقتی ∥nx + y∥ − ∥nx∥ عبارت حد −r∥x∥ اگر
که می�شود نتیجه لذا .A ≥ r یا −r∥x∥ ≤ −A∥x∥ که شد داده نشان طرفی از .x ⊥B rx + y

اگر .x ⊥B Ax+y نتیجه در و −A∥x∥ با مساوی و موجود limn→∞(∥nx+y∥−∥nx∥) و r = A

x ⊥B −Bx− y که است عددی کوچکترین (−B) آنگاه ،x ⊥B Bx+ y که باشد عددی بزرگترین B
.limn→∞(∥nx∥ − ∥nx− y∥) = −B∥x∥ بنابراین،

و x ⊥B αx + y اگر باشند، X نرم�دار خطی فضای ناصفر عضو دو x, y کنید فرض .١٣.٢ قضیه
.٠ ≤ αβ ≤ ١ آنگاه باشد، متقارن بیرخوف تعامد صورتی�که در .|αβ| ≤ ١ آنگاه y ⊥B βy + x

.∥x+λ١(αx+y)∥ ≥ ∥x∥ داریم λ١ ∈ R هر ازای به این�صورت در x ⊥B αx+y فرضکنید برهان.

حال .|α| ≤ ∥y∥
∥x∥

پس .∥x + (−١
α
)(αx + y)∥ ≥ ∥x∥ آنگاه ،λ١ = −١

α
(α ̸= ٠) دهید قرار

دهید قرار .∥y + λ٢(βy + x)∥ ≥ ∥y∥ داریم ،λ٢ ∈ R هر ازای به آنگاه y ⊥B βy + x اگر

یعنی این و ∥y + (−١
β
)(βy + x)∥ ≥ ∥y∥ نوشت می�توان این�صورت در λ٢ = −١

β
(β ̸= ٠)

.|αβ| ≤ ١ نتیجه، در .|β| ≤ ∥x∥
∥y∥

هر ازای به لذا .αx + y ⊥B x این�صورت در x ⊥B αx + y و باشد متقارن تعامد کنید فرض
داریم k٢ ∈ R هر ازای به آنگاه y ⊥B βy + x اگر .∥αx+ y + k١x∥ ≤ ∥αx+ y∥ داریم: k١ ∈ R

قرار طرفی از .∥y∥ ≥ ∥αx+ y∥ نتیجه در ،k١ = −α دهید قرار حال .∥y + k٢(βy + x)∥ ≥ ∥y∥

از αβ ≥ ٠ و ∥y∥ ≥ |١ − αβ|∥y∥ پس .∥αx + y∥ ≥ |١ − αβ|∥y∥ لذا ،k٢ =
α

١− αβ
دهید

.٠ ≤ αβ ≤ ١ نتیجه در |αβ| ≤ ١ طرفی

عدد این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١۴.٢ قضیه
بعلاوه، .αx+ y ⊥B x به�طوری�که است موجود α حقیقی

∥αx+ y∥ = inf{ ∥βx+ y∥; β ∈ R }.

.γx+ y ⊥B x ،B و A بین γ حقیقی عدد هر برای آنگاه ،Bx+ y ⊥B x و Ax+ y ⊥B x اگر

باشیم، داشته k ∈ R هر ازای به اگر فقط و اگر αx+ y ⊥B x بیرخوف تعامد تعریف طبق بر برهان.
است. ∥βx + y∥ مقدار کوچکترین ∥αx + y∥ اگر فقط و اگر یا ∥(αx + y) + kx∥ ≥ ∥ax + y∥

Ax+ y ⊥B x کنید فرض حال می�کند. اختیار را خود مینیمم لذا است پیوسته β در ∥βx+ y∥ چون
بین γ حقیقی عدد هر برای آنگاه است، محدب f(n) = ∥x + ny∥ تابع چون .Bx + y ⊥B x و
داریم B و A بین γ هر برای نتیجه در .∥γx + y∥ = ∥Ax + y∥ = ∥Bx + y∥ داریم، B و A

.γx+ y ⊥B x
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و x ⊥B Ax + y اگر ،x, y ∈ X و نرم�دارباشد خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٣.٢ لم
.x ⊥B ax+ y ،M و A بین a هر برای آنگاه x ⊥B Mx+ y

آنگاه ،x ⊥B Mx+ y و x ⊥B Ax+ y اگر .A < M کنید فرض کلیت رفتن دست از بدون برهان.
کنید فرض حال .∥x + k(Mx + y)∥ ≥ ∥x∥ و ∥x + k(Ax + y)∥ ≥ ∥x∥ داریم k ∈ R هر برای

داریم: آنگاه k ≥ ٠ اگر .A ≤ a ≤ M

∥x+ k(ax+ y)∥ = ∥[١+ k(a− A)]x+ k(Ax+ y)∥ ≥ ∥[١+ k(a− A)]x∥ ≥ ∥x∥.

که گرفت نتیجه می�توان آنگاه k ≤ ٠ اگر

∥x+ k(ax+ y)∥ = ∥[١+ k(a−M)]x+ k(Mx+ y)∥ ≥ ∥[١+ k(a−M)]x∥ ≥ ∥x∥.

.x ⊥B ax+ y ،k ∈ R هر ازای به و A ≤ a ≤ M هر ازای به این�صورت در

تعیین را می�گیرد قرار آن در a عدد که را بازه�ای که است ١٢.٢ قضیه�ی از نتیجه�ای زیر قضیه�ی
می�کنیم. درک بیشتر را قضیه این مثالی ارائه�ی با سپس می�کند.

x ⊥B این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١۵.٢ قضیه
اگر فقط و اگر ax+ y

− lim
n→∞

∥nx+ y∥ − ∥nx∥ ≤ a∥x∥ ≤ − lim
n→∞

∥nx∥ − ∥nx− y∥.

کنید. مراجعه [۵٠] به اثبات برای برهان.

تعریف زیر به�صورت فضا این نرم که را (a, b) ∈ R٢ چون اعضایی شامل X باناخ فضای .٢٩.٢ مثال
بگیرید، نظر در را می�شود

∥(a, b)∥ =
√
a٢ + b٢ + |ab|.

طبق .nx− y = (n,−١) و nx+ y = (n,١) این�صورت، در y = (٠,١) و x = (١,٠) کنید فرض
اگر (١,٠) ⊥B (a,١) معناست بدان این .−١

٢ ≤ a ≤ ١
٢ اگر فقط و اگر x ⊥B ax+ y قضیه�ی٢.١۵،

،k ∈ R هر برای بگوییم اینکه با است معادل این و .−١
٢ ≤ a ≤ ١

٢ اگر فقط و

[(١+ ka)٢ + k٢ + |k(١+ ka)|]
١
٢ ≥ ١ ⇔ |a| ≤ ١

٢ .

تابع راست و چپ مشتق�های این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض
است. نرم گتوی مشتق مشتق�ها، این دیگر نام هستند. زیر فرم به نرم

τ+(x; y) := lim
h→٠+

١
h
(∥x+ hy∥ − ∥x∥),

τ−(x; y) := lim
h→٠−

١
h
(∥x+ hy∥ − ∥x∥).
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آنگاه x ̸= ٠ اگر

τ+(x; y) = −A∥x∥, τ−(x; y) = −B∥x∥, (٣.٢)

.x ⊥B ax+y که هستند a چون عددی بزرگترین و کوچکترین ترتیب Bبه Aو ،١٢.٢ قضیه�ی طبق بر که
این کلی حالت در اما است. خطی y حسب بر τ+(x; y) آنگاه باشد، موجود x در نرم تابع مشتق اگر

می�کند، صدق زیر شرایط در مشتق این ولی نیست، خطی مشتق

τ+(x; y + z) ≤ τ+(x; y) + τ+(x; z), (۴.٢)

τ+(x; ty) = tτ+(x; y); t ≥ ٠, (۵.٢)

τ+(x; x) = ∥x∥, |τ+(x; y)| ≤ ∥y∥. (۶.٢)

از ۵.٢ تساوی آن�که حال می�آید، به�دست نرم در مثلث نامساوی از که است مستقیمی نتیجه ۴.٢ قسمت

x ⊥B ax+ ty که هستند b و a چون اعدادی کوچکترین به�ترتیب ،−τ+(x; y)

∥x∥
و −τ+(x; ty)

∥x∥
این�که

به�دست ٩.٢ قضیه�ی و x ⊥B −
[
τ+(x; y)

∥x∥

]
x + y اینکه از نیز ۶.٢ نامساوی .x ⊥B bx + y و

چون عددی کوچکترین A− r آنگاه ،x ⊥B ax+ sy که باشد a چون عددی کوچکترین A اگر می�آید.
داریم: r هر و s ≥ ٠ حقیقی اعداد هر برای این به توجه با لذا .x ⊥B bx+ (rx+ sy) که است b

τ+(x; rx+ sy) = r∥x∥+ s.τ+(x; y). (٧.٢)

∥f∥ = ١ و f(x) = ∥x∥ که باشد خطی تابعک f و باشد X نرم�دار خطی فضای از عضوی x اگر
،y هر برای آنگاه

τ−(x; y) ≤ f(y) ≤ τ+(x; y),

که، است موجود F چون خطی تابعک آنگاه ،τ−(x; y) ≤ a ≤ τ+(x; y) اگر حال

F (y) = a, ∥F∥ = ١, F (x) = ∥x∥.

،٣.٢ طبق بر هم�چنین

x ⊥B ax+ y ⇔ τ−(x; y) ≤ −a∥x∥ ≤ τ+(x; y). (٨.٢)

.y ⊥B x و x ⊥B y که می�گیریم نتیجه ٨.٢ طبق بر آنگاه τ−(x; y) = τ+(x; y) = ٠ اگر

لازم شرط این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١۶.٢ قضیه
در بیرخوف تعامد که است آن کند صدق نیز τ+(x; y) = ٠ شرط در τ+(y;x) = ٠ این�که برای کافی و

.x ⊥B ax+ y به�طوری�که باشد موجود a یکتای عدد و باشد متقارن X
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،٨.٢ از آنگاه x ⊥B ax+ y که باشد موجود a یکتای عدد y و x ̸= ٠ هر برای اگر برهان.

x ⊥B y ⇔ τ+(x; y) = ٠.

آنگاه باشند، ناصفر x, y ∈ X و باشد متقارن بیرخوف تعامد اگر بنابراین

τ+(y, x) = ٠ ⇔ τ+(x; y) = ٠.

اگر x ⊥B ax + y به�طوری�که باشند اعدادی B و A کنید فرض .x ⊥B y و x ̸= ٠ کنید فرض حال
a = ٠ آنگاه .A ≤ ٠ ≤ B که می�گیریم نتیجه ٨.٢ طبق بر حالی�که در ،A ≤ a ≤ B اگر فقط و
٨.٢ طبق بر پس .x ⊥B ax + (Ax + y) یا x ⊥B (A + a)x + y که است a از مقدار کوچکترین
اگر نیز و .Ax + y ⊥B x آنگاه Ax + y = ٠ اگر حال .τ+(x;Ax + y) = ٠ که می�گیریم نتیجه
طور به .Ax+ y ⊥B x که می�گیریم نتیجه τ+(Ax+ y;x) = ٠ این�که فرض از آنگاه ،Ax+ y ̸= ٠
پس .x ⊥B ax+ (Bx+ y) یا x ⊥B (B + a)x+ y که است a از مقدار بزرگترین a = ٠ مشابه

τ−(x;Bx+ y) = −τ+(x;−Bx− y) = ٠, τ+(−Bx− y;x) = ٠.

نتیجه Bx+y ⊥B x و Ax+y ⊥B و A ≤ ٠ ≤ B چون .Bx+y ⊥B x آنگاه ،Bx+y ̸= ٠ اگر و
دو هر ازای به τ+(x; y) = ٠ شرط در τ+(y; x) = ٠ اگر است متقارن تعامد پس .x ⊥B y می�گیریم
.ax+y ⊥B x که باشند موجود y و x ̸= ٠ عضو دو کنید فرض حال کند. صدق x, y ∈ X ناصفر عضو
هر برای ∥ax + y∥ و ax + y ⊥B x بودن متقارن طبق بر پس .A′ ̸= B

′ که A′ ≤ a ≤ B
′ اگر

∥αx+ y + hx∥ − ∥αx+ y∥ = ٠ آنگاه ،A′
< α < B

′ اگر است. ثابت و مینیمم A′ ≤ a ≤ B
′

بنابراین .A′
< α± |h| < B

′ صورتی�که در

τ+(αx+ y; x) = τ−(αx+ y;x) = ٠,

که می�گیریم نتیجه قضیه فرض از همچنین

τ+(x;αx+ y) = τ−(x;αx+ y) = ٠,

است موجود a یکتای عدد y و x ̸= ٠ هر برای پس .A′ ̸= B
′ اگر است ناممکن این ٨.٢ طبق بر و

.x ⊥B ax+ y که

بیرخوف تعامد جمع�پذیری و یکتایی ٣.۵.٢

در می�پردازیم. خطی تابعک�های کمک به بیرخوف تعامد جمع�پذیری و یکتایی درباره�ی بخش این در
چون حقیقی اعداد x, y ∈ X عضو دو هر برای که کردیم ثابت متعامد عناصر وجود مورد در قبل بخش
و نیستند یکتا کلی حالت در اعداد این .bx + y ⊥B x و x ⊥B ax + y ترتیب به که موجودند b و a
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تعامد آن�جایی�که از دارد. بستگی فضا بودن محدب اکیداً و نرم مشتق�پذیری مفهوم به اعداد این یکتایی
٨.٢ از همچنین کرد. تعریف می�توان زیر به�صورت را یکتایی این نیست، متقارن کلی حالت در بیرخوف
a ∈ R یکتای عدد اگر فقط و اگر τ+(x; y) = τ−(x; y) ،y و x ̸= ٠ هر برای که می�گیریم نتیجه

.x ⊥B ax+ y که باشد موجود

عدد یک فقط y و x ̸= ٠ هر برای اگر فقط و اگر است راست یکتای بیرخوف تعامد .٣٠.٢ تعریف
.x ⊥B ax+ y که باشد موجود a چون حقیقی

عدد یک فقط y و x ̸= ٠ هر برای اگر فقط و اگر است چپ یکتای بیرخوف تعامد .٣١.٢ تعریف
.ax+ y ⊥B x که باشد موجود a چون حقیقی

اگر فقط و اگر است راست یکتای بیرخوف تعامد آنگاه باشد، متقارن بیرخوف تعامد اگر کنید دقت
بیرخوف تعامد جمع�پذیری و یکتایی برای کافی و لازم شرایط مورد در بعد قضایای در باشد. چپ یکتای
⟨x, y⟩
∥x∥

با و موجود ناصفر نقطه�ی هر در داخلی ضرب فضای هر در نرم گتوی مشتق می�کنیم. بحث
به یا τ(x; ax+ y) = ٠ اگر فقط و اگر x ⊥ ax+ y داخلی ضرب فضای هر در بنابراین است. برابر
آن�ها در نرم تابع که نرم�دار خطی فضاهای به می�توان را مطلب این .τ(x; y) = −a∥x∥ دیگر عبارت

.τ+(x; y) = τ−(x; y) = −a∥x∥ فضاها، این در بنابراین داد. توسیع است گتو مشتق�پذیر

فضا روی نرم اگر فقط و اگر است راست یکتای نرم�دار خطی فضای هر در بیرخوف تعامد .١٧.٢ قضیه
ناصفر نقطه�ی هر در τ(x; y) نرم مشتق اگر دیگر عبارت به باشد، گتو مشتق�پذیر ناصفر نقطه�ی هر در

.x ⊥B ax+ y که است عددی a به�طوری�که τ(x; y) = −a∥x∥ آنگاه باشد، موجود x ∈ X

است. واضح ٨.٢ نامساوی کمک به قضیه این اثبات برهان.

در است، y برحسب خطی تابعک یک τ(x; y) آنگاه باشد موجود τ(x; y) اگر این�که به توجه با
مطلب این عکس می�دهیم نشان بعد قضیه�ی در .x ⊥B (y + z) آنگاه x ⊥B z و x ⊥B y اگر نتیجه
ایجاد ارتباط بیرخوف تعامد یکتایی و بیرخوف تعامد جمع�پذیری بین دیگر عبارت به است. درست نیز

می�کند.

هر در بیرخوف تعامد این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٨.٢ قضیه
اگر فقط و اگر دیگر عبارت به یا باشد راست یکتای اگر فقط و اگر است جمع�پذیر نرم�دار خطی فضای

باشد. گتو مشتق�پذیر ناصفر نقطه�ی هر در نرم تابع

H ابرصفحه�ی به z و y آنگاه x ⊥B z و x ⊥B y و باشد راست یکتای بیرخوف تعامد اگر برهان.
که باشد موجود a یکتای عدد y هر برای اگر حال (٨.٢ قضیه�ی طبق هستند.(بر متعلق مبدا از گذرا

.x ⊥B y + z و y + z ∈ H این�صورت در یکتاست، H ابرصفحه�ی آنگاه x ⊥B ax+ y

این�صورت در ،x ⊥B bx + y و x ⊥B ax + y و باشد جمع�پذیر بیرخوف تعامد کنید فرض برعکس
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برای نتیجه در .x ⊥B (a− b)x که می�گیریم نتیجه جمع�پذیری خاصیت طبق بر و x ⊥B −(bx+ y)

اگر فقط و اگر است برقرار k ∈ R هر برای نامساوی این و .∥x + k(a− b)x∥ ≥ ∥x∥ ،k ∈ R هر
باشد. جمع�پذیر اگر است راست یکتای بیرخوف تعامد بنابراین .a = b

هر در اگر فقط و اگر است جمع�پذیر بیرخوف تعامد که گرفت نتیجه می�توان ١٧.٢ قضیه�����������ی به توجه با
داشته گتو مشتق ناصفر نقطه�ی هر در X فضای نرم اگر طرفی از باشد. گتو مشتق�پذیر ناصفر نقطه�ی
می�کنند، صدق τ(x; y) = ٠ شرط در که y نقاط و τ(x; y) = ٠ اگر فقط و اگر x ⊥B y آنگاه باشد
می�توان آنگاه باشد موجود τ(x; y) اگر حال .x ⊥B H که می�باشند H یکتای ابرصفحه�ی به متعلق

.x ⊥B y + z لذا x ⊥B z و x ⊥B y و τ(x; y) + τ(x; z) = τ(x; y + z) که گرفت نتیجه

عدد آنگاه باشد، گتو مشتق�پذیر نقطه هر در فضا نرم اگر یا باشد، راست یکتای بیرخوف تعامد اکر
است راست یکتای بیرخوف تعامد پس .τ(x; ax+ y) = ٠ و یکتاست x ⊥B αx+ y به�طوری�که α
تعامد چپ یکتایی برای مطلب این اما باشد، گتو مشتق�پذیر ناصفر نقطه�ی هر در فضا نرم اگر فقط و اگر
شرط کردن پیدا دنبال به بعد قضیه در باشد. متقارن بیرخوف تعامد آن�که مگر نیست درست بیرخوف

هستیم. باشد چپ یکتای بیرخوف تعامد اینکه برای کافی و لازم

محدب اکیداً X فضای این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٩.٢ قضیه
باشد. چپ یکتای بیرخوف تعامد اگر فقط و اگر است

،t ∈ R هر برای به�طوری�که موجودند y ̸= ٠ و x عناصر آنگاه نباشد، محدب اکیداً X اگر برهان.

∥x∥+ ∥y∥ = ∥x+ y∥, x ̸= ty.

نوشت، می�توان ٠ ≤ k ≤ ١ هر برای طرفی از

x+ y = (١− k)x+ ky + kx+ (١− k)y,

پس

∥x+ y∥ ≤ ∥(١− k)x+ ky∥+ k∥x∥+ (١− k)∥y∥.

نتیجه، در ∥x+ y∥ = ∥x∥+ ∥y∥ چون

∥x∥+ ∥y∥ ≤ ∥(١− k)x+ ky∥+ k∥x∥+ (١− k)∥y∥,

که، می�گیریم نتیجه پس

∥(١− k)x+ ky∥ ≥ (١− k)∥x∥+ k∥y∥.
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،٠ ≤ k ≤ ١ هر برای نتیجه در ،∥(١− k)x+ ky∥ ≤ (١− k)∥x∥+ k∥y∥ طرفی از

∥(١− k)x+ ky∥ = (١− k)∥x∥+ k∥y∥.

دهید قرار حال .
∥∥(∥y∥x+ ∥x∥y)

∥∥ = ٢∥x∥.∥y∥ این�صورت در k =
∥x∥

∥x∥+ ∥y∥
اگر

x
′
= ∥y∥x+ ∥x∥y, y

′
= ∥y∥x− ∥x∥y.

که می�گیریم نتیجه بنابراین

∥x′
+ y

′∥ = ∥x′ − y
′∥ = ∥x′∥.

.∥x′
+ ay

′∥ ≥ ∥x′∥ این�صورت در |a| ≥ ١ اگر و ∥x′
+ ay

′∥ = ∥x′∥ آنگاه |a| ≤ ١ اگر پس

،x =

(
∥x∥
∥y∥

)
y می�کند ایجاب y′

= ٠ آن�جایی�که از .x′
+ ay

′ ⊥B y
′ آنگاه |a| ≤ ١ اگر بنابراین

ایجاب نرم برای مثلث نامساوی برعکس، نیست. چپ یکتای بیرخوف تعامد که معناست بدان این و
گتو مشتق�پذیر نرم اگر بنابراین است. بالا به رو مقعر و مقدار حقیقی f(n) = ∥x+ny∥ تابع که می�کند
−an∥x+ny∥ با و است پیوسته بنابراین و یکنوا صعودی τ(x+ny; y) = f

′
(n)صورت این در باشد،

محدب اکیداً X نرم�دار خطی فضای اگر حال .x+ ny ⊥B an(x+ ny) + y به�طوری�که است مساوی
است. صعودی و پیوسته تابعی f ′

(n) و محدب f(n) = ∥x+ ny∥ تابع آنگاه باشد
لذا هستند، مینیمم کدام هر چون ،∥x+ ay∥ = ∥x+ by∥ آنگاه x+ by ⊥B y و x+ ay ⊥B y اگر
بیرخوف تعامد بنابراین .( ١۴.٢ قضیه�ی طبق است(بر ثابت ∥x+ ny∥ عبارت a ≤ n ≤ b هر برای

است. چپ یکتای محدب اکیداً فضای هر در

معادلند، زیر گزاره�های این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢٠.٢ قضیه

است. هموار X (١)

است. راست یکتای X در بیرخوف تعامد (٢)

است. راست پذیر جمع X در بیرخوف تعامد (٣)

تابعک این�صورت در ٠ ̸= x ∈ X و باشد هموار فضای یک X کنید فرض .(١) → (٢) برهان.
α = −f(y)

f(x)
عدد y ∈ X هر برای حال .f(x) = ∥x∥ به�طوری�که است موجود f ∈ S(X∗) یکتای

.x ⊥B (αx+ y) که است اسکالری یکتا
کنید فرض هم�چنین .٠ ̸= x ∈ X و باشد راست یکتای X در بیرخوف تعامد کنید فرض .(٢) → (١)
بیرخوف تعامد راست یکتایی طبق بر آنگاه y ∈ X اگر کند، صدق f(x) = ∥x∥ شرط در f ∈ S(X∗)

x ∈ X لذا و f(y) = −αf(x) بنابراین .x ⊥B αx + y داریم α = −f(y)

f(x)
یکتای اسکالر برای

است. هموار X یعنی این و است پشتیبان تابعک یک فقط دارای



۴١ نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد .۵.٢

X∗\{٠} به X\{٠} از x 7−→ fx نگاشت و باشد هموار فضای یک X کنید فرض .(١) → (٣)
طبق بر این�صورت در .x ⊥B z و x ⊥B y و ٠ ̸= x ∈ X کنید فرض باشد. پشتیبان نگاشت یک
عدد برای مشابهاً است. صفر با برابر x ⊥B (αx+ y) که α یکتای عدد بیرخوف تعامد راست یکتایی
.fx(y) = ٠ = fx(z) حالت دو هر در حال هر به است. ترتیب به�همین x ⊥B (βx+ z) که β یکتای

.x ⊥B (y + z) یعنی این و fx(y + z) = fx(y) + fx(z) = ٠ بنابراین
٠ ̸= x ∈ X کنید فرض و باشد، جمع�پذیر راست از X در بیرخوف تعامد کنید فرض .(٣) → (٢)
طبق بر و x ⊥B −(βx + y) چون حال .x ⊥B (βx + y) و x ⊥B (αx + y) که باشد طوری
بنابراین x ⊥B (αx − βx) نتیجه در x ⊥B (αx + y) − (βx + y) داریم راست از جمع�پذیری

که گرفت نتیجه می�توان λ ∈ R هر برای بنابراین .x ⊥B (α− β)x

∥x∥ ≤ ∥x+ λ(α− β)x∥ = |١+ λ(α− β)|∥x∥,

است. راست یکتای تعامد نتیجه در و باشند مساوی باید β و α که معناست بدان این و

مثال ۴.۵.٢(
C([٠,١]), ∥.∥

)
باناخ فضای باشید، داشته بیرخوف تعامد راست و چپ یکتایی از بهتری درک این�که برای

بیان چپ یکتایی مورد در را زیر قضیه�ی ابتدا بگیرید. نظر در ∥f∥ = supx∈(٠,١) |f(x)| آن در که را
می�کنیم.

فقط و اگر است محدب) (اکیداً چپ یکتای C از T زیرمجموعه�ی هر در بیرخوف تعامد .٢١.٢ قضیه
اختیار مشترک نقطه�ی یک در را ماکزیممشان آن�ها مطلق قدر که T در ناصفر خطی تابعک�های اگر

باشند. یکدیگر از اسکالری حاصل�ضرب به�صورت می�کنند،

هستند، ماکزیمم a مشترک نقطه�ی در دو هر |g| و |f | آن در که g و f ناصفر تابعک�های اگر برهان.
∥f − g∥ = |f(a) − g(a)| تساوی یا ∥f + g∥ = |f(a) + g(a)| تساوی یا آنگاه باشند موجود
اگر است. مساوی ∥f − g∥ با یا و است مساوی ∥f + g∥ با یا ∥f∥ + ∥g∥ بنابراین است. برقرار
موجود t حقیقی عدد آنگاه باشد، ( باشد چپ یکتای بیرخوف تعامد یا ) محدب اکیداً فضای یک T
f, g ∈ T ناصفر خطی تابعک�های آنگاه نباشد، محدب اکیداً T کنید فرض برعکس، .f = tg که است
و ∥f∥ = |f(a)| کنید فرض .f ̸= tg داریم t هر برای و ∥f∥ + ∥g∥ = ∥f + g∥ که است موجود
برطبق اما .|f(c)+ g(c)| = |f(a)|+ |g(b)| بنابراین .∥f + g∥ = |f(c)+ g(c)| و ∥g∥ = |g(b)|

بنابراین .|g(c)| ≤ |g(b)| و |f(c) + g(c)| ≤ |f(c)|+ |g(c)|, |f(c)| ≤ |f(a)| مثلث، نامساوی

|f(c)| = |f(a)| , |g(c)| = |g(b)|,

حاصل�ضرب صورت به g و f حالی�که در می�کنند، اختیار c در را خود ماکزیمم |g| و |f | یعنی، این و
نیستند. هم از اسکالری
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زیرمجموعه�ی یک در بیرخوف تعامد وقت چه مشخصکنیم که می�دهد را امکان این ما به قبل قضیه�ی
که گرفتیم نتیجه قبلی قضایای در است. محدب اکیداً T وقت چه یا است چپ یکتای ،C از T خطی
محاسبه�ی مستلزم نیز این و باشد گتو مشتق�پذیر نرم اگر فقط و اگر است راست یکتای بیرخوف تعامد
داریم: فضا این در بگیرید، نظر در را

(
C([٠,١]), ∥.∥

)
باناخ فضای حال است. τ−(x; y) و τ+(x; y)

τ±(f ; g) = lim
h→٠±

max |f + hg| −max |f |
h

.

فقط و اگر است f نقطه�ی در گتو مشتق�پذیر C باناخ فضای نرم تابع که است کرده ثابت [٣۵] در فرشه
کند. اختیار نقطه یک در فقط را خود ماکزیمم |f | اگر

آنگاه باشند، C فضای از عضوهایی g و f ̸= ٠ اگر .٢٢.٢ قضیه

τ+(f ; g) = max
A

g(sgnf), τ−(f ; g) = min
A

g(sgnf),

.|f(α)| = ∥f∥ که است α چون اعدادی همه�ی مجموعه�ی A آن در که

آن�جایی�که از برهان.

τ+(f, g) = lim
h→٠+

∥f + hg∥ − ∥f∥
h

= lim
n→∞

∥nf + g∥ − ∥nf∥,

آنگاه ،|f(α)| = ∥f∥ اگر حال است. موجود τ+(f, g) که می�گیریم نتیجه ١۵.٢ قضیه�ی طبق بر لذا

τ+(f, g) ≥ lim
h→٠+

|f(α) + hg(α)| − |f(α)|
h

= g(α)[sgnf(α)],

که باشند اعدادی ah و limh→٠+ ah = a کنید فرض حال .τ+(f, g) ≥ maxA g(sgnf) بنابراین
که می�گیریم نتیجه لذا است پیوسته h در ∥f + hg∥ چون حال ،|f(ah) + hg(ah)| = ∥f + hg∥

lim
h→٠+

|f(ah) + hg(ah)| = ∥f∥ ⇒ |f(a)| = ∥f∥.

آنگاه

∥f + hg∥ − ∥f∥
h

=
|f(ah) + hg(ah)| − ∥f∥

h
≤ |f(ah) + hg(ah)| − |f(ah)|

h
,

که می�گیریم نتیجه آنگاه ،ah′ → a که h′ مقادیر بین در h → ٠+ اگر و

τ+(f, g) ≤ lim
h
′→٠+

g(ah′ )[sgnf(ah′ )] = g(a)[sgnf(a)] ≤ max
A

g(sgnf),

نوشت می�توان پس .τ−(f ; g) = −τ+(f ;−g) طرفی از .τ+(f ; g) = maxA g(sgnf) نتیجه در

τ−(f ; g) = −
(
max
A

−g(sgnf)
)
= min

A
g(sgnf).
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داریم: sgnf =
|f |
f

این�که و ٨.٢ رابطه��ی و قضیه� این به توجه با آنگاه f, g ∈ C اگر همچنین

f ⊥B af + g ⇔ min
A

g

f
≤ −a ≤ max

A

g

f
. (٩.٢)

آنگاه α ∈ A اگر بنابراین .|f(α)| = ∥f∥ که است α چون اعدادی همه�ی مجموعه�ی A آن در که

نرم گتوی مشتق و است راست یکتای بیرخوف تعامد که است واضح پس .f ⊥B −
(
g(α)

f(α)

)
f + g

g(α).f(α) و باشد α ∈ A هر ازای به یکسان مقادیر دارای |f(α)| اگر فقط و اگر است موجود τ(f ; g)
آنگاه ،g(α) = ٠ باشیم داشته |f(α)| = ∥f∥ که α برای اگر باشد. α ∈ A برای یکسان علامت دارای
است. راست یکتای بیرخوف تعامد اینکه مگر نیست f ⊥B g برای لازم شرط یک این و .f ⊥B g

داخلی ضرب فضاهای سازی مشخصه و تعامد ۵.۵.٢

سازی مشخصه به تعامدها مفهوم کمک به می�خواهیم بخش این در تعامد بحث از کاربردی عنوان به
می�کنیم. بیان را زیر پرکاربرد قضیه�ی چند ابتدا می�پردازیم. داخلی ضرب فضاهای

a, b, c, d اعداد آنگاه x ̸= ٠, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٢٣.٢ قضیه
بعلاوه .dx+ y ⊥B x هم�چنین و x ⊥B cx+ y, x ⊥P bx+ y, x ⊥J ax+ y به�طوری�که موجودند

.|a| ≤ ∥y∥
∥x∥

آنگاه ∥y∥ ≤ ∥x∥ اگر

کنید. رجوع [۵١] و [۵٠] به اثبات برای برهان.

می�کنیم. ثابت را فیثاغورسی و جیمز متساوی�الساقینی تعامد یکتایی بعد قضیه�ی در

برقرارند، زیر گزاره�های آنگاه باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٢۴.٢ قضیه

باشد، محدب اکیداً فضای یک X اگر فقط و اگر یکتاست X در متساوی�الساقینی تعامد (١)

یکتاست. فیثاغورسی تعامد (٢)

نباشد. یکتا متساوی�الساقینی تعامد و باشد محدب اکیداً فضای یک X کنید فرض .(١) اثبات برهان.

.x ⊥J (αx+y) و x ⊥J y به�طوری�که موجودند، α > ٠ عدد و x ̸= ٠, y ∈ X که دید می�توان به�راحتی
q(١) = q(−١) خاصیت با محدب اکیداً تابع یک −∞ < t < ∞ هر برای q(t) = ∥y + tx∥ تابع

داریم: ٠ < α ≤ ٢ حالت در است. q(α + ١) = q(α− ١) و

q(α− ١) = q

(
٢− α

٢ (−١) + α

٢

)
< q(١)

= q

(
α

٢ (α− ١) +
(
١− α

٢

)
(α + ١)

)
< q(α + ١),
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در یکی است، مجزا موضعی مینیمم دو دارای q(t) تابع α > ٢ حالت در اما است. تناقض یک این و
در فقط لذا است، محدب اکیداً q آن�جایی�که از اما .[α− ١, α+ ١] بازه�ی در دیگری و [−١,١] بازه�ی

است. تناقض این و باشد داشته مینیمم می�تواند نقطه یک
عدد و x ̸= ٠, y ∈ X عضوهای این�صورت در نباشد، یکتا فیثاغورسی تعامد کنید فرض .(٢) اثبات

بنابراین .x ⊥P αx+ y و x ⊥P y به�طوری�که موجودند α > ٠

∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢, ∥x+ αx+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥αx+ y∥٢. (١٠.٢)

،١٠.٢ طبق بر این�صورت در g(t) = ∥y + tx∥٢ دهید قرار

g(١) = ∥x∥٢ + g(٠), (١١.٢)

g(α + ١) = ∥x∥٢ + g(α). (١٢.٢)

٠ < t < ١ برای می�دهیم نشان ابتدا است. −∞ < t < ∞ روی محدب تابع یک g که است واضح
داریم: g(s١) ̸= g(s٢) که s٢ و s١ و

g(ts١ + (١− t)s٢) < tg(s١) + (١− t)g(s٢). (١٣.٢)

چون

g(ts١ + (١− t)s٢) = ∥t(y + s١x) + (١− t)(y + s٢x)∥٢

≤ t٢∥y + s١x∥٢ + (١− t)٢∥y + s٢x∥٢ + ٢t(١− t)∥y + s١x∥∥y + s٢x∥

= t∥y + s١x∥٢ + (١− t)٢∥y + s٢x∥٢

+ (t٢ − t)
[
∥y + s١x∥٢ + ∥y + s٢x∥٢ − ٢∥y + s١x∥∥y + s٢x∥

]
= tg(s١) + (١− t)g(s٢)− t(١− t)|∥y + s١x∥ − ∥y + s٢x∥|٢

≤ tg(s١) + (١− t)g(s٢).

،١٣.٢ و ١١.٢ از استفاده با این�صورت در ،٠ < α < ١ کنید فرض حال

g(α) < αg(١) + (١− α)g(٠), (١۴.٢)

g(١) < αg(α) + (١− α)g(α + ١) (١۵.٢)

= αg(α) + (١− α)(g(α) + g(١)− g(٠)).

استفاده با α > ١ حالت در است. تناقض در ١۴.٢ با این و αg(١)+(١−α)g(٠) < g(α) نتیجه در
طبق بر و g(١) ̸= g(α + ١) و g(٠) ̸= g(α) می�گیریم نتیجه ١٢.٢ و ١١.٢ و g بودن محدب از

،١٣.٢

g(١) < α− ١
α

g(٠) + ١
α
g(α), (١۶.٢)
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که می�گیریم نتیجه هم�چنین و

g(α) <
g(١)
α

+
α− ١
α

g(α + ١)

=
g(١)
α

+
α− ١
α

(g(α) + g(١)− g(٠)).

،α = ١ حالت در

g(٢) = g(١) + ∥x∥٢ = g(٠) + ٢∥x∥٢,

g(١) < ١
٢(g(٠) + g(٢)) = g(٠) + ∥x∥٢.

خطی فضای هر در فیثاغورسی تعامد پس رسیدم، تناقض به حالت هر در نتیجه در است. نادرست این و
یکتاست. نرم�دار

یک که کرد ثابت [١۵] در هازل۴٢ ١٩۵۶ سال در نیست. همگن فیثاغورسی تعامد کلی حالت در
مشخصه�سازی یک به هازل دیگر عبارت به باشد، همگن فیثاغورسی تعامد اگر است داخلی ضرب فضای

رسید. فیثاغورسی تعامد کمک به داخلی ضرب فضاهای از

فیثاغورسی تعامد اگر این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢۵.٢ قضیه
است. داخلی ضرب فضای یک X آنگاه باشد، همگن

،λ, µ ∈ R هر برای یعنی است، همگن فیثاغورسی تعامد این�که از منظور می�کنیم دقت ابتدا برهان.

∥x∥٢ + ∥y∥٢ = ∥x− y∥٢ ⇒ ∥λx∥٢ + ∥µy∥٢ = ∥λx− µy∥٢.

بگیرید، نظر در زیر ضابطه�ی با f پیوسته�ی تابع . ∥x∥ ≥ ∥y∥ و x, y ∈ X کنید فرض

f(λ) = ∥x− (y + λx)∥٢ − ∥x∥٢ − ∥y + λx∥٢.

f(١) = ∥y∥٢−∥x∥٢−∥x+y∥٢ ≤ ٠ چون ،f(٠) = ∥x−y∥٢−∥x∥٢−∥y∥٢ ≥ ٠ کنید فرض
λ ∈ آنگاه f(−١) ≥ ٠ اگر .f(٠) < ٠ کنید فرض حال .f(λ) = ٠ که است موجود λ ∈ [٠,١] آنگاه
،f(−١) = ∥٢x− y∥٢−∥x∥٢−∥x−y∥٢ < ٠ اگر همچنین .f(λ) = ٠ که است موجود [−١,٠)

: داریم آنگاه

f(−٢) = ∥٣x− y∥٢ − ∥x∥٢ − ∥٢x− y∥٢

> ∥٣x− y∥٢ − ٢∥x∥٢ − ∥x− y∥٢

> ∥٣x∥٢ + ∥y∥٢ − ٣∥٢x∥.∥y∥ − ٣∥x∥٢ − ∥y∥٢

= ۶∥x∥(∥x∥ − ∥y∥) ≥ ٠.

۴٢Hazel
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f(λ) = ٠ حقیقی ریشه�ی λ∗ کنید فرض حال .f(λ) = ٠ که است موجود λ ∈ [−١−,٢) بنابراین
می�گیریم نتیجه این�صورت در .∥x− z∥٢ = ∥x∥٢ + ∥z∥٢ به�طوری�که z = y + λ∗x دهید قرار باشد،

∥x− y∥٢ + ∥x+ y∥٢ = ∥x− z + λ∗x∥٢ + ∥x+ z − λ∗x∥٢

= ∥x(١+ λ∗)− z∥٢ + ∥x(١− λ∗) + z∥٢

= (١+ λ∗)٢∥x∥٢ + ∥z∥٢ + (١− λ∗)٢∥x∥٢ + ∥z∥٢

= ٢∥x∥٢ + ٢
(
λ∗٢∥x∥٢ + ∥z∥٢

)
= ٢∥x∥٢ + ٢∥y∥٢,

که گرفت نتیجه می�توان پس

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢),

است. داخلی ضرب X فضای نتیجه در و است برقرار متوازی�الاضلاع قاعده�ی یعنی این و

و کاپور ایده�ی براساس تعامد توسط داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی بحث به زیر قضایای در
می�پردازیم. [٣٨] در پراسد

معادلند. زیر گزاره�های آنگاه باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٢۶.٢ قضیه

است. داخلی ضرب فضای یک X (i)

.x ⊥J y آنگاه x ⊥P y اگر ،x, y ∈ X هر برای (ii)

.x ⊥P y آنگاه x ⊥J y اگر ،x, y ∈ X هر برای (iii)

باشد برقرار (ii) اگر می�دهیم نشان ابتدا (ii) ⇒ (iii) اثبات برای است. واضح (i) ⇒ (ii) برهان.
x ̸= y ∈ X عضوهای صورت این در نباشد این�طور کنید فرض است. محدب اکیداً فضای Xیک آنگاه
عدد ٢٣.٢ قضیه�ی طبق بر طرفی از .x ̸⊥P y و ∥x∥ = ∥y∥ =

∥x− y∥
٢ = ١ به�طوری�که موجودند

لذا ،x ⊥P αx+ y بطوریکه است موجود α ̸= ٠

∥x+ αx+ y∥٢ = ∥αx+ y∥٢ + ∥x∥٢ = ١+ ∥αx+ y∥٢. (١٧.٢)

بنابراین

∥(١+ α)x+ y∥ = ∥(١− α)x+ y∥. (١٨.٢)

نوشت، می�توان ١٧.٢ طبق بر همچنین و |α| ≤ ١ گفت می�توان ٢٣.٢ قضیه�ی طبق بر طرفی از

(٢+ α)٢ = (٢+ α)٢
∥∥∥∥(١+ α)x+ y

٢+ α

∥∥∥∥٢ = ١+ ∥αx+ y∥٢ ≥ ١,
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.١ = ∥y∥٢ = ∥x−y∥١+٢ داریم ١٧.٢ رابطه�ی از هم�چنین و α = −١ بنابراین و α ≥ −١ نتیجه در
گزاره�ی کنید فرض حال است. محدب اکیداً X فضای لذا است. تناقض در x ̸= y اینکه فرض با این و
.x ̸⊥P y اما x ⊥J y که موجودند x, y ∈ X نقاط این�صورت در نکند. ایجاب را (iii) گزاره�ی (ii)
.x ⊥J αx + y داریم (ii) طبق بر طرفی از .x ⊥P αx + y که کنید انتخاب طوری را α ̸= ٠ عدد
در ٢۴.٢ قضیه�ی در متساوی�الساقینی تعامد یکتایی با این که ،x ⊥J αx + y و x ⊥J y بنابراین
در ،∥x∥ = ∥y∥ = ١ کنید فرض می�کنیم. استفاده ۶.١ تذکر از (i) به (iii) اثبات برای است. تناقض

بنابراین و x+ y ⊥J x− y این�صورت

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ∥x+ y + x− y∥٢ = ۴.

است. داخلی ضرب فضای یک X ،۶.١ تذکر طبق بر پس

معادلند. زیر گزاره�های آنگاه باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٢٧.٢ قضیه

است. داخلی ضرب فضای یک X فضای (١)

.x ⊥B y xآنگاه ⊥P y اگر ،x, y ∈ X هر برای (٢)

.x ⊥P y xآنگاه ⊥B y اگر ،x, y ∈ X هر برای (٣)

برقرار (٢) اگر می�دهیم نشان ابتدا (٢) ⇒ (٣) اثبات برای است. واضح (١) ⇒ (٢) اثبات برهان.
به�طوری�که x ̸= y کنید فرض این�صورت، غیر در است. محدب اکیداً فضای یک X آنگاه باشد

که است موجود α ̸= ٠ این�صورت در .x ̸⊥P
x+ y

٢ و ∥x∥ = ∥y∥ =

∥∥∥∥x+ y

٢

∥∥∥∥ باشیم داشته

آنگاه ،x+ y

٢ ⊥P α

(
x+ y

٢

)
+ x

∥∥∥∥(α + ١)x+ y

٢ + x

∥∥∥∥٢ = ١+

∥∥∥∥α(x+ y

٢

)
+ x

∥∥∥∥٢ . (١٩.٢)

،k ∈ R هر برای بنابراین +x∥∥∥∥و y

٢ + αk

(
x+ y

٢

)
+ kx

∥∥∥∥ ≥
∥∥∥∥x+ y

٢

∥∥∥∥ = ١. (٢٠.٢)

قرار ٢٠.٢ رابطه�ی در دوباره .|α| ≤ ١ ،٢٠.٢ رابطه�ی طبق بر این�صورت در .k = −١
α
دهید قرار

پس، است یک نرم از y و x از محدب ترکیب هر این�که از استفاده با هم�چنین و k = − ١
α + ٢ دهید

لذا و α = −١ بنابراین .
∣∣∣∣ ١
α+ ٢

∣∣∣∣ ≥ ١

١ =

∥∥∥∥x+ y

٢ +
x− y

٢

∥∥∥∥٢ = ∥∥∥∥x+ y

٢

∥∥∥∥٢ + ∥∥∥∥x− y

٢

∥∥∥∥٢ = ١+

∥∥∥∥x− y

٢

∥∥∥∥٢ .



۴٨ تعامد .٢

گزاره�ی (٢) کنید فرض است. محدب اکیداً فضای یک X بنابراین است، تناقض این و x = y نتیجه در
طرفی از .x ̸⊥P y اما x ⊥B y که باشند طوری x, y ∈ X کنید فرض هم�چنین نکند. ایجاب را (٣)
یکتایی با این و .αy + x ⊥B y داریم (٢) طبق بر اما .αy + x ⊥P y که است موجود α ̸= ٠ عدد
(٣) ⇒ (١) حال .(٢) ⇒ (٣) بنابراین دارد. تناقض محدب اکیداً فضای هر در بیرخوف تعامد چپ

داریم: آنگاه x+ y ⊥B x− y و x ⊥B y اگر .∥x∥ = ∥y∥ = ١ کنید فرض می�کنیم. ثابت را

۴ = ∥x+ y + x− y∥٢ = ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢

[٣٢] (به .x + z ⊥B x− z و x ⊥B z که می�کنیم اختیار طوری را z ∈ X آنگاه x ̸⊥B y اگر حال
که می�گیریم نتیجه بنابراین کنید.) مراجعه

∥z∥٢ =
∥∥∥∥(x+ z)− (x− z)

٢

∥∥∥∥٢ = ∥∥∥∥x+ z

٢

∥∥∥∥٢ + ∥∥∥∥x− z

٢

∥∥∥∥٢
=

∥∥∥∥x٢
∥∥∥∥٢ + ∥∥∥∥z٢

∥∥∥∥٢ + ∥∥∥∥x٢
∥∥∥∥٢ + ∥∥∥∥z٢

∥∥∥∥٢ .
پس .y = αx+ βz که باشند طوری α, β کنید فرض .∥x∥ = ∥z∥ = ١ یعنی این و

∥y∥٢ = ∥αx+ βz∥٢ = α٢ + β٢

∥x+ y∥٢ = ∥(١+ α)x+ βz∥٢ = (١+ α)٢ + β٢

∥x− y∥٢ = ∥(١− α)x− βz∥٢ = (١− α)٢ + β٢.

،۶.١ طبق بر نتیجه در .∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢(α٢ + β٢) + ٢ = ۴ که می�گیریم نتیجه بنابراین
است. داخلی ضرب فضای یک X

ضرب فضای یک X این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢.٢ نتیجه
باشیم داشته که باشد موجود α ̸= ٠,١ ثابت عدد اگر فقط و اگر است داخلی

∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ ⇒ ∥x+ αy∥٢ = ∥x∥٢ + ∥αy∥٢

رفتن دست از بدون است. شده ثابت [٣٧] در (Day) دی توسط ۵.٣ لم در α = −١ حالت برهان.
.∥x+y∥٢ = ∥x∥٢+∥y∥٢ که باشند طوری x, y ∈ X فرضکنید هم�چنین .α > ١ که فرضکنید کلیت

،n ≥ ١ هر برای که کرد ثابت می�توان n روی استقرا به

∥y + αnx∥٢ = ∥y∥٢ + ∥αnx∥٢.

که می�گیریم نتیجه n ≥ ١ هر برای بنابراین

αn
(
∥x+ α−ny∥٢ − ∥x∥٢

)
= α−n∥y∥٢. (٢١.٢)



۴٩ نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد .۵.٢

،٢١.٢ رابطه�ی طبق بر

٢∥x∥τ+(x; y) = ٠, (٢٢.٢)

٢٧.٢ قضیه�ی طبق بر نتیجه در می�دهد، نتیجه را x ⊥B y عبارت x ⊥P y پس ،x ⊥B y یعنی این و
است. داخلی ضرب فضای یک X فضای

معادلند، زیر گزاره�های آنگاه باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٢٨.٢ قضیه

است. داخلی ضرب فضای یک X فضای (١)

.x ⊥J y آنگاه x ⊥B y اگر ،x, y ∈ X هر برای (٢)

.x ⊥B y آنگاه x ⊥J y اگر ،x, y ∈ X هر برای (٣)

و باشد برقرار (٢) گزاره�ی کنید فرض حال است. واضح (١) ⇒ (٣) و (١) ⇒ (٢) اثبات برهان.
طرفی از .x ⊥B αx+ y که می�کنیم اختیار طوری را α عدد حال .x ̸= ٠, y ∈ X کنید فرض هم�چنین
هر برای (٢) طبق بر طرفی از .x ⊥B k(αx+y) داریم k هر برای لذا است همگن بیرخوف تعامد چون
برای .(٢) ⇒ (١) داریم [۵١] از ۴.٧ نتیجه�ی طبق بر بنابراین .x ⊥J k(αx + y) نوشت می�توان k
.x+y ⊥B x−y بنابراین و x+y ⊥J x−yاین�صورت در ∥x∥ = ∥y∥ فرضکنید (٣) ⇒ اثبات(١)

داریم: k هر برای پس

∥x+ y + k(x− y)∥ ≥ ∥x+ y∥.

که گرفت نتیجه می�توان α > ١ برای خاص حالت +x∥∥∥∥در y +
α٢ − ١
α٢ + ١(x− y)

∥∥∥∥ ≥ ∥x+ y∥.

،α > ١ هر برای بنابراین

∥αx+ α−١y∥ ≥ α٢ + ١
٢α ∥x+ y∥ ≥ ∥x+ y∥.

می�کند، ایجاب α ̸= ٠ هر برای را زیر نتیجه�ی (٣) گزاره�ی بنابراین

∥x∥ = ∥y∥ ⇒ ∥αx+ α−١y∥ ≥ ∥x+ y∥.

است. داخلی ضرب فضای یک X فضای که می�گیریم نتیجه ۶.١ تذکر به توجه با



۵٠



٣ فصل

زاویه

مقدمه ١.٣

که گرفتیم یاد آنجا در . شدیم آشنا اقلیدسی فضاهای در زاویه مفهوم با مقدماتی هندسه�ی در ما همه�ی
شده محصور دارند مشترک سر که نیم�خط دو بین که می�شود گفته صفحه از ناحیه�ای به ١ گوشه یا زاویه
چرخشی» «مقدار زاویه یک بزرگی می�گویند. گوشه یا زاویه رأس نیم�خط دو این مشترک سر به �است.
تولید کمانی طول آوردن بدست با دارند، یکدیگر به نسبت زاویه گوشه�ی از نیم�خط دو که است (دورانی)

آورد. بدست را زاویه اندازه�ی می�توان چرخش اثر در شده
حال است. زاویه درباره�ی اقلیدس اصول از پنجم و چهارم اصل�های که است مهم آن�قدر زاویه مفهوم
به را تعامد مفهوم گذشته فصل در می�شویم. آنالیزی فضاهای وارد و شویم می جدا اقلیدسی هندسه�ی از
در کردیم. معرفی نرم�دار فضاهای در را تعامدها از مختلفی انواع و دادیم تعمیم نرم�دار خطی فضاهای
اندازه را بردار دو بین فاصله�ی می�توانیم نرم کمک به مثلا داریم سروکار نرم با فقط ما نرم�دار فضای هر
مفهوم که داخلی ضرب فضاهای برخلاف بگیریم. اندازه نمی�توانیم را بردار دو بین زاویه�ی ولی بگیریم
مفهوم از همواره تعامد مفهوم خطی نرم�دار فضاهای در کلی حالت در می�شود منتج زاویه مفهوم از تعامد
ریاضی�دانان همین به�خاطر می�شد. محسوب نرم�دار فضاهای برای حفره یک این و نمی�شود منتج زاویه
فصل این در پرکردند. را حفره این هستند مرتبط تعامد مفهوم به که زاویه�ها از تعاریف از برخی ایجاد با
در دهیم. تعمیم خطی نرم�دار فضاهای به اقلیدسی فضاهای از را اقلیدسی زاویه�ی تا هستیم این دنبال به
می�شویم. آشنا زاویه این ویژگی�های با و می�کنیم معرفی را داخلی ضرب فضاهای در زاویه اول بخش
فضای هر در که می�دهیم نشان و می�کنیم بیان را نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زاویه�ی مفهوم سپس
است. داخلی ضرب فضایی فضا، این آنگاه کرد تعریف بتوان را یافته تعمیم زاویه�ی این اگر خطی نرم�دار
. می�شویم آشنا زوایا این خواص و نرم�دار فضاهای در شده معرفی زوایای از برخی با دوم بخش در
ریاضی�دانان این جمله از است. شده معرفی نرم�دار خطی فضاهای در ریاضی�دانان توسط زیادی زوایای

١Angulus



۵٢ زاویه .٣

[۴٢] در میلیسیک و [١١ ،٩] در همکارانش و دیمینه۴ و [٢٩ در[٣٠، ویمنت٣ و ولنتین٢ به می�توان
بیشتر زوایا این با بعدی فصول و فصل این در که برد، نام را [١۶] در همکارانش و هندرا۵ همچنین
ضرب فضاهای مشخصه��سازی در شده معرفی زوایای از برخی از فصل این در هم�چنین شویم. می آشنا
به منبع متن در اینکه مگر می�کنیم استفاده بالا در مذکور منابع از فصل این در می�شود. استفاده داخلی

باشد. شده مشخص روشنی

داخلی ضرب فضاهای در زاویه ٢.٣

ویژگی�های بررسی به سپس شویم. می آشنا داخلی ضرب فضاهای در زاویه مفهوم با اول بخش در ابتدا
است. شده استفاده [١۶] منبع از بخش این در می�پردازیم. زاویه این هندسی

x, y ∈ ناصفر بردار دو بین زاویه�ی باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .١.٣ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت را می�شود داده نمایش A(x, y) نماد با که X

A(x, y) = arccos

[
⟨x, y⟩

∥x∥.∥y∥

]
,

در داخلی ضرب چون می�شود. نامیده داخلی ضرب توسط القاشده نرم ∥x∥٢ = ⟨x, x⟩تعریف این در که
طرفی از است. خوش�تعریف شده تعریف زاویه�ی این�صورت در می�کند صدق شوارتس کوشی نامساوی

.A(x, y) = π

٢ اگر فقط و اگر x ⊥ y که است واضح
مقدار حقیقی تابعی عنوان به می�توان را X داخلی ضرب فضای در ناصفر بردار دو بین زاویه�ی واقع در

می�کند، صدق زیر شرایط در x, y ∈ X هر برای که گرفت نظر در [٠, π] توی به X ×X روی

فقط و اگر A(x, y) = π و باشند هم�جهت و راستا یک در y و x اگر فقط و اگر A(x, y) = ٠ :۶ توازی
باشند، هم مخالف جهت�های در و راستا یک در y و x اگر

،A(x, y) = A(y, x) : تقارنی

،α, β ∈ R عضو دو هر برای : همگنی

A(αx, βy) =

A(x, y); αβ > ٠,

π − A(x, y); αβ < ٠.

باشند، همگرا y و x به به�ترتیب به�طوری�که باشند X فضای در دنباله دو {xn}, {yn} اگر : پیوستگی
می�باشد. A(x, y) به همگرا نیز A(xn, yn) آنگاه

٢Valentine
٣Wayment
۴Diminnie

۵Hendra
۶parallism



۵٣ نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زاویه�ی .٣.٣

نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زاویه�ی ٣.٣

دادیم تعمیم نرم�دار خطی فضاهای به را داخلی ضرب فضاهای در تعامد دوم فصل در که همان�طور
در زاویه می�خواهیم [١١] در همکارانش و دیمینه ایده�ی کمک به بخش این در مطلب این به توجه با
در زاویه هندسی ویژگی�های براساس سپس دهیم. تعمیم خطی نرمدار فضاهای به را داخلی ضرب فضای
بخش این انتهای در و می�کنیم معرفی را نرم�دار فضاهای در زاویه موضوعه�ی اصول اقلیدسی فضاهای
موضوعه اصول همه�ی در که کرد تعریف نرم�دار فضای یک روی بر بتوان را زاویه�ای اگر می�کنیم ثابت
زاویه�ی با تعمیم�یافته زاویه�ی و است داخلی ضرب فضای یک نرم�دار خطی فضای آنگاه کند، صدق زاویه
ضرب فضاهای از مشخصه�سازی یک به ما دیگر طرف از است. برابر داخلی ضرب فضاهای در معمولی

می�کنیم. پیدا دست داخلی

فضای ناصفر اعضای مجموعه�ی X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٢.٣ تعریف
می�شود تعریف X×X روی که است مقدار حقیقی تابع یک ،X روی تعمیم�یافته٧ زاویه�ی یک باشد. X

می�کند، صدق زیر موضوعه اصول در و

عبارت به باشد، می [٠, π] توی به X از y به نسبت پیوسته تابعی A(x, y) ،x ∈ X هر برای (١)
،A(x, yn) → A(x, y) آنگاه yn → y که باشد X در دنباله�ای {yn} اگر دیگر

،A(x, y) = A(y, x) ،x, y ∈ X هر برای (٢)

،A(αx, βy) = A(x, y) ،α, β > ٠ و x, y ∈ X هر برای (٣)

،A(x, αx+ βy) + A(αx+ βy, y) = A(x, y) ،α, β > ٠ و x, y ∈ X هر برای (۴)

،x = αy که باشد موجود α > ٠ اگر فقط و اگر A(x, y) = ٠ (۵)

x ̸= y و A(x, y) = A(x
′
, y

′
) و ∥y∥ = ∥y′∥ و ∥x∥ = ∥x′∥ اگر ،x, y, x′

, y
′ ∈ X هر برای (۶)

.A(x− y,−y) = A(x
′ − y

′
,−y

′
) و x′ ̸= y

′ آنگاه

شامل که می�باشند، اقلیدسی فضاهای در زاویه هندسی ویژگی�های شبیه (۶) تا (١) های ویژگی
حالت و (۵) توازی ، (٣) همگنی ، (۴) مشترک ضلع و رأس یک با زاویه�ها پذیری جمع ، (٢) تقارنی
�تعمیم�یافته زاویه�ی های ویژگی از دیگر برخی می�باشند. (۶) مثلث�ها٨ همنهشتی از -ضلع -زاویه ضلع
به می�توان موارد ازجمله می�گیرد، قرار بررسی و بحث مورد بعدی لم�های در نرم�دار خطی فضاهای در

کرد. اشاره مثلث دو همنهشتی دیگر حالات و مکمل١٠ زوایای رأس٩، به متقابل زوایای
⟨., .⟩ داخلی ضرب اگر می�گویند داخلی ضرب فضای یک را

(
X, ∥.∥, A(., .)

)
سه�تایی کنید توجه

ناصفر عضو دو هر برای و ⟨x, x⟩ = ∥x∥٢ باشیم داشته x ∈ X هر برای که باشد موجود X روی

٧Generalized angle
٨triangle congruence

٩vertical angles
١٠supplementary angles



۵۴ زاویه .٣

تعریف زاویه�ی با تعمیم�یافته زاویه�ی یعنی .A(x, y) = arccos

[
⟨x, y⟩

∥x∥.∥y∥

]
باشیم داشته x, y ∈ X

بررسی را A(., .) اضافی ویژگی�های از دیگر برخی بعدی لم در باشد. یکی داخلی ضرب فضاهای در شده
می�کنیم.

تعمیم�یافته�ی زاویه�ی بتوان آن روی که باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١.٣ لم
برقرارند، زیر گزاره�های ،x, y ∈ X هر ازای به این�صورت در کرد، تعریف را A(., .)

،x = αy که باشد موجود α < ٠ اگر فقط و اگر A(x, y) = π (٧)

،A(x, y) + A(−x, y) = π (٨)

.A(x, y) = A(−x,−y) (٩)

.A(x, y) = π که است موجود y ∈ X یعنی می�کنیم، استفاده (١) ویژگی� از (٧) اثبات برای برهان.
(۵) و (۴) طبق و y =

x

٢ +
z

٢ این�صورت در .z = ٢y−x دهید قرار باشند، خطی مستقل y و x اگر
موجود α ̸= ٠ این�صورت در است. تناقض این و A(x, y) < A(x, z) ≤ π که گرفت نتیجه می�توان

می�شود. حاصل نتیجه و است α < ٠ ،(۵) طبق و y = αx که است
باشند، خطی مستقل y و x کنید فرض است. واضح هستند خطی وابسته�ی y و x که وقتی (٨) برهان

آنگاه ،zn =
١
n
y + (١− ١

n
)(−x) دهید قرار

lim
n→∞

zn = −x, lim
n→∞

A(x, zn) = π, lim
n→∞

A(y, zn) = A(y,−x) = A(−x, y).

،(۴) از استفاده با y = nzn + (n− ١)x چون حال

A(x, zn) = A(x, y) + A(y, zn),

که گرفت نتیجه می�توان این�صورت در n → ∞ وقتی حال

A(x, y) + A(y,−x) = π.

چون است واضح (٢) و (٨) طبق بر (٩) برهان

A(x, y) + A(x,−y) = π = A(−x,−y) + A(x,−y),

.A(x, y) = A(−x,−y) نتیجه در و

آنگاه A(x, y) = A(x
′
, y

′
) و ∥y∥ = ∥y′∥ و ∥x∥ = ∥x′∥ اگر ،x, y, x′

, y
′ ∈ X هر برای .٢.٣ لم
.∥x− y∥ = ∥x′ − y

′∥
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و باشند خطی مستقل y و x اگر اما است. واضح نتیجه باشند، خطی وابسته�ی y و x اگر برهان.
(۵) ویژگی�های طبق بر این�صورت در ،∥x′ − y

′∥ > ∥x − y∥ کنید فرض .∥x − y∥ ̸= ∥x′ − y
′∥

٠ < α < ١ چون عددی بنابراین خطی�اند. مستقل نیز y′ و x
′ که است واضح لم، فرض و (٧) و

در .∥x∗ − y
′∥ = α∥x′ − y

′∥ = ∥x − y∥ که موجودند x∗ = αx
′
+ (١ − α)y

′ همچنین و
برای (۶) از دوباره استفاده با .A(x∗ − y

′
, y

′
) = A(x

′ − y
′
,−y

′
) ،(۶) و (٣) طبق این�صورت

تناقض در (۴) و لم فرض با این که A(x, y) = A(x∗, y
′
) که می�گیریم نتیجه x−y,−y, x∗−y

′
,−y

′

است. کامل اثبات و ∥x− y∥ = ∥x′ − y
′∥ بنابراین است.

برای این�صورت در باشد، محدب اکیداً حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٣.٣ لم
A(x, y) = آنگاه ∥x− y∥ = ∥x′ − y

′∥ و ∥y∥ = ∥y′∥ و ∥x∥ = ∥x′∥ اگر ،x, y, x′
, y

′ ∈ X هر
.A(x′

, y
′
)

است. واضح اثبات آنگاه باشند، خطی وابسته�ی y و x اگر برهان.
همه (۶) ویژگی� طبق آنگاه ،A(x, y) ̸= A(x

′
, y

′
) اگر باشند، خطی مستقل x, y ∈ X کنید فرض

که کرد فرض می�توان بنابراین نامساویند. متناظر زوایای

A(−x, y − x) > A(−x
′
, y

′ − x
′
), A(x, y) > A(x

′
, y

′
).

طوری می�شود ایجاد y−x و y و x توسط که مثلثی درون جبری لحاظ از که y١ نقطه�ی فرضیات، تحت
.∥y١∥ = ∥y∥, ∥y١ − x∥ = ∥y − x∥ که می�کنیم انتخاب

موجود t٠ ∈ (٠,١) چون عددی لذا است، t از پیوسته تابعی A(−x, ty − x) چون خاص، حالت در

اگر ،u =
∥y′ − x

′∥
∥y٠ − x∥

برای آنگاه ،y٠ = t٠y اگر .A(−x, t٠y − x) = A(−x
′
, y

′ − x
′
) که است

این�صورت در y١ = uy٠ + (١− u)x

∥y١ − x∥ = ∥y′ − x
′∥ = ∥y − x∥.

که گرفت نتیجه توان می (۶) ویژگی و ٢.٣ لم از همچنین

∥y١∥ = ∥y′∥ = ∥y∥, A(y١, x) = A(y
′
, x

′
) < A(y, x) = A(y٠, x).

است. مطلوب نقطه�ی y١ و ٠ < u < ١ که می�گیریم نتیجه (۴) طبق آنگاه

،t = ١
١− ut٠

> ١ و λ =
١− u

١− ut٠
برای حال

λx = ty١ + (١− t)y, ٠ < λ < ١, (١.٣)

آنگاه، t > ١ و ∥y∥ = ∥y١∥ باشیم داشته ١.٣ در اگر حال است. خطی y١ و y به نسبت λx نتیجه در

∥ty١∥ = ∥(t− ١)y + λx∥ ⇒ ∥ty∥ ≤ (١− t)∥y∥+ λ∥x∥.
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مشابهاً

∥x− y١∥ = ∥x− y∥, (١− λ) = t(x− y١) + (١− t)(x− y).

لذا، است محدب اکیداً X فضای چون اما .(١− λ)∥x∥ ≤ ∥x− y∥ گفت می�توان نتیجه در

λ∥x∥+ (١− λ)∥x∥ = ∥x∥ < ∥y∥+ ∥y − x∥.

یک این که باشد برقرار باید (١− λ)∥x∥ < ∥y− x∥ یا λ∥x∥ < ∥y∥ نامساوی�های از یکی نتیجه در
است. تناقض

داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی قضیه�ی در که است کرده ثابت را زیر قضیه�ی [٣۶] در دی١١
می�شود. استفاده

که ،x, y ∈ X هر برای این�صورت در باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١.٣ قضیه
است. داخلی ضرب فضای یک X آنگاه ،∥y∥ = infλ∈R ∥y + λx∥ اگر ∥x+ y∥ = ∥x− y∥

کنید. مراجعه [٣۶] به اثبات برای برهان.

این در کنیم. بیان را داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی قضیه�ی که است رسیده آن وقت حال
تعریف را A(., .) تعمیم�یافته�ی زاویه�ی بتوان X چون نرم�دار خطی فضای یک در اگر می�کنیم ثابت قضیه

می��گیریم. کمک ١.٣ قضیه�ی از اثبات برای است. داخلی ضرب فضای یک X فضای آنگاه کرد،

است. داخلی ضرب فضای یک (X, ∥.∥, A(., .)) فضای مشخصه�سازی). (قضیه�ی ٢.٣ قضیه

تابع آنجایی�که از باشند، خطی مستقل y و x کنید فرض برهان.

f(t) = A(x− y, tx− y)− A(tx− y,−x− y),

چون و است پیوسته t ∈ [−١,١] هر برای

f(١) = −A(x− y,−x− y) < ٠, f(−١) = A(x− y,−x− y) > ٠.

پس f(t∗) = ٠. که است موجود t∗ ∈ (−١,١) پیوسته، توابع برای میانی مقدار قضیه�ی طبق لذا

A(x− y, t∗x− y) = A(t∗x− y,−x− y),

داریم: ٢.٣ لم طبق بر نتیجه در

∥(t∗x− y)− (x− y)∥ = ∥(t∗x− y)− (−x− y)∥ ⇒ ∥(t∗ − ١)x∥ = ∥(t∗ + ١)x∥,

١١Day
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و (۶) ویژگی طبق بر آنگاه .A(x− y,−y) = A(−x− y,−y) نتیجه در t∗ = ٠ این�که، یعنی این و
پس ،∥y + λx∥ = ∥y − λx∥ داریم ٢.٣ لم طبق و A(λx, y) = A(−λx, y) ،λ ∈ R هر برای

∥y∥ ≤ ١
٢∥y + λx∥+ ١

٢∥y − λ∥ = ∥y + λx∥.

بدون ،x, y ∈ X اگر است. برابر A∗(x, y) = arccos
⟨x, y⟩

∥x∥.∥y∥
با A(x, y) دهیم نشان کافیست حال

می�توان A(x, y) + A(−x, y) = π آنجایی�که از و ∥x∥ = ∥y∥ = ١ کنید فرض کلیت دادن دست از
بنابراین و است t از پیوسته تابعی آنگاه z(t) = tx + (١ − t)y اگر .A(x, y) ≥ π

٢ که کرد فرض

.A(x, z(t∗)) = π

٢ که است موجود t∗ ∈ [٠,١)

نتیجه در ∥z−x∥ = ∥z+x∥ ،٢.٣ لم طبق بر .A(z, x) = A(z,−x) =
π

٢ آنگاه z =
z(t∗)

∥z(t∗)∥
اگر

A∗(x, z) = A∗(−x, z) =
π

٢ = A(x, z) = A(−x, z).

دهید: قرار حال

S =
{
t ∈ [٠,١]; A( x, t(−x) + (١− t)z ) = A∗(x, t(−x) + (١− t)z )

}
.

برای است. بسته S لذا پیوسته�اند، دو هر A∗ و A طرفی از .٠,١ ∈ S چون .S ̸= ∅ که است واضح
است. آن عدد دو هر بین حقیقی عدد هر شامل S دهیم نشان کافیست S = [٠,١] دهیم نشان اینکه

دهید: قرار ٠ ≤ t١ < t٢ ≤ ١ و t١, t٢ ∈ S فرض

ui = ti(−x) + (١− ti)z, i = ١,٢.

،(٨) ویژگی طبق بر و A(x, ui) = A∗(x, ui) آنگاه

A(−x, ui) = A∗(−x, ui), i = ١,٢.

داریم: (۴) ویژگی طبق بر ،u٢ =
(
t٢ − t١
١− t١

)
(−x) +

(
١− t٢
١− t١

)
u١ چون

A(u١, u٢) = A(−x, u١)− A(−x, u٢),

A∗(u١, u٢) = A∗(−x, u١)− A∗(−x, u٢).

،٣.٣ لم از آنگاه u′
i =

ui

∥ui∥
(i = ١,٢) اگر حال .A(u١, u٢) = A∗(u١, u٢) چون

A(u
′

i, u
′

١ + u
′

٢) =
١
٢A(u

′

١, u
′

٢) =
١
٢A

∗(u
′

١, u
′

٢) = A∗(u
′

i, u
′

١ + u
′

٢),
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نتیجه در نوشت α, β > ٠ هر برای α(−x) + βu١ فرم به می�توان را u
′

١ + u
′

٢ عبارت چون طرفی از
،(۴) طبق بر

A∗(−x, u
′

١ + u
′

٢) = A(−x, u
′

١ + u
′

٢),

،(٨) ویژگی طبق بر و

A(x, u
′

١ + u
′

٢) = A∗(x, u
′

١ + u
′

٢),

،t = ∥u٢∥t١ + ∥u١∥t٢
∥u١∥+ ∥u٢∥

و λ =
∥u١∥.∥u٢∥
∥u١∥+ ∥u٢∥

> ٠ برای اما

λ(u
′

١ + u
′

٢) = t(−x) + (١− t)z.

.S = [٠,١] لذا t١ < t < t٢ چون و t ∈ S بنابراین
می�کند. کامل را اثبات این و A(x, y) = A∗(x, y) ،x, y ∈ X هر برای پس

نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی ۴.٣

زوایایی شویم، آشنا نرم�دار خطی فضاهای در شده معرفی زوایای از برخی با داریم سعی بخش این در
در نمی�کنند، صدق تعمیم�یافته زاویه��ی موضوعه اصول همه�ی در لزوماً می�شوند معرفی بخش این در که
با بخش این در ابتدا است. داخلی ضرب فضای یک نرم�دار خطی فضای لزوماً که گفت نمی�توان نتیجه
شد. معرفی [١۶] در همکارانش و هندرا توسط ٢٠٠٨ سال در که می�شویم، آشنا زاویه −J و زاویه −P

معرفی تعامد مفهوم کمک به خطی نرمدار فضای هر در زوایا برخی گفتیم فصل ابتدای در که همان�طور
تعامد و فیثاغورسی تعامد کمک به به�ترتیب که هستند زوایا نوع همین از J−زاویه و P−زاویه می�شوند.
زوایای با سپس می�شویم. آشنا نیز زوایا این ویژگی�های با هم�چنین بخش این در می�شوند. تعریف سینگر
معرفی [٣۴] در همکارانش و لیانا١۴ و [٢٩] در ویمنت١٣ و ولنتاین١٢ توسط ١٩٧١ سال در که ویلسن
خطی فضاهای در را ویلسن زاویه�ی بتوان شرایطی تحت اگر می�کنیم ثابت هم�چنین می�شویم. آشنا شد،
یک به ویلسن زاویه�ی کمک با یعنی است. داخلی ضرب فضای یک فضا این آنگاه کرد، معرفی نرم�دار
زوایای مهم�ترین از یکی با بخش این در بعلاوه می�یابیم. دست داخلی ضرب فضاهای از مشخصه�سازی
معروف زاویه −g به زاویه این می�شویم. آشنا [۴١] در میلیسیک توسط ١٩٩٣ سال در شده تعریف
می�شویم، آشنا زاویه این ویژگی�های و تعریف با اینکه از بعد و می�شود تعریف g تابعک توسط و است
از مشخصه�سازی دو به تعامدها این کمک به و می�کنیم تعریف را تعامدهایی −g زاویه، این کمک به
در زوایا و تعامد از دیگر نوعی معرفی برای بعدی فصول در زاویه این می�رسیم. پیش�هیلبرت فضاهای

١٢Valentine
١٣Wayment

١۴Liana
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بین که رابطه�ای کمک به بعدی فصول در هم�چنین است. پرکاربرد بسیار داخلی ضرب شبه فضاهای
جالب بسیار زوایای تعریف به دارد وجود هموار نرم�دار خطی فضاهای در بیرخوف تعامد و زاویه −g

تصاویر و تقریب بهترین مفهوم چون دیگر مفاهیم از زاویه −g و بیرخوف تعامد کنار در البته می�پردازیم،
می�کنیم. استفاده نیز

نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −J و زاویه −P ١.۴.٣

بخش این در . شدیم آشنا جیمز متساوی�الساقینی تعامد و فیثاغورسی تعامد مفهوم با دوم فصل در
هم�چنین کنیم. معرفی را زاویه −J و زاویه −P نام�های به زاویه دو تعامد دو این کمک به می�خواهیم
زاویه�ی ویژگی�های همه�ی در زاویه دو این شویم. آشنا زاویه دو این ویژگی�های با داریم قصد ادامه در
فضا اگر اما نیستند برابر معمولی زاویه�ی با زوایا این کلی حالت در نتیجه در نمی�کنند، صدق تعمیم�یافته
زاویه دو این که داد نشان می�توان قطبی١۶ اتحاد و کسینوس�ها١۵ قانون کمک به آنگاه باشد داخلی ضرب

می�شود. استفاده [١۶] منبع از بخش این در هستند. معمولی زاویه�ی بر منطبق

ناصفر بردار دو بین زاویه −P باشد، حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٣.٣ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت و می�شود داده نمایش AP (x, y) نماد با را x, y ∈ X

AP (x, y) := arccos

[
∥x∥٢ + ∥y∥٢ − ∥x− y∥٢

٢∥x∥.∥y∥

]
. (٢.٣)

ناصفر بردار دو بین زاویه −J باشد، حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۴.٣ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت و می�شود داده نمایش AJ(x, y) نماد با را x, y ∈ X

AJ(x, y) := arccos

[
∥x+ y∥٢ − ∥x− y∥٢

۴∥x∥.∥y∥

]
. (٣.٣)

هستند. خوش�تعریف زاویه دو این که داد نشان نرم ویژگی�های کمک به می�توان به�راحتی

هستند، برقرار زیر ساده�ی نتایج فوق تعاریف به توجه با .١.٣ نتیجه

،x ⊥P y اگر فقط و اگر AP (x, y) =
π

٢ .١

.x ⊥J y اگر فقط و اگر AJ(x, y) =
π

٢ .٢

با زاویه −J و زاویه −P آنگاه باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) کنید فرض .٢.٣ نتیجه
برقرارند. زیر روابط داخلی ضرب فضای هر در چون می�باشند، برابر معمولی زاویه�ی

∥x∥٢ + ∥y∥٢ − ∥x− y∥٢

٢ = ⟨x, y⟩ کوسینوس�ها ,قانون

∥x+ y∥٢ − ∥x− y∥٢

٢ = ⟨x, y⟩ قطبی .اتحاد
١۵Cosine law١۶Polarization identity



۶٠ زاویه .٣

در دو هر مثلا هستند، مشابه�ای خواص دارای زاویه −J و زاویه −P نرم�دار خطی فضای یک در
نمی�کنند. صدق همگنی خاصیت در و می�کنند صدق پیوستگی و همگنی و تقارنی و توازی خاصیت�های
می�دهیم نشان مثالی ارائه�ی با و می�کنیم بیان را زاویه −J و زاویه −P ویژگی�های بعدی گزاره�ی دو در

نیستند. همگنی خاصیت دارای زاویه دو این که

می�کند، صدق زیر شرایط در x, y ∈ X هر برای زاویه −P .١.٣ گزاره

جهت�های در و راستا یک در اگر و AP (x, y) = ٠ آنگاه باشند، هم�جهت و راستا یک در y و x اگر (١)
،AP (x, y) = π آنگاه باشند، مخالف

،AP (x, y) = AP (y, x) (٢)

،AP (αx, αy) = AP (x, y) ،α ∈ R هر برای (٣)

yn → y و xn → x و باشند X نرم�دار خطی فضای در همگرا دنباله����������ی دو {yn} و {xn} اگر (۴)
.AP (xn, yn) → AP (x, y) که گرفت نتیجه توان می آنگاه

هم�جهت و راستا یک در y و x اگر حال .∥kx∥ = |k|.∥x∥ داریم k ∈ R و x ∈ X هر برای (١) برهان.
راستا یک در y و x اگر و AP (x, y) = arccos(١) = ٠ بنابراین و k > ٠ برای y = kx آنگاه باشند،

.AP (x, y) = arccos(−١) = π بنابراین k < ٠ برای y = kx آنگاه باشند، مخالف جهت�های و
واضح بودن تقارنی این�صورت در ∥x − y∥ = ∥y − x∥ داریم x, y ∈ X هر برای آنجایی�که از (٢)

است.
است. واضح (٣)

نتیجه (۴) گزاره�ی این به توجه با این�صورت در هستند پیوسته arccos تابع و نرم آنجایی�که از (۴)
می�شود.

می�کند، صدق زیر شرایط در x, y ∈ X هر برای زاویه −J .٢.٣ گزاره

در و راستا یک در اگر و AJ(x, y) = ٠ این�صورت در باشند هم�جهت و راستا یک در y و x اگر (a)
،AJ(x, y) = π آنگاه باشند، مخالف جهت�های

،AJ(x, y) = AJ(y, x) (b)

داریم: ،α ∈ R هر برای (c)

AJ(αx, αy) = AJ(x, y), AJ(αx,−αy) = π − AJ(x, y).

در yn → y و xn → x و باشند X نرم�دار خطی فضای در همگرا دنباله�ی دو {yn} و {xn} اگر (d)
.AJ(xn, yn) → AJ(x, y) این�صورت



۶١ نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی .۴.٣

است. قبل گزاره�ی همانند (d) و (b) و (a) های گزاره اثبات برهان.
: داریم (c) اثبات برای

AJ(αx, αy) = arccos(u(x, y)),

بنابراین

AJ(αx,−αy) = arccos(−u(x, y)) = π − AI(αx, αy) = π − AI(x, y).

منظور این برای نیست. برقرار زاویه −J و زاویه −P در کلی حالت در همگنی خاصیت .۵.٣ مثال
بگیرید. نظر در را (l١, ∥.∥١) فضای

l١ فضای در ناصفر عضو دو y = (٨,−۴,٠,٠,٠, · · · ) و x = (٣,۶,٠,٠,٠, · · · ) کنید فرض
داریم: اینصورت در باشند،

AP (x, y) =
π

٢ ⇒ x ⊥P y,

را همگنی خاصیت زاویه −P که می�دهد نشان این و AP (x,٢y) ̸= π

٢ که دید می�توان به�راحتی اما

AJ(x, y) =
π

٢ ،y = (٢,٠,٠,٠−,١, · · · ) و x = (٢,١,٠,٠,٠, · · · ) دادن قرار با مشابهاً ندارد.

.AJ(x,٢y) ̸=
π

٢ ولی

نرم�دار خطی فضاهای در ویلسن زوایای ٢.۴.٣

آشنا ویلسن١٧ زاویه�ی نام به نرم�دار خطی فضاهای در شده معرفی زوایای از دیگر یکی با بخش این در
به سپس می�کنیم، بیان نرم�دار خطی فضاهای و متریک فضاهای در را ویلسن زاویه�ی ابتدا می�شویم.
دو با بخش این در می�پردازیم. می�شود، ایجاد R٢ و R١ نیم�خط دو توسط که ویلسن زاویه�ی تعریف
فضای از نقطه چهار هر می�دهیم نشان ویلسن زوایای کمک به اولی می�شویم. آشنا ویلسن زاویه�ی کاربرد
کاربرد هستند. متناظر اقلیدسی فضای از نقطه چهار با دارد قرار خط یک روی آن از نقطه سه که باناخ
زاویه�ی بتوان نرم�دار خطی فضای یک در شرایطی تحت اگر می�کنیم ثابت بخش این انتهای در نیز دومی
[٣۴ ،٣٠] منابع از بخش این در است. داخلی ضرب فضای یک فضا آن آنگاه کرد، تعریف را ویلسن

می�شود. استفاده

در ،x ̸= z و x ̸= y و x, y, z ∈ X و باشد متریک فضای یک (X, d) کنید فرض .۶.٣ تعریف
تعریف زیر صورت به را می�شود داده نمایش (ŷxz)W نماد با را x رأس با ویلسن زاویه�ی این�صورت

می�کنیم،

(ŷxz)W := arccos

[
d٢(x, y) + d٢(x, z)− d٢(y, z)

٢d(x, y).d(x, z)

]
. (۴.٣)

١٧Wilson Angles



۶٢ زاویه .٣

لذا، است برقرار مثلث نامساوی خاصیت متریک فضای هر در آنجایی�که از

d(y, z) ≤ d(x, y) + d(x, z)

⇒ d٢(y, z) ≤ d٢(x, y) + d٢(x, z) + ٢d(x, y)d(x, z)

⇒ −٢d(x, y)d(x, z) ≤ d٢(y, x) + d٢(x, z)− d٢(y, z),

طرفی از

d(y, z) ≥ d(x, y)− d(x, z)

⇒ d٢(y, z) ≥ d٢(x, y) + d٢(x, z)− ٢d(x, y)d(x, z)

⇒ ٢d(x, y)d(x, z) ≥ d٢(y, x) + d٢(x, z)− d٢(y, z),

که گرفت نتیجه می�توان بالا روابط از لذا

−١ ≤
[
d٢(x, y) + d٢(x, z)− d٢(y, z)

٢d(x, y).d(x, z)

]
≤ ١.

همان ۴.٣ تساوی باشد، اقلیدسی X فضای اگر کنید دقت است. خوش�تعریف فوق تعریف نتیجه در
بررسی را متریک فضاهای در ویلسن زاویه�ی ویژگی�های بعدی گزاره�ی� در است. کوسینوس�ها قانون

می�کنیم.

در x ̸= z و x ̸= y و x, y, z ∈ X و باشد متریک فضای یک (X, d) کنید فرض .٣.٣ گزاره
می�کند. صدق زیر شرایط در ویلسن زاویه�ی این�صورت

،(ŷxz)W = (ẑxy)W .١

یا d(x, y) + d(y, z) = d(x, z) تساویهای از یکی اگر فقط و اگر (ŷxz)W = ٠ .٢
باشد، برقرار d(x, z) + d(y, z) = d(x, y)

.d(x, y) + d(x, z) = d(y, z) اگر فقط و اگر (ŷxz)W = π .٣

به�راحتی متریک فضاهای همانند می�کنیم. بیان نرم�دار خطی فضاهای در ویلسن زاویه�ی تعریف حال
است. خوش�تعریف زاویه این که داد نشان می�توان

،x ̸= z و x ̸= y و x, y, z ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .٧.٣ تعریف
می�شود، تعریف زیر به�صورت را x رأس با ویلسن زاویه�ی این�صورت در

(ŷxz)W := arccos

[
∥x− y∥٢ + ∥x− z∥٢ − ∥y − z∥٢

٢∥x− y∥.∥x− z∥

]
. (۵.٣)



۶٣ نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی .۴.٣

نقطه�ی به و شروع x نقطه�ی از که پاره�خطی (X, محدب(∥.∥ اکیداً نرم�دار خطی فضای هر در .٨.٣ نکته
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت� آن�را و داده نمایش S(x, y) نماد با را می�شود ختم y

S(x, y) := {λx+ (١− λ)y; ٠ ≤ λ ≤ ١ },

در و است ∥x− y∥ طول دارای و t 7−→ x(t) که است پیوسته منحنی یک پاره�خط هر دیگر عبارت به
می�گذرد y از و شروع x نقطه��ی از که نیم�خطی هم�چنین می�کند. صدق x(١) = y و x(٠) = x شرایط
تعریف R(x, y) = {λx + (١ − λ)y; λ ≥ ٠ } به�صورت و می�شود داده نمایش R(x, y) نماد با را
نمایش L(x, y) نماد با را می�گذرد y و x نقطه�ی دو از که خطی نرم�دار، فضای هر در هم�چنین می�شود.

می�کنیم، تعریف زیر صورت به و می�شود داده
L(x, y) := { z ∈ X; z = λx+ (١− λ)y },

و R١ = R(x, y) کنید فرض هستیم. نیم�خط دو بین ویلسن زاویه�ی تعریف دنبال به حال
ترتیب به نقاطی z و y و باشند x ابتدایی مشترک نقطه�����ی دارای که باشند نیم�خط دو R٢ = R(x, z)

lim(ŷxz)W اگر می�سازند را Aw(R١, R٢) زاویه�ی R٢ و R١ این�صورت در باشند، R٢ و R١ روی
داریم. را زیر تعریف فوق توضیح به توجه با باشد. موجود می�کنند میل x به z و y که وقتی

زاویه�ی این�صورت در باشند، x ابتدایی مشترک نقطه�ی با نیم�خط دو R٢ و R١ کنید فرض .٩.٣ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت حد وجود صورت در را R٢ و R١ بین ویلسن

Aw(R١, R٢) := lim
y,z→x

(ŷxz)W , (۶.٣)

.z ∈ R٢ و y ∈ R١ آن در که

زاویه�ی هم�چنین و x, y, z ∈ X, x ̸= y, x ̸= z و باشد باناخ نرم�دار فضای یک کنید فرض .٣.٣ قضیه
آنگاه باشد، موجود Aw(R١, R٢) ویلسن

Aw(R١, R٢) = arccos

[
∥x− y∥٢ + ∥x− z∥٢ − ∥y − z∥٢

٢∥x− y∥.∥x− z∥

]
. (٧.٣)

روی ترتیب به z و y که است مسیری هر از مستقل حد این لذا است موجود Aw(R١, R٢) چون برهان.
λx+(١−λ)y 7−→ (١−λ)∥x−y∥نگاشت طرفی از کنند. میل x ,R(xبه z) ,R(xو y) های نیم�خط

لذا است، حقیقی اعداد خط و L(x, y) خط بین بیک یک تناظری

lim
y,z→x

(ŷxz)W = lim
λ→١

arccos
∥x− (١− λ)y − λx∥٢ + ∥x− (١− λ)z − λx∥٢

٢∥x− (١− λ)y − λx∥
−∥(١− λ)y + λx− (١− λz − λx∥٢

∥x− (١− λ)z − λx∥

= arccos lim
λ→١

(١− λ)٢∥x− y∥٢ + (١− λ)٢∥x− z∥٢ − (١− λ)٢∥y − z∥٢

١)٢− λ)٢∥x− y∥.∥x− z∥

= arccos
∥x− y∥٢ + ∥x− z∥٢ − ∥y − z∥٢

٢∥x− y∥.∥x− z∥
= Aw(R١, R٢).



۶۴ زاویه .٣

باناخ فضای از نقطه چهار هر شده ثابت که است بعد قضیه در ویلسن زاویه�ی کاربردهای از یکی
زاویه�ی خواص از برخی قضیه این کمک به سپس است، متناظر اقلیدسی صفحه�ی از نقطه چهار با X

است. شده ثابت نیم�خط دو بین ویلسن

y, z, t نقطه�ی سه به�طوری�که باشند، X باناخ فضای از نقطه چهار x, y, z, t کنید فرض .۴.٣ قضیه
نقاط با که می�باشند موجود اقلیدسی صفحه�ی از x′

, y
′
, z

′
, t

′ نقاط آنگاه باشند، واقع خط یک روی
هستند. متناظر x, y, z, t

نقاط اکنون باشد. داشته قرار t و y بین z نقطه�ی و باشند واقع خط یک روی y, z, t کنید فرض برهان.
نقطه�ای z′ کنید فرض حال هستند. متناظر x, y, t با به�طوری�که موجودند اقلیدسی صفحه�ی در x′

, y
′
, t

′

.d(z′
, t

′
) = d(z, t) و d(y′

, z
′
) = d(y, z) به�طوری�که باشد t′ و y′ بین که باشد اقلیدسی صفحه�ی در

در ،d(x, y) = d(x
′
, y

′
), d(x, t) = d(x

′
, t

′
), d(y, z) = d(y

′
, z

′
), d(z, t) = d(z

′
, t

′
) اکنون،

ویلسن، زاویه�ی تعریف طبق .d(x, z) = d(x
′
, z

′
) دهیم نشان کافیست این�صورت

cosAw(R(y, x), R(y, z)) =
d٢(x, y) + d٢(y, z)− d٢(x, z)

٢d(x, y).d(y, z)

=
d٢(x, y) + d٢(y, t)− d٢(x, t)

٢d(x, y).d(y, t)

=
d٢(x

′
, y

′
) + d٢(y

′
, t

′
)− d٢(x

′
, t

′
)

٢d(x′ , y′).d(y′ , t′)

=
d٢(x

′
, y

′
) + d٢(y

′
, z

′
)− d٢(x

′
, z

′
)

٢d(x′ , y′).d(y′ , z′)
.

می�کند. کامل را قضیه برهان این و d(x, z) = d(x
′
, z

′
) می�شود نتیجه تساوی�ها این از

y, z, t نقطه�ی سه به�طوری�که باشند، X باناخ فضای از نقطه چهار x, y, z, t کنید فرض .٣.٣ نتیجه
و R٢ = R(z, t) و R١ = R(z, y) اگر باشد. t و y بین z نقطه�ی و باشند واقع خط یک روی

این�صورت در باشند، نیم�خط R٣ = R(z, x)

Aw(R١, R٣) + Aw(R٣, R٢) = π.

نقاط با به�طوری�که موجودند اقلیدسی صفحه�ی از x′
, y

′
, z

′
, t

′ نقاط ،۴.٣ قضیه�ی برطبق برهان.
به اقلیدسی صفحه�ی در نیم�خط دو بین زاویه�ی ٣.٣ قضیه�ی طبق بر طرفی از هستند. متناظر x, y, z, t

است. شده داده است برقرار مثلث هر در که کوسینوس�ها، قاعده�ی کمک

این�صورت در باشد، z و x بین y و باشند X باناخ فضای از نقاطی x, y, z کنید فرض .۵.٣ قضیه
.Aw(R١, R٢) = π که گرفت نتیجه می�توان R٢ = R(y, z) و R١ = R(y, x) نیم�خط�های برای



۶۵ نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی .۴.٣

به�طوری�که R٢باشند، R١و نیم�خط�های روی به�ترتیب نقاط از دنباله�ای {zn} و {xn} فرضکنید برهان.
نتیجه در و d(xn, zn) = d(xn, y) + d(y, zn) آنگاه xn ̸= y ̸= zn

d٢(xn, y) + d٢(zn, y)− d٢(xn, zn)

٢d(xn, y).d(zn, y)
= −١.

.limx,z→y(x̂yz)W = π که گرفت نتیجه می�توان لذا

زاویه�ی کمک به بعدی قضیه��ی در می�کنیم، معرفی را ویلسن زاویه�ی کاربردهای از دیگر یکی حال
می�یابیم. دست داخلی ضرب فضاهای از مشخصه�سازی یک به ویلسن

در باشد. باناخ نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض مشخصه�سازی). قضیه�ی ) ۶.٣ قضیه
که وقتی باشد موجود lim(ŷxz)W اگر فقط و اگر است داخلی ضرب فضای یک X فضای این�صورت
جفت هر و x, y, z ∈ X نقطه�ی سه هر برای σ و ρ نیم�خط�های روی به�ترتیب x به می�کنند میل z و y

می�گذرند. x, z و x, y نقاط از ترتیب به که σ و ρ خط�های نیم از

کنید فرض هم�چنین باشد، داخلی ضرب فضای یک X کنید فرض برهان.

ρ = R(x, y) = {a ∈ X ; a = λx+ (١− λ)y},

σ = R(x, z) = {b ∈ X ; b = µx+ (١− µ)z}.

نتیجه در

lim
y,z→x

(ŷxz)W = arccos lim
λ,µ→١

∥x− (١− λ)y − λx∥٢ + ∥x− (١− µ)z − µx∥٢

٢∥x− (١− λ)y − λx∥.∥x− (١− µ)z − µx∥
−

− ∥λx+ (١− λ)y − µx− (١− µ)z∥٢

٢∥x− (١− λ)y − λx∥.∥x− (١− µ)z − µx∥

= arccos lim
λ,µ→١

(١− λ)٢∥x− y∥٢ + (١− µ)٢∥x− z∥٢

١)٢− λ)(١− µ)∥x− y∥.∥x− z∥
−

− ⟨(١− λ)(y − x) + (١− µ)(x− z), (١− λ)(y − x) + (١− µ)(x− z)⟩
١)٢− λ)(١− µ)∥x− y∥.∥x− z∥

= arccos lim
λ,µ→١

١)٢− λ)(١− µ)⟨x− z, x− y⟩
١)٢− λ)(١− µ)∥x− y∥.∥x− z∥

= arccos
⟨x− z, x− y⟩

∥x− y∥.∥x− z∥
,

و باشد باناخ فضای یک X کنید فرض برعکس است. موجود limy,z→x(ŷxz)W اینکه یعنی این و
هم با حدها این مقادیر σ و ρ نیم�خط�های روی مسیر هر از نتیجه در باشد، موجود limy,z→x(ŷxz)W
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پس برابرند،

lim
y,z→x

(ŷxz)W = arccos lim
λ→١

∥x− (١− λ)y − λx∥٢ + ∥x− (١− λ)z − λx∥٢

٢∥x− (١− λ)y − λx∥.∥x− (١− λ)z − λx∥
−

− ∥λx+ (١− λ)y − λx− (١− λ)z∥٢

٢∥x− (١− λ)y − λx∥.∥x− (١− λ)z − λx∥

= arccos
∥x− y∥٢ + ∥x− z∥٢ − ∥y − z∥٢

٢∥x− y∥.∥x− z∥
. (٨.٣)

طرفی از

lim
y,z→x

(ŷxz)W = arccos lim
λ,µ→١

(١− λ)٢∥x− y∥٢ + (١− µ)٢∥x− z∥٢

١)٢− λ)(١− µ)∥x− y∥.∥x− z∥
−

− ∥(١− µ)(x− z)− (١− λ)(x− y)∥٢

١)٢− λ)(١− µ)∥x− y∥.∥x− z∥
,

که، گرفت نتیجه می�توان و α, β → ٠ این�صورت در ١− λ = α,١− µ = β دهید قرار

lim
y,z→x

(ŷxz)W = arccos lim
α,β→٠

α٢∥x− y∥٢ + β٢∥x− z∥٢ − ∥β(x− z)− α(x− y)∥٢

٢αβ∥x− y∥.∥x− z∥
,

،β =
α

٢ دادن قرار با

lim
y,z→x

(ŷxz)W = arccos lim
α→٠

α٢∥x− y∥٢ + α٢

۴ ∥x− z∥٢ − ∥α٢ (x− z)− α(x− y)∥٢

α٢∥x− y∥.∥x− z∥

= arccos
∥x− y∥٢ + ١

۴∥x− z∥٢ − ∥١٢(x− z)− (x− y)∥٢

∥x− y∥.∥x− z∥
, (٩.٣)

،٩.٣ و ٨.٣ رابطه�ی دو مقایسه�ی با

∥x− y∥٢ + ∥x− z∥٢ − ∥y − z∥٢

٢∥x− y∥.∥x− z∥
=

∥x− y∥٢ + ١
۴∥x− z∥٢ − ∥١٢(x− z)− (x− y)∥٢

∥x− y∥.∥x− z∥

⇒ ١
٢∥x− y∥٢ + ١

٢∥x− z∥٢ − ١
٢∥y − z∥٢

= ∥x− y∥٢ + ١
۴∥x− z∥٢ − ∥١٢(x− z)− (x− y)∥٢

⇒ ١
٢∥x− y∥٢ − ١

۴∥x− z∥٢ = ∥١٢(x− z)− (x− y)∥٢ − ١
٢∥y − z∥٢

⇒ ٢∥x− y∥٢ − ∥x− z∥٢ = ۴∥١٢(x− z)− (x− y)∥٢ − ٢∥y − z∥٢

⇒ ٢∥x− y∥٢ + ٢∥y − z∥٢ = ∥x− z∥٢ + ∥(x− z)− ٢(x− y)∥٢

⇒ ٢∥x− y∥٢ + ٢∥y − z∥٢ = ∥x− z∥٢ + ∥(y − z)− (x− y)∥٢,



۶٧ نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی .۴.٣

این�صورت در B = y − z و A = x− y دهید قرار حال

٢∥A∥٢ + ٢∥B∥٢ = ∥A+B∥٢ + ∥A−B∥٢.

است. داخلی ضرب فضای یک X فضای که معناست بدان این و

حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −g ٣.۴.٣

میلیسیک توسط زاویه این می�شویم. آشنا نرم�دار خطی فضاهای در زوایا مهم�ترین از یکی با بخش این در
گتوی١٨ مشتق توسط که g تابعک کمک به زاویه این شد. معرفی g−زاویه نام با ١٩٩٣ سال در
این اساسی خواص و معرفی را g تابعک بخش این در ابتدا لذا می�شود، تعریف می�آید، بدست نرم
این کمک به هم�چنین می�کنیم. بررسی را زاویه −g مهم ویژگی�های سپس و می�کنیم بیان را تابعک
بسیار زاویه این بعدی فصول در بعلاوه هستند، مهم بسیار که می�کنیم تعریف نیز را g−تعامدهای زاویه�ی
نیز داخلی ضرب فضاهای مشخصه�سازی به g−زاویه از کاربردی عنوان به بخش این در است. پرکاربرد
از بخش این در می�شویم. آشنا بیشتر بعدی فصول در زاویه این دیگر کاربردهای با البته می�پردازیم.

می�کنیم. استفاده [۴١] منبع

تابعک .dim(X) > ١ که باشد حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٠.٣ تعریف
می�شود، تعریف زیر ضابطه�ی با را g : X٢ −→ R

g(x, y) :=
∥x∥
٢
(
τ+(x, y) + τ−(x, y)

)
, (١٠.٣)

می�شود، تعریف زیر به�صورت τ±(x, y) آن در که

τ±(x, y) := lim
t→٠±

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

. (١١.٣)

x, y ∈ X هر برای تابعک این هم�چنین کنید. مراجعه [۴] منبع به می�توانید بالا حد وجود اثبات برای
کنید. رجوع [۴] به اثبات برای که است زیر اساسی ویژگی�های دارای α, β ∈ R و

g(x, x) = ∥x∥٢, (١٢.٣)

g(αx, βy) = αβg(x, y), (١٣.٣)

g(x, x+ y) = ∥x∥٢ + g(x, y), (١۴.٣)

|g(x, y)| ≤ ∥x∥.∥y∥, (١۵.٣)

∥x∥∥x+ λy∥ − ∥x∥
λ

≤ g(x, y) ≤ ∥x∥∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

; λ < ٠ , t > ٠. (١۶.٣)
١٨Gateaux derivatives
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در ،dim(X) > ١ که باشد هموار نرم�دار خطی فضای یک X اگر ١٠.٣ تعریف در .١١.٣ نکته
است، زیر فرم به g تابعک این�صورت

g(x, y) = ∥x∥ lim
t→٠

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

. (١٧.٣)

است. واضح اثبات نتیجه در τ+(x, y) = τ−(x, y) هموار، فضای تعریف طبق بر برهان.

روی داخلی نیم�ضرب را g این�صورت در باشد، خطی y به نسبت g(x, y) تابعک اگر .١٢.٣ نکته
آن در که است (lp, ∥.∥p) فضای روی داخلی نیم�ضرب یک زیر تابعک مثال، برای می�نامند. X

.١ ≤ p < ∞

g(x, y) = ∥x∥٢−p
p

∑
k

|xk|p−١sgn(xk)yk; x = (xk), y = (yk) ∈ lp. (١٨.٣)

کنید. مراجعه [۵۴] و [٣١] منابع و اول فصل به داخلی نیم�ضرب فضاهای مورد در بیشتر اطلاعات برای

این ویژگی�های و می�پردازیم نرم�دار خطی فضای هر در زاویه −g تعریف به g تابعک کمک به حال
بیان را x رأس با g−زاویه مفهوم x, y, z رئوس با مثلث هر در ابتدا می�دهیم. قرار بررسی مورد را زاویه

می�آوریم. بدست را دیگر خاص حالات مفهوم این کمک به سپس می�کنیم.

و x ̸= y و x, y, z ∈ X و باشد حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .١٣.٣ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت را xyz مثلث از x رأس با زاویه�ی −g این�صورت در ،x ̸= z

(ŷxz)g := arccos

[
g(x− y, x− z) + g(x− z, x− y)

٢∥x− y∥.∥x− z∥

]
.

چون است. خوش�تعریف فوق تعریف ١۵.٣ ویژگی طبق

|g(x− y, x− z)| ≤ ∥x− y∥.∥x− z∥, |g(x− z, x− y)| ≤ ∥x− z∥.∥x− y∥,

که می�گیریم نتیجه فوق رابطه�ی دو −g(x∣∣از y, x− z) + g(x− z, x− y)
∣∣ ≤ ٢∥x− z∥.∥x− y∥.

Ag(y, z) نماد با را y, z ∈ X ناصفر بردار دو بین g−زاویه این�صورت در x = ٠ اگر خاص حالت در
می�شود، تعریف زیر به�صورت و می�شود داده نمایش

Ag(y, z) := arccos

[
g(y, z) + g(z, y)

٢∥z∥.∥y∥

]
, (١٩.٣)

می�آید، بدست زیر به�صورت Ag(y, z) آنگاه ،g(y, z) = g(z, y) اگر ١٩.٣ رابطه�ی در

Ag(y, z) := arccos

[
g(y, z)

∥z∥.∥y∥

]
. (٢٠.٣)
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کرد، تعریف زیر به�صورت می�توان را تعامدهایی g−زاویه کمک به .١۴.٣ نکته

بر را x این�صورت در باشند، X حقیقی نرم�دار خطی فضای در ناصفر عضو دو y و x کنید فرض (١)
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت و می�دهیم نمایش x ⊥g y نماد با و گوییم متعامد −g ،y

x ⊥g y ⇔ Ag(x, y) =
π

٢ ⇔ g(x, y) + g(y, x) = ٠,

آنگاه ،g(x, y) = g(y, x) اگر خاص حالت در (٢)

x ⊥g y ⇔ g(x, y) = g(y, x) = ٠.

x, y ∈ X ناصفر بردارهای برای که می�گیریم نتیجه�ی شده معرفی تعامد�های −g از که کنید توجه
و x ⊥g y یعنی شرط دو هر که می�دهیم نشان بعدی مثال در .x ⊥g y آنگاه y ⊥g x و x ⊥g y اگر

باشند. برقرار باید هم با y ⊥g x

. بگیرید نظر در را (l١, ∥.∥١) فضای .١۵.٣ مثال
از باشند، l١ فضای از عضو دو y = (٣,٠,٠−,١−,٢, · · · ) و x = (١,١,١,٠,٠, · · · ) دهید قرار

،١٨.٣ طبق بر طرفی

g(x, y) = ∥x∥١
∑
k

sgn(xk)yk = ∥x∥١
∑
k

xkyk
|xk|

; x = (xk), y = (yk) ∈ l١,

و y ̸⊥g x ولی x ⊥g y دیگر عبارت به g(y, x) ̸= ٠ ولی g(x, y) = ٠ که گرفت نتیجه می�توان لذا
.x ̸⊥g y که می�شویم متوجه ساده محاسبه�ی یک با هم�چنین

دو همان بین زاویه −g با بردار دو بین ویلسن زاویه�ی کلی حالت در می�دهیم نشان بعدی مثال در
نیستند. برابر هم با بردار

. بگیرید نظر در را (l١, ∥.∥١) فضای .١۶.٣ مثال
ویلسن زاویه�ی این�صورت در y = (−١,٠,٠,٠−,١, · · · ) و x = (٢,٠,٠,٠−,١, · · · ) کنید فرض

چون نیست. برابر y و x بین زاویه −g با y و x بردار دو بین

Ag(x, y) = arccos(
١
۵), AW (x, y) = π.

می�کند، صدق زیر شرایط در X حقیقی نرم�دار خطی فضای در ناصفر بردار دو بین زاویه�ی −g .۴.٣ لم

و راستا یک در اگر و Ag(x, y) = ٠ این�صورت در باشند، هم�جهت و راستا یک در y و x اگر (a)
،Ag(x, y) = π این�صورت در باشند مخالف جهت�های دارای
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،α, β ∈ R و x, y ∈ X هر برای (b)

Ag(αx, βy) =

Ag(x, y); αβ > ٠,

π − Ag(x, y); αβ < ٠.

Ag(x, yn) → این�صورت، در yn → y و Xباشد نرم��������������دار خطی فضای در همگرا دنباله�ای {yn} اگر (c)
.Ag(x, y)

ناصفر بردار دو بین زاویه −g پس نیست، جابجایی خاصیت دارای g تابعک کلی حالت در .١٧.٣ نکته
.Ag(x, y) ̸= Ag(y, x) یعنی نیست، متقارن کلی حالت در نیز x, y ∈ X

این�صورت در بگیرید، نظر در را (l١, ∥.∥١) نرم�دار خطی فضای .١٨.٣ مثال

g(x, y) = ∥x∥١
∑
k

sgn(xk) yk = ∥x∥١
∑
k

xkyk
|xk|

,

،g(y, x) = ٢ و g(x, y) = ٠ پس ،y = (١,١,٠,٠, · · · ) و x = (−١,٢,٠,٠, · · · ) دهید قرار
داریم: نتیجه در .g(x, y) ̸= g(y, x) یعنی

Ag(x, y) = arccos
g(x, y)

∥x∥١.∥y∥١
= arccos(

٠
۶) =

π

٢ ,

Ag(y, x) = arccos
g(y, x)

∥x∥١.∥y∥١
= arccos(

١
٣).

.Ag(x, y) ̸= Ag(y, x) پس

داشته x, y ∈ S(X) هر برای و باشد، محدب اکیداً نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٧.٣ قضیه
.x = y که گرفت نتیجه می�توان آنگاه x ⊥g (x− y) باشیم

در x ⊥g (x − y) به�طوری�که باشد، محدب اکیداً نرم�دار خطی فضای یک X کنید فرض برهان.
این�صورت

g(x, x− y) = ٠ ⇒ g(x, x)− g(x, y) = ٠ ⇒ g(x, y) = ١,

g(x, x+ y) = g(x, x) + g(x, y) = ٢,

فضای یک X چون طرفی از ∥x + y∥ = ٢ بنابراین |g(x, x + y)| ≤ ∥x∥.∥x + y∥ چون طرفی از
.x = y که می�گیریم نتیجه لذا است محدب اکیداً نرم�دار

و x ̸= y و x, y, z ∈ X به�طوری�که باشد محدب اکیداً نرم�دار فضای یک (X, ∥.∥) اگر .٨.٣ قضیه
است، زیر ویژگی�های دارای (ŷxz)g صورت این در .x ̸= z

،٠ ≤ (ŷxz)g ≤ π و (ŷxz)g = (ẑxy)g (١)
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یا ∥x− y∥+ ∥y − z∥ = ∥x− z∥ تساویهای از یکی اگر فقط و اگر (ŷxz)g = ٠ (٢)
باشد، برقرار ∥x− z∥+ ∥y − z∥ = ∥x− y∥

.∥x− y∥+ ∥x− z∥ = ∥y − z∥ اگر فقط و اگر (ŷxz)g = π (٣)

است. واضح (١) اثبات ١٣.٣ تعریف از استفاده با برهان.
نتیجه در ∥x− y∥+ ∥y − z∥ = ∥x− z∥ کنید فرض (٢) اثبات برای

∥(x− y) + (y − z)∥ = ∥x− y∥+ ∥y − z∥.

(y − z) = t(x − y) که است موجود t > ٠ لذا است محدب اکیداً نرم�دار فضای یک X طرفی از
،١٣.٣ و ١٢.٣ خواص طبق بنابراین

(ŷxz)g = arccos
(١+ t)∥x− y∥

∥x− z∥
= arccos(١) = ٠.

می�شود. ثابت ترتیب به�همین نیز ∥x− z∥+ ∥y − z∥ = ∥x− y∥ حالت در
: داریم آنگاه (ŷxz)g = ٠ کنیم فرض حال

g(x− y, x− z) + g(x− z, x− y) = ٢∥x− y∥.∥x− z∥,

که می�گیریم نتیجه ١۵.٣ رابطه�ی طبق بر

g(x− y, x− z) = g(x− z, x− y) = ∥x− y∥.∥x− z∥.

بنابراین g(u, v) = g(v, u) = ١ صورت، این در ،v =
x− z

∥x− z∥
و u =

x− y

∥x− y∥
دهید قرار حال

g(u, u− v) = ٠ , g(v, u− v) = ٠,

.v ⊥g (v − u) و u ⊥g (u− v) پس
آنگاه u ⊥g (u− v) اگر u, v ∈ S(X) هر برای محدب اکیداً فضای هر در ٧.٣ قضیه�ی طبق طرفی از

که گرفت نتیجه می�توان لذا .u = v

x− y

∥x− y∥
=

x− z

∥x− z∥
⇒ x− y =

∥x− y∥
∥x− z∥

(x− z)

⇒ ∥x− y∥+ ∥y − z∥ = ∥x− z∥.

نرم�دار فضای یک X چون ∥x−y∥+∥x− z∥ = ∥y− z∥فرض می�کنیم ثابت را (٣) خاصیت اکنون
بنابراین x− y = t(z − x) که است موجود t > ٠ لذا است، محدب اکیداً

(ŷzx)g = arccos
−t∥x− z∥
∥x− y∥

= arccos(−١) = π.

g(x − y, x − z) + g(x − z, x − y) = −٢∥x − y∥.∥x − z∥ آنگاه (ŷzx)g = π اگر بالعکس
نتیجه در g(x− y, x− z) = g(x− z, x− y) = −∥x− y∥.∥x− z∥ ،١۵.٣ طبق این�صورت در

است. برقرار نیز (٣) که داد نشان می�توان قبلی حالت همانند



٧٢ زاویه .٣

R١ = R(x, y)(x ̸= y) و باشد محدب اکیداً نرم�دار خطی فضای یک X کنید فرض .٩.٣ قضیه
و دارد وجود Ag(R١, R٢) زاویه�ی آنگاه باشند، X فضای در نیم�خط دو R٢ = R(x, z)(x ̸= z) و

.Ag(R١, R٢) = Ag(x− y, x− z) که گرفت نتیجه می�توان هم�چنین

محدب، اکیداً فضای هر در طرفی از .z ∈ R٢(x ̸= z) و y ∈ R١(x ̸= y) کنید فرض برهان.

R(x, y) = {λx+ (١− λ)y; λ ≥ ٠ },

S(x, y) = {λx+ (١− λ)y; ٠ ≤ λ ≤ ١ }.

آنگاه λ, t ∈ [٠,١] که z′
= tx+ (١− t)y و y′

= λx+ (١− λ)y دهید قرار

lim
y′ ,z′→x

g(x− y
′
, x− z

′
) + g(x− z

′
, x− y

′
)

٢∥x− y′∥.∥x− z′∥

= lim
t,λ→١

(١− λ)(١− t)
[
g(x− y, x− z) + g(x− z, x− y)

]
١)٢− λ)(١− t)∥x− y∥.∥x− z∥

= cos
(
Ag(x− y, x− z)

)
,

.Ag(R١, R٢) = Ag(x− y, x− z) نتیجه در

شده فرض ٩.٣ قضیه�ی در که تفاوت این با است، قضیه�ی٣.٣ همانند ٩.٣ قضیه�ی که کنید توجه
زاویه�ی و باناخ X فضای که است شده فرض ٣.٣ قضیه�ی در ولی است محدب اکیداً ،X فضای است

می�آید. بدست بعد نتیجه�ی ٣.٣ قضیه�ی و ٩.٣ قضیه�ی از است. موجود Aw(R١, R٢)

z و y بین x نقطه�ی و باشد محدب اکیداً نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۴.٣ نتیجه
این�صورت در

(
x = λy + (١− λ)z;λ ∈ (٠,١)

)
باشد،

Ag

(
R(x, y), R(x, z)

)
= π.

می�یابیم. دست داخلی ضرب فضاهای از مشخصه�سازی یک به g−زاویه کمک به بعد قضیه�ی در

که باشد حقیقی نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض مشخصه�سازی). قضیه�ی ) ١٠.٣ قضیه
معادلند، زیر گزاره�های x, y, z ∈ X هر برای این�صورت در .dim(X) > ١

است. القاشده ⟨., .⟩ داخلی ضرب توسط X روی نرم (a)

.g(x, y) = g(y, x) (b)

.g(x+ y, z) = g(x, z) + g(y, z) (c)

.∥x− y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ − ٢∥x∥.∥y∥ cos
(
Ag(x, y)

)
(d)



٧٣ نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی .۴.٣

.Aw(x, y) = Ag(x, y) (e)(
∀x ∈ X ⇒ ∥x∥٢ = ⟨x, x⟩

)
یعنی باشد ⟨., .⟩ داخلی ضرب توسط شده تولید نرم ∥.∥ اگر برهان.

،x, y ∈ X هر برای آنگاه

g(x, y) = ⟨x, y⟩.

(b) =⇒ (d) که می�دهیم نشان حال می�کند. ایجاب را (b), (c), (d), (e) گزاره�های (a) گزاره�ی بنابراین
می�کنیم، استفاده ١۴.٣ از (b) =⇒ (d) اثبات برای (d) =⇒ (a) و (e) =⇒ (d) و (c) =⇒ (d) و

g(x+ y, x) = g(x+ y, x+ y − y) = g(x+ y, x+ y)− g(x+ y, y)

⇒ g(x+ y, x) = ∥x+ y∥٢ − g(x+ y, y)

⇒ ∥x+ y∥٢ = g(x+ y, x) + g(x+ y, y),

،(b) گزاره�ی طبق بر حال

∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ + g(x, y) + g(y, x),

که گرفت نتیجه می�توان نتیجه در

∥x− y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ − ٢∥x∥∥y∥ cos
(
Ag(x, y)

)
.

.z = x+ y دهید قرار است کافی است واضح (c) =⇒ (d) اثبات
است. واضح (e) =⇒ (d) اثبات

،(d) طبق بر (d) =⇒ (a)

∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ + ٢∥x∥∥y∥ cos
(
Ag(x, y)

)
,

که گفت می�توان پس ∥x+ y∥٢ = ∥x∥٢+ ∥y∥٢ نتیجه در Ag(x, y) =
π

٢ آنگاه x ⊥g y صورتی�که در

∥x− y∥٢ + ∥x+ y∥٢ = ٢∥x∥٢ + ٢∥y∥٢.

است. داخلی ضرب فضای یک X لذا است برقرار متوازی�الاضلاع قاعده�ی یعنی

قانون اگر فقط و اگر است داخلی ضرب فضای یک X حقیقی نرم�دار خطی فضای .۵.٣ نتیجه
باشد. برقرار (d) کوسینوس�ها

دو ابتدا منظور این به هستیم. پیش�هیلبرت فضاهای مشخصه�سازی دنبال به g−زاویه کمک به حال
می�کنیم. بیان را می�شوند استفاده سازی مشخصه قضیه�ی در که زیر لم



٧۴ زاویه .٣

کنید فرض هم�چنین .dim(X) ≥ ٣ که باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۵.٣ لم
،u, v ∈ S(X) هر برای

τ+(u, v) ≥ ٠ =⇒ τ+(v, u) ≥ ٠, (٢١.٣)

است. داخلی ضرب فضای یک X آنگاه

کنید. مراجعه [٣٩] به اثبات برای برهان.

x ∈ X\{٠} هر برای اگر فقط و اگر است محدب اکیداً فضای یک ،X نرم�دار خطی فضای .۶.٣ لم
به�طوری�که باشد، موجود α ∈ R یکتای عدد ،y ∈ X و

∥αx+ y∥ = min
λ∈R

∥λx+ y∥.

کنید. مراجعه [٢٨] به اثبات برای برهان.

dim(X) ≥ که باشد نرم�دار خطی یکفضای (X, ∥.∥) فرضکنید مشخصه��سازی). قضیه�ی ) ١١.٣ قضیه
برای و باشد محدب اکیداً X فضای اگر فقط و اگر است پیش�هیلبرت فضای یک X این�صورت در ،٣

.v ⊥g u آنگاه u ⊥g v اگر ،u, v ∈ S(X) هر

فضای یک پیش�هیلبرت فضای هر آنجایی�که از باشد. پیش�هیلبرت فضای یک X کنید فرض برهان.
هم�چنین و است محدب اکیداً

g(x, y) = ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ = ٠.

باشیم داشته u, v ∈ S(X) هر برای و باشد محدب اکیداً فضای یک X کنید فرض اکنون

u ⊥g v ⇒ v ⊥g u. (٢٢.٣)

٢٢.٣ عبارت کنیم فرض خلف برهان به است. ٢٢.٣ با معادل ٢١.٣ دهیم نشان کافیست ۵.٣ لم طبق
و τ+(u, v) ≥ ٠ به�طوری�که که موجودند u, v ∈ S(X) این�صورت در نکند، ثابت را ٢١.٣ ادعای
دهید قرار .g(v, u) < ٠ داریم نتیجه در τ−(v, u) ≤ τ+(v, u) چون طرفی از .τ+(v, u) < ٠

.g
(
v,

u+ tv

∥u+ tv∥

)
= ٠ نتیجه در .g(v, u+ tv) = ٠ و u+ tv ̸= ٠ این�صورت در . t = −g(v, u)

،τ+ و g تابعک ویژگی�های کمک با حال .g(u+ tv, v) = ٠ که گفت می�توان ٢٢.٣ طبق بر بنابراین

g(u+ tv, v) = ٠ ⇔ g(u+ tv, tv) = ٠

⇔ g(u+ tv, u+ tv − u) = ٠

⇔ ∥u+ tv∥٢ − g(u+ tv, u) = ٠

⇒ ∥u+ tv∥٢ = g(u+ tv, u)

⇒ ∥u+ tv∥٢ = |g(u+ tv, u)| ≤ ∥u+ tv∥.∥u∥ ⇒ ∥u+ tv∥ ≤ ١,



٧۵ نرم�دار خطی فضاهای در تعمیم�یافته زوایای از برخی معرفی .۴.٣

لذا τ+(u, v) ≤
∥u+ tv∥ − ∥u∥

t
نتیجه در .∥u+ tv∥ − ∥u∥

t
< ٠ آنگاه ∥u+ tv∥ < ١ اگر حال

از آنگاه ∥u + tv∥ = ١ کنید فرض حال .τ+(u, v) ≥ ٠ چون است تناقض این که τ+(u, v) < ٠
.∥u∥ = ∥u+ tv∥ ≤ ∥u+(t+λ)v∥ که می�گیریم نتیجه λ ∈ R هر برای g(u+ tv, v) = ٠ تساوی

نتیجه در

min
λ∈R

∥u+ (t+ λ)v∥ = ∥u∥ = ∥u+ tv∥,

در t = −g(v, u) > ٠ با این و g(v, u) = ٠ یعنی .t = ٠ گرفت نتیجه می�توان ۶.٣ لم طبق بر حال
است. تناقض



٧۶



۴ فصل

زوایا و داخلی ضرب شبه فضاهای

مقدمه ١.۴

ضرب شبه فضاهای نام به نرم�دار خطی فضاهای از نوعی g تابعک کمک به می�خواهیم فصل این در
خواص از برخی و کرده معرفی را داخلی ضرب شبه فضاهای اول بخش در ابتدا کنیم. معرفی را ١ داخلی
ثابت g−زاویه کمک به بخش انتهای در هم�چنین می�کنیم. بیان نتایج و قضایا قالب در را فضا این
در را دنباله�ها ضعیف همگرایی مفهوم سپس است. محدب اکیداً داخلی، ضرب شبه فضای هر که می�کنیم
فضاهای در زاویه و تعامد بحث به دوم بخش در دهیم.� می قرار بررسی مورد داخلی ضرب شبه فضاهای
ثابت g−تعامد کمک به فصل این در می�پردازیم. میلیسیک پاوله ایده�ی براساس داخلی ضرب شبه
عمودند هم بر و برابر هم با متوازی�الاضلاع قطرهای طول داخلی، ضرب شبه فضای هر در که می�کنیم
یکتا به�طور تعامد −g که می�کنیم ثابت ادامه در باشد. g−مستطیل یک متوازی�الاضلاع اگر فقط و اگر
به�طوری�که است موجود a ∈ R یکتای عدد ،x, y ∈ X ناصفر عضو دو هر برای یعنی است حل�پذیر٢
y بردار تقریب بهترین (−ax) بردار که می�کنیم ثابت خاصی شرایط تحت هم�چنین .x ⊥ (ax+ y)(g)

اینکه برای کافی و لازم شرایط درباره�ی فصل انتهای در و است x توسط شده تولید زیرفضای به نسبت
[۴٠ ،۴٧ ،۴۴] منابع از فصل این در می�کنیم. بحث باشد داخلی ضرب داخلی، ضرب شبه فضای یک

باشد. شده مشخص روشنی به منبع که مواقعی در بجز است شده استفاده

داخلی ضرب شبه فضاهای ٢.۴

فضاهای خواص بررسی به سپس و می�شویم آشنا داخلی ضرب شبه فضاهای مفهوم با ابتدا بخش این در
داخلی ضرب شبه فضاهای در را دنباله�ها ضعیف همگرایی مفهوم هم�چنین می�پردازیم. داخلی ضرب شبه

است. شده استفاده [۴۴] منبع از بخش این در می�کنیم. معرفی

١quasi-inner product spaces٢uniquely solvable



٧٨ زوایا و داخلی ضرب شبه فضاهای .۴

تساوی هرگاه می�شود نامیده داخلی ضرب شبه فضای یک (X, ∥.∥) نرم�دار خطی فضای .١.۴ تعریف
باشد، برقرار x, y ∈ X هر برای زیر

∥x+ y∥۴ − ∥x− y∥۴ = ٨
(
∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)

)
. (١.۴)

شد گفته نیز قبلا که همان�طور تابعک این است، قبل فصل در شده معرفی تابعک همان g تابعک آن در که
.g(x, y) = ⟨x, y⟩ آنگاه باشد، داخلی ضرب یکفضای (X, ⟨., .⟩) اگر است. خطی دوم متغیر به نسبت

بنابراین

∥x+ y∥۴ − ∥x− y∥۴ = ٨
(
∥x∥٢ + ∥y∥٢

)
⟨x, y⟩,

نتیجه در

∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢
(
∥x∥٢ + ∥y∥٢

)
,

متوازی�الاضلاع قاعده�ی از تعمیمی ١.۴ رابطه�ی دیگر عبارت به است، متوازی�الاضلاع قاعده�ی همان این که
بررسی مورد را داخلی ضرب شبه فضای یک از نمونه�ای بعدی مثال در است. داخلی ضرب فضاهای در

می�دهیم. قرار

مراجعه [۴] به مطلب این اثبات برای است، زیر به�صورت g تابعک (lp, ∥.∥p) فضاهای در .٢.۴ مثال
کنید.

g(x, y) = ∥x∥٢−p
p

∑
k

|xk|p−١(sgn xk)yk; x = (xk) ∈ lp\{٠}, y = (yk) ∈ lp.

ولی نیست داخلی ضرب شبه فضای یک (l١, ∥.∥١) فضای که داد نشان می�توان به�راحتی این�صورت در
است. داخلی ضرب شبه فضای یک (l۴, ∥.∥۴) فضای

است، زیر صورت به g تابعک p = ١ برای

g(x, y) = ∥x∥١
∑
k

(sgnxk)yk; x = (xk) ∈ l{٠}\١, y = (yk) ∈ l١.

واضح این�صورت در ،y = (١,١,٠,٠−,١, · · · ) و x = (١,١,٢,٠,٠, · · · ) دهید قرار اگر حال
نیست. برقرار ١.۴ تساوی است

،p = ۴ برای

∥x∥٢g(x, y) =
∑
k

x٣kyk; x = (xk) ∈ l۴\{٠}, y = (yk) ∈ l۴,

∥y∥٢g(y, x) =
∑
k

y٣kxk; y = (yk) ∈ l۴\{٠}, x = (xk) ∈ l۴.



٧٩ داخلی ضرب شبه فضاهای .٢.۴

می�گیریم نتیجه بالا رابطه�ی دو از

∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x) =
∑
k

(x٣kyk + y٣kxk),

طرفی، از

∥x+ y∥۴ − ∥x+ y∥۴ =
∑
k

(xk + yk)
۴ − (xk − yk)

۴ = ٨(x٣kyk + xky
٣
k),

است. برقرار l۴ در ١.۴ تساوی نتیجه در

x٠ ∈ S(X) نقطه�ی در Xرا روی نرم این�صورت در باشد، باناخ Xیکفضای فرضکنید .٣.۴ تعریف
باشد، موجود y ∈ S(X) هر برای یکنواخت طور به زیر حد هرگاه می�گوییم فرشه٣ مشتق��پذیر

lim
λ→٠

∥x٠ + λy∥ − ∥x٠∥
λ

.

نرم دارای X می�گوییم آنگاه باشد، فرشه مشتق�پذیر x٠ ∈ S(X) نقطه�ی هر در X نرم اگر همچنین
است. فرشه مشتق�پذیر

مشتق�پذیر یکنواخت به�طور را X روی نرم آنگاه باشد، باناخ فضای یک X کنید فرض .۴.۴ تعریف
باشد، داشته وجود یکنواخت به�طور زیر حد x, y ∈ S(X) هر برای هرگاه می�گویند، فرشه۴

lim
λ→٠

∥x+ λy∥ − ∥x∥
λ

.

داده ϵ > ٠ هر برای زیر منطقی استلزام هرگاه ،limλ→٠
∥x+ λy∥ − ∥x∥

λ
= A اگر دیگر عبارت به

باشد، برقرار شده

∃ δ > ٠, ∀ x, y ∈ X, ∀λ, |λ| < δ =⇒
∣∣∣∣ ∥x+ λy∥ − ∥x∥

λ
− A

∣∣∣∣ < ϵ

می�کنیم بیان نتایج و قضایا قالب در را داخلی ضرب شبه فضاهای مهم ویژگی�های از برخی حال
.[۴٠ ،٢٨]

است. هموار فضای یک X آنگاه باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر .١.۴ قضیه

نوشت می�توان ١.۴ طبق بر .x, y ∈ X و t ∈ R کنید فرض برهان.

∥(x+ ty) + y∥۴ − ∥(x+ ty)− y∥۴ = ٨
(
∥x+ ty∥٢g(x+ ty, y) + ∥y∥٢g(y, x+ ty)

)
.

(٢.۴)

٣Frechet differentiale۴uniformly Frechet differentiable
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،٢.۴ طبق بر ،g(y, x+ ty) = g(y, x) + t∥y∥٢ طرفی از

∥x+ y∥۴ − ∥x− y∥۴ = ٨
(
∥x∥٢ lim

t→٠
g(x+ ty, y) + ∥y∥٢g(y, x)

)
, (٣.۴)

،٢.۴ رابطه�ی کمک با و ١.۴ از دوباره استفاده با

lim
t→٠

g(x+ ty, y) = g(x, y), (۴.۴)

نوشت می�توان t

٢y و x+
t

٢y بردارهای برای ١.۴ رابطه�ی به توجه با

∥x+ ty∥۴ − ∥x∥۴ = ٨
(

t

٢∥x+
t

٢y∥
٢g(x+

t

٢y, y) +
(
t

٢

)٣
∥y∥٢g(y, x+

t

٢y)
)
,

،t ̸= ٠ هر برای بنابراین

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

=
۴∥x+

t

٢y∥
٢g(x+

t

٢y, y) + t٢∥y∥٢g(y, x) + t٣

٢ ∥y∥۴

(∥x+ ty∥٢ + ∥x∥٢) (∥x+ ty∥+ ∥x∥)
,

،۴.۴ طبق بنابراین

τ±(x, y) =
g(x, y)

∥x∥
, x ̸= ٠,

.τ+(x, y) = τ−(x, y) یعنی این و

نگاشت یک x 7−→ g(x, .) نگاشت آنگاه باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر .١.۴ نتیجه
است. پشتیبان

نسبت g تابعک طرفی از .τ+(x, y) = τ−(x, y) نتیجه در است، هموار فضای یک X چون برهان.
هم�چنین و است خطی دوم متغیر به

g(x, .) ∈ Ix,
(
Ix =

{
f ∈ X∗|f(x) = ∥f∥.∥x∥, ∥f∥ = ∥x∥

})
,

است. زیر ویژگی�های دارای X∗\{٠} به X\{٠} از x 7−→ g(x, .) نگاشت بنابراین

(i) x ∈ S(X) ⇒ ∥g(x, .)∥ = ١ = g(x, x),

(ii) ∀λ ∈ R ⇒ g(λx, .) = λg(x, .).

است. پشتیبان نگاشت یک x 7−→ g(x, .) نگاشت نتیجه در و

برای هرگاه گوییم ۵ هموار یکنواخت به�طور فضای یک را (X, ∥.∥) نرم�دار خطی فضای .۵.۴ تعریف
باشیم داشته ∥y∥ < δ که y ∈ X هر و x ∈ S(X) هر برای به�طوری�که باشد موجود �δ > ٠ ،ϵ > ٠ هر

∥x+ y∥+ ∥x− y∥ < ٢+ ϵ∥y∥.
۵uniformly smooth



٨١ داخلی ضرب شبه فضاهای .٢.۴

،ϵ > ٠ هر برای هرگاه می�گوییم، محدب۶ یکنواخت به�طور را (X, ∥.∥) نرم�دار خطی فضای .۶.۴ تعریف

.
∥∥x+ y

٢
∥∥ ≤ ١− δ آنگاه ،∥x− y∥ ≥ ϵ و x, y ∈ S(X) اگر به�طوری�که باشد موجود δ > ٠

معادلند، زیر گزاره�های این�صورت در باشد، باناخ فضای یک X کنید فرض .٢.۴ قضیه

است؛ پیوسته یکنواخت به�طور که دارد وجود S(X∗) به S(X) از x 7−→ fx پشتیبان نگاشت (a)

است؛ فرشه مشتق�پذیر یکنواخت به�طور X روی نرم (b)

است؛ هموار یکنواخت به�طور X (c)

است؛ محدب یکنواخت به�طور X∗ (d)

است. S(X∗) به S(X) از پیوسته یکنواخت به�طور x 7−→ fx پشتیبان نگاشت هر (e)

کنید. مراجعه [٢٨] از ٣۶ صفحه�ی به اثبات برای برهان.

است. هموار یکنواخت به�طور X آنگاه باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر .٣.۴ قضیه

نگاشت اگر فقط و اگر است هموار یکنواخت طور به X نرم�دار فضای ٢.۴ قضیه�ی طبق بر برهان.
بنابراین باشد. S(X∗) به S(X) از پیوسته یکنواخت به�طور که باشد موجود x 7−→ fx چون پشتیبان
S(X) از پیوسته یکنواخت به�طور نگاشت یک x 7−→ g(x, .) پشتیبان نگاشت که کنیم ثابت کافیست

داخلی، ضرب شبه فضای تعریف طبق بر پس ،x, y, t ∈ S(X) کنید فرض است. S(X∗) به

g(x, t) + g(t, x) =
١
٨
(
∥x+ t∥۴ − ∥x− t∥۴

)
,

g(y, t) + g(t, y) =
١
٨
(
∥y + t∥۴ − ∥y − t∥۴

)
.

بنابراین

g(x, t)− g(y, t) =
١
٨
[ (

∥x+ t∥۴ − ∥y + t∥۴ + ∥y − t∥۴ − ∥x− t∥۴
) ]

− g(t, x− y),

(۵.۴)
پس

|g(x, t)− g(y, t)| ≤ ١
٨ [٣٢∥x− y∥+ ٣٢∥x− y∥] + ∥x− y∥ = ٩∥x− y∥,

.∥g(x, .)− g(y, .)∥ ≤ ٩∥x− y∥ نتیجه، در
است. S(X∗) به S(X) از پیوسته� یکنواخت طور به x 7−→ g(x, .) نگاشت یعنی این و

است. فرشه مشتق�پذیر X فضای نرم آنگاه باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر .٢.۴ نتیجه
۶uniformly convex
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است. واضح اثبات ٣.۴ و ٢.۴ قضیه�ی طبق بر برهان.

است. محدب یکنواخت به�طور X∗ آنگاه باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر .٣.۴ نتیجه

است. واضح اثبات ٣.۴ و ٢.۴ قضیه�ی طبق بر برهان.

بودن انعکاسی همانند داخلی ضرب شبه فضاهای ویژگی�های دیگر مورد در بیشتر اطلاعات برای
در چون است شده ثابت دوم فصل در ۴.۴ قضیه�ی کنید. مراجعه [۴٠] منبع به بودن هموار بسیار و

می�کنیم. یادآوری را آن دیگر بار می�شود استفاده ۶.۴ قضیه�ی

هر برای این�صورت در ،f ∈ X∗ و باشد نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۴.۴ قضیه
.|f(x)| = ∥f∥.∥x∥ اگر فقط و اگر x ⊥B y ،y ∈ ker(f)

موکول بعد فصل به را قضیه� این اثبات و می�شود استفاده ۶.۴ قضیه�ی اثبات در نیز بعد قضیه�ی
می�کنیم.

باشیم داشته ،x, y ∈ X\{٠} هر برای اگر فقط و اگر است هموار X نرم�دار خطی فضای .۵.۴ قضیه

x ⊥g y ⇔ x ⊥B y.

طور به هموار، یکنواخت طور به هموار، داخلی ضرب شبه فضای که کردیم ثابت قبلی قضایای در
شبه فضای هر که کنیم ثابت g−زاویه کمک به می�خواهیم بعدی قضایای در است. محدب یکنواخت

است. محدب اکیداً داخلی، ضرب

فضای یک X این�صورت در باشد، هموار نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۶.۴ قضیه
آنگاه cosAg(x, y) = ١ اگر ،x, y ∈ X ناصفر عضو دو هر برای اگر فقط و اگر است محدب اکیداً

.y = λx به�طوری�که باشد موجود λ > ٠

داریم: این�صورت در cosAg(x, y) = ١ چون باشد، محدب اکیداً و هموار X کنید فرض برهان.

g(x, y) + g(y, x)

٢∥x∥.∥y∥ = ١ ⇔ g(x, y) + g(y, x) = ٢∥x∥.∥y∥

⇔ g(x, y) = g(y, x) = ∥x∥.∥y∥.

g(x, y) = ∥x∥.∥y∥ این�که از بنابراین است. داخلی نیم�ضرب یک g(x, y) پس است، هموار X چون
هموار X کنید فرض برعکس .y = λx که است موجود λ > ٠ می�گیریم نتیجه ۶.١ قضیه�ی طبق بر
ناصفر عضو دو هر برای پس .y = λx که باشد موجود λ > ٠ آنگاه ،cosAg(x, y) = ١ اگر و

،x, y ∈ X

g(x, y) = ∥x∥.∥y∥, (۶.۴)



٨٣ داخلی ضرب شبه فضاهای .٢.۴

هر برای ۵.۴ قضیه�ی طبق بر این�صورت در ،y ⊥B g(x, .) که می�گیریم نتیجه ۴.۴ قضیه�ی طبق بر پس
بنابراین h ∈ g(x, .) و λ ∈ R آن در که y = λx+ h کنید فرض حال .g(y, h) = ٠ ،h ∈ g(x, .)

g(y, y) = ∥y∥٢ = λg(y, x) + g(y, h).

یعنی
∥y∥٢ = λg(y, x). (٧.۴)

،٧.۴ از بنابراین .∥y∥ = λ∥x∥ گرفت نتیجه می�توان ۶.۴ طبق بر .g(x, y) = λ∥x∥٢ هم�چنین
برای لذا .y = λx که است موجود λ > ٠ پس cosAg(x, y) = ١ بنابراین، .g(y, x) = ∥x∥.∥y∥

است �موجود λ > ٠ که گرفتیم نتیجه g(x, y) = ∥x∥.∥y∥ اینکه فرض از x, y ∈ X ناصفر عضو دو هر
است. محدب اکیداً فضای یک X که گرفت نتیجه می�توان ۶.١ قضیه�ی طبق پس .y = λx که

است. محدب اکیداً X این�صورت در باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X کنید فرض .۴.۴ نتیجه

،x, y ∈ X\{٠} هر برای ،X داخلی ضرب شبه فضای هر در برهان.

١۶−
∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥۴ ≥ ∥∥∥∥ x

∥x∥
+

y

∥y∥

∥∥∥∥۴ − ∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥۴ = ١۶ cosAg(x, y). (٨.۴)

داریم: آنگاه ،cosAg(x, y) = ١ ∥∥∥∥اگر x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥۴ ≤ ٠.

محدب اکیداً X که است واضح ۶.۴ قضیه�ی طبق است، هموار X آنجایی�که از .y =
∥y∥
∥x∥

x بنابراین
است.

داخلی ضرب شبه فضاهای در ضعیف همگرایی ١.٢.۴

کنیم. بیان داخلی ضرب شبه فضای در را دنباله�ها ضعیف٧ همگرایی مفهوم می�خواهیم بخش این در
این اما .∥xn − x٠∥ → ٠ آنگاه ∥xn∥ → ∥x٠∥ و xn → x٠ اگر داخلی ضرب فضای هر در می�دانیم
داخلی ضرب شبه فضای نرم�دار خطی فضاهای این از یکی نیست. درست نرمدار فضای هر در موضوع
می�شود. استفاده [۴۴] منبع از بخش این در می�کنیم. بررسی را موضوع این بعد قضیه�ی دو در است.

در ،x٠ ∈ X و باشند X فضای در دنباله�ای {xn} و هموار نرم�دار خطی فضای یک X اگر .٧.۴ قضیه
اگر، این�صورت

،(n → ∞) xn −→ x٠ (١)
٧weak convergence
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،(n → ∞) ∥xn∥ −→ ∥x٠∥ (٢)

.n → ∞ که، وقتی g(xn, x٠) −→ ∥x٢∥٠ آنگاه

هر برای (٢) طبق طرفی از .g(x, .) ∈ X∗ داریم x ∈ X هر برای و است هموار X چون برهان.
،ϵ > ٠

∃N١ ∈ N; ∀n ≥ N١ ⇒ |g(xn, xn)− ∥x٢∥٠| <
ϵ

٢ , (٩.۴)

،ϵ > ٠ هر و n ≥ N١ هر برای (١) طبق بر هم�چنین

∃N٢ ∈ N; ∀m ≥ N٢ ⇒ |g(xn, xm)− g(xn, x٠)| <
ϵ

٢ . (١٠.۴)

که، گرفت نتیجه می�توان ١٠.۴ طبق و m = n ≥ N٠ و N٠ = max{N١, N٢} برای پس

|g(xn, xn)− g(xn, x٠)| <
ϵ

٢ ,

،n ≥ N٠ هر برای لذا

|g(xn, x٠)− ∥x٢∥٠| − |g(xn, xn)− ∥x٢∥٠| ≤ |g(xn, xn)− g(xn, x٠)| <
ϵ

٢ .

،n ≥ N٠ هر برای ٩.۴ از استفاده با

|g(xn, x٠)− ∥x٢∥٠| < ϵ,

.limn→∞ g(xn, x٠) = ∥x٢∥٠ بنابراین

به�طوری�که، x٠ ∈ X و xn ∈ X(n ∈ N) و باشد داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر .٨.۴ قضیه

،(n → ∞) xn −→ x٠ (a)

،(n → ∞) ∥xn∥ −→ ∥x٠∥ (b)

.n → ∞ که، وقتی ∥xn − x٠∥ −→ ٠ آنگاه

،١.۴ طبق بر برهان.

∥xn + x٠∥۴ − ∥xn − x٠∥۴ = ٨
(
∥xn∥٢g(xn, x٠) + ∥x٢∥٠g(x٠, xn)

)
, (١١.۴)

که، می�گیریم نتیجه رابطه�ی این از استفاده با

٨
(
∥xn∥٢g(xn, x٠) + ∥x٢∥٠g(x٠, xn)

)
≤ (∥xn∥+ ∥x٠∥)۴ − ∥xn − x٠∥۴. (١٢.۴)



٨۵ داخلی ضرب شبه فضاهای در زاویه و تعامد .٣.۴

.g(x٠, xn) −→ ∥x٢∥٠ آنگاه n → ∞ وقتی می�گیریم نتیجه (a) از است، هموار فضای یک X چون
داریم n → ∞ وقتی که گرفت نتیجه می�توان ٧.۴ قضیه�ی طبق طرفی از

g(xn, x٠) −→ ∥x٢∥٠,

،(b) و ١٢.۴ رابطه�ی طبق بر بنابراین

١۶∥x٠∥۴ ≤ ١۶∥x٠∥۴ − lim
n→∞

∥xn − x٠∥۴,

.limn→∞ ∥xn − x٠∥۴ = ٠ پس،

داخلی ضرب شبه فضاهای در زاویه و تعامد ٣.۴

و زوایا g تابعک کمک به و شدیم آشنا نرم�دار خطی فضاهای در زاویه و تعامد مفهوم با قبل فصل در
داخلی ضرب شبه فضاهای در g تابعک کمک به می�خواهیم بخش این در کردیم. تعریف را تعامدهایی
و داخلی ضرب فضاهای بین شباهت قضیه�ای در سپس کنیم. معرفی را تعامد −g از دیگری نوع
سینگر تعامدهای و تعامد −g بین رابطه�ی بخش این در می�کنیم. بیان را داخلی ضرب شبه فضاهای
فضاهای در تعامد −g حل�پذیری مورد در هم�چنین می�کنیم. مشخص نیز را جیمز متساوی�الساقینی و
به�طوری�که است موجود a ∈ R یکتای عدد می�کنیم ثابت یعنی می�کنیم، بحث نیز داخلی ضرب شبه
بردار که می�دهیم نشان خاصی شرایط در سپس .∥x∥.∥y∥ ̸= ٠ که حالی در ،x ⊥ (ax + y)(g)

شرط بخش این انتهای در و است x توسط شده تولید فضای زیر به نسبت y بردار تقریب بهترین (−ax)

در می�کنیم. بیان را باشد داخلی ضرب فضای داخلی، ضرب شبه فضای یک این�که برای کافی و لازم
می�کنیم. استفاده [۴۴] منبع از بخش این

و x بردار این�صورت در ،x, y ∈ X و باشد داخلی ضرب شبه فضای یک X کنید فرض .٧.۴ تعریف
باشیم داشته اگر فقط و اگر می�دهیم نمایش x ⊥ y(g) نماد با و گوییم متعامد −g هم بر را y

∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x) = ٠. (١٣.۴)

g تابعک کمک به تعامد نوع سه (X, ∥.∥) نرم�دار خطی فضای هر در تاکنون کلی به�طور .٨.۴ نکته
هستند، زیر به�صورت�های که کردیم تعریف

x ⊥g y ⇔ g(x, y) + g(y, x) = ٠, (١۴.۴)

x ⊥g y ⇔ g(x, y) = g(y, x) = ٠, (١۵.۴)

x ⊥ y(g) ⇔ ∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x) = ٠. (١۶.۴)

به ١۶.۴ و ١۵.۴ و ١۴.۴ روابط باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) صورتی در کنید دقت
.⊥g⊂⊥g ∩ ⊥ (g) که، می�کنیم توجه بعلاوه می�یابند. کاهش ⟨x, y⟩ = ٠
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به داخلی ضرب فضاهای و داخلی ضرب شبه فضاهای بین شباهت بررسی دنبال به بعد قضیه در حال
باشند متوازی�الاضلاع رئوسیک (٠, x, y, x+y)نقاط فرضکنید منظور این به هستیم. کمکg−تعامد
لوزی یک متوازی�الاضلاع این آنگاه ∥x∥ = ∥y∥ اگر حال باشند. آن قطرهای طول ∥x−y∥ و ∥x+y∥ و
.⊥∈ {⊥g,⊥g,⊥ (g)} به�طوری�که است، یکمستطیل متوازی�الاضلاع این می�گوییم x ⊥ y اگر و است

برقرارند، زیر گزاره�های این�صورت در باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X کنید فرض .٩.۴ قضیه

یک متوازی�الاضلاع این اگر فقط و اگر مساویند (٠, x, y, x+ y) متوازی�الاضلاع قطرهای طول (١)
،x ⊥ y(g) یعنی باشد، مستطیل −g

،(x− y) ⊥ (x+ y)(g) یعنی هستند، متعامد −g هم بر (٠, x, y, x+ y) لوزی قطرهای (٢)

و مساوی آن قطرهای طول اگر فقط و اگر است g−مربع یک (٠, x, y, x+ y) متوازی�الاضلاع (٣)
باشند، عمود هم بر قطرها

،x, y ∈ X ناصفر عضو دو هر برای (۴)(
x+

∥x∥
∥y∥

y

)
⊥
(
x− ∥x∥

∥y∥
y

)
(g).

است. واضح ١.۴ رابطه�ی کمک به (١) اثبات برهان.
نتیجه در می�کنیم، استفاده x− y و x+ y از به�ترتیب y و x جای به ١.۴ رابطه�ی در (٢) اثبات برای

∥٢x∥۴ − ∥٢y∥۴ = ٨
(
∥x+ y∥٢g(x+ y, x− y) + ∥x− y∥٢g(x− y, x+ y)

)
,

.(x− y) ⊥ (x+ y)(g) آنگاه ∥x∥ = ∥y∥ اگر حال
،١.۴ رابطه�ی طبق بر .x ⊥ y(g) آنگاه باشد، مربع −g یک (٠, x, y, x+ y) اگر (٣) اثبات برای

∥x+ y∥ = ∥x− y∥.

که می�گیریم نتیجه ∥x∥ = ∥y∥ این�که از (٢) طبق بر بعلاوه

(x− y) ⊥ (x+ y)(g).

رابطه�ی از و x ⊥ y(g) می�گیریم نتیجه ∥x + y∥ = ∥x − y∥ این�که و ١.۴ طبق عکس، اثبات برای
.∥x∥ = ∥y∥ می�گیریم نتیجه (x− y) ⊥ (x+ y)(g) و ١.۴

استفاده x− ∥x∥
∥y∥

y و x+ ∥x∥
∥y∥

y از به�ترتیب y و x جای به ١.۴ رابطه�ی در است کافی (۴) اثبات برای
نتیجه در کرد،

٠ =

∥∥∥∥x+
∥x∥
∥y∥

y

∥∥∥∥٢ g(x+
∥x∥
∥y∥

y, x− ∥x∥
∥y∥

y

)
+

∥∥∥∥x− ∥x∥
∥y∥

y

∥∥∥∥٢ g(x− ∥x∥
∥y∥

y, x+
∥x∥
∥y∥

y

)
.
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هستند، درست همواره زیر روابط X چون داخلی ضرب شبه فضای هر در .٩.۴ نکته

x ⊥g y ⇔
∥∥∥∥ x

∥x∥
+

y

∥y∥

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ x

∥x∥
− y

∥y∥

∥∥∥∥ , (١٧.۴)

x ⊥ y(g) ⇔ ∥x+ y∥ = ∥x− y∥. (١٨.۴)

نشان ١٨.۴ رابطه�ی هم�چنین و است سینگر تعامد با معادل ⊥g تعامد که معناست بدان ١٧.۴ رابطه�ی
نوشت، می�توان یعنی است. معادل جیمز متساوی�الساقینی تعامد با ⊥ (g) تعامد که می�دهد

x ⊥g y ⇔ x ⊥S y, (١٩.۴)

x ⊥ y(g) ⇔ x ⊥J y. (٢٠.۴)

بیرخوف تعامد بین g تابعک کمک با که کرد ثابت را زیر قضیه�ی [۴٩] در میلیسیک ٢٠١١ سال در
می�کند. ایجاد ارتباط جیمز و سینگر و

برقرارند، زیر گزاره�های آنگاه ،x, y ∈ X\{٠} و باشد داخلی ضرب شبه Xیکفضای اگر .١٠.۴ قضیه

که وقتی x ⊥B z ⇔ x ⊥S y (a)

z = g

(
y,

x

∥x∥٢

)
x+ y ∈ span{x, y}.

که وقتی x ⊥B h ⇔ x ⊥J y (b)

h = ∥x∥٢y + g

(
∥y∥٢y, x

∥x∥٢

)
x ∈ span{x, y}.

(a) اثبات برهان.

g(x, y) + g(y, x) = g(x, y) + ∥x∥٢g
(
y,

x

∥x∥٢

)
= g(x, y) + g(x, x)g

(
y,

x

∥x∥٢

)
= g

(
x, y + g

(
y,

x

∥x∥٢

)
x

)
= g(x, z),

بنابراین ،z = g

(
y,

x

∥x∥٢

)
x+ y به�طوری�که

x ⊥g y ⇔ g(x, y) + g(y, x) = ٠ ⇔ g(x, z) = ٠,

داخلی، ضرب شبه فضای هر در طرفی از

x ⊥g y ⇔ x ⊥B z,
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که گرفت نتیجه می�توان بنابراین

x ⊥S y ⇔ x ⊥B z.

(b) اثبات

∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x) = ∥x∥٢g(x, y) + ∥x∥٢g
(
∥y∥٢y, x

∥x∥٢

)
= g(x, ∥x∥٢y) + g

(
∥y∥٢y, x

∥x∥٢

)
∥x∥٢

= g(x, h),

که، گفت می�توان نتیجه در .h = ∥x∥٢y + g

(
∥y∥٢y, x

∥x∥٢

)
x به�طوری�که

x ⊥ y(g) ⇔ g(x, h) = ٠,

می�گیریم، نتیجه لذا

x ⊥J y ⇔ x ⊥B h.

آنگاه ،x ⊥g y اگر .x, y ∈ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک X کنید فرض .١١.۴ قضیه

،min{ ∥x∥, ∥y∥ } ≤ ∥x+ y∥ (١)

،max{ ∥x∥, ∥y∥ } ≤ ٢∥x+ y∥ (٢)

.∥y∥ > ∥x+ y∥ ⇒ g(x, y) > ٠, ∥x+ ty∥ ≥ ∥x∥+ t

∥x∥
g(x, y) (t > ٠) (٣)

(١) اثبات برهان.

x ⊥g y ⇔ g(x, y) + ∥x∥٢ + ∥y∥٢ + g(y, x) = ∥x∥٢ + ∥y∥٢,

این�صورت در

g(x, x+ y) + g(y, x+ y) = ∥x∥٢ + ∥y∥٢, (٢١.۴)

که می�گیریم نتیجه ٢١.۴ رابطه�ی طبق نتیجه در

∥x∥٢ + ∥y∥٢ ≤ ∥x+ y∥(∥x∥+ ∥y∥), (٢٢.۴)
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،٢٢.۴ رابطه�ی طبق بر این�صورت در .∥x+ y∥ ≤ ∥x∥ و ∥x∥ ≤ ∥y∥ کنید فرض

∥x∥٢ + ∥y∥٢ < ∥x∥٢ + ∥x∥.∥y∥,

دارد. تناقض فرض با این که ،∥y∥ < ∥x∥ یعنی این و
،٢٢.۴ طبق بر بنابراین .∥x∥ ≤ ∥y∥ کنید فرض (٢) اثبات

∥y∥٢ ≤ ∥x∥٢ + ∥y∥٢ ≤ ∥x+ y∥(∥x∥+ ∥y∥) ≤ ٢∥y∥.∥x+ y∥,

.∥y∥ ≤ ٢∥x+ y∥ که، می�گیریم نتیجه پس
(۴) اثبات

∥y∥ > ∥x+ y∥ ⇒ ∥x+ y∥ − ∥y∥
١ < ٠, (٢٣.۴)

g(x, y) > ٠ نتیجه در g(x, y) + g(y, x) = ٠ چون و g(x, y) < ٠ ،١۶.٣ رابطه�ی طبق بر نتیجه در
،١۶.٣ رابطه�ی طبق بر بعلاوه و

g(x, y) ≤ ∥x∥∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

⇒ ∥x+ ty∥ ≥ ∥x∥+ t

∥x∥
g(x, y); t > ٠.

در ،x ⊥ y(g) اگر .x, y ∈ X و باشد داخلی ضرب شبه فضای یک X کنید فرض .١٢.۴ قضیه
.max{∥x∥, ∥y∥} ≤ ∥x± y∥ این�صورت

بگیرید. نظر در را f(t) = ∥x+ ty∥ تابع باشند. دلخواه ثابت عضو دو x, y ∈ X کنید فرض برهان.
رابطه�ی طبق بر .∥x + y∥ < ∥x∥ و x ⊥ y(g) که کنید فرض حال است. محدب R روی تابع این

است. تناقض در f بودن محدب با این و f(−١) = f(١) < f(٠) می�گیریم، نتیجه ١٨.۴

به�طور داخلی ضرب شبه فضاهای در شده تعریف تعامد −g که کنیم ثابت می�خواهیم بعد قضیه�ی در
x, y ∈ X ناصفر عضو دو هر برای به�طوری�که است موجود a ∈ R یکتای عدد یعنی است، حل�پذیر٨ یکتا
X داخلی ضرب شبه فضای هر در g−تعامد که می�دهد نشان قضیه این .x ⊥ (ax + y)(g) داریم

است. راست یکتای

عدد این�صورت در .x ̸= ٠, y ∈ X و باشد داخلی ضرب شبه فضای یک X کنید فرض .١٣.۴ قضیه
.x ⊥ (ax+ y)(g) به�طوری�که است موجود a ∈ R یکتای

٨uniquely solvable
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.a = ٠ آنگاه x ⊥ y(g) اگر برهان.
ضابطه�ی با را f : R −→ R تابع ثابت، x, y ∈ X\{٠} برای این�صورت در x ̸⊥ y(g) کنید فرض

بگیرید؛ نظر در زیر

f(t) = ∥tx+ y∥٢g(tx+ y, x) + ∥x∥٢g(x, tx+ y),

،١.۴ رابطه�ی طبق بر

f(t) =
١
٨(∥(t+ ١)x+ y∥۴ − ∥(t− ١)x+ y∥۴),

نوشت، می�توان طرفی از است. پیوسته R روی f تابع بنابراین

g
(
x+

y

t
, x
)
= g

(
x+

y

t
, x+

y

t
− y

t

)
=
∥∥∥x+

y

t

∥∥∥٢ − ١
t
g
(
x+

y

t
, y
)
, (t ̸= ٠).

،١۴.٣ و ١٣.٣ روابط از

f(t) = t٣
∥∥∥x+

y

t

∥∥∥۴ − t٢
∥∥∥x+

y

t

∥∥∥٢ g (x+
y

t
, y
)
+ t∥x∥۴ + ∥x∥٢g(x, y), (t ̸= ٠).

(٢۴.۴)

،[٣١] طبق بر است هموار X چون

lim
t→±∞

g
(
x+

y

t
, y
)
= g(x, y),

که گرفت نتیجه می�توان ٢۴.۴ طبق بنابراین

lim
t→±∞

f(t) = ±∞.

اگر یکتایی اثبات برای .x ⊥ (ax + y)(g) یا f(a) = ٠ به�طوری�که است موجود a ∈ R بنابراین
،١.۴ طبق بر .x ⊥ (a

′
x+ y)(g) به�طوری�که باشد موجود a′ ̸= a

∥(a+ ١)x+ y∥ = ∥(a− ١)x+ y∥,

∥ax+ y∥٢g(ax+ y, x) + ∥x∥٢g(x, ax+ y) = ٠. (٢۵.۴)

∥(a′
+ ١)x+ y∥ = ∥(a′ − ١)x+ y∥,

∥a′
x+ y∥٢g(a′

x+ y, x) + ∥x∥٢g(x, a′
x+ y) = ٠. (٢۶.۴)

بیافتد، اتفاق است ممکن زیر حالت دو از یکی a′ و a برای این�صورت در

[a
′ − ١, a′

+ ١] ⊂ [a− ١, a+ ١],
(
[a− ١, a+ ١] ⊂ [a

′ − ١, a′
+ ١]

)
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.(a+ ١)− (a− ١) = ٢ زیرا a = a
′ حالت این در

دهید؛ قرار نداشتیم، را حالات این اگر

α = min{a′ − ١, a− ١}, β = max{a′
+ ١, a+ ١}.

و است ثابت [α, β] بازه�ی روی f تابع که می�گیریم نتیجه f(t) = ∥y+ tx∥ تابع بودن محدب طبق پس
است، هموار X فضای چون طرفی از می�کند. اختیار را خود مینیمم t ∈ [α, β] هر برای f تابع بنابراین
برای بعلاوه .f ′

(t) = ٠ داریم t ∈ (α, β) هر برای و است موجود t ∈ R هر برای f ′
(t) این�صورت در

آنجاییکه از .g(tx+ y, x) = ٠ ،t ∈ (α, β) هر برای بنابراین و tx+ y ⊥B x داریم t ∈ (α, β) هر
،٢۶.۴ و ٢۵.۴ روابط طبق a, a

′ ∈ (α, β)

a = a
′
= −g(x, y)

∥x∥٢
.

بعلاوه باشد. x توسط شده تولید زیر�فضای به نسبت y بردار تقریب بهترین P[x](y) کنید فرض حال
در می�گوییم. ⊥ تعامد به نسبت x بردار روی بر y بردار تصویر را (−ax) آنگاه x ⊥ (ax + y) اگر

می�کنیم. پیدا را P[x](y) و تصویر این بین رابطه�ی بعد قضیه�ی

.⊥∈ {⊥g,⊥g,⊥ (g) } به�طوری�که x ⊥ (ax + y) و باشد هموار فضای یک X اگر .١۴.۴ قضیه
اگر فقط و اگر (−ax) ∈ P[x](y) آنگاه

a = −g(x, y)

∥x∥٢
. (٢٧.۴)

نتیجه λ ∈ R هر ازای به این�صورت در .−ax ∈ P[x](y) و x ⊥ (ax + y)(g) کنید فرض برهان.
،t ∈ R هر برای بنابراین .∥y + ax∥ ≤ ∥y − λx∥ که می�گیریم

∥y + ax∥ ≤ ∥y + ax+ tx∥.

بنابراین ،x ⊥ (ax+ y)(g) چون حال .g(ax+ y, x) = ٠ پس ،(y + ax) ⊥B x یعنی این و

∥ax+ y∥٢g(ax+ y, x) + ∥x∥٢g(x, ax+ y) = ٠,

نتیجه در
∥x∥٢g(x, ax+ y) = ٠ ⇒ ∥x∥٢g(x, ax) + ∥x∥٢ = ٠,

پس

a = −g(x, y)

∥x∥٢
.
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پس باشیم، داشته را ٢٧.۴ رابطه�ی و x ⊥ (ax+ y)(g) کنید فرض حال

g(ax+ y, x) = ٠ ⇔ (ax+ y) ⊥B x ⇔ ∥ax+ y∥ ≤ ∥ax+ y + tx∥

⇔ ∥y − (−ax)∥ ≤ ∥y − λx∥, λ ∈ R.

است. طریق بهمین نیز حالات بقیه�ی اثبات .(−ax) ∈ P[x](y) می�گیریم نتیجه لذا

داخلی ضرب شبه فضای یک وقت چه که هستیم سوال این به پاسخ دنبال به بخش این انتهای در
است. داخلی ضرب فضای یک

برقرار X روی زیر شرط اگر است داخلی ضرب فضای یک X داخلی ضرب شبه فضای .١۵.۴ قضیه
باشد،

∥x+ y∥ = ∥x− y∥ ⇔ g(x, y) = ٠. (٢٨.۴)

،x, y ∈ X هر برای این�صورت در باشد، ⟨., .⟩ داخلی ضرب با داخلی ضرب فضای یک X اگر برهان.

g(x, y) = g(y, x) = ⟨x, y⟩,

برقرارند. ٢٨.۴ و ١.۴ روابط بنابراین
،t ∈ R و x, y ∈ X هر برای ٢٨.۴ رابطه�ی از باشند. برقرار ٢٨.۴ و ١.۴ روابط کنید فرض حال

∥x+ ty∥۴ − ∥x− ty∥۴ = ٨t
(
∥x∥٢g(x, y) + t٢∥y∥٢g(x, y)

)
. (٢٩.۴)

بنابراین و g(x, y) = ٠ می�گیریم، نتیجه ٢٩.۴ و ٢٨.۴ از پس .∥x+ y∥ = ∥x− y∥ کنید فرض حال
.∥x+ty∥ = ∥x−ty∥ داریم t ∈ R هر برای ٢٩.۴ رابطه�ی طبق بر بنابراین .g(x, y) = g(y, x) = ٠

،t ∈ R و x, y ∈ X هر برای آن در بطوریکه است داخلی ضرب شبه فضای یک X یعنی

∥x+ y∥ = ∥x− y∥ ⇒ ∥x+ ty∥ = ∥x− ty∥,

باشد. داخلی ضرب فضای یک X فضای ،۶.١ تذکر طبق بر پس

به�طور و هموار باناخ فضاهای در تعامد −g و تقریب بهترین ۴.۴
محدب یکنواخت

هر در تقریب بهترین و g−تعامد بین رابطه�ی می�خواهیم بخش این در g−تعامد از کاربردی عنوان به
بردار دهیم نشان اولا می�خواهیم دیگر عبارت به بیابیم. را محدب یکنواخت به�طور و هموار باناخ فضای
.g(y−ax, x) = ٠ اگر فقط و اگر است xتوسط شده تولید فضای زیر به نسبت y بردار تقریب بهترین ax



٩٣ محدب یکنواخت به�طور و هموار باناخ فضاهای در تعامد −G و تقریب بهترین .۴.۴

بخش انتهای در و بیابیم را a مقادیر و کنیم حل را معادله این می�خواهیم خاصی باناخ فضاهای در ثانیاً
[۴٨] منبع از بخش این در می�آوریم. بدست PM(y) یعنی M زیرفضای به نسبت را y تقریب بهترین

می�کنیم. استفاده

بهترین همه�ی مجموعه�ی ،K ⊂ X و باشد نرم�دار خطی فضای یک X کنید فرض .١٠.۴ تعریف
می�شود، تعریف زیر به�صورت و می�دهیم نمایش PK(x) نماد با را K به x ∈ X از تقریب�های

PK(x) := { y ∈ K; ∥x− y∥ = d(x,K) }.

هستند، درست زیر ادعاهای این�صورت در x, y ∈ X و باشد هموار فضای یک X اگر .١.۴ لم

،α, α′ ∈ R\{٠} هر برای (i)

g(αx+ βy, α
′
x+ β

′
y) = ٠ ⇔ ∥αx+ βy∥٢ = α

′
β − αβ

′

α′ g(αx+ βy, y),

،β, β ′ ∈ R\{٠} هر برای (ii)

g(αx+ βy, α
′
x+ β

′
y) = ٠ ⇔ ∥αx+ βy∥٢ = αβ

′ − βα
′

β ′ g(αx+ βy, x).

پس می�کنیم، ثابت g تابعک ویژگی�های طبق بر برهان.

g(αx+ βy, α
′
x+ β

′
y) = ٠ ⇔ α

′

α
g(αx+ βy, αx+

αβ
′

α′ y) = ٠

⇔ g(αx+ βy, αx+
αβ

′

α′ y + βy − βy) = ٠

⇔ g(αx+ βy, αx+ βy +
αβ

′

α′ y − βy) = ٠

⇔ g(αx+ βy, αx+ βy) + g(αx+ βy,−(β − αβ
′

α′ )y) = ٠

⇔ ∥αx+ βy∥٢ −
(
α

′
β − αβ

′

α′

)
g(αx+ βy, y) = ٠

⇔ ∥αx+ βy∥٢ =
(
α

′
β − αβ

′

α′

)
g(αx+ βy, y).

x, y ∈ X\{٠} و باشد محدب یکنواخت به�طور و هموار نرم�دار فضای Xیک کنید فرض .١۶.۴ قضیه
به�طوری�که، است موجود a ∈ R یکتای عدد این�صورت در باشند، ثابت خطی مستقل بردار دو

P[x]y = ax ⇔ g(y − ax, x) = ٠,

⇔ ∥y − ax∥٢ = g(y − ax, y), sgn a = sgn g(y, x).



٩۴ زوایا و داخلی ضرب شبه فضاهای .۴

برای لذا است، محدب یکنواخت به�طور و هموار فضای یک X چون .P[x]y = ax کنید فرض برهان.
در را خودش یکتای مینیمم و است پیوسته f(t) = ∥y − tx∥ مقدار حقیقی تابع ،x, y ∈ X\{٠} هر

،g تابعک تعریف طبق بر طرفی از می�کند. اختیار t = a نقطه�ی

f
′
(t) = lim

h→٠

f(t+ h)− f(t)

h
= lim

h→٠

∥y − (t+ h)x∥ − ∥y − tx∥
h

= lim
h→٠

∥y − tx− hx∥ − ∥y − tx∥
h

= −g(y − tx, x)

∥y − tx∥
.

g(y − ax, x) = ٠ پس f ′
(a) = ٠ نتیجه در است. پذیر مشتق f و mint∈R

[
f(t)

]
= f(a) چون

،١.۴ لم طبق حال

g(y − ax, x) = ٠ ⇔ ∥y − ax∥٢ = g(y − ax, y).

.g(y−ax, λx) = ٠ ،λ ∈ R هر برای این�صورت در g(y−ax, x) = ٠ که باشد a ∈ R اگر برعکس،
،λ ∈ R هر و g تابعک ویژگی�های طبق بر و

g(y − ax, λx) = ٠ ⇒ ∥y − ax∥٢ + g(y − ax, λx) = ∥y − ax∥٢

⇒ g(y − ax, y − ax+ λx) = ∥y − ax∥٢

⇒ ∥y − ax∥٢ = g(y − ax, y − ax+ λx) ≤ ∥y − ax∥.∥y − ax+ λx∥

⇒ ∥y − ax∥ ≤ ∥y − (a− λ)x∥.

.mint∈R
[
f(t)

]
= f(a) پس

خاص حالت�های در g(y − ax, x) = ٠ معادله�ی حل�پذیری مورد در می�خواهیم زیر مثال�های در
کنیم. بحث

به توجه با بگیرید. نظر در را است یکنواخت طور به و هموار که را X = l۴ باناخ فضای .١١.۴ مثال
داریم: فضا این در g تابعک تعریف

g(x, y) = ∥x∥−٢
∑
i

x٣i yi; x = (x١, x٢, · · · ), y = (y١, y٢, · · · ) ∈ l۴\{٠}.

،١۶.۴ قضیه�ی طبق بر بنابراین

g(y − ax, x) = ٠ ⇔ ∥y − ax∥−٢
∑
i

(yi − axi)
٣xi = ٠

⇔
∑
i

(yi − axi)
٣xi = ٠

⇔
∑
i

y٣i xi − ٣a
∑
i

y٢i x
٢
i + ٣a٢

∑
i

yix
٣
i − a٣

∑
i

x۴i = ٠.

یکنواخت به�طور X فضای و است a برحسب سوم درجه�ی معادله�ی یک فوق معادله�ی آنجایی�که از
است. a برای یکتا جواب دارای معادله این لذا است محدب



٩۵ محدب یکنواخت به�طور و هموار باناخ فضاهای در تعامد −G و تقریب بهترین .۴.۴

داریم: لذا و g(x, y) = ⟨x, y⟩ آنگاه باشد، داخلی ضرب فضای یک X اگر .١٢.۴ نکته

g(y − ax, x) = ٠ ⇒ ⟨y − ax, x⟩ = ٠ ⇒ ⟨y, x⟩ − a⟨x, x⟩ = ٠

⇒ ⟨x, y⟩ − a∥x∥٢ = ٠ ⇒ a =
⟨x, y⟩
∥x∥٢

⇒ P[x](y) =
⟨x, y⟩
∥x∥٢

x.

مستقل x, y ∈ X\{٠} و باشد محدب یکنواخت به�طور و هموار فضای Xیک کنید فرض .۵.۴ نتیجه
بهترین یکتا ax + (١ − a)y بردار این�صورت در .p = { tx + (١ − t)y; t ∈ R } و باشند خطی

.g
(
z − y − a(x− y) , x− y

)
= ٠ اگر فقط و اگر است p بردارهای به نسبت z بردار تقریب

قضیه�ی از و f(t) = ∥z− (tx+ (١− t)y)∥ = ∥z− y− t(x− y)∥ دهید قرار است کافی برهان.
کنید. استفاده ١۶.۴

فضای یک X اینصورت در باشند، خطی مستقل x, y ∈ S(X) و هموار فضای یک X اگر .۶.۴ نتیجه
.g(x+ y, x− y) = ٠ اگر فقط و اگر است داخلی ضرب

در ابرصفحه یک H که H = { t ∈ X; g
(
z − y − a(x − y) , t

)
= ٠ } کنید فرض .١٣.۴ نکته

این�صورت در .x− y ∈ H و X

d(z,H) =
g
(
z − y − a(x− y) , z − y

)
∥z − y − a(x− y)∥

,

که معناست بدان این و

d(z, p) = d(z,H) = ∥z − y − a(x− y)∥.

.P[p](z) = PH(z) لذا و

گزاره�های آنگاه باشند، خطی مستقل x, y ∈ X\{٠} و باشد هموار فضای یک X اگر .١٧.۴ قضیه
برقرارند، زیر

،sgn(a) = sgn(g(x, y)) (i)

،a ≥ g(x, y)− ∥x∥∥y∥
∥x∥٢

(ii)

باشد، داخلی ضرب فضای یک X اگر فقط و اگر a =
g(x, y)

∥x∥٢
(iii)

.
∣∣∣∣a− g(x, y)

∥x∥٢

∣∣∣∣ ≤ ∥y∥
∥x∥

(iv)



٩۶ زوایا و داخلی ضرب شبه فضاهای .۴

آنگاه g(y, x) ̸= ٠ اگر .g(y, x) = ٠ اگر فقط و اگر a = ٠ داریم ١۶.۴ قضیه�ی طبق بر (i) برهان.

g(y, y − ax) = g(y, y)− ag(y, x) = ∥y∥٢ − ag(y, x)

≤ ∥y∥.∥y − ax∥ ≤ ∥y∥٢ ⇒ ag(y, x) > ٠.

(ii)

g(x, y − ax) = g(x, y)− a∥x∥٢ ≤ ∥x∥.∥y − ax∥ ≤ ∥x∥.∥y∥

⇒ a∥x∥٢ ≥ g(x, y)− ∥x∥.∥y∥.

عکس بر .a =
⟨x, y⟩
∥x∥٢

لذا a =
g(x, y)

∥x∥٢
این�صورت در باشد داخلی ضرب فضای یک X اگر (iii)

،x, y ∈ X\{٠} هر برای کنید فرض

P[x](y) = a(x, y) =
g(x, y)

∥x∥٢
,

این�صورت در

a(x, αy) =
g(x, αy)

∥x∥٢
= αa(x, y) α ∈ R,

a(x, y١ + y٢) =
g(x, y١ + y٢)

∥x∥٢
=

g(x, y١)

∥x∥٢
+

g(x, y٢)

∥x∥٢
,

نتیجه در

P[x](αy) = αP[x](y) , α ∈ R,

P[x](y١ + y٢) = P[x](y١) + P[x](y٢) y١, y٢ ∈ X\{٠}. (٣٠.۴)

ضرب فضای یک X که گرفت نتیجه می�توان [١٢] در ١٣.٢ ادعای و ٣٠.۴ طبق بر این�صورت در
است. داخلی

موجود λ ∈ R و h ∈ H آنگاه باشد، ابرصفحه یک H = { z ∈ X; g(y − ax, z) = ٠ } اگر (iv)
بنابراین .y − g(x, y)

∥x∥٢
x = λ(y − ax) + h که است

g

(
y − ax, y − g(x, y)

∥x∥٢
x

)
= λ∥y − ax∥٢,

داریم: نتیجه در

g(y − ax, y)− g(x, y)

∥x∥٢
g(y − ax, x) = λ∥y − ax∥٢,

آنگاه، λ = ١ اگر بنابراین .∥y − ax∥٢ = λ∥y − ax∥٢ پس

h =

(
a− g(x, y)

∥x∥٢

)
x, y − g(x, y)

∥x∥٢
x = y − ax+ h.



٩٧ محدب یکنواخت به�طور و هموار باناخ فضاهای در تعامد −G و تقریب بهترین .۴.۴

پس .g(h, y − ax)− ∥h∥٢ = ٠ لذا g
(
x, y − g(x, y)

∥x∥٢
x

)
= ٠ چون

∣∣∣∣a− g(x, y)

∥x∥٢

∣∣∣∣٢ ∥x∥٢ ≤ ∣∣∣∣a− g(x, y)

∥x∥٢

∣∣∣∣ ∥x∥∥y − ax∥ ≤
∣∣∣∣a− g(x, y)

∥x∥٢

∣∣∣∣ ∥x∥∥y∥.
است. درست (iv) لذا

.P[z](y) = ١ آنگاه باشد، z = y − g(x, y)

∥x∥٢
x و هموار X اگر .٧.۴ نتیجه

دهید قرار g(x, y) ̸= ٠ کنید فرض .P[z](y) = ١ نتیجه در z = y آنگاه g(x, y) = ٠ اگر برهان.

.P[z](y) = ١ ،١۶.۴ قضیه�ی طبق بنابراین ،g
(
x, y − g(x, y)

∥x∥٢

)
= ٠ چون .x =

y − z

g(x, y)

و باشد هموار و محدب یکنواخت به�طور باناخ فضای یک X اگر .١٨.۴ قضیه
آنگاه ،M := span{e١, e٢, . . . , en} دهید قرار باشند، خطی مستقل e١, e٢, . . . , en ∈ S(X)

PM(y) =
n∑

k=١
akek ⇔ g

(
y −

n∑
k=١

akek, ei

)
= ٠, i = ١,٢, . . . , n

است. a = (a١, a٢, . . . , an) یکتای جواب دارای معادلات از سیستم این و

حقیقی تابع است محدب یکنواخت به�طور و هموار باناخ فضای یک X چون برهان.

f(t١, t٢, . . . , tn) = ∥y −
n∑

k=١
akek∥,

i = ١,٢, . . . , n هر برای و می�کند اختیار a = (a١, a٢, . . . , an) یکتای نقطه�ی در را خودش مینیمم

داریم: لذا است موجود ∂f

∂ti
(a١, a٢, . . . , an) جزئی مشتقات

∂f

∂ti
(a١, a٢, . . . , an) = ٠

∂f

∂ti
(t١, t٢, . . . , tn) = lim

hi→∞

∥y −
∑n

k=١ tkek − hiei∥ − ∥y −
∑n

k=١ tkek∥
hi

= −
g(y −

∑n
k=١ akek, ei)

∥y −
∑n

k=١ akek∥
,

پس

g

(
y −

n∑
k=١

akek, ei

)
= ٠,

است. یکتا جواب دارای معادلات از سیستم این و
،λi ∈ R هر برای این�صورت در .g

(
y −

∑n
k=١ akek, ei

)
= ٠ کنید فرض عکس بر

g

(
y −

n∑
k=١

akek, λiei

)
= ٠ ⇒ g

(
y −

n∑
k=١

akek,

n∑
i=١

λiei

)
= ٠,



٩٨ زوایا و داخلی ضرب شبه فضاهای .۴

،x ∈ M هر برای آنگاه ،x =
∑n

i=١ λiei ∈ M و x٠ =
∑n

k=١ akek ∈ M چون

g(y − x٠, x) = ٠ ⇒ PM(y) = x٠.



٩٩





۵ فصل

زاویه و بیرخوف تعامد

مقدمه ١.۵

خطی فضای هر در که کردیم ثابت آنجا در شدیم، آشنا بیرخوف تعامد مفهوم با مفصل به�طور دوم فصل در
موجود a حقیقی عدد ،x, y ∈ X هر برای یعنی یکتاست، چپ از بیرخوف تعامد محدب، اکیداً نرم�دار
آن نتیجه�ی در و زاویه −g مفهوم با چهارم و سوم فصل در هم�چنین .(ax+ y) ⊥B x به�طوری�که است
تعریفی بیرخوف تعامد چپ یکتایی خاصیت کمک به می�خواهیم فصل این در شدیم، آشنا تعامد −g با
ارائه محدب یکنواخت به�طور و هموار نرم�دار خطی فضای یک در ناصفر، بردار دو بین زاویه −B از
ارائه داخلی ضرب شبه فضاهای در ناصفر بردار دو بین زاویه −g از دیگری تعریف هم�چنین می�دهیم.
معرفی را ناصفر بردار دو بین جهت�دار B−زاویه�ی و جهت�دار زاویه −g فصل این در بعلاوه می�دهیم،
ادامه�ی در می�شود. استفاده نیز تقریب بهترین مفهوم از زوایا این تعریف برای مهم�تر همه از و می�کنیم،
مثلث یک در جهت بدون و جهت�دار زاویه�ی −g که می�کنیم ثابت زوایا این از کاربردی عنوان به بحث
که می�کنیم ثابت فصل این انتهای در و است π٣ با برابر داخلی ضرب شبه فضای هر در متساوی�الاضلاع،

مشترکی نقاط این�ها و است π۴ با برابر مربع −g هر در قطر یک و ضلع یک بین جهت بدون زاویه�ی −g

استفاده [۴٣ ،۴۵ ،٣١] منابع از فصل این در است. داخلی ضرب شبه فضای و داخلی ضرب فضای بین
باشد. شده مشخص منبع روشنی به که مواقعی در بجز می�شود

حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −g و زاویه −B ٢.۵

مشخص را تعامد −g و بیرخوف تعامد بین رابطه�ی که می�کنیم شروع قضیه�ای با را بخش این ابتدا
در می�کنیم. بیان تعامد −g کمک به را بیرخوف تعامد دیگر ویژگی�های از دیگر برخی سپس می�کند،
x توسط شده تولید فضای زیر به نسبت y بردار تقریب بهترین مجموعه�ی P[x]y از منظور زیر قضایای

می�کنیم. شروع دارد، کاربرد ١.۵ قضیه�ی اثبات در که لم چند و تعریف یک با را بخش ابتدا است.



١٠٢ زاویه و بیرخوف تعامد .۵

،x ∈ X\{٠} هر برای .١.۵ تعریف

Ix := { f ∈ X∗; f(x) = ∥f∥.∥x∥, ∥f∥ = ∥x∥ }.

.f(y) = g(x, y) به�طوری�که است موجود f ∈ Ix ،y ∈ X هر و x ∈ \{٠} هر برای .١.۵ لم

کنید. مراجعه [۴٣] به اثبات برای برهان.

داشته اگر فقط و اگر است هموار X باشد، X٢ روی داخلی نیم�ضرب یک [., .] کنید فرض .٢.۵ لم
باشیم

[y, x] = ٠ ⇔ x ⊥B y.

کنید. مراجعه [۴٣] به اثبات برای برهان.

،λ, µ ∈ R هر و x, y ∈ X هر برای (١) .٣.۵ لم

g(x, λx+ µy) = λ∥x∥٢ + µg(x, y).

یک [y, x] := g(y, x) تابعک آنگاه باشد، جمع�پذیر x ∈ X\{٠} هر برای g(x, .) تابعک اگر (٢)
است. X٢ روی داخلی نیم�ضرب

کنید. مراجعه [۴٣] به اثبات برای برهان.

باشیم داشته ،x, y ∈ X\{٠} هر برای اگر فقط و اگر است هموار X نرم�دار خطی فضای .١.۵ قضیه

x ⊥g y ⇔ x ⊥B y. (١.۵)

تک x ̸= ٠ هر برای Ix این�صورت در باشد، هموار نرم�دار خطی فضای یک X کنید فرض ابتدا برهان.
،y ∈ X هر برای به�طوری�که است موجود f ∈ Ix یکتای تابعک ١.۵ لم طبق بر هم�چنین است. عضوی
است. X٢ روی داخلی نیم�ضرب یکتا [y, x] := g(y, x) تابعک ٣.۵ لم طبق بر .g(x, y) = f(y)

است. برقرار ١.۵ می�گیریم نتیجه ٢.۵ لم از استفاده با حال
نتیجه ١.۵ کمک با و x ⊥B ker(f) آنگاه باشد، Ix از ثابت عضویی f و باشد برقرار ١.۵ کنید فرض
y ∈ ker(g(x, .)) اگر حال .ker(f) ⊂ ker(g(x, .)) که معناست بدان این .x ⊥g ker(f) که می�گیریم

آنگاه y ̸∈ ker(f) که باشد موجود

y = λx+ h; λ ∈ R, h ∈ ker(f),

،٣.۵ لم طبق بر نتیجه در

٠ = g(x, y) = g(x, λx+ h) = λ∥x∥٢ + g(x, h) = λ∥x∥٢,



١٠٣ حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −G و زاویه −B .٢.۵

بنابراین دارد. تناقض y ̸∈ ker(f) با این که .λ = ٠ و y = h ∈ ker(f) که می�گیریم نتیجه بنابراین
.g(x, x) = ∥x∥٢ = f(x) طرفی از .ker(g(x, .)) = ker(f) نتیجه در و ker(g(x, .)) ⊂ ker(f)

بنابراین است. داخلی نیم�ضرب یک [y, x] = g(y, x) طرفی از .g(x, .) = f که گفت می�توان پس

[y, x] = ٠ ⇔ x ⊥B y,

است. هموار X فضای ،٢.۵ لم طبق بر نتیجه در

x, y ∈ X\{٠} و باشد محدب یکنواخت به�طور و هموار نرم�دار فضای یک X کنید فرض .٢.۵ قضیه
هستند. درست زیر گزاره�های این�صورت در باشند، ثابت خطی مستقل بردار دو

،z = λy به�طوری�که است موجود λ ∈ R آنگاه ،z ⊥B x و y ⊥B x و z ∈ span{x, y} اگر (١)

.α = β آنگاه x ⊥B (y − βx) و x ⊥B (y − αx) اگر (٢)

پس است، هموار فضای یک X چون (١) برهان.

y ⊥B x , z ⊥B x ⇔ g(y, x) = ٠ , g(z, x) = ٠,

پس .x = αy + βz بنابراین z ∈ span{x, y} چون حال

g(y, αy + βz) = ٠ , g(z, αy + βz) = ٠,

می�کنیم پیدا دست زیر معادلات دستگاه به نتیجه در

α∥y∥٢ + βg(y, z) = ٠,

αg(z, y) + β∥z∥٢ = ٠.

اگر فقط و اگر است β و α هر برای نابدیهی جواب دارای دستگاه این

g(y, z)g(z, y) = ∥y∥٢∥z∥٢ ⇔ |g(y, z)|.|g(z, y)| = ∥y∥٢∥z∥٢, (٢.۵)

٢.۵ تساوی این�صورت در ،|g(y, z)| < ∥y∥.∥z∥ اگر چون .|g(y, z)| = ∥y∥.∥z∥ این�صورت در
.z = λy به�طوری�که است موجود λ ∈ R که می�گیریم نتیجه ۶.١ لم طبق پس نیست. درست

،(١) طبق بر (٢) اثبات برای

g(x, y − ax) = ٠ , g(x, y − βx) = ٠ ⇔ g(x, y)− α∥x∥٢ = ٠

.α = β نتیجه در و .g(x, y)− β∥x∥٢ = ٠ بنابراین

،g تابعک ١۵.٣ ویژگی طبق بر هستیم. X هموار نرم�دار فضای در زوایا از تعریف چند دنبال به حال

−١ ≤ ∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)
∥x∥.∥y∥(∥x∥٢ + ∥y∥٢)

≤ ١. (٣.۵)
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این�صورت در ،x, y ∈ X\{٠} و باشد هموار حقیقی نرم�دار فضای یک X کنید فرض .٢.۵ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت ٣.۵ رابطه�ی طبق بر را بردار دو این بین زاویه −g

∠g(x, y) := arccos

[
∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)
∥x∥.∥y∥(∥x∥٢ + ∥y∥٢)

]
. (۴.۵)

است، زیر ویژگی�های دارای زاویه این

(١) ∠g(x, y) = ∠g(y, x),

(٢) ∠g(λx, λy) = ∠g(x, y); λ ∈ R,

(٣) x ⊥ y(g) ⇔ cos∠g(x, y) = ٠ ⇔ ∠g(x, y) =
π

٢ .

هستند، درست زیر گزاره�های آنگاه باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر .٣.۵ قضیه

بردار�های توسط شده تولید زیرفضای در دایره�ای C اگر یعنی است، قائمه −g دایره قطر روی زاویه −g (a)

آنگاه، باشد ∥x− y∥
٢ آن شعاع و x+ y

٢ آن مرکز که باشد y و x

z ∈ C ⇒ (x− z) ⊥ (y − z)(g),

است. قائم�الزاویه −g مثلث وتر وسط با برابر قائم�الزاویه، −g مثلث حول محیطی دایره�ی مرکز (b)

محیطی دایره�ی :١.۵ شکل

می�کنیم. ثابت را بالا گزاره�های ١.۵ شکل به توجه با برهان.

می�توان پس .∥٢z− (x+ y)∥ = ∥x− y∥ یعنی ،∥z− x+ y

٢ ∥ =
∥x− y∥

٢ آنگاه z ∈ C اگر (a)
در طرفی از ،(x− z) ⊥J (y − z) یعنی این و ∥x− z + y − z∥ = ∥x− z − (y − z)∥ که نوشت

داخلی، ضرب شبه فضای هر

(x− z) ⊥J (y − z) ⇔ (x− z) ⊥ (y − z)(g).



١٠۵ حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −G و زاویه −B .٢.۵

x ⊥ y(g) اینکه فرض با ∥z − x+ y

٢ ∥ =
∥x− y∥

٢ صورت به که باشد دایره�ای C کنید فرض (b)
است. ٠ ∈ C نتیجه در ∥x− y∥ = ∥x+ y∥ لذا شود، تعریف

هموار فضای در را y و x ناصفر بردار دو بین جهت�دار زاویه�ی −B بیرخوف، تعامد کمک به حال
می�کنیم. ثابت را زیر لم ابتدا منظور به�این می�کنیم. معرفی X محدب یکنواخت به�طور و

دو x, y ∈ X\{٠} و باشد محدب یکنواخت به�طور و هموار فضای یک X کنید فرض .۴.۵ لم
به�طوری�که است موجود τ = τ(x, y) یکتای حقیقی عدد این�صورت در باشند. خطی مستقل بردار
آنگاه نباشد، بیرخوف متعامد x بر y و باشد داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر و .∥y∥ = ∥y− τx∥

.(y − px) ⊥ px(g) به�طوری�که، است موجود p یکتای حقیقی عدد

می�گیریم، نظر در زیر صورت به را f مقدار حقیقی تابع برهان.

f(t) = ∥y − tx∥; x, y ∈ X\{٠}, t ∈ R.

است موجود a = a(x, y) یکتای عدد لذا است، محدب یکنواخت بهطور و هموار فضای یک X چون
به�طوری�که

min
t∈R

f(t) = f(a) = ∥y − ax∥, g(y − ax, x) = ٠, sgn a = sgn g(y, x). (۵.۵)

یکتای عدد ،٢.۵ شکل طبق بر بنابراین است، محدب و پیوسته R روی f تابع طرفی از
به�طوری�که است موجود τ = τ(x, y) ∈ R

f(a) < ∥y∥ = ∥y − τx∥,

بنابراین ،∥y∥ = ∥y − ٢px∥ آنگاه p =
τ

٢ می�دهیم قرار باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر

∥(y − px) + px∥ = ∥(y − px)− px∥,

یعنی این و

(y − px) ⊥J px ⇔ (y − px) ⊥ px(g).

.∥px∥ ≤ ∥y∥ پس ،∥y∥ = ∥y − ٢px∥ چون طرفی از .P g
x (y) = px نوشت، می�توان حالت این در

،٢.۵ شکل و ۵.۵ طبق هم�چنین

٠ < a < τ ⇔ g(y, x) > ٠, τ < a < ٠ ⇔ g(y, x) < ٠. (۶.۵)

پس .∥τx∥ − ∥y∥ ≤ ∥y∥ می�گیریم نتیجه ∥y∥ = ∥y − τx∥ به توجه با بنابراین

∥τx∥
٢ ≤ ∥y∥. (٧.۵)
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نمودار :٢.۵ شکل

اگر .∥ax∥ ≤ ∥τx∥
٢ ≤ ∥y∥ داریم، ۵.۵ طبق بر آنگاه ،a <

τ

٢ اگر .g(y, x) > ٠ کنید فرض

و τ − a ≤ τ

٢ آنگاه ،a ≥ τ

٢

∥(τ − a)x∥ ≤ ∥τx∥
٢ ≤ ∥y∥.

بنابراین .min{|a|, |τ − a|} ≤ |τ |
٢ آنگاه ،g(y, x) < ٠ اگر البته .min{a, τ − a} ≤ τ

٢ بنابراین
می�گیریم: نتیجه

− ١ ≤ ∥kx∥
∥y∥

sgn g(y, x) ≤ ١, x, y ∈ X\{٠} ;

k = min{|a|, |τ − a|}, k = k(x, y). (٨.۵)

بین جهت�دار B−زاویه�ی می�خواهیم بگیرید، نظر در را بیرخوف تعامد خواص و ٨.۵ رابطه�ی حال
کنیم. تعریف را y و x بردار دو

عدد باشد، محدب یکنواخت به�طور و هموار نرم�دار فضای یک X کنید فرض .٣.۵ تعریف

cosB
−−−→
(x, y) :=

∥kx∥
∥y∥

sgn g(y, x);

k = min{|a|, |τ − a|}; x, y ∈ X\{٠}. (٩.۵)

می�گوییم. y و x بردار دو بین جهت�دار زاویه�ی کوسینوس −B را
عدد بعلاوه

∠B

−−−→
(x, y) := arccosB

−−−→
(x, y), (١٠.۵)

می�گوییم. y و x بردار دو بین جهت�دار زاویه�ی −B را



١٠٧ حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −G و زاویه −B .٢.۵

اگر .۴.۵ تعریف

cosB(x, y) :=

√
| cosB

−−−→
(x, y) cosB

−−−→
(y, x)| sgn g(x, y) sgn g(y, x), (١١.۵)

عدد آنگاه باشد،

∠B(x, y) := arccosB(x, y), (١٢.۵)

می�گوییم. y و x ناصفر بردار دو بین جهت بدون زاویه�ی −B را

به توجه با پس .g(x, y) = ⟨x, y⟩ آنگاه باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) اگر .۵.۵ نکته
: داریم ١۶.۴ قضیه�ی

g(y − ax, x) = ٠ ⇒ ⟨y − ax, x⟩ = ٠ ⇒ ⟨y, x⟩ − a⟨x, x⟩ = ٠

⇒ ⟨x, y⟩ − a∥x∥٢ = ٠ ⇒ a =
⟨x, y⟩
∥x∥٢

⇒ a =
g(x, y)

∥x∥٢
=

⟨x, y⟩
∥x∥٢

=
g(y, x)

∥x∥٢
,

.cosB
−−−→
(x, y) =

⟨x, y⟩
∥x∥.∥y∥

بنابراین .P[x](y) =
⟨x, y⟩
∥x∥٢

x, یعنی

،λ ∈ R هر برای آنگاه باشد، محدب اکیداً و هموار فضای یک X کنید فرض .۴.۵ قضیه

(١) cosB
−−−−→
(λx, y) = cosB

−−−→
(x, y) sgn λ,

(٢) cosB
−−−−→
(x, λy) = cosB

−−−→
(x, y) sgn λ.

و ∥y∥ = ∥y − τx∥ و k = min{|a|, |τ − a|} و P[x](y) = ax کنید فرض (١) برهان.
پس .P[λx](y) = bλx

bλ = a, min{|bλ|, |τ − bλ|} = min{|a|, |τ − a|} = k,

،٣.۵ تعریف طبق بر بنابراین

cosB
−−−−→
(λx, y) =

min{|bλ|, |τ − bλ|}∥x∥
∥y∥

sgn g(y, λx)

=
∥kx∥
∥y∥

sgn λg(y, x) = cosB
−−−→
(x, y)sgn λ.

دهید قرار (٢)
P[x](y) = ax, ∥y∥ = ∥y − τx∥, ∥λy∥ = ∥λy − τλx∥,

بنابراین ،∥λy∥ = ∥λy − λτx∥ چون طرفی از P[x](λy) = λax آنگاه

τλ = λτ, kλ = min{|λa|, |λτ − λa|} = |λ|k.
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پس

cosB
−−−−→
(x, λy) =

∥kλx∥
∥λy∥

sgn g(λy, x)

=
∥kx∥
∥y∥

sgn λg(y, x)

= cosB
−−−→
(x, y) sgn λ.

،x, y ∈ S(X) هر برای آنگاه باشد، نرم�دار خطی فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۵.۵ لم

١− ∥x− y∥ ≤ g(x, y) ≤ ∥x+ y∥ − ١, (١٣.۵)

١− ∥x− y∥ ≤ cosAg(x, y) ≤ ∥x+ y∥ − ١, (١۴.۵)

١− ∥x+ y

٢ ∥ ≤ ١− cosAg(x, y)

٢ ≤ ∥x− y∥
٢ . (١۵.۵)

،g تابعک ویژگی�های کمک با برهان.

g(x, x± y) = ١± g(x, y) ≤ ∥x± y∥.

است. واضح ١۵.۵ و ١۴.۵ ویژگی�های ١٣.۵ کمک با

در برابرند. مساوی، اضلاع به رو به رو زوایای متساوی�الساقین مثلث هر در می�دانید که همانطور
را موضوع این نیز هموار نرم�دار خطی فضاهای در جهت�دار B−زاویه�ی کمک به می�خواهیم بعد قضیه�ی

کنیم. ثابت

مستقل x, y ∈ X\{٠} و باشد هموار حقیقی نرم�دار فضای یک (X, ∥.∥) کنید فرض .۵.۵ قضیه
آنگاه، .∥y − x∥ = ∥y∥ و باشند خطی

∠B

−−−→
(x, y) = ∠B

−−−−−−−→
(−x, y − x).

،x, y ∈ X هر برای ۵.۵ لم طبق بر X هموار نرم�دار خطی فضای هر در برهان.

∥x∥(∥x∥ − ∥x− y∥) ≤ g(x, y) ≤ ∥x∥(∥x+ y∥ − ∥x∥), (١۶.۵)

.g(y − x,−x) > ٠ و g(y, x) > ٠ لذا ،∥y − x∥ = ∥y∥ چون
و g(y − ax, x) = ٠ و a, b > ٠ این�صورت در .P[x](y − x) = bx و P[x](y) = ax کنید فرض

g(y − x− bx, x) = ٠ ⇔ g(y − (١+ b)x, x) = ٠,



١٠٩ حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −G و زاویه −B .٢.۵

مثلث :٣.۵ شکل

.P[x](y − x) = (a− ١)x به�طوری�که ،١+ b = a که می�گیریم نتیجه ١۶.۴ قضیه�ی به توجه با حال
،٣.۵ تعریف به توجه با

cosB
−−−−−−−→
(−x, y − x) =

∥kx∥
∥y − x∥

sgn g(y − x,−x)

=
min{a,١− a}∥x∥

∥y∥
= cosB

−−−→
(x, y).

جدید زاویه�ی یک X داخلی ضرب شبه فضای هر در می�خواهیم ۴.۵ و ٣.۵ تعاریف کمک به حال
کنیم. معرفی را x, y ∈ X ناصفر بردار دو بین جهت�دار زاویه�ی −g نام به

طبق (بر p =
τ

٢ و x, y ∈ X\{٠} و باشد داخلی ضرب شبه فضای یک X کنید فرض .۶.۵ تعریف
آنگاه، (۴.۵ لم

cosg
−−−→
(x, y) :=

∥px∥
∥y∥

sgn
(
∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)

)
,

می�شود. نامیده y و x بردار دو بین جهت�دار زاویه�ی −g را ∠g

−−−→
(x, y) = arccosg

−−−→
(x, y) عدد و

،λ ̸= ٠ هر برای نتیجه در

y − px ⊥ px(g) ⇒ λy − λpx ⊥ λpx(g),

پس

P g
x (y) = px ⇒ P g

λx(λy) = px,

،λ ̸= ٠ هر برای بنابراین

cosg
−−−−−→
(λx, λy) = cosg

−−−→
(x, y)sgn λ. (١٧.۵)
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اگر .٧.۵ تعریف

cosg(x, y) :=

√
cosg

−−−→
(x, y) cosg

−−−→
(y, x) sgn

(
∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)

)
,

می�شود. نامیده y و x بین جهت بدون زاویه�ی −g را ∠g(x, y) = arccosg(x, y) عدد آنگاه

.cosg(x, y) = cosg(y, x) داخلی، ضرب شبه فضای هر در است واضح .٨.۵ نکته
آنگاه باشد، داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨., .⟩) اگر

(y − px) ⊥ px(g) ⇔ ∥y − px∥٢g(y − px, px) + ∥px∥٢g(px, y − px) = ٠

⇔ (∥y − px∥٢ + ∥px∥٢)⟨px, y − px⟩ = ٠

⇔ p =
⟨x, y⟩
∥x∥٢

⇒ ∥px∥ =
|⟨x, y⟩|
∥x∥

⇒ cosg
−−−→
(x, y) =

∥px∥
∥y∥٢

sgn((∥x∥٢ + ∥y∥٢)⟨x, y⟩) = ⟨x, y⟩
∥x∥.∥y∥

.

بدون و جهتدار g−زاویه�ی متساوی�الاضلاع مثلث هر در که کنیم ثابت می�خواهیم بعد قضیه�ی در
است. π٣ با برابر آن مقدار و منطبقند برهم جهت

مثلث یعنی ،∥x∥ = ∥y∥ = ∥x− y∥ و باشد داخلی ضرب شبه فضای یک X کنید فرض .۶.۵ قضیه
این�صورت در باشد. متساوی�الاضلاع (٠, x, y)

∠g

−−−→
(x, y) = ∠g(x, y) = ∠g(y, x) =

π

٣ .

که، می�گیریم نتیجه ١۶.۵ نامساوی و ∥x∥ = ∥y∥ = ∥y − x∥ تساوی از ابتدا برهان.

g(x, y) > ٠, g(y, x) > ٠.

پس

sgn
(
∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)

)
= ١.

بر طرفی از .y٢ ,
x+ y

٢ ∈ C آنگاه ( ۴.۵ شکل ) باشد، ∥x∥ قطر و x

٢ مرکز به دایره�ای C کنید فرض
،٣.۵ قضیه�ی طبق

(x− y

٢) ⊥
y

٢(g),
x+ y

٢ ⊥ x− y

٢ (g).

نتیجه در

P g
x (y) =

x

٢ , P g
y (x) =

y

٢ ,

تعریف طبق بر بنابراین cosg
−−−→
(x, y) = cosg(y, x) =

١
٢ ، که می�گیریم نتیجه ۶.۵ تعریف طبق بر حال

.∠g(x, y) =
π

٣ ،٧.۵



١١١ حقیقی نرم�دار خطی فضاهای در زاویه −G و زاویه −B .٢.۵

۶.۵ قضیه�ی به مربوط دایره :۴.۵ شکل

در .∥x∥ = ∥y∥ , x ⊥ y(g) یعنی باشد، مربع −g یک (٠, x, y, x + y) کنید فرض .٧.۵ قضیه
است. π۴ با برابر ضلع یک و قطر بین جهت بدون زاویه�ی −g یعنی ،∠g(x, x+ y) =

π

۴ این�صورت

g−مربع :۵.۵ شکل

این�صورت در باشد، داخلی ضرب شبه فضای یک X اگر برهان.

sgn
(
∥x∥٢g(x, y) + ∥y∥٢g(y, x)

)
= sgn

(
∥x+ y∥ − ∥x− y∥

)
,

که گرفت نتیجه می�توان هم�چنین و

∥٢x+ y∥ − ∥x∥ ≥ ∥٢x∥ − ∥y∥ − ∥y∥ = ٠,

پس ،P g
x (x+ y) = x چون ۵.۵ شکل طبق بر

cosg
−−−−−−→
(x, x+ y) =

∥x∥
∥x+ y∥

sgn(∥٢x+ y∥ − ∥y∥) = ∥x∥
∥x+ y∥

.



١١٢ زاویه و بیرخوف تعامد .۵

.P g
x+y(x) = s ،٣.۵ قضیه�ی طبق بر آنگاه باشد. [x, y] و [٠, x+y] قطرهای بین تقاطع نقطه�ی sفرض

که، می�گیریم نتیجه ۶.۵ تعریف طبق بر لذا

cosg
−−−−−−→
(x+ y, x) =

∥s∥
∥x∥

sgn(∥s+ x∥ − ∥s− x∥)

=
∥x+ y∥
٢∥x∥ sgn(∥٢x∥ − ∥x∥)

=
∥x+ y∥
٢∥x∥ ,

،٧.۵ تعریف طبق بر بنابراین

cosg(x, x+ y) =

√
cosg

−−−−−−→
(x, x+ y) cosg

−−−−−−→
(x+ y, x)sgn(∥٢x+ y∥ − ∥y∥)

=

√
١
٢ =

√
٢
٢ ,

.∠g(x, x+ y) =
π

۴ بنابراین



١١٣





۶ فصل

فضاهای در زاویه و بیرخوف تعامد تصاویر،
نرم�دار خطی

مقدمه ١.۶

Aq(x, y) زاویه�ی از تعریفی تصاویر٢ کمک به مینکوفسکی١ صفحه�ی هر در می�خواهیم فصل این در
اگر فقط و اگر است y بر بیرخوف متعامد x به�طوری�که دهیم، ارائه X در y و x ناصفر بردار دو بین
[۵] منبع از فصل این در می�کنیم. بحث نیز زاویه این ویژگی�های مورد در هم�چنین .Aq(x, y) =

π

٢
باشد. شده مشخص منبع روشنی به که مواقعی در بجز است شده استفاده

مینکوفسکی صفحه�ی در زاویه −q و بیرخوف تعامد ٢.۶

در بردار دو این بین زاویه می�توان را خطی نرمدار فضای هر در ناصفر بردار دو بین زاویه�ی آنجاییکه از
صفحه�ی در را زاویه این کافیست نتیجه در کرد، تعریف نیز بردار دو این توسط شده تولید فضاهای زیر
هندسه�ی مورد در بیشتر اطلاعات برای کنیم. معرفی ( بعدی دو خطی نرمدار فضای یک ) مینکوفسکی

کنید. مراجعه [٢١] و [٢٠] به مینکوفسکی صفحه�ی
باشد، X فضای از ثابت پایه�ی یک {e١, e٢} اگر باشد. مینکوفسکی صفحه�ی یک (X, ∥.∥) کنید فرض
این با متناسب بعلاوه کرد. بیان x١, x٢ ∈ R که x = (x١, x٢) صورت به را x ∈ X هر می�توان آنگاه
هر برای δei که نمود انتخاب X∗ دوگان فضای برای پایه�ای عنوان به را {δe١ , δe٢} پایه�ی می�توان پایه

١Minkowski plane٢Projections



١١۶ نرم�دار خطی فضاهای در زاویه و بیرخوف تعامد تصاویر، .۶

می�شوند، تعریف زیر به�صورت و هستند کراندار خطی توابع i = ١,٢

δei(ej) :=

٠, i ̸= j;

١, i = j.

هر برای باشد. X به X از کراندار خطی عملگرهای همه�ی مجموعه�ی L(X) کنید فرض .١.۶ تعریف
و z ∈ X هر برای هرگاه می�گویند T باناخ٣ مزدوج عملگر را T ′ ∈ L(X∗) عملگر ،T ∈ L(X)

،z′ ∈ X∗

(
T

′
z
′)
(z) = z

′(
Tz
)
.

کنید فرض همچنین و باشد {e١, e٢} پایه�ی با مینکوفسکی صفحه�ی یک X کنید فرض .٢.۶ تعریف
دهید قرار باشند. {e١, e٢} پایه�ی تحت X در خطی مستقل بردار دو y = (y١, y٢)

t و x = (x١, x٢)
t

Dxy :=

[
x١ y١

x٢ y٢

]
,

لذا هستند، خطی� مستقل y و x چون کنید توجه

|Dxy| = x١y٢ − x٢y١ ̸= ٠.

Pxy صورت این در می�نامیم، x توسط شده تولید زیرفضای به نسبت X از y موازی۴ تصویر را Pxy حال
است، {e١, e٢} پایه�ی تحت زیر نمایش دارای و است وابسته y و x بردار دو به

Pxy = Dxy.

[
١ ٠
٠ ٠

]
.D−١

xy =
١

|Dxy|

[
x١y٢ −x١y١

x٢y٢ −x٢y١

]
.

،x, y ∈ X خطی مستقل بردار دو هر برای .١.۶ گزاره

١ ≤ ∥Pxy∥ < +∞,

می�دهیم قرار بعلاوه

q(x, y) =

٠; باشند خطی وابسته y, x

∥Pxy∥−١; باشند خطی مستقل y, x

دو بین q−زاویه�ی ،x, y ∈ X هر برای باشد، مینکوفسکی صفحه�ی یک X کنید فرض .٣.۶ تعریف
می�کنیم، تعریف زیر به�صورت و می�دهیم نمایش Aq(x, y) نماد با را y و x ناصفر بردار

Aq(x, y) = arcsin
(
q(x, y)

)
.

٣Banach conjugate operator۴Projection parallel



١١٧ مینکوفسکی صفحه�ی در زاویه −Q و بیرخوف تعامد .٢.۶

می�کند، صدق زیر ویژگی�های در x, y ∈ X هر برای زاویه −q .١.۶ قضیه

باشند، خطی وابسته�ی y و x اگر فقط و اگر Aq(x, y) = ٠ (a)

،Aq(ax, by) = Aq(x, y) ،a, b ∈ R\{٠} هر برای (b)

.Aq(xn, yn) −→ Aq(x, y) آنگاه yn −→ y و xn −→ x اگر (c)

مستقل y و x اگر حال .Aq(x, y) = ٠ است واضح باشند، خطی وابسته�ی y و x اگر (a) برهان.
.Aq(x, y) > ٠ پس ،١ ≤ ∥Pxy∥ < +∞ آنگاه باشند، خطی

گفت می�توان این�صورت در باشند، خطی وابسته y و x اگر a, b ∈ R و شده داده x, y ∈ X هر برای (b)
بنابراین ،Pxy = Pax.by آنگاه باشند، خطی مستقل y و x اگر حال Aq(ax, by) = Aq(x, y) = ٠

Aq(ax, by) = Aq(x, y).

yn و xn که فرضکنیم باید باشند، خطی مستقل y و x اگر .yn −→ y و xn −→ x فرضکنید حال (c)

مجموعه�ی روی q−زاویه نرم، تابع پیوستگی و Pxy تعریف طبق بر هستند. خطی� مستقل n ∈ N هر برای
.Aq(xn, yn) −→ Aq(x, y) بنابراین، و است پیوسته {(x, y) ∈ X٢; باشند خطی مستقل y, x}

کنیم فرض باید (b) و (a) نتیجه�ی طبق بر باشند. خطی وابسته y و x که بگیرید نظر در را حالتی حال
{e١, e٢} پایه�ی حال .yn → x و xn → x و خطی�اند مستقل n ∈ N هر برای yn و xn دنباله�های که
.yn = (γn, ξn)

t و xn = (αn, βn)
t و x = (α, β)t دهید قرار می�گیریم. نظر در را X از استاندارد

پس

αn → α, βn → β, γn → α, ξn → β, |Dxnyn| → ٠.

طرفی از

Pxnyn(e١) =
ξn

∥Dxnyn∥
(αne١ + βne٢),

Pxnyn(e٢) =
−γn

∥Dxnyn∥
(αne١ + βne٢).

بنابراین .αβ ̸= ٠ یعنی، x ̸= ٠ بعلاوه،

lim
n→∞

∥Pxnyn∥ ≥ max{|β|, |α|}.∥αe١ + βe٢∥. lim
n→∞

١
∥Dxnyn∥

= +∞,

بنابراین

Aq(xn, yn) −→ ٠ = Aq(x, x).



١١٨ نرم�دار خطی فضاهای در زاویه و بیرخوف تعامد تصاویر، .۶

در باشند. خطی مستقل بردار دو x, y ∈ X و باشد مینکوفسکی صفحه�ی یک X کنید فرض .١.۶ لم
به�طوری�که موجودند a, b حقیقی اعداد z ∈ X هر برای این�صورت

z = ax+ by,

و یکتاست تجزیه این بعلاوه

Pxy(z) = ax.

نمود. استفاده Pxy تعریف و y و x بردارهای بودن خطی مستقل تعریف از کافیست برهان.

،a, b ∈ R هر برای آنگاه باشد، y بر بیرخوف متعامد x اگر .٢.۶ لم

∥ax+ by∥ ≥ ∥ax∥.

است. واضح نتیجه a = ٠ اگر برهان.
لذا است، y بر بیرخوف متعامد x چون . a ̸= ٠ کنید فرض حال

∥ax+ y∥ = |a|∥x+
b

a
y∥ ≥ |a|∥x∥ = ∥ax∥.

تحت X مینکوفسکی صفحه�ی در بردار دو y = (y١, y٢)
t و x = (x١, x٢)

t کنید فرض .٢.۶ قضیه
اگر فقط و اگر است y بر بیرخوف متعامد x این�صورت در باشند، {e١, e٢} پایه�ی

Aq(x, y) =
π

٢ ,

که، معناست بدان این و

∥Pxy∥ = ١.

خطی�اند. مستقل y و x است واضح این�صورت در باشد، بیرخوف متعامد y بر x کنید فرض برهان.
،z ∈ X هر برای نتیجه در

z = ax+ by , a, b ∈ R,

،٢.۶ لم طبق بر و ١.۶ لم طبق

∥Pxy(z)∥ = ∥ax∥ ≤ ∥ax+ b∥ = ∥z∥ ⇒ ∥Pxy∥ ≤ ١,

،∥Pxy∥ = ١ که کنید فرض برعکس .∥Pxy∥ = ١ گفت می�توان نتیجه در ∥Pxy∥ ≥ ١ چون طرفی از
،t ∈ R هر برای لذا

∥x∥ = ∥Pxy(x+ ty)∥ ≤ ∥Pxy∥∥x+ ty∥ = ∥x+ ty∥,

می�کند. کامل را اثبات این و است بیرخوف متعامد y بر x بنابراین



١١٩ مینکوفسکی صفحه�ی در زاویه −Q و بیرخوف تعامد .٢.۶

مینکوفسکی صفحه�ی در خطی مستقل بردار دو y = (y١, y٢)
t و x = (x١, x٢)

t کنید فرض .٣.۶ لم
بردار دو y′

= (−x٢, x١)
t و x

′
= (y٢,−y١)

t کنید فرض هم�چنین و باشند {e١, e٢} پایه تحت X
از باناخ مزدوج عملگر Px′y′ آنگاه باشند، {δe١ , δe٢} پایه�ی تحت X∗ دوگان فضای در خطی مستقل

یعنی این و است Pxy

Px
′
y
′ = P

′

xy.

دهید قرار ابتدا برهان.

Dxy =

[
x١ y١

x٢ y٢

]
, Dx

′
y
′ =

[
y٢ −x٢

−y١ x١

]
,

صورت این در

D = |Dxy| = |Dx′y′ | = x١y٢ − x٢y١ ̸= ٠,

که گرفت نتیجه می�توان بعلاوه

Pxy =
١
D

[
x١y٢ −x١y١

x٢y٢ −x٢y١

]
, Px′y′ =

١
D

[
x١y٢ x٢y٢

−x١y١ −x٢y١

]
,

،z′ هر و z ∈ X هر برای طرفی از

z = ae١ + be٢, z
′
= cδe١ + dδe٢ ,

لذا

(Px
′
y
′z

′
)z =

١
D

([
δe١ δe٢

] [ x١y٢ x٢y٢

−x١y١ −x٢y١

][
c

d

])([
e١ e٢

] [a
b

])

=
١
D

([
a b

] [ x١y٢ x٢y٢

−x١y١ −x٢y١

][
c

d

])
و

z
′
(Pxyz) =

١
D

([
δe١ δe٢

] [c
d

])([
e١ e٢

] [x١y٢ −x١y١

x٢y٢ −x٢y١

][
a

b

])

=
١
D

([
c d

] [x١y٢ −x١y١

x٢y٢ −x٢y١

][
a

b

])
,

نوشت می�توان نتیجه در

(Px
′
y
′z

′
)z = z

′
(Pxyz),

.Px′y′ = P
′
xy بنابراین



١٢٠ نرم�دار خطی فضاهای در زاویه و بیرخوف تعامد تصاویر، .۶

این�صورت، در باشند، شده تعریف ٣.۶ لم صورت به x, y, x′
, y

′ کنید فرض .٣.۶ قضیه

Aq(x, y) = Aq(x
′
, y

′
).

،٣.۶ لم طبق بر برهان.

∥Px
′
y
′∥ = ∥P ′

xy∥ = ∥Pxy∥,

،٢.۶ قضیه�ی طبق بر پس

Aq(x, y) = Aq(x
′
, y

′
).

می�کنیم. تعریف زیر صورت به R٢ روی ∥x∥p نرم x = (x١, x٢) هر و ١ ≤ p ≤ ∞ برای

∥x∥p := p
√
|x١|p + |x٢|p , ١ ≤ p < ∞,

همچنین و

∥(x١, x٢)∥∞ := max{|x١|, |x٢|}.

می�دهیم. نمایش lp٢ نماد با را (R٢, ∥.∥p) فضای

،lp٢ در y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢) بردار دو هر برای .١ ≤ p ≤ ∞ کنید فرض .۴.۶ قضیه

Aq(x, y) = arcsin

(
|x١y٢ − x٢y١|
∥x∥p∥y∥ p−١

p

)
. (١.۶)

،z = (z١, z٢) ∈ lp٢ هر برای باشند. خطی مستقل y و x کنید فرض برهان.

∥Pxy(z)∥p =
١

∥Dxy∥

∥∥∥∥∥
[
x١y٢ −x١y١

x٢y٢ −x٢y١

] [
z١

z٢

]∥∥∥∥∥
p

=
∥x∥p
∥Dxy∥

|y٢z١ − y١z٢|

≤ ∥x∥p
∥Dxy∥

∥y∥ p−١
p
∥z∥p,

که داد نشان می�توان به�راحتی

∥Pxy∥ =
∥x∥p∥y∥ p−١

p

∥Dxy∥
.

بنابراین ،|Dxy| = ٠ آنگاه باشند خطی وابسته y و x اگر حال

Aq(x, y) = arcsin

(
|x١y٢ − x٢y١|
∥x∥p∥y∥ p−١

p

)
.



١٢١ مینکوفسکی صفحه�ی در زاویه −Q و بیرخوف تعامد .٢.۶

در باشند، l∞٢ در خطی مستقل بردار دو y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢) کنید فرض .١.۶ نتیجه
اگر فقط و اگر x ⊥B y این�صورت

∥x∥p∥y∥ p−١
p

= |x١y٢ − x٢y١|.

است. واضح اثبات ١.۶ رابطه�ی طبق بر برهان.
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Aabstract

Nowadays, not only concepts orthogonality and angle play very important role at geometric
research, but also these concepts are important at analysis research. For this reason,
various types of orthogonalities and angles are defined in normed linear spaces.
In this thesis, at first we generalized concepts of orthogonality and angle to normed linear
spaces and become familar with a variety of orthogonalities and angles. Then we use from
this orthogonalities and angles in subjects of charactrizationof inner product spaces and the
concept of best approximation. Moreover we try to use Birkhoff orthogonality and concept
of best approximation for defintion of oriented angles. At of end we use projections to give
a definition of an angle such that this angle have a relation with Birkhoff orthogonality.
In the first chapter we introduce theorems and basic concepts. In the second chapter
concept of the orthogonality generalized from inner product spaces to normed linear spaces
and becom acquainted with some of the orthogonality. Then in this chapter we discuss in
deatail about one of the main orthogonality namely Birkhoff orthogonality and finally this
chapter we covering to charactrization of inner product spaces with using of orthogonalities
specifically Birkhoff orthogonality. In the third chapter we introduce generalized angles in
normed linear spaces and become familar with some of the angles including wilson angles
and g-angle and then by using these angles we covering charactrization of inner product
spaces. In fourth chapter we introduce concepts of othogonality and angle in quasi- inner
product spaces and become familar with one of the applications of g-orthogonalities in
the best approximation. In the fifth chapter we introduce oriented angles by using of
the Birkhoff orthogonality and concept of best approximation. In the sixth chapter in
Minkowski plane, we use projections for definition of the q-angle such that this angle have
a relation with Birkhoff orthogonality.
keywords: orthogonality, Birkhoff orthogonality, angle, quasi-inner product spaces, best
approximation, Minkowski plane, projections
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